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INTRODUCCION

¢Qué es una Paradoja?
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¢(QUE ES UNA PARADOJA?

Paradoja es una palabra gque hemos escuchado vy
expresado varias veces en nuestra vida cotidiana. ILa
mayoria de las veces la utilizamos para expresar algo due
nos parece absurdo o contradictorio, como pudiera ser si
una persona nos dice: "Dos padres y dos hijos salieron de
la ciudad, pero el numero de habitantes de ésta es solo
tres". A primera instancia parece una cosa absurda, pero si
analizamos un poco lo que dijo la persona, podemos ver gue
tendra razon si las tres personas la formaran padre, hijo y

nieto.

Si una persona dice: "Estoy mintiendo". ¢Dijo 1la
verdad?. Si la persona estid mintiendo entonces su
afirmacién es verdadera. Ahora, como su afirmacion es falsa

y esta mintiendo, entonces lo que dijo es cierto.

Pues bien, utilizaremos la palabra ‘"“paradoja" en el
mismo sentido que tienen estos ejemplos, es decir, una
paradoja es algo que a primera vista parece ser falso, pero
en realidad es cierto; o que parece cierto pero en verdad
es falso; o sencillamente que encierra en si mismo

contradicciones.

El problema de los padres y los hijos y el caso del

mentiroso puede ser ejemplo de que un juicio precipitado



puede ser causa de un razonamiento equivocado. Es decir, se
puede llega a una conclusgién verdadera siendo en realidad
falsa, © a una conclusién falsa siendo en realidad
verdadera. En matematicas es frecuente que ocurra esto por
hacer juicios prematuros y pasar por alto las propiedades y

las teorias ya probadas de éstas.

Nuestro objetivo sera analizar paradojas sencillas que
involucran juegos de palabras, y paradojas mas complicadas
como son los sofismas en la aritmética, en geometria, en
trigonometria y en calculo. Veremos como personas gue
dominan ampliamente las matemdticas no estdn exentas de
caer en uno de los sofismas mencionados por algunas
distracciones debido a juicios prematuros de un determinado

problema.

Quizas alguno de los sofismas que presente sean un
poco dificiles de comprender, pero en cada sofisma o
paradeja, haré un comentario con el fin de analizar cada

una de las conclusiones que involucren ellas.

Debo aclarar gue para comprender algunos de 1los
sofismas y comentarios acerca de ellas, sera necesario
tener unas bases un tanto sélidas tanto en matematicas como

en légica.



CAPITULO |

"Algunas Paradojas Sencillas"



I.- ALGUNAS PARADOJAS SENCILLAS.

Quizas algunas de las paradojas gque mencione en este
capitulo ya se nos hayan presentado alguna vez, igual o
bajo similares condiciones. La mayoria de ellas son muy
conocidas ya que se encuentran en enciclopedias, libros de

acertijos, etc.
Empezaremos con un problema muy divertido.

¢Verdad que estamos de acuerdo, que entre dos relojes,
el mejor es el que estd con mayor frecuencia en la hora
exacta?. Supongamos gue se nos dan a elegir dos relojes.
Uno se retrasa un minuto diario, y el otro no marcha. ¢Cual
escogeremos?. A primera vista parece dque elegiremos el
reloj que se atrasa 1 minuto diario, pero si hacemos caso
de lo que dijimos con anterioridad escogeriamos el que no
funciona, porgue si ponemos a la hora ambos relojes, el que
se atrasa tendrda que atrasarse 12 horas o sea 720 minutos
para que vuelva a estar bien, y como pierde un minuto cada
dia, tardara 720 dias para que vuelva a estar en la hora
correcta nuevamente. En cambio el reloj que no funciona

estara en la hora correcta 2 veces al dia.

Otro problema divertido puede ser el siguiente: Un
joven fue a solicitar empleo a un cierto negocio y le dijo

al gerente que creia merecer un sueldo de $1,500.00 délares



anuales, pero éste no era de la misma opinidén y le dijo:
"Mire joven, el afio tiene 365 dias. Duerme 8 horas diarias
que son aproximadamente 122 dias. Quedan 243 dias. Descansa
otras 8 horas diarias, es decir otros 122 dias. Quedan 121.
Hay 52 domingos en los que no se trabaja. Quedan 69.
Tampoco trabaja los 52 sabados en la tarde, 26 dias en
total. Quedan 43 dias. Ademas todos los dias utiliza una
hora para comer, que suman 15 dias. Quedan 28, Tiene dos
semanas de vacaciones. Quedan 14 dias. Y todavia hay 7 dias
festivos en los gque no se trabaja. (Le parece justo gqgue le
pague $1,500.00 délares por 7 dias de trabajo?. Analice
Usted lo que dijo el gerente. ¢Que le responderia el

joven?.

Una paradoja que resulta interesante y nos deja pensar
puede ser la siquiente, gue se relaciona con los cambios de
moneda extranjera. Los gobiernos de dos paises vecinos,
Nbrte Yy Sur, tenian un acuerdo en el cual se estipulaba que
un peso del Norte valia también un peso en el Sur, y
viceversa. Pero un dia el gobierno del Norte hizo el
decreto de que en lo sucesivo un peso del Sur iba a valer
solo 90 centavos en el Norte. Para no quedarse atras, el
gobierno del Sur contesté al dia siguiente con otro decreto
en el cual se decia que el peso del Norte no valdria mas
gque 90 centavos en el Sur. Cierto dia, un joven muy vivo

fue a comprar a una tienda en el Norte una miaquina de



rasurar con un peso del Norte. La maquina valia 10
centavos. La pagé y le dieron de vuelto un peso del Sur, es
decir, 90 centavos. Cruzé al Sur, y fue a otra tienda a
comprar una navajas de rasurar cuyo precio era de 10
centavos. Pagdé y le devolvieron 1 peso del Norte (90
centavos). Total, el joven regresé a su casa con el mismo
dinero que con el que salid, es decir, un pesc del Norte y
ademas lo que compré. Y las cajas registradoras de ambas
tiendas tenian 10 centavos mas en su caja. Entonces, ;Quién
pagdé la maquina y las navajas de afeitar?. Realmente quien
pagé podemos ver fue el propio joven solo gue se vio
beneficiado por la devaluacidén de la moneda extranjera en
ambos paises. Si Usted se pone analizar que pasaria si el
joven hubiera ido primero a comprar a la tienda del Sur con
el peso del Norte entonces 1la devaluacién 1lc hubiera

afectado bastante.

Hay otro tipo de paradoja en las que interviene
directamente la geografia como en los siguientes dos casos.
El primero se refiere a una persona que hizo una casa de
planta cuadrada, con una ventana en cada pared, de modo que
la vista a través de cada una de las ventanas daba hacia el
sur. La pregunta es, ¢Cémo o donde puede suceder esto?. En
realidad esto parece imposible, pero si 1la casa fue
construida en el -Polo Norte, donde todas las direcciones

dan hacia el sur, pudiera ser posible.



El sequndo caso resulta bastante paraddjico si no se
conoce al anterior. Trata de un cazador que sale a cazar su
primer oso. De pronto divisd uno, a cien metros al ESTE.
Asustado se eché a correr, pero tal era su miedo que no 1lo
hizo en sentido contrario donde estaba el oso, sino hacia
el NORTE. Cien metros mas alla, se serend, pard, se volted
y matd al oso que habia permanecido en la misma posicién
desde el principio, apuntandc hacia el SUR. la pregunta es,

¢Que color era el oso?.

Podemos analizar los datos de este problema mediante

un dibujo de la siguiente manera:

POSICION FINAL
OEL CAZAQOR

N
N

{00 METROS

POSICION
INICIAL OEL

CAZADOR 100 METROS €

P SN



Por lo tanto dado que el cazador corrié hacia el Norte
en lugar del Oeste y gque su disparo fue hacia el Sur,
cuando el oso no se habia movido de su lugar inicial,
entonces por el resultado del caso anterior, podemos
concluir que el cazador se encontraba en el Polo Norte, y
como consecuencia el oso era blanco. Claro, esto si estamos

de acuerdo que en el Polo Norte solo hay osos blancos.

Existen muchos problemas cuya solucién nunca es la que
parece evidente. Los siguientes cuatro son ejemplos de
estos. Sus soluciones estaran en los comentarios que haré

inmediatamente después de cada uno de ellos.

PARADOJA 1l.- Una empresa comercial proyectaba abrir
una sucursal en cierta ciudad, y puso anuncios solicitando
3 empleados. Entre todos lo que se presentarcn el gerente
de personal escogid a 3 Jjovenes, y les dijo: "Sus sueldos
serdn $1,000.00 anuales, pagaderos por semestres. Si su
trabajo es bueno, se les aumentara el sueldo; pero, diganme
que prefieren, ¢Un aumento de $150.00 anuales o uno de
$50.00 cada semestre?. Los dos primeros aceptaron
rapidamente 1la primera alternativa, pero el tercero,
después de pensar un poco, escogio la segunda.
Inmediatamente el derente lo puso al frente de los dos.

JPor qué?,



COMENTARIO.- Pareceria quizas, que el gerente escogio
al tercero para un mejor puesto, debido a la modestia de
este y a su aparente deseo de ahorrarle dinero a la
empresa, pero no fue asi. En realidad el tercero eligid la
segunda alternativa porgue de esa manera cobraba un salario

mas alto que sus compaferos.

Sus  comparieros llegaron precipitadamente a la
conclusion de que un aumento de $50.00 cada semestre
equivalia a otro de $100.00 anuales, pero €1, habia tomado
en consideracién todas las condiciones del problema, Y

estudio las 2 alternativas de esta manera:

AUMENTO
$150.00 ANUAL $50 SEMESTRAL
ler Aro $500 + $500 = $1000 $500 + $550 = $1050
2do Ano $575 + $575 = $1150 $600 + $650 = $1250
3er Ano $650 + $650 = $1300 $700 + $750 = $1450
4to Ano $725 + $725 = $1450 $800 + $850 = $1650

De esa forma se dio cuenta que su suelde excederia al
de los otros en los afios subsiguientes en $50, $100, $150,
$200, $250,..., ya que el aumento anual que a él le
correspondia siempre seria $50 mayor gue el de ellos. Es
decir lo que impresiond al gerente no fue su modestia, sino

su inteligencia.



PARADOJA 2.~ Un reloj tarda 5 segundos en dar 6

campanadas. ¢Cuanto tardara en dar 12 campanadas?

COMENTARIO.- A primera instancia parece que el
resultado es 10 segundos, pero no es asi. Los 5 segundos
que tarda el reloj en dar las 6 campanadas corresponden a
los 5 intervalos que hay entre cada campanada. Entre 12
campanadas hay 11 intervalos, por lo tanto la respuesta
correcta es 11 segundos, como se ve en la siquiente figura:

1 2 3 4 5 6 Campanadas
-1~—;~—;~-;~-;~_ Segundos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Campanadas

e 0 i ot ot e Pt ot e ot o e R o P Pt P ot B o A o B o e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Segundos

PARADOJA 3.~ Una botella y su tapdén valen $1.10. Si la
botella cuesta 1 peso mas gue el tapon. ¢Cudnto cuesta la

botella?z.

COMENTARIO.=- Se podria pensar quizds que la respuesta
es $1.00. Pero entonces el tapdén tendria que valer $0.10 y
en este caso la botella cuesta sdlo $0.90 mas que el tapdn.
Si pensamos mas detenidamente las condiciones del problema
podemos llegar a la respuesta correcta que es $1.05, Claro,
en este problema suponemos que desconocemos los sistemas de
ecuaciones lineales, si no resultaria inmediato el problema

y no seria nada paradéjico.



PARADOJA 4.~ En el fondo de un pozo de 30 metros hay
una rana. Cada hora sube 3 metros y resbala perdiendo 2.

{Cuantas horas tardaria en salir?.

COMENTARIO.- Por 1lo menos, la respuesta no es 30
horas, a menos gue la rana no se dé cuenta cuando esta

fuera del pozo.

Si tomamos en cuenta que en 27 horas la rana esta a 3
metros del borde del pozo, entonces en la siguiente hora
subird los 3 metros restantes para poder salir. Por 1lo

tanto el resultado es 28 horas.



CAPITULO I

“Paradojas Aritméticas"



11

II.- PARADOJAS ARITMETICAS

En la aritmética hay muchos casos que casi resultan

increibles de que puedan suceder.

En este capitulo gquizd no haya nada gque pueda
sorprender a un conocedor de las matematicas, pero algunos
casos pueden resultar paradéjicos a personas gque no
conozcan a fondo éstas, desde el punto de vista que si
tuviera que dar una opinién acerca de ellas, le parecerian

falsas o por lo menos improbables de suceder.

Muchos de estos casos estdn relacionados con los
nameros grandes, que hoy en dia en que los gobiernos piden
préstamos, y tienen presupuestos de miles de millones de
dolares, hemos perdido un poco la nocidén de lo que valen y

ya no somos capaces de apreciar su verdadera magnitud.

Por ejemplo, ¢(Qué tan grande es mil millones?.
Supongamos primeramente que tenemos un conjunto de dados de

1 om.de longitud por lado. Claramente el volumen de cada

3

dado sera 1 Cm”. También supongamos que tenemos un cuarto

de 10 metros de largo por 10 metros de ancho y de 10 metros
de altura. Claramente también, el volumen del cuarto es

3

1000 m3, gue equivalen a 1,000,000,000Cm”. Es decir gque con

mil millones de dados de 1 Cm. de longitud de lado, bien
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acomodados, podemos llenar un cuarto con las dimensiones

del cuarto supuesto. Parece increible, ¢Verdad?.

Ahora, si aun no nos hemos dado cuenta a cuanto
asciende la deuda externa de nuestro pais, consideremos que
para pagar cien mil millones de délares a razdén de un délar
cada segundo, durante las 24 horas del dia, los 7 dias de
la semana, Yy las 52 semanas del ano se tardarian

aproximadamente 3180 afios en hacerlo. ¢Qué les parece?.

Los profesionistas que manejan constantemente numeros
muy grandes, son afectos de poner estos numeros como

potencia de 10. Comc puede ser:
1,000,000,000 = 1 X 10°

otra potencia gque se usa frecuentemente en algunos
problemas es la de 2. Precisamente comentaré un caso muy

curioso sobre un numero de esta potencia, el

204 -1,

Este numero, el 264-1, est3d relacionado segun una

leyenda con el origen del ajedrez.

La leyenda dice que a un antiguo Shah de Persia le
gusté mucho el juego, que mandd a su inventor que pidiera
el regalo que quisiera. El inventor que al parecer sabia

bastante de aritmética, pidié un grano de trigo por el
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primer cuadro del tablero, dos granos por el segundo,
cuatro granos por el tercer cuadro, y asi sucesivamente
hasta que se hubiera tenido en cuenta a todos los 64

cuadros de los que consta el tablero. Pedia pues:
1+ 2+ 22+ 23 2% 4 .. #2063 =264 7 (1

Granos de trigo. El Shah creyé gue esto era una pobre
recompensa, hasta gque sus consejeros le resolvieron el
problema y encontraron gque 204 1 es aproximadamente
1.84 X 1019 y que son en realidad bastantes toneladas de
trigo. Como vemos, el inventor era un poco ambicioso,

cverdad?.

Si se coloca al lado del primero un segundo tablerc de
ajedrez, y si se contindia doblando el numero de granos para
cada cuadro del segundo tablero, el ultimo de los de éste
contendra 2127 granos de trigo. Si a ese montén le

quitamos un grano gquedaria:

2127 _ 4 = 170,141,183,460, 469, 231, 731, 687,303, 715,884, 105, 727

(3] Ejercicio 8 Pag. 49 det
n 1-X Libro Calculo de Apéstol,

e, X#1 Wl 1.

K=0 1%



que fue hasta 1938 el mayor numero primo conocido.
Este numero fue publicado por H. Steinhaus en 1938, en el

libro Mathematical Snapshots.

14
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"Paradojas Algebraicas"
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III.~ PARADOJAS ALGEBRAICAS

En este capitulo veremos como varios casos del algebra
parecen cierto siendo en realidad falsos. A este tipo de
paradojas se les llama "SOFISMAS" gue significa
razonamiento falso gque nos induce al error. Es decir,
veremos como es facil a veces llegar a contradecir
resultados ya probados en matematicas, debido a que pasamos

por alto algunas propiedades ya establecidas en ella,

Muchos de éstos sofismas ocurren por el hecho de
olvidar a veces gue no se puede dividir entre cero. Veamos
el siguiente caso gue nos indica como al dividir por cero,
se llega a varias contradicciones.

Supongamos gue:

<s==> a=bh (1)
<=t a? = ab (2)
<==> a? - p? = ab - b2 (3)

== (a ~b) (a +b) =Db(a-b) (4)
<==> (a +b)=>hO (5)

Ahora, sean a = b = 1. Por lo tanto con este resultado
llegamos a que 2 = 1. También si restames b a ambos
miembros de (5) obtendremos que a = 0, o sea que cualguier

numero es igual a cero.
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Si analizamos un poco cada uno de los 5 pasos, podemos
ver rapidamente que del (4) al (5) paso dividimos por
(a ~ b), peroc como en (1) supusimos qgue a = b, o sea,
a -b =0, entonces la division hecha fue por cero, y fue

por eso gue llegamos a las contradicciones ya mencionadas.
Pero, :;por qué no podemos dividir por cero?.

Antes de contestar esta pregunta, diremos gque en las
matemdticas todas las definiciones, axiomas, teoremas,
leyes, etc., se hacen de tal manera que haya compatibilidad
entre ellas, es decir, gque no se contradigan unas con otras
© que no nos conduzcan a contradicciones. Teniendo como

antecedente esto, contestemos pues la pregunta.

Tenemos gque a es divisible por b si existe un x tal
gue ¥ . b =a, o sea que, X = a/b. Supongamos que b = 0,
Entonces tenemos dos casos, uno cuando a # 0 y otro cuando

a = 0., Analicemos estos casos:
ler. CASO: a#o

Si a # 0, entonces x . 0 = a, pero no existe x tal gue

X por cero de igual a a, cuando a § 0.
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Ahora veamos el caso 2:
2do. CASO: a=20
Si a = 0, entonces x . 0 = 0

Por lo tanto x puede ser cualquier numero, ya que

cualquier nimero multiplicado por cero, es cero.

Ahora, como nosotros necesitamos que a/b esté definida
Yy sea un numero unico, y acabamos de ver que la divisiodn
entre cerc nos conduce o a ningin namero, o a cualquier
numero, es por eso gue esta division entre cero no esta

definida en matematicas.

A continuacién veremos unos cuantos sofismas derivados

de la divisidn entre cero que acabamos de ver.

PARADOJA 1.- Demuestre gque 1 = 0

Demostraciodn:
Sea x = 0 (1)
<=> X{x - 1) =0 (2)
<=> (x - 1) =0 (3)
<=> X =1 (4)



COMENTARIO.- Podemos ver que el error
(2) al (3) cuando dividimos la igualdad por

(1) que x = 0.

PARADOJA 2.- Demuestre que dos numeros

iguales.
Demostracién:

Supongamos que a = b + c (1), donde
nimeros positivos. Esto implica que a es
Multiplicando (1) por (a - b) tenemos:

a2 - ab = ab + ac - b% - bc

<==> a2 - ab - ac = ab - b% - bc
<== a(a - b -c) =b(a-b-c)
== a=>b

19

estda del paso

x, teniendo en

diferentes son

a, b y c son

mayor dque b.

(2)
(3)
(4)
(5)

Hemos demostrado que si a es mayor que b, entonces es

igual a b.

COMENTARIO.- El error estad que en el primer paso

supusimos que a = b + ¢, 0 sea que a - b -

c =20, Yy para

obtener (5) dividimos (4) por a - b - c que es cero.
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PARADOJA 3.- Demuestre gue todos los enteros positives

son iguales.

Demostracién:

Por divisién algebraica tenemos que:

Xx -1
= 1
x -1
x2 ~ 1
=X+ 1
X -1
x3 -1
= x2 + x + 1
X -1
n—
-1
=01y x2 L b x4
x -1

Supongamos ahora que X = 1. Tenemos entonces que todos
los términos del lado izquierdo son iguales, mientras que
los del lado derecho son 1, 2, 3, . . ., n respectivamente.

Esto implica que 1 =2 =3 = . . .= n,

COMENTARIO.- El error estd en que si x = 1, todos los
miembros izgquierdos de las igualdades son "0/0" , y como ya

vimos 0/0 puede ser un "nimero cualguiera®.
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Existen muchas paradojas que por el contrario de las

anteriores, llegan a conclusiones validas en base a una

serie de pasos falsos. Estas paradojas son llamados en

inglés, "“Howlers". Veamos algunas muy sencillas de esta

clase.

PARADOJA 4.~

a? - p?
Pruebe que -~—~————- =a + b

a-b

Demostracion:
+

a? %
Tenemos que ~—————— = a + b

ar»b

COMENTARIO.~ Los pasos verdaderos deben ser:

a2 - p? (a + b) _(a=—bT
= =a+ b
a-»b Bt

PARADOJA 5.~

26 16
Simplifique a) y b)
65 64
Solucidn:
28 2
a) -——- = —
A5 5

18 1
b) —
B4 1

.i



COMENTARIO: Lo correcto debera ser:

26 2
a) —— =-—— ; dividiendo por 13 numerador y
65 5 denominador.
16 8 4 2 1
b) —— I m—— 2 e—— 2= — = —
64 32 16 8 4

PARADOJA 6. -
362 = 3(6)2 = 3(36) = 336

COMENTARIO.- Para obtener el resultado de 336 quito el
paréntesis, olvidandose de que éste indicaba producto,

Claramente el resultado correcto debe ser 108,

PARADOJA 7.~ Resolver la ecuacidn:
(% + 3) (2 - x) = 4

Solucién:

Si (x+ 3) (2 -%x) =4
<=>x + 3 =4 6 2 -x=4
<=> =1 6 % = -2

Sustituyendo en la ecuacién original vemos que los

resultados son correctos,

22
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COMENTARIO.~- La manera correcta de resolver esa

ecuacidn debe ser

(x + 3) (2 - %) =4

== X% - x+ 6 =4

<== 2 +x-2=0

<==> (x + 2) (x - 1) =0
X+2=0 6 x-1=0
X = -2 [} X =1

otras sofismas algebraicos son aquellos gque ocurren al
extraer raices cuadradas y no tomar en cuenta el doble
signo (%) que aparece al hacer esto. A veces tomamos un
signo inapropiado y caemos en contradicciones. Veamos los

siguientes casos:

PARADOJA 8.- Pruebe que dos nuimeros diferentes son

igquales.

Demostracidn:

Sean a y b dos numeros distintos y sea c la media
aritmética de ellos. Es decir, c = (a+b)/2, o sea que:

a+b=2c (1)
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Multiplicando ambos miembros por (a - b) tenemos:

a? - p% = 2ac - 2bc (2)

Sumando b® - 2ac + ¢? a ambos miembros:
a? - 2ac + c? = b% - 2bc + c? (3)
<==> (a - c)% = (b - c)? (4)

Extrayendo raiz cuadrada a ambos miembros tenemos:
a-c=b-~-c (5)
a=»> (6)

* 51 a es distinto a b, entonces a = b

COMENTARIO.- Antes que todo recordemos gque la ecuacién
x? = a? tiene dos soluciones que son X = a y x = -a. Ahora
bien, al extraer raices cuadradas en (4) no tomamos en

cuenta el doble signo. Es decir (5) se pudo haber puesto de

la siguiente manera.

a-c¢c=-(b-c) (5)
<==> a-c=-b+c
<==> a+ b = 2c
a+bh
<==> CcC =
2

Y no llegamos a ninguna contradiccidén. Ademas es claro
que [-(b - c)]2 = (b - c)2 , O sea gue:
(b - cy? = (c - b)?
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PARADOJA 9.- Demuestre que n = n + 1, para cualquier n.
Demostracién:

Tenemos que (n + 1)2 =n? +2n+1 (1), para
cualquier n. Restando (2n + 1) a ambos miembros de 1la
igualdad tenemos:

(n +#1)2 - (2n + 1) = n? (2)
Restando otra vez, pero ahora n(2n+l) a ambos miembros:

(n+1)2 - (2n+ 1) -n(2n + 1) =n? - n(2n +1) (3)

(2n + 1)°2
sumando —— a ambos miembros:
4
(2n+1)2 (2n+1)2
(n+1)2 -(2n+1)-n(2n+1)+ ———= n? -n(2n+1)+ ——— (4)
4 4
Que es equivalente a:
) (2n+1)2 (2n+1)2
(n+1)2 -(n+1) (2n+1)+ =n? - n(2n+l1)+ — (5)

2n+l 2 2n+1l 2
Bn+1) - ] = |n - (6)
2 2

Extrayendo raiz cuadrada a ambos miembros:

2n+l 2n+1l
(n+1) - ) =n - ( (7)
2 2
n+1=n (8)

COMENTARIO.- En esta paradoja sucede algo muy similar
a lo que ocurrié en la paradoja anterior. El1 error esta al

extraer raiz cuadrada en la igualdad (6), y no tomar en
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cuenta el doble signo, es decir, si tomamos la opcién de

poner el signo negativo en el miembro derecho de (7)

tenemos:
2n+1l 2n+1
(ntl) - \——— ) = -n+
2 2
1 1
frad-— = —
2 2
1 1
2 2

Y no hay ninguna contradiccion.

En desiqgualdades también existen algunos sofismas.

Mencionaré a continuacion dos ejemplos:

PARADOJA 10.- Demuestre que todo niumero es mayor gque

si mismo.
Demostraciodn:

Supongamos que a y b son dos numeros positivos y que:

a>h (1)

Multiplicando ambos miembros por b tenemos
ab > b2 (2)
Restando a? a ambos miembros y sacande factor comun:

a(b -a) > (b +a) (b -a) (3)
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Dividiendc ambos miembros por (b - a) tenemos:

a>b+a (4)

.. Puesto que b es positivo, esto implica que a es

mayor que todo nimero mayor gque él.

COMENTARIO.- El error estd en haber multiplicadc (3)
por 1/(b-a), que eS5 un numero negativo, y nc cambiar el
sentido de la desigualdad. Debemos tener que si a > b,
entonces -a < -b . Lo que debe de ser la expresioén (4)

utilizando este resultado es:
a<b+ a

Y esto no es ninguna contradiccion para a y b

positivos.
PARADOJA 11.- Demuestre gque 1/8 > 1/4

Demostraciodn:

Tenemos que 3> 2 (1)

Multiplicando ambos miembros por Log 1/2 tenemos:

3 Log 1/2 > 2 Log 1/2 (2)
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Utilizando 1la propiedad de logaritmos de que

Log (%)= n Log x y que la funcion logaritmo es creciente:

1 \3 112
Log [ == > Log|— (3)
2 2
1 \? 1\?
ot > et
2 2
1 1
— > —
8 4

COMENTARIO.- Cometimos el mismo error dque en la
paradoja antericr. Log 1/2 es un numero negativo y al
multiplicar (1) por esa cantidad, debimos cambiar el

sentido de la desigualdad. O sea:

1 1
3 Log {[——|< 2 Log
2 2
1\° 1\
<==> Log [ — < Log | —
2 2
1 1
<==> < —
8 4

gue no es ninguna contradiccién.

Los numeros imaginarios nacieron ante la necesidad de

que la ecuacién x% = a siempre tuviera solucién. En

particular, si x? = 1 tiene soluciédn, ipor qué no ha de

tenerla x2 = -1 ?.
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La raiz cuadrada de -1 se define de un medo similar a
la de un numero positivo, es decir -1 es aguel numero dgue
elevado al cuadrado da -1. La raiz cuadrada de todo numero
negativo tal como -1, donde a es positivo, se puede
escribir de la siqguiente manera:

= = FrTiE = iz

Donde por consecuencia J—l se vrepresenta como \ .

Ahora puesto que 1 = L, entonces L2= -1. Pero que pasa
si decimos que -1 [=3 = l(-l) -1y =J1=1.

Llegamos a la conclusion de gue 1 = -1,
¢Por qué sucede esto?.

En realidad, esto sucede por querer aplicar las reglas
de los radicales a los nimeros complejos (imaginarios).
Veremos como al olvidar esto, se puede dar origen a algunas

paradojas muy interesantes. Aqui dos de ellas.
PARADOJA 12.- Demuestre que -1 = 1

Demostracidn:

(1)

Tenemos gue

(2)

(3)
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I

ll
)
a
[ar}
=

VT

COMENTARIO.- El1 error esta en que empezamos con la

forma (=({ en (1) y en (3) teniamos la igualdad 1/¢ = t/1,
que no es valida, ya que si lo fuera entonces L =1y

entonces contradecimos que £2 = ~1.

Es decir al pasar del paso (2) al paso (3) aplicamos

la regla de los radicales que dice "a /b =J§'/JT? a los

nimeros imaginarios donde no es valida.
PARADOJA 13.- Demuestre que 1 = -1
Demostracion:

Tenemos que Jx~ y J( 1) (y - x) = (,F— (1).

Sustituyendo x = a y ¥y = b en (1} y suponiendo que

a = b, tenemos:

a-b=4¢yb-a (2)

Sustituyendo x=b y y =a en (1) nuevamente vy

suponiendo a = b, tenemos:

Jb-a = iJa-b (3)

Multiplicando (2) por (3) tenemos:

Ja-bfb-2a =(% Jo-afa-b (4)
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pividiendo ambos miembros por fa - b b - a:
1= {2 ()

<=> 1= <1

COMENTARIO.- Dijimos que J<a =1 {a si a era un
nimero positivo, pero no dijimos que a se pudiera escribir
como L fT3, ya gque esta expresién es igual a .sz—a_o sea
- ,ra_, lo que nos conduce a una clara contradiccién. Por lo

tanto nuestro error esta en el paso (1).
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IV.- PARADOJAS DEL INFINITO

Desde hace muchos afios se han venido haciendo estudios
acerca del infinito en matematicas, vya dque este es
indispensable en muchos de los terrenos de esta ciencia.
Estos estudios han dado origen a muchas contradicciones,
algunas de las cuales se han podido superar, pero otras han

dejado todavia en gque pensar.

El infinito en matemdticas es una especie de fantasma
que se presenta cuando menos esperamos. A veces es dificil
de reconocer ya que hay mas de una clase: el infinito en el
dlgebra, en la aritmética, en la geometria, lo
infinitamente pequefio, lo infinitamente grande, etc. No hay

un solo infinito sino toda una jerarquia de infinitos.

En este capitulo veremos algunas notables paradojas
que nos permitan apreciar lo contradictorio que es muchas

veces el infinito.

4.1.- EL INFINITO EN ARITMETICA

Antes de analizar algunas paradojas que involucren al
infinito, empezaremos por definir, de manera intuitiva, a
que nos referimos cuando hablamos de una c¢oleccidén o

conjunto infinito de cosas.
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La palabra "infinito" significa "sin fin, sin limite",
o sencillamente "no finito". Sujeto a esto, diremos que "un
conjunto es infinito cuando no se pueden contar sus
elementos en un periodo finito de tiempo, por muy largo gque
sea este'. No debemos confundir el concepto de infinito y
el de muy grande aungue finito, Por ejemplo, el numerc de
cabellos que tiene una persona, ¢ el mimero de automéviles
que hay en el mundo en un instante dado. Estos numeros son
muy grandes, pero son finitos. Bastaria solo paciencia para
ponerse a contar y con seguridad podriamos terminar la

tarea.

Un ejemplo clarc de un conjunto infinito son 1los
nimeros naturales, 1, 2, 3, 4, 5, ..., ya que si
quisiéramos contarlos jamas terminariamos aungue tuviéramos

toda la paciencia del mundo.

Otros ejemplos de conjuntos infinitos pueden ser los

siguientes, que son originados por los nuimeros naturales:

1.- Los valores de n?, donde n € IN (*)
i, 4, 9, 16, 25, 36, ...,

2.- Los valores de 1/n , donde n € 1IN.
1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5. ...,

3.~ Los valores de 2P , donde n€ IN

2, 4, 8, 16, 32, ...,

{*)NOTA: IN Representa los NGmeros naturales.
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4.- Los valores de 1/27, donde n  IN.

1/2, 1/4, 1/8, 1716, 1/32, ...,

Con estos ejemplos podemos con seguridad distinguir
ya, la diferencia entre un conjunto finito muy grande y un
conjunto infinito, y procederemos a estudiar algunas

paradojas gue involucran al infinito.

4.2.- PARADOJAS DE ZENOR

Los estudios sobre el infinito comenzaron hace unos
2400 afos, cuando el fildsofo griego Zendn de Elea (495-455
a de ¢€.), originé una crisis en la matematica antigua
estableciendo algunas paradojas ingeniosas. Dos de las més
famosas fueron la de la Dicotomia, en la cual afirma gue es
imposible recorrer una distancia dada, o© sea que el
movimiento es imposible y la otra es la de Aquiles y la
Tortuga. Analizaremos por separado cada una de estas
interesantes paradojas que gquedaron inconclusas por mucho

tiempo.

En la primera, la Dicotomia, Zendn afirma gue para que
una persona recorra una distancia dada, primero, debe
recorrer la mitad de la distancia; luego, la mitad de la
distancia restante; luego, otra vez, la mitad de la que
queda y asi sucesivamente. En la siguiente figura se

muestra el razonamiento:



ey
1. Fd

»l-

I
U

Paradoja de Zendn (La Dicotomia).

1Esto significa, segin Zendn, que siempre queda alguna
parte de la distancia por recorrer y, por lo tanto, el

movimiento es imposible!.

Es evidente, que 2endén pensé gque la perscna nunca
puede llegar a la meta es equivalente a decir gue nunca
llega a ella en un tiempo finito. O dicho de otro modo, que
"la suma de un ntmerc infinito de intervalos de tiempo, es
infinita":. Esta afirmacidn en general es cierta, pero no

siempre.

Tuvieron que pasar no afios, sino siglos, para poder
demostrar con formalidad matematica que Zendén no tenia

razon.
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Una solucién a esta paradoja muestra que las
distancias sucesivas a recorrer forma una serie geométrica

infinita:

Oo
= (1/2)P = 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + ...
n:=y4

Ccada uno de cuyos términos es la mitad del anterior.
Esta serie aunque tiene un numero infinito de términos,
tiene suma finita igual a 1. Esto es valido debido a que la
serie es geométrica con una razén de 1/2, y por el teorema
10.5 del 1libro de Calculo de Tom M, Apdstol Tomo I Pag.

475,

o0 X
;F?:xn = , si x| <1
. 1-x

Por lo tanto:
o0 172
=@/ —— =1
Ned 1-1/2
Es decir la distancia total que recorre la persona es

1 y por lo tanto hemos contradicho a Zendn.

En la segunda paradoja de Zenon que analizaremos, la
de Aquiles y la Tortuga, Zenén dice que si Aquiles le da
algo de ventaja a la tortuga en una carrera, nunca podra

alcanzarla, estableciendo que Aquiles, corriendo para



38

alcanzar a la tortuga, debe llegar primero al lugar de
donde ella partié, pero la tortuga ya ha salido. Este
proceso se repite, indefinidamente. A medida que Aquiles
llega a cada nuevo punto de su carrera, la tortuga, que
habia estado alli, ya lo ha abandonado. Por 1lo tanto
siempre tendrda que empezar por llegar al sitio de donde 1la
tortuga acaba de partir, y por tanto ésta siempre estara

por delante.

Para analizar esta paradoja, hagamos las siguientes
suposiciones: Supongamos que en la carrera, Aquiles le da a
la tortuga una ventaja de 100 metros, y que las velocidades
de Aquiles y la Tortuga son de 10 metros por segundo y 1
metro por segundo respectivamente. Por lo tanto Aquiles
tarda 10 segundos en recorrer los primeros 100 metros de la
carrera, mientras tanto, la tortuga se ha adelantado otros
10 metros. Aquiles tarda 1 segundo en recorrer esos 10
metros, pero la tortuga ha avanzado 1 metros mds. Adguiles
recorre esa distancia en 1/10 segundo, pero la tortuga
estarda todavia 1/10 metro adelante y asi sucesivamente. Por
lo tanto el numero de segundos que transcurren hasta que
Aquiles alcanza a la tortuga, es la suma de la serie

infinita:
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1 1 1
10 + 1 + + + + ...
10 100 1000
oo 1\
=11 + _> —
n=1 10
1/10

=11 + 1/9 = 11.1111

11 +
1-1/10
Que es una serie gdeométrica con x = 1/10, y la cual
como ya vimos tiene suma 1/9 mas los 11 primeros segundos.
Por lo tanto, Aquiles si alcanzard a la tortuga, y esto
sucederd 11 1/9 segundos después de haber iniciado 1la

carrera.

En el ultimo siglo se han dado muchos criterios para
determinar si la suma de una serie es infinita o finita. No
profundizaremos en estos criterios, pero consideremos las
siguientes dos series:

o0
=2 =2+4+8+ 16+ 32+ ...

Nsy

Y = —=1/2 +1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + ...

Es clare que la primera serie no tiene suma finita, es
decir diverge hacia el infinito, mientras que la segunda
tiene suma finita 1, es decir, converge a 1. (Puede deberse
esta diferencia a que los términos sucesivos de la primera

serie sean crecientes, mientras que los de la segunda son
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decrecientes?. La respuesta es No. Lo cierto es dque una
condicién necesaria de convergencia, es gue los términos
sucesivos sean decrecientes. Pero esta condicién no es
suficiente, y se ve con claridad en la serie.

oo

“>1/n=1+1/2 +1/3 + 1/4 + 1/5 + ...

N-{

llamada "serie armdnica".

Intercalando paréntesis, esta serie se puede escribir
en la forma:

1+ 1/2 + (1/3 + 1/4) + (1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8 ) +

+ (1/9 + 1/10 + 1/11 + 1/12 + 1/13 + 1/14 + 1/15 +

1/16) +...

puesto que 1/3 > 1/4, entonces:

(1/3 + 1/4) > (1/4 + 1/4) = 1/2.

También puesto que 1/5, 1/6, 1/7, son todos mayores
que 1/8, el segundo grupo de paréntesis es mayor dque
(/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8) o sea 1/2. Del mismo modo el tercer
grupo es mayor que 8/16 = 1/2, y asi sucesivamente. Por 1lo
tanto la suma de la serie es mayor que
1+1/2 + 1/2.+ 1/2 + ..., y ©por lo tanto 1la serie
Arménica é 1/n diverge, aungue muy lentamente, hacia el

Ne}
infinito.
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Por lo tanto 1la condicién de que los términos
sucesivos sean decrecientes, no es una condicidn suficiente
para la convergencia de una serie de términos positivos.
Por otra parte, esta condiecidén si es suficiente para la
convergencia de una "serie alternada", una en que los
términos sean alternadamente positivos y negativos. Este
teorema lo demostré Leibniz y estd escrito como el Teorema
10.14 Pag. 493 del libro de Cédlculo de Tom M. Apdstol Vol.

I. Por ejemplo, la serie:

o0 1
(-1l — =1 - 1/2 +1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + ...
Nef n

Converge hacia un limite finito aplicando esta regla.
El valor de este limite es In 2 y esta demostrado en la

pagina 495 ejemplo 4 del libro antes mencionado,

Aunque algunos matemdticos ya habian estudiado ciertos
casos aislados de series infinitas, fue hdsta el siglo XIX
cuando se les empezd a estudiar de una manera mas légica y
firme, y con una idea mas amplia del infinito. En 1851
aparecid un libro titulado "Die Paradoxien des Unendlichen"
(Paradojas del Infinito) escrito por Bolzano y pubiicado

después de su muerte,
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Quizas apreciemos ‘los mejores esfuerzos de los
matemdticos de aquel tiembo, si vemos unos cuantos ejemplos
tomados del libro de Bolzano. Consideremos la serie:

S=a-a+a-at+a-a+a-at+a-a+ ...
si agrupamos esta serie de otro modo tenemos:

S

i

(a -a) + (a-a) + (a-a) + (a-a)+ ...

0O+0+0+0+0 ...

"

=0
si por otra parte la agrupamos de este modo tenemos:
S=a-(a-a)-(a-a)-(a~-a) - ...

a-0-0-0-...

1

= a
y si todavia la agrupamos de otra manera tenemos que:

S=a-(a-a+a-a+a-a+...)

a-=8
25 = a 0 sea que § = a/2

Asi pues, tenemos una serie infinita cuya suma parece
ser una de las tres cantidades: 0, a, 6 a/2. Actualmente,
valiéndonos de las definiciones de convergencia y
divergencia, diriamos que esta serie ni converge hacia un
numero finito, ni diverge hacia el infinito. Simplemente
diriamos que es una "serie oscilante" y 1llegariamos a la
conclusion gue no tiene una suma determinada. Pero en los

dias anteriores a Bolzano las ideas de convergencia y
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divergencia no estaban tan claramente definidas, y las
series oscilantes presentaban muchas dificultades inclusive
Leibniz, uno de los genios del sigle XVII, que descubrid el
Calculo Infinitesimal al mismo tiempo que Newton, no vio
claro este caso en particular. Decia que puesto que los
limites 0 y a, son "igualmente probables”, el verdadero
limite de la serie, es su valor medio a/2. El1 método de
agrupamiento por medio del cual se llega al limite a/2, es
obra de un matematico de principios del siglo XIX y lo
publicé en el 1libro Annales de Mathematique en 1830

firmando como "M.R.S.".

Mas sorprendentes son todavia los resultados gque se
obtienen en las siguientes series, para el caso en que
x = 1. Por ejemplo, por divisién ordinaria, tenemos que

para cualquier valor de x distinto de -1,

=1 - x + xz - x3 + x4 - X + ...

4o x e x8 - X

=1-x+x
1+x+x24x3
1

23 4xt

5 _ 46 4 510 _ 11

=1-x+x
1+x+x
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Y asi sucesivamente. Pero si x = 1, todos los segundos
miembros se reducen al mismo numero es decir a la "suma" de
la serie:

1-1+1-1+1-1+1-1+ ...,

Mientras que los primeros miembros adquieren
respectivamente los valores 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, .... Por
, consiguiente 1/2 = 1/3 = 1/4 = 1/5 = ... = 1/n, donde n es
un numero natural cualquiera. Como sabemos, esto es
absurdo, lo cierto es que la serie 1 -1 + 1 -1+1- .,.
no tiene una suma fija, sino que oscila entre 0 y 1. Veamos
todavia otro ejemplo del libro de Bolzano. Sea:

S=1-2+4 -8+ 16 - 32 + 64 - 128 + ...,
ésto significa que:

s 1 -2 (1-2+4-8+16~-32+ 64 - ,..)

1 -28

J.38=1 6sea 5=1/3

Por otra parte la serie dada se puede escribir en 1la

forma:

"
n

1+ (=2 +4) + (=8 +16) + (=32 +64) + ...

1L+ 2+ 8+ 32+ 64+ ...

¥ S diverge hacia el infinito. Pero también podemos

escribir:

w0
n

(1 -2) + (4 -8) + (16 =32) + (64 =128) + ...

-1l =4 -16 -64 - ...
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y S diverge hacia menos infinito.

Estas contradicciones ocurren debido a que esta serie
no solo es oscilante, sino que oscila entre limites
infinitos., La suma de los dos primeros términos es -1; de
los tres primeros es 3; de los cuatro primeros es -5; y asi
sucesivamente 11, -21, 43, -85, .... Es claro gque al
continuar, las sumas parciales saltan de numeros positivos
cada vez mas grandes a numeros negativos también cada vez

mas grandes. En conclusidn, la serie no tiene suma.

Quizds no sea tan sorprendente, el que se pueda hacer
que una serie gque nho converge a un limite determinado,
parezca converger hacia varios limites diferentes. Pero

consideremos ahora la serie:
1-1/2+ 1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8 + ...

Que como ya mencionamos en la pagina 41 converge hacia
el limite finito In 2, o sea 0.6931471. Por simplicidad le
llamaremos a este limite L. Entonces:

L=1-1/2+ 1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8 +

1/9 - 1/10 + 1/11 - 1/12 + 1/13 - 1/14 + ...
multiplicando ambos miembros por 2 tenemos:

2L = 2 = 2/2 + 2/3 - 2/4 + 2/5 - 2/6 + 2/7 - 2/8 +

2/9 - 2/10 + 2/11 - 2/12 + 2/13 - 2/14 + ...
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+

=2-1+2/3-1/2 + 2/5 - 1/3 + 2/7 - 1/4
2/9 -1/5 +2/11 -1/6 +2/13 =1/7 +2/15 =1/8 + ...

agrupando los numeros de igual denominador tenemos:

2L = (2 -1) - 1/2 + (2/3 -1/3) - 1/4 + (2/5 -1/5)

1/6 + (2/7 - 1/7) - 1/8 + (2/9 - 1/9) - 1/10 +

1-1/2 4+ 1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8 +

1/9 - 1/10 + ...

Pero la serie del segundo miembro, es la dada, y su
limite ya no es L, sino 2L. Si repetimos indefinidamente 1la
multiplicacién por 2, y si agrupamos los términos de igual
denominador, se puede llegar a gue la suma de esta serie,
no solo es L y 2L, sino también 4L, 8L, 16L, 32L, ..., Esto
si que es sorprendente, juna serie infinita que converge
hacia un 1limite finito; 0.693147 y que se puede hacer,
mediante arregles adecuados, que converja hacia 1.3862944,

¢ 2.7725887, 6 hacia 5.5451774 y asi sucesivamente!.

La dificultad o la contradiccidén se deriva al gquerer
aplicar a las series infinitas, los procedimientos de la
aritmética finita. En la aritmética finita se cumple la
asociatividad en la suma, es decir,
A+B+C=(A+B)+C=2A+ (B+ C), pero esta propiedad
no se puede aplicar en teérminos generales a las series
infinitas, y he aqui 1la razén de los resultados

contradictorios.
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Surge entonces el problema de considerar si siempre es
posible alterar el orden, y agrupar los términos de una
serie infinita convergente, con la seguridad de no cambiar
el limite. la respuesta es Si, siempre y cuando la serie en
consideracién sea "absolutamente convergente". Una serie
infinita es absolutamente convergente o converge
absolutamente si converge no solo la serie en si, sino
también la constituida al cambiar todos los signos mas por
signos menos o viceversa. Todas las series convergentes de
términos positivos son absolutamente convergentes, y el
criterio por lo tanto se aplica solo a las series en que

hay términos negativos.

Consideremos nuevamente la serie:

1-1/2 + 1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8 + ...

Si cambiamos todos los signos menos por signos mas,
se transforma en la serie arménica.

1+ 1/2 4 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8 + ...

Que como ya vimos anteriormente es divergente. Por lo
tanto 1la serie en consideracion no es absolutamente
convergente y por 1lo tanto no hay gue asombrarse dgue
mediante arreglos adecuados lo hagamos converger hacia

limites distintos de Ln 2.
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Si una serie converge, pero no absolutamente, se dice
gque es "condicionalmente convergente". La cuestién de la
ordenacién de términos de una serie condicionalmente
convergente la establecid en 1854 el matemdatico aleman
Riemann, quien demostré el importante teorema. "“Se pueden
ordenar los términos de una serie condicionalmente
convergente, de modo que su limite sea cualquier numero

finito dado, o mas infinito, o menos infinito".

Terminaremos este tema de series con cuatro ejemplos
mas de 1los curiosos resultados que se pueden obtener
cambiando el orden y reagrupando los términos de una serie
condicionalmente convergente. Los primeros dos ejemplos se

refieren también a la serie que converge a Ln 2.
PARADOJA 1.- Sea L = Ln 2. Entonces

L=1-1/2+1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8 + 1/9 -
1/10 + 1711 - 1/12 + 1/13 - 1/14 + 1/15 -

1/16 + ...
Agrupando los términos de dos en dos tenemos:

I= (1 - 1/2) + (1/3 - 1/4) + (1/5 - 1/6) +
(1/7 - 1/8) + (1/9 - 1/10) +

(1/11 - 1/12) + ... (1)
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Si ahora agrupamos de cuatro en cuatro tenemos:

L= (1-1/2+ 1/3 - 1/4) + (1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8) +

(1/9 - 1/10 + 1/11 - 1/12) + ... (2)

Dividiendo la igualdad (1)} entre 2 y agrupando los

términos de dos en dos tenemos:

1/2 L = (1/2 - 1/4) + {(1/6 - 1/8) + (1/10 - 1/12) +

(1/14 - 1/16) + ... (3)
Sumando (2) y (3) paréntesis a paréntesis

3/2 L= (1 + 1/3 - 1/2) + (1/5 + 1/7-1/4) +

(1/9 + /11 - 1/6) + (1/13 + 1/15 - 1/8) + ...

[

1-1/2+1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8 +

1/9 - 1/10 + ...

Por lo tanto la suma de la serie es L y también

(3/2)L

PARARDOJA 2.- Sea L = Ln 2. Entonces

L=1-1/2+1/3 - 1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7 - 1/8 + ...
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Agrupando primero términos positives y luego los

negativos tenemos:

(1) L=(1+1/3+1/5+ 17T + 1/9 + ...} -

(1/2 + 1/4 + 1/6 + 1/8 + 1/10 + ... (1)

Llamémosle (1) a esta igualdad y consideremos 1la

identidad:

0= (1/2 + 1/4 + 1/6 + 1/8 + ...) -

(1/2 + 1/4 + 1/6 + 1/8 + ...) =-=> (2)
Sumando (1) y (2) tenemos:

L= {(1+1/3+1/5+ /7% ...) +

it

(1/2 + 1/4 + 1/6 + 1/8 + ... )] -

2 (1/2 + 1/4 4+ 1/6 + 1/8 + ... )

(1 +1/2 +1/3 +1/4 4 ... ) -

(1 +1/2+1/3+1/4 + ... )

Por lo tanto la suma de la serie es 0 y L a la vez.
PARADOJA 3.~ Se puede demostrar que la serie

1 1 1 1
= — 4 + + ol
1.3 3.5 5.7 7.9

1

=

Ned  (2n~-1) (2n+1)




Es convergente(*). Llamemos M a su suma.

“Demostraremos" que M es 1 y 1/2 a la vez.

Demostracidn

Primeramente, la serie se puede escribir en la forma

M= (1/1 - 2/3) + (2/3 - 3/5) + (3/5 - 4/7) +

(4/7 - 5/9) + ...

3-2 1
ya que 1/1 - 2/3 =e—= —o
1.3 1.3
10-9 1
2/3 - 3/5 = = —
3.5 3.5
21-20 1
3/5 - 4/7 =—— = ——
5.7 5.7

y asi sucesivamente.

(*INOTA:
=) 1 1
La serie 2——-————=—— Ya que es una serie
nz1 (2n-1) (2n+1) 2 Telescopica, Ver
ejercicio 1, Pag. 477
libro de Calculo de
Apéstol Tomo 1.
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Quitando los paréntesis tenemos que:

M=1-2/3+ 2/3 - 3/5 + 3/5 -~ 4/7 + 4/7 ~
5/9 + 5/9 ~ .
=1
por lo tanto M = 1

Por otra parte también la serie puede escribirse de 1la

siquiente forma:

M= 172 (1/1 - 1/3) + 1/2 (1/3 - 1/5) +

1/2 (1/5 -~ 1/7) + 1/2 (/7 - 1/9) + ...

3-1 1

ya dque: /2| —— | =] =
1.3 1.3
5=-3 1

1/2 remmemsne. 2= PR,

3.5 3.5

y asi sucesivamente.

Si quitamos los paréntesis tenemos:

M=1/2 - 1/6 + 1/6 - 1/10 + 1/10 -
1/14 + 1/14 - 1/18 + 1/18 ...

= 1/2

por lo tanto M = 1/2

y en conclusién tenemos que M = 1 y M = 1/2 a la vez.

52
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PARADOJA 4.~ Demostrar que todas las series
infinitas, sean o no convergentes, se pueden “sumar" de

modo que su suma valga cualquier numero N dado.
Demostracion:
Consideremos la serie:

oo
%?? a, = ay +ay tay+a, +agtagt ...

podemos notar gque

= N + (a1 - N}

o
[
1

a;, = ~(a; - N} + (a1 + a, - N}

a3 = (a; t az ~ N} + (a; + a5 + ay - N)

a; =~ (a3 +a, + ... +a 4, -N)+

(a1 +a, +...+ag - N)

y asi sucesivamente. Sumando cada una de las igqualdades

anteriores tendremos:
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a, +a, +ag+tayt ... = N + (al - N) - (a1 - N) +
(a; + a; - N) - (a; + a; - N) -+
(al + a, + ag - N) =~

(al +a, +ay - N} + ...

= N

o
por lo tanto igan = N
Nel
."« Todas las series infinitas tienen suma N, donde N es

arbitraria.

4.3.~ EL INFINITO EN GEOMETRIA

La paradoja gque analizaremos a continuacién aparecio
en el siglo XVII en el libro "Didlogos Relativos a Dos

Nuevas Ciencias", escrito por Galileo.

El infinito en Geometria era una cenfusién tipica de

aquellos tiempos y Galileo pensd lo siguiente:

Tomemos un cuadrado A B C D cualquiera y tracemos la
diagonal BD. Haciendo centro en B y radio BC describamos el
arco de 90° CFA. Tracemos una recta arbitraria HE paralela

a BC y que intersecte el arco de 90° en F, a la diagonal
y
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en G. Haciendo centrc en H, tracemos circulos de radios HG,

HF y HE, respectivamente como se ve en la figura.

Primeramente tenemos que el triangule FBH es
rectadngulo. Por 1lo tanto por el Teorema de Pitagoras

(BF)2 = (HB)2 + (AF)2 , o sea que:
(#B)? = (BF)? - (HF)2 ----> (1)

Tenemos ademas que HE = BC, y puesto que BC y BF son
radios del mismo arco tenemos que BC = BF. Por lo tanto
HE = BF. También tenemos que HB y HG son iguales ya que son

"radios del mismo circulo. Ahora, sustituyendo en (1), BF

por HE y HB por HG tenemos:
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(HG)? = (HE)? - (HF)?

multiplicando esta igualdad per ¢ tenemos:

q (HG)? = § (HE)? - q (HF)?2

Notemos que el primer miembro de esta igqualdad
representa el drea del circulo rayado y el segundo miembro
representa la diferencia entre las areas de los circulos de
radio HE y HF, y representa por lo tanto el area de la

corona circular rayada.

Hagamos ahora que HE se aproxime a BC. Entonces cuando
HE coincida con BC, el circulo rayado se reduce al punto B,
y la corona rayada se reduce a la circunferencia de radio
BC. Pero como el area del circulo y de la corona rayadas
son iguales para cualquier posicién de HE llegamos a la

conclusién de que !Un punto es igqual a la circunferencial.

Dos siglos después, Bolzano comprendio que aqui solo
hay una apariencia de paradoja. Las dos clases de puntos,
una compuesta por un solo miembro, el punto B, y la otra de
los puntos que hay en la circunferencia de radio BC, ocupan
exactamente la misma cantidad de superficie. El1 area de
ambas es igual a cero. La paradoja surge del concepto
erréneo de que el numero de puntos de una configuracidén

dada es una indicacion del area que ella ocupa. Los puntos,
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en numero finito o infinito no tienen dimensiones y no

pueden por lo tanto, ocupar superficie alguna.

En el transcurso de 1los siglos se han acumulado
paradojas similares que se han originado por ideas

inciertas y reflexiones filoséficas dudosas.

Dedicaremos el resto de esta seccidn a dos paradojas
que involucran el concepto de “curvas limites", es decir
curvas definidas como el limite de una sucesién indefinida
de poligonos, o de una sucesién indefinida de figuras
construidas por lineas rectas. Este tema es caracteristico
en la geometria plana. Un ejemplo de una "“curva limite"
puede ser la circunferencia, que se puede considerar como

limite de una sucesidn indefinida de poligonos requlares.

La siguiente figura muestra un cuadrado con el
segmento AB como . diagonal, y las figuras ii) y iii)
muestran respectivamente poligonos regqulares de 2.4, o sea

8 lados y 2.8 o sea, 16 lados.



58

A

NOTA: En la figura (iii) AB esta en escala

Denotemos a estos poligonos sucesivos P1, P2 y P3. Si
continuamos doblando indefinidamente el numerc de lados
obtendremos una sucesién de poligonos Pl, P2, P3, P4, PS5,
P6, .... Intuitivamente es evidente, y se puede demostrar
con toda formalidad, gque esta sucesién de poligonos
regulares tiende a un limite que es la circunferencia de

diametro AB.
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Pero hay que tener cuidado al recurrir a la intuicion,
como lo acabamos de hacer. En las siguientes dos paradojas
veremos como razonamientos intuitivos nos llevan a caminos

eguivocados.

PARADOJA 1.- Consideremos un triangulo rectangulo
isésceles con cada cateto de 1 pulgada de longitud, como se
muestra en la figura i). Por el Teorema de Pitdgoras la

hipotenusa tiene entonces 2 pulgadas de longitud.

~—-
S’

w)

En la fiqura ii) se han trazado unos "escalones"
empezando con el vértice inferior izquierdo, subiendo 1/4
pulg., 1/2 pulg. a la derecha, 1/2 pulg. arriba, 1/2 pulg.
a la derecha y 1/4 pulg. hacia arriba. Denotemos esos
escalones como Ll1. En la figura iii), se ha doblado el
numero de escalones, resultando L2; y en iv) se han vuelto
a doblar resultando L3. Si continuamos indefinidamente
doblando el numerc de escalones obtenemos la sucesidn L1,

L2, L3, L4, L5, L6, .... Esta sucesidén de lineas tiene como
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limite la hipotenusa del tridngulo dado. Por lo tanto 1la
longitud de la linea limite es 2 pulg. ¢Serda cierto este

resultado?. Si no, (Cual es su longitud?.

COMENTARIO. -

La longitud de la linea limite "parece ser" 2 solo
porque la linea limite "parece" ser 1la hipotenusa del
tridngulo dado. Consideremos la primera linea L1 de 1la
figura ii). Es inmediato que la suma de los segmentos
horizontales es igual a 1 pulg., y dque la suma de los
segmentos verticales también es 1 pulg. Por lc tanto 1la
longitud de L1 es 2. Por el mismo razonamiento L2 y L3 de
la figura iii) y iv) respectivamente tienen longitud 2
pulg., ya que en ambas, la suma de 1los segmentos
horizontales es 1 pulg., asi como la de los segmentos
verticales. Ahora, como no importa el numero de veces dque
se doblan los escalones ya que la suma de los segmentos
horizontales sigue siendo 1 pulg., al igual que la de los
segmentos verticales, esto implica que todos L1, L2, L3,
L4, L5, L6, ... tienen 2 pulg. de longitud. Por lo tanto la
longitud de la linea limite es 2 pulg. y no 2 pulg. como

habiamos creido.

PARADOJA 2.~ Dibujemos una circunferencia de diametro
AB come en la figura i). Denotemos esa curva como Cl, y

construyamos ahora como en la figura ii) una curva que
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conste de dos circunferencias cada una de ellas de diametro
AB/2. Se puede considerar que estas dos circunferencias

forman una sola curva trazada como indican las flechas.

A
{— o oo

= W
- W
(B
e
w)

Denotemos esta curva como C2. En las figuras iii) y
iv) estan dibujados las curvas C3 y C4, que constan
respectivamente de 4 circunferencias de diametro AB/4, y de
8 circunferencias de diametro AB/8. Si continuamos
indefinidamente el proceso de doblar el nuimero de
circunferencias dividiendo por 2 los diametros, resulta una
sucesién de curvas Cl, €2, C€3, C4, C5, ... . La curva
limite estara formada de circunferencias infinitamente
pequenas, y ho sera posible distinguirla del segmento AB.
Debemos de recordar que en cada curva vamos de A a B y
luego de regreso de B a A. Por tanto la longitud de 1la
curva limite es 2 AB ¢Serd cierto este resultado?. Si no,

¢Cudl serd la longitud?
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COMENTARIO.

Consideremos la curva Cl de la figura i). Puesto que
la longitud de una circunferencia es 9 veces el diametro,
la longitud de Cl1 es 4 (AB). La curva €2 del dibujo ii)
consta de 2 circunferencias cada una de didmetro AB/2. La
longitud de cada una de las circunferencias de § AB/2. Por
lo tanto la longitud de C2 es 2 § (AB)/2, o sea § (AB). lLa
curva C3 del dibujo iii) consta de 4 circunferencias cada
una de ellas de diametro AB/4, y de longitud § (AB)/4. Por
lo tanto la longitud de C3 es 4 ¢ (AB)/4, o sea ¢§ (AB) .
Andlogamente la longitud de C4 es 8 § (AB)/8, o sea ¢ (AB),
y asi sucesivamente. Por lo tanto la longitud de cada una
de las curvas Cl, C2, C3, Cc4, C5, ... , es § (AB). Por lo

tanto la longitud de la curva limite no es 2(AB), sino

1 (aB).

4.4.- LA ARITMETICA DEL INFINITO

Al principio de este «capitulo, presentamos como
ejemplo de conjuntos infinitos al conjunto de los numeros
naturales 1, 2, 3, 4, 5, ... , y al formado por el cuadrado
de todos 1los numeros naturales, A alguien se le puede
ocurrir, si hay o no "mas" elementos en el primer conjunto
gue en el segundo. Es cierto que todos los elementos del

sequnde conjunto estan contenidos en el primero, mientras
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gue hay elementos del primer conjunto gue no pertenecen al
segundo. Por lo tanto, podriamos decir, a pesar de dgue
ambos conjuntos son infinitos, que la infinitud del primer

conjunto es "mayor" que la del segundo.

Este problema lo estudié Galileo en 1638 en sus
“pidlogos Relativos a dos Nuevas Ciencias", libro vya
mencionado anteriormente. Galileo llegd a la conclusién de
que todo lo que podemos decir acerca de los dos conjuntos
es gque ambos son infinitos, ya que la relacidn "igual",
"mayor" y ‘"menor" se pueden aplicar a los conjuntos
finitos, pero no a los infinitos. Asi dquedd este problema
hasta que en 1851 Bolzano en su libro "Paradojas del
Infinito" ya mencionado, volvié a despertar interés en
estas cuestiones. Pero Bolzano tampoco profundizé 1lo
suficiente en sus investigaciones. Sin embargo despejd la
mayor parte de la confusidn preparando el camino a Georg
Cantor, matematico aleman(*) , gque en 1873 consiguid
comparar diferentes grados de infinitud. Mientras
Weirstrass se ocupaba del calculo infinitesimal, é1 se
dedicaba a la tarea opuesta, al calculo de lo infinitamente

grande.

(*) Georg Cantor, nacié en San Petesburgo en 1845. Aunque nacié en Rusia vivid la mayor parte
de su vida en Alemania, de donde fue profesor en la Universidad de Halle.
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Tratando la ciencia del infinito, Cantor comprendié

que el primer requisito era definir términos.

su definicién de clase infinita se basa en una
paradoja. "Una clase infinita tiene la singular propiedad

de que el todo no es mayor que alguna de sus partes".

Esta proposicion es tan esencial para las matematicas
del infinito como lo que expresa: "E1l todo es mayor que
cualquiera de sus partes", para la aritmética finita. Si
recordamos gque dos clases tienen el mismo numero de
elementos si sus elementos se pueden poner en una
correspondencia uno a uno, esta ultima preposicidn resulta
evidente. Pero 1lo gue es evidente en lo finito, es falso
para lo infinito. Por ejemplo, puesto gque la clase de los
hombres y la de los matematicos son ambas finitas podemos
concluir, verificando que hay por lo menos un hombre gque no
es matematico, que la clase de los hombres es la mas grande
de las dos. También podriamos inferir que el numero de
enteros(*), pares e impares, es mayor dque el numero de
enteros pares. Esto ultima aseveracidn es falsa ya que

podemos

{*) Me referiré al escribir ndmeros enteros a Los nimeros enteros positivos
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formar una correspondencia uno a uno entre los numeros

enteros y los numeros pares de la siguiente manera:

NI
FN TN
oOe—e o
o

Es decir, haciendo gque a cada numero entero le
corresponda su duple, que es un entero par. Ademas, es
importante notar gue esta correspondencia la podemos llevar
a cabo sin limite, es decir, hasta donde 1lo deseemos.
Ahora, estando equiparadas estas dos clases, debemos llegar
a la conclusidn de que tienen la misma cardinalidad (mismo
"nimero" de elementos). De esta manera 1llegamos a 1la

paradoja fundamental de todas las clases infinitas.

Existen componentes de una clase infinita que son tan
grandes como la clase misma, es decir, jel todo no es mayor

que alguna de sus partes!.

Cantor llamé Contables ¢ Numerables Infinitas a 1las
clases infinitas que pueden ponerse en correspondencia uno
a uno con los mimeros enteros, En realidad es sencillo
verificar gque de cualquier clase numerable o contable puede
siempre sacarse un numerc numerable infinito de clases
numerables infinitas, sin afectar la cardinalidad de 1la

clase original.
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Ejemplo:

1 2 3 4 5 6 7 vee
! ! ] ] i ] !

2 4 6 8 10 12 14 e
{ ! ] ! ! ! 1

1 4 9 16 25 36 9 e

s
.

Puesto que todos estos conjuntos son contables dado
que podemos asignar un numero entero a cada uno de sus
elementos, seria muy natural que se tratara de representar
la cardinalidad de los numeros enteros mediante un numero o
simbolo. Y asi fue como se cred el primero de los numeros
transfinitos para representar la cardinalidad de las clases
infinitas numerables. Se sugirié representarle con un
simbolo etimoldgicamente antiguo, pero matematicamente
nuevo: la primera letra del alfabeto hebreo, N (Aleph).
Sin embargo, Cantor, decididé usar finalmente No.(Aleph-

cero) .

Ahora ya podemos decir que hay AL numeros enteros.
También puesto que pudimos formar una correspondencia uno a
uno con los numeros enteros y los numeros pares, 1los
cuadrados de los numeros enteros y los cubos de los numeros
enteros, estos tienen cardinalidad No también. Dicho de
otro modo hemos estado demostrando gque !el todo es igual a

una parte!. Si hay un resultado contradictorio con lo que
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el sentido comin nos dice, es éste. Pero hoy debemos de

recordar que esto solo se cumple en las clases infinitas.

Al principio de este capitulo definimos vagamente un
conjunto infinito, diciendo que era "uno gue no se puede
acabar de contar en un periodo finito de tiempo". Pero
ahora, sigquiendo a Cantor podemos definirlo diciendo que
"es un conjunto que se puede poner en correspondencia uno a

uno con una parte del mismo".

Cantor sospechdé que habia una infinidad de numeros
transfinitos y que la cardinalidad de los numeros
enteros, No , era la mas pequena de todas. Sospechando que
habia otras clases infinitas con una cardinalidad mayor a
la de los numeros enteros, inmediatamente podemos revisar
la posibilidad de que sean los numeros racionales. Pues
bien, Cantor, mediante una demostracién muy ingeniocsa y
simple, demostré que 1la cardinalidad de los numeros
racionales era la misma que la de los numeros enteros, es
decir, también tienen cardinalidad No . Su demostracion fue

elaborada de la siguiente manera:
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Ordend el conjunto de los numeros racionales de 1la

siguiente manera:

1/1  1/2—>1/3—>1/4—>1/5 —»1/6 —1/7—>1/8 ...
(VBT MO T T

2717 (2725 2737 (274) 275  (2/6) 271 278 ...
o e S s

371 3727 a3y aza” 3s5asze) 3z sze ..
[ N A

4717 (a72)" 473 Tasa) a5 a6 a1 ays ...

5/1/5/2/5/3 ‘/5/4/’5/5 5/6 5/7 5/8 ...
o «

6/1 7 (6/2) (6/3) 6/4 €/5 6/6 6/1 6/8 ...

7/x‘/7/2/'7/3 7/4 /5 /6 11 /8 ...

sfl/'a/z 8/3 8/4 8/5 8/6 8/1 B8/8 ...

Notemos que en cada renglén los denominadores
sucesivos son 1, 2, 3, 4, S5, ..., mnientras dque los
numeradores del primer rengldén son 1, los del segundo 2,

los del tercero 3, y asi sucesivamente,

Notese también que todas las fracciones en que el
numerador y el denominador tienen un factor comin se han
encerrado entre paréntesis. Si se tachan esas fracciones
entonces en el ordenamiento apareceridn todos los numeros
racionales 1iunicamente una vez. Entonces, siguiendo 1las

direcciones indicadas por las flechas, podemos establecer



69

una correspondencia uno a uno entre los numeros naturales y

los racionales de la siguiente manera:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

L e T T

1/1 2/1 1/2 1/3 3/1 471 3/2 2/3 1/4 1/5 ...

Es decir; a cualguier numerc racional que se nos
ocurra, podemos asignarle comoc pareja un numero natural,
solo construyendo la tabla hasta donde sea necesario, o
viceversa. Esto es, a cualquier numero racional 1le
corresponde uno y solo uno natural, y a cada natural le
corresponde unce y solo uno racional. Por 1lo tanto 1la
correspondencia es unoc a uno, Yy por lo tanto 1la
cardinalidad del conjunto de los numeros racionales es la

misma que la de los naturales, es decir, No .

Se podria sospechar que todos los conjuntos infinitos
tienen cardinalidad No , pero Cantor consiguié demostrar
que la cardinalidad del conjunto de los numeros reales es
mayor que No . Si puede demostrarse que la clase de los
nameros reales, comprendidos entre 0 y 1, no es numerable,
se deducira, a fortiori, que los numeros reales son no
numerables. Empleando un recurso, usado muy frecuentemente
en matematicas superiores, la prueba por contradiccidn o de
reduccioén a lo absurdo, Cantor supuso gque era Verdadero lo

que sospechaba que era falso y entonces demostrd dque su
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suposicidén lo llevaba a una contradiccién. Supuso que 1los
nimeros reales entre 0 y 1 eran numerables y podrian por lo
tanto ponerse en correspondencia uno a uno con los nimeros
naturales. Habiendo probado gue esta hipotesis lo llevaba a
una contradiccién, dedujo que su suposicidén era falsa y que
por lo tanto los numeros reales comprendidos entre 0 y 1 no
podian ser apareados con los numeros naturales, es decir,

no son numerables.

Para hacer su demostracién, Cantor utilizo el

siguiente razonamiento:

Supongamos que existe una correspondencia uno a uno
entre los numeros naturales y los numeros reales
comprendidos entre 0 y 1. Veremos como hay un numerc entre
0 Y 1 que no puede estar incluido en la correspondencia, es
decir un numero real al gque no le corresponde un numero

natural.
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NUMEROS
NATURALES NUMEROS REALES
1 <=—=mmem— >.a, a, a3 a, ag ag a; ag ...
2 Lmmmm———— >.b1\b2 by by bg bg by bg ...
3 L >.67 €3 €3 €4 Cg Cg Cg Cg ..
4 Kmmmm———- >.d; dy d3\\d4 dg dg dy dg ...
5 Kmmmm———— >.eq e, ey € ez eg ey eg .
6 <mmm—m——— >, £, f5 £, fs\fs f; fg ...
7 Kmmmmm >9d7 93 93 94 95 9g 97 9g .-
8 <—m—mmmm- >hy hy, hy hy hg hg hy “hg ...
N >. . . . .
G >. . . . .
. Kmmmee—ee >. . . . . -
FIGURA (%)

Llamemos a las cifras sucesivas del primer numero
real, expresadc en forma decimal ilimitada, aq, ay,
a3, ..., las del segundo numero b,, b,, by, ..., ¥ asi
sucesivamente. La correspondencia entre los numeros tendra
la forma de 1la figura (*). Recordemos gue en la parte
derecha de la figura, estamos suponiendo que aparecen todos
los numeros reales comprendidos entre 0 y 1, pero vamos a
construir un numero, que representaremos por
0.z1 29 Zg Zgpees de la siguiente manera. A lo largo de

la diagonal de la figura (*)}, elegimos para 21 una cifra
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diferente de al, 22 diferente de b2, 23 diferente de ¢3, z4

diferente de d4, 25 diferente de cb y asi sucesivamente.

Este numero claramente esta comprendido entre 0 y 1.
Ademas no estd comprendido en el cuadro de nuimeros reales
de la figura (*), ya que difiere del primerc en la primera
cifra decimal, del segundo en la segunda cifra decimal, del
tercero en la tercera cifra decimal y asi sucesivamente.
Por lo tanto a este nuevo numero no le corresponde ningun
numeroc natural de la columna de la izquierda, y esto
implica, que nuestra suposicién de que existe una
correspondencia uno a uno entre los numeros naturales y los
numeros reales comprendidos entre 0 y 1 es falsa. Por 1lo
tanto el numero transfinito dgue representa la cardinalidad

de los numeros reales comprendidos entre 0 y 1 es mayor
que »{

Le asignaremos a este nuevo numero transfinito el
simbolo o (Alpha). Podriamos sentir 1la tentacidn de
identificarlo con '\{. , €1 nuimero transfinito mayor que N, .
Quizas sea cierto gue & y N, son el mismo numero, pero
hasta ahora nadie ha podido demostrarlo. Dicho de otra
manera, puede haber un numerc transfinito mayor que N, y al
misme tiempo menor dque o . Este problema esta todavia sin

resolver.
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Para probar gque el conjunto de los numeros reales
positivos tiene el numero transfinito ¢ , recurriremos a
una demostracién geométrica gue gquizas sea mas clara due
las aritméticas algo abstractas, gue hemos empleado hasta

ahora.

Todos sabemos dque los numeros reales se pueden
representar por medio de los puntos de una recta. Empleando
una semirrecta, ya due sdlo nos ocuparemos de los numeros
positives, podemos llamar al extremo O, y nos imaginaremos
que la recta se extiende indefinidamente hacia la derecha,

como se muestra en la figura:

»t
»la
vt
L
y
o

De esta manera podemos asociar a cada numero real r,
un punto determinade de la semirrecta, por ejemplo, el dque
estd a la distancia de r unidades de O (el punto O se
asocia con el numero 0). En realidad lo dque estamos
haciendc es establecer una correspondencia uno a uno entre

los numeros reales y los puntos de la semirrecta.
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Una vez establecida 1la correspondencia entre los
nimeros reales positivos y los puntos de la semirrecta, el
problema de demostrar gque todos 1los mimeros reales
positivos se pueden hacer corresponder uno a uno con los
nimeros reales entre 0 y 1, se reduce a demostrar gue se
puede establecer una correspondencia uno a uno entre todos
los puntos de la semirrecta OR y los del intervalo entre

0y 1.

Este ultimo problema lo trataremos de la siguiente
manera. Construyamos, como en la siguiente figura, el

rectdngulo O L M N sobre la semirrecta OR.

o N N .

Hagamos que la 1longitud OL del rectdangulo sea una
unidad; la altura puede ser cualquiera. Sea P un punto

cualquiera de OL. Trazamos por P una perpendicular a OL,
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que cortara la diagonal OM en S. Tracemos NS prolongandola
hasta que corte a OR en Q. De este modo se empareja el
punto P de OL con el punto Q@ de OR. Exactamente de la misma
manera se empareja Pl con Ql, P2 con Q2 y asi
sucesivamente. Reciprocamente, dado el punto Q de OR, el
punto P correspondiente de OL se encuentra sin mas que
unir Q con N y trazar la perpendicular a OL desde el punto
S en que QN corta a OM. Es evidente gque la correspondencia
es uno a uno, ya gue a cada punto de OL le corresponde uno
Y solo uno de OR y a cada punto de OR le corresponde uno y

solo uno de OL.

Este razonamiento no sdélo demuestra que el conjunto de
todos 1los numeros reales positivos tiene el numero
transfinito o< , sino que descubre ademds una nueva Yy
asombrosa paradoja, ya que acabamos de demostrar gque !no
hay mds puntos gque una semirrecta de longitud infinita,

que es un segmento de una unidad de longitud!.

Si nos pusiérames a buscar un numero transfinito
mayor que o , dquizias se nos podria ocurrir estudiar el
conjunto de todos los puntos de un plano, ya due parece
seguro que habra mdas puntos en un planoc que en una recta.
Pues bien, demostraremos gue esto no es cierto mediante una

demostracién muy sencilla.
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Consideremos el cuadrado OLMN donde cada uno de sus
lados tiene una unidad de longitud, y el segmento de recta
0S también de una unidad de longitud, como se muestran en

las siguientes figuras:

£ {x,v)

Demostraremos gque a cada punto P del cuadrado le

corresponde un punto Q del segmento unidad.

Sean (x, y) las coordenadas del punto P. Puesto que
tanto X como y son menores que 1, se pueden expresar como

decimales ilimitados de la siquiente manera:

X = O.Xl Xz XB X4 xs X6, cse

<
§

= 0.Yy Yy Y3 Y4 Y5 Yg -+

Formaremos ahora con las cifras sucesivas de x y y el

numero
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z = 0. X1 ¥ X Yy X3 Y3 X4 Y4 X5 Yg¢ o-0

(Por ejemplo si x = 0,23384345, e ¥ Y =
0.77283541,... , entonces z = 0.2737328843354451, ..., ).
Es claro que z siempre toma un valor entre 0 y 1, y por lo
tanto se puede representar por un punto Q del segmento de
recta 0S, es decir, que dado un punto P del cuadrado,
podemos determinar x e Y y por tante 1z, Yy por
consiguiente sitdar el punto correspondiente a Q del

segmento.

Bste razonamiento nos muestra claramente que no hay
mas puntos en el cuadrado unidad que en el segmento unidad.
Esta demostracion se puede generalizar probandc que hay
tantos puntos en el segménto unidad como en un plano de
extension infinita. Inclusive, se puede llegar a demostrar
gque hay ‘tantos puntos en un segmento unidad, como en la
totalidad de un espacio de 3, 4, 5, ..., n, hasta

Ak dimensiones (*).

El problema de encontrar un conjunto cuya cardinalidad
sea mayor que el numero transfinito ™ es bastante
complicade como habremos notado, por lo tanto nos
contentaremos con la afirmacidn, de que se ha demostrado

gue hay una infinidad de numeros transfinitos, y gque se

(*) Estas demostraciones {as hizo Cantor en el Siglo XiX.



78

pueden ordenar segin sus magnitudes crecientes y también,
que asi como no hay un nuimero natural que sea el ultime, o
el mas grande, tampoco hay un numero transfinito ultimo ni

mas drande. (*)

Antes de abandonar este tema de los nuimeros
transfinitos, veremos unos resultados que se obtienen al
hacer con ellos algunas operaciones aritméticas. Si n es un
nimero natural finito cualquiera, y si No y < son los
nuimeros transfinitos que ya conocemos, por muy increible
gque sea, las siquientes conclusiones son ciertas, como se
puede demostrar.

No+n '-‘No
No‘+ No = No

l’\'No=

=
(o]

NO' No= No
(No)n = No
(% (' <
Lty =<
o+ No = <
ol 4 & = o<
No< = o

(=< -

(*) 1bidem.
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(o<)"o = ol

(2)"‘= (-c)" = otro numero transfinito.

Asi pues, estas son unas cuantas de las cosas
extravagantes que tiene el infinito. En el siguiente
capitulo verenos que existen mas pruebas, del hecho de que
el infinito es uno de los enemigos mas temibles para un

matematico.

ESTA TERI i
SR BF i woniaters



CAPITULOYV

"Miscelanea de Paradojas"
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V.- MISCELANEA DE PARADOJAS

En este ultimo capitule veremos un compendio de
paradojas relacionadas principalmente con la Trigonometria,

la Geometria Analitica y el Calculo Diferencial e Integral.

Para analizar estas paradojas, sera necesario tener
conocimientos matematicos un poco mas elevados que los que
hemos utilizado hasta ahora. Sin embargo, como en los
capitulos anteriores, haremos un estudio completo después

de cada una de ellas mediante un comentario.

$.1.=- GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA

PARADOJA 1.~ Demostrar que 2 rectas no paralelas no se

intersectan nunca.

DEMOSTRACION.

Sean a y b dos rectas no paralelas como se muestra en
la figura i). Tracemos una tercera recta AB gque forma

angulos iguales con a y b.



FIGURA i)

Es inmediatc gque puesto que los 4angulos 1 y 2 sohn
obtusos, a y b no pueden tener ningun punto en comin a la
izgquierda de la transversal AB. Por lo tanto nos occuparemos

solamente de lo gue ocurre a la derecha de AB.

Tomemos AC = BD = AB/2 . Los puntos C y D no pueden
coincidir, como en la figura ii), porque si asi fuera, la
suma de los dos lados del triangulo resultante seria igual

al tercer lado.

82
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RN
\\\\\\\‘c
8 %/D

s

figura ii)

Menos todavia pueden tener los segmentos AC y BD algun
otro punto en comin, como el punto S de la figura 1iii),
porque la suma de dos lados del triangulo ABS seria menor

que el tercer lado.

figura iii)
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Tracemos ahora CD en la figura i) y tomemos CE = DF =
CD/2. Similarmente se puede demostrar gue los segmentos CE
y DF no tienen ningun punte en comin. Por lo tanto podemos
trazar EF en la figura i), y formar EG = FH = EF/2, Yy
demostrar que los segmentos EG y FH no tienen ningun punto
en comun. Y asi sucesivamente. Puesto que este razonhamiento
se puede hacer indefinidamente, debemos concluir gque las

rectas a y b no se intersectaron nunca.

COMENTARIO.~ Es obvio que la afirmacién de que a y b

Ynunca® se intersectan es falsa.

Supongamos que en la figura i) de la demostracién
AB = 1. Llamémosle © a 1los 4angulos iguales ABD y BAC.
Puesto que AC y BD son iguales a 1/2, la proyeccién de AC o
de BD scbre AB es 1/2 Cos © . Como CD es paralela a AB, es
de igual longitud que su proyeccién sobre AB. Por lo tanto
es facil ver que CD =1 - Cos © . Andlogamente EF = (1 -
Cos @)%, GH = (1 - Cos ©)3 , ...,. En general la longitud
de la n ~ ésima linea trazada entre a y b es igual a (1 -
Cos © )", y como este proceso se realiza "indefinidamente",
n tiende a infinito. Ademds puesto que 0 < Cos < 1,

tenemos que Linm (1 - cos @)% =0

Por lo tanto a y b tienen que intersectarse.
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PARADOJA 2.~ Demostrar que todos los triangulos son

isésceles.

DEMOSTRACION.- Sean ABC un tridngulo cualquiera como
en la figura a) y sean a, b y c los lados opuestos a los
dngulos A, B y C respectivamente. Prolonguemos BC una
distancia b hasta P, y AC una distancia a hasta Q y

tracemos AP y BQ.

Figura a)

En el tridngulo APC, AC = CP, y por lo tanto el &ngulo

CAP es iqual al &ngulo CPA e igual a la mitad del &ngulo
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C, (C/2). Anadlogamente ¥ CQB = § CBQ = 1/2 ¥ C.(*) Si ahora

aplicamos la "Ley de los Senos" a los triangulos ABP y ABQ

tendremos:
Respecto al triangulo ABP
BP , a+b Sen (A + C/2)
— = = — - > (1)
AB o Sen (c/2)
Respecto al triangulo ABQ.
AQ a+bh Sen (B + C/2)
—e = D e a—are—————tm ot e e s - > (2)
AB c Sen (C/2)

Por lo tanto, de (1) y (2)

Sen (A + C/2) Sen (B + C/2)
Sen (C/2) i} sen (c/2) >3
0 sea
Sen (A + C/2) = Sen (B + C/2) = ———mwwm- > (4)
De donde
A+ C/2=B+C/2  eeeeme— > {5)

(*) El simbolo ¥ significa &ngulo.
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A=  mmeee——— > (6)

Y esto implica que a = b y el tridngulo es isdsceles.

COMENTARIO.- Es evidente que nuestra conclusidén es

falsa. En (4) y (5) llegamos a la conclusidén de que por ser

Sen (A + €/2) = Sen (B + C/2)

Es A+ C/2 =B+ C/2.

Esta conclusién no es necesariamente cierta. Es decir

que si Sen x = Sen y, X no es necesariamente igual

sino gue puede ser igual al suplemento de y.

Esto es una consecuencia de que

Sen y = Sen (180° - y)

Asi, en lugar de (5) podemos tener

A+ C/2 = 1809 - (B + C/2)
Yy por tanto A + B + ¢ = 180°
lo cual es cierto y no nos lleva a ninguna falsedad.
PARADOJA 3.- Demostrar que 1 = 2
Demostracidén. Tenemos, para cualquier valor de X,

Cos?x =1 - Sen? x ——==> (1)

ay,
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(cos2x )3/2 = (1 - sen?x)3/2 ———> (2)
Cosdx = (1 - Senzx)3/2 ———=> (3)
cos?x + 3 = (1 - Sen?x)3/2 4+ 3 ————> (4)

(cos3x + 3)2 [(1 - Sen2x)3/2 + 3]2 -—==> (5)

Si le damos a x el valor de 9/2, entonces Cos x = 0 y
Sen x = 1, y la igualdad (5) se reduce a

9 =9

Pero si x = ¢, Cos x = -1 y Sen x = 0, y la igualdad

(5) se reduce a 22 = 42 ¢==> 2 = 4 <==> 1 = 2

COMENTARIO.- Este es un caso en el que se deja de
tener en cuenta el doble signo al extraer una raiz
cuadrada. Al extraer raiz cuadrada en el paso (2) el primer

3

miembro de (3) deberia ser * Cos”x, en cuyo caso (5) seria,

( + cosd x + 3 )2 = [(1 - Senzx)3/2+ 312 (5")

El valor negativo de #* Cos®x se debe tomar cuando
x = 9. Entonces (5‘) se reduce entonces 42 = 42, o sea que

16 = 16, y no hay ninguna contradiccion.

PARADOJA 4.- Demostrar que Sen x = 0 para cualquier

valor de x.
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DEMOSTRACION, -

Tenemos gque la serie de Sen X contiene unicamente las
potencias impares de x, es decir, que Sen X se puede

escribir en la forma:

3 5

Sen x = a; X + a; Xx” + a3 x7 + a, x4 ... (1)

Los coeficientes a;, a,, a,;, a,, ... se pueden

determinar de la siguiente manera. Sabemos que

2 2

Sen® x =1 - Cos” x
de donde extrayendo raiz cuadrada obtenemos

Sen x = (1 - Cos? x):l/2 -———> (2)

Puesto que Cos? x &1 para cualquier valor de x, el
segundo miembro de (2) se puede desarrollar mediante 1la

serie binomial (*) resultando:

Sen x=1 - 1/2 Cos? x - 1/8 cos? x - 1716 cos® x - ... (3)

(*) Si n es un nimero real no entero positivo y distinto de cero, entonces el teorema del Binomio
da origen a |a siguiente serie llamada “serie Binomisl®
nin-1) ntn-1)<n-2)
Qo)™ = 14 e s e X 4aen
21 3

nin-13(n-2) ...(n-r+t1)
et e
ri

Tomada de s Seccidn 13.9 del libro de “College Algebra® de Richard keineman.
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Por otra parte tenemos gque el desarrollo en serie de
Cos x, contiene solamente las potencias pares de x, por lo
tantoc es inmediato gue el segundo miembro de (3) contiene
solamente potencias pares de X, es decir, que 1los
coeficientes de las potencias impares de x en (3) son todos
iguales a cero. Esto implica gque todos los coeficientes ap,
a, a5 a4, ..., de la expresién (1) son todos cero, y por lo

tanto Sen x = 0 para todos los valores de x.

COMENTARIO.- El error cometido es el mismo gue el de
la paradoja 3. Al extraer raiz cuadrada las expresiones (2}

y {3) debieron ser respectivamente.

Sen x = %+ (1 - cos? x )1/2

2 6

Sen x =+ (1L - 1/2 Cos“ x - 1/8 cos? x - 1/16 Cos® x ...)

Con el doble signo, Sen x ya no es una funcidn
llparil R (*)

5.2.~- GEOMETRIA ANALITICA

PARADOJA l1l.- Demostrar que § = 8/3

Demostracidén.- Los dos teoremas que enunciaremos a
continuacicén, son pertenecientes a la teoria de secciones

cénicas y son muy conocidos,

(*) Una funcién £(x) es par si f(x) = f(-x), para toda x.
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TEOREMA 1.- El area de la semielipse de la figura i)
es 4 ab/2, siendo 2a y 2b el eje mayor y el eje menor de la

elipse respectivamente.

TEOREMA 2.- El1 area del segmento parabdlico de 1la
figura ii) segmento limitado por una cuerda perpendicular
al eje de 1la pardabola, es 2/3 de las del rectangulo

circunscrito.

figura i) figura ii)

Si hacemos que el eje mayor de la elipse aumente
infinitamente, la elipse pasa a ser una parabola, y la
semielipse se transforma en un segmento parabdlico. Pero
los teoremas 1 y 2 son ciertos para cualquiera gue sean las

dimensiones de las curvas. Por lo tanto,
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q ab 2
—— == (a . 2b)
2 3
4
= —— ab
3

. 9/2 = 4/3, osea, 1 = 8/3

COMENTARIO.~ Este es un caso en gue el infinito no ha
sido utilizado correctamente. Si se hace crecer sin limite
el eje mayor de la elipse, el area en cuestidon (llamese

semielipse o segmento parabdlico) se hace infinita y 1la

relacién.
q ab 2
= =-— (a . 2b)
2 3

no tiene sentido.

PARADOJA 2.=- Demostrar gque un didmetro intersecta a

una circunferencia en un solo punto.

Demostracién. Las ecuaciones.

1 - t2
R o= — ——m> (1)
1+ t2
2t
Y y=—m—— =———- > (2)
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Son las paramétricas de una circunferencia de radio 1
y centro en el origen. Esto se comprueba facilmente,
elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones (1) y (2),
2

obteniéndose x° + y2 =1

Consideremos la interseccion de la circunferencia con
el eje x lo cual equivale a sustituir y = 0 en (2). la
ecuacion (2) se reduce entonces a t = 0, que sustituida en
(1), resulta x = 1. Por lo tanto el eje x corta a la

circunferencia solamente en el punto (1,0).

Pero mediante una traslacion de ejes, toda
circunferencia dada se puede transformar en una
circunferencia de radio 1, y cualdquiera de los diametrocs de
la misma se puede hacer coincidir con el eje x. Por lo
tanto, un diadmetro cualquiera de cualquier circunferencia

la intersecta solamente en un punto.

COMENTARIO.- El error estd en que y = 0 no solo cuando
t = 0 sino también cuando t tiende a infinito. Mas
concretamente, las ecuaciones (1) y (2) resultan
Lim x = -1 Limy =0
Lo t o
Esto explica el segundo punto en dque el eje X corta a

la circunferencia, es decir el punto (-1,0).
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5.3.- CALCULO DIFERENCIAL

PARADOJA 1.~ Demostrar dque dos numeros cualesquiera
son iguales entre si.

Demostracidn.- Partiremos de la relacidn.

x=a-b ——==> (1)

multiplicando ambos miembros de (1) por x tenemos

5 .

X¢ = ax - bx —-——=> (2)
y si elevamos al cuadrado ambos miembros de (1)
x2 = a? - 2ab + b? ———=> (3)
de (2) y (3) tenemos,
ax - bx = a? ~2ab + b2
es decir
ax - a® + ab = bx - ab + b2,
o sea,
a(x - a+b) =b(x -a+ b)y-—-- > (4)

Si dividimos ambos miembros de

(4) por el factor
(x - a + b) obtenemos a = b. Pero, evidentemente,

ese
razonamiento es incorrecto ya que por ser x

a - b, hemos
estado dividiendo por cero. En vez de eso escribiremos:
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(x = a + b) (x - a + b)
4 ————— = p ————— > (5)
(x-atb} (x-a+b)
En este caso puesto gue x = a-b, la ecuacidén (5) se
reduce a a(0/0) = b{0/0). Para hallar el verdadero valor de

esa expresién recurriremos a un artificio que se utiliza
frecuentemente para ese efecto., Es decir, hacemos uso del
hecho que

£ (x) £ (x)

Lim = Lim
X+« g (x) X4« g’ (x)

(*)

Derivando los numeradores y los denominadores de las

fracciones de (5) obtenemos:

a(1/1) = b (1/1)

o sea, a=>

COMENTARIO.=- El Teorema que dice:

f (x) £1(x)
Lim = Lim ————
Xxe% g (x) xemg’(x)

No estéd bien empleado en este problema. La X en este
caso no es uha variable, sino una constante, ya gque al

principio supusimos x = a - b.

(S f (x) £i(x)
Lim = Lim —y Por la regla de

W% g (xy ®*®% gix) Lepépital
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PARADOJA 2.~ Demostrar gque todas las fracciones

propias tienen el mismo valor.
Demostracion: Sean m y n dos enteros cualesguiera,
siendo n menor que m. Entonces por divisién ordinaria,

=1~ x4 XD - x PPEy 20 Ll >(1)

Si x = 1, el primer pmiembro de la expresién (1) toma
la forma indeterminada 0/0. Podemos evitar ésta dificultad
derivando numerador y denominador antes de tomar el limite.

Tenemos entonces.

1 - xP - nx

Pero el limite del seqgundo miembro de (1) cuando x
tiende a 1, es 1 ~ 1+ 1 ~1+4+1-1+ ... . Por lo tanto,
al ser n/m igual a una expresidn independiente de n y de n,

entonces tiene que tener siempre el mismo valor.

COMENTARIO.~ La dificultad aqui no esta en 1la
aplicacidn de la regla de L’HSpital, sino en la expresién a
la que se reduce el segundo miembro de (1) cuando se da a x
el valor de 1, es decir, en la serie 1-1+1~1+1-14+ ...
Razonamos que esta serie tiene siempre el mismo valor,

dandole a la palabra "valor" el significado de suma de la
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serie, Pero ésta es oscilante y por lo tanto no tiene una

suma definida. Por tanto nuestra conclusién es incorrecta.

PARADOJA 3.- Consideremos el triangulo isdscelesABC de

la siguiente figura:

Supongamos que AB tiene 12 centimetros de large y que
la altura CD que es perpendicular a AB es de 3 centimetros.
Propongamonos hallar el punto P de CD para el cual la suma

de las distancias de P a los tres vértices es minima.

Si le llamamos S a la suma de las distancias de P a
los puntos A, By C, ¥y x a la longitud DP, el problema se
reduce a hallar el valor de .Xx que hace minima a S. Como
S=CP+AP+PB y ademas, CP =3 - x, AP = PB = x%+36
(por el Teoremd de Pitagoras). Entonces.

S=3-x+2 %%+ 36
ds 2%

y = -1+
dx %%+ 36
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Igualando a cero dS/dx resulta que x = 2 [3 = 3.464,
y para este valor de x, P queda fuera del triangulo, sobre
la prolongacion de DC. Por lo tanto, no hay ningiin punto de
CD para el cual S sea minima. Sin embargo, el problema

parecia o parece muy sencillo. ¢Donde esta nuestro error?.

COMENTARIO.~ Si P esta sobre CD, los valores gue puede
tomar x deben estar comprendidos entre 0 y 3. Por lo tanto
el valor de x para el cual S es minima no puede encontrarse
haciendo d5/dx igual a cero. Para valores de x comprendidos
en el intervalo de 0 a 3, § tiene un minimo cuando x = 3.
Esto se puede comprobar analizando S5 o su grafica para x
entre 0 y 3 inclusive. Es cierto que la funcién S tiene un
minimo para x = 2 [3, pero en este caso la distancia CP, es
decir, 3-x es negativa. El resultado correcto pues, ocurre

cuando % es 3, en donde S sera 6 {5 = 13.416.
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PARADOJA 4.~ Demostrar que toda elipse es una

circunferencia.

Demostracidén.- Llamemos a y e al semieje mayor y a la

excentricidad de la elipse de la siguiente figura:

P (x,¥)

— X

(-
N

Sabemos que la longitud del radio vector trazado desde
el foco F a un punto P cualquiera de la elipse esta dada
por la expresidn.

r=a+ ex

Como dr/dx = e, y puesto gue no hay valores de x para
los cuales dr/dx sea cero, r no tiene ni maximo ni minimo.

Pero la unica curva cerrada en la cual el radio vector no
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tiene maximo ni minimo es la circunferencia. Por lo tanto,

toda elipse es una circunferencia.

COMENTARIO.- Es similar a la paradoja anterior, la 3.
La relacién entre r y x es lineal, de tal manera que es
evidente que dr/dx nunca se anulara. Pero el intervalo de
valores que puede tomar x va de =a, a a. Y es facil ver que

r tiene un maximo cuando X = a, y un minimo cuando x = -a.

5.4.- CALCULO INTEGRAL

PARADOJA l.- Demuestre que 0 = 1

Demostracion.- Consideremos la integral.

I =S 1/ x dx
Integrando por partes tenemos:
I =j L. (/%) dx
sea u = 1/xy dv = 1 dx

Jodu = - 1/x% dx v =x

6 sea que,

I =x (1/x) - Kx ( - 1/x%x2) dx
=1 +Sl/x dx
=1+ I

per 1o tanto 0 = 1
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COMENTARIO.- El error ocurre al omitir la constante
para integrales indefinidas. E1 error desaparece si

definimos

b
I = g 1/x dx
L'

Entonces
b b
I =x (1/x) I ~j~ x (-1/x2) dx
a [+
b b
=1 -J- 1/x dx
a a
= 0 - I

Por lo tanto I =1
b

(Notemos que 1 = 0, ya que la funcién 1 vale 1
[+ 8

cuando x = b y también cuando x = a ).
PARADOJA 2.- Demuestre que 2 =1

Demostracion.- Sea f(x) una funcién dada. Entonces

tenemos:

2 2 i
X f(x) dx =I f(x) dx -I f(x) dx.
1 ° o

81 escribimos x = 2y en la primera integral del lado

derecho tenemos:

2 4 {
f f(x) dx = ZI f(2y) dy = 2I f(2x) dx.
o Q -
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Supongamos, en particular, que la funcién f(x) es tal
que f(2x) = 1/2 f(x) para todo valor de x. Entonces

tenemos:

1 1
ZJ 1/2 f(x) dx —J f(x) dx

o

2
J f£(x) dx
1

=0

Ahora,, la relacioén f£(2x) = 1/2 f(x), la satisface la
funcion £ (x) = 1/x
2
Por lo tanto I 1/x dx = 0
1

O sea que, Ln 2 = 0
o 2 =1, tomando exponencial en ambos lados.

1
COMENTARIO.- El1 error ocurre ya dque S f(x) dx no
Q
existe para cuando f(x) = 1/x. Veremos cémo evitar este
error utilizando la misma integral. Tenemos que ES valido
para cualquier J\ > 0 gue:
2 2 {
J dx/x = f dx/x —f dx/x (1)
1 § §

S§i escribimos x = 2y en la primera integral del lado

derecho ésta integral sera:

j:?dx/zx = Sldx/x
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Por lo tanto podemos escribir (1) como:

52 dx/x = j{‘dx/x - j; dx/x

' X

]
={ dx/x
15
Ahora como é~ > 0
§ $
[ dx/x = Lnx L
is 38
= Lnf-1n}{
= _4'.]
[
= Ln2

2
y por lo tanto j dx/x = Ln2
i

PARADOJA 3.~ Demostrar que Sen x = 0, para todos los

valores de x.
Demostracion

Sabemos que Sen 0 = 0, y dque Sen 2n § = 0 para todos
los valores enteros de n. Por lo tanto, el d&rea limitada
para la curva Yy = Senx, Y el eje x entre x =0 vy
X = 2n ¢ esta dada por la integral definida de Sen x desde

0 hasta 2n Y. Esto es,

2
A f[ Sen x dx
[+]
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ng
[-Cos X))
L]

I

- {Cos 2n § - Cos 0]
= -1+ 1=20

Por si el area entre la curva y = Sen X y el eje X es
igual a cero, la curva debe coincidir con el eje. Por lo

tanto Sen x = 0 para cualquier valor de X.

COMENTARIO.- Es cierto gque para todos los valores
enteros de n, Sen 2n § = 0, pero también es cierto que
Senn § = 0. El drea limitada por y = Sen x y el eje x es
igual numéricamente al area limitada por la curva y el eje
X entre vy 2 9 , pero esas dos areas son de signo opuesto,.
Es facil ver que el area obtenida al integrar de 0 a 2n
consta de igual numero de partes positivas gque negativas, y
que la suma de esas partes es cero, pero no implica ésto

que la curva coincida con el eje X.
PARADOJA 4.~ Demostrar que 1 = ~1
Demostracion
Tenemos que J ax/x = j-dx/—x (1)
Integrando en ambos miembros de (1) tenemos

Lnx = Ln (-x) (2)
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6 sea que X -X

de donde 1 =-1

COMENTARIO.~ En este caso el error ocurre al omitir
la constante de integracidén. Si dos funciones son iguales,
sus integrales no necesariamente son iguales, sino que
pueden diferir en una constante. La igualdad (2) deberia

ser:

Ln x = Ln (-Xx) + C

El seqgundo miembro de ésta relacidén se reduce al

primero si tomamos para valor de €, Ln (-1).

Es decir que

Ln (-x} + Ln (-1)

Ln [(-x) (-1)]
= Ln X

PARADOJA S.- Demostrar que Tan x = % i para todos los

valores de x .
Demostracion.- Consideremos la integral
I = SSen X Cos x dx

Puesto que Cos x dx se puede escribir como

d(Sen x),tenemos
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2

I-= ESen x d(Sen x) = 1/2 Sen” x (1)

Y como también Sen x dx se puede escribir como

- d{Cos X), tenemos:
I=- jas x d{Cos x) = - 1/2 Cos?x (2)

Pe (1) y (2), tenemos

2

X = - Cos“x (3)

2

Dividiendo ambos miembros de (3) por Cos“x, obtenemos

2% =-1

Tan
Por lo tanto

Tan x = + [-1 = #+(

COMENTARIO.~, Es similar a la paradoja anterior.

Sustituyendo (1 = Coszx) por sen’x en (1) tenemos:

1/2 (1 - Cos®x)

-
n

1/2 - 1/2 Cos?x

Este resultado se diferencia del valor de I dado en

(2) sdlo por la constante 1/2.

PARADOJR 6.~ Demostrar que una superficie infinita

puede generar un sdélido de revolucién de volumen finito,



107

Demostracidn:

Consideremos la superficie limitada por el eje X y la
curva ¥ = 1/x desde x = 1 hasta x = k. El valor de esta
drea, que es funciodn de k viene dado por la integral:

K

A(k) = i 1/2 dx = Inx

«
= Ln k unid. de superficie
Y

8i giramos esta superficie alrededor del eje x, da
origen a un sélido cuyo volumen es:
L3

= ¢ (1 - 1/k) unid. de vol.

[y

V(k) = 5(} dx/x% = -q/x

L

Por lo tanto si K tiende a infinito tenemos:

A(k) =K1:.iﬂ (Ln k) = o=
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Mientras que
V({k) = %iﬂ [ 9 (1 - 1/k)] = ¢ unid. de vol.

COMENTARIO.- Este razonamiento no es errdneo. E1l area
que gueda bajo la curva la genera la ordenada 1/x. Al
crecer x sin limite, 1/x tiende a cero, pero tan despacio
que el drea total es infinita. Por otra parte, el volumen,
se engendra por la seccion transversal del sdlido, que es
proporcional a l/xz. Al tender x a infinito la cantidad
l/x2 tiende a cero mucho mas ripidamente que 1/x%X, con
suficiente rapidez como para que el volumen total sea

finito. Esto es similar al hecho de que la serie
1+ 172+ 1/3 + 1/4 + 1/5 + ...
diverge mientras que la serie
1+ 1722 +17 32 + 1742 + 1/ 52 + ...

es convergente.
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5.5.~ NUMEROS COMPLEJOS

PARADOJA 1.-Demostrar que § = 0

Demostracion:

Tenemos que para todos los valores de ,

Cose= Cos (2 § +@)

Sen®@= Sen (2 ¢ +0)

Por lo tanto

Cos ©+tSene® =Cos (29 +6) +1Sen (2 1 +o)
y (Cose+ Lsene).l = [Cos (2 § +6) +LSen (2 { +e)]1 (1)

Y como, segun la férmula de De Moivre,

n

(Cos x + 1 Sen x)? = M (Cos nx + L Sen nx),y para r =1, la

igualdad (1) se puede escribir en la forma
Cosie+ LSente= Cos L(2 §+@) +LSen L (2 § +8) (2)

Aplicando la foérmula de Euler, €™ = Cos x + LSen ¥x,

a ambos miembros de (2), obtenemos:

-8 -29 -@

e -e
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-o
Dividiendo ambos miembros de esta expresién por A

tenemos,

~29
€ =1

X
Pero é? tiene el valor de 1 sdlo cuando x = 0, Yy

por lo tanto 2 § = 0, o seaque § = 0,
COMENTARIO.- La fdérmula de De Moivre
(Cos x + L Sen x)M = r (Cos nx + { Sen nx)

S6lo es valida para valores reales de n., En la
paradoja considerada se supuso incorrectamente que éste
teorema podia aplicar cuando n tiene el valor de \. Ademas
es incorrecto que é'adquiera el valor de 1 sdlo cuando x
sea cero. Esto es cierto para los valores reales de x, pero
no para valores complejos. Para comprobar ésta afirmacidn
sustituyamos en la formula de Euler.

Ll a
€ = Cos X 4+ ¢ Sen x

El valor de x = 2n . De inmediato se puede ver
que éfznit tiene el valor de 1 para todos 1los valores

enteros de n.
PARADOJA 2.-

Demostrar que -1 =1
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Demostracion:

Sea x la solucién de la ecuacién € = -1. Elevando al
cuadrado ambos miembros tenemos £4% = 1. Pero, sequn
acabamos de notar,é’]‘vale 1 sélo cuando 2x vale cero. Por
lo tanto x = 0. Sustituyendo éste valor en la ecuacidén dada
tenemos que £° = -1. Pero todo nimero elevado a la potencia

de cero es 1. En particular €° = 1. por lo tanto 1 = -1.

COMENTARIO.~- Como ya vimos en el comentario de la
paradoja 1, la ecuacidn €%% =1 no implica que 2x sea
igual a cero y por lo tanto x valga cero. Esto sdlo se
cumple para cuando x toma valores reales, no asi para

valores complejos.
PARADOJA 3.~
Demostrar que -1 = 1
Demostracidn:

Consideremos la ecuacidn (-1)2 = 1, tomando logaritmo
natural en ambos miembros, In (-1)2 = Ln(l) = 0. Pero
In (-1)2 = 2 Ln (-1). Por 1lo tanto 2 In(-1) = 0, y

ILn (-1) = 0 y por consiguiente Ln (-1) = Ln (1), o sea que

COMENTARIO.- Esta paradoja es el mismo razonamiento

errdéneo que en la paradoja 2 pero en forma logaritmica.
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Ademds Ln(-1) no estd definido ya que el dominioc de 1la

funcién Ln x son todos los numeros reales positivos.
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CONCLUSIONES

En nuestra vida cotidiana es frecuente que tomemos
decisiones equivocadas respecto a un problema. Generalmente
esto nos ocurre por hacer juicios precipitados del problema
sin tener fundamentos. Un prcblema, sea o no matematico, es
muy importante analizarlo detalladamente, paso por paso,
por muy insignificante que parezca éste. Hacer esto nos
permitirda ser mas eficientes al solucionarlo. Nunca debemos
de sobreestimar o subestimar un problema. Muchas veces
tenemos el error de pensar gue un problema es imposible de
resolver cuando en realidad es muy facil 6 pensar que es
facil cuando en realidad es muy complicado. Siempre es
recomendable analizar el problema antes de hacer algun

juicio.

Como ya hemos visto en el contenido de esta tésis, en
las matematicas, nos es dificil que lleguemos a soluciones
equivocadas o contradictorias en un problema. Y a veces
llegamos a soluciones correctas a base de procedimientos
incorrectos. Esto ocurre principalmente por olvidar o
aplicar errdneamente las propiedades o teoremas ya probados
en esta ciencia. En las matematicas, "El fin no justifica
los medios". Es sumamente importante gue al aplicar un

resultado ya establecido, tengamos presente las
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restricciones y limitaciones de éste. No tomar en cuenta
esto, nos lleva a conclusiones equivocadas o

contradictorias y de aqui que surgen algunas paradojas.
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