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PREFACIO

El intercambio estadfstico es una aproximacién de gran -
utilidad para describir la estructura electrbénica de &tomos,
moléculas y s6lidos. El objetivo de este trabajo es el de --
analizar el grado de exactitud y capacidad para predecir dife
rentes propiedades atfmicas de varios modelos propuestos en -

la literatura.



CAPITULO 1
INTRODUCCION

La ecuacibén de Schrédinger

DY (L2, M=EP (2,1

nos da un fundamento tebrico para la solucibn de una gran varie-
dad de problemas en Quimica. Para un &tomo con n electrones su-
poniendo nficleos puntuales de masa infinita (en Ry, sistema de -

unidades utilizado en todo el texto.)
n o n

S i - T A
H=-2 V22 Z - 2%% o) e
en donde el primer sumando representa al operador de energia ciné
tica, el segundo sumando a la interaccibn nficleo-electrones y el
tercer sumando a la interaccibén electrbn-electrén. ? (2 do s i)
es la funcién de onda.

La Ec. (1-1) se puede resolver analiticamente para el &tomo
de H. Para los &dtomos de He y Li existen funciones de onda muy -
exactas, determinadas variacionalmente. Estas incluyen explicita
mente las distancias interelectrénicas. Sin embargo este procedi-
miento es demasiado complicado para &tomos con mis electrones - -
siendo necesario desarrollar métodos mds simples como el de Hartree
Fock (HF) que al ser una primera aproximacién sirve a su vez COmO
base para métodos casi exactos como el de interaccibén de configu-
ciones y el de teoria de perturbaciones de muchos cuerpos.

En el método HF, la funcién de onda \ (1,2, o .,n) seNaproxi

ma por el producto antisimetrizado de n spin - orbitales ﬂi (i)

o 2. . ' f)) = \—[l_—?—;\ det \¢{('l -'-,}64#)---95,(.‘1(;\3\).



La energfa = asociada con esta funcién de onda estd dada por

E= 5 [ 5[~V - 234] i) dtds
L [f $: (%) B1(F) Geer Bi(F)B; 7)oy drdsds'

i js\

1, 55{,‘.‘*(;) BF(F) See 65 () ¢ @ydvdridsds', (4

donde 4T es el elemento de volimen, dS la coordenada de spin y
Jer = 2Lz .
aprovechando g] teorema variacional se lleva a cabo una
variacién de la energia con respecto al conjunto &¢;g sujeta a
las restricciones
(¢, $;(F)dT = dij (¢ 1-5. )
para determinar los spin-orbitales 6ptimos, es decir aquellos que

producen una energia minima, asi se llega a la ecuaciones de HF

F @ o= €fi, (RLoeR)
en donde

~ 2 - o ra
F:—V oot 2Z/r s VC(“) + VIH;A(“)) ( =7 )
siendo Vc (¥) el potencial couldmbico,

Ve (F) = JZ § "B Fer dT' (1-8 )

(r) el potencial de intercambio

o Y[R Y i ) pi) qerdT']
Vx“#i(r)= - J ¢¢‘(\'~) ¢" (?) (is§ )

Z'significa ue la suma se efectfia solamente sobre spin-orbitales -
q

Y Vyuri

del mismo spin que ﬂi

Aunque este método se ha aplicado a una gran variedad de -
dtomos y moléculas, existen ciertas dificultades de c6émputo (es-
pecialmente cuando se aplica a sistemas con muchos electrones) -
ya que el potencial de intercambio es diferente para cada spin -

orbital y tiene un cardcter no "local". Las Ecs. (1-6) y (1-9)



indican que para conocer V en el punto 7 y asi poder calcular

XHFi
Qien ese mismo punto, es necesario conocer la funcifn ﬂi en todo
el espacio. Por lo tanto se desearia aproximar el potencial de -
intercambio de H.F. por algGn potencial que sea igual para todos
los spin orbitales y que tenga cardcter local para simplicar los
cdlculos de estructura electrbnica en sistemas grandes. Sin em-
bargo este procedimiento debe tener capacidad predictiva y por lo
tanto debe ser, al menos, tan exacto como el modelo de H.F.

En 1951, Slater - suguribé reemplazar V por el promedio

XHF1i

_ ?__ [ 85 875 &, & 7 9, I
<me=i>" 1,04 Z ¢.= @ .
"4

y aproximar este potencial por el de un gas de electrones libres
3

<Nawri 7 S sz("):"é(mf( )) ( 1-11)

Asf, las ecuaciones monoelectrfnicas de HF se reducen a

1~ 2 oy, — = -
[-V'= 224 + Ve (F) + Vo (F)]86) =€: 4@
4= 1., N ( 1-12 )
Estas Ecs. son mas simples de resolver que las de HF pues el

( 1-10 )

potencial de intercambio es el mismo para todos los spin-orbitales
y tiene caricter local, Sin embargo, siendo la energia de inter--

cambio por electrén

I
Un(®) = —%(f”\; ?(F)) 3} ( 1-13 )

la energia total estar& dada por

E-L 0 ALV =23 ] fac)dt
Y1 p() PF) Ger dTAT - 2 (3) ”*ggm dt

( 1-14 )
en donde

p(f) = ; ?5«'*(\’) PRCR! ( 1-15 )



Puede verse que las Ecs. (1-12) no provienen de haber efec-
tuado una variacibén del conjunto &ﬁ;g , Yy por lo tanto la ener-
gia total, determinada por medio de estos spin orbitales no corres
ponde a un minimo. Es decir, si se procede variacionalmente a -
partir de la Ec. (1-14) se obtiene que,

Yegrs (F)= ‘4(?& ?(P)) e % Vs (7). ( 1-16 )
mientras que los dem&s términos de la Ec. (1-12) permanecen igua
les. La Ec. (1-16) fué sugerida por Gaspar2 y por Kohn y Sham3
(GKS) y tiene la ventaja de que ademis de mantener la simplici--
dad del modelo de Slater es variacional.

Sin embargo el estudio de muchos investigadores en el campo
de estructura electrénica de &tomos, moléculas y s6lidos demostré
que para tener una exactitud, similar a la de HF debfa introdu--
cirse en la Ec. (1-11) un factor multiplicativo o (igual a 1 para
Slater e igual a 2/3 para GKS), que toma un valor diferente para
cada Atomo; esto didé lugar al nacimiento del método llamado X:-

Existen diferentes métodos para ajustar los valores del paré
metro o . Esto serd visto en detalle en el capitulo 3 junto con
otros métodos propuestos recientemente que permiten calcular el -
valor de o.

Por otro lado Herman, Van Dyke y Ortenburger5 han sugerido que
el potencial de intercambio tenga la forma propuesta por GKS pero
afiadiendo una correccibén debida a la no-homogeneidad del sistema-
(un gas de electrones libres tiene una densidad homogénea mientras
que un &tomo no la tiene). Esta correccibén la introducen a - - =
través de los gradientes de la densidad y su magnitud estd contro-
lada por un pardmetro 3 , dando lugar al método llamado Xxg

que tiene como principal ventaja (como veremos en el capitulo 3) -



qué los parimetros o y @ son prdcticamente universales.

En este tipo de métodos "locales" es posible incluir de una
forma aproximada potenciales de correlacibén, que permiten ir mas
all4d de HF, sin que se pierda simplicidad en el cdlculo. En el
capfitulo 4 se presentan dos modelos, uno, basado en las propieda
des de las matrices de densidad y otro, propuesto por Hedin, - -
Lundgvist y GunnarssonG, basado en una parametrizacién de los re
sultados obtenidos mediante té&cnicas de muchos cuerpos.

Puede verse en las Ecs. (1-8) y (1-9) que los té&rminos con
i=j (de autointercambfo) se cancelan de una forma natural, en -
cambio, cuando el intercambio es aproximado por la Ec (1-16) o
alguna similar, el cancelamiento es parcial. Un modelo en el -
que se incluya. explicitamente el autointercambio, y en el que -
se aproxime el intercambio interelectrénico no resultarfa muy -
complicado. En el capitulo 5 se analizan las ventajas y desven
tajas de tal modelo.

Finalmente, se ha inclufdo un apéndice, en donde se presen

ta el listado del programa.



CAPITULO 2
FUNCIONALES DE LA DENSIDAD Y ECUACIONES DE CAMPO AUTOCONSITENTE

El objetivo fundamental que se persigue en un modelo estadis
tico, aplicado a &tomos y molé&culas, es el de relacionar directa-
mente a la energfa, con la densidad de carga, y mediante un pro--
ceso variacional para minimizar la energia, determinar las ecua--
ciones que debe satisfacer la densidad de carga de manera que - -
esta pueda ser calculada sin tener necesidad de obtener previamen
te la funcién de onda. Por lo tanto es necesario demostrar que la

densidad de carga del sistema, determina la energia del mismo y en
contrar la relacibén fundamental: entre ambos.

2-1 Teorema de Hohenberg y Kohn7

Este teorema demuestra que la energfa del estado basal de un
&tomo o molécula esta dada por un funcional finico de la densidad -
de carga, y por lo tanto &sta determina la energia del sistema.

Ya que el potencial V (Y) determina al hamiltoniano H del sis
tema, basta con demostrar que la energia potencial estd dada por un
funcional finico de la densidad.

La demostracién se hace por reduccién al absurdo.

Se supone que otro potencial V' (?) con estado basal ?‘ da lugar a la
misma ?(F). ¥' no puede ser igual a Y (a menos que V' (T) - V(¥)
= constante) ya que satisfacen diferentes ecuaciones de Schrddinger.

Por lo tanto,

E'=fea'edt < PR P = SER+V'=-V) ¥4 ( 2-1)

Q ,;;z E, E' son los hamiltonianos y energias asociadas -

con los estados basales ¥ y &'



De la Ec. (2-1) tenemos que
B <E+ JIvE) - wd) IFET (2-2 )
intercambiando los simbolos y procediendo de la misma forma se en
cuentra que:
g<g + Jlv@®-v'@] g @ dT,
sumando las ecuaciones (2-2) y (2-3) se llega a la contradiccién.

(2-4 )

(2=34)

E+E & ErEL
Por lo tanto V(¥) (excepto por una constante arbitraria) esti --
dado por un funcional fnico de la densidad y el teorema queda demos
trado.

El siguiente paso, es encontrar la relacién funcional entre
la densidad y la energia. Es aqui donde se presentan las mayores
dificultades, ya que no es una relacibén trivial, por ello existen
diversos métodos que dependen de las aproximaciones gue se hayan
hecho.

2-2 Funcionales de la densidad

Kohn y Sham3 han propuesto que el funcional se puede escribir

como
Efel=TIsgl + fo(F)v)dT + [ PCR) PCF1) Yert dTIT' + Exc [€)
( 2-5)

en donde TI¢] es el funcional de la energia cinética, v(¥)represen

ta a algfin potencial externo (en el caso de un &tomo aislado, el -

potencial creado por el nficleo) y Excig¢l, es el funcional de inter

cambio y correlacidn.

La fomra exacta de YI§) y ExcIg] no se conoce; por lo tanto, es ne-

cesario utilizar formas aproximadas que den lugar a una variedad de
"métodos estadisticos."

Si la densidad de carga se expresa cCOmo



p(F)= 2 B (F) B )

y se procede variacionalmente para determinar el conjunto f¢ﬁ
6ptimo, es decir, aquel para el cual la energfa total es minima,

se obtiene que

f2@ s v@ + Jp@) gundt’ + Vi @) f 8 = &b
42 V., N ( 2-7.)

si se imponen las restricciones
* - -
f¢.~ f) $;(F) U = dij { 2-3)
Los términos T(r) y ch(?) son derivadas funcionales, es decir,

{f

( 2-9)

Vie (¥) = - Exc T81 =i
s

La ventaja de este procedimiento consiste en reemplazar t (F) por
TR)= - ¥ ¢ 2=a1

y por lo tanto solo es necesario aproximar el funcional de inter

cambio y correlacién pues haciendo uso de las ecuaciones (2-7) se obtiene

que la energfia total correspondiente al minimo estd dada por
Em =€ —5[[PE) QEF) Jer Jrde
= If(ﬂ\/xc (F)dt *+ Exc tel ( 2-12 )
Sin embargo es interesante mencionar que existen otros métodos -

estadfsticos, como el de Thomas-Fermi, Thomas-Fermi-Dirac, etc.-

en los que también el funcional de energfa cinética es aproximado.



2-3 Funcionales de la densidad de spin y campos autoconsistentes.

Las relaciones derivadas en la seccién anterior nos proporcio
nan las bases para el desarrollo de un modelo estadistico, en el -
que solamente Exc[f] es aproximado. El objetivo de esta seccién con
siste en establecer un esquema lo mas general posible, de los aspec
tos comines a los diversos tipos de intercambio y correlacién.

La densidad de carga se puede separar en componentes de spin

Y= Cute) » PuP), ( 2-13 )
de esta forma,

iy :f\? ¢;;(F)¢L1(F)- ( 2-14 )

Si el funcional de intercambio y correlacifén se aproxima por

Exe 1= £ fBe @ Vucr (F) + Pt Uncy (A0 (2015

en donde U e representa a la energia de intercambio y correlacién,

por electrén, entonces, la energia total seré&:
ELe]= zz §45 PITV-22]4 y (F)dT
+J.H‘§(r)9(r) Jrr! at dz’
w1 5 [P @) Uxcp (F)dL . { 2ase)

Procedlendo var1ac1onalmente, se obtiene que el conjunto 6p-

timos(&' éﬂ debe satisfacer el sistema de ecuaciones
1

(—vz‘ + V(?)}¢_,-f(?)-’éi¥¢iy(?)} <= ( 2-17 )
en donde V(&) = —.gé " f f(?')ﬂrr'dt" = o)
Ny (F)a I3 Py Uxcyp L Pyl ( 2~18.)

Jfr
La solucién del sistema de Ecs. (2-17) requiere de un método
iterativo ya que para evaluar V(r) es necesario conocer al conjun

to ¢(F); el procedimiento que se sigue consiste en

proponer fl , Calcular V(¥) ———sresolver las Ecs. (2-17)

\ l

i 24
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el ciclo se repite hasta que la densidad pPropuesta para evaluar
V(?)'y la obtenida sean iguales; entonces se dice que se ha lle-
gado a la aﬁtoconsistencia.
En los capitulos 3 y 4 se presentan resultados de cdlculos

efectuados de esta forma para diferentes aproximaciones de ch(fﬁ.

Es importante hacer notar que UXC(;) = Ux(?) + UC(Y) (2-19).
Por lo tanto, si se desprecia ch(r), el modelo consiste en una a-
proximacién al método de Hartree-Fock no restringido (SUHF). Si se
incluye Uc(r) el modelo es una aproximacién a la ecuacibén de Schrd
dinger.

En el caso en que = £y =.c& , (spin restringido) las ecuacio-
nes de este inciso se reducen a las presentadas en el inciso 2 y
en el capitulo 1. El caso spin restringido serd vdlido solamente
en sistemas de capa cerrada Yy por lo tanto en sistemas de capa a--
bierta uno deberfa utilizar las ecuaciones propuestas en este inci

SO.



CAPITULO 3

DIFERENTES MODELOS DE INTERCAMBIO

3-1 E1 método Xay la determinaci6n éel pardmetro .

En términos de las ecuaciones desarrolladas en el capitulo

anterior, el método ¥« consiste en aprox%mar L&1 por
(BTt ('x?'n e,‘(\F)] & ¢ 351 )

si %=1 el potencial Vx4 derivado a partir de la Ec. (3-1) seréd -—-

igual a Vxsq , si o= 34 , serd igual a Vxaxs 4 . Sin embar-

go, ninguno de estos dos valores produce resultados de exactitud

cercana a HF. Por lo tanto es necesario encontrar un método para

determinar el valor 6éptimo de & en cada sistema.

Puede verse en la ecuacibén (3-1) que no es posible determinar

o a partir de la condicidn as&‘/;« =0 pues este minimo no exis
te, ya que a medidad que & aumenta la energfa disminuye monot6-
nicamente. Debido a esta hecho ha sido necesario buscar otros al-
ternativas.

Lindgrven9 v Kmetko10 propusieron un método que consiste en
determinar el valor de o (e min) que genera un conjunto de -
orbitales {¢i} tal que sustituido en la ecuacién (1-4) da un mini
mo. Se ha observado gue la variacibén de « min con el nfimero at6-
mico es irregular y no se recomienda el uso de estos valores.

Schwarz ha determinado los valores de . para casi todos los
elementos de la tabla periodica haciendo que, la energia total del
método X sea igual a la energia todal de HF para cada &tomo.
Estos valores denotados d,, muestran una dependencia suave con el
n@mero atémico Z, tal que o, decrece cuando aumenta el nfimero --

atémico. o Toma valores de 0.78 para 4tomos con 2 electrbnes --



=19—

disminuye hasta el rango de 0.72 - 0.70 para elementos de la serie
de transicién 3d y tiende a un valor asintético de 0.69.

Otro procedimiento para la determinacibén del pardmetro « -
es el propuesto por Berrondo y Goscinskil3; en este método se evalfia
el coeficiente virial utilizando las ecuaciones de HF para diferen
tes conjuntos de orbitales Xy , obtenidos a partir de diferentes -

valores de & hasta que el teorema virial se satisfaga
(<v? = -4<72).

2
Se encuentra que X yr = Xuf -

El hecho de que existan diferentes valores de o« para dife-
rentes 4tomos y la posibilidad de determinar estos valores por di-
ferentes caminos reducen la teorfa X« a una teoria paramétrica.
Por lo tanto es deseable preguntarse si la constante de proporcio-
nalidad en el potencial de intercambio podria ser derivada para --
cada &tomo por medio de consideraciones puramente tebricas.

3-2 E1 agujero de Fermi.

Slater4 ha demostrado que la dependencia del potencial de --
intercambio Uxf(F) de ?:’ () puede obtenerse haciendo ciertas
suposiciones acerca de la distribuicién de la carga de intercambio
que genera al potencial de intercambio Ux1(r).

Siendo el potencial de intercambio negativo, significa que -
para el electrén de referencia la carga de intercambio ha sido re-
movida de la distribucibén electr6nica total, a esto se le llama --
comunmente agujero de Fermi, éste viaja alrededor del electrbn y -
esencialmente representa una "esfera de influencia" que lo rodea
e impide que otro electrén con el mismo spin ocupe el mismo punto
en el espacio. En la siguiente seccibén se demostrard que la carga

total de intercambio es -1 y que su valor en el punto en que se ==
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encuentra el electrén de referencia es - Y’(r)'

Slater supone que la carga de intercambio se distribuye
uniformemente dentro de una esfera centrada en el electrén de
referencia con una magnitud igual a - fu(r). Si el radio de
la esfera de Fermi es L entonces como la carga total de --

intercambio es -1

Lrry () =-|
(3-2)

El potencial electrostdtico en el centro de.la esfera debido

a esta carga de intercambio es - 3/rs y por lo tanto
U (F)== 3(-;!17?4(?))"? (3-3)

Si se compara esta ecuacién con la (3-1) se obtiene un valor
de A tebrica igual a 0.87. Sin embargo, ya se habia mencionado -
la necesidad de que oL varie con Z para tener una exactitud simi-
lar a la de HF; por lo tamto, es importante estudiar mas a fondo
las propiedades del agujero de Fermi.

3-3 El agujero de Fermi y las matrices de densidad.

Recientemente Gopinathan, Whitehead y Bogdanovic 14(GWB) N
Gazquez y Keller15 (GK) han propuesto una forma de determinar el
parimetro o mediante bases puramente tebricas, utilizando en su
desarrollo las propiedades de las matrices de densidad de una y de
dos particulas.Sote:necesitaremas 1los elementos diagonales de las

matrices de densidad de una y dos particulas y estos estén defini-

B e omo PCY= n (19 (1,2.--n)[* STad T .. dUn S, JS;...dSn}(B_“

W)= n(n-qfl QI(l,J\,...In))zdt's._.. dtn dS: d 5;--.dSn (3-5)

donde dzs representa el elemento de vollmen del i-&simo electrén



14~

y'dé las coordenadas de spin, Y (1,2,...n) es la funcion de
onda para un sistema con n electrone%‘P (1), la densidad de car-
ga en el punto (1) representa la probabilidad de encontrar a cual
quiera de los n electrones en este punto. T (1,2) es la densidad
de pares y fisicamente representa la probabilidad de encontrar -
cualquiera de los n electrones en el punto (1) y simultidneamente
otro en el punto (2).

Separando estas cantidades en sus componentes de spin tene

mos:

PCLYS PaCY * P (D \ (3-6)

(L) = Tea (L2Y+ ey (1,2) + Mg (1,2) + Ty (LAY (3-7)
Las propiedades de las matrices de densidad que aqui inte-

resan son:

{paaydT, = na | (3-8)
J Tea (1,2) dT,dT, = Mg (N =) (3-9)
[ ey (1,2)dTdT, = Many (3-10)
§ Ter (12) 4T3 = (W=1) o (1) (3-11)
Dy ots = By g (3-12)
con expresiones similares para ﬁ(ﬂ T (1,2)  y W, (1,2), donde

n, y n, son los nlimeros totales de electrones con spin hacia -
abajo y spin hacia arriba , respectivamente.
Si expresamos las matrices de densidad de dos particulas

en términos de las funciones de correlacibn de pares
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$4, (1,2) y €¢¢ (1) tenemos:

Tar (12) = €200 (2) + €001 Py(2) Pan (i) (3-13)

May (1,2) = ey Py @) + Peld Py (2) Qay (12D G-14)

de donde la probabilidad de encontrar un electrén en la posi-
cién (2) (con spin hacia arriba) cuando un electrén se encuentra

en la posicién (1) (con el mismo spin) es

e (L2) = Pe () + Pr(2) fec (112) (3-15)
Cuando los electrones se mueven independientemente uno de

el otro, la distribucién correspondiente de densidad de pares --

que llamaremos W\“d (1,2) tiene la forma
W 0a) = Py @) - POy pam (3-16)

n
que preserva la normalizacién correcta como demostraron Kutzelning,

Del Re y BerthierlG. Descomponiendo TYMA(1,2) en sus componentes de

spin tenemos

ind
T e (L2) = Pr() 4 (2) - Lot £2 (2D (3=17)
n L.
Ter? (aY= Pel) £i03) | (3-18)

Cabe hacer notar que la correlacién entre electrones con di-
ferente spin no se considera en la teorfa HF, ni tampoco en la teo-

ria Xq, por lo que en este capitulo supondremos

£0,002) =Rt (L) =0 (3-19)

para todas las posiciones (1) y (2)

Dado que la energfa de interaccibn electrbén-electrdn
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-1
<Z ri'\ 7 esta dada por

lcj

<Z Y.il-‘> = —‘I IY“:‘ -“-(1,1) dT.dT. (3-20)

iL'S

se obtiene al sustituir las Ecs. (3-13), (3-14) y (3-19) en (3-20)

El Y‘Ag-‘ :i fr';‘ {?f(‘\(?“) * ‘?M (1) ?1’(2))

+ p,0y (P * fa(l2) )} dride

(3-21)
Asi, el potencial de intercambio se puede definir como
U)M ()= IY\;‘ ﬁ(a) ?ﬂ (\.2) A‘tz (3-22)
con una expresifn similar para electrones con spin hacia abajo
Esto corresponde a una densidad de carga de intercambio f“ en la
posicibén (2) dada por
P ()= Pa(2) Fas (1 '2) (3-23)
de donde sustituyendo la Ec. (3-15) e integrando, tenemos
Je¥@dte = [€(2) €4e (1,2) dTy=-1  (3-24)
es decir que para el electr6n de referencia en 1 la densidad de
carga de intercambio total es -1.
Ahora bien por el principio de exclusién de Pauli
Ty (LV) =0 (3-25)

y esto significa que

g:"; (N =- £r (1), (3-26)
Cuando las posiciones (1) y (2) estan muy alejadas entre si
d
ThAn (\,1)%”:‘: (1, 2) y de la Ec. (3-17) tenemos que

e

£ )y — -~ fe (24

Y;z" @

(3=27)
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Esto significa que el agujero de Fermi tiene una densidad

en la posicién del electrén de referencia igual a la densidad de
los electrones del mismo spin en esta punto, pero en cualquier otro
punto podrfa ser considerablemente diferente, como se puede observar
en la Ec. (3-27). La suposicibén de Slater de una distribucibn es
férica es como puede verse muy drdstica. Sin embargo puede supo
nerse que acerca de la posicién (l),?“d\x €, (\) Y pPOT lo tanto

la densidad de intercambio varia debido a que g‘Jl,Z) cambia. La
validez de esta suposicibén sera justificada por los resultados que

se obtengan.
Si se considera que el agujero de Fermi estd centrado en la

posicién (1) y que es esféricamente simetrico con un radio finito
Y- tenemos de la Ec. (3-24) que
Yo  ox
‘*ﬂf P ey ntdr == (3-28)
o
y el potencial en el centro de la esfera debido a la densidad de
intercambio es, -
-]
R
Up (1) = ST\'L f‘ (ry r dr (3-29)
Afn cuando no se conoce una forma exacta para ?" (T)
en funcién de @, (1) para un &tomo o molécula, se puede suponer
alguna variacién funcional con la distancia e imponer las condi-
ciones a la frontera apropiadas, es decir
¥
Peice) = agee) +b (3-30)
en donde a y b se pueden determinar para que se satisfagan las
Ecs (3-26) y 3-27).
GWB encontraron, suponiendo que, g (r) es una linea recta

desde cero a r,y cero desde rohasta co que,

?:" o= ‘{(?1‘ C')/‘-‘] (—:‘“ = \)Y‘ + ?f (\\} (3-31)

Sustituyendo la Ec. (3-31) en (3-28) y (3-29) se obtiene que

v 4 { v
UQ(‘) = 3w 3 /n1‘ 7 /Z ?f 3(‘\) (3=32)
= (]/n“ + \/5>2/J
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Comparando esta ecuacidén con la (3-1) significa que

- 1+ 2
Hy = Coddis oty (3-33)
(1 + )"
suponiendo que
oz s sty (3-34)

Ny + Ng
se obtienen valores de ¢ dependientes de 2 proporcionales
a otus © Xyr como puede verse en la Fig. 1.
GWB encontraron que la concordancia era mejor cuando multiplicaban
los valores de « obtenidos por un factor constante de 0.972, pero
esto implica que las condiciones a la frontera no serdn satisfechas
También vale la pena hacer notar que la variacién lineal obliga a
que ?41(1,2) tome su valor asintético cerca del primer glectrén.

Gk'> han sugerido que f:x(r) tenga la forma

prrem= = goed (1) @ Qe wr v v e 4

que es similar a la propuesta por Wigner17 para ajustar la funcidén
de correlacidén de pares .§4(1,2) de un gas de electrones libres.

El parimetro b se puede determinar obligando a que el minimo valor

de « (ny,b) corresponda a WnN,— o Asi se obtiene que
(b=5.029)
o =0.6985 1+ 2.5148/m (3-36)

(3 + 3.7723/092/3

En la fig. 1 se muestra la variacibn con Z de los valores de o€
obtenidos mediante las Ecs. (3.36) y (3-34).
Puede verse que, en general, son parecidos a los ded HF*

En la Fig. 2 se muestran esquemdticamente las diferentes

aproximaciones del agujero de Fermi.
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FIG.

1 Grifica de valores de valores de « obtenidos mediante diferen-
tes modelos vs. nfimero atomico. Lfnea rayada suponiendo una forma
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Fig. 2 Diferentes aproximaciones a la densidad del agujero de Fermi
(esquemdtico) . Linearayada exponencial, linea continua fun-
e T cién de Wigner , linea rayada y punto recta de Gopinathan.
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Dado que o gpSe ajusta para que Exlsea igual a EHF para el
caso de spin restringido, mientras méds cercano sea el valor de &
determinado teoricamente a & HF mejores serdn las energias calcu
ladas; en este sentido podriamos concluir que el modelo de GK es
mas exacto que el de GWB que dard energias muy profundas.

Es importante hacer notar que el hecho de tener diferentes
valores de ¢ para los electrones de ambos spines puede tener conse

cuencias importantes en la prediccidn de propiedades magnéticas.

3-4 El1 método Xxe

En el capitulo 1 se menciondé que el intercambio propuesto
por Slater corresponde a un gas de electrones libres, es decir,
un sistema con densidad homogénea; sin embargo, en un &tomo existen
zonas de baja densidad (lejos del nGcleo) y zonas de alta densidad
(cerca del nficleo) Herman, Van Dyke y Ortenburger5 (HVO) han suge-
rido anadir una correccidn por no-homogeneidad a VXS a través de
los gradientes de densidad.

A partir del funcional propuesto porv\kizsacker8

Eisistiilionp™ - 2g0t v Lo igendr

(3-37)
s
+Cxp + Cw LVPI ] 4T
r
HVO hacen uso de un argumento dimensional para encontrar la
forma apropiada de tal término.
Si expresamos la correccidén a la energfia por no-homogenei-

dad a segundo orden en los gradientes como

E.Lel= [ c'(p)19%] pdT (3-38)

C‘(?) S ey 1 S (3-39)

fl
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entonces £, [?] escala como una energfa cinética, pero si

' e [
c(g)= Cxr =3, (3-40)

entonces E, [§] escala como una energfa potencial.
Por lo tanto, Uy (para el caso spin restringido) puede a-

proximarse por

oo soqita (ér'r f)llj v Cqxr 19el” (3-41)

4 1%
¥
[
=- 3 /3 G 2V _ 4 1yp)?
Vy =~ 6« (ﬁ-’ ?) + xI ‘2 C x1 5 _% (3-42)
£ £
La Ec. (3-42) se puede escribir en la forma
7
=~ 3 3 -
Vxap 6(,—,- j’) L« + B 6x: (f)] (3-43)
en donde
x Y3
ettt (agl) (3-44)
Y 2
Gxz (p) =2y (£ Lvell _o¢°
F) P:/s 3 f” _fﬁ . (3-45)
Haciendo uso de la igualdad
[ gr = §f lvgl’ g, A
¢ '3 oY

que puede demostrarse por integracién por partes, Ux se puede

expresar Ccomo

Uag =~ (I?‘Tr_ f)vj (o( v.3 Rigur (P)). (3-47)

En el caso de un gas de electrones libres,d= % y Gxi (f)=0
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HVO y Herman y Schwarz 4 (HS) han efectuado una gran -

cantidad de c&dlculos en &tomos para determinar los valores -
6ptimos de o y A, para ello, hicieron uso de dos criterios.
Uno consistib6 en determinar los valores de « y @2 , que gene
ran un conjunto {¢i} tal que sustituido en la expresién de --=
EHF produce un minimo. El otro consistibé en encontrar los va-
lores de a y B que satisfacen el teorema virial.

(- st =)

HVO decidieron fijar dF2/3, para conservar la parte homo
génea del intercambio como GKS y encontraron que los valores
de & y @ eran muy similares para ambos criterios y que eran -
practicamente constantes para todos los &tomos, obteniendo --
asi una parametrizacién universal del intercambio estadistico.

Es importante hacer notar que en la précticalG(f ) pro-
duce inestabilidades numéricas en la solucién de las ecuacio-
nes monoelectrdnicas por su comportamiento cuando r es grande
(oscila de valores positivos muy grandes, a valores negativos
de magnitud muy grande).

Por lo tanto , HS han propuesto que @& G (f ) sea reempla
zado por una funcibn ? (%-G(f) ) tal que las oscilaciones
sean amortiguadas. Esta funcién es utilizada en Vx«g pero no
y por lo tanto el método ya no es variacional; sin --

«3
embargo, Schwarz18 ha demostrado que los resultados no varian

en U
X

mucho por el uso de diferentes f , lo que indica que los cam-
bios producidos por esta aproximacién son minimos. Cuando ?
=tanh se encuentra que o =% y 5.=020025.

Las ecuaciones correspondientes al caso spin polarizado

19
SO e
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Ukaar = - qd(q"-"ﬁ ) (F))"s K\ + 2 2_61(?1)} (3-48)

(3-49)

Gx (§4) - i(.\ZﬁL);- Q(Y:'ﬁ)

;1
(2‘ ?1‘)/5 2 ?'1 ©r

Vi (F)= =6 ('?Tf e )‘/5 E\ - Tan\«{géf(?éﬂu—sm

3-5 Resultados y conclusiones.

Es interesante comparar los resultados que se obtienen
mediante los modelos X« Y Xgm Para una serie de propieda-
des atbmicas.

Los cilculos se efectuaron por medio del programa de --
Herman—Skilmanzo, modificado por nosdtros para poder resolver
las ecuaciones de la seccibn 2-3 . El programa se presenta
en el apéndice 1.

En la Fig. 3 y 4 hemos graficado la diferencia entre la
energfia de intercambio y la energia total, calculadas median
te los modelos X q (™ dada por la Ec. (3-36) , de), Yy Xa@
y las calculadas mediante HF para los elementos con N°atémico
entre el 3 y el 18, Es importante notar que estamos comparan
do un esquema de spin restringido HF con uno no restringido
y por lo tanto, los valores de E, ©O Exa deberian ser, en
principio, més profundos que las de HF e iguales solamente
en los casos de capa cerrada. Puede verse que en el caso a8
el error es casi constante, pero cambia de signo a partir de
Mg, lo que indica que un ajuste de @ que abarque a mds filas
de la tabla peribédica daria un valor mayor de 0.0025. En el
caso de X4y €l error aumenta a medida que aumenta Z y las -

energfias son mayores que las de HF précticamente para todos



-23=

los &tomos, lo que indica que los valores de ot Y& dque predice
la Ec (3-36) son un poco menores de lo debian ser, si gueremos
predecir energias totales.

En la tabla I se comparan las energias totales obtenidas
por los métodos Xyw Y &¢pon las de Hartree-Fock spin no res
tringido (SUHF) para 4tomos de la la. fila. Estas si debian
ser, en principio iguales. Puede notarse que el error en el-
modelo an se mantiene précticamente constante. En general,-
las energias totales que predicen ambos modelos son buenqs aun
que en promedio las Xqpson ligeramente mejores.

En la Fig. 5 hemos graficado la densidad radial (4Trr2f(ﬂ)
del 4tomo de Ne obtenida por los modelos Xaw: Xanm Y

H.F.. Puede observarse que fx«w Y fas SON prédcticamente igua-
les entre si y difieren muy poco de fHF'

En la tabla II se reportan las densidades de spin en el
nGcleo (fpCo) - ﬁ(O) ) que permiten calcular términos de con
tacto de Fermi para el estudio de estructura hiperfinaZl.

Esta propiedad es una medida muy buena de la calidad del inter
cambio pues esta diferencia aparece en una primera aproxima

cibén debido a que Vyxp # Vx‘si n,# n, Los ejemplos escogidos
tienen por objeto analizar el efecto que produce el tener va-

lores de a4 y dy diferentes si n, # n,. Asi, si se observa la

figura 2, se puede ver que o (ny varfa muy rapidamente entre

n =41 y n =410 y para n,mayores, varia muy poco, por lo tanto

el efcto en N serd muy grande, pues n,= 5, ng= 2 ke =0.7216

y d¥=0.7778, disminuird en P (n,=9, n‘=6, dy =0.7077 y - -

&y =0.7161) y serd mucho menor en As (m,=18, ﬂ&=15,dq=0.7012

y ¢y=0.7023), ademds se ha inclufdo Na porque en este &tomo -

n,=6 y n¥=5 son similares ( &a =0.7161, oy =0.7216).
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Puede observarse en los resultados que el efecto es contrapro
ducente, es decir, el hecho de que o4 # & hace que se sobreesti
me el valor de ¢ (o) o que se subestime el valor de f(0). --

Esto puede comprobarse por el resultado que se obtiene al usar
en N uf3 o promedio dada por la ecuacibn (3-34) ; la diferencia-

entre g4 (o) y ¢, (o) disminuye notablemente. Ademds notamos -

que la densidad de spin en el nficleo no es muy sensible al uso
de diferentes valores ded promedio (-0.0512 parad W =0.7377 y

-0.0537 para « KS=2/3). Los resultados obtenidos mediante el-

G
modelo Xgg son mucho mejores que los Xq:w y similares a los de
SUHF. Sin embargo todavia estdn lejos de los valores obteni-
dos por la teorfia de perturbacibén de muchos cuerpos (MBPT) que
son los que mi&s se acercan al valor experimental, por lo que
se concluye que los efectos de correlaci6én deben ser importan
tes en el cdlculo de estas propiedades. No obstante, la simi
litud entre los valores X4p Yy los de SUHF indica que la inclu
sién de los gradientes de la densidad producen una mejor des-
cripcion local de la densidad de carga en dtomos. En la ta-
bla III se presentan los potenciales de ionizacién (para &to-
mos de la primera y segunda fila de la taba periédica) calcu-
lados como E (&tomo neutro) - E (idén unipositivo). Ambos mo-
delos predicen correctamente el orden en todos los casos ex-—
cepto Xgyen Li, Be y B. Puede verse que cuantitativamente --
los resultados son razonables y nuevamente los valores de Xqa
son similares a los de HF.

En la tabla IV se presentan las afinidades electrbnicas
de F, Cl, Br, calculadas como E(&tomo neutro) - E (i60 uninega-

tivo). Notamos que ningfin modelo produce el orden correcto-
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Cl>F?Br, siendo los valores de Xaalos mejores.

Finalmente en la tabla V se presentan las susceptibilida-
des diamagnéticas calculadas para &tomos de la primera y segun
da fila de la tabla periédica, en general son muy similares -
a las de HF y a las experimentales.

Puede concluirse que tanto el modelo Xzwcomo el X ya
describen bien las propiedades que dependen del valor promedio
de las funciones de onda en todo el espacio pero, las propie-
dades que dependen de los valores locales no se describen tan
satisfactoriamente. La semejanza entre los resultados obteni-
dos mediante los métodos X,,y SUHF nos hace preferir este es-
guema sobre el de Xqw, Ya que ademds la extensién a moléculas
es mucho més simple en el primero por la presencia de paréme-

tros universales.



TABLA 1
Comparacién entre las energifas totales obtenidas mediante los modelos Xg , XaB y el modelo

de Hartree-Fock spin no restringido. (Ry).

Atalo 2 sﬁﬁp ;; E qu' x-E E Dif'E
W~ “sunF aB a8 ~ “SUHF
Li 3 14.865 15.082 ~0.217 14.998 -0.133
Be 4 29.146 29.212 -0.066 29.273 =0, 127
B 5 49.060 49.041 0.019 49.169 -0.109
@ 6 75.380 75.327 0.053 75.508 -0.128
N 7 108.810 108.740 0.070 108.949 -0.139
0 8 149.628 149.402 0.226 149.741 ~0,113
F 9 198.822 198.535 0.287 198.952 -0.130

Ne 10 257.094 256.779 -0.685 257.238 -0.144




TABLA 2

Densidades de sSpin en el nficleo obtenidqs mediante diferentes
modelos (unidades atémicasf
Atomo Modelo 1s 2s 3s 4s total
N Xw -1.5582 0.5178 -1.0404
np= 5 Xs -0.6637 0.6125 -0.0512
n,= 2 xw(“ pnan)—o’7565 0.7028 -0.0537
Xap -0.7566 0.7750 0.0184
SUHF -0.7432 0.9307 0.1875
MBPT 0.7255
EXp. U. /7492
Na Xw -0.1551 -0.1022 0.7906 0.5333
ng= 6 X4a 0.0908 0.0388 0.5685 0.6981
m=80 SUHF 0.046 0.0746 0.5265 0.6474
MBPT 0.0975
Exp 0.0971
P Xw -0.6688 -0.1888 -0.084 -0.9416
n,= Xu«n -0.2211 0.1000 0.0457 -0.0754
n, = SUHF -0.3548 0.2357 =-0.0193 -0.1394
MBPT 0.0826
Exp 0.0913
As xw ~ -0.4125 -0.0314 -0.1418 -0.8677 -1.4534
n,= 18 Xxp =0.1511 0.:05k5 0.0779 -0.9944 -1.0161
ny= 15 SUHF -0.2681 0.0284 0.2812 -0.6419 -0.5969
MBPT =
Exp -0.2595
a Valores de SUHF,MBPT Y Expt. Tomados de L. Wilk y S.H.

Vosko, Phys Rev. A 15, 1839 (1977) .



TABLA 3
Comparacibn entre los potenciales de ionizacib6n calculados me-

diante diferentes modelos (eV).

Atomo Z Hartree-Fock X p xw Exp.
Li 3 5.34 4.37 2.98 5.39
Be 4 8.05 739 4.78 9.32
B 5 7.93 7.24 5.51 8.30
(6 6 9.23 10.48 10.09 11.27
N 7 13.96 13.59 13.65 14.54
(o] 8 11.89 11.05 9.71 13.62
F 9 522 15571 15.10 17.42
Ne 10 19.85 20.06 1915913 21.56
Na 11 4.96 4.17 3.65 5.14
Mg 12 6.62 5.66 5012 7.64
Al 13 5.51 5.01 4.20 5.98
Si 14 7.66 721 6.79 8.15
P 15 10.05 9.41 9.29 10.55
S 16 9503 813 175155 10.36
Cl 17 11.80 11.47 11.46 13.01

Ar 18 14.78 14.16 13.96 15.76




TABLA 4

Comparacién entre las afinidades electrfnicas calculadas median
te diferentes modelos (eV).

Atomo Z Hartree-Fock X«g Xw Exp
F 9 1.36 2.27 1.40 3.45
Ccl 17 2.59 2.11 1.88 3.61

Br 35 2'58 2.18 2.30 3.36




TABLA 5

Susceptibilidades gjamagnéticas para varios &dtomos calculadas
por medio de diferentes modelos (X x 1060m5/mol) .
Atomo Z Xw Xan XHF Exp.

Li 3 13.8 14.8 14.8 —-——
Be 4 13.2 13.6 13,7 9.0
B 5 12.6 12.9 12.6 6.7
C 6 11.1 1123 10.9 6.0
N 7 9.8 9.9 9.6 6.0
(0} 8 9.2 9.3 8.9 -——
F 9 8.4 8.5 8.1 —-——
Ne 10 7.7 5.5 7.4 7.2
Na 11 20.5 21.9 21.5 -
Mg 12 22.6 23.4 23.5 -
Al 13 26.5 26.7 26.6 -
Si 14 25.6 25.7 25%5 ———
15 24.2 24.2 24.0 20.8

S 16 22.4 23.3 231 15.5
Cl 17 22.1 22.2 21.9 20.3
Ar 18 20.8 20.9 20.6 19.4
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menti, Suplemento al IBM J.of research and Development 9 , 2(1965)
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FIG 6' Funcién de correlacién de pares gy VsS. r .

Tomado de K.S.Singwi,Et al , Phys Rev. B by
4 1044, (1970)
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CAPITULO 4

CORRELACION

En la aproximacibén de HF, no se considera la correlacién
entre electrones de diferente spin. Dentro de un esquema exac
to (teoria de perturbacibén de muchos cuerpos o interaccién de
configuraciones) la inclusibén de este efecto presenta muchos
problemas de cémputo, ain en sistemas que contengan relativa-
mente pocos electrbnes. Sin embargo, dentro del tipo de es--
quemas "locales" presentados en el capitulo anterior es posi-
ble tomar en cuenta este efecto de una forma aproximada sin -
que aumente la dificultad del cé&lculo.

En este capitulo se desarrolla un método para determinar
la energfa de corre