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PREFACTIO

En este trabajo presentamos el cdlculo de la dura-
cién de los 1lamados eventos primarios de la fotosinte-
sis de acuerdo con un modelo de unidad fotosintética cu-
yas principales caracteristicas son: 1) un centro de
reaccién de acuerdo al modelo propuesto por F. K. Fong,
el cual tiene la propiedad de duplicar el requerimiento
cuantico de la fotosintesis a condiciones de iluminacidn
poco intensa. 1ii) el centro de reaccidn ocupa un sitio
en un cristal o malla periddica formada por moléculas de
clorofila que actdan como antenas o receptoras de fotones
a los cuales convierten en energia de excitacidn o excito-
nes. 1iii) la migracidén de dicha energfa de excitacidon al
centro de reaccidon (excitones incoherentes) se presenta

como caminatas aleatorias sobre 1a malla periddica.

Para dicho modelo de unidad fotosintética la duracidn
del evento primario, a bajas intensidades de iluminacidn,
se reduce al cdlculo de 1a vida media de dos caminantes
aleatorios en una malla periddica que contiene una trampa

irreversible,.

En el capitulo primero se presenta una breve intro-
cuccidn al fendmeno de la fotosintesis. En é1 describimos
las diversas partes que componen el aparato fotosintético

asi como su localizacidn en la estructura de la planta.



Asimismo distinguimos la etapa de los eventos primarios.
En el capitulo segundo se describe en mayor detalle a

los eventos prim&rios haciendo énfasis sobre 1a naturale-
za de excitacién o excitones y su transferencia al centro
de reaccidn. Se mencionan también varios modelos propues-
tos de la unidad fotosintética. En el tercer capitulo se
hace referencia a las teorfas existentes sobre la cinética
de la migracién y atrapamiento de la energia de excitacion.
Aqui presentamos una discusién amplia del modelo migratorio
de caminatas al azar. Dicho formulismo nos permitira a-
bordar mis adelante, en el Capitulo V, el problema estadis-
tico que surge al incorporar las ideas propuestas por Fong
sobre el Centro de Reaccidén a la unidad fotosintética.

En el capitulo IV describimos el funcionamiento del centro

reactivo de Fong.
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CAPITULO I

I.1 Generalidades.

La fotosintesis en vegetales es el empleo de la
energia luminica para la biosintesis de compuestos
esenciales para la vida, tales como carbohidratos, 17-
pidos, proteinas, etc., a partir de bidxido de carbono
y agua. Por regla general se origina el desprendimien-

to de oxigeno libre.

Los organismos capacitados para realizar este pro-
ceso se hallan localizados en los procariotes (alga azul
bacteria verde, bacteria purpirea) y eucariotes (plantas
verdes superiores hasta algas cafés, algas rojas, algas

verdes, los dinaflagelados y diatomeas).

La ecuacidon quimica global para este proceso es la
siguiente:

nH 0 + nco, 1424 (CHO ) +n o0, (1)
AG = 675 Kcal/mol de hexosa
donde el oxigeno desprendido proviene del agua.
Como se puede observar es un proceso endergénico,
ya que el flujo neto de electrones en la reaccién I es

en contra de un potencial de reduccidn (o sea, se "sube

una colina de potencial" con la energia absorbida del



exterior).

Las bacterias fotosintéticas que no utilizan agua
como donador de electrones, y por 1o que no desprenden
oxigeno molecular, son capaces de utilizar compuestos
inorgdnicos como acido sulfhidrico, i6n tiosulfato o
gas hidrdogeno, o incluso compuestos orgdnicos como el
isopropanol. Reacciones tipicas de algunos de ellos

son:
2 HZS + CO2 -1uzl CH20 + HZO 255 s (IT1)

2 CH3-CH0H-—CH3 + CO luz CH20 +H20+CH3-CO-CH

3 N 3 (111

También existen algunas especies de bacterias que,
por verse privados de los pigmentos necesarios para ab-
sorber radiacidn, obtienen la energia necesaria para
reducir el dioxido de carbono por medio de una rgaccién

quimica. Proceso 1lamado quimosintesis.

Los organismos que utilizan este proceso se conocen
como quimoautdétrofos. Ejemplos de reacciones que sumi-

nistran esta energia son:

2 HZS + 02 2 H2 AG=-118 Kcal (1v)
2S + 2 HZO + 3 02 2 H2504 AG=-280 Kcal (v)
2 NH3 + 3 O2 - 2 HN02+2H20 AG=-158 Kcal (VI).
=- I
2 HNO2 ok 02 ~ 2 HNO3 AG=-36 Kcal (VIiI)
=- I
2 H2 + 02 2 HZO AG=-114 Kcal (VIiID)
Fe(II) Fe (III)+ € AG=-16 Kcal (IXX



En reacciones como la IX el organismo debe de almacenar
la energia de varias reacciones sucesivas antes de poder

utilizarla en la quimosintesis.

La fotosintesis es un proceso muy eficiente. La e-
nergia luminica que recibe la superficie de la tierra es

del orden de 2 x 1024 joules (J)/ano, de los cuales 6 X

1023

J son absorbidos por las plantas. Solo 1-2% de 1la
energia absorbida por las plantas se emplea en la con-
version de unas 700,000 toneladas de di6éxido de carbono

al afo en sustancias vegetales.

Aproximadamente el 90% de la fotosintesis mundial la
realizan las algas marinas y de agua dulce. E1 10% res-

tantes se debe a la actividad de las plantas terrestres.

I1-2 Eventos Primarios

Se distinguen en la fotosintesis dos etapas. La
primera estd caracterizada por fendmenos pufamente fisi-
cos, que comienzan con la absorcion de fotones incidentes
por los pigmentos del organismo fotosintético, difundién-
dose a continuacidén en forma de energia de excitacidn o
excitones hasta el 1lamado centro de reaccidon. La segun-
da etapa, que es predominantemente quimica, involucra la
formacién de azicares, proteinas, lipidos, etc., a par-

tir de la energia capturada en el centro de reaccidn.

En este trabajo solo nos interesara la parte fun-



damentalmente fisica de la fotosintesis, es decir aquella que co-
mienza con la absorcién de los fotones y termina cuando éstos son

capturados por los centros de reaccion.

Los eventos primarios de la fotosintesis engloban la si-

guiente sucesién de eventos ( 8):

1) Absorcidn de la luz incidente, en forma de fotones o
cuantos de luz, por los pigmentos del organismo
fotosintético con la formacidn de estados elec-

tronicos excitados.

2)La energia de excitacién es transferida a una
molécula vecina, regresando la primera a su es-
tado no excitado. E1 proceso continda a través

de las moléculas de los pigmentos, hasta que...

3)Se captura la excitacidén en una trampa 11amada

centro de reaccidn o centro activo.

4)Iniciacién de las reacciones quimicas por medio
de la transferencia de electrones de donadores
a aceptores, regresando la trampa a su estado

original.

La primera etapa, la de los eventos primarios, serd
tratada brevemente en el siguiente capitulo. En lo que
resta de este capitulo se describen, en forma somera,
ios diversos accesorios empleados por las plantas para

efectuar la absorcién de la luz visible, asi como su



localizacion en la estructura de 1a planta dentro del
aparato fotosintético. Una discusidén mds amplia se

puede hallar en (1), (2), (6) y (7).

I-3 Las Clorofilas.

Las clorofilas son los pigmentos esenciales de la
fotosintesis. No se conoce organismo que efectie 1a
fotosintésis sin la presencia de clorofilas.. En las
plantas se localizan en su totalidad en unos organelos
1lamados cloroplastos. En las bacterias fotosintéticas
y algas procariotes, la clorofila se localiza en la men-

brana de la célula.

Dentro de las clorofilas las mds importantes, en
relacidon a la actividad fotosintética, son: las Cloro-
filas a y b en plantas o algas eucariotes y las bacte-
rioclorofilas a 6 b en bacterias fotosintéticas.

Otros tipos de clorofilas conocidos son la clorofila c,
en algas pardas y diatomeas, y la clorofila d en algas

rojas, cuyas formulas estdn en estudio (ver Fig. I).

A partir de estudios de fluorescencia y dicroismo
circular, se ha hecho evidente que la clorofila in vivo
forma parte de complejos moleculares con moléculas de
proteina o incluso con otras moléculas de clorofila (for
mando en este caso dimeros o polimeros, con moléculas de
agua actuando como puentes entre las moléculas de cloro-

fila). En las plantas superiores y algas se han identi-



ficado entre 8 y 10 variedades espectrales de clorofila.
Se identifica cada variedad por la zona del espectro
que le es caracteristica: clo663, clo670, clo678,
cl10683, clo685, c10690. Existen también unos pigmentos
conocidos como P890 en bacterias y P700 en cloroplastos,
que son complejos moleculares cuya funcién es transfor-
mar la energfa absorbida por el resto del pigmento en

energia quimica potencial.

La absorcién de un fotdén por una molécula estd de-
terminada por la relacidon de Planck: A£=E1-Eo=h?f=hcAR -
donde ¥ es la frecuencia del fotén absorbido, c es 1la
velocidad de la luz, h es la constante de Planck, Ej ¥y
E0 son las energias de la molécula en el estado final e
ijnicial respectivamente, A es la Tongitud de onda de

absorciodn.

Al ser excitada una molécula de clorofila por un
fotén tiene lugar un rearreglo en la distribucidn elec-
trénica, primordialmente en los electrones Tr del anillo

de la porfirina.

Estos estados de mayor energia dan lugar a que el
electrdon excitado esté débilmente unido al sisﬁema Y
que en presencia de una molécula (A) asociada a la clo-
rofila (clo) sea cedida a esta dGltima, resultando un par
- i6nico:

cloA —lilb clo*A P, Vo (ver XII y XIII)



La molécula excitada de clorofila puede regresar
a su estado basal por remision del fotdon absorbido, fe-

nomeno conocido como fluorescencia.

Los estados de excitacion alcanzados debido a la
absorcidén de un fotdn por una clorofila en estado basal
son singuletes, con una vida media al parecer de 0.5
nseg (4). Existe otro conjunto de estados excitados en
tas clorofilas, los tripletes, con tiempo de vida media
de 10 seg; 'y muchos autores creen que éstos estan di-
rectamente involucrados en la transformacidn de la ener-

gia de excitacién en energia quimica potencial (2).

I1-4 Pigmentos Accesorios.

Existe en las plantas vegetales superiores, algas,
diatomeas, bacterias fotosintéticas, etc., una gama de
pigmentos directamente involucrados en el proceso de ab-

sorcion de fotones durante la fotosintesis.

Son compuestos coloridos por la presencia de enla-
ces dobles conjugados. Sus frecuencias de absorcidn, en
la regidn del visible se encuentran dentro del intervalo
de frecuencias de absorcidn de las clorofilas. Se les
conoce como pigmentos accesorios y dentro de éstos se
hallan los carotinoides, ficocianinas, ficoerotrinas e

incluso la clorofila b.

Los carotinoides engloban carotenos (hidrocarburos



altamente insaturados y xantofilas (hidrocarburos no

saturados oxigenados).

Aquellos carotinoides que participan de alguna ma-
nera en la fotosintesis se designan como carotinoides
primarios. Dentro de éstos estdn algunos carotenos de
férmula general CqqgHgg (alfa, beta y gama carotinas)y
xantofilas (lutefna, violaxantina, zeaxantina, cripto-

xantina).

Los carotinoides no primarios o secundarios, que
no participan en la fotosintesis, forman parte de los

cromoplastos de flores y-frutos principalmente.

Las ficocianinas y ficoeritrinas, son pigmentos
hallados casi exclusivamente en algas azules y algas

rojas.

I1-5 Estructura de la Hoja

Solo de un 2 a 3% de la luz que incide sobre la
hoja, es absorbida por la clorofila de los cloroplas-
tos durante la reaccidén fotoquimica. E1 resto se re-

fleja o pasa a través de la hoja, sin ser absorbida.

Las hojas de las plantas estdn bien adaptadas a
la fotosintesis, constan de tres tejidos: 1) Epidermis,
que protege e impide el paso de COp y la excesiva eva-
poracidén de agua (el C0, es admitido al interior de la

hoja por medio de los estomas, situados en la epidermis



inferior de la hoja). 2) Meséfilo formado por dos ti-
pos de células: las cercanas a la epidermis superior

( de forma cilindrica, en arreglo compacto) y las si-
tuadas cerca de la epidermis inferior (de forma varia-
da, con espacios libres entre células). Las células de
este tejido contienen, cloroplastos. 3) el tercer tipo
de tejido es el conductor,encargado del transporte de
agua al mes6filo y de 1levar los alimentos sintetizados

por las células del tejido.

I-6 Reacciones de Luz y Fotosfstemas.

En los organismos fotosintéticos que desprenden
oxigeno, se ha comprobado la existencia de dos reaccio-

nes asociadas a los fotosistemas I 6 II.

Se cree que estos fotosistemas no actian indepen-
dientemente, sino que estdn acoplados formando 1a unisz-
dad fotosintética de los organismos. (ver seccidn I-7).

E1 fotosistema I tiene el P700 como centro de reac-
cion. Es activado por longitudes de onda largas, ce-
diendo un electrdén a un aceptor asociado como consecuen-

cia de la excitacién (actia como fuente de electrones).

E1 fotosistema II es el menos conocido. Su centro
de reaccidon se desconoce, aunque el P680 es un posible
candidato. Es activado por longitudes de onda mds cor-
tas, disociando una molécula de agua, liberando una mo-
lécula de oxfgeno a la atmdésfera. Los dtomos de hidré-

geno liberados son utilizados, junto con el COp absor-



bido, en las reacciones oscuras para la sintésis de

carbohidratos.

I-7 Unidades Fotosintéticas y Centros Activos

En 1932, Emerson y Arnold (11) demostraron que la

reaccidon fotoquimica puede separarse en dos partes:

Una reaccion fotoquimica limitada por la luz (independien
te de la temperatura, pero dependiente de la concentra-
cidn de C02, seguida de una etapa oscura (independiente
de la luz pero dependiente de la temperatura). Esta il-
tima es mds lenta. Ademds sugirieron la existencia de la
unidad fotosintética, un bloque formado por los pigmentos

bdsicos de la fotosintesis.

Por estudios recientes se sabe que la concentracién
de moléculas fotoquimicamente activas es menor del 1% en
cloroplastos y del orden 1% en bacterias fotosintéticas
(2). A estas moléculas con actividad fotoquimica se les

conoce como centros de reaccidn o centros activos.

Los centros de reaccién son identificados por cam-
bios espectrales debido a la oxidacién (pérdida de un e-
lectrdon), asigndndoles la frecuencia del espectro donde
se hacen patentes. P890 es el centro de reaccién de las
bacterias fotosintéticas, P700 es el centro activo aso-
ciado al fotosistema I en plantas superiores y algas
verdes P680 es el posible centro de reaccién del foto-
sistema II en los organismos fotosintéticos que despren-
den oxigeno.

10



Se ha determinado que en bacterias fotosintéticas
hay entre 250-300 moléculas de clorifila, ademas de 14-
pidos y carotinoides (conocidos como pigmento antena)
asociados con un centro activo formando la unidad foto-

sintética.

Se cree que en plantas superiores y algas verdes
hay entre 250-500 moléculas de pigmento antena por cada

centro activo en la unidad fotosintética.

La estructura de los centros de reaccién no se co-
noce, pero se consideran como complejos moleculares de

clorofila-proteinas o clorofila-clorofila (2).

Los centros activos mds estudiados son los de las
bacterias fotosintéticas. Se sabe que al menos existen
en ellas cuatro moléculas de bacterioclorofila y dos de
bacteriofeofitina (2). Los centros activos de las plan-
tas y algas superiores son menos conocidos'ya que no se
ha podido aislar el centro activo libre de pigmento an-

tena.

I-8 Requerimiento Cudntico.

Experimentalmente se ha encontrado un requerimien-
to de 8-10 cuantos de luz por molécula de oxigeno des-

prendida, para la reaccidén fotoquimica.

Co, + 2 Hyo 810 cuantos, (cy )+ 0, + Hpo (X)

11



Clorofila

H2C: H

 Eon,
[H@h |
HE-CH, |,
[En,]4
H,C-CH-CH,

X=-cHa Tipo b

‘Bacterioclorofila

FIGURA 1 12



CAPITULO II
EVENTOS PRIMARIOS DE LA FOTOSINTESIS

II-1 Introduccidn

En un principio se desarrollaron teorfas de trans-
porte de energfa al centro activo suponiendo que los
portadores de la misma eran especies moleculares, atémi-
cas, etc., dichas teorfas fueron rdpidamente descartadas.
En las teorias actualmente aceptadas el mecanismo de
transferencia de energfa solo involucra la transferencia
de energia de excitacidén, o excitones, de una especie mo-
lecular a otra, hasta que ésta eventualmente es recibida
por el centro activo. Es entonces que se disparan las
reacciones quimicas que culminan con la sintesis de car-

bohidratos, 1ipidos y proteinas esenciales.

Esta serie de pasos conocidos como eventos primarios
de lTa fotosintesis pueden ser divididos de acuerdo con

la siguiente cadena (2, 3, 18).

1) Absorcidén o almacenamiento de un fotdn

ch1(So) + hy o SHI{S) (XI)
2) Transferencia de la excitacidn a moléculas vecinas

- + chln(S,) (XII)
chlI (Sl) + ch12(So) chll(So) chlp(s,
3) Transferencia de la excitacién al centro activo

chl*(Sl) + chl (So) chl(So) + (chl)* (XII1)

—

4) Fotoquimica
A (chl)*

, (ch1)™ A (X1V)

5) Regeneracidén del centro de reaccidn

13



(ch1)* 0~ (ch1) D (xv)

—

donde chl y (chl) representan respectivamente el pigmen-

to antena y el centro de reaccidn.

La absorcidon de un fotdn por una molécula de pig-
mento (reaccid6n XI) es el primer paso de la fotosintesis
y consiste en la excitacidon del estado basal So (Singu-
lete) del pigmento al estado excitado S, (Singulete) de

mas baja energia.

Luego dé ser almacenada en uno de los pigmentos de
la planta la energia de excitacion es transmitida al cen-
tro de reaccidn por medio de las reacciones XII y XIII.
En este centro se efectiia la reaccidn fotoquimica (reac-
cién XIV) al donar el centro de reaccién un electrdn al
aceptor electrdnico A formando el par idnico (ch1)® A”

E1 ciclo de la reaccidn fotoquimica se cierra con la re-
generacidn del catidn (chl)+ a su estado neutro (reac-

cién XV) al aceptar un electrén del donador D~

La energia atrapada por los pigmentos se puede per-
der en el transcurso de su viaje al centro de reaccion,
principalmente como fluorescencia (ésta se produce cuan-
do una molécula decae espontaneamente a su estado basal

emitiendo radiacidn).

La fluorescencia en las clorofilas es de especial
importancia, ya que proporciona informacién sobre pro-
cesos muy cercanos a los eventos primarios. Los proce-

sos mas importantes responsable del decaimiento del
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estado excitado se muestran a continuacidn:

Fluorescencia

K
chi* —F o chl + hy (XVI)

Conversidén interna (sin radiacidn)
chi* —L s chl + calor (XVII)

Cruzamiento de intersistemas a estado triplete

Ky 0

chl* ——» chl

+ calor (XVIII)
Atrapamiento por el centro de reaccidn
K
ch1* +(ch1) —% » chl + (ch1)* (XIX)

Pueden aparecer nuevos procesos de decaimiento en cir-
cunstancias especiales, tales como muy altas intensida-
des de excitacidn y presencia de donadores o aceptores
de electrones (2). La vida media de las chl* estd de-
terminada por el valor de las constantes de velocidad
de las reacciones de decaimiento de la energia de exci-

tacion.

Resulta méds sencillo referirse a estos procesos en
términos del rendimiento cudntico 47F, el cual estd da-

do por la expresidn

K

¢ ¢

F = : (1L
KF+KI+KT+KQ+...

La constante Kf es considerada como una propiedad in-
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trinseca de 1a molécula que solo depende de las pro-

piedades mecdnico-cudnticas de los estados basal y ex-
citado. Su reciproco. to= l/KF, es la vida media na-
tural del estado excitado (en ausencia de otros proce-

sos de decaimiento). En la prdctica se trabaja con la

; ; _ -1
vida media observada, t= (KF+KI+KT+KQ+...) , por la
cual la ecuacién II.1 se reduce a
d’F -t (11.2)

T
Se supone que las constantes KF y KI no varian al

cambiar las condiciones fisioldégicas (4), sin embargo
el valor de KQ si depende de las condicdiones funciona-
les de los centros reactivos adquiriendo su valor ma-
ximo cuando los centros de reacci6n estan libres, ha-
biendo entonces una minima fluorescencia. Alcanza su
valor minimo cuando los centros de reaccidn estdn ce-
rrados (una vez que el centro de reaccidén ha sido ex-
citado no es capaz de aceptar mdas energia sin antes

haber regresado a su estado original).

Por medio de mediciones de la fluorescencia se
sabe que la energia es absorbida en forma de singulete
y como tal es transmitida al centro de reaccidn requi-
riendo un tiempo promedio para atraparse del orden de

0.5 nseg (en bacterias fotosintéticas) (4).

II-2 Transferencia de Excitaciones.

E1 paso de Ta energia de excitacidn a través de

un arreglo molecular implica interacciones entre esta-
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dos excitados reales (excitones). E1 estudio de es-
tas interacciones se puede dividir en dos ramas: la
energética y la cinética (28). La rama energética es
la mads sofisticada y tiene mayor interés en el estu-
dio de cristales moleculares, cuyos estados excitados
se describen en términos de los excitones de Frenkel
(28). La rama cinética se ha desarrollado a través de
caminos diferentes enfocados a explicar un cierto ni-
mero de fenémenos fisicos y biolégicos. Estos inclu-
yen la difusién, caminata al azar o proceso gobernado
por una ecuacidon maestra de estados excitados en cris-
tales organicos, polimeros, soluciones rigidas o sis-
temas fotosintéticos (28). En la rama cinética los es-
tados excitados se describen en términos de los exci-

tones de Forster (3).

A continuacidon se hablard brevemente sobre excito-

nes de Frenkel y Forster - Dexter.

I1-3 Estados Electrdonicos Excitados en Sistemas Conden-
sados.

“Un cristal consiste de celdas elementales idénti-
cas que pueden ser dtomos, moléculas o iones. Si un
cristal es excitado, la excitacidon puede estar locali-
zada en cualquiera de estas celdas. Tal excitacidon lo-
calizada no representa un estado estacionario. E1 aco-
plamiento entre las particulas en el cristal y la reso-

nancia debido a la igualdad de las celdas elementales
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tiene como consecuencia que la energia de excitacién
sea transferida de una celda a otra". Este es el con-
cepto de transferencia de energfa de excitacién suge-

rido por Frank y Teller (9).

Los excitones transportan energia electrénica a
través de s6lidos sin transportar masa o carga (3).
Estos se clasifican en: 1) E1 excitén de Frenkel, de
unién fuerte o excitdédn molecular, es un estado excita-
do de un sistema condensado (que se parece mucho a un
estado molecular excitado), ya sea como una combina-
cion de estados deslocalizada coherentemente o como
una excitacién localizada que salta de sitio en sitio.

La caracteristica principal de cualquier excitacidon de

Frenkel es su cerrespondencia con algin estado atdémico
o molecular. 2) E1 excitén de Fdrster-Dexter (excitén
de Wannier de Mott o de union débil) es un estado ex-
tremo de transferencia de carga. Ocurre en materiales
con constante dieléctrica alta, donde el estado de
unién excitado de menor energfa es un excitén con un
radio muy grande (los términos unién fuerte o unidn
débil significan que el acoplamiento entre el electrén
excitado y el resto de 1a molécula es fuerte o débil

comparado con el acoplamiento intermolecular).

Es de esperar que los excitones de Foster-Dexter

sean de f&cil movilidad. Se espera que los excitones
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de Frenkel, sean en su mayoria de baja movilidad, ya
que su tamafio es del orden de las constantes de la red
(3). Sin embargo habrd casos en que se pueden consi-

derar de alta movilidad.

Para el caso de dos moléculas, en el cual una de
ellas actia como donadora (D) de energfa y la otra como
receptora (A), el modelo de Forster-Dexter es llevado a

satisfacer las siguientes ecuaciones simultdneas:

P“’ Y 3 (r) Epm L E@m
étem - % em _Eem 4+ Eﬁ“‘)

siendof&(t) la probabilidad de que 1a molécula i esté

(11.3)

excitaca al tiempo t, tAy tD son las vidas medias uni-
moleculares observadas del donador y aceptor respecti-
vamente, Fij es la constante de velocidad de Fbrster
para la transferencia del sitio molecular j al sitio

molecular i (3).

II-4 Modelos de Organizacidon Fotosintética.

Se han propuesto modelos de la unidad fotosintéti-
ca en una, dos y tres dimensiones. De éstos, los mode-
los en dos dimensiones son los que concuerdan mejor con
los experimentos de iluminacién con luz intermitente (8).

E1 modelo mds reciente es el de piedrecillas. Este

consiste en una repeticidén en todas direcciones de las

19



unidades fotosintéticas ("piedrecilla") a 1o largo de
una superficie bidimensional. Las unidades fotosinté-
ticas se encuentran en un arreglo compacto. Cada uni-
dad contiene los fotosistemas I y Il (plantas superio-
res) con su centro activo correspondiente. En cada
unidad estdn integrados 1los aceptores primarios de e-
lectrones y los cofactores del transporte electrédnico,
junto con 1ipidos incoloros que mantienen junta la u-
nidad. Se han propuesto varios modelos de"piedrecillas"
variando el grado de rigidéz de Tas mismas para una

gran variedad de membranas celulares (2).

En otro modelo, propuesto por Seely (5 y 6 ), se
considera que las diferentes variedades espectrales de
Ta clorofila a estdn agrupadas alrededor del centro de
reaccion en forma de bandas. La banda mis cercana al
centro de reaccidn estd formada por la especie de clo-
rofila que absorbe la longitud de onda mis larga, las
bandas sucesivas estin formadas por moléculas de clo-
rofila a que absorben longitudes de onda cada véz
mds corta. A cada banda le asigna una orientacidn de-
finida del momento de transicién electronica. Su mo-
delo permite el paso de la excitacién electrénica del

fotosistema I al fotosistema II (6).

Existen otros modelos basados en el problema esta-
distico (18) sugerido por la serie de eventos primarios

(reacciones I-V). Se considera una unidad fotosintética
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compuesta de N moléculas iguales formando una red 0
enrejado en una, dos o tres dimensiones. Una de las
moléculas actia como trampa absorbiendo irreversi-
blemente la excitacign electrénica ( excitén ) que
le es transferida Por sus vecinas. Las restantes
N-1 moléculas actiian como antenas, absorbiendo fo-
tones incidentes. E1 excitén formado (excitén de
Férster) inicia un "paseo" a través de la malla,
empleando un proceso de transferencia a la molécula
vecina mds cercana segin la teorfia del excitén de

Forster. (3).

Otros modelos consideran una distribucién mias o
menos homogenea de trampas en el aparato fotosintéti-
co, en el cual el excitén puede ser atrapado por

cualquiera de las trampas (3, 8,12, 14, y 18).

En el capitulo III se describird sucintamente el
Tenguaje matemdtico utilizado para cada modelo, con
especial referencia a las técnicas analiticas desarro-

1ladas por E. W. Montrol] (16-18),

II-5 Reacciones Fotoquimicas Primarias.

Una vez excitado el centro activo del fotosistemg
éste es incapaz de aceptar energia adicional sin antes
haber regresado a su estado natural no excitado. Los
fotones absorbidos por los pigmentos antena en esta e-
tapa de los eventos primarios, al no poder ser absorbi-

dos por el centro de reaccién, se canalizan por las
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reacciones XVI-XIX de decaimiento de energfa. La e-
nergia de excitacidn es reemitida principalmente como

fluorescencia (2).

Para que el centro de reaccidén retorne a su es-
tado basal es preciso que ceda su energia de excita-
cién a otra molécula de la unidad fotosintética. La
evidencia experimental sugiere que las primeras reac-
ciones quimicas, luego de ser atrapada 1a excitacion

por el centro activo, son de 6xido-reduccidon (2).

E1 primer proceso identificado es la formacién
de un par idnico, por cesidn de un electrdn excitado
del centro de reaccidén (chl) a un receptor primario

A de electrones asociados al centro de reaccidn:
(Ch1) * A ——— (chl) A~ (reaccidn XIV)

Este proceso es muy rdpido (menos de 20-50 nseg)
teniendo una eficiencia cudntica del orden de la uni-

dad siendo independiente de la temperatura (2).

La identidad del receptor primario A de electro-
nes sigue siendo un misterio (2 y 4). Se han propues-
to como candidatos para el fotosistema I varios com-
puestos (quinonas, pteridinas, ferredoxina, citocromos,
otra molécula de clorofila, una flavina o algin pig-

mento identificado como P430) (1).

Las reacciones de 6xido-reduccién que siguen a la
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reaccion XIV y que culminan con la recuperacién del cen-
tro activo oxidado a su estado original no oxidado,
tampoco se conocen. Sin embargo se consideran las si-

guientes posibilidades:

1) E1 aceptor primario puede ceder su electrén a uno o
varios aceptores secundarios:

(ch1)'A]"Ap —e(ch1)%A; A} (XX)

2) Un donador (D7) asociado al centro de reaccién, pue-

de ceder un electrdn al centro de reaccién:
+ + _
Dl‘(chl)‘A e Dl‘(chl) “A (XXI)

3) Se puede invertir el proceso, regenerdndose el cen-
tro de reaccidn por reemisidn de la excitacidn

(fluorescencia):
(027D (ch1) ™" (A;"Ap)” ———» D,°D; " (chl) “Ap-Ap+hy
(XXII)

4) Las especies oxidadas y reducidas pueden estar aco-

pladas a un ciclo electrénico externo:
(DZ'DI‘(chl))(Al‘A2)° ——# D.(chl) A + calor (XXIII)

La reaccidon XX continiia a través de un cierto meca-
nismo de transporte electrdnico hasta el aceptdr Gl1timo
de electrones, (en plantas superiores es el C02).

La reaccion XXI se extiende hasta el donador Gltimo de

electrones.
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Los reactivos primarios para el fotosistema II
de las plantas superiores son menos conocidas. La i-
dentificacion de los aceptores y donadores primarios
y secundarios para los fotosistemas I y IIv(en bacte-
rias y plantas superiores), es actua]mente-objeto de

intensa investigacidn (1 y 2).
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CAPITULO ITI

METODOS ANALITICOS PARA UN CAMINANTE ALEATORIO

III-1 Introduccidn.

En este capitulo presentamos en primer término y
de manera somera (l1imitdndonos unicamente a las expre-
siones mas importantes) algunos modelos para la migra-
cidn y atrapamiento de excitones (excitones incoheren-
tes de Forster-Dexter) basados en la teoria de coli-
siones (seccidén III-2) y en el empleo de ecuaciones

maestras, (seccidén III-3).

Posteriormente discutiremos mids ampliamente el
mismo problema de migracién y atrapamiento en términos
de un modelo basado en la teorfa de caminatas al azar
(seccién III-4), donde cada excitén quedard represen-
tado por un caminante en una red o espacio discreto
con condiciones a la frontera periddicas,uno de los

puntos de la red actuard como una trampa irreversible.

I11-2 Ecuacidn de Stern-Volmer (3)

La ecuacidon de Stern-Volmer se refiere a un mode-
lo en el que todas las trampas son igualmente accesi-
bles para el excitén y se considera el aparato foto-
sintético como una solucidén s6lida de moléculas de

clorofila con una distribucién homogenea de trampas.
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La concentracidn de excitones, segin este modelo

esta gobernada por:

d B*
dt

cI -

B* - k- B- X (111-1)
t
en donde B y B* son la concentracion de moléculas
y excitones, respectivamente, con B* « B , X es
la concentracidn de trampas, CI es la produccidn de ex-
citones (I es la intensidad de 1a Tuz y C es un factor
apropiado), 1/t es la rapidez de decaimiento de la ex-
citacidon por molécula y k una constante de rapidez de
colisiones entre excitones y trampas (con pérdida del

excitén) (3).

E1 rendimiento fluorescente se obtiene de la ecua-

cion anterior,
o

(111.2)

P - 7
T =CFt (1-q) _X
B

donie ‘p; estd dado por la ecuacidn (II.2) y qes 1la
fraccion de trampas cerradas (3). La ecuacién III.2

resulta ser una aproximacion pobre y por lo tanto uni-
camente utilizada para el cdlculo de ordenes de magni-

tud (3).

E1 mismo método puede generalizarse para estudiar
un modelo en el que cada trampa tenga asociada un gru-
po expecifico de moléculas del cual la excitacidn no
puede escapar. Para el caso de una unidad con N molé-

culas conteniendo una trampa, siendo X / B = 1/N
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se obtiene (3):

@ =c1-) ¢"t + q¢;

CF
-+ — (III.3

La evidencia, sin embargo, estd a favor del mode-
lo anterior (el descrito por la ecuacidn fII.Z) ya que
solo se encuentra una vida media en contraposicién a
las dos asociadas en el modelo descrito por III.3 (ver
(3) para referencias). Sin embargo ambos modelos co-
inciden en el 1imite N = 0 que corresponde a pocas

trampas cerradas.

III.3 Ecuacidén Maestra.

Este modelo se basa en 1a aplicacidn del conjunto
de ecuaciones maestras de Forster (ver ecuaciones II.3)
las cuales describen la transferencia de excitacién e-

lectrdonica entre N moléculas idénticas.

E1 movimiento de un excitdn de Forster-Dexter en
una coleccién de N moléculas identicas, en ausencia de
procesos de decaimiento, queda descrito (7) por la si-
guiente ecuacid6n maestra y es el resultado de generali-

zar las ecuaciones II.3 para N moléculas con FAD=FDA:

N
d .
I@(f) =-gf;g\(6‘(ﬂ_ 6“’-) ) (111.4)

dondep‘(\‘)es la probabilidad de que la molécula £ este

en un estado excitado en el tiempo t, 5', es la cons-
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tante de rapidez de Forster-Dexter para la transferen-

]
cia de la excitacién de l1a molécula £ a la molécula £

La ecuacidn III.4 se puede expresar en términos d
la matriz inversa de Montroll y Schuler (15). Este me
todo emplea la teoria de procesos estocdsticos para
tiempos de primera visita. Consiste en incluir en un
arreglo matricial G, todos los procesos de transferen-
cia y decaimiento de la excitacién en la molécula £
Asi, la ecuacidn III.4 se expresa (14) en los siguien-

tes términos:

d “’“"Z oY A
dféi L é%! ) (II1.5)

De 1a ecuacidn anterior se puede deducir, en tér-
minos de la matriz inversa de G, una expresidén senci-
11a para el rendimiento de la fluorescencia cuando las
N moléculas son iguales:

6= 03 (6

N ?" £=110-1

(I11.6)

donde 154 es la rapidez natural de radiacidn de una
molécula (14). Al considerar que una de las N molé-
culas actia como aceptor irreversible del excitén, o
trampa de excitones, la ecuacidn maestra que describe

el flujo de excitones se expresa ahora como (28)

N-1

_j_t@“) = "‘Z”'( ) _ F(f)) 2q F“) T

e
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donde FlQ es la constante de rapidez de Férster-
Dexter para la transferencia (irreversible) de la ex-
citacién en la molécula - R a la trampa Q. La ecua-
ci6n anterior queda expresada en términos de la matriz

de probabilidad G de 1a siguiente manera ( 3):

N-1
d -
36“)"2;@”?“’ = E; (111.8)

De esta dG1tima expresidn se entiende para el rendi-

miento fluorescente:

b= XZ (Gd”'f (111.9)

£=1 =1 Tog

donde {i es la fraccidén de Tuz absorbida por la molécu-
la £ , y Ti: es la rapidez natural de la molécula

(3). En el caso de excitones de Frenkel se conéidera
que cada estado molecular forma una estrecha banda de
excitones (28). La energfa en cada nivel de Fenkel en
uan banda dada (singulete) o triplete) estd deslocali-
zada coherentemente sobre el agregado molecular.
Despreciando procesos de decaimiento, el movimiento de

un paquete de excitones de Frenkel en una banda esta

dado (para N moléculas iguales) por:

at(l‘)_..LZ o Qe (O (111.1o)v
de
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donde Ggp= Gy es un elemento de matriz de interac-
cion entre pares de mo]écu]as,CQ(f) es la amplitud de
la probabilidad de excitacién de la molécula £ al

2
tiempo t, o sea lal(t‘)|=eett) (28)

Si ahora se considera que una de las N moléculas
actia como aceptora irreversible de excitones, con una
interaccidn con sus vecinas del tipo Forster-Dexter
(28) 1la ecuacidn que describe el flujo de excitones

es (28).

N-1
%a,m = —izwgg'a4(t’— %ax(ﬂ (111.11)
T2

siendo FIQ funcion de todas las interacciones

Las ecuaciones III.10 y III.11 son similares a las
ecuaciones III.4 y III.7 para excitones de Firster y se
presentan aqui para fines de comparacidn (ver el trata-
miento de R. M. Pearlstein (28)para excitones de Frenkel

en una cadena lineal).

E1 empleo de la ecuacidn maestra para el cdlculo
del rendimiento de fluorescencia y tiempo de atrapa-
miento de la excitacidn es equivalente a un tratamien-
to basado exclusivamente en la teoria de caminatas al
azar. La coneccidn entre ambas teorias se reduce al
establecimiento de relaciones entre los pardmetros
empleados en ambas (14). En relacidn a la equivalencia

de ambos métodos se pueden consultar los articulos de
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R. S. Kncx (14), D. Bedeaux et al. (24), y Lakatos-

Lindenberg et al. (25).

ITI- 4. Teoria de Caminatas al Azar

III-4.1 Generalidades

La serie de eventos primarios de la reaccién foto-
quimica, reacciones XI-XV, sugieren un modelo sencillo
de la unidad fotosintética: Las moléculas de clorofila
dentro del aparato fotosintético forman una red con un
espaciamiento periddico entre las moléculas (8 ).

Se supone ademds una distribucién regular de trampas,
una trampa por cada N moléculas de clorofila. EIl1 valor
de N queda comprendido entre 250-500 moléculas.

Un fotén incidente puede ser absorbido con igual proba-
bilidad por cualquiera de las moléculas de clorofila
(8), para Tuego, por un mecanismo de transferencia de
energia, caminar al azar a través del enrejado hasta
que 1lega al centro de reaccidn por primera vez, momen-
to en el que se dispara una reaccién quimica relaciona-

da con la biosintesis de carbohidratos.

En este modelo se trabaja con los excitones de
Férster-Dexter que concuerdan con la imdgen de una ex-
citacidon localizada en una molécula que salta de molé-
cula a molécula (solo se consideran saltos a primeros
vecinos) describiendo en su"paseo" una caminata al

azar (3).
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Este modelo de unidad fotosintética sugiere el
siguiente problema estadistico (8 ): Dada una red in-
finita de celdas unitarias (cada celda conteniendo N
sitios de los cuales N-1 son moléculas de pigmento an-
tena -complejos de clorofila principa]menfe- y una
actida como trampa) y si se excita una molécula arbitra-
ria del pigmento antena ¢ cudntos pasos debe dar el ex-
citon en una caminata al azar antes de ser atrapado ?,
0, equivalentemente, écudl es el niamero de pasos que
debe dar el excitén, describiendo una caminata al azar,

para llegar por primera vez a la trampa?.

E1 modelo de una red infinita de celdas unitarias,
cada una de las celdas formada por N-1 moléculas y una
trampa, es exactamente equivalente (ver figura 2) a
trabajar con un modelo formando con una sola celda u-
nitaria pero con condiciones periddicas a la frontera.
En una dimension esto se logra formando un anillo al
unir los extremos de la celda unitaria (figura'3), en
dos dimensiones, con red cuadrada, se unen los extre-
mos opuestos, formando un toro por el que "pasea" el
caminante al azar. En etras palabras la estadistica
de atrapamiento de un excitén sobre una red infinita
donde se tiene acceso a todas las trampas es igual a
la estadistica de atrapamiento de un excitén en un to-
ro formado por una celda unitaria que contiene dnica-

mente una trampa.
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FIGURA 2

(a) (b)

En (a) se representa una caminata sobre una red infinita
de celdas unitarias, misma que se reproduce sobre una cel-

da unitaria (b) con condiciones periédicas a la frontera.
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Este problema ha sido estudiado en una, dos y tres
dimensiones por varios autores para distintos tipos
de enrejado. R. M. Pearlstein ( 27 ) y R. S. Knox
(14) presentan resultados para redes en dos dimen-
siones en términos de la ecuacidn maestra; G. W.
Robinson (12)ha estudiado el problema en dos dimen-
siones en términos de teoria de caminatas con matriz
de probabilidades, E. W. Montroll (18) presenta so-
luciones ana}iticas para el nimero promedio de pasos
para atraparse en una, dos y tres dimensiones para
diferentes clases de red (cuadrada, hexagonal, cibi-
ca simple), en términos de la teoria de caminatas al

azar, usando funciones generadas de probabilidades.

Los resultados obtenidos se enlistan a continua-

(a) Cadena en una dimensién (18):

4n> = N(N+1)
6

(b) Red en dos dimensiones

(cuadrada) <ny = 4N - VN (ref.13)
3

(cuadrada) {n> = 0.3184N1nN+... (ref.27)

(cuadrada) {n) = 0.3128NLnN+0.259N (ref.12)

(cuadrada) n? 0.3184N1nN+0.2060N+2.500 (ref.14)

0.2757N1nN+0.2400N+2.520 (ref.14)

n

(triangular) <n»
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- '
(cuadrada) ¢y = M N1nN+0.195056N - 0.1170

- 0.051N"1+0( N"2) (ref.18)

(c) Red cibica simple (18):

3,
My = 1.5164N + 0( N72)

donde &n» es el nimero promedio de pasos requeridos pa-

ra atraparse.

En la que sigue se hard un tratamiento de la teo-
rpia de caminatas al azar basado en la elegante formu-
lacién de Montroll y colaboradores (16-18). Esta for-
mulacion hace uso de la funcion de Green de la red o
funcién generadera de probabilidades asociadas al ca-
minante. Nos restringiremos a caminatas simétricas
con saltos a primeros vecinos lGnicamente y cada celda

unitaria conteniendo una sola trampa.

E1 método de las funciones de Green como genera-
doras de probabilidades ha sido extendido para consi-
derar caminatas simétricas con saltos a primeros y se-
gundos vecinos (25), saltos con probabilidades exponen-
ciales (25), caminatas no simétricas con saltos a pri-
meros vecinos (23), caminatas simétricas con saltos
irregulares en el tiempo a primeros vecinos (19, 23).
También se ha considerado el problema de mas de una
trampa por celda unitaria (20) y la presencia de lineas

o barreras de trampas (19).
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FIGURA 3

L, L, LN + i
F++++++++++ —> +

lo+ | =
= = +

() (b)

En (a) se representa una cadena unidimensional con tram-
pas (,?‘ ) espaciadas regularmente (‘?' + N,f,+ 2N etc.).
E1 nimero promedio de pasos para atraparse en (a) es el mismo
que el que se requiere en un anillo unidimensional con una so-

la trampa (b).
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IIT1-4.2 Formalismo General

En esta seccidn presentamos con cierto detalle el
formalismo de la teoria de caminatas al azar desarro-

1ladas por Montroll (16).

En primer término consideramos el problema de un
caminante en una malla perfecta finita con condiciones
peridédicas a la frontera en s dimensiones. Mas adelan
te incluiremos una trampa en la malla y deduciremos
expresiones para el nimero promedio de pasos requeridos

por un caminante para atraparse.

Comenzamos nuestra discusién definiendo las condi-
ciones periddicas. Matemdticamente las condiciones pe-
riodicas se establecen al requerir que los puntos:{ =
(4?1,4?2, ....,15) de una malla en s dimensiones satis-

fagan la condicidn.
(R +a N, LotdoN, oo, B 45 N) = (£,.9,,....0) (111.12)
donde j; (i=1,1,...,s) y N son enteros.

La igualdad III.12 asegura que al dar N pasos en la
direccion indicada por el vector desplazamiento (jl,jz..,

Jjg) se regresa siempre al punto de partida.

Hay un total de NS puntos en la malla considerada.
Sea p(ﬁ) la probabilidad de dar un salto -paso- a cual-

quier vecino mds cercano en una caminata simétrica (ver
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FIGURA 4
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La probabilidad de dar un paso al vecino mds cercano se in-

clina para algunas clases de mallas: (a) una dimensién, (b) ma-

11a cuadrada, (c) malla triangular, (d) malla cidbica simple.
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figura 4). Como los caminantes se conservan en uan ma-

11a perfecta tenemos la condicion

X (.{);‘-1 : (111.13)
=

La suma se extiende a todos los sitios de la malla (se
toma comg convencidn la suma para todos los valores del

indice).

Sea Pn({) la probabilidad de que el caminante se
encuentre en el sitio! en el enésimo paso, sin impor-

tar cuantas veces haya pisado ag durante la caminata.
Por la igualdad I11.12 Pn(f) satisface

P R +i NodptioN, ... f+igh) = P (L1, 4,,... . 4,) (111.14)

para todo sitio (.?1,92,...,25) de.la malla.

La p() y 1a P (&) estdn relacionadas (18) por la
siguiente relacidon de recurrencia:
' \
Py @) = zp(z-;;)pn () (111.15)
2‘
(aqui la suma solo considera primeras vecinas de &).

La relacidén de recurrencia III.15 divide el proce-
so de que el caminante esté en £ en el enésimo paso
en dos partes. Primero considera la probabilidad de
que en el (n-1)ésimo paso se encuentre en cualquiera de

\)
los sitios _8_ que son primeros vecinos a &, para luego
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considerar la probabilidad de que salte a &£ .

Se puede evaluar P n(g ), para cada n, mediante
el uso de las transformadas de Fourier. Para hacerlo

se definen (15) las siguientes transformadas de Fou-

rier:
A(p) = ZP(X)ei‘p'{ | (I111.16)
P = ;E(ﬁ)ej¢.,£ | (111.17)
b — ;L_I_C : (111.18)
N

¢L = EAILT(K121+K2”‘+"'+KS"J’ (111.19)
Kji =0,1,2,...,~n1 , 12J¢S, (111.20)

Si se aplica la formula de recurrencia III.15 para

descomponer III.17 se obtiene

) Pwe™ ZZP{:—:‘)E.,(&')E‘W% (in2n)
2

22
1¢-2
Multiplicando y dividiendo III1.21 por €

ip-2 LoUL-9) »i-L'
ZE‘D T pu-n€ P 0€
£ 42 &

(I11.21b)

40



Finalmente, haciendo uso de las definiciones III.16

y III.17, se obtiene

\4(#) = K(ﬁ)\{_:(w . (I11.22)

Si a su vez descomponemos Vn-1(¢) por el mismo

procedimiento para obtener III1.22, o sea

V. @
V, @)

Si continuamos este procedimiento de descomposi-

/('(¢)\4.1(¢) (I11.23)

b]

L]

) \/,\,z(d’) ) (I11.24)

n

cidon, obtenemos finalmente:

\4(¢) = /\'?¢)\é(¢) ] (111.25)

Para identificar la naturaleza de vy (@), recor-

dar la definicién III.17:

(¢) [P(l)e b (I111.26)

donde po(g ) representa la probabilidad de que el
caminante esté en el sitio £ al iniciar su caminata,
por 1o que solo toma Tos valores de 1 6 0 dependiendo
si ,g es o no el origen. Esto se representa por medio

de la delta de Kronecker:

41



Poy -3 i o (111.27)

-~

Si se efectia la suma en III.26, recordando III.27

tenemos

(111.28)

V(g .1

La transformada III.25 es finalmente

\4(@ =/<(¢) ; (111.29)

Al invertir II1.29, para obtener Pn(g), se obtiene la

expresidon (17)

i42

EQ) ns &" g,{"ms)e' (111.30a)

N-1
A @2
o ZZ A€ : (I11.30b)

N?* %= Kkewo

donde la funcidn A(/¢) se le conoce como funcién de
extructura de la caminata. Esta funcién es facil de

evaluar, por ejemplo:

i) Para una caminata simétrica en una dimensidn,
— L.
con saltos a izquierda y derecha, == 1, del

origen (figura 4a)

{Py —i
/{(¢)=%— e + 6 > . (111.31a)

42



ii) Para caminata simétrica en malla cuadrada con

saltos a (¥1,0) y (0,%1). [n este caso

¢= (¢1'¢z-) (figura 4b):

/{295)——(6 " 4¢;+€‘¢' 5% .(III.31b)

iii) Para caminata simétrica en malla cibica sim-
ple con saltos a (0,0, + 1), (0, + 1,0) ¥y
(+ 1,0,0). En este caso @ = (& .¢,.8;,) por

requerirse tres dangulos para localizar cada

sitio (figura 4d):
=2 Eh b eh et e

iv) Por Gl1timo, para una caminata simétrica en una

malla cibica centrada en el cuerpo

i(@,+B1+0y) i(ﬂ#‘éx"ﬁ «"(Q‘ﬁ' ¢3)

M)-—-( 1 i

AP E) g -+ - 03)
ec +é, ¢:+e4(¢4¢s)+e +6-0s

+ei(-¢.'¢z+¢s‘+ eﬂ“‘-*“ 4’3)) . (111.31d)
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ENCH L . = -
Por 1a definicidn de e se obtienen los siguientes

resultados para la funcidén de extructura

cos@ ,

para una dimensidn

(cos®, , + cos@, )/2

[(¢)= < malla cuadrada

(cos@, + cos¢2+ cosP3)/3 (111.32)

malla cdbica simple

cos P cos@P, cos@P,

malla cibica centrada en el cuerpo

\

siendo ﬂ = 2Wki o
N

Las propiedades de las caminatas al azar se descri-
ben en forma efectiva a través de las funciones genera-
das de probabilidades asociadas a las caminatas al azar.
E1 uso de las funciones generadoras nos proveé con una
formulacién muy elegante y poderosa para responder a di-
versas cuestiones de interés en la teoria de caminatas

al azar.

Se define una funcidon generadora de probabilidades

como sigque:

Pan - LEWZ" (LI

n=9
En II1.33 se incluyen todas las caminatas que terminan

en el sitio :Q. de la malla, independientemente del ni-
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mero de pasos involucrados.

Las funciones generadoras de probabilidades satiz-

facen la ecuacidon de Green:

P(:?aZ) -7 XP(K’{)P({',Z) - 5!'2 ’ (I111.34)
2

donde é&ﬁ! estd dado por III.27, refiriéndose a camina-

tas que empiezan o no en el origen.

La ecuacidon III.34 se puede resorver empleando
transformadas de Fourier para espacios discretos. Se

define para ésto la transformada de la funcidn de Green

#2
(X11.35)
uez.p = ‘&ZP(;@,Z)E : I11.35

donde Qb estd dada por III.18.
P&

Si se multiplica la ecuacidén III.34 por E? y se suma

para todo sitio de la red,

y 164
) Ree “—ZZZR&«‘)P{{.Z)E’ =1 ,am.s0
2 2 £

de manera similar a la obtencion de III.22 y teniendo

en cuenta las definiciones III.17 y III.35, se obtiene

1
Z,Q)= - :
Vep=15- (11197
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Al invertir III.37 se obtiene p(2,Z):

vt 24
Pc.g,z) =LZ & (I11.38a)
N® & 1-ZA@)

(ITI.38b)

- K.ol —ZA(¢)

Las formulas III.30 y II1.38 se pueden extender al

caso de mallas con un nimero infinito de sitios.

En este caso tememos:

”w
P({) = [ --f'(‘?(‘) e-‘ucl:d& . (111.39)

(2 11)‘

La funcién generadora de estos Gltimas cantidades se

obtiene al sustituir II1.39 en III.33, resultando

eu‘“d¢ (111.40 )
PQ'Z’“‘J f 1-ZA@®

Si en III1.33 se suma sobre todos los sitios de la

malla

YPen =) ) Rwl",

y como se suponen 10s caminantes se conservan

XE(,@): 1 (111.41)
F3 J

se obtiene un resultado sencillo
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[P(&,z) = (1-0)71 (111.42)

n

Una cantidad de especial interés es P(0.Z), 1a
funcidon generadora de probabilidades asociadas a las
caminatas que empiezan y terminan en el origen, se

obtiene al hacer £=Q' en III1.38b:

N-1
P( Z)--—— —_— . (I11.43a)
,,Z,, Z1 - ZA

Para una malla infinita tenemos

(0,2)= [ / . (I11.43b)
Fee ﬁ"” 1-ZA@

Como estamos interesados en espacios discretos
finitos en 1, 2, y 3 dimensiones, con un nimero de si-
tios entre 250 y 500 nos interesa conocer la forma de
P(Q,Z) para una malla de estas dimensiones, ya que el
valor de N estd directamente relacionado con el nimero
promedio de pasos para atraparse (o duracidn del evento

primario), como se verda mas adelante:

i) Una dimensién

N-1
i 1
P(Q, 2) = —E —_— (111.44a)
= N - k
—1-Zcor 2=

ii) dos dimensiones
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P(0.2) - }:
N‘ Z] Z(Coou- &”L,)(III 44b)
krok=o

iii) Tres dimensiones

N-L

0,0) = —ZZZ (111.44c)
k.-ola'okgol 2((00*”'*543-‘““‘,?) :

La forma que toma P(Q,Z) para los tres casos de

interés cuando N-@ se muestra a continuacién:

i) Una dimensidn (apéndice A)
P(0,2) = —i 21, 22" 1375 (I111.45a)
= 2 1Y
ii) Dos dimensiones (18):

X R
P(0.2)=2 K(I2)=1)F + FERT"+ --- (111.45b)

iii) Tres dimensiones
2 39
P(0,2)=1 +(1)3 z +(1.3 S A (I11.45¢)
2
siendo K(IZI) Ta funcidn eliptica completa de primera
clase. Los coeficientes en las series III.45a y III.45¢c

vienen a ser las Pn(g) de la serie que define a P(0,Z)

-comparar con la ecuacidn III.33 haciendo £ =
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Se tiene una interpretacidon sencilla de P(0,Z)
al considerar Z = 1 en III.45a - III.45c, P(0,1) es la
probabilidad de que regrese el caminante al punto de
partida, siendo interesante que en una y dos dimensio-
nes P(0,1) diverge a infinito, pero en tres dimensio-
nes la serie P(Q,1) converge ddndose en la tabla I

valores de ésta Gltima serie (17):

TABLA 1
P(0,1) malla
1.5164 cibica simple
1.3446 cibica centrada en
las caras
1.3932 cibica centrada en.
el cuerpo

La funcion de Breen de una malla de N sitios con
condiciones a la frontera periddicas, PN(g,Z) (ver
seccién III-4.1), por la condicidn III.15 estd dada
en términos de la funcidn de Green de una malla infi-

nita, P(R,2):
Py(R.Z)=P(R,Z)+P(&+N,Z)+ P(£+2N,Z) +

+ P(2-N,Z) + P(&-2N,Z) +... (111.46)
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PN(z,Z) es facil de evaluar para una dimensidn en el
caso de caminatas simétricas. Sustituyendo los resul-
tados A.9a y -A9%b para P(R,Z) en la ecuacién anterior,

obtenemos:

1
Vi-z2

£+ 2N

4 - -
Py(£,2) = Cxte N 4 LT R

(I11.47a)

\ 1 - xN ozt (I11.47b)

donde

k= (111.48)

N

II1-4.3 Probabilidades de Primera Visita

Definimos a F, (&) como la probabilidad de que un
caminante que parte del origen 1legue al sitio 2 por
vez primera en n pasos. Fn(x ) esta relacionado con
la P,(£) de Ta seccién anterior por medio de la si-

guiente expresion

n
P(£) = Snodse + ZE(!)ﬁj(Q) y  (111.49)

J=1
ya que el caminante al describir una trayectoria de n

pasos al azar, para hallarse al final de su camino en
el sitio 1, tuvo que haber 1legado al sitio £.por

vez primera en j pasos, y en los restantes (n-j) pa-

sos describir una trayectoria cerrada en la que parte
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y retorne otra vez a Z » lo cual queda tomado en

cuenta por Pn-j(Q)'
La relacidn entre las funciones generadoras

2,2)= ZE\(X)ZQ ‘(111.50)

Nel

y P(® ,Z) se obtiene a continuacién. Primero, de III.49

tenemos

EE(@Z" = Z - N ZXF(I)P 7"

n=o0 Q=0 j=1

=&, _,_Z (o)ZZFmZ :

N=o J=1

que por III.33 y III.50 resulta

P@z = &, + Po2fuo (111.51a)
0
F(st) — Pe.2) —68° (111.51b)
P,2)

Para una dimension obtenemos una expresidn expli-
cita de III.51b al sustituir el vresultado A.9 del

apéndice A :

12l
Figz) _ [_1‘#] ] (111.52)
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Si se toma Z = 1 en (III.51b) obtenemos

FLQ ;10 = PEX, 1; (I11.53)
i Plg, 1 ’

la probabilidad de que el caminante visite alguna vez

al sitio £ de la malla. Como es fdacil de notar en una
dimensidon, ecuacidon II1.52, al hacer que Z tienda a la
unidad, F(£ ,Z) tiende a su vez a la unidad. Por 1lo

que el caminante en una dimensi6n siempre llegarad a
cualquier sitio 2 de 1a malla. Lo mismo sucede para el
caso de dos dimensiones (16). En tres dimensiones, en
cambio, la probabilidad de 1legar al sitio £ es propor-
cional a su lozalizacién en la malla, siendo menor que

la unidad (16).

La probabilidad de que el caminante regrese al o-

rigen alguna vez,
Fio,1) = 1 - [Pra.13] ! (111.54)
)

es la unidad para el caso de una y dos dimensiones (ver
discusiadn luego de ecs. III1.45), regresando simpre al
punto de partida el caminante. Para en el casc de tres
dimensiones, al convergir P(0,1) (ver Tabla I), la pro-
babilidad de que el caminante regrese al orfgen de la
caminata es menor que la unidad, existiendo la posibi-

lidad de que no regrese al sitio de partida. Esto se
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comprende al considerar la dimensionalidad de la malla.
En dimensiones superiores a dos el caminante puede eva-
dir por otro camino, que no existe en una y dos dimen-

siones, el pisar de nuevo su punto de partida.

En la Tabla II se dan valores de F(0,1) para varias

mallas infinitas tridimensionales (16)-

TABLA II
F(0,1) Malla
0.34053 Cibica simple
0.28223 Cibica centrada en el cuerpo
0.25631 Cibica centrada en las caras

La probabilidad de que no regrese al origen-es sim-
plemente 1- P(Q,1), y ha sido calculada paor Vineyard

(21) para mallas infinitas tridimensionales, ver Tabla

1006
TABLA III
1 - F(0,1) Malla
0.65946 Cibica simple
0.71777 Cibica centrada en el cuerpo
0.74368 Cibica centrada en las caras
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Para mallas finitas unidimensionales tenemos
(ver ecuacidn III.47b):

(2,7) = x*+ xN-*

1 - xN

(I11.55)

con X dada por la ecuacidén (III.48).

III-4.4 Momentos de Fn (2 ).

Los diversos momentos, valores promedio o esperados,
de interés en caminatas al azar (como por ejemplo el nii-
mero promedio de pasos para llegar al sitio por vez
primera), se obtienen muy fdcilmente de las funciones

generadoras ya estudiadas.

sea {n® ()Y el j-ésimc de la distribucién Fn(R)

dado por
e
(HU) (R) - anpn(‘l_) . (I11.56)
A=1

En términos de F(® ,Z) tenemos

. J
o’y - (Z é.) F(£,Z)\ (111.57)
a1 .

=1

En particular, el primer momento de

) ig2
P(R.7) = S S ——1, Z el (111.58a)
N%(1-3) ‘N 1 _ZA(g)
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= 4 + ¢(£,2) (I11.58b)
$
N(1-2)
(el apbéstrofe indica que la suma no incluye el término
K = 0) se obtienen al sustituir la expresidén anterior

en III.57a, resultando

gy = 1ingle (1-1)[°0 (9.7)-6(0,1) NS (1-28(0,2]

71 14 NS(1-2 0,2)
[+ id ] (111.59a)

@y =lin {[—N% (£, 2)4NS (1-2)(L, 2] 14N5(1-2)9(R,2)

- Bens(1-2)f(R. 2] ENple. e (1-01000.2)

X z[14NS(1-2) ¢ (0.2)] i (111.59b)
6
= NS 2-9 (111.60a)
{ng)
= NS[@(0,1) -PL,1)] 2420 (I111.60b)

Lo que indica que el nimero de pasos esperados para re-
gresar al origen es NS el nimero total de sitios en 1la

malla. E1 nidmero promedio de pasos para llegar a cual-
quier sitio depende de la estructura de la malla, como

1o indican las funciones ¢(Q_,1) y¢(£,1).
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I1I-4.5 Nidmero Promedio de Sitios Visitados durante
una Caminata de n Pasos.

Sea S, el nimero promedio de sitios diferentes

n

visitados en n pasos. S, estd relacionado con las pro-

babilidades de primera visita de la siguiente manera:

5. = 1 4 Z_ [Fl(g;).,. Fo(R)4 .o + Fn(g)] (111.61)
X+0

n
1+ZXYFJ-(!). (111.62)

242 j=1

Donde el uno aparece debido a que el caminante ya esta-
ba en el origen antes de iniciar la caminata. La suma
expresa el hecho de que ‘el sitio £ sea visitado al me-
nos una vez en las n pasos. Es conveniente definir
aqui la cantidad Z&,1 que es el nimero promedio de

sitios visitados en el enésimo paso, dada por

A

n= Sp o Sha (111.63)

” Xpn (4) (111.64)
L#0

= - F(0) + an(g) (II;.GS)

-~
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La funcién generadora de los nimeros A\ es

A = iAn Z

n=1
YRy AN Zfﬁml”
ne1 4 n=1

=_Fez) . Zﬁg,z). :
2
Tomando en cuenta III1.42 y III.51b

Fo. - _1 . [Pe.2)]"

£

_ VY Pz~ Ss0
;F(g,m- Z Bod

1 T
a-2)Pce,2) P,z

A(Z) queda expresada como

A@_ _1 . T
(1-2)P(0.2)

(I111.66)

(111.67)

(I111.68)

(I11.69)

(II1.70a)

(ITI.70b)

(111.71)
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A partir de esta G1tima expresidon podemos obtener
la funcidon generadora de los nimero Sh (ver 22 para la

evaluacion de valores asintéticos de S, , S(Z), ya que

(%}
[l

=1+4, +4, + ... +An etc., (II1.72)

S{Z). = 5, # 5,7 + §,2% + < +5, 2" L (111.73)

0

n

1+ (1+44))7 + (1+A,+A2)ZZ+...+(1+ZA_;)Z" 2
J=1

(I11.74)

Agrupando términos semejantes en la expresién I111.74

obtenemos

S(z) = 1 + Zs(z)

16 =73 = (I11.75)

Empleando l1a ecuacidn III.71 tenemos finalmente

S(2) = 1 (II1.76)
(1-2)%p(9,2)
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La funcidon generadora S(Z) nos serd de mucha uti-

lidad al tratar el problema de dos o mds caminantes.

IIT-4.6 Efecto de una o mas Trampas sobre una Caminata
al Azar en una Malla Periddica.

Considerese primero una malla finita, con condicio-
nes peridédicas a la frontera, en la que se ha sustituido
uno de los sitios, digamos 11, por una trampa (aceptor

irreversible-de la excitacién o caminante).

Si el caminante inicia su "paseo" en un sitio 10
que no sea la trampa (‘£o+ J 4 1), la probabilidad de que

no se atrape en el enésimo paso es

an (2) (111.77)
PIY A

donde Ta suma procede sobre todos los sities de 1a malla,
excepto la trampa, en las que finaliza el caminante su
"Paseo". La probabilidad de que el caminante se atrape

justo en el enésimo paso, partiendo de!o, es (19, 20):

6, (£,) - Z [Po-1(£) - P (R )] (111.78)
244
Esta relacion se puede entender como sigue: la probabi—
lidad de que el caminante se atrape después del enésimo

paso, partiendo del sitio £ , con 4 #4,, es
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1 - XPn (R) (111.79)
2+ 4

y la probabilidad de que el caminante se atrape después

del n-1 ésimo paso es

1 - zpn_l (&) (111.80)
R44,

La probabilidad de que el caminante se atrape en el ené-
simo paso es simplemente la diferencia entre I11.79 ¥

111.80, es decir

1 - an (2) - C'EPN-I(‘Q) (111.81)

He 4%

0 sea Gn(JL)-

Si ahora tomamos en cuenta que el punto de partida
10 puede ser con igual probabilidad cualquier sitio £
(con !#&1) de 1a malla, se debe efectuar en Gn(_f_o)

un promedio sobre todos los posibles puntos de partida:

G = N}1 Zen(,&) (111.82)
1+4s

Gn es la probabilidad de que el caminante se atrape en
el enésimo paso, independientemente del sitio en la ma-
11a donde empezd a caminar. Como no se incluye a la

trampa,
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Gy =0 . (111.83)

La funcidon generadora de las probabilidades Gn es

G(Z) = ZG,,Z" , , (111.84)

que por III.82 se puede expresar como

-5
G(2) = _I_ZZG,,(!)Z" (111.85)
. niaa Lok ne1
= -3 XG(:!,Z) . (111.86)
N-1 Ty
Notese que por la definicion de trampa como acepto-
ra irreversible del caminante o excitacién, basta con

que el caminante pise la trampa por vez primera durante

una caminata para que éste quede atrapado. 0 sea, que
la probabilidad de que el caminante partiendo de 30 (20
# !1) se atrape estd intimamente ligada al problema de
primeras visitas. En la figura 5 se puede ver claramen-
te que, si se coloca el origen en la trampa, la probabi-
lidad de que el caminante partiendo de !o; 6,(do), se a-
trape al dar el enésimo paso es exactamente igual que la
probabilidad de pisar el sitio xo por primera vez cuan-
do se parte del origen (suponiendo que ahora no actida co-

mo trampa), es decir
G kly) = E‘(,!_.) : (111.87)
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FIGURA 5

Por la simetria de las caminatas consideradas (que no de-
penden del tiempo ni del sentido del "salto") la grdfica de
las n saltos que unen por vez primera a 11 vy 10 debe ser Ta
misma independientemente si uno parte de 10 y 1lega a 11 por
vez primera (Gn(lo)) que si se parte de T, ¥ se llega a por

vez primera (Fn( 'lo)).
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Entonces el problema de una malla con condiciones
periddicas a la frontera conteniendo una trampa se re-
duce al problema de primeras visitas en una malla per-
fecta con condiciones periddicas a la frontera.

En estos términos G, se puede escribir como

G, = _1 ZFn (1) (111.88)

"1 g

La func{én generadora G(Z) se puede expresar, con

ayuda de III.49, II1.87 y II1.88, como

G(z) = 1 ZF(_’{,Z) (I11.89)
N-1 {90

1 5
= N-1 [;F(&,Z) - F(O,Z)] (I11.90)

6, empleando III.69 y III.70b, se puede escribir final-

mente como

6(z) = 1 [- 1 % 1 ] (I11.91)
N-1 T1-2)P(0,2)

Asi pués G(Z) queda expresada en funcidén de P(Q,Z),
la funcién generadora de las probabilidades asociadas a

las caminatas que empiezan y terminan en el origen.

E1 nimero promedio de pasos requeridos para llegar

al origen por vez primera, es decir para atraparse, se
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encuentra al sustituir III.91 en III.57:

P

My == 6(27) (111.92)
7 e

- 1 9 1 (111.93)

N -1 . |(T-2)P(0,2)
o7 z=1

y basta con conocer P(Q,Z) para una malla particular po-
ra poder evaluar ¢nd . Desafortunadamente P(Q,Z) sdlo
se conoce analiticamente para una dimensidon. Para dos

y tres dimensiones se ha evaluado. cuando N es grande, en

forma aproximada (18,20).

La ecuacion III.93 se puede expresar en términos

de S(Z) ( ec. III.76)

)

‘52 =1
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CAPITULO IV

REQUERIMIENTO CUANTICO DE LA FOTOSINTESIS

IV-1 Introduccidn

Se ha determinado que el rendimiento cudntico de
la fluorescencia in vivo de los organismos fotosinté-
ticos eucariotes aumenta al incrementar la intensidad
de l1a fuente luminosa, hasta duplicarse en las condi-
ciones normales de iluminacion. Este fendmeno se atri-
buye al fotosistema II, ya que el rendimiento fluores-
cente del fotosistema I, aparte de ser bajo, parece ser

independiente de la intensidad luminosa (29).

Diversos modelos de centros de reaccion o trampas
han sido propuestos para explicar el fendmeno anterior.
En este breve capitulo se describe someramente uno de
estos modelos de centro de reaccidn en el que juegan
un papel importante las interacciones entre excitones
singulete y excitones triplete. E1 resultado mds inte-
resante es que en este modelo se duplica el requeri-
miento cudntico de la fotosintesis a bajas intensidad-
des luminosas, aunque a condiciones normales de ilumi-

nacidn se recupera el rendimiento cudntico aceptado.

IV-2 Papel de los Estados Triplete en Fotosintesis.

Se sabe que los excitones que se mueven en un
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cristal pueden sufrir colisiones, y como resultado del
choque pueden destruirse emitiendo radiacién, o bien
funsionarse para crear un nuevo excitén (3). Se cree
que las colisiones entre excitones singulete y triple-
te que resultan en la creacidon de un nuevo excitdn
triplete, de mayor energia, pueden tener algin papel
importante en el atrapamiento de la energia de excita-

cién, para su conversidn en energia quimica (3, 29).

IV-3 Modelo F. K. Fong.

Segiin este modelo, el centro de reaccidn estda for-
mado por dos moléculas de clorofila a levorotatorias,
unidas por dos moléculas de agua, que sirven como puen-
te entre el i6n magnesio de una molécula de clorofila y
la parte ceto del grupo esterificado del anillo V (ver

figura I) de la otra molécula de clorofila.

Las principales caracteristicas de estos puentes
de agua se pueden ver en (29) y (30). Debido a que las
moléculas de clorofila a en el centro de reaccidn estdan
sujetas a un fuente acoplamiento electrdnico, el centro
de accidn propuesto presenta un nuevo nivel de energfa,
triplete, postulado por Fong (30) que participaria en
las Gltimas etapas de los eventos primarios como inter-
mediario en la conversion de la energia de excitaciodn a

energia quimica.
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IV-4 Fotosintesis a Bajas y Altas Intensidades de
ITuminacién. ’

Aunque el modelo propuesto requiere de la suma de
dos excitaciones, duplicandose el requerimiento cudnti-
co de 1a fotosintesis, se encuentra que el rendimiento
fluorescente depende lineaimente de la intensidad de 1la
luz incidente, de tal forma que en condiciones de ilu-
minacién normal se recupera el rendimiento cudntico a-

ceptado de un fotdn por equivalente quimico de oxigeno.

A intensidad de jluminacidn débil los eventos pri-
marios de la fotosintesis seguirian por la siguiente

cadena de reacciones: '
1) Absorcidén de fotones por el pigmento antena:
2 ch](So) + 2 hYy—» chl*(Sl) (XXIV)
2) Transferencia de la excitacidn a moléculas vecinas
ch1] (S7) + chl(Sy) ——» chly(Sy) + chl*(Sy) (XXV)
3) Transferencia de la excitacidén al centro de reaccidn

chl*(Sl) + (chl)(Sy,) —» chl(S,) + (chl*)(Sl)(XXVI)

4) Transferencia Interna

(chl*)(Sl) —3 (chl*) (Tl) (XXVII)

5) Fusién de dos excitones

67



(ch1*)(T;) + ch1*(Sy) —— (ch1*)(CT)+chl(s,)

(XXVIII)
6) Fotoquimica
(ch1*)(CT) + A —» (ch1)t A~ (XXIX)
tenl)® & p ——» (ch1*)(s;) + 07 (XXX)

7) Regeneracién del centro activo

(ch1*)(s;) — (ch1#)(T;) —» (Ch1)(So)+h¥ (Xxx1)

6
(chl*)(Sl) — (chl)(So) + hY (XXXIT)
La reaccién neta es

chl(So) + 2 hY—» chl(So) + quimica (XXXIII)

Py

0 sea dos fotones por electrdn requerido 6 16 fotones por

molécula de oxigeno desprendida (29, 30).

En condiciones de intensidad a luminosa normal la
serie de eventos primarios segiin este modelo seria como’

sigue:
1) Absorcidn de excitones por el pigmento antena

2 chl(Sy) + 2 hY—> 2 chl* (51) {XxxIv)
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2) Transferencia de la excitacidn

ch1](S;) + chlp(S ) —& chl (S)) + chl1(Sy) (XXXV)

3) Transferencia de la excitacidon al centro reactivo

ch1* (S;) + (ch1)(S;) —b chl(Sy) +(ch1*)(S}) (XXXVI)

4) Transferencia interna

(chl*)(Sl) — (chl*)(Tl) (XXXVII)

5) Atrapamiento de un nuevo excitén

(ch1*)(T;) + ch1*(s;) — (ch1*)(CT)+ch1(Sy) (XXXVIII)

6) Fotoquimica

(ch1*)(CT) + A —= (ch1)" A~ (XXXIX)
(ch1)™ + D —» (ch1*)(S;) + ot (XL)

siendo la reaccidn neta en estas condicones
chl(So) + hy —»chl(So) + quimica (XLI)

0 sea se utiliza un fotdén por equivalente quimico (el

otro fotdén permanece atrapado en la trampa) de oxigeno.
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CAPI T ULO )

METODOS ANALITICOS PARA K CAMINANTES ALEATORIOS

V-1 Modelo de Unidad Fotosintética

La secuencia de eventos primarios a intensidades
de iluminacién débil, sugerida por el modelo de centro
de reaccidon de Fong (descrita en el capitulo anterior)
sugiere a su vez el siguiente modelo de unidad fotosin-

tética:

Las moléculas de clorofila dentro del aparato fo-
tosintético forman un tipo de enrejado con un espacia-
miento periddico entre las moléculas. Existiendo, con
una distribucidn regular, una trampa o centro de reac-
cion por cada N moléculas. N toma un valor comprendido
entre 250-500 moléculas (8). Dos fotones son atrapados
por el pigmento antena, iniciando cada uno una caminata
al azar a través del enrejado. Uno de los excitones,
durante su viaje 1lega por vez primera a una de las
trampas donde es atrapado. Las reacciones quimicas se
disparan cuando el segundo excitén se atrape en la mis-
ma trampa. Solo uno de los dos fotones se utiliza en
las reacciones fotoquimicas, aunque se requiere de los
dos para inicarlas (el otro permanece atrapado o se

reemite).
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En condiciones de iluminacidon débil la trampa re-
torna a su estado basal por emisidn de] fotén no uti-
lizado (29, 30), pero en condiciones de iluminacién nor-
mal no se da 1ugaﬁ a esta fluorescencia, permaneciendo

el fotdn atrapado.

En condiciones de iluminacidén normal las reaccio-
nes fotoquimicas se disparan cada vez que se atrapa un

excitén en una trampa ya excitada (30).

Este modelo de unidad fotosintética sugiere el si-

guiente problema estadistico:

Dada una red infinita de celdas unitarias, cada
una conteniendo N sitios, de las cuales N-1 sitios ac-
tdan como pigmento antena y uno funciona como trampa,
Si se excitan al mismo tiempo dos sitios arbitrarios
del pigmento antena y cada excitacidn describe una ca-
minata al azar, ¢ cudntos pasos en promedio se re-
quieren para que se atrapen dos caminantes en la misma

trampa condicionado a que primera se atrape uno ? .

Consideraremos el problema mds general de K ca-
minantes al azar que se crean simultaneamente en el
pigmento antena, requiriendo entonces el nimero prome-
dio de pasos para que el K-ésimo caminante se atrape
condicionado a que antes los (K-1) caminantes restan-
tes se hayan atrapado en la misma trampa durante la

caminata del K-ésimo caminante.
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V-2 Formalismo para K Caminantes en la Presencia de una

Trampa.

Para tratar el problema de varios caminantes se ha-

cer primero las siguientes hipétesis:

a)

b)

d)

e)

Se trabaja en el 1imite de los excitones incoheren-
tes de Forster.

Se permite que varios caminantes pisen simultidnea-
mente un mismo sitio de la malla, sin causar inter-
ferencias entre ellos (son independientes).

Los K caminantes se crean al mismo tiempo en el pig-
mento antena, y cada sitio del pigmento antena tie-
ne la misma probabilidad de recibir a uno o mis ca-
minantes.

Cada uno de los K caminantes al azar describe una
caminata simétrica con saltos primeros vecinos dni-
camente. Dando pasos al azar todos los K caminan-
tes en forma simultdnea. Es decir cada paso ocurre
a intervalos de tiempo fijos.

Los K caminantes son indistinguibles

Considerese una malla finita con condiciones perig-

dicas a la frontera en un espacio discreto de s dimen-

siones, conteniendo N sitios. N-1 sitios actdan como

antena y uno funciona como trampa irreversible.

Las condiciones periddicas estdn dadas por III.13,

habiendo N° sitios en la malla. Es conveniente colocar

el

origen en la trampa 3 =0
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Pebido a 1a independencia de los caminantes, todos
los conceptos desarrollados en el capitulo III para un

caminante son aplicables a cada uno de los K caminantes.

Para un caminante se definid Fn( l) como la proba-
bilidad de que un caminante que parta del sitio g,se a-
trape en el enésimo paso. La funcién generadora de las

Fn(g_) estd dado por III.50,

Fan= YRZ"
n=1

E1 nimero promedio de pasos para atraparse, tomando en
cuenta todos las posibles puntos de partida, estd dado

por

! (v.1)

()
s - ﬁz 5;—2":‘3'1‘|
240

que resulta al sustituir III.89 en III.92.

=1

Debido a la invariacia translacional de una malla
periddica, gsg ) es para la misma malla (pero removien-
do la trampa) la probabilidad de que un caminante, empe-
zando en el origen, 1legue al sitio X por vez ﬂrimera.
Esto permite desarrollar el formalismo en términos de

una malla perfecta (ver capitulo III}).

Es conveniente definir aqui las siguientes canti-

dades: sea R el nimero promedio de sitios diferentes
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visitados (excepto el origen) durante una caminata al

azar de n pasos. Rn estd dado por

R, = Ziﬁ(g) s (v.

A+0 J=1

con

Ro=9 . (V.

Esta expresidn (ver III.64) se relaciona con Spo

2)

3)

el nimero promedio de sitios diferentes, incluyendo el

origen, que son visitados durante una caminata al azar

de n pasos,

Sn= Rn 41 U¥s

con

S,: 1 (v.

Por III.63 y III.64 se tiene que

Ra= Ro.= } RO .

L4

La funcidn generadora de las R, estd dada por

R = LR.2". .
n=1
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Ahora, dado que

Y g = Z(}:m )z

20 n=1

B

n=1

a-2R% D, o

la ecuacidn V.1 se puede escribir en términos de la fun-

cion generadora de las cantidades Rn , es decir,

. (1)
S = _1_1 1-0R (D) ) (v.9)
N-1 b =1

3
)(Z) se puede escribir en términos de la funcidn

generadora S 0)(2), dada por III.66, como sigue:

1

R% =S - = (V.10)

6 empleando III.76, obtenemos

-1 r
Razz3=[(1—2)zﬁ(g,z)] _(1..2)1’ (v.11)

donde PN(O,Z) es la funcidén generadora de caminatas que

empiezan y terminan en el origen, sin importar cuantas
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visitas previas al origen se ha efectuado antes de ter-

minar la caminata.

Al sustituir V.11 en V.9 se obtiene un resultado

ya conocido ver (II1.93):

o = 2 [a-nRe, 27

N-1 37 . |z=1

Se define ahora la cantidad Hn(k) (Zl,gz,...,_{k
como la probabilidad de que el caminante K-ésimo que
parte del sitio gkise atrape en el énesimo paso condi-
cionado a que los restantes (K-1) caminantes, que parten
de los sitios £1,£2, ST !k-l respectivamente, se ha-

ya atrapado durante la caminata del k-ésimo caminante.

Siendo su funcidn generadora

a0
WK g, .. 4, s 2) - Znn(k)(_fl,!z, vk, 1275
= (v.12)

Es fdcil comprobar que la vida media para k cami-

nates expresada en términos de la funcidn generadora

v.12 viene dada por la expresidn

i _ 2 V). ZaH<x,,x,,...-K,z)
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Para dos caminantes tenemos, K= 2:

n-1

HC,, 80 = thZFt!o + R} Bey ., wae

=1

.y es facil demostrar por medio de V.2 y V.6 que

(2) 2 2
ZZHn(!,,Q, = Rn. - f?n-l . (V.15)

R0 8.3

Definiendo a R(Z)(Z) como la funcidon generadora del cua-
drado del nidmero promedio de sitios diferentes, quitando
el origen, visitados durante una caminata de n pasos, 0

Sea

(2)

(2) ZR Z (v.16)

=1

la vida media de dos caminantes queda expresada como

W= _1_9(1- Z)R (Z)| (v.17)
(N-1' 3Z

En el apéndice B se demuestra que la vida media

para K caminantes estd por la expresidn

<n>"°— 1 2- z)l‘? (2) o WaE
(N_ )K az 2=1
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donde

) Lad
R(K(Z) = ann (v.19)
n=
Y
R(O) w 4
(Z) = 1.z - (v.20)

En el apéndice B se demuestra que la R(k)(Z) se

expresa en términos de las funciones generadoras S(k)(Z):

K . .
K-J ¢J)
R“)(Z) — Z(—n (3‘) S () ,  (v.21)
J=0
donde
sz = ZS:Z (v.22)

y (5) son los coeficientes binomiales dados por B.14.

Alternativamente,

K .
s = XG‘) R“()Z) (v.23)

con
_. 1
S ¢Z) = -3 - 7(v.24)

Teniendo entonces dos representaciones para la vida me-

dia de K caminantes:
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a3 - (-1) ') 2 1—2)5‘?2) (v.25)
: N-1" 55 (")az( lz-l

6 la ecuacidon V.18. En particular para 2 y 3 caminantes

se tiene

s = _1_{3 (1-2)5 (Z)} - ® (v.26)
(N-2)* (927 N- 1

=

e
<m“’= 1 [da-SDl _ 3 P
w @G-D

(v.27)

en donde

5(262) i +S;Z +S:Zz+ o _+S:Z"+___(V.28)

s = 1 +997 -2 .. o =SaZ 4. (V.285)

79




V-3 calculo de R(K)(z) v s(K)(zy,

Los coeficientes de las expansiones V.19 y V.22
para k caminantes se pueden evaluar facilmente en tér-
minos de las transformadas de Fourier respectivas.

Es decir, si empleamos el cambio de variable
A
Z =e¢’ (v.29)

tendremos que resolver la siguiente familia de integra-

les:
fR( (e)e “Ye (v.30)
-‘277:1
Yy
7
st -+ [S@E"Y . o
QUZ_

Como las funciones generadoras se pueden considerar

como transformadas en Z sobre espacios discretos, es po-
sible evaluar V.19 y V.30 empleando la propiedad de con-
volucidon de dichas transformadas (33). Al aplicar 1la
propiedad de convolucidn de la transformada Z cuando K=2

se encuentra que R(Z)(Z) estda dada en términos de

(1 (2) por

R%2) _ s me(Z"')R“(’ZZ')i% . )

ML
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donde la integracidon es sobre el circulo unitario

Z=1.

Para comprobar que V.32 queda expresado por V.32
se sustituye V.32 en V.30 teniendo en cuenta la ecuacidn

V.29, es decir,

£} (73

:i[{ [R (9‘)R((9 9‘)&9}6 de (v.33)
m ans w ?

V.33 puede reescribirse como

n-6'
[F\’(ce)(:’ de' fR ZO')échO’ (v.34)
:7m ZE A

R

\Y
donde O = 6-€",

De acuerdo a 1o hecho V.33 y V.34 se identifican

las variables de la siguiente forma

-i0"

Z‘= e (v.35)

Z =e ! (v.36)
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Finalmente es fdcil convencerse que para K caminantes

se tiene

R‘K%Z) = 7 fR (") R(K(ZZ') dZ y (V.37)

6 andlogamente

(x)

S (Z)_ fS"( ") SW(,ZZ')‘J—Z—|- (V.38)
7i Z'

Basta pués conocer R(l)(Z) y S(l)(Z) para evaluar
V.37 y V.38 debido a la forma mis simple de S(l)(Z), ecua-
cion II1.76, comparada con la de R(l)(Z). ecuacion V.11,
es mas facil trabajar con S(K)(Z).

E1 caso mds simple es el de dos caminantes, K = 2.

En este caso tenemos que evaluar la siguiente integral.

s“z) -'7_”1'._f5m(2'—')5(%22') d?Z' , (V.39
l ]

que por III.76 se puede expresar como

) .
S(z) 1 z'dZ
Qlﬂf(z ~1) (J-ZZfP(Q Z'-JP( Z e
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En las siguientes secciones se resolveran las in-
tegrales V.37 y V.38 explicitamente para el caso de ca-
minantes simétricas en un espacio discreto en una dimen-

sidn.

V-4 Vida Media de K Caminantes en la Presencia de una
Trampa en un Anillo Unidimensional.

Para el caso de una dimensién, la condicién (e) de
la seccidn V.2 se expresa por medio de la delta de Kro-

necker

-1 (v.41)

donde p(]) es la probabilidad de que ocurra un salto a

un vecino

PN(O,Z) ya ha sido evaluada por un anillo unidimen-
sional para caminatas simétricas con saltos a primeros
vecinos (condiciones a la frontera periddicas), la ex-

presidn para PN(O,Z) es

N
1 +W 1
o, = T e ! (v.42)

en donde

7V A | -h-7*
Tz

(v.43)
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(ver I11.47b con X=0 ).

Un Caminante:

La vida media para que se atrape un caminante en un
anillo unidimensional con condiciones peridd¢icas a 1la
frontera, sujeto a V.41, ha sido evaluado por Montroll

(18), obteniéndose

Y o N(N+D) (v.44)
6

Dos Caminantes

Sustituyendo la expresidon III.76 en V.39 se encuen-

tra que hay que evaluar la convolucidn V.40, en donde

‘- = N
’3(0,2 ) = Zf:(o)z (V.45)

=0

E(O,ZZ') = iE(O)(ZZ')n . (V.46)

=0

En el apéndice C se demuestra que V.45 y V.46 se pueden

factorizar de la siguiente manera:

.
W ZITZ - cor )]
Rz o k= 2N

77 ~co1 274

(v.47)
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y

N2 . ‘
Po,77) _ T _ 77eq 2m0k-2)]

) "
Z.[l.. Lleoa _:%&]

cuando N es par. Al sustituir en V.40 obtenemos

3 (v.a8)

S(?Z) f 27:‘[2 w:-?”K 77,[1 zzwa..«.]dZ (V.49)
M4 JC(Z-)(1- ZZ') )
[z (01228 ]'711[1 ZZmazrﬁn]

2N

Cuando IAL 1, las singularidades de la integral

V.49 se localizan en los polos Z' =1y en
Z'=Z, =coz ML) (V.50)
siendo 2N
!:1,2,...,_'%' h (v.51)

Al evaluar la integral V.49 por el método de los
residuos (31), se encuentra que
N
77 |1 —coq 20K
s - f N
[1 marr(ax-zz]
=1 anN

st

Ny ;;3[2 M:NTKJ (1)
+ Z L o Y S(
1-— s 1
sn-zy i 77'[Z4_cot an'(.zx—n]
K#f (v.52)
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Esta G1tima ecuacidén se puede simplificar, notando,

por C.8 y III.71 que

Na
ZLEI—Coaz_%R_J 1 (V.53)

(J-Z)R(O,Z) 2a1

77 [1- Coq 27 ax-2)]
K=1 aN

Z=1 (v.54)
Y que, por III.66,

A(Z) e 1 - 1 +51 ..S..,.S_,..S, +...+Sn-Sn_,+.(V-55)
Z=1
n-»e0
- N (v.56)

ya que el nimero mdximo de sitios diferentes visitados,

incluyendo el origen, en una malla periddica es N, el

nimero total de sitios en la malla.

En el apéndice C demostramos que

Ny
RZEZR B M%T-KJ

=— 2 I+22 (y.57)
~a
2 N 2-19
1- - )
(1-2,) ’7,‘,:[2, Cog 272D ]
K=

86



De manera que V.52 se reduce a

wh
C2)
s _ NS — NZ:*;" SH Ty - e
g1~ °f

Ahora calcularemos ’a vida media de dos caminantes que
se atrapan, sustituyendo V.58 en V.26, y teniendo en
cuenta qué
«a) ()
3 (1-15 D-._SED 1-1)2S G
4 R -+ Y 4 o

z=1

oz
=— SGCZR) {¥,59)

ya que S(l)(Z) es analitica dentro del circulo unitario

121s 1. 0 sea

N/2
(2) = ) )
= N=2 oy 2 1+Zx b
N-1 . N(N-2* S (Zg) (v.60)
3-1

Tres Caminantes

Siguiendo argumentos similares a los empleados en

el caso de dos caminantes, hallamos

~/
3)
¥ _ an-3 < _ Ziun 1+2m G ?sl..-)
N-1 *(N-z)” 71-28 2-Zm
L=l om=1
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k 3
_ N-UN43 @
(N_I)l (V . 6 1 )

K Caminantes

Los polos de la convolucién V.38 para K caminan-

tes estdn siempre dados por S(l)(RZ'_l), localizados
en 7' =1y en %2 (ecuacién Vv.50). Aplicando V.56 y

V.57 obtenemos

Ni
(K) (K-2) 2 2+2g P
S (Z2) =NS (2) — WZ# 5(222), (v.62)
2=1
donde
- V.6
K=2,3 .. (v.63)
y
1ZI < 1. (v.64)
Al sustituir V.62 en ella misma para K=2, 3, ...,

K-1, se obtiene s(K)(z) en funcién de st1)¢2), es decir

(k-23-3) ()
‘K%Z) H Z 1) 2 N n—:)z T I 143 S (1‘12"2'"!&'2)

LA:Q I~ Zu

J’ = cem =
¢ Loteagna (V.65)
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donde

N
x

I

&

Zx_ _ coq am(ak; -1)
4 2N

con

21 :-_-1,2,...,_'3. .

No es dificil comprobar que

m)') _

2 - S" (Z)l =
2=1 N

(-n EY4

K-1

- G e AN )T,

en donde

ZZ Z ﬁ_z&lS(z,z, 2y,

2'1 1{1 13_1 4=0 (1 Zg

V.69 es valida para mids de dos caminantes (K=2,

(v.66)

(v.67)

(v.68)

(v.69)

(v.70)

25 etc,).

La vida media para K caminantes se obtiene al sustituir

V.65 en V.25, teniendo en cuenta V.59 y V.69
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Es posible obtener una expresién aproximada para

{n? (K) , para N grande y k pequefia analizando la suma en
Tj proviene del término &= 1, i, 2, ..., J.

En el apéndice D se demuestra que cuando N es grande, éste
término se puede expresar como

A 2041) 243 _
T = _1:_21_) S‘;Zf} o~ Q_/N) 1“eJﬂ (V.71)
1-2, ST/ 1@ ,

E1 segundo término en importancia en Tj viene de los tér-
minos R, =1,4=1,2, ..., j-1y £j=2. E1 cual

cuando N es grande resulta ser (ver apéndice D)

2( ) 2J43 ¢ J+')6

U= :1+z)1+225({) )1 £
1-2, 9(;+8)* 1+ @u+an
(v.72)
En el apéndice D se dan expresiones para las siguientes

contribuciones mds importantes en Tj

Vi j(1+2 1“'23 S(fZ) (V.73)
1-7] 1-%

W = JGJ-1) g 7"‘;) S (ZHZ) (V.74)

i-2,
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En 1a Tabla IV se dan valores relativos de estos
términos para j = 1, 2, ..., 8. De esta Tabla se des-
prende que, para un namero de caminantes no mayor de
seis, los primeros dos términos en Tj e oy uj- son

J
los que mds contribuyen.

La expresidon para ¢n) (k), ecuacidén V.25, cuando

N es grande y K no es mayor de seis, se reduce a
K) (%
ny ~ 1 2 a-S (@ (V.75)
N aZ Z=1

la que se puede escribir en términos de tj y uj como

)
(KNG.K N - (v.76)
en donde
J 3842 _=(3342) fu-
Q- 1 _Z( i~ H ( )
% —Ci+8)%r
x[i 2= +JU+8) 1-€° ]
14+ @5 9 SU+8"NT
+ € 1+ (V.77)

Para mds de seis caminantes serd necesario afiadir nue-

vos términos, tales como Vi ¥ Wy en Cl.k
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En la Tabla V se dan valores para CLk , con K=1,
2, ..., 6 y en las Tablas VI y VII se compara el valor
de <n)(k) tal como se calcula usando las ecuaciones
V.25 y V.76 para dos y tres caminantes. Se puede obser-
var que para N grande y K no mayor de seis, la expresidn
V.25 se aproxima con un error muy pequefio por la pardbo-
la V.76.

(K) (x-1)
La diferencia {N) — <Y es el nimero de pasos

que en promedio debe dar de mds el K-ésimo caminante pa-
ra atraparse, una vez que los restantes (k-1) caminantes
ya se atraparon, . Se puede observar en la Tabla V que
(nfxt.<n70#ﬂ tiende a cero conforme aumenta K. Esto
se debe a que cada vez que se atrapa un caminante los
restantes caminantes ya han efectuado un cierto nimero

de pasos, faltandoles cada vez menos pasos en promedio

para atraparse.

V-5 K Caminantes que se Atrapan en una Malla con un Nime-
ro Infinito de Puntos.

En el caso mds sencillo, hay que evaluar la siguien-

te convolucidn para una malla unidimensional infinita:

@_ . g z'dZ
S (@ Tani f(z‘—])‘P(Q,?")(I-ZZ‘JP(Q.ET)

(v.78)

Los polos de esta integral estdn en el intervalo -1€ z$ 1.

Conforme N-60 el nimero de desiqualdades de V.78 crece en
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el intervalo |Z'1€ 1, hasta que en el 1imite hay que

efectuar una integral de contorno sobre el intervalo

(-1, 1). Presentando cuatro puntos rama, en Z o 1

y 7' = z Z, sin embargo la contribucion del polo Z=1

es infinita y la integral diverge, este hecho estd de
acuerdo con el requerimiento de que la vida media de

un caminante en una malla infinita conteniendo una

trampa es infinita (18).
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DISCUSION

Partiendo del principio de independencia de cami-
nantes se ha hallado una expresidn psra la vida media
de K caminantes, (n)(k) , que se atrapan en un anillo
con condiciones -periddicas a la frontera, en un espa-

cio unidimensional.

(n)(k) estd completamente determinada por la es-
tadistica de un solo caminante. Presentando esta vida
media cuando N es grande y K pequefio el ser proporcio-
nal a NZ. E1 efecto de K sobre (n)(K) disminuye confor-

me K aumenta.

(K)

Fué posible obtener una expresidn para {(n) en
una dimensién; debido a que la funcidn generadora
PN(O,Z) tiene una factorizacid6n sencilla cuando s=1
tal como se demostrd en el capitulo anterior.

Para s)>1, P(Q,Z) no es posible expresarla tan concisa-
mente como en la ecuacién V.42. Asi pués queda abierto
el problema de la evaluacidn de los casos mds interesan-
tes s»1, sin embargo, es de esperarse que cualitativa-
mente se tenga un comportamiento similar al que se ob-

tuvo para s=1.

Otros problemas interesantes es el incluir la dex-
citacidon de excitones por fusién de éstos, en la pre-
sencia de una trampa, lo que significa la pérdida de la
independencia de los caminantes. Asimismo no se inclu-

ye aqui debido a las dificultades presentadas.
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APENDICE A
En este apéndice se evalia P(! »Z) para una red
infinita unidimensional.

En una dimensién, P(® ,Z) estd dado por la integral

compleja III.40b cuando s = 1

7
. ' _.‘1
Paz _ 2 [ e do (A.1)
2”2_” ‘1-%¢og¢

Esta es una integral muy sencilla de evaluar. Primero

reescribimos A.1, notando que

2o ¢ — e“4’+ et ’ (A.2)

como sigue
n

Y
P(,!,Z) — 1_[ e“b db A (A.3)
i LR %(eub_ é4¢)
Se hace el siguiente cambio de variables:

120 s &7 e ds

(A.4)

con s = 1.

La integral A.3 se transforma en una integral de contor-
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no sobre el circulo unitario (32), es decir,

st ds g2r0  (A.5)

Pw,z) = f
TZ ]} s*_ 1
z E

Pezy o1 f_s™4s gto . (A6
nz Sz_.g%?.+.1

Las integrales A.5 y A.6 se resuelven por el teorema

del residuo (32). Localizdndose 1los polos al resolver.

52—%5+1=0 ® (A.7)

A.7 tiene por solucidn:

1t¥1-77 (A.8)

A1 tomar solo la raiz dentro del circulo unitario (32),

resulta

U
Puz - |- -z 1 . (A.9)
Z 1-Z°

Si se hace £= 0, para considerar aquellas caminatas

al azar que partiendo del origen siempre retornan al €1,

resulta
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APENDICE B

; (k) -
Para dos caminantes H_ (_!1.!2, ...,!k) estd

dado por

HEX, 1) = ) F) F(:)ZF(Z), 6.1

=

dopde Fn(.?i) es la probabilidad de primera visita y
EfFngi) es la probabilidad de que el caminante se

)=l
atrape en cualquiera de los n pasos. B.l toma en cuenta

que los caminantes son indistinguibles. Al sumar B.l so-

bre todo posible sitio de partida de ambos caminantes,

) H,(f)(&,x) 2:&;»)( ) ZF (2)

$408 0 242"

ZF (Q( ;;F(_g,b , hr

y emp1eando 1as ecuaciones V.2 y V.6, obtenemos

Y YH,0) R, _R_)R, R,

£#0f 42
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Para tres caminantes, K=3 Hn(k) (_{1,2 ...,_{k) esta

dada por

n n
H::)(.‘gi 14l - F,:(&;) ZFJ(QQ)XF;(Q;) o

W w

n-1 n-1 n-4

+ ) ZF (g,)ZF qy Lk cx,)XFu,)E Fee) (B.4)

J=1

A1 promediar sobre todos los sitios de partida posi-

bles se tiene que

VY YH G £2) cR-R_MR+RR 4R )s.00)

XI*OJI*O‘QQO

3 3
=Rn = Rn-i ’ Leh

y en general para K caminantes

Y)Y HU 8. 80 L CR_R RS

ipekyo Are
(B.6)

+R:ZR -1 +R:- Rn-ﬂ- +R Rn-1+ +R R \ |

donde m o= _l; v= m_1 (k par)
TN = Ya_K;'z (Kimpa‘") L] (B.7)
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De 1a cual obtenemos

) K K
XH'ZHQ(!I)RN‘“) XK) = Rn == Rn,1 (8.8)
Lo L2

en donde
K K
R, (5, —1]" (8.9)

(K)
La funcidn generadora de las Hn (Jl,xz, ...,_&k)
promediada sobre todo los sitios de la red, excepto el o-

rigen, debido a B.8 resulta ser

EZZH::’(&: !u"-;&)zn - (J‘Z)RN(Z) (B.10)

w0 92 42

donde R(K)(Z) se define como

Rt_)Rz" o

A=0

6, empleando V.4, como

(x) = K :
R(Z) =) (s-1052" sz
n=o
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7 A - W) 1 A ST o 17

ya que R, = (So-l) = 0.

como
n
(a by = ) ()a™b
K=0
en donde @
como

r‘] _n!
K K! (n-k)!

la ecuacidn B.13 se puede expresar como sigue

R . ) ()@ s

J=0
con S(k)(Z) definida por

s . )szt

A=o0

R - s - ¢
1i-Z

(B.12b)

(B.13)

) son los coeficientes binominales definidos

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)
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Con la ayuda de B.15, B.10 se puede expresar como

iZ'"ZH(K(,&, SO )Z Z(-l) (1 Z)S(Z) (B.18)

n=1 £a2- 430 i=o0

Finalmente, la vida media para K caminantes se obtiene
en forma sencilla al considerar en V.13 las relaciones

V.12 y B.9, es decir

(K)

®__ 1 S (1-DR@| . (.19
(N-ﬂK o7 Z=1
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APENDICE C

En este apéndice se demuestra la factorizacion de
(a) P(0,Z) y de (b) P(O,Z'l), 1o mismo que la evaluacidn
de (c)
'ﬁ .mx]
&0[23 . Ca:l._'T_

T
(1_2p 77(2, _ coz amax-1)]
K#8

a) Tomando como punto de partida la identidad (34)
N=1 2 )
QMK
TI[X_axve(x 4 am) , ¥ ] _

N N_ N 2N (C.1)
=X_2XYCa«N L Y |

Cuando N es par, y se escoge que X, Y y Z cumplan las

siguientes condiciones
2 2 (CZ)
X, Y =1 , aAXY=Z :

=1L | (c.3)
N

la identidad C.1 se reduce a

o

Z?[i _2602:"_’.75%“_’1_).] - XN+YN . (C.4)
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Si ahora tomamos ©L = 0, obtenemos

Ny N N "2
71 _Zeozamk ] XN -2)
Finalmente, como
X _ 1—(1-2225’ e
Y Z
al dividir C.5 entre C.6 se obtiene
. 71{2K-1) N
Mli-Zoranen] 4 W' g
.i[l—deggj_‘] 1-w" §-2Z2
en donde W = X/Y. {c.
b) Si ahora empleamos los requerimientos
X2+Y2=1 . aAXYaZ (c
Y
(cC.

o =_ T
N

5)

6)

7)

8)

9)

.10)

11)
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C.1 se reduce a

w4
ﬂ{l_z—wﬂ.iﬂ_‘?'_ﬁ:ﬂ} O e
k=1 2N

Cuando ¢ = 0, C.1 se transforma en

N/a

K=0

Z

Puesto que

-z .
Z

si se divide C.12 entre C.13, obtenemos

X
Y

7] _Zwoz ame} _(v"_xZ D"

(c.

K’:?[I_Z—'COJ-’?%D—] : 22”7[2_@12_7‘_1(%(:1&(:

M

7 [1_ Zeon am]
N

1+WN 1

71{z - con 2]

-W* A-7Z

- P(,Z").

(£C..

.12)

13)

.14)

<151

16)

.17)
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Al comparar C.16 y V.42 se ve que C.16 es igual a

B (0,27 1)

N(
c) Se puede escribir

N
)

E[ZI —CO:ZLN’T—K] (c.18)

(127 o U2 -2

+Zy Z -Zy

donde

Z‘(, = GOt 21722 1 , ]___1,2’"_,& (c.19)
2N 2

Z,<=6012_”_("’K_‘}l , k=12 .. N (c.20
2N 2

Para hallar el limite en C.18 se emplea la regla de

L'Hospital, obteniendose

2 .
Lo KZ‘?[Z K] ©m é_Z?(Z"ZK)] (c.21)

z~z  Z_2z, i*R'oF

teniendo en cuenta que
77 [z _ co1 2m@k-D] _
i 2N
. Vo e
_P[z (F_ T _[2_@_F} e
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y que a C.18 (C.21 se anula al tomar el limite)

obtenemos

ﬁ’:"% gz [2+g22.1)‘/z]‘%{1+ [z_(zz_l)"’]"} -

_N [224—(21 _l‘f]gﬁ _[z, _(2}_1)"1”} (6250
- 2 (z:-1)"

E1 numerador en C.18 se puede escribir, empleando c.14,

como

77 (24— coz 2] .

_[EasEt h_[z (& _1)V2]”}£?32;__1f ;

(c.28)
y finalmente obtenemos

7?[7-1—5013’1'5]

s — S—

(1_255{:7:2[22_(;01 2g(2k-1)] TN 1-%,
K#{

(€.25)
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En la tabla IV se dan valores relativos de estos

primeros términos de Tj cuando N es grande.

108



APENDICE D

Desarrollamos aqui una expresidn apropiada para
los primeros términos en Tj , ecuacidén V.70, cuando N
es grande! Se ilustra dnicamente el método para el
término mds importante en Tj que es cuando ‘?i =1 ,

i=1,1, ..., J » es decir para

Jo i
tj= (1*'2‘)5(2.) (D.1)
1_21

=(1+ Z, \J(l - Z?jl? Z - [1 ~[1- ZTJ)I/Z ]N (D.2)
-2 /0-2F Z+0- (- 2)T

donde

2 4 6
Z_oCcoem_1_ 1T _1m 17, (03
! N AN tarn TENT

Se supone que N es lo suficientemente grande como para

que
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(1_ ZTJ)VZ ~ J/2_7I_ (D.7)
N

(1_21)2 o J2L . (D.8)
2N
1.2 ~ 2 . (D.9)
b 1N i
[1_J7_T] - , (D.10)
N

Z,JN ~ 1 (D.11)

Sustitucidén de D.4a D.11 en D.1 nos 1leva directamente
a la expresion V.71 para tj. Se procede en forma simi=

lar para u:i s Vj y wj.

Para vJ. y wj se tienen las siguientes expresio-

nes cuando N es grande

T -(J+J‘/)/2’7
Y J_i(_).___( -1 = (D.12)
25(j+29)" 7T e-0+29)"717
J(J ]) y(m) 2J+3 e—(J-Hé )&77' )
w o U7 ) - |
81(J+Ié) 1+ e—(.iws)”lr
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TABLA IV

.
1 0.0644 0.0003 J
2 0.0020 0.0017 0.0009
3 0.0478 0.0044 0.0046
4 0.0858 0.0086 0.0133
5 0.1327 0.0143 0.0287
6 0.1872 0.0214 0.0528
7 0.2480 0.0300 0.0871
8 0.3143 0.0400 0.1330

Valores relativos de los primeros Términos de Tj 5

ecuacién V.69, dados por V.70, V.71, D.11 y D.12.



TABLA v

K Qy Qg — Ay,
1 1/6

2 0.2630021 0.06647

3 0.3294715 0.05034

4 0.3798106 0.04041

5 0.4202244 0.03320

6 0.4534176

Valores del Coeficiente QK en la expresidn

(’\)mov aKN2 , dados por V.77 .
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TABLA VI

N <n>(2) a.N’ L
J 2

10 27.74 26.30 5.47

20 108.89 105.20 3.50

30 242 .34 236.70 2.38

40 428.08 420.80 173

50 667.08 657.50 1.45
100 2649.22 2630.02 073
150 5947.26 5917.55 0.50
200 10560.19 10520.08 0.38
250 16488.01 16437.63 0.30
300 23731.73 23670.19 0.26
350 32290.33 32217.75 0.23
400 42163.84 42080.33 0.20
450 53353.23 53257.92 0.18
500 65857.51 65750.52 0.16
550 79676.69 79558.14 0.15
600 94811.76 94680.76 0.14
650 111261.70 111118.39 0.13
700 129026.60 128871.03 0.12
750 148107.40 147938.68 0.114
800 168503.00 168321.35 0.108
850 190213.50 190019.02 0.102
900 213239.90 213031.70 0.097
950 237581.20 237359.40 0.093
1000 263237.50 263002.10 0.89

(2)
En esta Tabla se muestran valores de (f\) para varios

anillos unidimensionales. La primera columna calcula (ﬁ)m
Segdn la ecuacién V.60, en tanto que la segunda hace (1‘17(2
- G_QNZ; los valores de la tercera columna indican la
diferencia entre las columnas dos y tres.



TABLA VII

M > a,N’ Jo

30 ' 302.2185 296.5244 1.88
50 833.3626 823.6788 1.16
100 3314.040 3294.7154 0.58
300 29712.00 29652.4388 0.2

400 52794 .64 52715.446 0.15
500 82467.38 82367 .8853 0.12

Valores para la vida media de tres caminantes calculada
por la férmula exacta V.61 y por la férmula aproximada
V.70 . La Gltima columna indica en porciento la dife-

rencia entre V.61 y V.70 para cada N.
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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