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CAPITULO I

INTRODUCCION

Generalmente, 1los procesos Yy equipos donde intervienen
efectos de expansién térmica suelen ser tan variados y de tal
compléjidad que resultaria audaz resefiar estos a la luz del
presente trabajo. Ademds es evidente que la formulacién de teorias
e hipétesis plausibles que alcancen a fundamentar Y denerar los
principios b&sicos que intervienen en los susodichos sistemas, es
en muchas ocasiones una Area interdisciplinaria cuyo estudio vy
an&lisis se dificulta considerablemente. Esto es particularmente
caracteristico del fenémeno de expansién térmica en gases tanto
reactantes como no-reactantes, dondé pueden ocurrir en general y
de manera simulténea, operacionesvde transporte de masa, cahtidad

de movimiento, energia y concentracién de especies.

Es entonces en este tipo de acoplamiento, donde las
operaciones de transporte son las que determinan y regulan
univocamente el comportamiento global en sistemas tales como
intercambiadores de calof, compresores, motores de combustién
interna, camaras de combustidn, convertidores cataliticos, etc.,
donde el efecto de’eXpansién térmica suele ser distinguible‘ywde
considerable interés ingenieril su caracterizacién. Sin embargo,
es notorio que en estos y otros tipos no mencionados de sistemas
termodindmicos, los procesos ahi desarrollados son especificamente

de carécter global; con lo cual llegan adicionalmente a involucrar
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a diferentes y muy variados fendmenos y efectos; cuyo
reconocimiento y andlisis es, en la mayoria de las ocasiones,
motivo de una mayor dificultad metodolégica. Ello, claramente no
significa que no se deban abordar de manera conjunta, sino que en
repetidas situaciones es mds pertinente y cémodo para el estudio
fundamental teérico y experimental ,individuar tan sélo un
fendmeno involucrado. Paralelamente, es correcto tanto desde un
punto de vista cientifico como técnico, que la consolidacién del
conocimiento fundamental procede muy frecuentemente a través del
simple esclarecimiento de un Gnico fendmeno estudiado. Es desde
esta perspectiva central, donde el presente trabajo inscribe sus
lineamientos analiticos basicos, en lo referente al fenbémeno de

expansién térmica a considerar en las lineas siguientes.

Dentro de estas observaciones generales, es ademds prudente
reconocer gue una gran parte de los problemas relativos a la
Mécanica de los Fluidos, la Transferencia de Calor y la Combustidn
son aquellos gque tratan a la sustancia de trabajo en directa
ihteraccién con un medio, elvcual en la mayoria de las ocasiones
de ihterés practico, coincide con un dispositivo o arreglo
mec&nico. Es importante m’ericionar esto dado que el problema de
expansién térmica aqui desarﬁpllado,'se genera de acuerdb a un muy
especifico tipo de interaccién. De hecho ésto conlleva un aspecto
aun m4s novedoso Yy de relativo recilente interés que suele
distinguirse como las formas acopladas en las operaciones de
transferencia; aspecto el cual posteriormente sera explorado con

mis detalle.

Pues bien, la orientacién que se sigue en el presente trabajo



radica fundamentalmente en revisar y corregir los resultados de la
teoria clésica de la capa limite laminar, para el problema
especifico de un flujo convectivo forzado sobre una placa plana
expuesta a un escaldén de temperatura uniforme, tomado a una cierta
distancia  del borde principal. La atencidén que se deriva de ello,
radica indudablemente en seguir considerando a la transferencia de
calor entre un cuerpo sdélido y un fluido como un pfoblema, cuyo
significado envuelve sustancialmente al objeto general de estudio
del movimiento de los fluidos. E1 impacto conceptual que esto
tiene desde un punto de vista practico, se refleja en una amplia
‘gama de aplicaciones que van desde flujo sobre cuerpos de
sustentacién, sobre &labes de turbinas, etc, hasta aquellos gue
defiﬁan en mezclas reactantes y combustién catalitica. Sin
embargo, el punto de apoyo que da origen al presente estudio,
radica en una muy peculiar falla de la teoria clasica de la capa
1imite : dado que 'las'ecuaciones gue gobiernan el proceso son
vdlidas asintéticamente hasta el orden principal en el limite para
el cuai el namero de Reynolds es alto, este sistema no pernite
prever o al menos 1lo fefleja a través de alguna irregularidad en
alguna variable fisica fundamental, qué términos de orden superior
'~lleguen en un momento'dado y para un cierto reescalamiento de las
ecuaciones, a ser de tal orden de magnitud que sea necesario

retenerlos dentro del orden principal.

Esto quiere decir desde el punto de vista fisico, que una muy
relevante e inusitada situacién aparece : mientras que en la
teoria clasica se impone una estructura jerdrquica para resolver
el problema (es necesario conocer previamente el valor del la

presién en la zona externa donde son vilidas las ecuaclones de
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Euler para resolver el problema de la capa limite), ahora es
indispensable, como se demostrara mas adelante por el hecho de
retener términos de orden superior, introducir una nueva Yy

necesaria estructura interactiva, la cual ademds de corregir las

‘deficiencias de la teoria clasica, permite predecir correctamente

la interaccién entre la capa limite y la zona externa. Es decir,
cantidades fisicas de interés, tales como 1la distribucién de
presién, deberdn calcularse simultaneamente tanto en 1la 2zona
externa, donde prevalece el flujo potencial, como en una 2zona
interna que aparentemente es reconocible como la capa limite. Sin

embargo, no es esta propiamente la capa limite en un sentido

cl&sico, en su lugar, aparece una nueva regién donde el

acoplamiento entre ambas zonas obliga a la simultaneidad de 1la
solucién."'Asi,, el escalén de temperatura al modificar
sustandialménte la capa limite de cantidad de movimiento , hace
que esta a su vez interactue con el movimiento del flujb externo;
convirtiendo al problema en uno interactivo. El résultado de esta

interaccién se ve convenientemente representada a través de

. cambios sustanciales en el gradiente de presidén a lo largo de todo
el campo de flujo. Situacién por cierto, no presente en la teoria

'1clasica.

Pero ademds, la nueva estructura interactiva permite mirar
mids alld donde 1la. teoria clasica encUentra dificultades
estructurales : ayuda a distinguir y caracterizar las zonas de

desprendimiento y readherencia de la capa limite, producidas en un

- momento dado, por 1la presencia de efectos de perturbacién

considerables.



sin embargo, para que pudiera abordarse el problema de
expansién térmica en 1la capa limite a la 1luz de estas
consideraciones, fue necesario esperar un desarrollo mds audaz en
la teorla clasica que tomase en cuenta estos nuevos aconteceres;

- L

de hecho, este esfuerzo se vidé recientemente consolidado, por la
creacidén de la teoria asintética de las tres capas para altos
nimeros de Reynolds que permitié suplantar correctamente
~anteriores tedrias, y a pesar de que dejaban entrever_estas nuevas
dificultades, no alcanzaban o lo hacian a través de hipdtesis a
priori, a explicar del todo él fendmeno interactivo. Situacién por

cierto, muy similar a la paradoja de D’Alambert dada la intima

relacidn histérica con el problema de la capa limite,

A pesar de que actualmente, se dispone de una teoria
interaCtivé aplicada exitosamente a problemas exclusivamente de
Mecdnica de los Fluidos con capa limite, lo cual ha derivado en
‘sustanciosas contribuciones a la literatura especializada; en lo
referente a procesos donde interviene la transfereﬁcia de calor en
la capa limite, la bibliografia ecxistente hasta la fecha ha sido
_raquitica, siendo en ciertas situaciones desarrollada para
ptoblemas mas simples. 'Asi, para el caso particular aqui
‘desarrollado no se ha hecho mas que.mencién expresa de ello y no
obstante que se ha reconocido la importancia del problema, lo
cierto es que el impacto de la teoria interactiva, SObre problemas
que involucran a la transferencia de calor esta muy lejos de
haberse iniciado. De hecho, Qna situacién similar y aun quiZés‘de
“mayor relevancia, ocurre en la Teoria de la Combustidn, donde el
problema de expansién ocasionado en la generacién de llamas

reviste especial atencién, dado gque la presencia de fuertes
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gradientes de presién en la 2zona de combustidn perturban
considerablemente la zona no-reactiva, que en muchas situaciones

se reduce a modificar la zona potencial del gas combustible.

Igualmente, cabe afladir junto con los comentarios anteriores,
que una de las motivaciones centrales que dieron origen al
presente trabajo, proviene de la relacidén que hay entre
Transferencia de Calor y Combustidédn. Del proceso particular aqui
analizado, se deriva -entre otras cosas- un namero de Nusselt
mbdificado el cual toma en cuenta correcﬁamente el efecto de
expansién. Esta informacidén en las teorias de la combustién
catalitica es de considerable interés., En particular, en el
estudio de la ignicidon y combustion de materiales sdlidos
cataliticos expuestos al flujo convectivo de un gas oxidante, en

donde esta en juego la determinacién de tiempos y distancias de

ignicidén, asi como las condiciones de extincidén para diferentes

situaciones fisicas; el conocimiento gue proporciona la evoluciédn
de la fase gaseosa oxidante durante los eventos de ignicidén, es

determinante para establecer el modelo matemdtico. Y justamente

"este acoplamiento entre la actividad catalitica y la fase gaseosa

que produce un efeéto de expansidén térmica sobre esta dltima,
puede regularse introduciendo en modelos recientes, una
transferencia de calor (cuantificada a través del nlamero de
Nusseclt modificado) que de cuenta de este acoplamiento. Es
entonces en este tipo de problemas, donde‘ el sentido de formas

acopladas de transferencia de calor encuentra su mayor evidencia,

Una vez seflalados los aspectos anteriores que configuran la

problemadtica general del presente trabajo, la organizacidn del



material , junto con este primer capitulo introductorio, viene

estructurada mediante el contenido siguiente :
Capitulo II. Antecedentes Histdricos,

Con objeto de colocar al problema de interés dentro de una
secuencia histérica en lo tocante a modernos problemas de capa
limite, se realiza una extensa revisidén bibliografica que permite
ver el justificable interés por el estudio realizado. De esta
forma, él capitulo desarrolla los antecedentes histdricos que
dieron origen a un replanteamiento de la teoria clasica de la capa
limite, derivando con ello en la importancia gque tiene el impacto
de recientes teorias de la Mecéhica de 1los Fluidos en A&reas
~afines. Especial énfasis se hace de esta influencia en problemas
relativos a la Transferencia de Calor. De aqui la relacién con el
anilisis desarrollado en el presente trabajo se vuelve inmendiata,
reafirmando que el proceso seleécionado de expansidén térmica es
una e#tensién natural a problemas de transferencia de calor de la

teoria interactiva.
Capitulo III. Ecuaciones Fundamentales,

Se describe en este capitulo, una formulacidén detallada de
las ecuaciones que gobiernan el proceso de un flujo convectivo
forzado sobre una placa plana expuesta a un escaldén de temperatura
uniformé, tomado a una cierta distancia del borde principal. Para
ello, la discusiédn se.inicia con la presentacién de las ecuaciones
de Navier-Stokes y de la Energia junto con las correspondientes

condiciones en 1la frontera.
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Una vez completado la presentacidén general de las ecuaciones
bdsicas, se plantea 1la necesidad de evidenciar las fallas
estructurales de la teoria clisica de la capa limite, haciendo
notar que términos de orden superior dentro de un adecuado
reescalamiento, pueden competir con términos de orden principal.
Lo anterior da inicio y sentido a la elaboracién del modelo
interactivo : se aplica la teoria de las tres capas véalida para
altos nGmeros de Reynolds y se deduce el conjunto de ecuaciones

que gobiernan a cada capa (inferior , intermedia y superior), se

establecen ademds las condiciones de acoplamiento entre las capas

y de estas con el campo externo.

Dado que el comportamiento de la capa inferior adyacente a la
placa plaha describe el comportamiento de la zona de expansién
t(rmica y es por tal motivo la que mayores dificultades de
éolucibn presenta, reservando para ello los capitulos'
subsecuentés; la solucidén de las capas restantes es alcanzada a

través de métodos analiticos convencionales. Cabe sefialar que la

zona de la capa inferior queda descrito por un conjunto de
"ecuaciones que depende, entre otras cosas, del parametro

adimensional razén de la temperatura y que utilizado ampliamente

en problemas relativos a transferencia de calor, viene definido
como el cociente de 1la temperatura de la placa plana a la
temperatura de la corriente libre. El1 valor de este parémetro,

determina la escala del proceso de expansién.

Capitulo IV. An&lisis Lineal.

Para aquellas situaciones donde el nimero adimensional razén

de la temperatura es del orden de la unidad, es decir, cuando la



temperatura de la placa plana es préxima al valor que tiene la
corriente libre, el problema puede ser linearizado. El conjunto de
ecuaciones resultantes se resuelven con ayuda de métodos
integrales. Por la forma del sistema, el uso de la transformada de
Fourier en la coordenada longitudinal, proporciona un esgquema
adecuado. Valores para las principales cantidades fisicas de
interés, tales como la distribucién de presidén, coeficiente de

friccidén, espesor de desplazamiento y numero de Nusselt, evaluados

.en la pared son derivados con ayuda del teorema de inversién

compleja.,.

Capitulo V, Andlisis No-Lineal,

Tomando en cuenta gque desde el punto de vista fisico, la
razén de la temperatura puede diferir ampliamente de la unidad,
esto es, que la temperatura de la pared sea mucho mayor que la
temperatura de la corriente libre =-como es el caso aqui
considerado-, invalidando los resultados del capitulo anterior,
las ecuaciones para la capa‘inferior deducidas en el capitulo III
se resuelven nimericamente con un algoritmo nimerico
especifico. Se deriva entonces, un conjunto de resultados
similares en vlas variables fisicas a los presentados en el
capitulo anteriot. Sin embargo, el andlisis no-lineal a diferencia
del lineal encuentra y hasta donde el esquema numérico lo permite,
el valor critico de la razén de la temperatura para la cual se

observa el desprendimiento de la capa limite.



Capitulo VI, Resultados y Conclusiones,

Sirve el contenido de este capitulo, para presentar los
resultados y conclusiones mis relevantes del fendmeno considerado,
De igual forma, se establece las lineas futuras que se pueden
sequir a propdésito de problemas de naturaleza interactiva, con
especial cuidado de aquellos gque quedan circunscritos a la
transferencia de calor. Esto, con objeto de ampliar el espectro de
aplicacién que se puede derivar del uso intensivo de la teoria de

las tres capas.

Apéndice,

Finalmente, se presenta relaciones en diferencias finitas de
un conjunto de coeficientes utilizados en la elaboracién del
programa numérico, que dan forma mas detallada de diversos
célculos y desarrollos utilizados a lo largo de todo ei trabajo;
De igual forma, y con especial cuidado, se incluyen el diagrama de
flujo Yy los listados de los programas de computadora utilizados en

el analisis presente.

10



CAPITULO II

ANTECEDENTES HISTORICOS

2.1.Introduccion,

La teoria de la capa limite ha sido desde sus origenes hasta
la é&poca reciente, objeto de estudio fundamental dada la
importancia préactica que de ella se deriva. De ella han surgido
aspectos de relevancia excepclonal, que juntos han ido formando el
amplio panorama de lo que constituye actualmente, una disciplina
de la Mecadnica de los Fluidos. Asi, entre .el vasto espectro de
cuestiones fundamentales, son notoriamente distinguibles, aspectos
tales como movimiento <transitorio, problemas tridimensionales,
métodos numéricos exactos de solucién; métodos andliticos
aproximados, soluciones de semejanza, estabilidad, problemas con
turbuiencia, capa limite de orden superior, transferencia de
calor, aplicaciones en aerodindmica, flujo internp Yy externo,
etd.. Sin émbargo, estdS'y muchos otros aspectos no mencionados
aquf explicitamente, se han désarrollado e 'implementado a
sabiendas de que la teorfa clasica de la capa limite es
fundamentalmehte valida. Esto, claramente no significa que el
trabajo pi'evio resulte innecesario para el marco continuo de

conocimientos desarrollados; de hecho, muchos de estos aspectos

son y seguirdn siendo motivo de andlisis. S6lo que en determinadas

situaciones, las dificultades que surgen de emplear la teoria

cldsica, ponen en entredicho su validez. Es mds, no son estas

it
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situaciones, casos particulares que puedan bajo un esquema propio
dejar de ser intratables, Lo que esta de por medio, es la

estructura misma de la teoria cléasica.

Para prologar entonces la discusiodn hacia estas
relativamente recientes dificultades, habra que dirigir
momentaneamente la atencion hacia cinco contribuciones

fundamentales, que a través de éxitos y fracasos, han 1do
reafirmando el soporte global de la teoria de la capa limite. Son

pues, las siguientes :

Primera, Prandtl introduce (1] el concepto de flujo adherido,
esto es, la relativamente delgada capa viscosa, la cual conducida

por un gradiente de presidén dictado por las propledades

‘no-viscosas para el resto del campo de flujo, hace posible que el

gradiente de presién sea'indiSpensable para reducir la velocidad
de deslizamiento a un valor igual a cero en la superficie del
cuerpo en el caso de flujo no vicoso. Es justamente con esta idea
de flujo adherido, que la paradoja de D’Alanmbert encuentra su
explicacién., Segunda, 1la solucién de semejanza de Blasius (2],
demuestra quevla estrategia de Prandtl[ funciona correctamente
para uxﬁa muy particular geometria seleccionada: la placa plaha

&

alineada paralelamente a un flujo uniforme. Es gquizids este

trabajo el qué mejor ejemplifica' las propuestas de Prandtl.

Tercera, el andlisis de Goldstein [3]‘sobre el problema de la
estela que se presenta en el borde de salida para el problema de
la placa plana en un flujo uniforme, demuestra que es posible la
contihuacién de ia solucién de Blasius en la regidén de la

estela, salvo que la forma de la solucién introduce una
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singularidad en regiunes aguas abajo y muy prdximas al borde de
salida de la placa plana. Esto es, ahi la capa limite exhibe una
estructura dokle, y no obstante que el espesor de desplazamiento
varia continuamente en 1la regién de interés, presenta una
singularidad en su pendiente. Es evidente entonces, que esta
circunstancia introduce una falla en la solucidn y esto exige un
replanteamiento de 1las caracteristicas del flujo en regiones
cercanas al borde principal. Cuarta, en el problema de la
separacién que se presenta sobre un cilindreo circular, Goldstein
(4], encuentra una singularidad en 1la solucidén, 3justo en 1la
regién donde se inicia el gradiente de presién adverso. En
particular, la propuesta de Goldstein conduce a que el

coeficiente de friccién tienda a cero de una manera irregular,

~con resultados similares para el espesor de desplazamiento.

Cdlculos numéricos exactos de las ecuaciones de capa limite con
gradientes de presién especificos, confirman la ocurrencia de
esta singularidad. Asi pues, estas dificultades, tanto para el

problema de la estela en el borde de salida como para la

'separacién de la capa limite en el cilindro, anuncian el colapso

de la estrategia de flujo adherido. De hecho, el problema de la
Separacién ho es Unico para cuando la geometria es cilindrica, de
tal suerté gque tal tipo de dificultades eventualmente estan
presentes en otros tipo de geonmetrias, extendiendo las mismas
fallas'estructurales de la teoria clasica a otros prob1emas, y lo
que es m&s, que tales singularidades no pueden removerse ni con
analisis convencional de escala mas corta ni recufriendo'a las
ecuaciones de orden superior, lo cual fue ampliamente cohfifmado
por la quinta y ﬁitima contribucidn dada‘por Stewartson (5]. Por

lo tanto, es necesario una nueva estrategia que contemple estas
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dificultades.

A reserva, de los miltiples aspectos ya mencionados que dan
sustento a la teoria clasica, los trabajos anteriores dan cuenta
resumidamente, de los principilos y deficiencias de la estrategia
de flujo adherido, siendo =-quiz&s- su principal caracteristica el
de fesolver los problemas de una manera jerarquica : calcula como
toda teoria asintética en el orden mas bajo, el problema de la
zona externa aqul répresentada por la regién no-viscosa, esto
permite a su vez, calcular la zona interna viscosa en el mismo
orden y con esta informacién regresar a la zona externa para
corrégir el flujo potencial a través de términos de orden superior
y_repetir asi sucesivamente el proceso. Sin embargo, este esquema
aun en el orden superior falla para situaciones limite como las

previamente mencionadas.

Péra tomar ehtonces en cuenta una visidén que compfenda las
dificultades enunciadas, un continuo y exhaustivo desarrolld se ha
venido presentando en la literatura especializada, a raiz de
clertos trabajos de frontera que dieron nuevos horizontes a la
teoria clasica. Asi, estos andlisis dieron origen a la teoria
interactiva de ias tres capas. Pero ademds, dado el amplio
espectro de aplicaciones gue se han encontrado; ha sido del todo
cqnveniente dividir estas nuevas contribuciones, desde la
 perspectiva general de la Mécanica de Los‘ Fluidos : flujos

externos, flujos'internos Yy aquellas situacionés, que pudiéndose
presentar tanto en flujo externo como interno, permiten gque la
estratégia clédsica siga siendo compatible con la separacién., Es

importante mencionar esto, dado que el problema de expansién
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térmica aqui desarrollado, cae dentro de la categoria de flujos
externos, lo cual sirve para individuar aun mas los antecedentes
bibliogrédficos, que sirven como punto de referencia al presente

trabajo.

2.2.Flujo Externo,

Como ha sido comentado previamente y con objeto de centrar la
discusién de los antecedentes bibliograficos, esta seccidn dedica
sus comentarios a los trabajos mas sobresalientes que han incidido
en la construccion de la nueva estrategia interactiva en problemas

exclusivamente relativos a flujo externo.

Los origenes de esta nueva teoria, se remontan a fines de los
aflos sesenta e inicios de los setenta, a partir de una serie de

trabajos que surgieron independientemente y que derivaron en una

“aproximacién de multiestructura para el campo de flujo. De hecho,

lo que motivo tal replanteamiento del problema, fue el andlisis de
lé_estela para el problema de la placa plaha. En_pafticular, el
intento por'corregir la singularidad que se presenta en él borde
dé.salida; dio las bhases para que los trabajos fundameﬁtalmente'de
SteWartSon vailliams [6), Neiland [7], Messiter [8) y otros, se
consdlidarén como el punto de partida necesario para problemas
interactivos. Estos trabajos tienen en comin las caracteristicas
siguientes : para flujb externo la estructura local consiste de
dos capas,'que dentro de la escala de la capa limite cléasica van
acopladas a la regidén de la estela y fuera de la capa limite,
sufge otra capa acoplada al fl.ujo externo, donde el espesor de
desplazamiento altera}a la fuerza de presidn, haciendo que esta a

su vez modifique el flujo viscoso de la capa inferior, préxima a



la superficie de la placa plana. De esta forma, la estructura de
capa limite anteriormente fjer&rquica, cambia por una interactiva,
Es interesante mencionar el razonamiento gue condujé a tal
situacién y que en las palabras textuales de Stewartson (9] revela

su total significado :

" ‘ILa razdén para la importancia del borde de salida es la
siguiente. La teoria de Goldstein para regiones aguas abajo y

préximas al borde de salida, involucra un flujo -desde la 2zona de

1/2 ')-2/3

potencial~ hacia la capa 1limite el cual es de orden v (X
para X pequefias. Reconociendo que el flujv externo es potencial,
‘entonces la variacién de presidn deberé ser del mismo orden; en
consecuencia, el gradiente de presién resultante en la capa limite

* 4 . . . o 7
induce un coeficiente de friccién de orden u(-x) 473

cuando X es
peQueﬂa y préxima por la izquierda al borde de salida. Este
término no es integrable, de tal forma gue la correccién al
‘arrastre ciertamente no es casi de O(v), sino que es del mismo
orden que el coeficiente de friccién de Blasius, cuando. X -
RY%1. Ppor lo tanto, uno esperaria que es necesario un andlisis

- mas cuidadoso en esta regidén y que la correccidén al arrastre de

Blasius debera ser de orden RV, ..o,

cbn estos antecedentes, la teoria de las tres capas se'apiicé
"exitosamente'a otras si'tuaciones con configuraciones de flujos

_bésicos y ha involucrado en su desarrollo, desde los andlisis
| lineaies preliminares -validos tnica vy - exclusivamente para
péqueﬁas perturbaciones-; hasta muy @especificos algoritmos
numéricos de solucién dada la naturaleza eliptica no-lineal de las

ecuaciones para la capa inferior., Sin embargo, dado el particular
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interés qﬁe suscité el problema de la estela, conviene continuar
estas lineas generales, a la luz del trabajo de Stewartson. Pues
bien, a pesar de que la contribucién de Stewartson [9] proveia la
solucién asintética al problema del borde de salida, encontrando
expresiones explicitas =-en la regién de interaccién- para la

presién y el espesor de desplazamiento , tuvo que transcurrir

‘algin tlempo para que las ecuaciones de la 2zona de interaccién

fueran resueltas numéricamente, Este trabajo fue desarrollado
independientemente por Veldman y van de Vooren ([(10] y Jobe Yy
Burggraf ([11]. En ambos trabajos se implementdé un algoritmo para
la integral de Cauchy de 1la presién con el espesor de
desplazamiento para la zona externa 'Y en la zona interna se

utilizé el método de Crank-Nicholson. Esto permitidé el c&lculo del

| coaficiente de friccién, la distribucién de presién, espesor de

desplazamiento, entre otras cantidades de interés. En particular,
estos trabajos predicen salvo pequefias diferencias, la correccién

de orden superior al cdlculo del arrastre y al 'compararse con

 trabajos experimentales previos, revelaron un sorprendente

acuerdo, no obstante que las teorfas tradicionales de orden

superior habian fracasado; Van Dyke [12] comenta al respecto,

sobre estos fallidos intenﬁos.

s

.,Otrd situacién que merecidé especial atencién fue el andlisis

de un flujo convectivo laminar sobre una placa plana, 1la cual

 tiene sobre su superficie y aguas abajo del borde principal, un
- escaldén de cardcter geométrico. Fue Smith (13] quien resolvib

-;mediante_el uso de una teoria linearizada; esto es, para cuando el

escalén en la superficie es pequefia, las ecuaciones interactivas

-~ con ayuda de la transformada de Fourier, complementando su
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andlisis lineal, con el desarrollo de los limites asintdéticos para

la presién y espesor de desplazamiento y tratando tanto el caso

subsédnico como el supersdnico. Sus resultados demuestren -aun con
una teoria linearizada-, que la presencia del salto genera una
interaccién ehtre la regién no-viscosa fuera de la capa limite y
la regibn‘viscosa que permanece cercana al escalén. Sin embargo,
el andlisis anterior, no contempla aquellas situaciones para
cuando la perturbacién, esto es, la magnitud del escaldédn por
efecto de geometria, se va haciendo cada vez mas grande., Para
resolver esta situacién, hubo que recurrir a la solucidn numérica.
A este'respecto, el trabajo de Napolitano et al. [14]) desarrolléd
una técnica numérica con diferencias finitas centradas y métodos
de relajacién. No obstante, que los resultados para la presién y
el esfuerzo cortante en la pared extienden los resultados de Smith
(op. cit.), para valores no necesariamente pequefios de la

perturbacién, el esquema encuentra serias dificultades en la

‘regién de flujo readherido, donde 1la ‘solucidén presenta

 'compbrtamiento oscilatorio y divergente. Precisamente para

remediar esta situacién, Burggraf y Duck (16] desarrollaron para
el mismo' problema fisicb, un modelo numérico basado en las
técnicas espectrales [16]). Estos autores reconocieroh que
cua;quier ihplementacién numérica via diferencias finitas, produce
a la larga problemas oscilatofios que no pueden ser evitados,
fundamentalmente cuando se produce la separacién y la readherencia
de'la capa limite. Tal dificultad numérica se origina cuando se

presenta la separacién : aparece un flujo invertido el cual hace

que el fluido avance en la direccién opuesta a la corriente de

flujo principal. Como resultado de esta situacién, se modifica el

cardcter de las ecuaciones para la capa inferior; es decir, las
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ecuaciones que son de tipo parabdélico para situaciones antes de la
separacién se transformaﬁ en unas de tipo cuasi-eliptico si se
esta en la regién de flujo invertido y esto permite que 1la
informacién dinamica se propage tanto aguas arriba como aguas
abajo. De hecho, 1la G4nica excepcidén que evita problemas
oscilatorios y en general de convergencia, es para cuando tal
flujo‘invertido es muy lento, como fue confirmado por Reyhner y
Flige-Lotz [17]., Visto que las técnicas espectrales proporcionan
una alternativa viable para incluir los fenomenos de
desprendimiento y readherencia, recientemente Trevific, Méndez y
Liﬂah (18) han desarrollado uh,algoritmo espectral para analizar
el problema de interaccién 1libre, para un salto continuo de
temperatura.

Las trabajos anteriores cilertamente proporcionan soluciones

completas para aquellas situaciones donde falla la teoria clésica

y por tal motivo, los mismos argumentos estructurales pueden ser

aplicados a una amplia variedad de problemas de flujo tanto
~ incompresible como compresible.voe manera sobresaliente, destacan
_'_para el primer caso, los estudios particulares de Stewartson [19]},

para el problema de flujo sobre una esquina, Napolitano y Messick

B [20], placa plana porosa con inyeccién o succidén, Werle y Verdon

(21]), flujo uniforme con diferentes formas del borde principal,
etc.. También la teoria interactiva para flujos compresibles ha

recibido considerable atencién en la literatura para flujos

subsénicos y supersénicos. El trabajo fundamental de Stewartson y

- Williams (22], sSmith y Stewartson (23] y otros no de menor
importancia, proporcionan la gufa para el estudio mas elaborado de
problemas interactivos, en particular la vinculacién gque esto

tiene con 1la interaccién de ondas de choque con capas limites
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supersénicas. El estado del arte sobre estas cuestiones y otras
que involucran 1la formacién de zonas interactivas en flujo
interno, asi como aquellas situaciones donde la estrategia de
flujo adherido es compatible con la separacién como puede seyr la
separacién marginal, pueden encontrarse desarrolladas

detalladamente en el trabajo de Smith ([24].

Sin embargo, la totalidad de estos trabajos involucran
para generar la zona de interaccién, .una perturbacién de
naturaleza dindmica o bien geométrica, esto es, un cambio de
velocidad para 1la condicién en la frontera o un salto en la
geometria para la placa plana o efectos similares, conducen

a problemas interactivos exclusivamente dinamicos. Por lo tanto y

~en un esfuerzo por obtener y extender el rango de aplicabilidad

de la teoria intetactiva, donde pueden'estar presentes otros tipos
de perturbaciones, Messiter y Lif&n ([25] estudiaron_el probléma de
ia convecciédn libre laminar sobre una placa plana vertical. Entre
otras .cosas, él andlisis considera -la estructura del campo de

fluido en regiones préximas a una discontinuidad de la temperatura

en la superficie de la placa plana y demuestra la existencia de

und- zona‘ de interaccién viscosa-noviscosa para la conveccién
libre. El andlisis permite que una solucién analitica para la
distribucién de presién pueda obtenerse gracias a que ias
condiéiones en la frontera' para el campo de velocidad son
continuas, lo cual simplifica considerablemente el tratamiento del

problema,

Muy recientemente y en la misma linea del trabajo de Messiter

y LifR4dn (op.cit.), Higuera ([26] estudid el problema de la
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solidificacidédn de un liquido que fluye a lo largo de una placa
plana cuya temperatura presenta una reduccién, desde una cilerta
temperatura que lo mantiene liquido hasta un valor por debajo de
la temperatura de solidificacién., En este trabajo, se describe la
estructura del campo de flujo para regiones cercanas al cambio de
temperatui:a y se calcu;a la formacidén y crecimiento de la capa

solidificada sobre la placa plana.

Finalmente, Zeytounian [27] pfopuso estudiar el flujo
incompresible sobre una placa plana la cual esta expuesta, en una
regién finita de su longitud, a un escalén continuo de
temperatura. Sin embargo, sus comentarios son mas que nada

tem&ticos y de caricter general.

Es pertinente aclarar que éstos tres AGltimos trabajos,
son los Unicos vreportados en 1la literatura, qﬁe tratan
directamente con problemas interactivos relaccionados con la
Transferencia de Calor. Esto claraménte indica que un mayor
eéfuerzo deberd realizarse si se quiere tener una cobertUra'mas_

amplia, esto es, hacia otras disciplinas, de 1la teoria

ﬂinteractiVa.

2.3.Comentarios Finales,

Los comentarios anteriores han servido para formarse una

idea global de lo que actualmente acontece en la teoria de flujos

-laminares externos en el limite asintético de altos niGmeros de
Reynolds. Claramente se ha puesto especial cuidado en sefialar la

importancia que para la transferencia de calor tiene, el aplicar
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la teoria interactiva; en especial 1los tres dltimos trabajos
citados ([25],[26],[27])), dan clara muestra de ello. Por lo tanto,
en un esfuerzo por extender los principios de 1la teoria
interactiva hacia problemas especificos de 1la Transferencia de
Calor, el presente trabajo desarrolla tedricamente, utilizando
tanto técnicas analiticas como numéricas, la estructura
fluido-dindmica de un flujo de capa 1limite producida por un
proceso de expansién térmica, utilizando légicamente la teoria de
las tres capas. En particular se ha seleccionado el problema de un
flujo convectivo laminar sobre un placa plana la cual esta
expuesta, a una cierta distancia del borde principal, a un escaldn
de temperatura en la superficie de la placa plana. Las ecuaciones
gque gobiernan el proceso demuestran que para valoreé de los
nimeros de Prandtl y Reynolds constantes, el problema depende de

un Gnico parametro definido como la razén de la temperatura de la

”placa a la temperatura de la corriente libre. Para valores de este

parametro_cercanos'a la unidad, el conjunto de ecuaciones puede

linearizarse y una solucién puede obtenerse con ayuda de la

transformada de Fourier. En caso contrario; sl el parametro toma

valores mayores Yy diferentes ‘a la unidad, el conjunto de

ecuaciones se resuelven numéricamente hasta que alcanza un valor

eritico el pardmetro por encima del cual se presenta la separacidn

de la capa limite,

Los céalculos determinan las distribuciones de presién,
esfherzo cortante, espesor de desplazamiento y nuimero de Nusselt,
para diferentes valores del parametro de temperatura y tanto pafa
el caso 1lineal como el no-lineal. Estos resultados permiten

anticipar que la existencia de una descripcidén explicita del campo
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de flujo cercano al escaldn de temperatura confirma la validez de
una fuerte interaccién de la capa limite con el flujo externo
potencial. De esta manera, el andlisis presente convalida 1la
utilidad de la teoria interactiva, incluyendo -para el caso aqul
considerado- perturbaciones de temperatura compatibles con las

escalas de la teorla de las tres capas,

Finalmente y desde un punto de vista mas moderno, es
importante enfatizar que independientemente de la aplicacidén que
agui se hace de la teoria de las tres capas, la estructura

matemdtica que esta detrds de la teoria interactiva y aun de la

~ teoria clésica, es justamente el método de las expansiones

'asintbticas acopladas que ha resultado ser una espléndida
herramienta péra' el tratamiento de aquellos problemas que
invdlucran capas limite. BreVemente, esta técnica matem&tica,
permite dividir un probleha env dos © mas zonas, resolver y
”calcular'las'propiedades de interés para cada zona y finalmente
integfar toda la informacién, para producir una solucién global.
' Es pertinente mencionar aun cuando mas adelante ser& visto con
mayor detalle, que el cardcter asintético de la mencionada técnica
deriya de la existencia pafa el problema de interés,'del uso de un
._parémetro grande , en el presente caso tal cantidad es el namero
de Reynolds Yy se 'vera gue Jjuega un papel‘ central en el

establecimiento de estructuras miltiples de capa limite.
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CAPITULO III

ECUACIONES DE MOVIMIENTO
3.1. Introduccién,

En este.capitulo se presentan las ecuaciones de movimiento
para flujos viscosos laminares ; las cuales contienen la
informacién fisica basica que referidas a un elemento de fluido}_
establecen simpiemente la conservacién de masa, la conservacién de
la cantidad de movimiento Yy la conservacién de la energia.
 _Estas ecuaciones deberdn ir acompafiadas de ias correspondientes
cohdiciones en la frontera que den cuenta del proceso de expansién
térmica dentro del 'flujo' convectivo, asi como todas aqUéllas
supdsiciones factibles de ser clertas sobre la naturaleza del
- movimiento del fluido para el modelo en cuestién. Posteriormente,
se lleva a cabo un anévlisis detallédo de las razones tebéricas
'fundamentales que revelan el fracaso de la teoria de capa limite
'ciasica para predegir el campo de'flujo en regiones muy{préximas
| ai éscalén de temperatura. Es aqui, donde aparece el‘ pdntc
neurdlgico que da motivo a un replanteamiento de las ecuaciones de
movimiento, siguiendo los dictados de la teoria interactiva,
Siehdo asi, se prese'ntan los argumentos que hacen viable a 1la
teoria de las tres capas, para estudiar él proceso de expansién
térmicé y esto Gltimo, acompafiado de 1la deduccidn de las

ecuaciones para cada regién. Como se verd mas adelante, las capas
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superior e intermedia son relativamente simples de resolver y su

deduccidén se incluye en el presente capitulo,
3.2, Consideraciones Generales.,

Es bien sabido desde un punto de vista general, que la
transferencia de calor entre un objeto y un fluido que se
encuentran a diferentes temperaturas, constituye un probklema
superpuesto, debido concretamente a la interrelacién que existe
entre el campo de velocidad y el de temperatura. De esta forma,
para poder determinar la distribucidén de temperatura es necesario
combinar las ecuaciones de movimiento con la ecuacidén de la
energia. A simple visté pudiera parecer evidente que la
diétribucién de temperatura alrededor de un objeto de temperatura
diferente a sus alrededores, fuera similar a la distribucién de
velocidades dentro del flujo de la capa limite de la cantidad de
movimiento; claramente la temperatura de 1la corriente se
increménta en un regidén delgada y préxima a la geometria del
objeto y tal situacién en analogia con el fenémeno de flujo
permite hablar correctamente de una capa limite térmica. Sin

embargo; salvo cilertos casos particulares, las soluciones de

semejanza son posibles solamente bajo condiciones muy restrictivas

en las dondiciones en la frontera, de tal suerte que el prdblema'
acoplado de la cantidad de movimiento y la energia es =-en la
mayoria de’los'casos-,,uno en ecuaciones diferenciales parciales.
DevhechO, una de las mayores dificultades que presenta el problema
del escaldédn de temperaturé se origina porque el flujo de calor
local no solamente es determinado por la diferencia local entre la

temperatura de la placa plana y la de la corriente libre, sino que
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es necesario incluir 1la "historia anterior" de la capa limite.
Consecuentemente ,la complejidad asociada c¢on las ecuaciones,
obliga a rescatar aquellos métodos que permiten un manejo mas
acorde con el problema fisico, en este sentido conviene recordar
que el flujo viscoso con altos nimeros de Reynolds sobre un objeto
de diferente temperatura a la corriente libre es, junto con otras
situaciones bAsicas de capa limite, el prototipo de problema de
perturbacién singular. Asi, el primer intento racional para tratar
problemas singulares es la teoria de Prandtl (op.cit.) de la capa
~limite, teoria que por cierto sirvié para verificar posteriormente
que s8solo constituia el término principal de una expansién
asintética para altos nGmeros de Reynolds. El método que permitié
conocer tal resultado, tiene sus origenes en 1los trabajos de
Friedrichs [28), [29] y no obstante la ambigiledad inicial ‘en el
nombre de "Expansiones Externaé e Internas" o "Expansiones
Asintoticas Doblesl"', lo cierto es que al cabo de los aflos el
método.acepté la denominacién hecha por Bretherton ([30] bajo el

| nombre de "Expansiones Asintéticas Acopladas ". Esta técnica fue
_exito'samente désarrollada' y utilizada para flujos viscosos por
Kaplun [Jljf,para estudié; la teoria de la capa limite,y'fue el
| justdménte,quien demostré que 1la teoria dé Prandtl solo era el
término principal de una expansién asintética. Estos comentarios
‘soh necesarios no solamente para iniciar la presentacién de las
| ecuaciones basicas, sino qué también vienen a constituir el marco
de referencia tedrico sobre el cual~se alza la teoria moderna de

la mecénica de los fluidos.

Sea entonces el siguiente el problema clasico dentro de la

transferencia de calor que da sentido al presente trabajo. Se
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considera por simplicidad, un flujo convectivo plano vy
permanente, ademds el flujo posee una velocidad y temperatura de
la corriente 1libre uniformes, con valores dados respectivamente
por u: y T: , con ello claramente el flujo es laminar y forzado,
Bajo estas circunstancias, el flujo incide paralelamente sobre una
placa plana la cual se encuentra expuesta, a una cierta distancia
tomada desde el horde de entrada y en la direccidédn del flujo, a un
escalé4n de temperatura uniforme de valor T;; ciertamente para‘
distancias menores a esta, la temperatura de la placa asume el
valor de la corriente libre. En estas condiciones, el panorama
fluido-dinamico seria el siguiente (ver fig.l): en el borde
ptincipal de la placa plana se inicia el crecimiento de la capa
limite de cantidad de movimiento, incrementindose el espesor aguas
abajo hasta encontrar la 2zona donde se inicia el escalén de
tem_peratura dando origen con ello al crecimiento también de la
capa limite térmica y lo que es aun mas relevante, el impacto
fisico adicional de amplificacién del espesor de cantidad de
movimiento en relacién a su valor original debido al efecto de
expansién del gas. Justamente es éste efecto de expansién térmica
el cual obliga a"replantear las cohsideraciones Y resuitadds
clasidos previamente registrados y que por éﬁadidura ‘no. son
contemplados desde las'ecuaciones de Prandtl; estas son como es
bien sabido, ecﬁaciones de orden principal en el limite de ntimeros
de Rej,molds altos Y para conseguir una ‘descripcién del efecto
expansivo es necesatio recurrir a términos de orden superior en
las ecuaciones de movimiento; es decir, 1lo que subyace como
caracteristiCa principal dentro del fendmeno expansivo es el
recohocimiento intuitivo de que el valor de la ditribucién de

presién dentro y aun fuera de la capa limite pueda ser alterada
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respecto al valor uniforme gque alcanza con una descripcién

cléasica.

Es pertinente aclarar que la descripcidén de este modelo, no
toma en cuenta 1la posibilidad real de tener flujo de calor
longitudinal a lo largo de la placa; sin embargo, esta situacién
es aun mas compleja de ser analizada y no entra ‘en las
consideraciones del presente trabajo. Sin lugar a dudas, es
significativo anticipar que una orientacién hacia este tipo de
problemas que tomen en cuenta la transferencia de calor
longitudiﬁal sea en el futuro, materia de un mayor cuidado y

profundo anAlisis,

Bajo las anteriores consideraciones las = ecuaciones

adimensionales de  Navier-Stokes pueden  escribirse como

(schlichting, ([32))

dpu - dpv
X - oy
| u | du - ap. Gr M |
pU — + pV — = = ~— 4 — T cos X = — ¥ (p-pm) cos X
ax 8y ax R Fr
1 a du 2 du av d au av
+ — — Ul2 — - - —t - + — Y| — F = (3.2)
R ax ax 3 X ay ay ay ax
av.  av dp = Gr M
pu— + pv — == —+ — T sen X - — 7 (p-p) sen

ax 8y ay R  Fr
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d du av
]+———u[-——+—-—] (3.3)

89 80 1 8 89 8 89 ap ap
pu — + pv = — - | + — |y — + Ec |U — + Vv —

ax ay | ay ax ay

+— u® (x,y) (3.4)

donde ¢ representa la funcién de disipacién y esta definida por la

expresién :

en las anteriores ecuaciones R, Pr, Gr, Ec, M, Fr y ¥ representan

»
o !

los parémetros adimensionales definidos por R = p: ur 1 / U
o * v *  x x Lk v %
P""'_u CP/»’{ r Gr:gﬁla(Tw“Tw) /Vm:EC"um/ QP(-Tu'Tm)r

M = u: / c; , Fr = gl*/ u; Yy ¥ =¢p / cv Y son respectivamente
los-nﬁméros de Reynolds, Prandtl, Grashof, Eckert, Mach , Froude y
razén de los calores especificos. Paralelamente, la coordenada
longitudinal x y la transversal y se miden desde el borde
vprincipal de la placa plana y se definen respectivamente como x =
x*/ 1* y Y ='y*/ l*; donde 1 representa la distancia longitudinal
por encima de 1la cual se tiene 1la presencia del salto.
Similarmente, las componentes longitudinal‘y transversal del campo
de velocidad u(x,y), v(x,y) se adimensionalizan con referencia a

.

_ * * * * . P
u, esto es, u = u / u, s vV=yv / u, , asimismo para la presidn
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2
p*/ p:u: , la densidad como p = p*/ p: , la

I

se tiene p
: : * * ,
viscosidad v = v / v_ ¥y finalmente la temperatura con referencia a

la diferencia de temperatura entre la placa plana y la corriente

*
w

trabajar con T = 9% / 9, . Para mayores detalles sobre 1la

libre, ¥ = T*/ (T, =~ 'I':); sin embargo, resultara mas coémodo
simbologia utilizada, conviene consultar la nomenclatura
proporcionada al inicio del ©presente trabajo. Antes de
complementar las ecuaciones con las condiciones en la frontera,
conviene mencionar ciertos limites a las anteriores ecuaciones. En
particular, para el modelo de expansién térmica en el flujo
laminar es permisible hacer las siguientes simplificaciones : Dado
que la veldcidad de la corriente libre es considerablemente mas
pequefia que la velocidad del sonido, los trabajos de compresién y
friccion son despreciables y esto implica que el nimero de Mach y
el de.Eckert sean pequefios. Por otro lado, el numero de Froude
solamente es importante para aquellosvflujos que forman superficie-
libre; es decir, 1los que directamente son afectados por 1la
gravedad; en él'presenté caso la sustancia de trabajo es el aire y
en consecuencia el nimero de Froude tendré' un valor dgrande.
Ademas, la viscosidad del Vaire es pequefia con lo cual para
veiocidades moderadés'que permitan un flujo laminar , el nimero de
_Reynolds tomar&4 valores grandes , finalmente el nimero de Grashof
es importante solamente en aquellas situaciones donde los efectos
'vdé fiotacién'conducen a que la convecciédn libre predomine sobre la
forzada, 1o"cua1’,no 'es el caso para el presente modelo; en

cdnsecuencia”las ecuaciones bajo estas consideraciones pueden
tomarse sin pérdida de generalidad en una primera aproximacién,

como
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— 4 —— =0 (3.6)
ax ay
au au ap
pPU — + pV —— = = —
ox ay ox
1 a au 2 ou av 2] au av
+ M 2 — = ~- 1 — + — + — U + (3.7)
R ax ax <) ox ay ay ay ax
av v ap
CPU — + PV — = =

ox 8y  ay

1] »a . 8v 2 (8u @8v B 8u - av |
+ | ul 2 — = -] — + — + — | — + (3.8)
Yy L° 3

ox 9y 0y 0x

8T T 1 | s aT 1 8 aT ‘
PU —— PV — = M— | +— |u— | (3.9)
ax dy PrR | 8x ax ay ay

Como puede apreciarse del sistema (3.6)-(3.9), se tienen seis
incégnitas ( u,v,p,T,p,u ) para Gnica y exclusivamente cuatro
ecuaciones, de tal forma gque para poder completar y hacerlo

compatible al sistema anterior, es necesario afiadir una ecuacidn
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de estado, junto con una ley de tipo empirico que establezca la
relacién entre la viscosidad u y la temperatura T. En relacién a
la primera situacién lo mas simple es asumir un gas ideal y en ese

caso la ecuacién de estado puede escribirse como :

p’rzsp/ pm (3-10)

A pesar de que para el caso del aire, bhien podria utilizarse
la férmula de interpolacién de Sutherland como ha sido demostrado
por Driest [33] para correlacionar la viscosidad con 1la
temperatufa, ffecuentemente es mas UGtil emplear una relacién
lineal entre estas variables, siempre y cuando la temperatufa no

sea suficientemente alta. Para el presente caso :

j =
Il
~3

(3.11)

- El conjunto de ecuaciones (3.6)-(3.11) forman un sistema de
seis.incégnitas con seis ecuaciones, por consiguiénte el problema
.deber&'compiementarse con las correspondientes‘condiciones'en.lé'
frontera para ihtentar una solucién particulaf. De ellas;_la mas
relevante es la que produée'el efecto de expansién sobre el gas,'
junto con la cohdiciones de no deslizamiento sobre 1la placa plaha
'y el hecho de que la placa es impermeable, esto en las variables

adimensionales toma la forma :

en

o
i
o
-t
i
<
]
o

(3.12)
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Adicionalmente, una condicién inicial sobre la variable x
deberd dar cuenta del patrén de flujo en regiones aguas arriba de
la zona del escalén de temperatura Yy por 1los comentarios
introducidos al comienzo de esta seccién, tanto el perfil. de
velocidad como la distribucién de la temperatura asumen valores

uniformes. En consecuencia, aquella puede escribirse como :

en x=0;y>0 | v=0, u=T7T-=1 (3.13)

Finalmente, para regiones suficientemente alejadas de la
~superficie de la placa plana, el patrén de flujo deberd recuperar
los valores no perturbados ~tanto para la velocidad como para la

temperatura- de la corriente libre y son estos a saber :
X +y? 20 | ve0,u=1,Ts1 | (3.14)

El problema definido por las ecuaciones (3.6)=(3.14)
constituye el punto de partida para el andlisis completo_.del
| proceso de expansidn térmica. Como puede apreciarse, el sistema
-_depende' exclusivamente dé tres par&metros adimensionales : los
nimeros de'Reynolds, R; Prandtl; Pr y la razén de la temperatura
de 1la pared a la temperatura de 15 corriente uniforme, Th / T: .
- Pero al elégir al aire como sustancia de trabajo, el nimero de
Prandtl queda automatidamente determinado con un valor constante e
igual a 0.72 ,por consiguiente los Gnicos parametros que realmente
afectan la solucién del problema son el Reynolds y la razén.de

temperatura. Con lo anterior claramente lo que se pretende es
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encontrar para un valor fijo de Prandtl un conjunto finito de
soluciones seguin se varie los nimeros de Reynolds y la razdén de
temperatura. Sin embargo, la certeza de estar trabaﬂando con
nimeros de Reynolds altos permite el moderno empleo de la teoria
de la capa limite con 15 cual y como se evidenciara mas adelante,
. se élimina la dependencia en una primera aproximacién del ntmero
de Reynolds, Esto tiene por ende, un profundo significado : el
proceso de espansién del gas queda Gnica y exclusivamente
dependiente de la razén de la temperatura. De ser asi, los valores
gue se asignan a este parametro hace posible caracterizar la
evolucidn que sufre el gas desde aquellas soluciones gque son
préximas a la solucién de Blasius, hasta una situacién que

degenera en la scparacidn de la capa limite.

Para poder presentar entonces el esquema que conduce al
desarrollo dindmico de la expansién,del-gas, es necesario revisar
1os-antecedentes que provee la teoria clasica de la capa limite,
Es desde aqui, donde se pucden encontrar las fallas estructurales

que conducen a un replanteamiento de las ecuaciones de movimiento.
3.3. El Fracaso de la Teoria Clésica.

A pesar de ,que' el problema del escaldén de temperatura ha
recibido 'considérable ’atencién por parte de la literatura
éspecializada ( ver las citas siguientes : Chapman, [34], Klein,
[35j,,Donoughe, [36], Spalding, [37] Hartnett, [38] ) y que ademés
ha dadb origen de»hanera genérica, al estudio de la capa limite
térmica sobre objetos con una distribucién de temperatura

- arbitraria, trabajos que por cierto tiene cono referencia obligada

b



i b e s S

SRR .

la solucién integral para el flujo de calor con altos nidmeros de
Prandtl proporcionada por Lighthill [39]; los andlisis anteriores
encuentran severas dificultades si se considera el estudio de 1la
estructura fluido-dinamica en regiones muy préximas al cambio, en
este caso discontinuo, en la condicién en la frontera; cambio que
por clerto no es otra cosa mas gque la presencia del escaldn de la
temperatura. Es importante mencionar que la necesidad de llevar a
cabo un andlisis local para la regidén de salto, sigue muy de.cerca
el estudio equivalente que realizd Goldstein [3] para la regién
préxima al borde de salida, para el caso de una placa plana y

donde se da inicio a la formacién de la estela.,

Por consiguiente para averiguar lo que acontece en esta

regién, es indispensable recurrir a un andlisis local de las

ecuaciones convencionales de la capa limite. Estas se deducen

directamente de las ecuaciones (6)=-(14); sin embargo, se

- pueden suponer preliminarmente ciertas hipétesis concernientes a

la naturaleza del perfil de velocidades. Esto es, el problema'en
cuestién tiené una interesante‘particularidad y proviene del hecho
de_due el perfil de temperaturas queda confinado dentro de la zona
del campo' de velocidad, donde 1la componente de velocidad

lohgitudinal u es practicamente proporcional a la distancia

- transversal y. Esta suposicién que fue inicialmente introducida

por Levéque [40)] para altos nimeros de Prandtl y conocida como la
aproximacién de Lighthill, es igualmente aplicable cuando el
escalén de la temperatura inicia a una distancia x = 1 del borde

principal donde se ha establecido ya un perfil de velocidad. No

obstante, para aplicar estos resultados, es necesario previamente

deducir las ecuaciones de la capa limite, para ello se hace uso de
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las siguientes expansiones :

u = Uo + R-1/2 -1/2 -1/2P o

U1+ * 9 8 ' v = R 1

V1+.."p=PO+R

(3.15)

~1/2

junto con la variable interna de la capa limite y = R Y .

Con estas transformaciones las ecuaciones (3.6)4(3.9) pueden

escribirse en el orden mas bajo en R™'? como :
apU apV
....._.o + —-———o = 0 ) (3.16)
ax ay
: 8Uo BUO opP 8 GUO
pU, — +pV,— = = — + — U — (3.17)
ax ay ax ay ayY - |
oP. , |
—’ = 0 (R (3.18)
ayY
| aT T 1 8 aT |
pPU — +pV, — = R T (3.19)
T ax oY Pr d8Y¥ oY | '

'complemehtadas coh las condiciones inicial y en las fronteras
que’,correspondiendq a las ecuaciones (j.12)~(3.14) permanecen
inalteradas . Antes de intentar una solucién a la ecuacién de la
énergia, es menestér utilizér desde el punto de vista de la teorla
clésica dé»la capa limite, la ecuacién (3.18) que evidencia que la

distribucién de presién es a lo mas una funcién de x, afiadido -al
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hecho de que para una placa plana en el orden mas bajo en R : /

la distribucién de presidén se determina directamente con ayuda de
la ecuacidén de Euler y que sin mayores dificultades , permite
establecer que para el caso de una placa plana tiene el valor de
Fg(x) = constante, resultado el cual al incorporarse a la ecuacién
(3.17) elimina el efecto, en el orden mas bajo, del térmico
forzante originado por la fuerza de presién.

Sin embargo, las anteriores ecuaciones mantienen el signo de ser
ecuaciones de flujo compresible para la capa limite y como tales
son mas dificiles de resolver. Para tal efecto, y bajo el
resultado indepéndiente de Howarthv (41) y Dorodnitzyn [42] eé
"pdsible_‘introducir una transformacién la cual vreduce las
ecuéciones compresibles a una forma pridcticamente equivalente a
~aquellas ecuaciones que -se emplean para. las de un flujo
incompresible; especificamente esta transformacién puede

. expresarse como :

Y
n =J p(x,Y) ay - | (3.20)
. |

Recordan’do' que el escalén de temperatura se inicia aquas

- abajo del desarrollo de la capa viscosa, es entonces posible

utilizar'en este limite la aprokimacién de Lighthill que permite
.escribir formas aproximadas para el perfil de velocidades, en el
supuesto de que la capa térmica es mucho mds delgada que la capa
visdosa. Estas formas para la distribucién de velocidades toman la

forma
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pU =po(x)n , pV=-—~—[0‘(X)nz/2] (3.21)
ax

con esta solucidén para el campo de velocidad, el problema
restante . para la ecuacién de la energia (3.19) con sus
correspondientes condiciones en la frontera puede simplificarse
considerablemente si ademas se hace uso de las siguientes

transformaciones ( ver Higuera op.cit. para mayores detalles )
T =1+ (Tw=-1) 9 (C) ' C=mn/ 8.(X) (3.22)

de esta manera, la ecuacién de la energia satisface la

ecuacidén :

a?y a9 |
— +Pr " — =0 (3.23)
ac ac -
;con.:
9 (0) =1 , O(x) =0 (3.24)

y tiene por solucién a la siguiente expresién :
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G

1/3
J exp(-Pr v 3/ 3 ) dv (3.25)

(9Pr)

&
il
-
1

I'(1/3)
¢

donde v representa una variable muda, I'(1/3) es la funcién
Gamma de 1/3 y 3§ (x) es el espesor de la capa limite térmica vy
queda relacionado con o(x) a través de la condicién de

compatibilidad, dada por la expresioén :

. as 82 do 1
2 T r -
o(x) & — + = (3.26)
dx 2 dx P '

Esta ecuacién ordinaria deberd resolverse con ayuda de una
suposicién razonable para el valor de la funcién o(x) y con alguna

condicién inicial y en regiones proéximas al escalédn de la

temperatura que es equivalente a tomar el limite cuando x - 1.

Para esto puede observarse que para regiones suficientemente

alejadas de  la réQibn'rknmua se inicia el salto, el perfil de

velocidad deberd recuperar el perfil de velocidad dado por la

solucién de Blasius; pero con alguna modificacién debido a la

presencia del escalén de la temperatura. Esto obliga a que 1la

componente longitudinal de la velocidad en regiones aguas abajo

" sea de la forma :

U =t () - (3.27)
donde £ es la funcién de corriente adimensionalizada para el
perfil de Blasius; de esta forma la funcién o(x) puede escribirse

después de ciertas manipulaciones como :
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a(x) = R a ;) ()" (3.28)

donde A = f ;’(0) = 0,33206., Con ayuda de esta expresidén para
- o(x), la ecuacién (3.26) puede resolverse para regiones cercanas
al escaldn de la temperatura, estoves, para cuando x - 1, junto
con la condicidén inicial &(1) = 0, debido a que la capa limiﬁe
térmica inicia su crecimiento en % = 1. El resultado para x =~ 1
produce la siguiente expresidén para el espesor de la capa limite

térmica :

3 1/3
5 (x) = [———] (x -1 )" (3.29)
A .

1772

1/3
R

Pr

Este resultado para el espesor de 1a‘capa'limite'térmicé es
muy significativo.por lo siguiehte. Con ayuda de la variable de
ﬂowarthQDorodnitzyn ec., (3.20) y de 1as'relaciones (3.22) y (3.25)
puedel '.desmostrarse facilmente que el espesor -c'le la capa 1Imité-

viscosa esta dado por :

'av(x)'= 8, (x) J [ 1+ (Tw -~ 1) T(1/ 3,Pc/ 3) /7 T(1/ 3) lac

0

(3.30)

Independientemente de que la integral de la expresidén (3.30)
pueda evaluarée explicitamente los cdlculos son un tanto
irrelevahtes y lo que»meréce especial atencién es justamente el

hecho de que el espesor de la capa limite viscosa resulte también
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proporcional al espesor térmico., Con ello y con ayuda de la
ecuaciédn (3.29) puede verse facilmente que 6v(x) « (X - 1)”3.
Adicionalmente y utilizando la teoria potencial linearizada (ver
Smith, ([24], op.cit. ) puede demostrarse que la correccién de la
.presién P en la expansién asintética (3.15) al flujo potencial
externo es directamente proporcional a la pendiente del espesor de
la capa limite viscosa. Este resultado junto con los anteriores
comentarios, permite concluir que la presidon inducida P se
comporta como @

P o« (x = 1)77

(3.31)
lo cual da un comportamiento divergente para cuando x - 1; es
decir, 1la preséncia de esta singularidad invalida las ecuaciones
.fUndémentales de la teoria clisica de la capa limite en uné region
prbxima x » 1. Asi, el gradiente de presién para regionés'en la
‘vecindad de x - 1-'sefa lo suficientemente fuerte como para
influenciar significativamente el movimiento del fluido, en una
regién muy cercana a la sUperficie de la placa plana y lo gque es
ain mas relevante : el gradiente de presién en P, deja de ser una
pequeﬁa'correQCién para convertirse en un término del mismo orden
de magnitud que los términos inerciales de las ecuaciones

fundamentales de la capa limite,

Consecuentemente, esta caracteristica 1local de la presidn

| P1 ‘en reglones préximas al escalén de la temperatura, altera

significativamente el esquema jeradrquico mencionado en la seccién

2.1, ya que en el andlisis anterior el término inercial de 1la
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ecuacién (3.17) es de orden (x - 1) mientras que la fuerza de
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-5/3

-1/2 X - 1) , como se sigue

‘dP. / dx es de orden RV

presién R
de la ecuacidén (3.31). De esta manera cuando se esta en regiones
préximas al inicio del escalén de la temperatura, la fuerza de
presidén eventualmente sera del mismo orden de magnitud gque las
fuerzas inerciales de orden principal siempre que

-3/8

x =1 =0(R" (3.32)

Asi entonces, cuando la escala dada por la relacidn (3.32) se

mantiene valida dentro del conjunto de ecuaciones fundamentales

para la capa limite, surge un novedoso conjunto de eventos fisicos

que quedan enmarcados en un esquema interactivo popularmente

conocido come la teoria de las tres capas; teoria por cierto que

fue rigorozamente fundamentada independientemente por Stewartson

[43) y Messiter [44] y cuyos argumentos estructurales 'serén

presentados con relativa simplicidad a lo largo del presente

capitulo.
3.4, La Estructura de las Tres Capas.

Para delimitar los eventos fisicos que se originan dentro de

‘la escala donde X - 1 = O(R'S’B) es indispensable remitirse al
anadlisis anterior, donde al menos se han sido delimitado dos

regiones : la primera es una regién cuyas propiedades no solamente

son no lineales y viscosas sino que ademds estas fuerzas son

alteradas por 1la fuerza de presidén inducida P, efecto el cual

fija la longitud de escala (3.32). La segunda regién comprende el

resto de la capa limite y sus propiedades pueden ser linearizadas

debido al efecto predominantemente peguefioc del espesor de
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desplazamiento; claramente el orden de magnitud de estas regiones
lo delimitan respectivamente 1las variables ( y Y y son
respectivamente Y = O(R”’% y ¥ = 0(1). Finalmente es necesaria
una tercera regidn que alcanza a la regién de flujo potencial la
cual relacione a la presidén con el espesor de desplazamiento,
seglin se aprecia de la relacién (3.31) . Aqul se espera que el
espesor de esta regién sea comparable con la escala (3.32) por
consiguiente Y = O(R”a). Son pues ‘estas tres regiones las que
delimitan la nueva estructura interactiva y la naturaleza de la
interaccién viscosa-noviscosa puede describirse mediante los

siguientes argumentos.

Es entonces posible reafirmar que la estructura de las tres
- capas se extiende sobre una distancia longitudinal y alrededor del

p_urito donde la temperatura de la placa plana se incrementa de

* -3/ L : . |
orden 1 R~ . Complementariamente, en 1la direcclidn normal a la

‘placa plana, la estructura consiste de las siguientes regiones :

Una capa intermedia o principal no viscosa y rotacional donde
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como se ha antilcipado, es de espesor 1 R e 1ncluye

. practicamente a la totalidad de la capa limite clasica; sin

embargo, la corriente de flujo en esta zona sufre un

- _ » _ . * -
desplazamiento hacla la zona de potencial de orden 1 R™%/®

A(X),
debido a la presencia de la capa inferior donde el efecto de
expansidén térmica es lo suficientemente fuerte como para ocasionar
_distor¢iones én la corriente de flujo, A(X) representa el espesor
de desplazamiento que deberda ser determinado de las ecuaciones

fundamentales.Si bien la capa intermedia se altera por el efecto

expansivo, la velocidad longitudinal en esta capa es préacticamente



determinada por la solucidén de Blasius, solo gque relativamente
modificada por la presencia de la capa inferior, En

! -
consecuencia, u = fB(Y + R 1”’A(x)].

Para la capa inferior donde esta presente de manera muy
significativa el proceso de expansién térmica, el espesor de esta
capa deberd ser un orden de magnitud mucho menor gue la capa
intermedia, como se puede inferir de la variable ¢ . Si 5
representa el espesor de la capa inferior, entonces debera oéurrir
que 8, « l*R““?, mientras que la velocidad longitudinal u, =

1/36). Equivalentemente, 1los ordenes de magnitud de los

*
o(u1™r
L+ v
‘diferentes términos en la ecuacién de cantidad de movimiento para
'1a capa inferior son V'Vu = O(ui’ﬂ), donde V representa el campo
‘de velocidad, V es el operador gradiente y ¢ juega el papel de la
longitud de la regién de interaccién. Similarmente, para la fuerza

273

2 1% 7 %y y para el

de_ presién (dép / 'ax Yy / p = O(u:ozR'
t_é.r'min:o_ viscoso se tendria que a°u / a’ = O(u_/ 63 ), donde
claramente para arribar a estas consideraciones se ha hecho uso de
- la 1ongitﬁd” de escala (3.32). y de la forma local-'de la
- distribucién de presidn P, expresién (3.31). En consecuencia el
| soportei fisiéo que delimita a la presente éapa, es que estos

términos sean del mismo orden de magnitud y esto sélo ocurre si ¢

L R - *x .
= o(1*RVS) 5/d)y o(u R1/8

, junto con 5 = o(l" R, u )y

"finalmente el orden de magnitud para la fuerza de presidn, Ap =

* .
o(p u, R'"™).

Finalmente la capa superior es distinguible por un espesor
| ko . . .
que va como 1 R™/8 , la cual se extiende en la regidén de flujo

potencial. Como se ha comentado previamente, esta regidn siente la
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influencia de la capa intermedia a través del espesor de
desplazamiento vy 'tal‘ efecto produce perturbaciones sobre la

velocidad y la presién cuyos ordenes de magnitud pueden escribirse

-1/4 x 2 -1/4
y Ap -~ p u R :

. * *
respectivamente como umév/ ¢ - u R ©

(=4
Como se ha comentado previamente, esta 2zona es necesaria para
mantener una relacidén entre la presién inducida y el espesor de

desplazamiento; relacién por clerto gque puede establecerse

facilmente usando la teoria potencial linearizada para superficies

de sustentacidén delgadas y que fue ampliamente estudiada en el
pasado por 'diversos autores, para mayores detalles sobre el
particular se remite al lector al excelente libro de Liepmann y
Roskho [45]. Los detalles de escala de estas tres zonas aparecen
confinados claramente en la fig.1l.

Antes de establecer formalmente el conjunto de ecuaciones
que gobiernan el comportamiento fluido-dindmico que resulta del
pro'ces.o de expansién térmica dentro del gas para cada capa; es
pertinente aclarar que la estructura de las tres capas tiene como
fin principal remober la discontinuidad en la componente de
velocidad transversal y por consiguiente en la pendiente dél
espesor devdesplazamiento, justo en la regién donde se 1inicia el

escalén de la temperatura.

Sirvan pues las lineas siguientes para especificar

detalladamente las ecuaciones de movimiento para cada una de las

capas mencionadas.
3.4.a. Estructura de la Capa Intermedia,

Para iniciar la discusién en esta seccidén, puede
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observarse que la forma analitica de la presidén inducida P, junto

con la ecuacidén de continuidad (3.6) y los comentarios anteriores,

permiten establecer una solucidén asintética de la forma :

-1/8 «~ ~1/4 ~

(u,v,p) = (U (m),0,py) + (R 4, R ¥ R

‘31) + e

(3.33)

(T/u,p) = (1,1,1) + R(Tm,p) + .o

donde Uy (m) representa la solucién de Blasius al perfil de
velocidad y viene dada por 1la ecuacién (3.27) y su forma
asintética para 7 » 0y Xx » 1 es UB - An+ ..., con la constante

A dada posteriormente a la ecuacidén (3.28).

En el 'presen_te caso puede demostrarse que para una placa -
plana la presién ps = 0, Si la expansién dada por 1la ecuaci_éh
(3.33) se sustituye en el sistema (3.6)-(3.9) con ayuda de la:
variable interna y = R'% y la nueva escala longitudinal que

fija la estructura de las tres capas :

x-1=Rg%x | (3.34)

entonces el conjunto resultante de ecuaciones resultan

linearizadas y con ayuda de la transformacién  de

Howarth-Dorodnitzyn (3.20) son de la forma :

—! o+ = =0 (3.35)
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U —'+ U(n) 7 =0 (3.36)

donde la prima sobre U, significa derivada con respecto a 7 .

Similarmente las restantes ecuaciones aparecen como :

6p1 :

—! =0 (3.37)
6T1 ' -
ax

El conjunto de ecuaciones (3.35)-(3.36) puede integrarse

facilmente y en términos de las componentes u y V sera

§ = U m AR, Y = U AR (3.39)

complementariamente
B, = P(X) , T (XM 1 | (3.40)

El hecho de que TI(X}n) + 1 para la capa intermedia se deduce
facilmenté de un acoplamiento con la capa superidr dohde el campo
de temperatura es uniformé. Es conveniente aclarar que tanto A(X)
como P(X) son funciones desconocidas de X y forman parte del
problema completo. Es interesante también hacer notar, que estas

funciones que definen el espesor de desplazamiento y la presién en

‘el campo de interés, deben satisfacer ciertas condiciones de



frontera con respecto a la variable X, asi cuando x- =» 1 que es
equivalente a exigir que 1la variable interna X » - o, la
componente de velocidad longitudinal deberd ser prdéxima al perfil
de velocidad de Blasius, esto es u - U, (Y) cuando X 4 - , esta
situacidén conduce a que A(-w) » 0, Por otro lado cuando X » «» A(X)
se acopla con la forma clésica del espesor de desplazamiento dado
por la expresién (3.30), mientras que la presion P, en las
regiones aguas arriba P » 0y en las regiones aguas abajo ocurre

-2/3

que P1 + (x - 1) cuando x+ * 1 6 X » w ,

3.4.b., Estructura de la Capa Superior,

La capa _superior~ es hecesaria_ debido al efecto de
desplazamiento ocasionado por la expansidén térmica del gas,.efecto
el cual desgraciédamente no es contemplado por las teorias
cdnvéncionales de la capa limite . Ahora bien la naturaleza dé las
e_cuaéioﬁes- en esta regién son de tipo eliptico, po.r lo que el

proceso de expansién transmite su informacién aguas arriba,

alterando significativamentev dentro de la escala X el flujo

potencial. De esta forma, la expansién del gas altera 1la Capa

inferior mediante la interaccidén viscosa y la capa superior.

Para evaluar la forma de las ecuaciones dentro de esta regién
la forma de la expansidn (3.33) y la solucién (3.39) sugieren una

expansién de la forma :

~ ~

(u,v,p) = (1,0,0) + R7(&,,V,,B,) +

(3.41)
(T,u,p) = (1,1,1) + RNT,u,,p) + ...
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-3/8

“¥8 ¢ Al sustituir estas

junto con y = R f vy la x - 1 =R
expansiones en las ecuaciones (3.6)-(3.9) y utilizando de nuevo la
variable de Howarth-Dorodnitzyn definida para el presente caso

Y
como N = J p(X,7)d? se llega al siguiente conjunto de ecuaciones
0

de Euler :

—* + =% =09 (3.42)
oX an
o, ap
S (3.43)
86X X |
av ap |
—F = - P | . (3.44)
8% a7 . |
aT,
-8R | :

~ para este sistema la siguiente simplificacién es posible : se toma

.1a derivada de la ecuacidén (3.43) con respecto a X vy similarmente

la derivada de la ecuacidn (3.44) con respecto a #; posteriormente
se suman las ecuaciones resultantes y haciendo uso ademas de la

ecuacién (3{42) puede'derivarse que la presién 62 satisface una

~ecuacién de Laplace, esto es :
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VHp =0 | (3.46)

es evidente que el acoplamiento de la zona superior con la zona
intermedia, deber& conducir a una de las condiciones en 1la
frontera neceéérias para resolver la ecuacidén de Laplace. De hecho
este acoplamieﬁto se lleva a cabo cuando % » 0 6 7 » «» visto desde
la zona éxterna o la intermedia segin sea la capa que se este
considefando; lo cierto es que el resultado de tal limite conduce
a gque ! |

B,(%,0) = P(X) , V,(R) = =K/ (X) (3.47)

t
1

- por otro lado el acoplamiento de esta zona con el flujo potencial

conduce a que 52'* 0 cuando N * «» , La solucién a este problema de
Laplace ha sido ampliamente estudiado en la literatura en relacién

con el problema aerodinamico de la sustentacidén de cuerpos

‘delgados '(ver Liepmann y Roskho, op.cit.), <circunstancia

‘geométrica que permite linearizar las ecuaciones. Tomando en

cuenta que la ecuacién de Laplaceves una ecuacién lineal, se puede
haqer»usc del principio de superposicién, en el entendido de que
la solucién resultante puede escribirse como una distribucién

continua de fuentes y sumlideros. Estas consideraciones sirven para

~demostrar que la solucidén final produce una relacidn integral

entre la presién y el espesor de desplazamiento de la forma :
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+

A1) dx
X - X

1l
P(X) =-—-—-J
i

-0

(3.48)

‘donde la barra sobre el signo integral representa el valor

principal de 1la integral de Cauchy-Hilbert,

Al igual que 1la =zona intermedia, 1a' solucién de la capa
superior depende del conocimiento de las funciones desconocidas
P(ﬁ) y A(X); en consecuenéia, el conocimiento de estas funciones
solamente lo proporciona la interaccidn que se lleva a cabo entre
la capa superior con la inferior. A continuacién se analiza la
estructura de esta capa, la cual constituye el andlisis central

del presenté trabajo.

3.4.c. Estructura de la Capa Inferior,

Podria decirse sin pérdida de genetalidad, que lo establecido

hasta el momento solo constituye el punto de partida para analizar

el fenémeno de interés : el proceso de la expansién térmica del

gas en 1a capa limite. Ciertamente tal aseveracién queda

ratificada con la presentacién de la capa inferior',‘ donde 1la
néceéidad de fetener en las ecuaciones de movimiento tanto las
fuerzas inerciales, como las viscosas y las de presidn ofigina un
problema G4nico en las operaciones de transferencia de calor'para
flujos de «capa 1limite. Para caracterizar esta regidn es

indispensable mantener presentes los comentarios sefialados en la



seccidn introductoria 3.4., donde el balance principal de estas
fuerzas condujdé a la nueva relacién de escala longitudinal X;
también y de nueva cuenta, las formas de las expresiones (3.33) y

(3.39) sugieren una expansién para la regién inferior de la forma

(u,v,p) = (R O,R v, RV By + ... (3.49)

junto con la variable transversal para la capa inferior

"8 ¥. El uso de nuevo de esta expansién

caracterizada por y = R
en las ecuaciones (3.6)-(3.9) conduce al siguiente sistema de

ecuaciones de tipo parabdélico :

ap0 ap?
—_— t — =0 (3.50)
ag oY - 2
80 a0 ap 8 a0
p0 — + pf — = = — + — M p — - (3.51)
- aRx aY 8%  aY¥ aY | o
ap
— =0 (3.52)
oY |
8T aT 1 aT |
p0 — + p?f — = no— (3.53)
D¢ aY Pr ayY - |

- el acoplamiento de la expansién (3.49) cuando Y » » con la capa

intermedia a través del uso de la expansién (3.33), proporciona la
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primera condicién en la frontera para el sistema de ecuaciones
(3.50)~-(3,53); en particular, conduce a la llamada relacidén de

desplazaﬁiento :
-2 (n+&% ), T9+1 -+ 0 (3.54)

expresién que se obtiene con ayuda de las soluciones (3.27) vy
(3.39); puede verse ademds que en la regién aguas arriba la
solucién del sistema anterior de ecuaciones, debe converger a la
soluciébn no perturbada de Blasius, situacién que puede
repfoducirée con el acoplamiento que resulta entre las expansiones
 (3.49) y el hecho de que desde la variable longitudinal externa X,

ocurre que u -+ U (1) cuando X + -o ., Asi se tiene que :

(0,7,P,A,T) » (An,0,0,0,1), X+ -o (3.55)

Tomando en consideracién que las ecuaciones son de segundo orden
en la variable_?, un conjunto de condiciones para la superficie de

~la placa plana deberd&n de imponerse y son a saber :

, T=0, st %<1 |
Y=0:0=9=0 , T-= | (3.56)
' T=T' sl x?-l |

Es conveniente observar que la relacién integral de la
presién con el espesor de desplazamiento dada por la ecuacién
(3.48), transforma al cbnjunto anterior de ecuaciones en unas de

tipo eliptico, 1lo cual obliQa ‘a 1introducir equivalentemente
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condiciones en la frontera para cuando & -» ® , Para el caso
considerado es suficiente exigir que la presién converga a cero,
dado que en la regién aguas abajo donde ocurre la etapa de
calentamiento convectivo del gas, la solucidén debera retomar 1la
solucién de Blasius modificada por la presencia del salto y es

bien sabido que la relacién P = 0 subsiste, entonces :
P-0 , - o (3.57)

"Por lo tanto y a manera de reslimen el problema local definido
por las-ecuaCiones (3.50)-(3.57) junto con la relacién integral
(3.48), constituye la estructura matemdtica que da sentido ai
proceso de la expansién térmica del gas. Debe reiterarse que la

presibn P(R) y el espesor de desplazamiento A(X), son ambas

funciones desconocidas y la relacién integral que existe entre

ambas, ocasiona gque el problema sea interactivo en clara
cbntraposicién a los problemas clésicos de la capa limite, dchde
régularménte se tiene una estructura de solucién jerérquica..Por
consiguiente para hablar de la solucién de este tipo de sistemas,
deben abandonarse'los algpritmbs numéricos clédsicos de solucidn

concernientes a aquellos tipos de ecuaciones de movimiento de capa

-limite, donde regularmente el andlisis de la zona interna puede

llevarse a cabo siempre que la zona externa haya sido previamente

.estudiada.

Antes'de finalizar el presente capitulo, es oportuno observar
que el factor de escala A = 0.33206 puede removerse de las
ecuaciones (3.50)-(3.57) junto con la ecuacién (3.48) . Para ello

se hace uso de la siquiente transformacién :
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(3.58)

lo que produce el siguiente sistema de ecuaciones, con ayuda de

la relacidén up =1 :

apu 8pVv
X ay
aua au dp a au
pPUA— +pPpV— = = - ho— (3.60)
ax ay dx ay 8y
aT aT 1 4 aT '
pPU— +p Ve = — — { y — - (3.61)
a% ay Pr 8y oy

donde se ha hecho uso de que la presién depende exclusivamente de

la’variable X, ademds las condiciones (3.54) y (3.55) se reducen a

las mismas expresiones, salvo quel factor A desaparece de ellas.

Las restantes condiciones permanecen inalteradas. Sin embargo, el

'-conjunto anterior de ecuaciones compresibles se puede simplificar

atn m&s si se hace uso de la transformacién de

Howarth-Dorodnitzyn, definida para la capa inferior como :

(3.62)

x1

i

>
<1

I

—

©
e
=
<
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junto con

a8y av
pu=— ' pVv=-— (3.63)
8y | D¢

en consecuencia las ecuaciones (3.59)-(3.61) toman la forma :

8y 8%y ay 8%y ap 8°Y
—— .- - =~ —=%t-= (3.64)
8y Oxdy ax ay ax oy

avy aT a¥ aT 1 87T -
— = = e = S e (3.65)
ay 9dx ax dy Pr 38y

“en las ecuaciones anteriores se hace uso de que p 4 = 1 junto con

P T = 1; ademas la ecuacién de continuidad con ayuda de la funcién

de corriente ¥ se satisface identicamente. El sistema anterior de

ecuaciones se complementa con 1las condiciones de frontera

definidas preViamente a través de las expresiones (3.54)-(3.57)
junto con la integral de Cauchy-Hilbert, transformadas
apropiadamente en térmihos'de ¥ ; sin embargo, es m&s conveniente
utiiizar Iun transformacién adicional que permite escribir las

ecuaciones en una forma mas convencional. Para cumplir con este

- objetivo se reserva exclusivamente la préxima subseccién para

presentar, en forma final, a las ecuaciones que describen la

expansién térmica del gas en la capa inferior,
3.4.d. Modelo Final de las Ecuaciones de la Capa Inferior,

" Siguiendo los comentarios anotados en la seccidén previa, se
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sugiere definir las siguientes transformaciones sobre el campo de

velocidad ( Schlichting, op. cit. ) :

G=_"' ! G=-—"‘" (3.66)

lo que permite reescribir el problema local para el escaldédn de

- temperatura como

du ov
- + - =0 (3.67)
ax ay
_8u _ au ap  a8°u
u—;+v——_—=-T-—:+——;—2- (3.68)
ax ay ax ay -
_ 8T _ar 1 a°r
u—-;+v—_—;=-—-—-—:-é- | (3.69)
ax ay Pr 8y |

Yy las condiciones de frontera se transforman en :

G-y + A(R) T a1 (3.70)

<1
i
8

o s 4]

~ donde A(X) = A(R) [ (T - 1) dy , debido al uso de la variable de
| . ] |

Howarth=-Dorodnitzyn



X » - 0o 3 (a,v,p,T) » (y,0,0,1) (3.,71)

eny =0 , Vx u=v=0 , T=1+(Tw - 1) H(X)
(3.72)

X * o 3 p 0 (3.73)

en la ecuacién (3.72) la funcién H(X) representa la funcién de
Heaviside, Esto permite un manejo mas simple del escaldén de
temperatura y finalmente la relacidén integral entre la presidén y

el espesor de desplazamiento :

dA(xJ ax,

(3.74)

0 dx .x-x1

o 1
p(x)=—-—J
m

que en ddntrasté con la teoria clasica de la capa limite,
transforma el problema aparentamente parabélico -segln se aprecia
de las ecuaciones (3.67)-(3.69) - en uno de tipo eliptico. De esta
manera, el sistema de écuaciones (3.67)=(3.74) exige'el empleo de
algin tratamiento numérico . para el Caléulo de la solucién, dada la

naturéleza no-lineal del modelo matemdtico. Como puedé observérse;
el sistemé anteriof depende fundamentalmente de dos Gnicos
- parametros : el namero de Prandtl Pr y la‘razén de temperaturas Tw
como se habia prévisto anteriormente. Si bien es cierto que una
solucién rigurosa deberia darse para diferentes valores de estos
pafametros, en el presente trabajo se supone que la sustancia que
incide sobre 1é»placa plana es aire en cuyo caso, el valor del

nimero de Prandtl queda determinado; por ello el problema local de
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la expansién térmica del gas, depende Unica y exclusivamente de la
razén de temperaturas Tw, paradmetro que regula y patentiza 1la
presencia del escalén de temperatura. Los valores que se asignen a
este parametro serdn cruclales para caracterizar el tipo de
metodologia empleada para resolver las ecuaciones de movimiento.
En particular, para valores de este parametro cercanos a la unidad
el tratamiento del problema puede seguirse con ayuda de la
transformada de Fourier, dado que en este limite el problema puede
ser linearizado y el préximo capitulo da cuenta de los detélles
que conducen a la solucién lineal. Contrariamente, para valores de
Tm_muy'diferentes a la unidad la solucidén lineal impide ver una de
las caracteristicas mas relevantes de la teoria de las tres capas:
su estructura anticipa el fenéméno de la separacién. Por ello, un
capitulo _pdsterior' analiza la solucién no-lineal mediante el

empleo de técnicas numéricas.
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CAPITULO IV

ANALISIS LINEAL

4.1, Planteamiento.

Para analizar lo que ocurre cuando el parametro Tw es préximo
a 1a'unidad, lo cual es equivalente desde el punto de vista fisico
a exigir que la temperatuta de la superficie de la placa plana es
préxima al valor que tiene la temperatura de la corriente libre;
situacién qhe solamente perturba debilmente el campo de flujd; es
Gtil introducir el parémetro de perturbacién definido como 8w = 1
- Tw, tal qué Bv  « 1. Asi pues los valores asignados a este’
parametro pérmiten suponer gque el flujo'aguas arriba caracterizado
a través de la condicién (3.71), experimenta solamente una pequefia
perturbécién; de tal suerte que para analizar tal comportamiento

se sugiere emplear los siguientes desarrollos :

| l-.-l = ; + 9“ GO+ O'oo ! ‘-, = 9\" §0+ s e
5 = 9" p°+ s e e ) K = Qw A0+ s : o
- | (4.1)
p = 1 = 8w To ' u = 1+ Ow To+ " e
T'= 1 + GN:I\'O + 6“2 fi‘t : ) T = 1 + GH Tot+ .+

1

Deberd observarse que en particular la expansidn propuesta
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para la distribucién de temperatura en potencias de 6w, incluye
términos hasta de orden cuadratico; la justificacién sobre tal
consideracién proviene de que la presente teoria lineal produce
cambios significativos en el perfil de temperatura s6lo si se
toman en cuenta términos de tal orden; en cualquier otro caso, si
solamente se retienen términos de orden 6w, la integracién de la
ecuacién de 1la energia conduce exclusivamente a la bien
conocida solucién de Lighthill para el cédlculo del nimero de
Nusselt ( Lighthill, op.cit, ) como lo demuestran los c&lculos

siguientes .

Con ayuda de los comentarios arriba seflalados y haciendo uso
de las expénsiones anteriores, las ecuaciones (3.67)-(3.74).de la
capa inferior definidas en la secciédn 3.4.d, se transforman en el
siguiente conjunto de ecuaciones lineales hasta términos de orden

e %

9o Vo _ '
- + — = 0 | (4.2)
ax oy |
'n ~ ‘ 24\
_ Guo n dpo d "Uo
Y — + Vo = = —— 4 —- 3 (4.3)
ax : dx ay '
A 26
_ dTo 1 87 To |
Y = (4.4)

8% Pr @ ?
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con las condiciones :

; = 0 Ue= Vo= 0 T =0 y To = [H(;()
SE"'W:UO"O,Vo*o,po"o,%o*o,T1"0

)
do Ro+ J To (x,y) dy
§ + o 3 J | 0

TO'.O ,&‘1*0

‘junto con la integral de Cauchy-Hilbert :

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Para simplificar el procedimiento de la integracién de las
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ecuaciones, primero se analiza el sistema hasta términos de orden
6w, La razén para proceder asi, es bastante simple : los términos
de orden &u dependen del conocimiento de lo que se tenga para
términos de orden inferior. Bajo esta situacién, una atenta mirada
al sistema de ecuaciones permite distinguir que la ecuacién de la
energia (4.4) aparece desacoplada de la ecuacién de la cantidad de
movimiento (4.3); en consecuencia, 1la distribucién de la
temperatura puede obtenerse con relativa facilidad. Para ello se

utiliza una variable de semejanza definida como :

1/3 = =1/3

n = (P)'7 ¥/ X (4.11)

lo que reduce la ecuacidn diferencial (4.4) a una de la forma :

d " To ) dTo
—,, +3 1 —, =0 | | (4.12)
dn dn - | |
‘sujeta a :
n. = O : :I\‘Ov:: H(;) t n' ) w0 : ‘i:lo ) 0 (4013)
cuya soluciébn puede escribirse como :
Pr _
rq/ 3,—y ") |
. , 9% o

I (1/3)
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Pr
donde I"'(1/ 3 , — §3) representa la funcién Gamma incompleta
9%

y se define como ( Abramowitz y Stegun [46] )

'(a,x) =J et t31 gt (4.15)

'con_el conocimiento de la distribucién de la temperatura es ahora
posible plantear el problema restante pafa la cantidad de
- movimiento, donde la principal modificacidén ocurre en la condicién
(4.8) dado que ahi la presencia del perfil de temperatura, regula
la relacidén de desplazamiento. Por consiguiente, introduciendo la
ecuacién (4.14) en la (4.8) se obtiene el siguiente conjunto dé

‘ecuaciones necesarias para calcular el campo de velocidad :

dUe dVo . '
-+ —:= , _ o - (4.16)
ax 8y |
_ duo dpe 67 Uo |
Y —+ Vo= = — + '_z (4.17)
ax dx a8y | |

Y la condicién (4.8) se reduce a :

) ) . ‘91X3F(2/3) - 1/3 _
Y * o U * Ao(X) + vE H (x) (4.18)
r(1/3) pr
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mientras que las restantes condiciones iniciales y de frontera

permanecen inalteradas.
4.2.Aplicacidén de la Transformada Directa de Fourlier,

Para resolver el sistema anterior de ecuaciones para la
canﬁidad de movimiento, se emplea la técnica convencional de la
transformada de Fourier. En particular, tal transformacién se toma
con respecto a la variable x y definiendo 1la transformada

directa de Fourier de una funcién arbitraria g(x) como :

+00

g.(w) = J' g(x) e~iW X 43 (4.19)

-

las ecuaciones (4.16)-(4.17) en el espacio de Fourier se

- reducen a :

- av -
iwu +—="=0  (4.20)
oy |
) | a%u
lwyu +v, ==iwp + — - (4.21)
' F F F 6)-(2

con las condiciones :
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y = 0 . uF - VF = 0 (4.22)
_ 9'/7r(2/3) r'(4/3) -
Yy o ¢ u, =+ A + (4.23)
F F Prl/3r(l/3) 2_”1.4/3 w4/3

mientras que la condicién de interaccidn se reduce a :

PF = |w| AF | | (4,24)

si la ecuacién (4.21) se deriva con respecto a y y se utiliza en
la ecuacién resultante la ecuacién de continuidad (4.20), el
resultado final es la ecuacién diferencial de Airy (ver Abramowitz

y Stegun, op. cit.) para la primera derivada de u_ :

87u_ . ou
—, - dwy — =0 - (4.25)
oy | ay

‘cuya solucién para el presente caso puede escribirse como :

— a,B(w) AL [ (i)' §) | | ‘(4.26)

_dbnde Al representa la funcién de Airy y la constante B(w) puede

encontrarse si se hace uso de las condiciones (4.22) Yy ('4.2_3)

67



o

junto con la ecuacién (4.24), el resultado de tal procedimiento

conduce a :

3 K ['(4/3) w'’?®
sl w > 0
o i2/3(84/3+il/3w4/3)
B(w) = (4.27)
-3 KT (4/3) w'’°
st W < 0
am 127/3(8%/ -1 3,4 3)

donde 6 = [~3A1(0)]¥* =0.8272, y K = 9'°r(2/3) / pr°r(1/3).
4.3.50lucibébn Lineal de Orden 6w .

Para completar- la solucién del problema lineal es ahora

- necesario recurrir al teorema de inversién compleja (ver carrier

~et, al, [47) ) y los resultados para la distribucién de presién ,

el esfuerzo cortante en la pared y el espesor de desplazamiento

son :

!

(%)

K 6wl (4/3)6%"7 Jm [(1+¢ 3 s *°) cosesk

2M o S1/3(1+ /‘3 84/3 + 58/3)‘
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vV 3 + s*?) sen esXx ]
- ds

sl/3 (1+ /3 54/3 + 88/3)

(4.28)

K3 I"'(4/3)6w

o1

ot
l

-
!

(s'”?(cos esx+(V 3 +25'’7 )senesx)]ds

“2nAL "t (0) [o (1+/ 3 s*7° 4+ g%77

(4.29)

VaER

2

4/ 3

473
=]

o [2(1+ ) Senfsx-s

cosésx] ds

. o . T(4/3)
K(X)== 6w K {X'H(X)- :’3J
S - 2086

> 1+V 3 s*’? 4+ sa/?

(4.30)

- las soluciones - anteriores son vAlidas para valores tanto

pdsitiﬁbs como negativos de X y’la variable s se relaciona con la
vafiable de Fburier watravés de s = w / 6 . Paralelamente las
| diferentes soluciohes'que se obtienen dependiendo de que x < 0 ©
bien,qﬁe X > 0 corresponden a cerrar el contorno de integracidn
siempre que Im w > 0 Im < 0, réspectivamente; donde Im representa
de manera compacta la parte imaginaria. Aun cuando los resultados

Y conclusiones son reservados para el capitulo 6, donde se discute

la naturaleza fisica de las ecuaciones (4.28), (4.29) y (4.30),
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considerables progresos se .pueden hacer sl se complementa la
informacién que proveen las anteriores ecuaciones, «con la
estructura asintdética de estas soluciones. La razén que da sentido
a tal aseveracidédn radica fundamentalmente en el hecho de gque un
andlisis asintético revela las principales caracteristicas fisicas
del problema matemdtico. Por consiguiente la relevancia de este
breve andlisis proviene de considerar la existencia de los limites
de las anteriores ecuaciones para cuando X+tm y X « 1, En el
primer caso, las correspondientes expresiones después de clertas

manipulaciones produce :

] ro4/3) 1 _
- A(xX) - - K 6w =5 = - (£2X)TH(X) + ...}, X0t oo
| ne (tx) |
(4.31)
SN2 Kew /%, s %o
B(x) - | | - (4.32)
o 2 23 R

2(3) 'K 6w / (=Xx) +o04, sl

Bwﬂ('l"(4/3) A1 (0) / 3Y%r(2/3) (%)Y P+, s %o a

st
]
e

. y (4.33)

172

-26w K T'(4/3) A1(0) / 3Y%r(2/3) (-6%)" +...,81 X »=u
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Estas expansiones son oportunas para hacer los siguientes
comentarios: la ecuacidén (4.31) muestra claramente que para X » -w
X(X) ~ 1 / X y en consecuencia este resultado ratifica, en este
limite, la solucidén de Blasius. Seguramente es mejor apreciado si
paralelamente se observa lo que ocurre en la expresidén para la
presién, Esta conduce cuando X + -» a que P(X) ~ 0 , lo que puede
interpretarse como una de las evidencias mas relevantes del valor

de la distribucién de presién, para el caso de la placa plana

desde la perspectiva de la teoria clasica de la capa limite.

Similarmente, la ecuacién para el esfuerzo cortante conduce a que
en este limite T - 1. De manera complementaria, Para valores de la
variable X tales que X -+ w, el comportamiento asintético de las

| | —,
anteriores ecuaciones produce que A . - x'?,

Este resultado tiene
un especial sighificado + claramente seflala una evidencia de que
el proceso de expansién térmica es 1lo éuficientemente importante
como para ocasionar un cambio relevante en el valor del espesor de
desplazamiento y ademas muestra la concordancia que existe entre

este andlisis y los resultados de la seccién 3.3 ( en particular ,

es conveniente consultar las expresiones (3.29) y (3.30) que

___determinan, desde la teoria clasica, la forma del espesor de

desplazamiento). Sin embargo, tales variaciones del espesor de

desplazamiento no son aun suficientes  para alterar

'significativamente el valor de la distribucidén de presidén, para 1la

cual p ~ 1 / X cuando %X -+ « . Para obtener significativas
variaciones de pmesién es indispensable recurrir al otro limite
intermedio para cuando x « 1 , ya que bajo estas circunstancias la
expansién térmica del gas cambia de manera dr&stica el valor de

las anteriores propiedades fisicas. Asi, tomando el limite para
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cuando x « 1 se puede demostrar que |,

2/3

p(X) - Keur(4/3)6*°|lc - 3m(ex)¥’/ r'(2/3)| / 2n, wmientras

. que el esfuerzo cortante cambia su valor de 1-0.4182 6w en x=0 a
1 + 0.6970 6w en X = 0', En la expresién anterior c representa una

.constahte que puede determinarse; sin embargo lo realmente

-3aj 1mportante>es la forma analitica de la expansién, que muestra un

'l_cpmportamiento de 1la forma p(x) - =-%~°, lo cual claramente

faﬁanifiesta las deSviaciones a la solucién de'Blasius . Finalménte,

"'a;_el salto discontinuo que se produce sobre el esfuerzo cortante, es_

'*77fr7un resultado esperado debido a que en este limite, la estructura

735; de 1as tres capas se vuelve singular. Justamente esta singularidad

'r?-}ifen*m-l teoria interactiva solamente - puede ser. corregida;rj

.f."?_;:_.;:_;_-kintroduciendo otra regién para la cual X - 1 = O(R

%) . Esta

{?jgfotra regién fue descubierta por Stewartson ( [9], op. cit ) ywéém;;“"“

"*77fconoce actualmente como la regién central- ahi las ecuaciones son}1

'y*ffftotalmente elipticas y son indispensables si se quzere suavizar ela.iiv“'

*55ffifvalor singular dalj‘ esfuerzo . cortante. -:Sinr' embarqo,j. lasi;'f

“7rrfafdificultades asociadas para esta otra regién estan mas allé de losaA

h[fjfalcances estructurales  del presente trabajo Como comentarlos‘“ |

H‘f:;adlcionales a esta seccxon se puede agregar que los resultados de‘gfﬂa.'

'qfifla expresiones (4 28), (4 29) y (4. 30) se pueden apreciar en elA

"‘faf,capitulo de conclusiones a través de las flguras 2, 3 Y 4,

““i?frespectivame"te"

_4.4,'Soluci6n'Lineal de orden 6. .

- Para concluir el presente capitulo, se desarrolla la solucién

AL para’ el problema restante en la temperatura "I\'l' . Como se habia
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indicado anteriormente , esta correccién es necesaria para
modificar la solucidédn clasica de Lighthill para el valor del
nimero de Nusselt, El andlisis complementario aquil desarrollado,
confirma la importancia que la teoria de las tres capas introduce
a través del proceso de expansién del gas, al proporcionar una
nueva prediccién para la transferencia de calor. Por lo tanto,
'para entender el papel que juega la expansidén térmica dentro del
fdrmalismo de la capa inferior, es indispensable incluir 1la
distribucién de temperatura %1 a través del cdlculo de la ecuaciédn
(4.5) y sus correspondientes condiciones en la frontera. Aun
cuandd este sistema se podria resolver con ayuda de los calculos
realizados para o, Vo y To, es de esperarse que los cambios en Ti
ocurren en regiones muy préximas a la superficie de la placa
plana; por consiguiente, para analizar 'es-té regidén que aparece
contenida dentro de la escala transversal de la capa inferior, es
conveniente introducir la variable y = o / P2, Adicionalmente
la ecuacién_(4.17) se deriva con respecto a y para trabajar con el

esfuerzo cortante como variable dependiente; entonces las

ecuaciones (4.2), (4.3) vy (4.5) se transforman en :

A A
dUo dVo ‘
e (4.34)
ax éo
A A

— = (4.35)



A A A "

1 d " T1 o) oT1 A 8To A /3 dTo
-~ —— = Uo——— + VoPr (4.36)
pr!’? ac? prt’? 8k 8% ac
A r(1/3, o'’%/ 9x) _
donde To = H(x), y las restantes condiciones en
rqa / 3) -

la frontera permanecen inalteradas. Las ecuaciones para la
cantidad de movimiento pueden resolverse facilmente vy 1los

resultados en términos del campo de velocidad se pueden expresar

como
A I'(1/3) A H(X)

Uo= . A(x)+ o 4.37

rez2/3)pe'/? ( p.2/3 ( )
A C(1/3) ( (9%)'7° A(R)=~3 A(X) (9%) " ?7? o §(%) o
Vo= = e - ——

2 I'(2/3) { (ox) 2’7 } pr273 2 Pr

. (4.38)

.dohde 5§ (X) representa la funcién delta de Dirac. Claramente, las
compdnentes de la distribucién de la velocidad Go Yy ve dentro de
| esta aproximacién, aparecen como funciones lineal y cuadratica de
"'Zla' coordenada o, respectivamenté, lo que se entiende como una
aplicacién mas de la aproximacién de Lighthill, Por otro lado, el
anélisvi's de la transformada de Fourier proporciona la ecuac'ié_n
(4;30) para el espesor de desplazamiento ﬁ(i) . Por lo tanto, la

ecuaciébn de la energia para T se puede simplificar

considerablemente si se sustituyen los valores de us, Vo t To y el
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resultado en funcién de la variable o es

3
o
N A r—— - 1/3 A
82T apn T(1/3. g% ) (X)Pr r(1/3) A(X) H(x)
- O = - ~ ~ + o
80 ® 3% r(1/3) {F(Z/S) P! oxyt’? pe?’?
. ox AL -
prt/% @70 /9% { 902 [ r(1/3) A(X) H(X) ]
+ H(x) = +  ——
r'(1/3) (9x) "’ 9% L pea/aypet’® (ox)'’  pr?70
' =173 Moo VA - -.-2/3 -2 '-. 2
iy [ - r(1/3) [(9x) A(x)=3A(X) (9x) ] o s(x) o ]}
= 3 Pr -
r(z/3)pr2’? (9%) 273 2 pr 2
(4.39)
con.; '
o=0 : T= , 04w T = 0
(4.40)
X <0 : ™ = 0 , X 9 T = 0

Para simplificar la ecuacién anterior de la energia, debera

observarse que los términos que involucran a la funcién &(x) son

'irreleVantes en todo el rango de la variable X ,'ya que debido a

las'propiedades de la funcidén delta, puede demostrarse que tanto
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para valores finitos como para valores préximos a cero de la
variable X , estos términos se hacen identicamente iguales a cero,
Por lo tanto, para resolver la ecuacidén en %1 se propone como
solucién Ti1 = o [ exp(-¢°/ 9% ) ] ¢(X) H(X), de tal forma que se

obtiene una ecuacién diferencial ordinaria para ¢(x) :

. A, - -
d¢  12¢ 9 A XA(R)  20(2/3) (9%)'TTH(R)
=T T VR LS * 1/3
dax 9x  2I'(2/3)(9%) 3 r(1/3) Pr
(4.41)
con 1a.condicién :
X o i ¢ =0 | (4.42)

El sistema anterior es trivial y la solucién puede escribirse

como

3

o | }_»fu _ (A(R)+RA(R)  2r(2/3) 9% ‘77 o
A9 o e 9X Jx 5 Y T(I/3) [ By ] H(x) dxh (x)
Ti=- - . |
2 T(2/3) (9%)""7 ] (9% 173

(4.43)

Finalmente 1la comparacién entre el ndmero de Nusselt
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modificado y la solucién que proporciona el andlisis integral de
Lighthill produce después de clertas manipulaciones la siguiente

expresién ;

. 31/3 pw Pr1/3R1/2
Nu = NU/ - -1 =
| r(1/3) (x-1)'7°
A o AN -
r(1/3)ew| A(X) 2 T'(2/3) 7 X A(x)ax }
= _ t - t —= J 7751 H{X)
2?(2/3) (9§)1/3 3 I'(1/3)Pr 1/3 27X o (9%)

(4.44)

'dbndé se reitera que R(i) lo proporciona la ecuacién (4.30) y en

_consecuencia el nimero de Nusselt esta completamente determinado.

" f f'Eh  1a'\fig.5 del capitulo correspondiente a las conclusiones

éparéce' la gréafica cqrrespondiente y claramente se observa la
‘ 5qorrécci6n a la aproximacién de Lighthill. Adicionalmente en esta
'. mlSm5 'grafica se puede ‘apreciar que el nimero de Nusselt es
j_disCéntinud'en X = 0 , lo cual es un resultado esperado dado al
“~,¢ambio discontinuo en la condicidén en la frontera. Finalmente, el

analiSis asintético para el nGmero de Nusselt muestra que ,

r(1/3) 1
Ow ] 1/3

Nu - [ 1+ , —— cuando x » 0 y correspondientemente
. 2T (2/3) %
1/3

Nu - X cuando X * » lo cual confirma la fisica del problema.
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CAPITULO V
ANALISIS NO LINEAL

5.1, Introduccién,

Para dar sentido a la presente seccién deberd recordarse que
los valores asignados al parédmetro Tw determinan un esguema
distinto para resolver las ecuaciones de la capa inferior., Asi se
ha visto en el capitulo anterior, que para valores préximos de Tw
cercanos a la unidad, se puede obtener una solucién lineatizada
con ayuda de 1la transformada de Fourier. Sin embargo, la
existencia de tal solucién proporciona solamente informacién sobre
un proceso débil de interaccién libre entre la capa inferior y la
zbna exterha. Por consiguiente, para describir la existencia de
tal interaccién, es indispensable que no sean restringidos los
valores del parametro Tw. Dada la naturaleza no lineal del
~cbnjunto de ecuaciones (3.67)-(3.74) es facil entender que para
valores arbitrarios y no nécesériamente cercanos a la u_nida.d de
" Tw, la posibilidad de encontrar una solucién analitica por
técnicas_ convencionales al sistema anterior no es actualmente
factible, Por ello, cualquier alternativa de solucién solo puede
- generarse con el empleo, en general, de alguna especifica técnica

nGmerica. En particular, la eleccidén de cual es la mas correcta

- depende directamente de la naturaleza especifica de las

ecuaciones, pero enfaticamente habria que seflalar que la

exclusividad del sistema de ecuaciones presentes, obliga a
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construir un algoritmo particular de soluciédn. sﬂ?m @151&!3 i LJJL
®OE LA BBLSTECA
Es importante también afadir que la secuencia del anédlisis
numérico adoptado en el presente capitulo, permite obtener
soluciones vAlidas para valores de Tw tales que la evolucidn hacia
la separacién de la capa limite y la separacién misma gqueden

contempladas dentro del esquema nimerico.
5.2. Generalidades sobre el Esquema Numérico,

Aun cuando en la literatura especializada se han utilizado
una muitiplicidad de técnicas para tratar problemas interactivos
incluidos 1los que generan estructuras de tres capas (ver al
réspectO-la excelente obra de T.Cebeci y P.,Bradshaw, [48]); la ley
de interaccién dada por la ecuacidn (3.74) introduce una
dificultad adicional : la naturaleza eliptica de la capa superior.
'Esté dificultad como ha sido reconocido por Veldman y Diijtré
[49], 6bliga a tratar simultaneamente, desde el punto de vista
nﬁmérico, a la presién y al espesor de desplazamiento, 1lo cual
marca justamérite la Caractelristica intrinseca de todo problema'
- interactivo de caracter eliptico. Desde esta perspectiva general
seﬁaladé»por Veldman y Dijkstra, el presente andlisis sienta las

‘bases para el esquema numérico desarrollado.

En particular el algoritmo de solucidén desarrollado para el
conjuntcr'de ecuaciones (3.67)=(3.74) puede entenderse bajo las

siguientes etapas de caracter general :

~* Con ayuda de la solucién lineal proporcionada en el capitulo
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anterior, las expresiones para la distribucién de presién y el
espesor de desplazamiento son utilizadas para generar los

perfiles iniciales,

* TLa informacién anterior se puede aplicar para resolver
simultaneamente las ecuaciones parabdlicas Jjunto con la ley de
interaccién y 1las condiciones en 1la frontera. Es importante
ehfatizar gue la implementacidén de un criterio de convergencia
local para cada estacidén deberd ser garantizado, con el fin de
- obtener convergenclia local; esto exige que los valores previamehté»
‘conocidos en una especifica estacién sean incorporados después de
la convergencia local domo condiciones iniciales para 1la préxima
'estacién de la malla numérica. Este ©proceso deberéa Ser'
indéfinidamente repetido hasta completar el rango de la variéble 

_x.'

* La disposicibn anterior evidentemente no prevé que los nuevos
valores de la presién y el espesor de desplazamiento coincideh con'
".lbs:utilizados inicialmente. Esta dificultad obliga a emplear un
: critgrid .deflconvergencia global gque permita garantizar la

:donﬁéréencia total de las ecuaciones Y que conduzca con ello a qué

1os.calcu105 sean detenidos.

* Por lo anterior el parimetro seleccionado para garantizar la
convergencia global lo proporciona el espesor de desplazamiento.
ﬁ(i), como ha sido sugerido en diferentes problemas interactivos,
en particular ver los trabajos fundamentales de Burgraff y Jobe
 (dp.cit.) y Veldman y Dijkstra (op.cit.); en el presente caso este

criterio se implementa mediante la condicién :
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nueva anterior

(5.1)

la cual permite tener una exactidud de cinco digitos en el espesor
de desplazamiento. En consecuencia la comparacién de la nueva A(X)
‘con la anterior determina si el programa dentro de la exactidud

seflalada converge,

* El1 esquema anterior dificulta enormente en tiempo de mAgquina 1la
convergencia globa1. Consecuentemente , para disminuir el nGmero
‘global de iteracciones se suglere el empleo de la relajacién sobre
el espesor de desplazamiento, en particular se utiliza 15

fé4rmula :

X(x) =B & + ( 1-B ) A (5.2)

anterior nueva

hasta que la diferencia entre ambas A(X) sea menor que 10°. Aqui,
B representa el parametro de relajacidén y deberd determinarse con
‘diferentes ensayos de convergéncia que vuelvan éptimo el tiempo

" global de convergencia.

Los punﬁos, anteriores constituyen de manera deneral el
esquema nhlUmerico desarrollado. Para mayores detalles sobre este
'algbritmo7e1»apéhdice A proporciona el correspondiente diagrama de
'flujo utilizado en el presente trabajo. Las lineas siguientes
_desériben con mayor detalle 1los aspectos metodolégicos

~desarrollados para la solucién numérica de las ecuaciones
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(3.67)-(3.74).

5.3. Formulacidén en Diferencias Finitas de las Fcuaciones

Parabdélicas para la Capa Inferior,

Para implementar en diferencias finitas las ecuaciones
parabdélicas junto con las condiciones en la frontera, esto es,
las ecuaciones (3.67)~-(3.73); se utilizé 1la técnica de Keller

(ver Cebeci y Bradshaw, op.cit. para mayores detalles) la cual es

‘ampliamente conocida como el método de la Caja. La técnica en si

tiene varias caracteristicas deseables que la hacen muy apropiada
para la soluciébn de todo tipo de ecuaciones parabdlicas., 8in
pérdida de generalidéd podria decirse gque las principales ventajas
del método de Keller.quedan resumidas en los puntos siguientes
a) exactitud de segundo orden con variaciones no uniformes en el
espaciamiento tanto de x como de Yy, b) facilidad en 1a
programadién de un gran namero de ecuaciones acopladas. En
sintesis la solucién por este método puede obténerse medianﬁe las

cuatro etapas siguientes :

‘1. Reduce las ecuaciones en este caso para la capa inferior a un

sistema de primer orden.
2. Escribe las ecuaciones resultantes en diferencias finitas con

ayuda de las diferencias centradas.

3. Lineariza las ecuaciones algebraicas a través del empleo del
método de Newton.
4, Escribe las ecuaciones lineales en forma maticial.

5. Resuelve el sistema lineal mediante algin método de
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eliminacién.

Si se sigue con mayor detalle las etapas anteriores e
introduciendo previamente el cambio de variable (3.66) u = a¥ / 8y
y v = - 8V |/ 6x ; es posible ademas definir nuevas variables
dependientes U(X,y), V(X,y) y T(X,y) tales que las ecuaciones de
la cantidad de movimiento y de la energia, esto es, las ecuaclones
(3.68) y (3.69) respectivamente, pueden reescribirse como ( la

ecuacién de continuidad se satisface identicamente para ¥ ) :

ay

— =U (5.3)

8y -

au | o

8y | |
8V ap U av ' |
-—— =T —=+U —=-— V (5.5)
8y ax - 8x 8% ‘

aT |

ay

1 8T aT - av¥

Pr 8y ox  ax



discretizan conforme al punto medio (X

Como se puede apreciar el sistema de ecuaciones (5.3)=(5.7),
es un sistema de primer orden seglin establece el punto uno del

método de Keller. Las condiciones en la frontera expresadas por

las ecuaciones (3.70)=-(3.73) permanecen inalteradas salvo que en

donde sea necesario se remplaza U y v por la funcién de corriente

¥ , esto es :

Y=0:U=0,¥%¥=0,T=1+4 (Tw=1) H(X) (5.8)
Yy o3 U-Yy+A(x) , T=-1 (5.9)
ia-mauﬁi,ﬁao,'rﬁl | (5.10)

Una vez establecido el sistema de ecuaciones de primér orden

el paso siguiente es escribirlas en diferencias finitas.

'_'ConVthionalmente, la técnica de Keller propone escribir las

~ecuaciones (5.3), (5.4) Yy  (5.6) ‘en términos del punto medio

n

o x, §J§1/z) del segmento P1P§ seglin se aprecia eh la fig.6'.

-Equivaléntemente las restantes ecuaciones (5.5) y (5.7) se

n-1/2' yj-l/a)

PPP P, . Complementariamente, la definicién del método de la Caja

permite establecer un rectdngulo en el plano X V¥ tal que la

: discretizacién tanto de X como de y vienen dadas por las

expresiones :
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X =0, X =x _+K n=1,2, ... , N (5.11)

YO = 0’ YJ = ?J-l + h] j = 1, 2, e ’ J (5012)
y
~ Pa Pa
-4 yj '
l l
|
- | _
T yj-l/a T T T T 7 T T T 7 hj
| ,
|
- |
-t ¥ j-1
P4 k P1
n
0 ...% ...JI ..11 > X
xn-l Xn-‘l/z xn

‘Fig.6 Malla discreta para el uso del método de Keller.

con ayuda de las consideraciones anteriores y utilizando el

cambio de variable z°® = X , las ecuaciones pueden escribirse como :

-1 n n n : | ‘

hy (Y5 = Y)-1)= Ujs-1/2 | (5.13)
-1 n n n ‘ | | :
hy (U3 - Up) = Vy=ir2 (5.14)
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hy (Ty - Ty1) = Ty-1r2 (5.15)
n-1/2 n-1/2 - n-1/2 n-1/2 n-1/2
av 1l 1 op 8l oy
_ == | T|— + (U — - |— W
oy )-1/2 3 \z 2 j=172 dz j=1/2 dz j=1/2
(5.186)
n-1/2 n-1/2 n-1/2 n~-1/2
1 (8T 1l 1 aT ay
- | = - 5 v — - |— T (5.17)
Pr |3y J-1/2 J |z az j1s2 az j1s2 -

Las ecuaciones anteriores deberdn completarse con las

correspondientes condiciones en la frontera, sin embargo dada la

 forma trivial que estas adgquieren su presentacidn se pospone hasta

el uso del método de Newton, donde en forma compacta se presenta

‘el sistema linearizado de ecuaciones. Sin embarge, antes de

proceder con tal etapa, es posible reducir las ecuaciones aln mas

si se utilizan aproximaciones en diferencias finitas para cada una

de las derivadas que aparecen en el conjunto de ecuaciones

anteriores. Ademas, tomando en consideracién que los valores de
o =l n-t n-1 n-1 n-1

‘las funciones WJ , MJ, VT, y T, se conocen para 0%)sJ j

entonces se tiene un sistema no lineal de ecuaciones para las
' n - n n n n

incégnitas %J, (UJ,WJ,TJ,FJ , el cual puede resolverse con ayuda

- del método  de Newton que consiste brevemente en el

~procedimiento siguiente ( Keller, op.cit. ) :se introducen las
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iteracciones Wﬂu“,wﬂzu,vj ( i = 10,1,2,... ) <con valores

iniciales iguales a los de una estacién x arbitraria y para las

iteracciones subsecuentes se emplea las expresiones siguientes ;

1+1 { i 1+1 1 |
v vieseylo, oy u'+su
el _ - i 1 _ | i
JW = \}l + & \VJ , T ‘TJ + & 'T'J
t"M=1'+s 7' (5.18)

Si se sustituyen las aproximaciones (5.18) en las ecuaclones
(5.13)=(5.17) y se desprecian términos cuadraticos én las

cantidades que invblucran a las 8’'s , puede demostrarse después de

" mdltiples manipulaciones que tal simplificacidén conduce a un

sistema de ecuaciones lineales de la forma :

| ' | hj . - | |
swj,- squ-';— (aluJ + §Uy4) =‘(r1)J (5.19)
, : hj , |
.quJ - 5“—',-, - -2-- (awj + SWM) = (ra)j"1 (5.20)
» h) : |
GTH- aqu - ;— (SFJ*+ avrx) = (rE)J_1 (5.21)
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(1), 8V + (S2) 8V

| + (SB)J(SWJ + (Stl)J Ay

J=1 J-1

+(Ss), 8U  + (Se) 8U _ + (S7) 8T + (So) &T . = (r,)

(5.22)

-(B1) 3T + (B2) 8T + (B3) 3, + (Ba) Y, +

(Bs) BU  + (Bs) SU,

4 (B7) 8T+ (Bs) BT

+ (BQ)JBWJ + ({5‘10)}15%!]'_l = (rS)J (5.2?)

‘donde los Coeficientes S, B and r se definen por simplicidad en

el apéndice A y se elimina por comodidad el superindice 1 sobre

las cantidades que involucran a & . La discretizacién de 1las

condiciones en la frontera son omitidas dada su simplicidad. De

- tal forma que el conjunto completo de ecuaciones (5'.1'9)-(5.2'3)'

puede escribirse de manera. compacta utilizando la notacién

| matricialvmediantevla forma :

AS =R (5.24)

y la solucién al correspondiente sistema puede llevarse a cabo

junto con la integral de Hilbert, mediante algln método‘especifico

de eliminacién; en particular, aqui se utilizé el método de

descomposicién de matrices.
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Por otro lado y al igual que otros procesos de interaccidn
libre, se prevé que el proceso de expansién térmica dentro de la
escala x induzca cambios de velocidad mas répidos que aquellos que
ocurren en regiones externas, por ello, es (Qtil emplear una malla
"no uniforme. En particular, se ha hecho uso de una la cual la
razén de dos longitudes adyacentes permanezca constante( ver para

mayores detalles Cebeci y Bradshaw, op. cit.) . Esto puede ser

ilustrado para la variable y . Ya que Y, = ¥+ hi , entonces se

elige hy = Kh de tal forma que la distancia a la j-ésima linea

y-1!
se calcula con ayuda de la férmula siguiente :

-
Il

1,2,404,3, K> 1 (5.25)

En eéta ecuacién aparecen dos parémetros : la longitud holdel
primer incremento Ay en y y K, la razén de dos incrementos
sucesivos. Ambos son pardmetros gque se fijan segin el tipo' de
problema ; en el capitulo siguiénte se asignan valores'especificos
a estos parametros. Complemeﬁtariamente, el nimero de puntos J se

calcula de acuerdo a la férmula siguiente :

Ln [1+(K=1) (Ye/ho)]
Ln K

donde Yy, representa el valor de y para el cual se alcanza el borde
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externo de la capa inferior. De manera correspondiente, también
con el mismo esquema puede construirse una malla no uniforme para
la variable longitudinal x y los valores numericos asignados a

todos los parémetros incluidos son presentados en el préximo

- capitulo.

5.4.Discretizacion de la Ley de Interaccién

(Integral de Hilbert),

Finalmente es indispensable tratar la aproximacién discreta
de la ley de interaccidén dada por la ecuacidn (3.74) que establece

la relacidén entre la presidén y el espesor de desplazamiento. La

forma en que se lleva a cabo tal prdcedimiento_ consiste en 1la

formulacién que para ello ha sido proporcionada por Veldman y
Dijkstra (op.cit.) y reteniendo el uso de 1a variable z° = % .
Inicialmente el método de Veldman propone discretizar la integral

como una suma finita de términos, esto es :

A'(z )dz 1 A?

N j+1/2
3 Z . h - (5.27)
27 =2 z‘-(zj+h/2)

- 0 J:l

Tt
il
=1+
_—,

y utilizando diferencias finitas para la derivada del espesor de
desplazamiento puede demostrarse después de ciertas manipulaciones

que la ecuacién (5.27) puede reescribirse como :
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P, =R, +Z C, A (5.28)

donde

1 { 1 1 }
C = e - (5029)
1) n 3 3 3 3

x
]
~ I

en consecuencia lla relacién - (5.28) acepta una representacién

 similar a la desarrollada por Veldman y toma la forma :

| . | =1 N
' ' = A - N (n=1) _p4fn=1)
A B +C AA=p =B ~C A Z C A Z C, A, Ri ,
o : j=2 J=1 41 ’
(5,31)
| donde B= 5p4"51 . La relacién anterior es justamente la

combinacién lineal de la presiédn con el espesor de desplazamiento

la cual debe ser utilizada simultaneamente para calcular las
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ecuaciones de la capa inferior para cada estacién i,

Las figuras 7,8,9,10,11 y 12 del capitulo siguiente muestran
los resultados de 1los correspondientes célculos numéricos, asi
como también la correspondiente comparacién con la solucidén lineal
del capitulo previo, especifiqamente para la presién y el esfuerzo

cortante.
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CAPITULO VI

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Antes de destacar las conclusiones mas relevantes que se

‘originan del andlisis de la separacién de la capa limite debido a

un escalén de temperatura uniforme; conviene hacer previamente un
balance general gque notifique el caracter fisico de los
principales resultados , asi como el impacto que estos tienen

sobre la teoria clidsica de la capa limite.

Siguiendo la estructura presentada a lo largo del presente
trabéjo, conviené entonces dirigir la atencién inicialmente a los
resultados que se originan con ayuda de la teoria lineal. De las
figs; 2 alas se pueden'apreciar estos resultados pafa el caso de
la presién , esfuerzo cortante , espesor de desplazamiénto Y el
nimero de Nusselt, respectivamente. Es importante seflalar que

estas propiedades fisicas han sido normalizadas en funcién del

| parametro de perturbacidén 6w. De estas gaficas se desprenden los

coméntarios siguientes » en la fig.2 se puede apreciar claramente
como ei ‘proceso de expansién en la capa inferior ocasiona
inicialmente un incremento en el valor de 1la presién y es
justamente esta fuerza de presidén magnificada a través del
gradiente de la presién la cual tiene una gran influencia en
regiones préximas a la pared de la placa plana, donde la presencia

de los términos convectivos se hacen mas pequefios. Como puede
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también apreciarse en la regidén central de esta figura, aparece un
salto en el gradiente de la presién pero no en la presidén misma y
esto es indicativo de la teoria de las tres capas donde solamente
se alcanza a corregir la discontinuidad del gradiente del espesor
de desplazamiento , Siguiendo el rango de las x positivas puede
notarse que abruptamente la presidn disminuye alcanzando valores
menores que la presién del medio ambiente , y subsecuentemente se
inicia un.incremento que alcanza asintéticamente el valor de la
presién del medio ambiente para valores grandes de x. Es
significativo sefialar gue tanto aguas arriba de la regidén central
salto como aguas abajo de esta misma regién, la distribucién
inicia y termina justamente en la soluciones que predice la teoria
cldsica que para el caso particular se reduce a la solucién de
Blasius., Paralelamente, la fig.3 muestra el esfuerzo cortante
evaluado eh la pared . Para valores negativos de X ; el impacﬁo
del'gradiente de presidén desfavorable tiene un profundd efecto
sobre el esfuerzo cortante, esto es, la presencia de fuertes
gradientes de presién ocasionan que los términos convectivos
disminuyan ocasionande que el esfuerzo cortante sea alterado
considerablemente,'al grado de ser desviado de sh valor que tiene
“asignado con la teoria clésica. Esta disminucién del esfuerzo
.cortante seﬁala de manera muy destacada el papel que Jjuega la
presencia de los gradientes de presién ocasionados por la

expansién térmica del gas, sobre la dinamica del gas.

~Por los comentarios anteriores puede decirse sin pérdida de
generalidad , que 1la teoria lineal permite responder a la
interrogante central del presente trabajo : 1la exiStencia del

fendmeno de la separacién de la capa limite. Para ello basta
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considerar que T = 0 , lo que con ayuda de la ecuacidén (4.29)
conduce a que el fendmeno de la separacién se produce para un
valor de 6w = 2,391 para Pr = 0.71; que en términos del parametro
T« puede escribirse en general para cualquier valor de Prandtl
como Tw = 1 + 2.68025 Pr'’®. De esto, puede concluirse que el
fendbmeno de la separacidon de la capa limite, es cada vez mas
dificil de obtener si el nimero de Prandtl aumenta. Sin embargo,
es . importante aquilatér que estos resultados se mantienen
solamente.validos para pequefias perturbaciones, esto es, cuando el
escalén de temperatura apenas se desvia del valor de la
témperatufa uniforme de la corriente. Para valores positivos de x
el esfuerzo cortante salta de manera discontinua a valores
positivos y alcanzando también de manera asintética la evoluciédn
pbtenida por la teoria clasica.

Posteriomente la fig. 4 destaca el comportamiento del espesor
de desplazamiento. Como puede apreciarse, 1la curva muestra que
aun para valores negativos de x , el efecto de la expansién
térmica comienza débilmente a haderse presente. Lo anterior sirve
para descubrir que el efecto del escalén de temperatura perturba
aun aguas arriba la fluidodinamica del gas; lo cual confirma la
naturaleza eliptica de las ecuaciones . En las regiones donde X es
positiﬁa, el ,espesof de despazamiento crece continuamente
reproduciendo »la’alteracién que tiene el proceso de ex‘pansién‘
vtérmica sobre el gas, conduciendo este crecimiento al valor
-prqporcionado por la - teoria clasica. De manera muy
| particular, conviene destacar que la presente teoria lineal
permite eliminar la singularidad en la pendiente del espesor de
desplazémiento justo en ‘el origen ; como se ha comentado en

capitulos anteriores, el valor negativo de la pendiente del
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espesor de desplazamiento es justamente la velocidad transversal
corregida al flujo principal y el hecho de due esta no sea
singular en el origen y aun menos en todo el dominio de la x ,
convalida el uso de la teoria de las tres capas para el problema
del escalén de temperatura; aun mediante el uso de la teoria

linearizada.

Finalmente dentro de 1los cdlculos previstos en 1la teorlia
lineal, la fig.5 muestra la comparacién del presente andlisis para
el nGmero de Nusselt con la solucién asintética proporciohada por

Lighthill -(op.cit;) . Claramente cuando ‘Nﬁ = 0 se obtiene la
._SOIuCién de Lighthill y adem&s la presente correcién verifica la

singularidad en el origen debida a la interaccidédn libre con el

. flujo _rio viscoso., En particular, las correciones se hacen mnés

notorias para valores pequefios de la variable X .

‘Los dbméntafios anteriores provistos por la teoria clésica,
‘sirven como antecedentes para la presentacidn de los c&lculos

"-numéricos.'sin embargo y de manera anticipada, conviene hacer las

Siguientes | observaciones en cuanto a los parametros que

"-in_te_r__vienen en los calculos numéricos. En partidular todos los

_.célculos para_el presente algoritmo fueron llevados a cabo en un

"'sistéma'IBM/4381. Las operaciones llevadas a cabo se escogieron en

~base a una malla no uniforme donde los limites de la variable
lonéitudinal se £fij6é en los extremos 5 y el borde externo de la
- capa inferior se eligié eh §e = 8 , Debido a que la malla no era
'unifbrme, las etapas iniciales para los incrementos en X e Yy
fueron AX = Ay = 0.05, similarmente la razén de dos intervalos

adyacentes se tomdé respectivamente como 1.04 y 1.02. Ademas se
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eligieron 57 nodos para la direccidn transversal lo cual es mas
que suficiente para cAlculos gue involucran flujos lam{nares (ver
Cebheci y Bradshaw, op.cit,) y correspondientemente para 1la
coordenada longitudinal fueron tomados 80 estaciones, Cabe sefialar
que la elecciédn de todos estos parametros, estuvo 1ligado
directamente a diferentes corridas del programa, de tal forma que

con ayuda de la experiencia previa de otros autores y los ensayos

propuestds, fue posible optimizar los valores de todos 1los

pardmetros involucrados de la red no uniforme. Adicionalmente

y dado que el problema depende del nimero de Prandtl, se eligié

:como_base de cdlculo un valor de Pr = 0.71 junto con la relacién
| dejChapman-hubesin, U p = 1, Clertas dificultades iniciales se
-encontraron para obtener una convergencia global dentro de la
| -Qxéctithd. tolerada., Para"corregir_ tales problemas se utilizé
'reiajacién'para el.espesor de desplazamieﬁto y en particuiar, ée
  311916.gn valor de.B = 0}85 para el par&metro de relajacién (ver
; ¢athQ1o 5 para la_definicién de este paréametro). De esta_manera; 

~ para valores por debajo de este valor el tiempo de convergencia se

iba ampliahdo Yy para valores por encima de este no se obtenian

cambibé"Significativos. ~Justamente el hecho fuhdamental que
- condujé al uso de la relajacién, fue el resultado de que para
']'Valores' de B = 0.5 1la presencia de fuertes oscilaciones

:prihcipalmente en el esfuerzo cortante y el flujo de calor

oc§Sionaba>divergencia en la solucién. También conviene destacar

~ de manera secundaria, que en la discretizacién de las ecuaciones

| de movimiento'y de la energia para la capa inferior el uso de los

promedios longitudinales fue también afectado por un factor de

- relajacién para acelerar la convergencia local. Pero de manera

global, fueron necesarios de 80 a 100 ciclos globales de
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iteraccidédn para garantizar la convergencia absoluta dentro de la
tolerancia aceptada. Con estos comentarios, 1los resultados del

andlisis numérico aparecen en las figuras de la 7 a la 12,

En la fig. 7 puede apreciarse la evolucién de la distribucién
de la presién para diferentes valores del pardmetro de temperatura
Tvw. Como puede verse a medida que el pardmetro se va
incrementando, el proceso de expansién térmica del gas va
gradualmente modificando el valor de la presidén hasta alcanzar un
valor de Tw « 3,0 , donde el incremento desfavorable de la presién
ocasiona una disminucién tan drastica en el valor del esfuerzo
cortante en 1la pared, como para producir valores del esfuerzo
dortante.idénticos con cero, indicando la presencia del fendémeno
de la separacién de la capa limite. Esta evolucion del esfuerzo
‘cortante para diferentes valores del pardmetro Tw se puede
: apreciar en la fig.8. Para valores del pardmetro Tw mayores a este
‘valor critico el esfuerzo cortante se hace cero y el anédlisis
presente _deja de ser valido, especialmente para estudiar esta
nueva estructura donde zonas de recirculacién y eventualmente
- ZQnas de readherencia pueden estar presentes. En particulér, los
calculos numéricos mostrabaﬁ fuertes oscilaciones para valbres del
par&metro Tw mayores a 3 y las dificultades asociadas a estas
nuevas regiones que exigen un replanteamiento de las ecuaciones
basicas, permiten entrever que a posteriori serd necesario emplear
| técnicas ‘numéricas mas sofisticadas que las utilizadas en el
presente tra'bajo. De manera similar como fue sefialado para la
distribucién de presién, el esfuezo cortante alcanza
asintéticamente la solucién de Blasius y la modificada de Blasius

para regiones tanto aguas arriba como aguas abajo del origen. En
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manera particular en X

la fig. 9 aparece la evolucién del espesor de despazamiento para
diferentes valores del paramtro Tw. Al igual que la teoria lineal
las presentes predicciones sefialan un notable incremento del
espesor de desplazamiento y aun de mayor magnitud que la
proporcionada por la teoria lineal. De igual forma los calculos
numéricos confirman la validez de la teoria de las tres capas al
retirar la singularidad de la velocidad normal en el origen. Desde
el punto de vista fisico, el valor de la pendiente del espesor de
desplazamiento gue se relaciona con la velocidad normal tiene
justamente un valor maximo én el origen lo cual es una respuesta
esperada, debido a la presencia de los gradientes longitudinaleé
de presién que atenuan los términos convectivos en regiones

préximas a la superficie de la placa plana.

Por otro lado la fig. 10 muestra el flujo de calor
adimensional definido como q = 8T/dy y evaluado en la superficie
de la placa. Lo mas catacteristico de la curva presente, radica en
que a_medida que el parémetro Tw se va incrementando a su vez
también el valor del flujo de calor se incrementa de manera

notable y muy particularmente en regiones préximas al origen. De

il

0 el flujo de calor se vuelve singular

~en mutuo acuerdo con la teoria lineal debido a la cbndicibn

discontinua en 1la temperatura y la interaccién con 1la zona

externa. Finalmente las figs.11l y 12 muestran respectivamente las

'comparaciones de la presidén y del esfuerzo cortante en la'pared

con ayuda de ambos andlisis. En particular, el andlisis 1lineal
sobreestima los valores de la presidén referidos al andlisis no
lineal, asi como también para el esfuerzo cortante. De hecho el

valor critico necesario de Tw para alcanzar la separacidén, con
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ayuda de la teoria lineal produce un valor de ew«w= 2,391 para un
numéro de Prandtl de Pr = 0.71, mientras que 1los cdélculos
numéricos predice un valor cercano al 2. Esto claramente permite
concluir gque la presencia de los términos no lineales en las
ecuaciones fundamentales de la capa inferior son de tal magnitud
que anticipan el fenémeno de 1la separacidén; 1lo cual es un
resultado esperado dado que la presencia de gradientes de presidn
mas fuertes que las predichos por la tecoria lineal deben conducir
mas facilmente a la separacién ocasionad& por el escalén de

temperatura.

Por 1los comentarios arriba seflalados podria afadirse
resumidamente las anotaciones siguientes : el proceso de expansién
térmica para un cambio discontinuo en la temperatura de la pared
fue analizado a la 1luz de ‘una nueva teoria interacti?a' que
mantiene como principal caractristica, la de inducir una regién de
‘interaccién entre zonas internas y de flujo potencial. Se encontré
que el gradiente' de presién es desfavorable en regiones aguas
arriba del escalén de temperatura y una vez que se inicia el
salto,- abruptamente el gradiente se vuelve favorable hasta
'alcanzar avsvintvéticvamente la' solucién de presiédn uniforme. Como
cbntraparté a esta situacién , el esfuerzo cortante se ve sujeto a
una disminucién en su valor, llegando a una situacidén critica para
Tw ='3, donde"la separacién se hace presente. Este valor de Tw
critico no es de ninguna manera universal ya que los resultados
presentes se mantiene estrictamente validos para Pr = 0.71. Sin
'_embargo, se puede concluir con la teoria lineal que el fenSmeno de
la separacién se irada atenuando a medida que el numéro de Prandtl

se vaya incrementando. Para valores superiores al valor critico de
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Tw = 3, la existencia de zonas de recirculacidén y posiblemente de
zonas de readherencia invalidan 1los resultados del presente
trabajo; lo cual dirige la atencién en un futuro inmediato a
establecer nuevos esquemas tanto del planteamiento de modelos
matematicds como de algoritmos numéricos si no mas sofisticados si
mas eficientes. Se puede prever que cuando la separacién se
lleve a cabo, el gas aguas arriba eventualmente 1llegard a
calentarse lo cual puede conducir hipoteticamente a un proceso de
enfriamiento para poder mantener la temperatura de la placa aguas
arriba del esdalbn de temperatura, con uln valor uniforme. Sin
embargo, si una condidién adiabatica se aplicase a esta porcién de
1a. placa aguas arriba del escalén , entonces antes de que la
separacién tome lugar la porcién de la placa sujeta a la condicién
adiabitica podria evéntualmente entrar a un proceso de acumulacién
de calor 16 que ocasionaria un calentamiento gradual para esta
parte de la placa y conduciria a una hipotética reduccién de la
ihtensidad-de la singularidad; siendo posible la desaparicién de
la separacibh. Este fehbmeno'pudiera conducir a un comportamiento
oscilatorio; sin émbargo, elucidar estos aspectos esta mas alld de

las posibilidades del presente trabajo.

| Para finalizar es interesante comentar la influencia que
'-pueden tener los resultados del presente trabajo en el contexto de
interrelacién que puede originarse con ramas afines. En particular
se habla mencionado en el restGmen inicial que en mdltiples
ocasiones 1os>avances bdsicos en una area especifica pueden ser de
gran utilidad en otras disciplinas. Estos comentarios finales
vienen.a relucir especificamente dada la relacidén existente entre

la prediccidén de numeros de Nusselt y la teoria de la combustidn
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en flujos de capa limite. En el pasado y muy recientemente grandes
avances se han hecho en la comprensién de los principales
pardmetros fisicos que intervienen en la combustién gue se lleva a
cabo con quemadores cataliticos estables; para un excelente repaso
sobre lo que acontece a este respecto se sugiere consultar el
trabajo de Pfefferle y Pfefferle [50], donde ha sido
minuciosamente presentado el estado del arte de la combustidn
catalitica. Dentro de este contexto los trabajos de Mihail vy
Teodorescu t51], Ahluwalia y Chung (52], Lifidn y Williams [53],
Lifidn y Trevifio (54] ayudan a entender mas particularmente los
mecanismos de ignicién y extincidn de reacciones cataliticas sobre
geometrias especificas y en este sentido, la modelacién matematica
del fenémeno fisico en la mayoria de los casos hace uso de la
aproximacién de Lighthill para la transferencia de calor entre la
superficie catalitica y el gasvoxidante. Por ello, los célculos
para la transferencia de calor evaluados en el presente trabajo se
puéden convertir en una excelente metodologia que sustitﬁya
anteriores aproximaciones, en el entendido de mejorar modelos ya

existentes. De igual forma y muy ligado al problema de la ignicién

en capa limite, han aparecido en la literatura una diversidad de

trabajos que han wutilizado frecuentemente 1la aproximacién de

Lighthill; en particular los trabajos de Trevifio y Méndez [55],
Méndez et. al. [56] pueden ser utilizados como referencias basicas

para corregir tiempos Yy distancias de ignicién desde la

| perSpectiva de los resultados obtenidos en el presente

trabajo. En este sentido muy recientemente el trabajo de Trevifio,
Stittgen y Peters [57) analiza con la teoria de la capa limite de

orden superior, 1los gradientes de presién generados por la

~expansién en la capa limite ocasionada por la combustién de un
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combustible s6lido. Aun cuando en este trabajo no se llega a
emplear el formulismo de 1la teoria de las tres capas, los
resultados ahi desarrollados sirven como punto de partida para
establecer un andlisis riguroso con la teoria

interactiva.
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APENDICE

En este apéndice se presentan los coeficientes que aparecen en
las ecuaciones (5.19)=-(5.23) junto con el diagrama de flujo y el

correspondiente listado del programa numérico.

Con relacién a los coeficientes estos se definen mediante las

siguientes expresiones:

: -1 an 1 a&n n-1
(S1), = uph, + —¥, =~V .,
2 2
-1 an | an n-1
.(33) = uphj + —y - ﬁ“quja

an i an n-1
(84), = —V + —V

(S5) = = |
(s5), = -t

(SB)J = oanH
o @n ~n ~n=-1
(87), = ~—(p =P )
, 2 '
_' ' ' an ~n -
(Se), = ~—(p - P )
2
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MO -1 an i n-1

(B = byt — W, =)
MP -1 an | n-1
(Ba) = = by b = =)
&n i n-1
(B3)) = —(T, + Ty_.)
an i n-1
(B, = —(T , + T,
an i n-1
(Bs)) = (T =T ,)
| an i | n=1
(Bo) = ——(T =T ,,)
L an ,
(B7), = ""2--(11J * V.,
o o an 1 n-1
(_BB)J '-—--"-;(Uj-l Uj-l/a)

(B9), = (Bi0) = 0

: ' -1
' n-1/2
‘donde  an = [SRn(Zz) J

| \ i
(ri)J = WJ-I - wj'+ hJWJ_1/2

1 { i
(1:'4)J = uJ“ - uJJ + thJ_V2

i j ]
(rS)J = TJ-i B TJ hjvj-lfa
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n-1 -1 |
Rj-uz = Hp

[wa,

+ an{W

(r,)

-1 i n=1 P
~Gn wj-lfzwj-llz N wj-l/zwj-lfz

i
+ -
hy (V) +8V -V sV ) }+

J=tr2

' |
an{(w V) + Y oV

{ n ~n-1 | n
2 ¥ 2“)-1/26[“1-1/2] (P =P )Tj-1/2 - (P -
n-1 1 n-1 n-1 1 -1
j-wawj-x/z Vie2%¥ 0,0 - w}-vzwj-l/a =Y

R L (N QY B |
=T, {hj (T) = T),) + an(y T)

- on [(UJ "I')'

+ wn-l .u.l

] J

j-172 J=1/2 * wj-l/ZSwj-I/Z’.

J-1/2

| + n=1 i - n-1 I
j-1/2 =172 j-1/2 =172 j-1/2

' ' n~-1 |
J=1/2 " }-1/2 vj-uawj—uz]}
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up

n=1  _ Tyl -1 -
T = hj ('U'J + 8T} '[I'j__1 5'[1']_1_) +

J~=1/2 Pr

atn [(w v):__w

- an {(nu T) e * U

o™t s

=172 )-1/2

n-1 i
wj-‘l/avj-llz

+ wn-l

\
J-1/2

n-1

jm1/2

1

T

=172

i

J=172 }-1/72

‘Wj-va |

. vn-i wl

i |
+ z(wjasu'j + Y, 8T

i

J-lfzau

J=1

J=1/2

™' sU

j-1/2

J=1/2

j=172

J=1/2

| !
+ 'UJGM{, + 'vj_laan_I)

n~1 {
=172 j-1/2

+

n~1
- vj-vza‘i’-vz}



p—— Entradas de A(X),F(X)

Calouls valorss

iniciales
80-100 ciclos de

jteracciones

Catoula 2 capa

Limite

_ )
Es An-Ra ¢ {0 rpara
¢ada estacion x ?

Esxz=x 7
final

Alx) y P(x) catisfacen las
ecs, do 13 capa limite

Caloula R(x) de Ia
integral de Hilhert

420, 854n + 0, 1542

no -7
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Solucion,
salida de datos

DIAGRANA DE FLUJO
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LISTADO DEL PROGRAMA DE COMPUTO

PROGRAM INTERACCION LIBRE PARA EL ESCALON DE TEMPERATURA

ESTE PROGRAMA RESUELVE EL CONJUNTO DE ECUACIONES
(3.67)~(3.74) QUE DESCRIBEN EL COMPORTAMIENTO DEL PROCESO DE
EXPANSION TERMICA DEL GAS COMO CONSECUENCIA DEL ESCALON

DE TEMPERATURA EN LA SUPERFICIE DE LA PLACA PLANA TOMADO A
PARTIR DE UNA DISTANCIA FINITA DEL BORDE PRINCIPAL .
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA,NP,NX,NXI,NO,NXT

COMMON /BLO1/ X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AAl,AA2,AA3, AAd

COMMON /BLO2/ ETA(301),F(301,4),U(301,4),W(301,4),
1 T(301,4),G(301,4)

COMMON /BLO3/ X(1001),AA(1001,2),P(1001,2)

COMMON /BLO4/ ABD(28,1505),D(1505,2)

DIMENSION ITEST(1001)

DIMENSION ETAS(301),FS(301),US(301),WS(301),TS(301),GS(301)
NX=1

ITMAX=15

IBAR=1

PR=.71D0

WRITE(6,%) 'TW ? '

READ (5,%) TW |

WRITE(9,*) /TW= / ‘)W, ’ PR=',PR

SRORONONS!

DEFINICION DE LA RED TRANSVERSAL
CALL REDT (NP)

DEFINICION DE LA RED LONGITUDINAL
CALL REDL(X1)

0N 00 0ooan

HISTORIETAS DE PRESENTACION DE RESULTADOS
NS=10
NSD=0
NSP=10 v
WRITE(6,*) / NS,NSD,NSP ’
READ (5,%*) NS,NSD,NSP
WRITE(9,*) '’ NS,NSD,NSP ’
WRITE(9,*) NS,NSD,NSP
DO 10 I=1,NXT
 ITEST(I)=0
10 CONTINUE
 I=0
IAUX=0 »
20  WRITE(6,*) / I,ITEST(I)’
~ READ (5,%) I,IAUX
IF( I .EQ. 0 ) GO TO 30
ITEST (I)=IAUX

| GO TO 20
T 0 ememm v e o o e o e e 0 e 7 w2
' C  CALCULO DE LOS VALORES INICIALES
C oo oo o e o o o o o o o e e e o
30 X2=X(2)
CALL IVPL
P(1,2)=P1

BETA=P1-P2
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e e et o i 3

C
C

37

o

C

C
40

C
50

VALORES INICIALES DEL DESPLAZAMIENTO
C1=5,D0
C2=3,D0
C3=.5D0
AU1=1,3541179394D0/2.6789385347D0
ALFA=(TW~1,D0) *AU1l* (3,DO%*(2,D0/3.D0)) /PR**(1.D0/3,DO0)
DO 35 K=1,NXT+1
AA(K,2)=AAA* (C1-X(K)**3) / (C2+X(K) **6)
IF{ K .LE, NXI+5 ) AA(K,2)==AAA/X(K)**3
IF( X(K) .GT. 0.DO ) AA(K,2)=AA(K,2)-ALFA*X(K)**5/(C3+X(K)**4)
"AA(K,1)=AA(K,2)
CONTINUE

OPEN (UNIT=8)

DO 37 K=1,NXT-NXI+1

READ(8,*) AUX1,AA(NXI+K,2),AUX2
WRITE(8,*) AUX1,AA(NXI+K,2),AUX2
AA (NXI+K, 1) =AA (NXI+K,2)

CONTINUE

CLOSE (UNIT=8)

IT=0
- GO TO 70

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES
IT=0
IF( NX .GT. NXI ) CALL HILVE(RR2,CHI)

IT=IT+1

IF( IT .GT. ITMAX ) GO TO 80
'CALL COEF(BETA)

CALL COR(RR2,CHI,DBETA, DAA2)

- VALORES CORREGIDOS Y PRESENTACION (OPCIONAL)

BETA=BETA+DBETA
P2=P (NX-1,2)~BETA
AA2=AA2+DAA2

DO 60 J=1,NP
J5=5%J
IF( NSD .NE.
IF( MOD(J,NSD
!/
!
4

THEN | 4
.EQ 0 .OR., J .EQ. 1 ) THEN
WRITE(6,*)
WRITE(6, %)
WRITE(6,*)
~ END IF
END IF |
F(J,2)=F(J,2)+D(J5-4,1) +DBETA*D (J5-4,2)
U(J,2)=U(J,2)+D(I5=3,1) +DBETA*D (J5-3,2)
W(J,2)=W(J,2)+D(J5-2,1) +DBETA*D (J5-2,2)
(J,2)=T(J,2)+D(I5~1,1) +DBETA*D (J5-1,2)
G(J,2)=G(J,2)+D(J5 ,1)+DBETA*D(J5 ,2)
IF( NSD .NE. O ) THEN
IF( MOD(J,NSD) .EQ. O .OR. J .EQ. 1 ) THEN
WRITE(6,*) / F,U,V',F(J,2),U(J,2),W(J,2)
WRITE(6,*) / T,G',T(J,2),G(J,2)
WRITE(6,*) ’ D=’,D(J5-4,1),D(J5-3,1),D(J5~2,1)
WRITE(6,*) ’ D=’/,D(J5-1,1),D(J5,1)

0 )
)
J f
F,UV',F(J,2),U(J,2),W(J,2)
T,G! (J 2),G(J,2)



END IF
END IF
60 CONTINUE
ERW1=(D(3,1)+DBETA*D(3,2))/W(1,2)
c
C CONDICIONES PARA ACABAR DE ITERAR
IF( DABS(DBETA/BETA) .GT. 1.D-6 ) GO TO 50
IF( DABS(ERW1) .GT, 1,D=6 ) GO TO 50
IF( DABS(DAA2/AA2) .GT. 1,D-6 ) GO TO 50

P (NX, 1) =P (NX,2)
P(NX,2)=P2
AA (NX, 1) =AA (NX, 2)
AA(NX,2)=AA2
IF( NX .EQ. NXI ) THEN
DO 65 J=1,NP
ETAS (J) =ETA (J)
FS(J)=F(J,2)
US(J)=U(J,2)
WS(J)=W(J,2)
TS(J)=T(J,2)
- GS(J)=G(J,2)
65 = CONTINUE
- END IF
GO TO 80

C D R SR SR W S I W W e W e AT S G TS S WD S D Y G S WD A

- C PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

. C © D D D e e NP W D S W S WD WD S S D Em I W A G G B NN W I S W S e e

70  WRITE(S, 1010) |
' WRITE(9,1010) -
80 WRITE(6,1020) IT,X(NX),P(NX,2),W(1, 2),AA(Nx 2)
" IF( MOD(NX,NSP) .EQ. O ) THEN
~ WRITE(9,1020) IT,X(NX),P(NX,2),W(1,2),AA(NX,2)
END IF .
IF( ITEST(NX) .GE. 1 ) THEN
 WRITE(6,%) | =
WRITE(6,1030) (J,ETA(J),F(J,2),U(J,2),W(J,2),J=1,NP,NS)
WRITE(6,1030) NP,ETA(NP),F(NP,2),U(NP,2),W(NB,2)
WRITE(6,%)
WRITE(6,1010)
'WRITE(9,*) | |
 WRITE(9,1030) (J,ETA(J),F(J,2),U(J,2),W(J,2),J3=1,NP,NS)
. WRITE(7,1031) (J,ETA(J),T(J,2),G(J,2),J=1,NP,NS)
WRITE(9,1030) NP,ETA(NP),F(NP,2),U(NP,2),W(NP,2)
WRITE(7,1031) NP,ETA(NP),T(NP,2),G(NP,2)
WRITE(9,*) -
WRITE(9,1010)
END IF |
1010 FORMAT(’ IT’,7X,'X’,14X,’P’,14X, 'WP’, 13X, 'DESPL. ')
1020 FORMAT( I4,4G15.7)
1030 FORMAT( I4,’ ETA=,G13.4,' F=/,G13.6,/ U=’ ,G13.6,’ W=',G13.6)
1031 FORMAT( I4.' ETA=',G13.4,' T=',G13.6,' G=',G13.6)
C rocconvwewen — - - S e o S W S D D W P S S S M W G D W S e W
C CONDICIONES INICIALES PARA EL PASO SIGUIENTE

90 NX=NX+1
IF( NX .EQ. 2 ) THEN

X2=X(2)
HK=X2-X1




C

AA2=AA(2,2)

BETA=P1-P2

GO TO 40

END IF

IF( NX .GT. NXT ) GO TO 110

C DESPLAZAMIENTO DE LOS PERFILES

100

. Q00

120

DO 100 J=1,NP
F(J,4)=F(J,3)
U(J,4)=U(J,3)
W(J,4)=W(J,3)
T(J,4)=T(J,3)
G(J,4)=G(J,3)
F(J,3)=F(J,1)
U(J,3)=U(J,1)
W(J,3)=W(J,1)
T(J,3)=T(J, 1)
G(J,3)=G(J,1)
F(J,1)=F(J,2)
U(J,1)=U(J,2)
W(J,1)=W(J,2)
T(J,1)=T(J,2)
G(J,1)=G(J,2)
CONTINUE
P4=P3

P3=P1

P1=P2
AA4=AA3
AA3=AAl
AAl=AA2

- X4=X3
- X3=X1

X1=X2

X2=X(NX)
HK=X(NX)-X(NX*1) |
IF( NX.EQ.(NO+1) .AND. W(1,2).GT.0.DO ) THEN
CALL ROTT
IT=0
‘GO TO 80
ELSE
CALL NWSTEP

'END IF

BETA=P1~P2
GO TO 40

AA (NXT+1,1) =AA (NXT+1,2)
AUX= (X (NXT+1) =X (NXT=1) ) / (X (NXT) =X (NXT~ 1))
AA (NXT+1,2) =AA (NXT,2) + (AA (NXT, 2) -AA (NXT~1, 2) ) *AUX

AU D GEN GED GED WUP URR VRS Wt AUV WD GES AN UDD GED SUD GEE WP GUD TS Gny WD WD ER GE SEN G D GNP AP en EEb ke G

0PEN(UNIT~8)
WRITE (8, *) IBAR,’,’,NXT-NXI
IPRU=0
DO 120 J=NXI+1,NXT+1
WRITE(8,1100) X(J),AA(J,2),P(J,2)
IF( DABS(AA(J,2)=-AA(J,1)) .GE. 1.D-4 ) IPRU=1

CONTINUE



1100

130

10

CLOSE (UNIT=8)

FORMAT( G13.6,’,’,G13.6,’,/,G13.6 )
IF( IPRU .EQ. 0 ) STOP

IBAR=IBAR+1

WRITE (6, *) |
WRITE(6,%) 7 hkkhhdhkhh ko h ko k Ak ok Rk kAR AR KRR R Rk Kk R Rk Rk kok /
WRITE(6,%*) '/ BARRIDO NO,’,IBAR

WRITE(G'*) T hhkhkhhkkkRRkrRARKhAREERKEARKRRRANRARRRKRAKRKRAR R AR RN Kk Kk
WRITE (6, *)
NX=NXI

X2=X (NX)

P2=P (NX, 2)

AA2=AA (NX, 2)

DO 130 J=1,NP
ETA(J) = ETAS(J)
F(J,2)=FS(J)
U(J,2)=US (J)
W(J,2)=WS(J)
T(J,2) =TS (J)
G(J,2)=GS(J)

CONTINUE

IT=0

GO TO 70

END

BLOCK DATA
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
COMMON /BLO1/ X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AAl,AA2,AA3,AA4
COMMON /BLO2/ ETA (301) ,F(301,4) ,U(301. 4), W(301 4,
~ T(301,4),G(301,4)
COMMON /BLO3/ X(1001),AA(1001, 2),P(1001,2)

DATA X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AAl,AA2,AA3,ARA4 /

1 0.0D0,0.0D0,0.0D0,0.0D0,0.0D0,0,0D0,0,0D0,0,0DO0,
2 0,0D0,0.0D0,0.0D0,0.0D0 /

DATA F,U,W,T,G / 1204*0.D0,1204%0.,D0,1204%0,DO

1 ,1204%0.0D0,1204%0.0D0 /

DATA AA,P / 2002*0 0D0,2002*0,0D0 /

~END

SUBROUTINE HILVE(RR2,CHI)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA,NP,NX,NXI,NO, NXT

COMMON /BLO1/ X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AAl,AA2,AA3,AA4
COMMON /BLO3/ X(1001),AA(1001,2),P(1001,2)

DIMENSION CH(1000)

PI=4,DO*DATAN (1.DO)
I=NX-NXI |
Z3=X (NX) **3

DO 10 J=1,NXT-NXI+1
ZP3=(.5D0% (X (NXI+J+1) +X (NXI+J))) **3
ZM3=(.5DO* (X (NXI+J) +X (NXI+J=1))) **3
CH(J)=(2M3-2P3) / (PI*(23~-2M3)*(Z3- ZP3) )

CONTINUE

CHI=CH(I)

COLAP=0.D0
IF( NX .EQ. NO ) GO TO 15
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COLAP=DATAN ( (2.DO*X (NXT+1) +X(NX) )/ (DSQRT(3.D0) *X (NX) ) )

COLAP=DSQRT (3.D0) * (COLAP-PI*DSIGN(1.DO, X (NX))/2,D0)

AUX=X (NXT+1) =X (NX)

AUX=AUX/DSQRT (DABS (X (NXT+1) *#*2+X (NXT+1) *X (NX) +X (NX) *%*2) )

COLAP= (COLAP~DLOG (DABS (AUX)) )/ (3.DO** (2,D0/3,D0) *PI*BO*X (NX) *#*2)
CONTINUE

203=(.5D0* (X (NXI)+X (NXI+1)))**3
ZN3=(.5D0% (X (NXT+1) +X (NXT+2)) ) **3
RR2=~ (~AA (NXI, 1)/ (23-203)+AA(NXT+1,2)/(23~2%N3))/PI-COLAP
CH(I)=0.DO
DO 20 J=1,NXT-NXI+1
RR2=RR2=CH (J) *AA (NXI+J,2)
CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE COR(RR2,CHI,DBETA,DAA2)
IMPLICIT REAL*8 (A=-H,0-%)
COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA,NP,NX,NXI,NO,NXT
COMMON /BLO1/ X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AAl,AA2,AA3, AAS
COMMON /BLO2/ ETA(301),F(301,4),U(301,4),W(301,4),
© T(301,4),G(301,4)
COMMON /BLO3/ X(1001),AA(1001,2),P(1001,2)
COMMON /BLO4/ ABD(28,1505),D(1505,2)

XITE =0.DO

DITE1=0.D0

DITE2=0,D0

DO 10 I=2,NP

AUX=.5D0* (ETA(I)=-ETA(I-1))
XITE=XITE+AUX%(T(I,2)+T(I-1,2)-2.D0)
DITE1=DITE1+AUX*(D(5%I~-1,1)+D(5%I=6,1))
DITE2=DITE2+AUX* (D(5%I~=1,2)+D(5%I=6,2))

 CONTINUE | -

Al1=D(5*NP=3,2)-DITE2
"Al12=-=1.D0 | | |
R1=ETA (NP) +AA2+D3/ETA (NP) **3+XITE+DITE1-U(NP, 2) =D (5*NP-3,1)

IF( NX .LE. NXI ) THEN
DBETA=R1/A1l1l
DAA2=0.D0
RETURN

END IF

IF( NX .EQ. NXI+1 ) THEN

 R1=R1-AA2 |
AA2=-AAA/X2%*3
R1=R1+AA2
DBETA=R1/Al1
P2=DBETA-RR2+CHI*AA2
P(NX~-1,2)=P2+BETA+DBETA
DAA2=0,D0
RETURN

END IF

A21=1.DO0O
A22=CHI
R2=RR2~CHI*AA2+P2
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DET=A11%A22-A12%A21
DBETA=(R1*A22-A12*R2) /DET
DAA2=(A11*%R2-R1*%A21) /DET

RETURN
END

SUBROUTINE NWSTEP
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA ,NP,NX,NXI,NO,NXT
COMMON /BLO1/ X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AALl,AA2,AA3 , AA4
COMMON /BLO2/ ETA(301),F(301,4),U(301,4),W(301,4),
1 T(301,4),G(301,4)
COMMON /BLO3/ X(1001),AA(1001,2),P(1001,2)
IF( (NX-NXI).LT.4 .OR. ((NX-NO).LT.5 .AND. NX.GT.NO) ) THEN
DO 100 J=1,NP
F(J,2)=F(J,1)
U(J,2)=u(J,1)
W(J,2)=W(J,1)
T(J,2)=T(J,1)
G(J,2)=G(J,1)
CONTINUE
P2=P1
AA2=AA1l
IF( (NX-NXI) .LT., 3 ) AA2=AA(NX,62)
ELSE -
© Al=(X2-X3)*(X2=X4)/ ((X1=X3)*(X1-X4))
AJ=(X2-X1)*(X2-X4)/ ((X3=X1)*(X3-X4))
Ad=(X2-X1) *(X2=X3)/ ((X4=-X1) *(X4-X3))
DO 200 J=1,NP
F(J,2)=A1*F(J,1)+A3%F(J,3)+A4*F(J,4)
U(J,2)=A1%U(J,1)+A3*U(J,3)+A4*U(J,4)
W(JT,2)=A1*W(JT,L)+A3*W(JT,3)+A4*W(T,4)
T(J,2)=AL*T(J,1)+A3*T(J,3)+A4*T(J,4)
" G(J,2)=A1%G(J,1)+A3*G(J,3)+A4*G(J,4)
CONTINUE
P2=A1*P1+A3*P3I+A4*P4
AR2=A1*AAL+A3*AA3+A4*AA4
END IF :
- RETURN
END

SUBROUTINE IVPL
PROGRAM TVPL
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

- COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA,NP,NX,NXI,NO,NXT

COMMON /BLOl/ X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AAl,AA2,AA3,AA4
COMMON /BLO2/ ETA(301),F(301,4),U(301,4),W(301,4),

1 T(301,4),G(301,4)

DIMENSION Y(3)

CMAX=1.0D~7
IFAR=0
XH=~- »1DO
XMIN=5.DO
X=-ETA (NP) /X1
IF( X .LT. XMIN ) THEN
IFAR=1
XF=X



N=INT ( (XMIN-XF)/(-XH))+1
X=XF+ (-XH) *DBLE (N)
END IF
Bl=1,DO
XA=1,D0/ (X*X)
Y(1)=Bl*XA
Y(2)=~2.D0%Y (1) /X
Y(3)=-3,D0*Y(2)/X
J=1
100 XJ=DBLE (J)
B2==(9,D0*XJ*XJ-1.D0)/(XJ+1.D0) *B1
XA=XA/ (X*X*X)
AD=B2*XA
Y(1)=Y(1)+AD
Y(2)=Y(2)=(3.D0O*XJ+2.D0)*AD/X
Y(3)=Y(3)+3.DO*(XJ+1,D0)*(3.D0O*XJ+2.D0) *AD/X/X
IF( DABS(AD) .LT. CMAX ) GO TO 200
Bl=B2
J=J+1
GO TO 100
200 IF( IFAR ,EQ. 1 ) THEN
DO 250 J=1,N
CALL RUNGE(XH,X,Y)

- 250 CONTINUE
END IF
F(NP,1)=Y(1)

U(NP,1)=Y(2)

W(NP,1)=Y(3)

DO 300 J=1,NP~-1
XH== (ETA (NP-J)~-ETA (NP-J+1)) /X1
CALL RUNGE(XH,X,Y)
F(NP-J,1)=Y(1)

- U(NP=J,1)=Y(2)
W(NP~-J,1)=Y(3)

300 CONTINUE

B1=-1,5D0/F(1,1)
B2==B1*U(1,1)
AUl=1, 3541179394D0/2 6789385347D0
AUX=4 ,DO* (TW=-1,D0) *AU1/(3.DO**(11,D0/6, DO)*(PR**(I D0/3 DO)))
‘D3==2.DO%AUX*B1
AAA=AUX*B2
DO 400 J=1,NP
F(J,1)=(B1l*F(J,1)+B2*ETA(J)+1.5D0) *AUX/X1/X1+ETA(J) *ETA(J) /2.D0O
U(J,1)=(B1*U(J,1)+B2) *AUX/ ( (=~X1) *X1**2) +ETA (J)
- W(J,1)=B1*W(J, 1)*AUX/(X1*X1*X1*X1)+1 DO
T(J,1)=1.DO
G(J,1)=0.DO
F(J,2)=F(J,1)
U(J,2)=U(J,1)
W(J,2)=W(J,1)
T(J,2)=T(J,1)
' G(J,2)=G(J,1)

400 CONTINUE |
P1l=1.5DO0*AUX/X1/X1
P2=1.5DO*AUX/X2/X2
X2=X1
RETURN
END

SUBROUTINE RUNGE (XH,X,Y)
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IMPLICIT REAL*8 (A~H,0-%)
DIMENSION Y(3),D(3),P(3),E(3),G(3),F(3)
X1=X

N=3

DO 10 Il=1,N

P(I1)=Y(I1)
Y(I1)=P(I1l)+XH*D(I1)/2.DO
E(I1)=D(I1)

CONTINUE

X=X1+XH/2.DO

CALL SEGUN(X,Y,D)

DO 20 Il=1,N
Y(I1)=P(I1)+XH*D(I1)/2.DO
F(I1)=D(I1)

CONTINUE

CALL SEGUN(X,Y,D)

DO 30 Il=1,N
Y(I1)=P(I1)+XH*D(I1)
G(I1)=D(I1)

CONTINUE

X=X1+XH

CALL SEGUN(X,Y,D)

DO 40 I1=1,N
Y(I1)=P(I1)+XH*(E(I1)+2.D0%(F(I1)+G(I1))+D(I1))/6.D0
CONTINUE

CALL SEGUN(X,Y,D)

RETURN

END

SUBROUTINE SEGUN(X,Y,D)
IMPLICIT REAL*8 (A=-H,0-2)
DIMENSION Y(3),D(3)

- D(1)=Y(2)

D(2)=Y(3) |
D(3)=(X*X*Y(3)+2,DO¥X*Y (2)=2.DO%Y (1)) /3.DO+1.D0
RETURN

END

' SUBROUTINE COEF (BETA)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA,NP,NX,NXI,NO,NXT

COMMON /BLO1/ X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AAl,AA2,AA3,AAd

COMMON /BLO2/ ETA(301),F(301,4),U(301,4),W(301,4),
T(301,4),G(301,4)

COMMON /BLO4/ ABD(28,1505),D(1505,2)

HK=X2-X1

XL=0,5D0* (X2+X1)

X2L=XL**2

- DO 10 K1=10,28

DO 10 K2=1,5%NP
ABD (K1 ,K2)=0.D0
CONTINUE

DO 100 J=2,NP
THETA=1,D0
Je=J
Jl=J=1

S5=5%J
HI=ETA(J2)-ETA(J1)



MEDIAS TRANSVERSALES

MEDIAS TRANSVERSALES SECCION ACTUAL
FT2=0,5D0% (F(J2,2)+F(J1,2))
UT2=0.5D0* (U(J2,2)+U(J1,2))
WT2=0.5D0* (W(J2,2)+W(J1,2))
TT2=0,5D0* (T (J2,2)+T(J1,2))
GT2=0.5D0* (G(J2,2)+G(J1,2))

MEDIAS TRANSVERSALES SECCION ANTERIOR
FT1=0.5DO% (F(J2,1)+F(J1,1))
UT1=0,5D0* (U(J2,1)+U(J1,1))
WT1=0,5D0* (W(J2,1)+W(J1,1))
TT1=0,5D0% (T (J2,1)+T(J1,1))
GT1=0,5D0%(G(J2,1)+G(J1,1))

MEDIAS LONGITUDINALES |
FL2=0.5D0% (F(J2,2)+F(J2,1))
FL1=0,5D0% (F(J1,2)+F(J1,1))
UL2=0,5D0* (U (J2,2)+U(J2,1))
UL1=0,5D0%(U(J1,2)+U(J1,1))
WL2=0.5D0* (W(J2,2)+W(J2,1))
WL1=0,5D0* (W(J1,2)+W(J1,1))
TL2=0,5D0% (T (J2,2)+T(J2,1))
TL1=0.,5D0* (T (J1,2)+T(J1,1))
GL2=0.5D0* (G(J2,2)+G(J2,1))
GL1=0.5D0* (G (J1,2)+G(J1,1))

MEDIAS CENTRADAS

 FTL=0.5DO* (FT2+FT1)
UTL=0,5D0* (UT2+UT1)
IF( UTL .LT. 0.DO ) THETA=0.DO
WTL=0.5D0* (WT2+WT1)
TTL=0.5D0* (TT2+TT1)
GTL=0.5D0* (GT2+GT1)

DERIVADAS LONGITUDINALES CENTRADAS
DFLT=FT2=FT1
DULT=UT2-UT1
DTLT=TT2~-TT1
DGLT=GT2-GT1

DERIVADAS TRANSVERSALES CENTRADAS
DFTL=FL2-FL1
DUTL=UL2-UL1
DWTL=WL2-WL1

- DTTL=TL2-TL1

- DGTL=GL2-GL1

'COEFICIENTES TERCERA ECUACION

ABD(18,J5~3) ==HJ
ABD (24,35-9)=-2,D0
ABD (23,J5-8)==HJ

COEFICIENTES CUARTA ECUACION
AUX=HK*3 ,DO*X2L

 ABD(20,J5-4)= HJ*WTL
ABD (19,J5-3) =-HJ*UT2 *THETA
ABD(18,J5~2)= 0,5D0O*HJI*DFLT+AUX
ABD(17,J5-1)= 0,5DO*HI*BETA
ABD(25,J5-9)= ABD(20,J5-4)
ABD(24,J5~8)= ABD(19,J5-3)
ABD(23,J5-7)= ABD(18,J5-2)-2.D0*AUX
ABD(22,J5-6)= ABD(17,J5-1)

COEFICIENTES PARA LA QUINTA ECUACION
ABD(21,J5=4)= GTL*HJ
ABD(20,J5-3)=-0,5D0*HJI*DTLT*THETA



ABD(18,J5-1)=-UTL*HJ*THETA
ABD(17,J5 = 0,5D0O*DFLT*HJ+AUX/PR
ABD(26,J5-9)= ABD(21,J5-4)
ABD (25,J5-8)= ABD(20,J5-3)
ABD(24,J5-7)= ABD(19,J5~2)
ABD(23,J5-6)= ABD(18,J5-1)
ABD(22,J5-5)= ABD(17,J5 )-2.DO*AUX/PR
C COEFICIENTES PRIMERA ECUACION
ABD(16,J5-3)= 2,DO
ABD(15,J5-2)=-HJ
ABD(21,J5-8)==2,D0
ABD (20 ,J5=7)==HJ
C COEFICIENTES PARA LA SEGUNDA ECUACION
ABD(15,J5-1)= 2.DO0
ABD(14,J5 )==HJ
ABD (20 ,J5-6)==2,D0
ABD(19,J5-5) =-HJ
C ECUACIONES
D(J5~6,1)=2,D0O* (WT2*HJ+U (J1,2) -U(J2,2))
D(J5-5,1)=2,D0* (GT2*HI+T(J1,2)-T(J2,2))
D(J5-4,1)=2.D0* (UT2*HJ+F (J1,2) -F(J2,2))
D(J5=3,1)=2.D0*( (THETA*UTL*DULT-TTL*BETA-WTL*DFLT) *HJ-AUX*DWTL)
 D(J5-2,1)=2.DO0*( (THETA*UTL*DTLT~GTL*DFLT) *HJ~AUX*DGTL/PR)
C ECUACIONES DERIVADAS RESPECTO A BETA |
D(J5-6,2)= 0,DO
D(J5-5,2)= 0.DO
D(J5=3,2)m=2 ., DONTTLWHJ
~ D(J5-2,2)=0.D0
100 CONTINUE
- C CONDICIONES DE CONTORNO
| ABD(19, 1)=1.DO
’ ABD(IQ, 2)=1,DO0
 ABD(18, 4)=1.DO

 ABD(20,5*NP-2)=1.D0
ABD (20, 5*NP-1)=1,D0

D(1,1)==F(1,2)
- D(2,1)==-U(1,2) :
"IF( NX .LE. NO ) THEN
~ D(3,1)=1.D0-T(1,2)
ELSE
D(3,1)=TW=T(1,2)
END IF
~ D(5*NP~1,1)=1.DO-W(NP,2)
D(5*%NP,1)=1.D0-T(NP,2)
C CONDICIONES PARA BETA
D(1,2)=0,0D0
D(2,2)=0,0D0
D(3,2)=0.D0
D(5*NP-1,2)=0.D0
D(5%NP,2)=0.D0
CALL SOLVER (NP)
RETURN
END

' SUBROUTINE SOLVER (NE)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
COMMON /BLO4,/ ABD(28,1505),D(1505,2)
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COMMON /BLIN/ IPVT(1505)

N = 5*NE

ML = 9

MU = 9

LDA = 28

M =ML + MU + 1
INFO = 0

JO = MU + 2
J1 = MINO(N,M) - 1
IF( J1 ,LT. JO ) GO TO 30
DO 20 J2Z=J0,J1
I0 =M + 1 - JZ
DO 10 I = I0,ML
ABD(I,J2Z) = 0.0DO

CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
JZ = J1
JU = 0
NMl1 = N - 1

IF( NM1 .LT. 1 ) GO TO 130
DO 120 K = 1, NM1
KP1 = K + 1

JZ = JZ + 1 |
IF( J2 .GT. N ) GO TO 50
IF( ML .IT. 1 ) GO TO 50
DO 40 I = 1,ML
ABD(I,JZ) = 0.0DO
CONTINUE ,
CONTINUE

LM = MINO(ML,N-K)

L = ISAMAX(LM+1 ABD (M, x) 1) +M -1

CIPVI(K) = L + K = M

IF( ABD(L,K) .EQ. 0.0DO) GO TO 100
IF( L .EQ. M ) GO TO 60
T = ABD(L,K)
ABD(L,K) = ABD(M,K)
ABD(M,K) = T
CONTINUE

T = =1,0D0/ABD(M,K)
CALL SSCAL(LM,T,ABD(M+1,K),1)

JU = MINO (MAXO(JU,MU+IPVT(K)),N)
MM = M ~
IF( JU .LT. KP1 ) GO TO 90
DO 80 J = KP1,JU

L=1L-1

MM = MM - 1

T = ABD(L,J)

IF( L .EQ. MM ) GO TO 70
ABD(L,J) = ABD(MM,J)
ABD(MM,J) = T

CONTINUE

o



CALL SAXPY (LM, T,ABD(M+1,K),1,ABD(MM+1,J),1)
80 CONTINUE r
90 CONTINUE
GO TO 110

100 CONTINUE
INFO = K
110  CONTINUE
120  CONTINUE
130 CONTINUE
IPVT(N) = N
IF( ABD(M,N) .EQ. 0.0DO ) INFO = N
CALL SGBSL(NE)
RETURN
END
SUBROUTINE SGBSL(NE)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
COMMON /BLO4/ ABD(28,1505),D(1505,2)
COMMON /BLIN/ IPVT(1505)

LDA = 28
N = S5¥NE
"ML =9
MU = 9
M=MU+ ML + 1
NM1 = N - 1
DO 110 I2=1,2
c RESUELVE AX=D
~ IF( ML L.EQ. 0 ) GO TO 30
IF( NM1 .LT. 1 ) GO TO 30
DO 20 K = 1,NM1
LM = MINO(ML,N-K)

L = IPVT(K)

T = D(L,I2)
IF( L .EQ. K ) GO TO 10
D(L,I2) = D(K,I2)
D(K,I2) =T

10  CONTINUE
~ CALL SAXPY(LM,T ABD(M+1 K),1,D(K+1,I2),1)
20 CONTINUE
30  CONTINUE
| DO 40 KB = 1,N

K=N4+ 1 - KB

D(K,I2) = D(K,I2)/ABD(M,K)

IM = MINO(K,M) - 1
LA = M - LM
IB = K - LM

T = -D(K,I2)
CALL SAXPY(LM,T,ABD(LA,K),1 D(LB 12),1)
40  CONTINUE
110  CONTINUE
~ RETURN
END
INTEGER FUNCTION ISAMAX(N,SX,INCX)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
REAL*8 SX(1)

ISAMAX = 0
IF( N .LT. 1 ) RETURN
ISAMAX = 1

IF( N ,EQ. 1 ) RETURN
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IF( INCX .EQ., 1 ) GO TO 20
IX = 1
SMAX = DABS(SX(1))
IX = IX + INCX
DO 10 I=2,N
IF( DABS(SX(IX)) .LE. SMAX) GO TO 5
ISAMAX = I
SMAX = DABS (SX(IX))
IX = IX + INCX
CONTINUE
RETURN

SMAX = DABS(SX(1))
DO 30 I = 2,N

IF( DABS(SX(I)) .LE. SMAX ) GO TO 30

ISAMAX = I

SMAX = DABS(SX(I))
CONTINUE
RETURN
END
SUBROUTINE SAXPY (N, SA,SX,INCX,SY,INCY)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
REAL*8 SX(1),SY(1),SA
IF( N .LE. 0 ) RETURN
IF( SA. EQ. 0.DO ) RETURN
IF( INCX.EQ.1 .AND. INCY.EQ.1 ) GO TO 20
IX = 1 |
IY = 1 | | |
IF( INCX .LT. 0 ) IX = (=N+1)%INCX + 1
IF( INCY .LT. 0 ) IY = (=N+1)*INCY + 1
DO 10 I =1,N

SY(IY) = SY(IY) + SA%SX(IX)

CIX = IX + INCX

IY = IY + INCY

CONTINUE

- RETURN

M= MOD(N,4) ,

IF( M .EQ. 0 ) GO TO 40
DO 30 I = 1,M

SY(I) = SY(I) + SA*SX(I)
CONTINUE

IF( N .,LT. 4 ) RETURN
MP1 =M+ 1

DO 50 I = MP1l,N,4

SY(I) = SY(I) + SA*SX(I)

SY(I + 1) = SY(I + 1) + SA*SX(I + 1)
SY(I + 2) = SY(I + 2) + SA*SX(I + 2)
SY(I + 3) = SY(I + 3) + SA#SX(I + 3)
CONTINUE
RETURN
END

FUNCTION SDOT(N,SX,INCX,SY,INCY)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0~2)

REAL*8 SX(1),SY(1),STEMP

STEMP = 0.0DO

SDOT = 0.0DO

IF( N .LE. 0 ) RETURN

IF( INCX.EQ.1 .AND. INCY.EQ.1 ) GO TO 20
IX = 1
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IY = 1
IF( INCX .LT. 0 ) IX
IF( INCY ,LT. 0 ) IV
DO 10 I = 1,N
STEMP = STEMP + SX(IX)*SY(IY)
IX = IX + INCX
IY = IY + INCY
10 CONTINUE
SDOT = STEMP
RETURN

(=N+1) *INCX + 1

(=N+1) *INCY + 1

U n

20 M = MOD(N,5)
IF( M .EQ. O ) GO TO 40
DO 30 I = 1,M
STEMP = STEMP + SX(I)*SY(I)
30 CONTINUE
IF( N .LT, 5 ) GO TO 60
40 MP1L =M + 1
DO 50 I = MP1,N,5
STEMP=STEMP+SX (I) *SY (I)+SX (I+1)*SY (I+1)+SX(I+2)*SY(I+2)+
*  SX(I+3)%SY(I+3)+SX(I+4)*SY(I+4)
50 CONTINUE
60 SDOT = STEMP
RETURN
END
SUBROUTINE SSCAL(N,SA,SX,INCX)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
REAL*8 SA,SX(1)
IF(N  .LE. 0 ) RETURN
IF( INCX .EQ. 1 ) GO TO 20
NINCX = N%INCX
DO 10 I = 1,NINCX,INCX
SX(I) = SA%SX(I)
10 CONTINUE
" RETURN

20 M = MOD(N,5)

DO 30 I = 1,M :
- SX(I) = SA*SX(I)
30 CONTINUE
| IF( N .LT. 5 ) RETURN
40 MPL =M + 1

DO 50 I = MP1,N,5

SX(I) = SA*SX(I)

SX(I + 1) = SA*SX(I + 1)
SX(I + 2) = SA*SX(I + 2)
SX(I + 3) = SA*SX(I + 3)
SX(I + 4) = SA*SX(I + 4)
50 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE ROTT

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2) |

COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA,NP,NX,NXI,NO,NXT

COMMON /BLO1/ X1,X2,X3,X4,P1,P2,P3,P4,AAl,AA2,AA3,AAd
COMMON /BLO2/ ETA(301),F(301,4),U(301,4),W(301,4),

1 T(301,4),G(301,4)

COMMON /BLO3/ X(1001),AA(1001,2),P(1001,2)

COMMON /BLO4/ ABD(28,1505),D(1505,2)



COMMON /BLOR/ ETAR(301),FR(301),UR(301),WR(301),TR(301),GR(301)
HJ=.05D0

NPR=101

TAU=W(1,2)

C RED Y PERFILES INICIALES

CTE=-(TW=1,D0) * (3.DOYPR*TAU) ** (1.D0/3.D0) /2.6789385347D0
ETAR(1)=0.D0
WR(1)=W(1,2)
UR(1)=0.DO
FR(1)=0,DO
TR(1)=TW
GR(1)=CTE
DO 10 J=2,NPR
ETAR (J) =HI*DBLE (J-1)
WR(J)=W(1,2)
UR(J)=W(1,2)*ETAR(J)
FR(J)=.5DO%W(1,2) *ETAR(J) *#*2
GR (J) =CTE*DEXP (~PR*TAU*ETAR (J) **3/9,D0)
TR(J)=TR(J~1)+.5D0% (ETAR(J) -ETAR(J=1) ) * (GR(J) +GR (J~1) )

10 CONTINUE
BP=0.DO0

C RESOLUCION DE LAS ECUACIONES
ITR=0

20 ITR=ITR+1

CALL COEFIC(TAU,BP,NPR)
DINT1=0,D0
DINT2=0, D0
XINT=0.DO
DO 15 J=2,NPR
AUX=,5% (ETAR(J) -ETAR(J~-1))
DINT1=DINT1+AUX*(D(5#%J=1,1)+D(5%J=6,1))
DINT2=DINT2+AUX* (D(5%J=1,2)+D(5%J-6,2))
XINT=XINT+AUX* (TR(J)+TR(J~1)=2.D0)

15  CONTINUE |
DBP=TAU*ETAR (NPR) +XINT=-UR (NPR) +DINT1=D (5 *NPR-3, 1)
DBP=DBP/ (D (5*NPR=3,2) =DINT2)

BP=BP+DBP
DO 30 J=1,NPR
J5=5%J |
FR(J)=FR(J)+D(J5=4,1) +DBP*D(J5-4,2)
UR(J)=UR(J)+D(J5=3,1)+DBP*D(J5=3,2)
WR(J)=WR(J)+D(J5-2,1)+DBP*D(J5-2,2)
TR(J)=TR(J)+D(J5=1,1) +DBP*D(J5-1,2)
- GR(J)=GR(J)+D(J5 ,1)+DBP*D(J5 ,2)

30  CONTINUE |

. IF( DABS(DBP/BP) .GT. 1.D=7 ) GO TO 20
DWP=D (3, 1) +DBP*D(3,2)
IF( DABS(DWP/WR(1)) .GT. 1.D=7 ) GO TO 20
Wo=W(1,2)
DO 40 I=1,NPR
ETAR(I)=ETAR(I)*X2
FR(I)=FR(I)*X2%X2
UR(I)=UR(I)*X2
WR(I)=WR(I)
TR(I)=TR(I)

o GR(I)=GR(I)/X2

40 CONTINUE

- JMAX=1

50 JMAX=JMAX+1

IF( ETA(JMAX) .LT. ETAR(NPR) ) GO TO 50



SR

JMAX=JMAX-1
NPCHG=JMAX
W(1l,2)=WR(1)
G(1,2)=GR(1)
J=1
DO 70 I=2,JMAX
60 J=J+1
IF( ETAR(J) .LT. ETA(I) ) GO TO 60
FACTOR= (ETA (I)-ETAR (J-1))/ (ETAR(J) -ETAR (J~1))
W(I,2)=W(I,2)+WR(J-1)+(WR(J)-WR(J-1))*FACTOR-WO
G(I,2)=GR(J- 1) +(GR(J) -GR(J-1) ) *FACTOR
J=J-1
70 CONTINUE
U(1,2)=0.D0
F(1,2)=0.D0
T(1,2)=TW
DO 90 I=2,NP
AUX=(ETA (I) -ETA (I~ 1))*(W(I 2)+W(I=1,2))/2.DO
U(I,2)=U(I~-1,2)+AUX
AUX=(ETA (I) ~ETA (I-1))*(U(I,2)+U(I~1,2))/2.D0
F(I,2)=F(I-1,2)+AUX
AUX= (ETA (I) -ETA(I=1))*%(G(I,2)+G(I~1,2))/2.D0
T(I,2)=T(I-1,2)+AUX
90 CONTINUE
P2=P1+BP*X2%X2
P(NX,1)=P(NX,2)
P(NX,2)=P2
AA(NX,1)=AA(NX,2)
AUX=( (X (NX) =X (NX=1)) / (X(NX=1) =X (NX=2) ) ) #*3
AA (NX,2)=AA(NX=1,2)+AUX* (AA (NX=-1,2)-AA (NX-2,2))
AA2=AA (NX, 2)
RETURN
END
SUBROUTINE COEFIC(TAU,BP,NPR)
IMPLICIT REAL¥8 (A~H,0-2)
COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA,NP,NX,NXI,NO,NXT
COMMON /BLO4/ ABD(28,1505),D(1505,2) |
COMMON /BLOR/ ETAR(301),FR(301),UR(301),WR(301),TR(301), GR(301)
DO 10 K1=10,28
DO 10 K2=1,5%NPR
ABD (K1,K2)=0.D0

10 ~ CONTINUE

DO 100 J=2,NFR
J2=J
Ji=J-1
J5=54T
HI=ETAR (J2) ~ETAR (J1)

C  MEDIAS TRANSVERSALES
FT=0.5D0* (FR(J2) +FR(J1))
UT=0,5D0* (UR(J2)+UR(J1))
WT=0.5D0* (WR(J2) +WR(J1))
TT=0.5D0* (TR (J2)+TR(J1))
GT=0.5DO0* (GR(J2)+GR(J1))

C  DERIVADAS |

| DF=FR(J2) -FR(J1)

DU=UR(J2) -UR(J1)
DW=WR (J2) =WR(J1)
DT=TR(J2) =TR(J1)
DG=GR (J2) =GR (J1)

C  COEFICIENTES TERCERA ECUACION



ABD(19,J5-4)= 2,D0
ABD(18,J5=3)=~HJ
ABD(24,J5-9)=~2,D0
ABD(23,J5~8)=-HJ
C  COEFICIENTES CUARTA ECUACION
ABD(20,J5~4)= HI*WT
ABD(19,J5=3)==HJ*UT
ABD(18,J5~2)= HJI*FT+3,D0
ABD(17,J5=1)==HJ*BP
ABD(25,J5-9)= ABD(20,J5~4)
ABD(24,J5-8)= ABD(19,J5-3)
ABD(23,J5-7)= ABD(18,J5-2)-6,D0
ABD(22,J5-6)= ABD(17,J5-1)
C COEFICIENTES PARA LA QUINTA ECUACION
ABD(21,J5-4)= GT¥HJ
ABD(20,J5=3)= 0.DO
ABD(18,J5-1)= 0,DO
ABD(17,J5 )= FT*HJ+3.DO/PR
ABD(26,J5-9)= ABD(21,J5-4)
ABD(25,J5-8)= ABD(20,J5~3)
ABD(24,J5-7)= ABD(19,J5-2)
ABD(23,J5-6)= ABD(18,J5-1)
ABD(22,J5-5)= ABD(17,J5 )-6.DO/PR
C  COEFICIENTES PRIMERA ECUACION
'ABD(16,J5=3)= 2.D0
ABD(15,J5-2)=~HJ
ABD(21,J5-8)==2,D0
~ ABD(20,J5~7)==HJ
C  COEFICIENTES PARA LA SEGUNDA ECUACION
" ABD(15,J5-1)= 2,DO0
ABD(14,J5 )=-HJ
ABD (20, J5=6)==2,D0
 ABD(19,J5=5)==HJ
€ ECUACIONES
| - D(JI5-6,1)=2.DO* (HI*WT-DU)
'D(J5-5,1)=2.D0* (HI*GT-DT)
D(J5-4,1)=2.D0* (HI*UT-DF)
D(J5=3,1)=HJ*(2.DO*BP*TT=2,DO¥FT*WT+UT*%2) =3 .DO*DW
 D(J5=2,1)==-2,DOHI*FT*GT-3,DO*DG/PR
'C  ECUACIONES DERIVADAS RESPECTO A BP
D{(J5-6,2)= 0.DO
D(J5=5,2)= 0.DO
D(J5-4,2)=0.D0
D(J5=3,2)=2.DOYHJ*TT
D(J5-2,2)=0.D0
100  CONTINUE
C  CONDICIONES DE CONTORNO
| ~ ABD(19, 1)=1.DO
ABD(19, 2)=1.DO
ABD(18, 4)=1.DO
ABD(20,5*NPR=2)=1.DO0
 ABD(20,5*NPR-1)=1,D0
D(1,1)=~FR(1)
D(2,1)=~UR(1)
D(3,1)=TW-TR(1)
D(5*NPR-1,1)=TAU~WR (NPR)
D(5*NPR, 1)=1,D0-TR (NPR)
C CONDICIONES PARA BP
D(1,2)=0.0DO
D(2,2)=0.0D0




F =
il

D(3,2)=0,D0

D(5%NPR~1,2)=0.D0

D(5*%NPR, 2)=0.D0

CALL SOLVER(NPR)

RETURN

END

SUBROUTINE REDL(X1)

IMPLICIT REAL#*8 (A-H,0-2)

COMMON /BLOO/ TW,PR,D3,AAA,NP,NX,NXI,NO,NXT
COMMON /BLO3/ X(1001),AA(1001.2).P(1001,2)

WRITE(6,%*) ' XINIC, XCAMBIO, XMAX HO, RAZON DE LA PROGRESION '/

READ (5,*%) X1,XC,XM,HO,RP
IF( RP ,LE. 0.DO ) THEN
C RED LONGITUDINAL UNIFORME
NXI=INT( (-X1=XM) /HO) +1
NO=NXI+INT (XM/HO)
NXT=NO+INT (XM/HO)
X1==-HO*DBLE (NO~1)
WRITE(6,%*) ’/ X1,NO,NXI,NXT
WRITE(6,*)  X1,NO,NXI,NXT
WRITE(9,*) ’ X1,HO,NO,NXI,NXT /
WRITE(9,*)  X1,HO,NO,NXI,NXT
DO 5 K=1,NXT+2
 X(K)=X1+DBLE(K=-1) *HO
5 CONTINUE
- RETURN
~ END IF
C RED LONGITUDINAL EN PROGRESION GEOMETRICA
NXC=INT (XC/HO)
~ XC=HO*DBLE (NXC)
NXR=INT (LOG (1.0D0+ (XM-XC) /HO* (RP-1.,0D0) ) /LOG (RP) )
XM=XC+HO* (RP**NXR~-1.D0) / (RP-1.DO0)
XM1=XC+HO* (RP** (NXR~1) -1.D0) / (RP-1.D0)
HF=XM=XM1 =
 NXI=INT((~X1=XM)/HF)+1
NO=NXI+NXC+NXR
| NXT=NO+NXC+NXR
"~ WRITE(6,*) / NO,NXI,NXT '
'WRITE(6, %) NO,NXI,NXT
X(N0)=0,DO0
DO 10 K=1,NXC
X (NO+K) =DBLE (K) *HO
10  CONTINUE
DO 20 K=1,NXR
X (NO+NXC+HK) = =XC+HO* (RP**K~-1,D0) / (RP-1,D0)

20 CONTINUE

X (NXT+1) =X (NXT )+HF
X (NXT+2) =X (NXT+1) +HF
DO 30 K=1,NXC+NXR
| X(NO-K)-~X(N0+K)
30 CONTINUE
DO 40 K=1,NXI-1
X (NO=NXC—-NXR-K) ==XM~DBLE (K) *HF

40 CONTINUE

X1=X(1) |
WRITE(9,*) '’ X1,HO,NO,NXI,NXT !
WRITE(9,*)  X1,HO,NO,NXI,NXT
RETURN |

END

SUBROUTINE REDT (NP)
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IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
COMMON /BLO2/ ETA(301),F(301,4),U(301,4),W(301,4)
ETAC=0, D0
ETAM=20.D0
HO=5.D=2
RP=1.02D0
WRITE(6,*) !/ YCAMBIO, YMAX,HPARED, RAZON DE LA PROGRESION '’
READ (5,%) ETAC,ETAM,HO,RP
IF( RP .EQ. 1.DO ) THEN
NP=1+INT (ETAM/HO0+0.5D0)
HC=ETAM/DBLE (NP-1)
DO 10 J=1,NP
ETA (J) =HC*DBLE (J-1)
CONTINUE
WRITE(6,*) ! NP=’,NP
WRITE(9,*) ’/ RED TRANVERSAL UNIFORME '
WRITE(9,*) ! NP=’,NP,’ HJ='’,HC
RETURN
END IF

'NPC=INT(ETAC/HO)

ETAC=HO*DBLE (NPC)

NPR=INT (LOG (1.0D0+(ETAM-ETAC) /HO* (RP-1.0D0) ) /LOG(RP) )
NP=NPR+NPC

ETA(1)=0.0D0

DO 20 J=2,NPC

ETA (J) =HO*DBLE (J-1)

CONTINUE |

DO 30 J=1,NPR

ETA (NPC+J) =HO* (RP** (J=1)-1,0D0) / (RP-1.0D0) +ETAC

"CONTINUE

WRITE(6,%*) ’ NP=’,NP

'WRITE(9,*) ’ HO,NPC,RP,NPR ’

WRITE(9,*)  HO,NPC,RP,NPR
RETURN
END
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