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O. INTROOUCCION. 

En la industria. en la a.arlcultw-a. en la adalnlstrac16n y en 
auc:has otras áreas. es f"recuente encontrar situaciones en las que se 

requiere conocer la combinación de los niveles de un conjunto de f"actores 

que optimiza un resultado especif"lco 

No siempre se necesita recurrir a la estadistlca para tomar una 

decisión; sin embargo. existen ca.sos en los que por su misma complejidad. 

es imposible hacerlo sin un análisis estadistico. largo y minucioso. para 

obtener la combinación óptima de los ractores. Por ejemplo: nadie. o ca.si 

nadie. pensaria en obtener una aleación para recubrir la cabeza del próximo 

cohete que será lanzado al espacio. sin antes haber realizado una serle de 

experimentos. tendientes a encontrar la comblnac16n de materiales que 

proporcionan una mayor resistencia a las presiones a que estará expuesto. 

A la serie de acciones (desde la elección del dise1'o 

experimental), para encontrar la combinación de ractores donde se alcanza 

un máximo (o un mlnimo. en su caso). se le conoce como Melodologi!!; de 

Syperficles de Resouesta. 

Por su misma naturaleza, la melodologia de superrlcies de 

respuesta tiene múltiples aplicaciones de entre las cuales se presentan 

los siguientes ejemplos: 

EN L" P"OOUCCION DE CE"R11C": En esta rama industrial resulta de 

interés conocer la proporción de los ingredientes, la te•peratura y el 
tiempo de cocción necesario con los que se obtienen piezas con ntayor 

dureza, brillantez o suavidad al tacto. 



EN LA INDUSTRIA FARMACi;'.UTICA. En este campo ha.y múltiples 

procesos en 
a.pl lea.e 16n, 

los que la métodología. de superficies de respuesta tiene 

por ejemplo: en la elaboración de un analgésico es necesario 

conocer que proporclón 

cal1RB.nte más efectivo, 
desea.dos. 

de las dif"erentes substancias produce un ef"ecto 

o bien, minimiza los efectos colaterales no 

EN LA INDUSTRIA AUTOHOVILISTICA: Aqui resulta de interés 

conocer, por ejemplo, el tiempo de elaboración necesario y la proporción 

en que se deben mezclar los ..a.terlales para obtener neu111é.tlcos con mayor 

resistencia al desgaste. 

EN LA FRUTICULTUF!A: En el tratallllento para. la co....,rcla.llza.cl6n y 

conservación de la fruta es importante conocer el tiempo de corte, la 

ca.ntida.d de cera para. recubrir la super:f"icle y la te•peratura. a la qUlt 

debe ..antenerse una determinada f"ruta para que el grado de 1tM1.duraci6n se 

obtenaa en un tiempo Máximo. 

Con estos ejemplos se ilustra la i•porte.nc1a que en la práctica 

tiene la Metodologia de Superflc1es de Respuesta. 

El teMB. de superf'1c1es de respuesta supone la existencia de una 

Cunc16n continua. ~ : R• ~ R, que def'1ne el resultado de un proceso (que 

puede ser qui mico. industrial. etc.) 

estandarizados; el propósito del estudio, 

la lnf'ortaB.clón observable que se t lene 

tér•ino aleatorio de acuerdo al modelo: 

en f'unclón de W\ f'a.ctores 

es obtener el 6ptl.a de ~ cuando 

de el la. esté. alterada. por un 

El prl.er trabajo publicado que tuvo COMO f'lnalidad encontrar la 

solución práctica al problema de optl•lzar una f'unclón de W\ f'actores. cu~ 

observaciones están alteradas por el azar. f'ue el de Box y Wilson (1951). 

Ellos establecieron el método de ascenso por pendiente JWá.XiM& para 

encontrar un estllMLdor de la coW\blnación de f'actores óptima. (Myers, Khurl 

y Ca.rter, 1988). PosterlorMente. otros autores abordaron el teM&.. entre 

ellos se encuentra un libro editado por Davies (1954) donde se exploran l .. 

propiedades de los disef\os para estimar f'unciones de primer y segundo 
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arado. Box ~ Hunter ( 19541 establecen una res1ón de confl.an:za. para la 

combina.c16n de f"a.ctores Optl..a. basad.a en el teore.a. de Fieller. Bo><. y 

Hunter (1957} ana.ll.za.n e: comporta.ml.ento de la varianza del predictor de la. 
func\.bn de respuesta, 'Jl(S). con relación a los diseños y def"inen el 

concepto de dl.seños rotables. Myers y Khurl. { 1.979) proporcionan un nuevo 

,,.¡,t.odo de ascenso por pendlent.e 11\á.xlma.. Cart.er, Chlnchilll, Campbell y 

Wa.lapler (1984); y Cart.er, Chlnchllli, M¡,rers y Caapbell (1986) proporcionan 

una. nueva reglón de confl.a.nza. Notz ( 1988) propuso los d\setios 

D-e~tcientes. lo que originó el concepto de dl.se~os D-bpt..lmos. abordado por 
Atklnson y Donev (19891 entre otros. Una excelente relación. muy detalla.da. 

de los traba.jos que se han hecho sobre superf"icl.es de respuesta f"ue hecha 

por Myers, Khuri y Cart.er (1988) 

En este trabajo se abordan 3 de los aspectos relevantes de las 

superf'\cles de respuesta: el método de estimac16n del 6ptlRtO. las regiones 
de conf"lanza del óptimo. ~ el diseño. El traba.jo se conf"'oraa. de S capitulas 

y dos apéndices. 

En el primero se 

escritos sobre 

ha.ce una. 

el teJna, 
recapitulación de 

con la f'l.na.11.da.d 

los aspectos 

de ub\ca.r a.l 

relevantes 

lector. Se 

enlista.n. sl.n ser exhaustivos. una serie de d\se~os para estlaa.r 

f"unc\ones de primer y segundo grado, asi como los dl:f'erentes mrétodos 

conocidos para estimar el 6ptltno. 

En el segundo capitulo se proponen 7 nuevos 9-étodos para estiwaa.r el 6pt1.a. 

todos el los basados en el Método de ascenso por pendiente taáxiaa. Se 

proponen y se justlf"ica.n una serle de waodlf'\.cac\.ones y adiciones al 

lftét.odo de ascenso por pendient.e llOáxiM&-, con la. ~inalidad de Mejorar la.a 
est11ft8.C1ones del ópt\mo. tanto en la prec1sl.6n de los est1.a.dores. como 

en el ta.aa.ño de las muestras requeridas. 

En el tercer capitulo se sondea la bondad de los 7 IRétodos propuest.os. 

utilizando si•ulaciones de Monte Carla. Asi. a través de una serie de 
corridas, se conf'rontan los 7 Métodos propuestos, junto con otros dos 

ya. conocidos (usados como test.igos). 

Los criterios de conrrontac16n 

-dia de x 
op 

la desviación Media de 

utilizados son: la desvla.c16n 

..,. ; la desvia.c16n -.edla de 1Jop op 
re la.t l. va a a-; y el t.a.maf'>o de la auestra. 

De est.a conf'ronta.cl6n destaca como el mejor. ante todos los 
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criterios. uno de los lllétodos propuesto&. Este método -Jora la 

precisión de los estimad.ores. 
Los estlaa.dores obtenidos con los otros mé:todos tienen una 

des.viac16n media empirica. hasta 106 más arande que la de los 

eatl.adores obtenidos con este método. 

Ell el cuarto capítulo se discute la construcción de las realones de 

conria.nza para xopº y para 'Q
0

P Se propone la construccc16n de una 

realón de conCia.n.z.a. para x
0

P de .adlda •inl-.;. se encuentran las 

condiciones para el dlsefto y para el _.todo de búsqueda que ori•ina.n 
una reaión de confianza de ~nor -.edida. E:lito JustiF'ica. parclal .. nte. 
de manera teórica. los resultados de la slaulac16n. 

El quinto capitulo es de conclusiones. y se proponen algunas acciones a 

•e•uir en traba.jos Futuros. 

En el pr1-r apéndice se presentan los dl-r--.s de f"luJo de los -todos 

conf'rontados en la simula.c16n. 

En el aeeundo apéndice se presentan en diC'erentes tablas alaunos de los 
re•ultado& de la sl•ulación. 

Las aportaciones del trabajo son: 

J) Un nuevo -todo de búsqueda del óptimo derivado del método de 

ascenso por pendiente -..Xi_. el cual. de acuerdo a los reaul ta.dos 
et.: w-. serle de si•ulaciones. proporciona. estl--.dores del óptlmicJ 

con menor varianza y menor sesao. 

J,j) Una resión de conf"'lanza para la CO•binación de f"actore& óptl.a.. 

Esta región tiene -yor probll.bilidad de estar acotada que la 

re•16n de conC'ta.nza reportada en la literatura. 

JJJ) Una resión de conf"lanza para el resultado óptimo . 

.tv) Un disetlo con el cual se construyen, f"*<:ll-nte, 1- reclones de 

conf'"ianza anterior.ente mencionadas. 



'l. MEl'OflOLOOIA OC SlA'"Olf"ICIES DE RESPUESTA. 

1.1 UNA REVISION GENDtAL.. 

La. aetodologia de superf"icies de respuesta tiene como Cin 

determinar las condiciones que proporcionan un resulta.do ópt.l.90 en un 

proceso especiCico. Esta técnica. como ya se dijo, tiene •Ultiples 

apl lcaciones. por eje•plo: en los procesos quialcos donde se pretende 

--.Xl•lzar el rendimiento, o la pureza de un producto; o bien. ainiaizar el 

costo de producción variando las condiciones iniciales del proceso 

especif"lco (las condiciones son los niveles de los dif'erent.es f'actores 

i nvo 1 "UCrad.os) . 

Cuando los f'actores involucrados son variables nuaérlcas. COMO 

por ejeaplo: la. temperatura, el tleapo, la cantidad de una substancia. 

etc. es natural considerar que el resultado del proceso está en Cunclón de 

dichos Ca.et.ores. 

Esto es: 

• x. ). ( 1. 1) 

donde ~· es la respuesta real de interés. IM!dida nuaetricamente. 

Esta :f'uncl.6n se conoce COMO f"unción de respuesta y su grACica 

ooMO superf"lcie de respuesta. 



. 
Las observaciones de la. f'unciOn lJ son de la f'or.a.: 

, X )+ E: $ 
•• 1 

( 1. 2) 

1 ndependientes. 

. 
El conoci•iento que se tiene de la respuesta 'IJ deteraina la 

manera de estiaa.r el punto Opti.o asi coao la precis16n de la esti.aci6n . 

. 
Sl se conoce co•pletamente la ror .. de ~ es posible encontrar 

el o los puntos donde la superf'icie de respuesta tiene un Optimo; esto es 
'lDl -6X190 o un •ini..a. En esta situac16n no hay problema. de tipo 

estadistico y no se requiere de la inf'ormaci6n de una •uestra... 

Cuando sólo se conoce la f"a..i l la pa.ra.étrica de f"unciones a la 

que pertenece~·. es posible esti.a.r la Cunción de respuesta especiClca con 

base en los datos experimentales {Y1 • Y 2 • Yn} Y {•1 • • 2 • •n>. 

e 1 d 1 sefio ut 1 l l zado La prec 1sl6n de la est. 1.a.c 1 ón depende. co90 es de 

esperarse. de la 19&8"nitud de tT, la desviación esta..nda.r del error de las 

observaciones y del diseño. El óptimo de la respuesta ~ se esttaa con el 

óptimo de la respuesta estiaa.da ~-

En la .a.yor1a de los casos. sin e•bargo, no se conoce la Cor.a 

pe.ramétrica de ~·; pero suponiendo que esta f"unción es continua., se puede 

aproximar su coaporta.aiento local mediante una f"unclón pa:ra8étrica.. 

princlpa.lmente polino•ios de primer y segundo grado (de primer grado si 

el punto crítico esté. lejos de los puntos donde se to.a la •uestra y de 

se,gundo grado si está cerca); posteriormente. se estiman los paré.19etros de 

la Cunci6n elegida. Estas estimaciones sólo tienen validez en una reglón 

reducida. alrededor de los puntos del diserto; dado que. como ya se dijo. la 

aproxi-.ción es local. 

. "· 
llded 

Cua.nd.o se esti..a.n los pa..r--ámetros que def"'lnen una Cuncl6n, se 

r_..ult...adO de la t..rAftll.f"or~ldn = <i!!. - i )/e: c:uya f"ln.-

escalar y centrar a ~~ • el l-e9lmD ni.el ob9ervado del Cec::tor J 

le .. ~ coDmtant.e y <.. =I: .t:.. ;. por lo t...ant.o para e.ca.. J. l: x º" 
Eat....a t..r ....... or~lon t.te~ como f"tn •lwPllFlc::ar loa e•leuloe ~rteo•. 
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puede considerar que existen tres f"'unciones involucra.das: 

J) La. Cunción ~· que describe la respuesta real del proceso. 

11) La runc16n .,,, 

coaporta.miento de 

puntos del disef\o. 

que pertenece 1)•). 

. ., 
( ., 

seleccionada por el 

en el interior de . 
= ., 

investigador para aproximar el 

u.na región que contiene los 

la Camilla para.métrica a la cuando se conoce 

iI.I.J Y por último, la f"unc16n 11. estima.dor de la f"unc16n 'll· (o de 'lf• 

sl es conocida su Corma. para.métrica.). 

/" 

disefi.o 

f"l9ura 4.t. El c•ablo do dlaefto puede hacer que la. f'uncldn 
YJ •ea dlf"erent.e. (ea.•o 1'J • .,·, 

En estas condiciones la .runclón 11 como es t 1 ma.dor de 
. .,, . 

presenta dos Cuentes de variación: una. 

runc16n .,,. y la otra que proviene de que . 
esta razón. si l1 se parece muy poco a 11 • 

que proviene de est laa.r a la . 
tan bien_ 11 se aproxl-. a l1 . •Por 
también l1 va a dl:f'erlr de -,, . 

Esto justlf'lca la. necesidad de tener un criterio para 

det.er•ina.r 1 en f'unc16n del dlsefío. la reglón donde la predlctlbllidad de 

... • mediante el uso de l1 es acepta.ble. e;, predice a. .,,· usando la f'unc16n 

intermedia .,,¡. 
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Be priACipio se considera que 11t de&cribe razonablement.e b18A a 

..,• ea uaa. ~ión. a.lrectedor de los puntos del dlsefio. 

1.2 EL DISEÑO. 

La elecc16n del disefto. 1. e. la co-inac16n - f"act.o,... en 
cloncle se t.o-. la auestra,. va a reaponder a lo• dlf'erent.es tntere.es del 

invest.laador. como por eJeaplo' la econoaia. (t.anto por el número de 

observaciones. como por el número de cálculos laplicadosl y la precisl6n 

de la estl..ac16n (l. e .. que V(~) sea pequel\a). (Notz, 1988) 

Entonces. es conveniente contar con criterios para eleair 
aquellos disefios que sean ••econó•icos"" y "'precisos·. Con la Cina.lldad de 

establecer dichos crl ter los se discuten las cara.cterist leas del modelo 

lineal i-ra &Justar un pol inoalo de grado r a los datos (r = 1, 2, . l: 

con • Cactores en estudio. 

El 9C>delo lineal general es: 

Y=Va•c (l. 3) 

donde 

y [ :: ) R - [ ::J 
JI' 

G 
xz z 3 x'" 

] 
XJI ... Xl• 11 x11x12 x11x13 x,. x .. ·-•= 
•ni··· x._ 

z xz 3 x'" x,,, xntxn2 xn1xn3 - x,., -
la dl-nslon del vector R es k+l = ~· y e es el vect.or de errores. 

El est.1-..tor de ain180S c..-drados de R satlsf"ace la ecuación 

aat.rlclal WT• $ = WTY conocida como •ststeaa de ecuaciones no ...... 1es•. y 
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de esa manera el estimador del polinomio evaluado en tx1• x 2 • 

<ioruie x2 .. x3 
1' ... • X~). 

El vector ~. que siempre existe. es unico si y sólo si la matriz 

VTV es invertible; ést.o es equivalente a que el rango de V sea igual a. 

k+1. por lo que se requiere de al menos k+1 puntos para est.i-.ar a ~(•) de 

-..nera única.. 

De aqui se sigue que el dise~o .as econóaico es: por su t..-af\o. 

el que t. iene k+1 puntos con • de rana.o completo; y. por los cálculos 
numéricos involucrados. el que proporciona una .a.t.riz wTw dia.aonal o con 
mayor númtero de ceros lo que Cacilita su inversión. 

Por otro lado. la magnitud de V(;.) = wT(VTlll)- 1..,.2 deteralna la 

prec\s16n de las estiaaaciones. y V(~). por regla general, es .-.S pequet\a 

cuando se t.ienen más datos. Por lo que clara.ente se ve que los conceptos 

de econo•ia. y precisión son opuestos y debe buscarse un equilibrio entre 

estos dos conceptos al elegir el dlsefto. 

En esta parte. se enUMera.n únlca.-.ent.e aquel los dlsef\os que 

t.ra.dlclonal...,nt.e han sldo ut.1ltzados para est.l-.- el aodelo lineal _aenera.l 

(1.3) cuando r = 1; o sea. cuando la superf"lcie descrita por "JI es Wl 

El modelo que describe el coaporta.al.ent.o de las observa.clones. 

en est.e caso. es: 

. + tt.x,.+ .e, ( 1. 4.) 

el cual t.iene a 1 pa.rá.met.ros it, (ade9ás de tr2
, la varianza de las 

observaciones). Por lo tanto para esti.a.r los ~tros de est.e modelo es 

necesario un dl.sefto con al a.enos • + 1 puntos. distribuido& de Cor ... tal 

que la -t.rlz W sea no sinsular. Sl ade....,., se quiere estl.ar- a tr
2 es 

necesario. cuando menos. a + 2 puntos. 
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1.2.1.1 Biaeño si..,laa. 

J::ste es el diseño máS pequefio que reporta la literatura; consta 

de a+l puntos. x
1
= (x

11
• x

12
• 

equidistantes entre si. de nor- igual 

equidistantes 

El diseflo es 

al origen y 

insu.f'iciente 

para estl.ar a ~ª. por ello es 

y por simetría. 

disef\o. 

se sugiere que 

necesario agregar, al menos. un punto más 

este punto se local lee en el centro del 

Por eje•plo: para • -= 2, el disefío simplex está formado por 

los tres vértices de un triángulo equilátero con centro en el oriaen. Para 

• - 3. el diseño esta Cor.a.do por los vértices de un tetraedro regular con 

centro taablén en el origen. 

Á-
(•) (b) 

r 1 9vr• l. t (a> d 1 sefto •llllf>lex ...-2. (b) dlsefto •l•plex •=3. 

Con este disef\o la ma.triz es diagonal; esto 1aplica que 
los c•Iculos para obtener los estimadores de ~ y ~ son auy si•ples. 

El disef\o si•plex es invariante a las rotaciones, ya que si se 

aplica una rotación a los puntos de un disef\o slaple><. el resultado es 

o~ro dlsefto sl•plex. 
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Por último. se puede ver :f'&cilmente que para un dl&ef\.o slmplex 
coa ~puntos en el centro. V(~) evaluada en el punto 

x.) es igual a: 

vc:;jl - e l/Cm+<>+l > + •I: x~ /C•+l > ¡.,.2 . ( 1. S) 

Est.e es el disel\o -.. utilizado, posible-nt.e por lo f"..,il de 

eonstruir, ya que cada :f'actor presenta única.Mente dos niveles. 1 y -1. La 
... triz •T• es dlaaona.l, y la varianza de la respuesta estl ... da, evaluada 
en el punto a es: 

La división entre 2• !aplica que 
eati.-.dores son precisos; sin e•ba.rso. 

resulta caro para • "arande" . 

V("I!) es 
al tener 

(l. 6) 

pequefta, esto 
2• puntos el 

es: los 
dlsefto 

1.2.t.3 Dl .. fto .. ect.orlal f"recclo .... o 2.-k. 

El disefto Cactorlal Cracclonado 2.-k tiene la estructura tML&lca 
del ~actorlal. pero con sólo 2.-k puntos, por lo que resulta ..._ econ6alco 

que el f"actorlal; con este dlsefto la matriz •T• también es diaaonal, y 
V(:;j) es: 

(l. 7) 
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Después de revisar breve.e-nte los diseftos para ajustar un 

polinoaio de primer grado. se enumeran los diseftos utilizados pa.ra el 

ajU&te de polinomios de segundo arado. Los pollno•ios de ~eaundo arado 
tienen más parámetros. por lo que se necesita. un dlsef\os con Más puntos 

para estimarlos. Es común usar. en este caso. los diseftos utilizados para 

el •Juste de un pol ino111io de pri.-er grado. aarea*-ndole convenienteatente 

algunos puntos Más pa.ra tener el núaero necesario de observaciones. 

El MOdelo lineal general con r = 2 es: 

+ 13 •• x:.+ c 1 

( 1. s) 

el cual t lene: un pa.rá.laetro 

t6r•tnos de pri-.er grado /31 
tér•lnos cuadrétlcos ~11 (i 

en los tér•lnos cruzados. /3
1

J 

independiente. fJ
0

; • paráaetros en los 

m); • pa.rá.ntetros en los 

y por último. e: parámetros 

En total hay 

(i l. 2, 

1, 2, ...• •); 

(]Si<JS•). 

1 + • + m + e': e"' o + e"' 
2 

~tros. Entonces para esti...r un polino•io de segundo gra.do se 

necesl t.an al menos c-:+2 puntos (uno más por lo menos si se desea est lmar 

ta..b16n a ~2) y. por supuesto. que W sea de rango coapleto. 

Este disefto se co•pone de los ••1 

l. 2. •. ••1; aás e:+ª puntos 
y k es una constante de escala.lento. 

puntos de un diseno sl•plex. 

de la rora&. k(p,+ pJ), donde 

Por construcción. este dlsefto 
tiene el •inimo nu..ero de puntos. necesarios para estimar al vector ~; sln 

e•barao. la ..atrlz V no es de ra.ngo coapleto. Para completar el rango de V 
es suf"lclente agregar al disefto un punto .as en el centro. 
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cllsefto siaplex coapuest.o. • - 2. 

<•> 
( b) 

Cl9ura ~.2 Dlaefto •l•plex coapuesto ( a) en do• rector••• b) •n ~r .. 
'•ctor••> loa punto• que se a9re9an al dlaefto al•plex •on loa 
_,..e.a.dos con .. o••. 

1.2.2.2 Di••ño comp ... •t.o. 

Es el disef\o aaés utilizad.o; está Cor81&.do por los puntos de un 

dlsefio Cactorial 2•. o de un Cactorlal rraccionado 2•-k. aá.s los puntos de 

la f"oraia. :!: ue
1 

• donde {e
1

• e
2

• . , e > es la base canónica de 11ª y a 

es una constante de escala.miento. Este di:el\o tlene 2--11.+ 2• puntos. 

J ___ ] __ _ 
j 

• 
1 

'l9vr• S.3 a> Dlaofto coapueato en dos Cactor••• con••~. loa puntos 
••• •• a9re9an al dlaetlo Cactorlal eat ... aarcadoa con •o• 
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No es la Finalidad de este trabajo hacer un listado exhaustivo de 
los disel\os que se pueden encontrar en la literatura correspondiente al 

t.ema; sin embargo. es conveniente mencionar otros disef\os :Cr-ecuentemente 

mencionad.os, que se utilizan para estllRB.r polinomios Jaé..s generales. 

1.2.3.l Di .. fto poli8onal· 

Los puntos de estos diseftos son los vértices de poliedros 

reaulare&. Para r = 2 los puntos de los disef\os pol l3ona.les 'f"or111&.n un 
poliaono regular; los diseños slaplex. f"actorial 2• y f"a.ctorlal 

~ra.cclonado 2---k caen en esta claslf"icación. 

1.2.3.2 Di .. fto rota~le. 

Los rota.bles son una clase particular de disef\os y se utilizan 

para la estimación de un P<=!lino•io de cualquier ara.do. Con estos dlseftos 
V(;¡) - &(Uaffl. esto es V(>J) sólo depende de la noraa de a. El d1sefto 

al•plex. el f"a.ctorial y el slmplex coapuesto con • = 2 son rota.bles. 

Los O-óptimos son una clase de dlsef\os con los que se taa.Xlmlza el 
cieterainante de la aatriz WTW. 

1.3 Mf'.TOOOS OC liüsauEDA DEL Of>Tlf'10. 

Como )la. se mene tonó. en la mayor la de los ca.sos se utl l lzan . 
aproxl-.clones locales a. la f"uncl6n de respuesta 1) • Por ello. para 

estimar el o los puntos donde .,,• alcanza un óptimo relativo (o absoluto) 
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se necesita contar con un DM!todo que garantice un minlmo de conf"iabilidad 

en los resultados. 

Por último, 

presenta.dos solaiaente 

único y blen def'lnldo 

def"l.nl.do). 

debe mencionarse que los métodos de büSqueda. . 
consideran el caso en que 'Q presenta un lallL>c.iDK> 

(o al JRenos. que se puede llegar a un lllá.J<i.o bien 

En esta pa.rt.e, se revisarán los métodos - conocidos, los 
cuales son: 

El lllétodo alea.torio. lCochran y Cox. 1980) 

El -t.odo del f'actor único. (Cochra.n y Cox. 1980) 

El -todo de un solo experi.ent.o. lCochran y Cox, 1980) 

El Método de ascenso por pendiente _,.1.-.. (Box y Wl.lson, 1.951) 

1. 3. 1 EL .-roDO ALEATOIUO. 

Este IM!todo consta de tres pasos 

1°. Se eligen al a.zar n p\.lnt.os -~ Cx11• ><12• 
coordenlLclas son variables aleatorias independientes con 

x 1 .) CUbfllS 

dl.st.rl.bucl.6n 

unlf'orme: x,
1 

UCa
1 
.. b

1
); asi, estos puntos resultan ser variables 

a.lea.t.orla.s aultlvarla.d.as, independientes, con distrlbuc16n unif'orMe en el 

conjunto il = (at'b
1
)x(a.

2
,b

2
)x .x(a •• b.l el cual se lla.aa región de 

auest.reo, o región de exploración. 

2º. Se obt le nen 1 as observa.el ones en cada uno de 

los puntos a 1 • antes selecciona.dos. 

3°. Se escoge COMO •op al punto •, que presente la Mayor respuesta 

experl-.ent.al. 

Cuando •op tf ll , •op resulta. ser un eatiaador sesaado de •op' 

(esto es E(•
0

P) • a
0

P). el sesgo es mayor conrormie •op se encuentre Mt.s 

leJoa de la región de •uestreo. 

Cuando a E il 
op 

para cada núsaero natural N, se -de 
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-t-lecer una par-t1ci6n de la región de auestreo dada por los M9 
hiper-rectángulos: 

A(J1.• 1 a•····i.) • la1t,• 41<1~+1.l)x(a21a•ª2(t.+1l)x .•. x(a•l.•ª•<t.+1l) 

l 1. 9) 

'JI encontrar- la pro-.b1l1dad que alguno de los puntos a, esté en el a1sao 

elemento de la part1ci6n que contiene a •opº {Como •op• a. se sigue que 

•op pertenece a uno y sólo uno de los conjunto. de la partl.c16n) 

Para calcular esta probabilidad recuerde que cada 

un vector a.leat.or\o distribuido un\f'or..ente en •~ y que 

Al1
1
.1 2 •.. .• 1.> tiene la a1sooa ... dlda de Lesbegue. 

punto •, es 

caiña conjunto 

• op 
que. 

A&i el n~ro de observa.clones que ca.en en la •is--. celdi1.la que 
es una vtu'lable aleatoria binoalal con ~t.ros n y 1/'N9. por lo 

la probabilidad de que al ..enos una observación esté en esta celdilla 

- taual a: 

Un resultado semejante se 

hiper-rectlflnculo que contiene a 

probabilidad 1/'N9 con cent.ro en • 
op 

obtiene 

•op• 

cuando en 

usa una 

{l. 10) 

l ucar de usar 

h\.per-es:f"era. 

un 
de 

Note que. 1 ndependlente ... nte del valor de esta pro-.b1 l. \dad. un 
vector •

1
• en la ais.a. celdilla que •op no necesa.r1a.ment.e present.a. la 

~r respuest.a observa.da. y. por lo t.anto, no necesa..ria.ment.e es el punto 

elealdo como est.i--.dor de a ~ 
op 

Con este mé't.od<> se propone desco•poner el proceso 

mu.1tiCector1&1. en •procesos sencillo& de búaqued& individual del 6ptiao 

- cada coordenadas: conv\rtié>n<:lose en un proceso de búsqueda 
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El método consta de los slgulenles pasos: 

1°. Se ordenan los f"a.ctores en or-den de 1•port.anci.a. .. de acuerdo a su 

contrib~c16n en el resultado de la respuesta: a.si. x
1 

es el ~actor que 116.s 

contrlb~e al resultado; x
2 

es el segundo en orden de contrlbuc16n, etc. La 

ordenación se hace de acuerdo al criterio del investigador. 

2°. Se ellge un punto inicial. P 0 
cionde. de acuerdo a la experiencia del 

est6 el bpt.iMO. 

== { )(10• X2:0, 

lnvest.ig•dor. es 

x.o). ubica.do 

-., probable que 

3°. Se busca. sucesivamente. el 6pt1mo de cada coordenada ~ se 

ree•pla.:z.a en P 
0

• 

Este ú!t11a0 paso. se realiza de la siguiente aa.nera: 

1) Se obtlene a.l menos tres observaciones de la Foraa.: 

va:rla.ndo el ni"el del priMer f'a.ct.or y waanteniendo const.a.nte el nivel de 

los otros ~actores. 

ii) Con estas observaciones se estima la runclón cuadrática. 

la cual es 

coordenada.;. 

un estlaador de la tendencta de ~ en dlrecclón de 
sl a< o. la Cuncibn en (1.11) alcanza el -6.xl.-o 

(1.11) 

la pri-ra. 

en el punt.o 
x 11 = - l>/2a ; este valor sustituye la primer coordenada de P • resultando 

A Q 

el nuevo punto (x 1 1.. x 20 •...• x.0 1. (Cua.n~o a= o. (1.11) es una recta)' 

no presenta ningún taá.xltao relativo; cuando a> o. (\.11) presenta un •1n1-.o 
cow.o único punto critico}. 

lill A pa.rtlr de este punto. se toman al .enos ~res observa.clones 

de la Cor... Yl• "Jl(x,. 1 , x 2 ,, ><..:>) + c 1 ; va.rla.ndo ahora. únlcaaent.e. 

•l -sundo Cact.or; con ••- obeerYaC1ones - ••t.1- el -..1-.. en d1recc1ón 
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de la segunda. coordenada. y este valor sustituye a 

hasta tener el vector P
1

= Cx 11 . x 21 ..... x. 1 ). 
x20 Asi se continua 

El proceso de bUsqueda _se detiene. cuando 

a un valor preestablecido y • = p 
op 1•1 

Sl esto 
M Pl- pl+lH 

ocurre, no 

es menor 

se 1 niela 

nueva.ente el proceso de búsqueda con el punto inicial en p 
l+l 

Este _.todo no tone en cuenta las interacciones; es decir cuando 

no ha.y interacciones el método puede producir buenos resultados. de no ser 
asi va a requerir de •uchos pasos. 

f"uncional 

oaalno. 

Note que con estos dos métodos no se deter•ina. la ~oraa 

de 
. " . Si se desea est 1-.rla. •• necesario hacerlo por otro 

1. 3. 3 EL ETooo DE .._ SOLO IJIPEIU..:ln"O. . 
Con este método se considera que cerca del óptimo ~ se parece a 

un pollnoaio de segundo grado. por lo que, para buscar el punto 6pti11K> de 

~·es necesario ajustar a los datos un polino•io de este tipo. 

El aiétodo consta de los dos pasos siaulentes: 

i) Se elige un diseño para el ajuste de un polinomio de segundo 

srado y con las observaciones en estos puntos se estltaa. dicho polinomio. 

11) El óptimo estila&.do resulta ser el óptiMO de la respuesta 

estimada. 

Las estima.clones a.si obtenid~ pueden ser •uy --.las si el dlsefto 

est6 aleJaclo del 6pti.o real; porque V(~(a)) crece conrorme • se encuentre 
...... lejos del dise~o. 

Este método basa el proceso de búsqueda del 6ptil90 en considerar 

que lejos de un punto critico. .,,• puede ser aproximada por u.na Funcl6n 
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lineal; mientras que cerca del punto critico 

mediante una. f'unción cuadrática. 

se puede aproximar 

El método consta de los siguientes pasos. 

1°.- Se elige un dise~o para el ajuste de un polinomio de priaer 

arado (por ejemplo un diseño siaplex o un ractorial). con repeticiones en 

el centro; y se obtienen las observaciones en los puntos de este diseAo. 

2°.- Se estima el polinomio de primer grado. 

3°.- Se ha.ce la prueba de Calta de &Juste, para deteralnar si el 
plano se ajusta bien a los datos. o si existe ya una evidente curvatura. 
Si ha.y evidencia de curvatura se pasa al punto 7. 
con las observaciones en el centro del diseño. 

El error puro se estima 

4°.- Se eCectúa la prueba. de hipótesis H
0

: ~1 =O , para toda 

i • 1. a contra. Ha: ,:¡!. • o. para. alguna. i 1, •; con el f"ln de 

deter•lnar evidencia. que los factores lnf"luyen en el resultado de la 

respuesta. Si no se rechaza H
0 

linpl lea que se t lenen evidencias que 'IJ se 

ajusta bien a un hlperplano horizontal y, por lo tanto. se est& cerca de un 

punto critico, en este caso se pasa al punto 7. 

5°.- Se encuentra el vector de dirección de .-.Xi.a. pendiente en 

11t~ v = ( v 1.. v 
2

• v •) ~ esto se hace porque al cons idera.r que a
0

P 

aún está leJos, se puede suponer que éste se localiza en la direcc16n de . . 
mayor pendiente de 'IJ • y la tendencia local de la respuesta ~ es estl..cta 

por el hlperplano "'!· 

El vector v se encuentra ma.xiaizando la Cunción 

suJeta a la restrlcci6n 

. + a X . . 
E X~ = 1. 

(1.11) 

6°. - Con un espa.ciaaiento constant.e deter•inado por d 

1/-.c{lv,I >. cant.ldad 11..-da. longlt.ud del "paso", y en dlreccl6n de• -

t.o.an. sucesiva..ent.e, nuevas observaciones. 
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Y,= "JJ(idv) + ~, j = 1, • 
basta. detectar un ca.abio que indique la existencia de un --..Xiac de .,.• en 

dirección 4e v; esto es, si Yl< Y1+
1 

se obtiene la siguiente observa.c16n 
Y,.2 ; al por el c.ontrarlo. V1 ~ v,.1 se detiene el proceso y con centro en 
el punto lc:l-v. que f"ue donde se obtuvo la obaervac:i6n de m6X.11M> valor. se 

t.o.a un nuevo dl8efto con el que se reinicia el proceso de búsqueda desde el 
pe.o l. 

Debe not..,...se que al relnlclar el proceso sola.ente se utilizan 

i .. o-.rvac1ones del nuevo dlsefto que al centr._.....• y escalarse resulta. 

.. r 1~1 al ant.erlor, asi se tiene la ais-. -.trlz W y no es necesario 

lnver~lr nuevamente la ma.trlz WTW. 

7°.- Si las pruebas indican la existencia de curvatura o que ..,,• 

ea loca.1-nt.e horizontal, se coapleta. el dlset\o par-a. el ajuste de una 

runc16n cuadr•tlca x
0

P es el punto donde alcanza el .-XlmK> esta f"unc16n 
c-tlca. 

Si 'lt no tiene un -..Xl-.o. sino un punto silla.. es convenient.e 

t.cer un análisis de cordillera posterior al a.n6.1 isis de ascenso por 

pendiente .-.Xi .... dicho &06.lisls no se incluye en este trabajo. 

. 
El -todo de ascenso por pendiente .-Xi ... f'al la. cuando ll t lene 

... de un máxl~ relativo y el disef'í.o inicial no est6. localizado en el 

i_. adecuado, - que puede detectarse un 6pti..o; pero, éste puede ser un 

6pt.190 local. Por experiencia se sabe que en la -.yoria de los ca.sos ....,• 

preaenta un ..,.imo único (Cochran &. Cox, 1980) 

•. 3. 9 ~AIUOlil - LOB DIFll:M:lft'tS ~-

El -*todo aleatorio. 

S. reco•l.enda. usar est.e lllétodo como un proceso exploratorio. tanto para 

-t•r•lnar el punto de inicio del -todo del f'actor único. cotM> para. 

encon~rar el cen~ro del dlsefto en los _.todos de un solo experimento ~ de 

-IWO por -ndlente -...1 .... 
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El mét.odo. p<._), r-i ~~'·'lo, pt·oµorc\ona para cada N. bajo clert.a.s 

h.lp0tes1s a.clicionalcs. una 1·pp:\ún de conr\anza. para x
0

P; pero. es 11.ecesar1o 

una muestra muy grande para que la conrianza sea aceptable. 

Por eJemplo: con cuatro ractoi-es y A pa.rt.lclona.da con dlez 

subclivlslones por coordenada (\.e. N=lO y m 4); la probabllida.d de que 

al menos uno de los punl.os en la mucst.ra. est.é en la m\sma celdilla de 

(siempre y cuando x e A) rs 
op 

1 - l 1 - 1 'N'n ) n = l - l \ - . 1 4 ) n = 1-. 99999n · 

.. 
op 

Para. l.ener· una conf" i nnza de 95%. el la.maño de la muestra. debe 

cumplir la relación: y ésl.o se da si: 

logl. U~i) 
299571, 

l<>p.( _qgggg) 

log(. 10) 
-V para tener una conl i anza de 8U%. n = = 230256. Con un 

log(. 99999) 
tamaf\o de lllUest:.ra a.si. el mél.odo resull.a necesarlament.e caro. 

C..be aclarar que la evaluación de esta proba.bllldad supone que 

el error de observaclón llene varianza pequefía., de modo que el punto al 

con respuesta observada mayor r·ealmente eslá. próximo a •op Si esto no 

ocurre le. conf"la.bl 1 idad de la región es menor y de hecho no se puede 

calcular. 

El método de un solo experlmento. 

Si el dise~o se localiza cerca de x las est.imaclones obtenidas con este 
op 

método coinciden con las est. lmaciones obten.idas con el método de ascenso 

por pendiente máxima~ pero, sl el dlseflo se encuenl.rt:_ lejos del 6ptiRK>, las 

estl.aac16nes pueden dlf'er·lr mucho, porque mientras x esté més lejos del 
- ,.. op 

diset'\o, menos conf"iable es TJ evaluada en x
0

P. Si se aumenta el é.rea que 

aba.rea el d l sef\o ( i . e. los pun t. os del d l seña se separan más) • se puede 

evlt.ar, parcia.lment.e esto; sin embargo. cuando el área del d1sef\o es arande 
la super~lcle de respuesta. en es~a región puede ser muy complicada y qulzlUI 

una. :runc16n cua.drát.lca. no sea. lo más adecuado para. descrlblrla.. en estos 

casos se neceslt.a. un disef10 c•>n mé.s punt.os pa.ra. a.justar un pol\noalo de 

mayor grado. 
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Método del f"'act.or~ unico. 

Este método es muy scn~íllo porque descompone el proceso en sus 

componentes elementales. Se hi-1 visto en la. práct.. lca. que si los ef"ectos 

de cada Ca.et.ar en lo individual. son independientes de los otros Factores, 
el laét.odo da buenos resullados. E::st..o signif"ica que la búsqueda realizada 

sobre cada. f"actor. ma.nt.f:>nlendo los al.ros Ji Jos. va conduciendo 

pa.ula.t.ln.a.mente al mA.ximo d~~ manera independient.e. Pero, si los f"a.ctores 

interactúan 

inclusive. 

f"uert.emente ent r·c si. es necesario una muestra mayor, e 

puede registrarse un óptimo sin que éste exlst.a. principalmente 

sl se está en una cordillera ascendente, como se ve en la f"igura 1.4. 

•op~//, 
/ l_. 

-·-·-··· . ·--- . 
! -----

----

f'"l•ur• t..• Curvas do n 1 ve 1 de una cord 1 1 1 era t. r anaveraa l a•c•nden~e en 
.U.reocldn de (X, y) -+ Ceo, co>. So aueet.ra la b\laqueda de l•• coor­
cli9nedaa d•l opt.l•o uaando el mdt.odo dol f"act.or \lnlco. Se buac• el 
purat.o ... alt.o ••nt.enlendo const.anle la 11e9unda coordenada, ••t.e 
ae loe• 1 l •• e• re a de l " l o mo " de 1 a e o r d l l l era . En d l re e e l Cln de loa 
eje•. el ••xt•o se encuent.ra. cerca del prlmer punt.o loc•l lzado. 

Método de ascenso por pendiente máxima. 

Este es el -6todo más utilizado. es un método secuencial que considera en 

cada. etapa el comporte.miento local de lJ• alrededor de los puntos del 

dlseJ\o. Como ya se dlJo. el método no funciona sl TJ• llene más de un má.xlRK> 

rela.tlvo porque el que se delect..a es el más evidente en la reglón del 

dlsefto y no necesariamente es el máximo global. 

/ En el apendlce 1 se muestra el diagrama de rlujo de este Método. 

22 



2. V ARIANl'ES QUE SE PROPONEN AL METOOO DE ASCENSO POR 

PENDIENTE MAXIMA. 

En el primer capítulo s~ r·evisaron, brevemente, los métodos de 

b6&queda del 6pt.-lmo, a.sí como los disef1os más ullllzados; y se dijo, que el 

...._ conocido es el de ascenso por pendiente máxima; en este capitulo, se 

presentan alete f"ormas modlrtcadas de ésle, el cual de aqul en adelante se 

ll--.r6. "método original". l:.:l J..H·upósllo de estas modlf"lcaclones es 

encontrar "mejores'' f"ormas de cstim<ir al óptimo. 

M;yers y Khurl ( 19~!9), proponen una mod1Ilcac16n al método de 

ascenso por pendiente máxima, la cunl c-onslsle en establecer una. prueba de 

hlpólesls para determinar si en dirección de la pendiente máxima v, ya se 

dló el cambio de ascendente a descent e, las J.Jropuest.a_c; de este traba.Jo van 

en otro sentido. 

En las dos primeras va.rlant.es se modlf'lca la f"~rma de obtener la 

lo.naltud del paso en dirección de la máxima pendiente de 11. y la manera. de 

encontrar el centro del nuevo d1sef1o. En la tercera. se incluyen estas 

llOdlClcaclone• y. además. se propone que los aJustes, tanto del polinomio 

de prl .. r arado como el de segundo grado, se hagan con toda la inf'or..a.clón 

dl•ponlble y no &6lo con los datos experimentales de la última étapa.. Las 

cuatro últi ... variantes son una modlrlcacion del método original y de sus 

tres prl-raa variantes, respectivamente; esta mod1f'lca.c16n consiste en 

oondlclonar la f"1na.llza.c16n de la búsqueda. al hecho que •op se encuentre 

"cerca .. del dlaef'í.o. 
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2.1 PRIMERA VARIANTE. 

Uno de los aspectos que esta sujet.o la subjetlvldad del 

inves~lgador. es la distar-n·\a qt1e existe entre dos puntos dif'erentes del 

disef\o. Si est.os se encuentran muy alejados. se corre el riesgo de no 

det.ect.ar ca.mblos importantes la tunc-\ón de respuesta "fl•; si por el 

contrario. los punt.os se en···,Jentran muy cerca. se corre el riesgo de que su 

tendencia quede com¡.-ietamente conf'undiLia con la va.rlaclón aleatoria del 

proceso. Est.e hecho despler·t.a la \nqu\elud de e>:plorar nuevos crlt.erlos 

para det.er•\nar la longitud del paso adecuada.. 

Recuer:de que la longitud del ''paso" es una consta.nte que 

deteraina el espa.clamlenta entre dos observaciones subsecuent.es en 
direcc16n de la pendiente máxima Lle ~. luego que las pruebas realizada.& dan 

evldencla que el óptimo a.un se encuent.ra "lejos" y que. un plano se a.justa. 

bien a los datos. 

En esta part.e se propone est.:oger una. longtlud del "paso" con la 

c~l se tenaa "poca" probabi l ldad de conf"undlr la tendencia de '11• con el 

error de las observa.clones. 

2.1.1 OBTENCIÚN DE LA LONGITUD DEL PASO d. 

Suponga que la tendencia local de l) esta sa.t.ls.factorla...ente 

estimada en una región clrcunda.nle al diseño medla.nt.e un pol lnoalo de 

primer grado; supo~a también, que el vector v lndlca la dirección de 

.-.Xlaa pendiente de llt ent.onces "cerca" del diseño se cumple la relación: 

resulte . 
.., ya. 

T}•( idv) < "J)•((i+l)dv). 

Da.do que las observaciones llenen 

ser mayor que Y
1 

.. 
1

, no nec-esar\a.ment.e 

ca.abló. de ascender-ite descendente; 

un error alea.torio. que Y l 

implica. que la tendencia de 

este hecho podria. deberse 

únlca.ment.e a la. aleatoriedad del proceso. Es por ésto. que t.iene sent.ldo 

pe:d\r que '1.a. 1.onglt..u<.1 de!::l ¡:..r~:::i.~ • .._... :.t-¡-.. '·"'l •.¡u.t ¡...-t"1ttii\..1::1.. (_h-:\..e::<....:\.i:s.J· ii:s. L~udenc1a de 

71• con poca 1n.f"luenc1a del error de observación. 
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• Se clesea encon: t·<d· la ma.gnllud del paso t.a.1 que sl la. tendencia. 

de 'Jl en d1reccc16n de v e~ crcclent.e. la proba.bllldad que V
1 

resulte ser 

~or o igual a Y 1 • 1 no sea mayor a un valor preí'i.Ja.do. 

Como: 

P(Y, iC Y,.,..1.l = P('J}•(Jdv) 

con c
1

- N(0, CT
2 ) lndependienl.es. 

- e ) 
\ + \ 

+ e ) .. , 
se sigue que: e, 

(2.1) 

(2.2) 

p¡y ~y ) 
1 \ • 1 

(2.3) 

cuando 

TI•( ( J•l )dv) - TJ•( jcJv) = z~cn/2. . (2.4) 

Por ejemplo: s\ la probabl l ldad de delect.a.r equlvoca.da.ment.e un 

CIMtblo de ascenso a descenRo, es igual a . 025, la constante zu en (2.4) 

es 1.96; sl dicha probabilidad es igual a .0013. entonces zu es 3 . 

Dado que 

hecho que SCE/a-2 = 

. 
tant.o CT como lJ 

Cn - 2)~2/cr?. -

1o tanto <e, - c 1 • 1 l/V2~ -· t: con 

sigue que (2.4) se suslil.uyc por· 

son desconocldos, se puede utlllzar el 

x 2 con n-2 grados de l lbertad y que por 

n - 2 grados de libertad. De 6:sto se 

(2.5) 

pu_? de encont.rar un estimador de la longitud del paso con esta ecuación se . 
d, al sustituir ~ por ~ y despejar a d de la ecuación resultante. con lo 

que se 1 lega a: 

{2.6) 
f31.v 1 + .•. +f3 .. v .. 
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2.1.2 LOGALIZACION DEL CENTRO DEL NUEVO DISENO, c. 

Par-a estimar el pl..1n,lli dcJJ).de 11 alean.za el óptimo en direcclón de 

'V, se propone utilizar un criterio semeJante al que se usa para encontrar 

el má.xlrmo de cada Xactor en el metodo del !actor unico. De esta manera se 

ut.111.za t.oda la lní"orma.clun disponible en dirección de v. y no Unl.ca.ment.e 

la ln.f'ormación de las dos ult\mas nhsPrvac\ones. como ocurre en el método 

ortalnal donde se considera que hubo un cambio en la tendencia de Tf sl la 

última observación es men..._~r ""' igual a la penultima. 

A. dif"erencia del método del f~a.ctor Unico donde se maximiza cada 

f"act.or en el orden indicado !--·'--""I' el invesl igador: aquí se busca el máxlRK> en 

la dlrecclón óptima. estimada; la cual no depende. directaJQente. del 

crlterlo del lnvestlgador, y si de la in.formación contenida en los datos. 

Ade.a.s, de esta manera 

interacción 

Esto sugiere que 

pocos •dat.os". 

;,· .,.... 1 sul>-espa.c- 1.._-. ortognna.l a v. t. ienen poca 

puede obtener el estimador del óptimo con 

Especif'lca.aent.e el proceso para localizar el centro del nuevo 

dlaefto es el •lsulente: 

J) Se t.ola&.fl n
0 

observa.e i olle$ E'"'n d l rece lón de v; 

i = 1. no. 

j_J_) Estos datos, junto con las observaciones repet.ldas en el centro 

del dlsef\o, se utilizan para estimar la runción 

= a + a t 
o 1 

(2.7) 

Not.e que est.a Cunción describe una parábola en dlrecc16n de v y 

que la variable t. determina el f'actor real que 111Ultlpllca al vector dv 

(esto es, Y~ e& el valor estima.do de la respuesta en el vector tdv) 
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Si a
2 

< e. el vector dado por: e = dv (2.8) 
20t2 

es donde Y t. alcanza 

del nuevo dlsefto. 

el óptimo; y por consiguiente resulta ser el centro 

En est.e ca.so. el uucvo disef10 está rormado por los puntos de la 

Con est.e dlsef\o. Corma. 'e+ x
1

; donde 

previa.mente centrado 

búsqueda del óptimo. 

x
1 

es u11 punto del disefio original. 

\ni e i a. nueva.mente. e 1 proceso de 

Si cx.
2 

es mayor o igual a cero~ (2. 7) no presenLa un valor má.Xl111<>. 

Si ésto ocurre. se recomienda estimar a e nueva.ment.e; la pro pues t. a es que 

en la nueva estimación de e, el espaciamiento entre dos observaciones 

subsecuentes en dirección Je se determine por la. máxima distancia 

recorrida. en e 1 ·8:._Juste 

n d. Si aún a.si ex. es 

anter-iot·. o sea que la. longitud del paso sea. igual a 

o 2 
pero con una longitud 

hacerse un anál lsls 

mayor a O, se puede estimar 

de paso igual a n
0 

veces la 
de cor·dillera; por·que es 

localmente. se est.é en una cordl llera ascende11te. 

2.2 SEGUNDA VARIANTE. 

nuevamente el vector c. 

ant.erlor, o bien. puede 

¡:.XJslble que, a.l menos 

La segunda. var i anl e sólo d l f' l ere de la pr 1 mera en la manera de 

obtener la longitud del paso d. Para encont.rar la longitud del paso, a.hora 

se utlllzan los resultados debidos a O'Reilly (1975). Est.e autor considera 
que: 

&1 Y, - N(a~~. 
completo. 
esti-ble 

a-2
) con x~ el 1-eslmo renglón de una raa.trlz 

entonces se dlce que una v. a. Y t.lene una 

sl existe una f'unclón medible h(Y1 , Y
2

, 

ala-. distribución de Y. 

X de rango 

dlst.rlbuclón 
Yn) con la 

La extrapolación en un punto x
0 

es val ida si V(x
0

) - NC•!ll· o-2 ) tiene 

una. dlst.rlbución estimable. 

o•Reilly muestra que la región donde es vé.lido extra.polar con 

un aodelo de regreslon l lneal está dada por: 
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S = { X E R"' f V ( lJ } :s a 2 } = i x E R• J 

Entonces se puede suponer que enlre dos elementos de S no existen 

Fluct~lones importantes que pasen 1 nadve1·l ida..s al modelo y de esta 111&.nera. 

sl d es solución de la ec..:tHH' lf\11: 

se mini•lza. el 

(1 dvlJ(W-rW)-1( 1) 
clv 

riesgo de conf'undlr la tendencia de 
. 

7J 

aleatorio mant.enlendose dentro de la reglón de extrapolación. 

(2.9) 

con el 

Se considera que un punto x está cerca del diseño. sl x e S. 

2.3 TERCERA VARIANTE. 

error 

La tercer varla.nle incluye las mismas modlf"lcaclones que se 

hicieron a la segunda varlar1le; pero. además ut.11 lza toda la ln.Cor--..clón 

disponible y no sólo la del Ultimo diseno. ~sto permite tener estlnmdorea 

de menor varianza. 

E'lg.2. l Dll.t;.o• de do• dlsei\ots r.actorlalea. 2.! repet.lclone• 
en el cent.ro; unido• por v.artos punt.oa al lneadoa. Tal co•o quedan 
de•p~ de la primera '•ae del proceno de bue.queda. del mwl"Xl.o. 

Con toda la lnf'orma.clóu, la varianza. de .,, disminuye; pero. no 

uaJ..f'ormement.e en todas dlrec..:clones, ya que el conJunto de puntos de dos 

dif"erentes dlsef\os presenlan una dlstrlbuclón a lo largo de una recta. 
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Sl los dos discfios de la f'igura 2. 1 est.á..n muy alejad.os. la 

estlmac16n de '1J se hace con los puntos loca.liza.dos ca.si en una. recta, por 

lo que V('J)) "grande'' t-'ll ( ... ¡ suUespacio ortogonal a v. Para evitar en 

pa.rt.e que los punt.os del d l ser10 pr·esent.en un p8.tr6n semejante. proponemos 

que el nuevo dlsef\o sea de la torma. 

e + ex 
1 

(2. 10) 

donde: s
1 

es un punto d~1 dist~flo or~\ginal: c. el nuevo centro y e, una. 

constante 

e ncn/nxn 

donde llsll (llx
1
n llx

2
11 + llx

0
11 l/n

1 
con n 1 igual al número de 

vectores del dlsei"i.o dlf"erer1les de cero. De est.a manera, el dlsef\o no se 

encuentra localizado casi en una recta. (Si e se local iza 11 leJos" del 

orlgen, e es mayoral; Ver f"igur·a. 2.2). 

• 
o 

(b) 

• 
o 

(e) 

• 
... ,.ur. a.a. (a) prt-r dlaeno, ta-no .. nor•al". (b) punt.o• en dlreocldn 

et. la .-Xl- pendiente. (e) segundo diseno. aulN!nt.ado por un ract.or 
l9ual a c. 

Para comparar la varianza de ~. en los ce.sos que: 

.L) '1) se estima sólo con los dat.os del Ultimo dlsef'lo sin utlllzar la 
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constante c. (cuando e= 1. como en el método original) 

J.J) ~ se estima con los dat.os del últ.lmo diseño, escalad.o con la 

constan~e e, 6 cuando e> 1. 

1Ji) '1f se estima con t u,ia la \nf"ormación disponible. 

se debe considerar que lo~ i,unt os del ultimo d\seño son; 

éstos se escalan y cent1~a11 de la. siguiente manera 

z = 
1 

Y que 

ent.onces la aa.t.rlz W a.s~)ci~via este diseño es igual a. la del prl1Mtr dlsefi<> 

V("IJ( (JC - c)/c) J (2.11) 

es la varianza. de ~~ 

Note que e es una. constan.le de escalamient.o; por t.al razón el 

coajunto S - { z 1 wT ( VTV)- 1w :S 1} t lene mayor medida de lebesgue conCor.a el 

valor de e au.enta; de esto se sigue que S con e = 1 es "menor" que S con e 
> l. 

1 

\ 
\ 
\ 

\ 

--f 

1 
I 

/ 

f'l-g. 2.3 GraClca de V{ 'l) en el caso unlf"act.orlal con un dlsefto •l.-t..rlco 
con r••pect.o a C; la) cuando c=l;~(b).!cuando c>1. Se pu•de .. r 
el conjunt.o S de punto• donde Vl Q) <o . 

Al incorporar toda la lnrorma.ción acumulada. la MB.t.riz asociada 
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al modelo es WTW + VTV CW cont.lene la inf""orma.clón del últ.imo dlsef'io y V. 

la de los anteriores). V( l}l ent.onces result.a ser: 

V(1J) (2. 12) 

Y como 

se sigue que 

las mat.rlces involucradas en esta expresión son poslt.lvas de.Clnida.s P!"r lo 

tanto (2.12)~slempre es menor que (2.11}. De aqui se sigue que V("JJ) es 

menor cuando se utiliza la. iníormación a.cumulada. 

Cabe aclarar que si es mayor a uno, el á..rea que aba.rea. cada 

nuevo dlsefio, es mayor. En un área mayor. como ya se dijo, puede ser que la. 

:f"uncl6n de respuesta. sea compleja y no se ajuste bien a un pollno•io de 

sesundo arad.o; sln embargo. al encontrar el centro del nuevo dlsef\o. se v16 

que ent.re O y c. un polinomio de segundo grado se a.Justa bien a. la . 
tendencia de '1). Como ésto no garant. 1 za que 11 tenga un máximo local que se 

pueda encontrar con el ajuste de una f'unclón cuadré..tica.. se reco•lenda 

hacer una prueba de f'alla de ajuste sobr·e la f'unclón cuadrática. estima.da 

para deter•inar que tan bueno es el ajuste. 

2.4 CUARTA, ÜUINTA, SEXTA Y S!'.PTIMA VARIANTE. 

Una. nueva. modlf'icaclón es que para. terminar la búsqueda del 

óptimo se pide que x
0

P pertenezca a S, lo que equivale a. pedir que •op se 

encuentre cerca del dlsefio. 

El -todo original con est.a. rnodl!"lcaclón es la cuarta varlant.e. 

La primera variante con esta rnodlf"'lcaclón es la qulnt.a va.r 1 ante. 

La segunde. variante con esta modlf'"lcaclón es la sexta variante. 

La tercera. variante con esta. modl f" lcac lón es la séptl- variante. 
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Con esto se garantiza que en z la extrapo1acl6n es aceptable. y 

~ '1t
0

P tiene u.na varianza menor a cr2
. ºP 

2.5 RESU.-IE.N. 

Las ~dif"\ca.clones pr·u¡.,.ueslas al método original se concret.a.ron 

ea los sl&ulentes cinco plinto~: 

j) La. roraa. de detersn! nar la distancia ent.re dos observaciones 

sucesivas en dit"'ecciéon de la pendiente má.xlaa. 

J.J.) La .a.ner-a de enc,_n,tr~r el punto donde T) alcanza su aá..xlMC> en 

dirección de v, que es el centro del nuevo diseño . 

.1.J.J) La 1ncorpora.c\6n de t.oda la inf"ormaci6n dispanible para ef"ectua.r 

las estl.a.ciones subsecuenles. 

J.v) El &\.181!.'nt.o del área considerada por cada nuevo disei\O con la 

lncorporac16n del ~ér•ino c. 

v) La condicl6n de que •op e S para terminar el proceso de bU.Squeda. 

Note que en cada nuevo proceso de búsqueda.. el conjunto S es recalculado. 

Para sondear las boondades de los dif"erentes métodos de b.:.Squeda.. 

se lleva.ron a cabo una serie de simulaciones cuyas parlicula.rlda.des y 

resul~ados se presentan en el siguiente capítulo. 

En el a.pend.ice 1. se present.an los diagra.am.s de f"luJo de los 

_.todos presenta.dos en este capítulo. 
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3 LA SIMULACION. 

EL MltToeo DE MoNTE CARLo. UNA MANERA DE SoNDEAR LA ao.-­
DE Los DIFERENTES Ml'.Tooos DE &.isouEoA.. 

3.1 GENERALIDADES. 

En .. el capitulo l se hizo una revisión de los lftétodos de b(lsqueda 

del 6pt.1mo llSé.s conocidos; en el capitulo 2 se mencionó que el -.étodo de 

uso -6.s aeneral izado es el de ascenso por pendlent.e saáxima: el cual. 

parece proporciona.I- "mejores-:;'' estimadores tanto de • como de 'JI • 
op op 

Ta.ablén se dijo que con algunas mod\f'\caclones est.e método se puede 

.ajorar y en esa linea se propusieron siete variantes. 

present.an las ca..racl.er\st \cas y los resultados 

En este capitulo se 

de una. ser 1 e de 

slaulaclones cuya Clnal \dad es sDndea.r la bondad de los dlCerentes 

9ét.odos propuestos. 

Es razona.ble i~nsa.r que la. bondad de los est.lmadores obtenidos 

con los dlf'erent.es métodos de busqueda. no es igual en todos los casos. 

Para cada ~unción de respuesta ~. y para cada valor de ~2 debe existir un 

método, y posiblemente tamblén un diseño, con el que se obtengan mejores 

estlaadores. 

Estudiar anal lt lcamente el sesgo y la varianza de los 

esti-.dores, resulta inaccesible por la mlsma naturaleza de sus 

d1strlbuclones. Bajo esta clrcunsta.ncla. se propone sondear la. bondad de 

cada w.ét.odo utilizando el método de Monte Carlo (-.edia.nte siaulac16n); y 

as1, poaterlormente, elegir al mejor. con base en una serle de criterios 

relaclonadotl·con la bondad del procedimiento. 

El estudio comparativo no incluyó a los Métodos aleatorio y de 

un solo experimento; ya que. dlJo~ su conClabllldad es pobre. Los 
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métodos incluidos en el anallsis son: el del Cact.or único. el de ascenso 

por pendient.e mé.xima. y las siete variant.es de este últ.imo propuest.a.s en 

est.e t.ra.bajo. 

Para idenl. l í\.car f"á.c\ lment.e est.os métodos se propone 

siaulente nosaencla.tt.1ra. 

METODO IDENTIFICACIÓN 
J.) El del :factor unico .............................. Ml 

J.1) El de ascenso por pendienl.e máxima........ . .... M2 

iJ.i) La. pri-.era varia~te a M2. . .................. M2a 

lv) La. segunda varlanle a H2.. . ............ M2b 

v) La tercera. variante a H2 .......................... M2c 

vl.) M2 con rest.ricclón para t.ermil\ar ................... M2T 

Vii) 
viii) 

illr) 

M2a con restricci61\ para t.ermina..r. 

teb c:on rest.rlcclón para terminar. 

lec con rest.ricclón para terminar. 

La &1Mulacl6n se rca.l lzó con un progra.ma que: 

1°.- Realiza 500 veces una rutina consistente en: 

.H2a.T 

.M2bT 

.MacT 

la. 

J.) La ••nera.clón de una muestra aleatoria de une. f'uncl.6n de aeaund.o 

_.-.do del t.lpo: 

(3. 1) 

cl-N(O.CT
2

) independientes 

.Ll) El cálculo de ><
0

P y <le- TJ
0 

P usando cada. uno de los dlf"erent.es 

.. ~odos de bUsqueda. 

2°.- Obt.lene la va.riaclón promedio empirlca. de los estl..aclores 

con b9ae en lo• 500 result.ados de la simulaclón. 

El programa. se elaboró para hacer si.mula.clones de superClcles de 
respuesta. en f"unclón de cualquier numero de f"act.ores; s\.n embargo. para 

este ~raba.jo llálo se probó con dos f"ac~ores. 
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. i·'S di f'cr-entes esqucrna.s de dlsefi.o . 

El primero ... :onsl!:->t..:- en el f'actorlal 2 2 para la estlma.c16n del 

plaao. y el coSR-puesto Ct.'tl ..i = 1 ¡...""'l.üra esttmar la f'un.clón cuadrática. 

El segundo .... :1...')nsiste en el slmplex para. las estima.clones del 

plano y el slmplex compuesto can a= l para las estima.clones del pollnoalo 

de seaundo grado. 

En BJB.bos ca..s<..1s. agregaron tres repetlclones en el cent.ro pera 

estl.a.r el error puro. 

Se aclara que el método del :factor Ulllco no neceslt.a de \U\ 

dlsef\o especíClco. por lv que su aplicabilidad es independiente del dlsef\o 
ut 11 lzaclo. 

3.2 PROCEDIMIENTO. 

Para. generar la muestr~a se c-onslderó: 

1°.- Que la 
. 

:funclún T) 

gra..f"ica t lene 

-llas de la. ror.ao 

con 

¡>ertenece 

Ut'\ Jaá..X i a<> 

l 

a la 
unlco y 

Íaallia de Cunclones 
bien deClnldo. o sea 

(3.2) 

una. aat.rlz real (3.3) 

por lo ~ ..,.• t.lene un '9á.Xl..o U.Oleo y bien def'lnldo. sl y aólo sl. A es 

invertible. 
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EA particular. f'ueron 3 las aatrices usa.da.:s. 

y c.J A = [ -1 1 ) 
.09 .09 . 

En el ca.so a) las curvn.$ de 11ivel de la {'unclón 11 son circulos 

conc6nt'ricos al punto ópt i tn\."'} Esta f"un._-l~""n proporciona un 

est.udio para det.ersnlna.r la nalur-o.le;;:a d~~ los estima.dores. cuando 

ejemplo ele 

la rapidez 

de ascenso al punto max i m..._ .. 

l lega.r a él. 

dei~ndr de la dlrecc\6n que se t.ome para 

En el caso b) las curvas de nivel son elipses concéntr-lca.s al 6pti11aO. con 

u.na. .arca.da dif"erencla ent1-e la magnitud de sus ejes. el é.ngulo f"oraa.do 

ent.re el eje .a.yor de las elirses y el eje x
1 

es i~ual a 135°. Asi 

entonces. la evidencia de c~1rvalura se manillesta de 1»a.nera diferente desde 

las dist.1.nt.a.s direcciones. P'-'r la que ~e ascien<Ja. al opt.imo, ademas los 

!'actores se relacionan a tr~.._.·.,.~~ d.- la 1-t."""sr•ucsta. 

En el último caso, la.s cu1-va.<-> dP nivel de la lunclón de respuesta. son 

elipses concéntricas al ópt\ni.', s\milares al caso b), sólo que el angulo de 

lncl inación de su eje taa~·or e~ de 4::;º .._-,;,n res¡.:>eclo al eje x 1 . 

La elección de la matriz A, ol.">Cdcc 1 6 a ra...zones pura.a.ent.e 

prácticas; se b\.lSCÓ tener un rt.~~·1-ese11tnnte de la f"nmllia de f"unclones: 

con c=-1. en 3 dlf"erent..es casos para. analizar sit.uaciones contrast.a.nt.es. 

Note que para valores "grandes'' de e la t.endencla ascendente de 

- es -6.s pronunciada. por lo que parece lógico pensar, que en esos casos es 

m6& f"ácll estimar al 6pl!."'°. 

Pal-a cada. mat.rlz A s:e u~ i l i7aron tres dif"erentes posiciones del 

6pt1IOO dadas por los puntos. 

X - (0. 25), 
op 

X = (25, 25) y 
op 

X (200. 200) (3.4) 
op 



Considerando que el proceso de busqueda sieinpre se lnlcia en el 

origen de R 2
• la locali:;:a .... -ic_•n de! óptimo presupone una dirección par-a 

llegar a él y una dist.ancia que debe recorrerse para alcanzarlo. 

F1.nalme11l-e, pat·a cada 

utiliza.ron 10 d1.le1-ente~ ... ·.·;!; -t"'S 

combinaci6t1 
? ?. para cr cr 

de matriz 

1. - 2 . 

A y 

. 3. 

vector • 
op 

1. 

se 

En resumen: ut \ l \::r:a.ron 9 m~~todos de búsqueda con dos 

d\Cerentes esquemas de d\~t.....,,fv.>. con 9 ditcrenl-es 

con 10 dif'erentes var·\.a..1-i .. ~a.s para el e1·ru1·~ lo 

Ca&Oti estudiados por sim'lllación para cada 

f'unc iones de respuesta.. 

que da. li.na.lment.e, 180 

método; esto es 1620 

ca.sos--*t.odo estudiados. tcon 5ll0 re¡.'.l-E?liciones cada. uno). Sin embargo. se 

reconoce que se está lejl.)S de tener resulta.dos generales. 

X - (O, 25) X l25, 25) 
op op 

X (200, 200) 
op 

·-- --·-

~ L .. ~ 

(al 

'----
' 

L '-.... 
~ 

(b) (b) 

e 19. 3. 1 

.. :::~-/ 
\, 

~- /~ 

(e) !el 

Curvas de nlvel de las runclone• ut.tll:r.adaa 
en la al•ulaclon, la let.ra ent.re parent.eala 
lndlca cada caso de •atrlz A utlllzada. 
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Los criterios para elegir al .. mejor" método son: 

a) La distancia empírica promedio ent.re 

da.da por la expresión: 

b) La. distancia em,píri·"~ª promedio ent.re 

expresión 

.. y 
op 

'11op y 

z la cual esta 
op 

(3.5) 

'lop da.da por la 

(3.6) 

e) El taa&..f\o de auestra promedio requerido para converger: la •ue&tra 

incluyó todas las observaciones: desde las del primer dlsefio. hasta las 

del último. incluyendo las observaciones que se toma.ron en dirección de v. 

d) La variación emplrica promedio de ~ºP entre u: 

L 1 TI ( X op J - >J
0

P 1 /SOOcr 

e) Y el tle•po promedio de proceso computacional. 

En el apéndice 2 se presenta una selección de los resultados de 

la slaulaclón. 
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TABLA 3. 1 
Freig•ent.o do la t.ebla l dol apendlce a 
y = -160.000 + soox .. 

l 
800x

2 - 2x2 2x! + e 
l 

a - (200,200) 
·op 

d1.sefK> f"a.ctorlal A = ( -1 l ) 1 l 

tr" Ml M2e.T M2bT M2cT 

1 (t)• 

. 1 . 00054 <2>• 
.00834 (3)• 

30.07 (6)• 

.2 

.3 20.59 

.4 

.5 4845 
29.94 
17.65 

.6 

.7 

.8 .00163 .016 5869 6443 . 1752 .0304 .0356 .0334 B.BE-8 
.0227 15.25 41. 9 40.82 18.25 .0646 .0758 .0745 . 00020 
30.08 133 25.5 26.36 16.4 92.37 46. 17 54.40 20.49 

(1)• E 1 »(• ) 
op 

- T1 0 P \ / soo ( 3). I: 11 ;op-•opH/ 500 

ta>• E 1 »(• ) - Tl 0 P \ / SOOa- { 4). t.e•afto do la eu••t.r• 
op 
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TABLA 3. 2-

T l.es¡::..c de proceso coaput.ac\onal 

Cada. renglón equivale al t \empo de cómput.o requerido peora. obtener los 

res.1.1.lt.ados en conJunto para ios lü ..... --a.lores de a-2 . l·a coallla. {') re-presenta. 

los ainut.os.; las co•1 l 1 as rPpre~ent an los segundos l ··). 

consideró que el procese ~ ... -onvet~gc 

A 'i >< op 

(
-1 1 ) 
.09 _09 

(0.25) 

(--~ -~) 
(25.25) 

(--~ -~) 
(O, 25) 

( ~ ~ ) 
(200.200) 

l-~ -~) 
(200.200) 

(--~ -~) 
(200, 200) 

M2cT 
·~------ --·-·--·-·---~-----------~----~ 

1 Hl ~\e•po ! M2c ~leapo 
acueulado para , 1 acu•ulado para 

\t--l-A-~---..--H2='---M2a~~-\------+H2='-'T'--....o.M2=a=cT"'----'y'-M2='-'b"-T.,,_-+-------i 

~ ,. 51.. 11- 04.. 4· 29" l' 20-

¡ 
-----i 1 -+---- -----.---- - -- -- ' 1 i \ \2· l. 01-I 2· 42" \ i · os·· hubo 44" 

\ 
i no 

i ¡ convergencia. 1 
1 1 ·-------·----

\ \ 1. 13- 2' O\• \i- OS" no hubo 2· 44" 

1 i \ 
convergencia. 

\ 

----i 
1 

2' oo- l. 51" \ l. 04" 

\ 
4' 29" 2· 44" 

! 
¡ 

--+ 

1· 31" 2· 42" 
\ 1. 

08 .. \ no hubo 2' 1s-
1 

\ convergencla. 

\ 
\ 

7• 20" 2' 02· l 1. OS" no hubo 2· 18" 

\ convergencla 

1 

' 1 \l. 
\ 

7' 40" 

1 
4' 12" 40" S' oo· 2· 54• 



3.3 ANALISIS DE LOS RESUL T AOOS DE LA SIMULAClóN. 

De a.cuerdo a l o5 rcE;U \la.dos de 1 a s 1 mula.e 16n se puede observar 

que •i: 

1) La aa.t.riz que dct\ne la f'unclón es A. = ( -i ~ ] ; 
11) El punt.o ópl imo ef-~l á "cerca." del cent.ro del dlsefio 

i11) cr2 e.s pequeña, 

los estima.dores de x
0

P y de T)
0

P obt.enidos con cualquiera de 

t.1enen menor va.rla.nza que para ot.ras cond\c\ones d\f"erent.es a. 

iii). 

los aétodos 

il, Jj) '11 a. 

El punto 1) sugiere que al uLlliza.r una transCoraaclón 

T:a•._._..... ••que conv1ert.e elipses en circulos. se pueden escoaer disefto& que 

-,Joren i .. ••t.1--.clones. 

El punto J.J) just. l rica.. 

Mttodo 11ecuencial de búsqueda como 

al menos parcialmente. la bondad de u.n 

el de ascenso por pendiente .axt .... el 

cual en ceda paso, al menos f"'n t.eoria. ullllza un dlsel\o waás cerca.no a. 

• op 

De los dos esquemas de diseño ut.ilizados. el f"act.orial y el 

coapue11to proporcionan estimadores 

esque-.. f'or--.do por el slmplex y 

posiblemente, a. que el pT~lmcr-o t \ene 

l lgeramente más precisos que con el 

el slmplex compuesto; est.o se debe, 

más puntos y aba.rea. una. lft&.yor 6.rea. 

De los dlf'erent.es mét.odos de búsqueda. del 6pllmo, la. a6ptlaa. 

variante {M2cT) proporcio11a con una muestra. pequef\a, est.laa.dores t.ant.o de 

•op co.a de 'Jlop' con menos vaT·iar.\ón empir\ca promedio. 

Sl a es la var\ac\ón promedio empirica de los estl.adores con 
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cualquier método. (excet-to el l'L::'.l_~Tl la -,..·arlac\on promedio de la. séptl.aa. 

varla.nte es. en todos los cn.-~ .. 1~. men--'r n. a..· 100. 

La. sépt.iina. va.i-ta.nte nc~cstló de relativaQ\ent.e pocos datos para 

obtener las estlma.c\ones Fl la.maño de la muest.ra :íue casi inva..r1a.nt.e en 

todos los casos (de 16 a :-)i~ ¡ El m~t odo del fact, .. Jr un le..::> t.ambién presento 

est.1 madores con "buena" pt'e..._- is i 1...H1 ~ s l n embargo. sol o con el 6pt. i mo cerca 

del origen y con la lun. ... -i .... -n dt_... ¡·espuesta de curvas de nivel circulares la 

•uest.ra. f"ue aceptable, en l.:~ . ' -;. <..:::. -...;:; 1 n mues t ra es muy grande -

Se pudo observcr- .:¡·ic 1 <'\ sepl i ma variante ocupa mas tiempo 

computacional que olros mt..,,\(.H .. i,__·,s; de prci.~lsl.On pc-.bre; pero ésto se debe, 

segura.Mente. a que en ca ... i.a it-ta¡-a. St-~ invic1·tt~ la matriz WTW y porque t.a..mb1én 

se ocupa. más aemor\a~ sin emhnr-g'-'· l"'-'º .. :-1 uso ca.da vez mé..s generalizado de 

comput.adora.s de enorme rap\de¿-:, PSt e a~¡.~(-t o no const \tuye un problema. 

La int.roducci.on del 1 t-1 m\1k· para agrandar al disef\o tiene el 

&1..gul.ent.e ef"ect.o en la Cun. · \. n dP t·espuPst a: 

o sea que. es equiva.lent.e t '---.ner e 1 mismo diseño. con una. f'unc 1 ón de 

respuesta. de tendenc 1 a ascendente más acentuada ( ¡x>rque e > 1) )' con e 1 

punto 6pt.111JO 9ás cercano al disefi.o lel centro del diseño es el orlgen) 

Uto Just.lf"1ca. de alguna. mallera. los resultados de la s1•ula.cl.6n con 

respect.o de la séptl•a variante lo. c:-ual inclu:;,'6 este t.érmino. 

Se ef"ectua.ron dos simulaciones más con t.res f'a.ctores. los 

resultados obt.enldos f'ueron sem'-..,,Jantes a los de dos ract.ores. 

Las s1aulaciones se eCectuaron limitando 

10 alnutos de proceso. Si ese tiempo no se 

resultado se consideró que el ftlt'"•t odo no convergla. 

el t lempo 

1 legó a 

de cóaputo a 

encontrar el 

En resUJDen. los rf:'s.u1tados de la simulación se:f\ala.n que la 

sépt.1-.a va.r\ant.e proporciona ''buenos" estimadores t.anto de 

""op" 
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4. UNA REGION DE CONFIANZA PARA x
0

P Y PARA "ll
0
p· 

En el capitulo anterior se sondeó. mediante una serie de 

siaulaciones. la "bondad" de los dlf'erent.es métodos de búsqueda del 6pt.1.ao; 

los resultados indican que la sept ima variante al método de ascenso por 

pendiente ~lma. es el mejor. En esLe capitulo se van a da.r los elementos 

para. construir las reglones de conf'ianza., tanto para el vector •op• como 

para el nú.aero 11
0

P un anal is is de estas reglones de con..f'ia.nza. peralte 

observar cuales son las cnndicion.t. .... s expeorimenta.les que proporcionan una 

región de conf"lanza má.S pequcfla. 

Este tema Cue primera.mente trat.ado por Box y Hunt.er ( 1954 y 1957) 

quienes ae basaron en el leorema de Fiel ler para encontrar una re&16n de 

co~l.an.z& del punto donde TJ alcanza el 6pt.lmo, posterioraent.e Ca.rter. 

Chl.nchl.111. Ca.mpbell y Wampler (1984) siguiendo una ldea. de Rao (1973) 

desarrollan una reglón de conf'lanza para los va.lores de g(f3) una f"'unclón de 

los valore• del vector de parametros ~- Escogiendo adecuadaJaente la Cunclón 

&• ea puede encontrar los lnt..ervalos de conf'la.nza para cada. una de las 

coordenadas del punto donde T1 al can za. el ópt. 1 mo. Car ter. Chi nch1111. Myers 

y Caapbell (1986) exploran la mlsma idea anterior para def"1n1r los 

intervalos de conCianza apllcandolos a pro~lemas especlf"lcos. 

(Fl.eller. 

de acuerdo al teorema. de Fiel ler, Es importante nctl.ar 

1944) las regiones c.::onf'ianza de •op' propuestas por Box y 

la ca.racteríst..lca. que para una. muestra dada, siempre existe 

ta.l que P{ x t! R•) = ex. 

que 

de 

Hunt.er, t.lenen 

un valor • > O 
op 

Sln embargo. como se verá. mas adelante. se puede probar que 

para una slgniCica.ncla igual ~ este valor de u, se aceptarla la hlp6t.esls 

H: '11 - e, constante. y como ur-ia f"unc l ór1 const.a.nt.e no presenta .-á>c l llO& nl 
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ain.190s loca.les .. t.lene senl\do la supos\ción que x
0

Ptf fiª con proba.blllda.d 

positiva.. 

El desarr-al lo de las reglones de con.f'\a.n.za para K
0

P que a.qui. se 

dan se basan en la idea original de Box y Hunt.er (1954). a estas reglones 

se les denota. •reglones de conf"ianza usuales•·. 

4.1 !NTERV""-0 0E CONFIANZA EN EL CASO DE TENER UN ÚNICO t •CTOR. 

En est.a parte se a.nal lza. la sit.ua.c16n en la que "IJ es f'u.ncl6n de 

un únlco ractor. U.te es el caso trivial; pero. ejempllf'lca de tnan.era auy 

alaple la. const.rucc16n de la.~ reg\.._·,11P.-s de conf"ianza. 

4.1.1 llfiERVALO DE CONFIANZA PARA :a 
op 

En est-a. sección se discul-et\ tres regiones de con.f"lanza para el 

t.•raino x . 
op 

L.a prl-ra es la 

H\lllt.er, 1954) por tal razón 

conf"lanza umual~. 

región reportada 

en este trabajo 

en 

se 

la 

le 

literatura, (Box & 
l laaa. "la regi6n de 

-nor 
La segw\da es una generalización de la reglón usual. 

long1t.ud, por t.al razOn se denot.a como "la región de 

pero de 

lon&itud 

ain1.._•. y es una aportación de est.e t.1~abajo. 

La t.ercera es una reglón 

contiene al origen; pero 

"-cen lntereaante. 
presenta 

de conf"\a.nza. sesgada. ya que siempre 

las siguientes caract.erist.lcas que la 

1) Se puede construir en condiciones en las que t.ant.o la :regl6n usual 

como la reglón de longitud ~lntma no extst.en; y 
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i~> La región de conl\anza de long\Lud min\ma se puede represent.a.r 

cotao la ln~ersecc\ón de una reglón usual y de esta región. y esta 

f"orlb& de repregcntac\<.ln es f''ácllmenLe generalizable a. saá.s cie dos 

f"actores. 

Esta UlL\ma región de coril\anza l.a.mb\én es una aport.a.ci6n de este 

trabajo ~ se le l la.ma. ''1·Pp,ic>n auxl l l.n.r", ya. que se uti l lza para. encontrar 

al lnt.erva.lo de long\t u•\ m\1timn. 

En est.e con.t.ex:t.o, dPclr qHe un \nLervalo exlst.e es equlva.lent.e a. 
decir que el lnt.ervalo cs\á aeo~ado. 

Conal.deracionea generales: Cuando la res pues t. a depende de un 

único :Factor. las observfl.c-\nncs se pueden aproxlma.r. en un entorno del 

6ptll90. con el modelo: 

y (4. 1) 

donde fi
0 

131. y (3"
2 

son parámetros desconocidos. (:J
2 

< O y e - NCO, cr9 ), 

son variables aleatorias lndepend\ent.es. 

La Corma. maLrlclal de (4.1) es' 

(4.2) 

con e - N(O, v 2 I) 

El estimador de minlmos cuadrados de ~. ea el vector alea~orioi 

~ N(~,V) con 

V= ,,.a r 
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Sl los punt.os del 

or~aen; en~onces. t.a.nto L x\ 
--.trlz de v.arlanza covar\anza 

n ,, 

diseño se escogen simét.rlcos 

como L x~ result.a.n ser cero~ 
es l gual a: 

l: " 
2 

' 
V = .,.2 r Q r l: x" o 

1 

l :L ~~ ,, 1: " • " 1 ' 

respect.o del 

por lo que la 

{4.4) 

'1Jf la dlst.r\buclón de l0s c~L \m.."l.dc•res 13
1 

y 13a es tal que: 

130- N{¡3º. 1: " • o-2 /lnl: x>lI: x~l2) ) . 
1 

tJ - Nl/3
1

• ..-".·i: x~) 
l 1 

{4.5) 

13 - N\13
2

• n.:r l»1: x>lI: x2)2) 
2 ' 

Un est. laador l. nF>esgado de a-2 es 

SCE/crª - X:-3· 
;..

2 = SC:E/{n-3) y se tiene que 

El est.l.ador de la .atr\z de varianza cova.rla.nza se encuent.ra 

&Ui&l.lt.u.yendo ~.'ª por su est \IM\.dor~ en L-.tra.s palabras. V = ;,.2v/a-2 . 

-a .,. y 

13 ( vTv1-•vTJr 
13 son Independientes. ya que SCE yT(l - lll(VTV>-'VT):y, y 

lo que l•p1\ca que- (VTV)-\VT(l - W(WTW)- 1 VT) :a O. C.Searle. 

1971). 

De a.qui en ad.e¡a1~te se consld.era que el diseño eleg_ldo es 

s\miét..rlco con respect.o a.i cer0~ p---r- ''-' que los est i.adores 13
0

9 li
1 

Y 1)
2 

presentan las propiedades. en t.4 ~1 

l.a. estlwia.ci~r. de la 1\.inci6n de respuesta es ent.onces: 

"' (4.6) 



y presenta un ma>elmo en 

(4.7) 

sl y s6lo sl 

~1-.es 

13
2 

es negativo; en c~o caso., un e&t lmador de la respuaa·ta 

'lop 

Pera obtener el intervalo de co~ianza usual, se ut.illza.. la 
variable aleatoria 

'11• (X ) = ( (X ) = f3 + 2(3 X 
op op l 2 op 

(4.B) 

normal con media cero ,y va.rlanza 

4x2 VltJ ) 
op 2 

por lo que 

t(x l / v"'V(l} 
op t<x ) / v"'VW 

op 

ea una variable aleatoria con dlstr1buc16n 

ele 11-rt-. 

t de student con n-3 &1"adoa 

JnLervalo de cord"lanza usual. El conjunto 

{ x 1 -t,.,,
2 

s t(x) / ..IV{í) s t""
2 

} (4. 9) 

es el intervalo de conf"ianza usual para. >< con un nivel de slanif"lcanela 
op 

i 8 .-1 a •. 
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Not.e que 

1.&&U&l na es va.e 1 o. 

>< est.a cont.enido en (4..9).., 
- 1o - el 

1Dterv:alo 
op 

- Si t
1 

< t
2 

ent.:inces 

- Da.do que el e uadrado de una v. a. t es 1 gua.l a una v. a.. 

lnt.ervalo usual es igual rll c0n.}unto: 

{ X t 2 (xl/vtti F ) 
\. n-3 

F. el 

( 4. 10) 

donde F 1 .n_3 t!,2 es el valnr l.abulado de la dlst.ribuc\ón F 
c09C>Clldad de aqu1 en adelanle ~e escrlblrá. sln subíndices. 

y que por. 

T.......,. 4.1 (Box y Hunter, l~S4) 

El intervalo de conrlanza usual está acotado sl y sólo sl 

Note que ést.o equivale a decir que el lnt.ervalo de oonCla.nza 

u.sua.l est6. a.cotado s l y só 1 o s \ en 1 a prUP-ba 

contra. 

se rechaza la hipótesis nula. con un nivel de slgnif'lca.ncla. igual • a. 

Sl ae sustituyen l(x) y V(l) en (4. 10) y se desarrolla la 

expres16n alaebralca, se t.lene que el lntervalo de con11a.nza usual es: 

{ X 1 Cíit~ - FVCíit1 l + 4(3 1 (32 x + 4(¡3~ - FV(f32 ))x
2 

< O } 
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para que este conjunto 

sea convexa. y esto se 

esto es equivalente a 

este <t.coladu es 

da si y sólo sl. 

fl~ > FV(fl
2
l. que 

necesario que la r~cl6n cuadrá.t.l.ca 

~~- FVt~2 ) es un número positivo. y 

es lo que se queria probar. 

ln~ervalo de conf\anza para •~r (re•arcedo en ne9rol 

••9.Q:ft l• relaclon (4.1\), el caso que Po::> FV(~ ). 

&orol-lo. 

Sl el int.erva.\o de conf'la.nza. usual esté. a.cotado. sus punt.oa 

extre-.os son las dos ralees de la ecuación de segundo grado 

por lo que el intervalo usual es igual al conjunto 

>< = • 

= { X 

./ 
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-..1n&c.l6a. 

X -a 

Int.ervalo de conf'ianza de longit.ud •íni-: (aportación de este 

traba.Jo) Es el intervalo de la rorma 

{ X 1 -t. .e '5 t (X) e 4. 12 > 

para O :S e < «; con longitud minfima. 

Note que (4.9) es el caso par·t.lcular de (4.12). cuando e ::m: «/2 . 

.._ •. 1 

Si la runción 11 t lene un punt,o máximo 0) entonces la 

f'unc16n icx> /.lvci> es decreciente en el conJunt.o 

(4.13) 

--.t..-.c.l6n. 

Observe que -: 
..L) i1 .. tcx> / /Veo 

X -CD 

por lo tanto t(x) / .lvCt{x)) es una runci6n acotada. 

Acle-. t{x) / ,/V( l(xJ) presenta un único punto cr1~1co en 
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Gaao 13
1 

> O; 

Como {3
1 

> O y /3
2 

< O; se sigue que x
0 

es negativo. que 11C
0 

es 

un máximo del coclenLe y que el valor máximo es: 

ent.onces en el lntervalo {~oo. x
0

) la runción flxl / /vctl es creciente 

o< -í3./.lvcí3
2

i < tcx> / .lv<t) ( 4. 14) 

1111entra.s que en (x
0

• aa) la f'unción l{x) / /-V(f) es decreciente y 

de (4.14) se sigue que 

11 por lo tanto 

ésto 1•pl1ca que la runclón l(x) / ./Vil) 
(4.13); y es lo que se queria probar. 
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es decreciente en el conjunto 

cuando fll i>O. 



-.. 11
1 

<e. 

Ca.o 13, < O y f3i! < O;, se sigue que x
0

. es poslt.lvo. que .X
0 

es 

un mini-=> del cociente y que el valor minlmo es: 

•nt.oncea en el lnt.ervalo {-ce, x .... l la f""\.1nc\ón l(x) / rvm es decrecient.e 

y 

(4.15) 

•ient.ras que en '1r
0

• co) la f'"unc16n l(xl / ,,/ Vt () es creciente y 

de (4.16) se slaue que 

cx0 • •> n < >< 1 í3
2
/..lv(í3

2
i"' Hxl / ..lvct> ,s -í32/~) > - •; 

>f por l.o t.ant.o <x 1 í3
2
/./vcí3

2
i s tcxi / ..lvci1 s -í3

2
/./vcíi

2
> >,.e--. x

0
l. 

o sea que (4. 13) 

decreciente; y es 

C..o 11
1

• O. 

esta contenido en el conjunto 

lo que se quería probar. 

donde l(x) /~es 

Sl IJ
1 

=o. llxl / ./vctJ no tiene puntos crl.tlco. y por 1) y 

.iJ) en -- t.lende a un núaero posillvo. mientras que en m t.lende a un núMero 

ne.-.tlvo. lo que l•pllca que la íunc\ón es decreciente en R. por lo ~a.nto 

.. decrwclente en (4. 13}. Queda del90strado. 

car..1 ... ,.. ,._ 

Si i!/VC~2 ) > aa.x{t~. t!_r.} y ~ t.lene un ..a.xlmo. entonces 

f(><) / ~{l) es decreciente en (4.12). 
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-t.rac16n. 

Coiao (4, 12) esta ~-0ntenido en {4.13) se sigue que el corolario es 

verdadero. 

Corol.,..io 2-

S 1 a> O es tal que P(x
0

P • fi) ~a. entonces pa..ra la prueba.: 
H

0
: {3

1 
= ~2 = O contra H

0
: al 1ACnos una. ~1 6 ~2 son dlrerente de cero~ 

se a.cept.a H
0 

con una signltica.ncla igual a. 

~t.rac16n. 

Si P(x t! iR) ~ a., er1lonces 
op 

{ >; -t / t:d 
ca,.'. 

-..¡¡ ( 1 

= fi 

para t.oda X E R 

donde loe grados de l l bertad 

d1st.r1buc16n F son 2 y n-:J 
-2 - - 2 - 2 f:i1/V(13 1 ) + jj2 /V(132 l - ~ con 2 

la reglón de aceptación de H
0

• 

•if~ 1a dlstrlbuclón t. son n-3 y los de la 

cumo f;J
1 

;y {3
2 

son independientes entonces 

grados de 11 bertad). por lo ta.nt.o se está en 

y queda demostrado el corola..rlo. 

Te- 4.2 
SI Íi:/V({l.

2
} > max{t~. t:_c} la longitud del Intervalo (4.12) es 

igual a L - Jr
2 

- x
1

; con 

X • 
2 

t!cvc,3
1 
iíl~ + vc13 2 ¡13:J - t.;vc13 2 1vc131 J 

2(¡3~ - t! V(13 2 l) 

x­• 
_-_l3_, _l3_2_-__ ./ ___ t._:_-_c_c_v_<_l3_,~l=l3~ + v_c_,3_:2:_) 13~-..::_i ____ l_:=---..:c_v_c _l3..:2c.J_v_c_13-'1'--) 

2(~~ l:_tV(~2 ll 

--.t..-...1.ón. 
Note que (4. 12) es Igual a la unión ajena de 
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{ X 1 

( 4. 17) 

1' co.e t(x ) = o. ent.onces x es el extremo común de los dos lnt.erva.lo& 
op op 

•A (4.17); por otro lado. el corL~la..rio del lema 4.1 a.segura.~ 

icxl/~ es una f"'uncíóu dcerecienle en (4.12); por lo que sl 

en t. once& 

{ X 1 

x, < 

x
1 

E X 1 l1 < /(x) / rv(l) :S t a.-• 

><
2 

E { X 1 -t. & S l (X) / /V( l) < Q } 

X < X 
op 2 

Por esta razón y por el corolario del teorema. 4.1 se slsue que 

x 1 os itx> / ./vct> s t. •-t 

{ x 1 l 2 Cx) / V(l) s t.:_. y X s X 
op 

/ 

De l gual manera 

x -t..st(xl/./Vct}so}= 

+ ./ 
)(op S X :S 

- t. 2 V(~ )) 
&-& 2 
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Fi.nalment.e. se conclu:,..·e que sl i3!/V(f3
2

> > max{t.!. t!-&> 

< X 1 -t... "' te X ) / .,,!'V(t) s o } u { X 1 o s l ( X ) / ./ V ( l ) :5 t .. -.. } -

-
JIC -2 

JIC = 1 

{ X 1 

t~1~1;3 1 i~~ 
21;3~ -

q~ es lo que se queria probar. 

Corol..-:1.o. 

En la prueba de hlp...':>t.esls: 

v1í3 2 113~i -

t~ vcí3 2 n 

H
0

: a
2 

= O contra 

t~V{¡3'2)V{¡3 1 ) 
-----

se rechaza la hlpót.esls nula con un t"llvel de sign1f"1ca.ncla laual a 

aln{a-c. e}. &1 y sólo sl (4. 12) es un intervalo acotado. Esto slgniClca que 

(4.12) puede no est.ar acotado aun cuando el intervalo usual lo esté. 

:O.-t..-...:l.6n. 

Se rechaza H
0 

sl y sólo sl ,3:/V(,3 2 ) > ma..x<t.!. t!_ .. > y est.a es 

la. concllci6n para que (4.12) este acotada. Por otro lado se sabe que la 

cond.1cl6n para que el int.er-valo usual este e.cotado es ~=/VC#J2 > > t.~ 
(t.eore-. 4.1); y colllC> Ma...X{t:. t.!_c} ~ t.!/

2 
para Os e ::s oc.,slgue que (4.12) 

p\..lede no existir aún cuando el intervalo usual est.é acotado. y queda 

demost.rado el corole..rlo. 
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'i-<x> t.ª vct) --· ) "----- . 

bl lnt.ervalo 

-r.- 6.3 

Los n~ros 

de la ecuación 

¡.,. 

J 
/ 

'... 1 2 l !'· > º· y 11~ > •••<.t.•.~:,_.., ... (~). 

que ainialza.n la longitud L son solucl6a 

&{t.) -
cvc~,>~!. vca2 J~~~~) • t 2 lv2 c~2 )~~ - vca.,.>v<~,>~:> 

2Aca: - t.2 via.,.>l2~a-la2·. ve~ >~2> - t.2vc~_ivc~,1 
l ?. 2 ' ~ 

g(t) es la 

llbert.ad ~ A de tal 

1 - ·-

2\i \ 13 2 ) 13 1132 t 

2~1~: - •2 v1i
2

11 2
· 

f"unc ión de densidad 

( 4_ 18) 

de st.udent. con n-3 grados de 

la restricción G(t. ) G(-t ) 
c.-.s- " 

a •lni•iza.r \a. longitud 

a. donde G es la 

L suJet.a 

función de 

a la condlc16n que 

dist.rlbuclón de la 



variable aleatoria t con n-3 grados de libert.ad. 

Para ello se apl lea la lécnlca de 

L.a.ara.nae; derl va.ndo y resol v l endo las ecuaciones. 

8 (L - ;\.(G(t ) - G(-t ) 11 - o)) = o. 
llT., &-& ,_ 
8 (L - ;\.(G(t ) - G(-t ) - ( 1 - al l o. 
n.-~ &-& 

8 (L - ;\.(G(t ) - G(-t ) - l l - a)) = o. ax &-& 

los aultlpllcadOl'eS ele 

Al derivar la primer ecuación t.eniendo en cuenta que t. = -te < e, 
resulta la ecuación (4. 18) para. t.. :S O; al derivar la segunda ecuación 

considerando que t = tu.-4!; > o. result.a la ecuación (4.18) para t. ti!: O; al 

derivar la tercer ecuación s~ obt...iene la restricción. esta restrlcc16n se 

--.n1Clesta en el valor de ~- Queda demostrado el teorema.. 

Corol..-lo. 
Si el 1nt.erva.lo de long\ t ud rninima ex:ist...e ent.onces se cumplen la& 

relaciones de orden: 

t > t 
& &-~ 

si 6 l & < t cr.-& si 13, > o. (4. 19) 

-•t.1'9Cl6n. 
Obmerve que el segundo miembro de la ecuación (4.18) es la swaa. 

de do• f"unclone& de t.: la primer runción es pe.r y es positiva, al raenoa 

para t 2 < iª/V(~2 ); y la segunda es una Iu~ci6n lmpa~. y es positiva para 

los va1ore• de t de signo contrario a. (3
1

. (como 13
2 

< o. si 13
1

t < O; 

entonces 11
1
1tat > O). 

Por lo tanto la runción en el lado derecho de la ecuación (4.18) 

es --.yor en -(&18no de ~ 1 )t que en el numero (signo de i
1
lt, con t >O. 

Adeaá.s. esta misma !"unción tiende a inf"init.o cuando t 2 tiende a 

Por otro lado. la !unción glt.). como se sabe. es una ~unción par. 
positiva y decrece conrorme t se aleja del cero; por lo tanto. la 

lntersecc16n de las Cunclones en ambos lados de (4.18) mé.s cerca de cero es 

en t. de signo contrario a (3
1

; un valor· más cerca de cero t. lene menor valor 
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absoluto y por lo tanto las soluciones de {4.18) CUJRplen la relac16n de 

orden en (4.19). Y es lo que se queria demostrar. 

l:/~/-
solucldn de e que •lQl•\za ta 
de conrlanz5 cu~ndo p <0-

ta. -& 

lonqlt.ud del 

•e9undo -1-.bro 
da ( •. '18). 

g(t) 

l nt.ervalo 

Ei In~ervalo de confianza auxiliar es el conjunto 

(4.20) 

~ X f(x ) 
op -

1- •. 2 

El intervalo de corüianza auxllla.r es igual al conjunto 

{x 1 tCx> •-t.~ y x >o > v <x t t<xJ s t
4
/vctl y x <o> v {O} 

.._.t.....,l6n. 
Si X .. o 
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X - /~ r ll ,, ) "' -t. ,/ v¡ i i si X > o 
1 x:1 Uil, ... 21>2"'' "' -t '~ .! ........ ;- \': ;~ ' 

~ 

~ l ./Vll) E (X) t si X < o 
~ 

Si x =O. x ¡_--ertcnece al iutcr-valo de conrla..nza auxiliar. 

Combinando estos ,,_h~s resul t. a.dos se llega a lo que af'irma. el leaa._ 

Lema 4.3 

El intervalo ct.-. cc,nf'ian?a auxi llar esté. contenido en el conjunto 

{x 1 13
1

x 

-•t.raci6n. 

de est.a manera 

por lo que si 

¿ 
X 

C4. a1 > 

entonces necesariamente 

Y(/3 1 )/ 4~ 

y est.o lapllca que (4.20} esté contenido en (4.21). 

Por lo tant.o. (4.21) es un int.Prvalo de conílanza conservador para >c:
0

P 

1- 4.4 
El intervalo de conf"lanza conservador. (4.211. está &eot.ado al y 

sólo si se rechaza la hlpóLesis nula de la prueba.: 
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--.t.r.ci.ón. 
El lnt.ervalo de c~ . .>11f'\anza (4. 21 l es equivalent.e a. 

•&t.e conJunt.o cont.1ene a.l Ll. por lo que no es va.c\o, y est.á a.cot..aclo s1 y 

s6lo sl el pol \.noa1o de segundo grado es c6ncavo, y esto se de. s1 y sólo sl. 

~2+ t..~ es negat.\vo 

Se sabe que ¡3
2 

es Jicgat i vo. y que t ~ ../ Vt (1
2

) es posl l 1 vo~ por lo 

t.a.nto para que f3
2

+ t. 4~-;~:-) ~~..,.<\. ncgat ivc' necesario que el valor 

a.braolut.o de f:Ja sea .ayor que t 11 ../ vl ;J~). 
Por lo t.a.nt.o. para 4ue l4. 21) esl-8. a.cota.do se se debe cuaplir la 

-a 2 ........ 
deslaua.ldad '3'a > t. .. Vlf3

2
l; que es equ\valent.e a rechazar la hlpót.es\.s nula. 

,¡ es lo CI'- ae queria. proba.1·. 

c..-01..-10 1. 
Una condición suf"iciente para que (4. 20) est.é acot.ada es que 

~ > t.:V<~,.); 

--.'----1ón. 
Como el 1nt.erva.lo en (4.20) está contenido en el intervalo 

{4.21), 51 #! > t.~<Íi2 l entonces (4.21) esté. acotado; y necesarl,...nt.e 

(4.20) lo está. Queda de111K>strado el corolario. 

eoro1..-1. a. 
La. reglón de conf"1anza au.x\ l \a.r puede estar acot.ad.a aún cuando 

la reg16n de con.f'la.nza usual no lo egté. 

F • entonces se puede cuapl ir la relaclbn i! > 
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aún cuando nu se cumpla la. relación. > queda 

de.-ost.rado el corolario. 

.-----

Clg. &.S ln~ervalo de conC\anza para Xrr (remarcado en ne9ro) 

ae9~n la relación 

Te- •.• 
Si el lnt.erva.lo de longit.ud tn\nlma est.é. a.col.a.do y n.o cont.lene al 

cero, entonces est.e int.ervalo es igual a. la \nt.ersecc\ón de un lnt.erva.lo 

usual y un 1.nt.erva.lo aux\ l \ar. 

llamDet.racl.6n .. 

Co1110 el \.nlervalo de lungiLud. minima. está acotado y no cont.l.ene 

a.1 cero, est.e 1nt.ervalo esttl. lola\mcntc cont.en.\do en los reales poslt.lvos o 

b1en en los reales negativos. 

El intervalo de long\ l.ud mínima con 100( 1 - o::.)% de conf"ia.nza. es: 

{ X 1 

C..o 1. el ~nt.ervalo de 1ongit.ud miniDB está con~enido en R•. 

El nümero x perlenece al 
.-.... .-.... op 

intervalo de longitud tninlina., ent.onces 

X
0

P -~~/2~2 ea mayor a cero, y como a2 
por el corolario 1 del teorema 4.2 se 
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El 1Atervalo usual con 100(1 - a+ c
0

)Y. de conf"la.nza es 

{ X 1 (4.22) 

$i - t. } V { X f -t,,_ S l(x)/Y""VCt) .s t 
a.-.c .. 

Como LCxJ/Y""VCt) es decrectente en (4.~2) y el cero no est• contenido en el 

lnt.erva.lo de longitud minimn. entonces tampoco (4.22) contiene al cero. y 

por lo tanto (4.22) esté totalmente contenido en R•. 

El intervalo auxi J lnr· con 10f1( 1 - c0 )~.:; de con.Cla.nza es: 

{X 1 -t S xf(xJ,./V(xlJ 
"· 

(4.23) 

{x 1 -t /VW s t(x) y x > O) v {x 
"'· 

l~ ./VclJ ~ l(x) y x < O} u {0} 

Asi la interse~ción de los intervalos (4.22) y (4.23) es 

<x 1 -t .. irx>/.lvrii a.-..-. } n {x 1 -t,,_/V(t) s t(x) y x >O} -

{ X 1 -t~ .IVuJ S f(x) 

'/JI 6ato es lo que se queria demostrar. 

C.-0 a. •1 ln~ervalo de lonallud •iniam. ealá contenido en R-. 

El nÚ9ero x pertenece al Intervalo de longitud mini.a.. entonces 
- - ... op -
x

0
P- -111/2/Ja es Menor a cero. y como fJ;> < O entonces 13

1 
es menor a cero; y 

por el corolario 1 del leore•a 4. 2 se sigue que te .... > t .. -~ .. 

El Intervalo usual con 100(1 - c
0

)X de corú"lanza. ea 

{ X 1 -t 
t,, 

s t(x)//V({¡ :s t &--
(4.24) 
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{ X 1 -t ... S l(x)/~l) s t } u { x 1 t s l(x)/./V(l) 
11-c"' «-.e,, 

s t 
"· 

Coao ¡(x)/,/"V(l) es decreciente en (4.24) y el cero no está contenido en el 

intervalo de longitud minlma. entonces tampoco (4.º24) contiene al cero. y 

se slaue que (4.24) est..á t,otalment.e contenido en los reales negativos. 

El lnt.erva.lo auxi 1 lar (·on lOOl 1 - (o:: - c
0

) )X de conf"lanza. es: 

(4.25) 

(xi -t ,/"V(l) S l (X) ·-- y X O} u {xf t.a-c-/V('l)"' l(x) Y X < 0} U {O} -

As1 la lntersecc\ón de los intervalos (4.24) y (4.25). 

(x 1 -t. ,. t(x)/~l .. lr. } n {x 1 la.-c~/V('t) ~ l(x) y X< O} -

< x 1 -1.,,./v1t> ,. 1cx> 

y 6sto es lo que se queria demostrar. 

T•- •.B 
Si el intervalo de longitud minlma está acotado y contiene al 

cero. entonces el intervalo auxlla.r de igual conf"lanza estA contenido en 

61. 

..._.t..--16n. 
Como el intervalo de longitud minlma contiene al cero. entonces 

{ X f -l S l (X )//'V{"t) 
t., 

es igual a la unión de Jos conjuntos no vaclos. 
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Poi" Gt:.ro lado, el Intervalo auxiliar con 100{1 - a)l( clie conf"J.-

( X Í -t~ S xl\X) v"V(xf) } 

(xi -t.~:< l\x) y x ~ O} v {xi • .. ~ .. t{x) 1tf JC <EH v {EH 

E"nlo-nc-es 

{xi -t. :< l(x)/~, :; :..: 0) 

hcl t.,.., lcx)//V(ll. y x ~ ll) v {ll} 5' \xll(Ol//Vll) s llx)//V(l) s t. } •-c. 

de est..as dos últ..i.a.s relaciones se sigue la veracidad del t.eoreaa.. 

Los t.eore-..s 4. 4 4 5 111uestran la i•portanc\a que t.1ene el 

lnt.erva._lo de con.f'\a.nza auxiliar. 

4.1.2 INTERVALO DE CONFIANZA PARA Ttop 

En est.a sección se discute !a cori.struccíón de dos reglones de 

con.f'la.nza para la respuesta. w.f.t....x\wr.a.~ l~ pri~ra es una región conjunt.a par-a 

ex ... '11°"'). la segunda es una 1-egí0n para el valor individual de nop 

{(x. y) IUxl/~! s 
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~ ) es el conjun.~o 
op 

(4.26) 



donde 

k(x J 
op ~ x 0 Pl 

es normal con media 71 :O,' varianza 
op 

~ t(x) es igual que antes 

El nümero ~(~) es tal que la signiClca.ncla de la reglón (4.26) 

es a. 

La. manera más simple de calcular el valor de ~(a) es cuando las 

variables l(x)/~ y lk(x) - 71(x)l/vYW son Independientes. Sin embargo. 

es dlf'icll ca.ract.erizar los diseños que hacen posible ésto. 

valor de 

cu.aplen. 

Por suerte existe otra eondi<eión. Mediante la cual se calcula el 

t 
r<•> 

y Cá.c 11 aaent e se pueden ca..raclerlzar los dlsef\os que la 

T•- •. & 
Si X. Y - NCO. 1) :,.· Z - :t.!; X. Y y Z 1ndependlent.es. ent.onces la 

Cunclón de densidad conju11ta <.ie las variables U = X/~ y V = Y/~ 

es 

r.,.cu. vl (4.27) 

-~rec16n. 

Si X. Y y Z son independientes, su Cunción de densidad conJunt.a 

es 

para -- :s x. y .$ - y o :s z :s -· 

para obtener la densidad conJunta de (u. v) se utiliza la transrormaclón 

U = X/~ • V = Y/.r-z7iil" y W = Z 
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JI su t.rans.f"~lón inversa 

y 

- la q._ el jacob\&no es 

entonces la C. d. de (U, v. Wl es 

2wr(•/212•/ 2 • 

la f"unci.6n de densidad con.Junta. de (U. \i) es 

r: C.,....(u, V, w)dW 

est..a lnt..egr-a.l se resuelve pt...'r ei método de sust it.uc16n de variables de la 

f"o.-.a 

2'••2).<2 

2 

2dy.·\u2
.·11'1 + v 2 /m+ 1) 

= 
--·~·-· J .... \ .. 21..--2-1 e»' cty = 

i1'•• 2 ) · 2 o~ 

1)1••2l/2 

.,, 0090 rta+l) - aT(a.) • .f"lnal-.ent.e se t.iene que 

y - lo que - queria pro-.r. 
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T rw 4 .. ? 

Sl la Xunclón de densidad conjunta de 

t(x)/...{(l} y (k(x) - ..,(x) )/~ 

e& E(u.. vl • 

entonces el valor de t l' t ~> 

ec:uac16n 
en (4.26) es la soluc16A -lt.l.._ - la 

t. = ""1 ( l/aJ'""- 1 )k (4.:a8} 

-t.racion.. 

La probabilidad de estar dentro de la región (4.2S) es 

dudv 

+ v 2 /k+ 

y cons1clera.ndo la. t.ra.nsíor..a.cióJl = r cose y v = r sene; el Ja.coblano 

de la transCoraac16n es r l. y la integral de arriba es igual a 

r r~ 
-t .., 

lrldrde 

(r2.k + l)(lil•2J/2 

1 -
( t 2 /k + 1 ) k '. 2 

1-a. t 

Queda de90st.rado el teorema. 

T-6.8 
Sl el diseño es si.et.rico. y cuaple la. relación 
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entonces la f"unc16n de densidad conjunta de las v.a. ·s {A:.(x) - 'lf{X))/~ 

y l(x)/MlJ es 

f"( U, V) para (u. vl E R 2 

O..Ost...reci.6n. 

Por el teorema 4 ''- sl (A:lxl - >}lx))/~ y l(xl/MO - N(0, 1) 

y ;..a/.-2 ~!_3 • son in...i.,-.¡,>t?ndlenLes. entonces la f'uncl6n de densidad 

conJunta de (A:(x) - Tf(xl) \o .• -(,A-1 y de itx) v{~ es la. que a.ilr..a. el teore-.. 

Ya se sabe que c:r.2. cr 2 es independiente de (lc.(x) - 17(x))/~ y de 

l.tx)/~. por lo que bec:;t"-l. t'r·.,t•P..r· ,~ue 
para que las tres variables 11::-. seat1 

l \X.) k(x) son independientes 

- -l(x.) y lt(xl son independientes ~i ~,.sólo si cov(l(x). lt(x)} =O. 

(es 'W"l& propiedad de las v. 

A.si. se necesita dcter·minar cuando cov(l(x ). le(>< }) es lgua.l a 
op op 

cero. 

cov(l(x 1. A:(x }) = 
op op 

supc;>nlendo que x
0

P la. Independencia de 

varlables se da sl 2covU3'
0

, ~2 ) + V{ 13
1 
L'2 es igual a. O. 

De la relación (4.4l se sigue que 
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por lo que suatltuyendo es~os tér•lnos 

dle es~a ültliaa ecua.clon se sigue que 

2cov{S ·~- \ • ;·113) ? = 0 o ¿ , o 

as1 ent.onces. si el dlse-l"l•-' es tal que nLx~ - 5(}).:~) 2 = o. la.& variables 

a.leat.orlas i:(x
0
P), k{x

0
Pl son independientes, y por el t.eore.a. 4.6 se slaue 

que la densidad de conjunta de lkl><l 11l:<))/~l y l(x)/~ es la 

dada. en { 4-. 27) y queda dEH•K-,=; l rado el t eor-ema 

---------

De todo •sto. se sigue que s\ el dlsefio CWllple la condición 

la 1'9g16n de conr1a.nza conjunta es 

{(x. y) 

con ty(al 
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Por ejemplo el disefic f'or-mado peor los puntos x
1 

= l. x
2 

= -1. x
3 = ~ . x 4 = v-3' y 12 repet ici.:..Jnes en el cent.ro. es silllét.rlco con respecto 

aJ. cero y cuaple la condicl(·n del teorema 4_9_ 

Int.e.rva.l o de con.f i a.nza 

conf"la..nza individual para " 
para 71

0
P Para enconlra.r el Intervalo de 

· ... -a a construir una "banda" o cinturón de 
º'' eo-nf"la.n.za para l}( x) con x en ~ 

i.... •.s (Noble, 1969) 

Sl A es una. mat.rtz Je lll"Cm y B una 

ent.oncea A es poslt.lva. semidef'inlda. sl y 

aealdef"lnida. 

~ 4.6 (Schef"rél 

El núaero k. que cumi:·Ie la relación 

matriz de mxk 

sólo si BTAB 

de 
es 

ranao •. 
positiva 

P( l~Cx) - ~(x)( s ( kV(~(x)) ) 1 ;
2 para todo x E R) = l - « 

es igual a k 3 F 3.n-3 · 

--.Ot.r-.:lon. 
Se sabe que 'J)( x) 

que V(~(x)) - wT(VTV)- 1 ws" 

y 

(~(x} - ~(x)) 2 ~ kV(~(xll 

= WT~ = wTf3 WT(VTV)- 1 VTc; que 'IJ{x) 

J-x:>•· In tanto ;,(x) - 11(x) = wT(VTV)-1 VTc. 

Una cond.lci611 suf"iclente para. que esta desigualdad se cU11t-pla para 

toda. x real. es que la matriz 

sea positiva. sealdeiinlda. y por el leMa 4.5. ésto ocurre sl y sólo sl 

(4.29) 

es positiva seaiderinlda. 
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.Pa.ra. que la matr-!z en f4 29' sea p.:;sltiva. se•idef"inida es 

necesa.rlo que todos sus propios sean naa....vor-es o Iguales a. cero. 

Los val ores prop i ~s: d'€" i 4 29} son· 

{k.s.-~ - c 1 W(VTW)-lWTc)W(WTW)-lWTc 

i.l) O con vectores propios iguales a ( I 

y & Rº_ 

JJ.l) k.s2 con vec-ttH·c-s propios WfWTW)- 1WTy con y ortosona.l a 

V( vTv¡-•.,r., 

Co90 cTW(W1 W)- 1 WTt._ O!: o. enlences una condición necesaria y 

a'Af"'lclente para que J.) 1 i i) sean mayores que o iguales a cero es que 

,._2 - cT•<•Tv¡-•vrc ~ o. 

lado. se puede ver que Ja rorma cuadrát. lca. Por otro 
cT•<•T•>-•wrc/v2 se 
cwcwrwJ-•wT ;v2> ccrªz > 

distribuye como 

es ldempotente y el 

ltna .<~. ya que la ... t.rlz 
rango de lf(VTW)-1VT ea laual a 3~ 

Adia..._, se sabe que (n-3)s 2/~2= SCE/~2 es una variable aleatoria 

;ic2 con n-3 _..-. de l lbertad. 

Por lo que Clnala.ente se llene que 

tlene una dlstrlbuclón F con 3 y n-3 grados de libertad. 

P(f.,,(x) - »Cxll,. (.kV(;.,(xJlll/ 2 para. todo x e") - 1 - "' 
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&el leaa. 4.6 se obtiene una región para 'Jl(X) con un 100(1 - cx.)X 

ele co..Ci--.. dada por 

c..,cxl - v{V~t-;;l) (4.30) 

En est.a expres\on TJ(x) es. una tunc16n cuadrá.t.1ca con un má.xlaro y 

es la ra.lz cuadrada. de un polinomio de cua.rt.o grado que es 

posltlvo para t.odo x real. 

1- 4.7 

Si ><.
1

, x
3 

son los puii.los donde 

y 

alcanzan su valor Máximo. rcspecl iva.mcnle. ent.onces el intervalo 

oont.1ene a -.,
0

P con ( 1 - o.) 100% de co1).f" i a.nza. . 

....,.t.rea16n. 

Por el le.a 4."6, se sabe que 

>1Cx1 + vivc;.cx>> 

ea un intervalo de conf"lanza de ~(xl para t.odo x real. 

Aal con una conf"la.nza da (1 - a)tOOZ de contianza 

De esta. relación se sigue que si x
1

• x
2 

y 

donde >1( X) y v"1<vc:;,cx11 
a6.>c1ao. respectiva.mente. erilonccs 
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'i X E 11 

x
3

, son los punt.os 

alcanzan. el va.lar 



y esto implica que: 

...,.. {1J(X) 

con a.l menos (1 - a.)lOOY. de c:on.íla..nza. Queda. demostrado. 

.Q(x) 

;j( xl 

;jlx> - .4vl;jcx
3

>> 

y 
op 

Clo. •.e En osta 9raClca no mues~ra la banda do contlanza 
para 'r)(M) 0 asl como el lnlervalo de c:onf"lanza para llp 

Te- •.• 
Sl el dlsef'io es simétrico respecto al cero, una cond.1c16n 

suf""lclente para. que (4. 31) est.é acoLa.do es que 13
2 

+ v1cVc,3-
2

) < O. 

U.-•t.r.., l.6n. 

Sl el dlsef'io es simétrico respecto al cero, entonces 13
1 

es 

independiente de {3
0 

y de (3
2

• Y 

,... - ..... ~ 

VC11Cxl) = Vlf3
0

l 

co•pletando cuadrados se sigue que 
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y de aqui se sigue que 

Si se considera que 

e= 1éovc.B0 .¡,2 J/2.NciJ~)1 + IV(,8
0 

entonces 

-q( x) - Ave ,S
2 

J x 2 - e -q( X) Avc~tx>> s l)( X) ./1<vc;',cx> > 

s 7){ X) + ..rkvc ¡j2) x
2 + c. 

El coef"iciente del término l.: uadr-á. t i co en la f"unc16n >J(x) 

-"Vci2 >xª + e es negativo, lo que i.1111pllca que tiene un --.Xi.a; la f"unc16n 

;cxJ + .1tvc;2 lx2 + e tiene un .ax1_, en R sl y sólo sl, .S2 + Avc;2 l, el 
coe~1c1ente dml téralno cuaJratico. es negativo. 

Entonces ,e2 .,l'kvci32 i 0, >J(X) Avc/i
2

ix2 e tiene un 
-.Cl-.. O-__ Lrado e 1 t.eoreaa. 

c.r..1.-~ •. 
Si P

2 
+ VÍc.Vc~2 ) < o. entonces se rechaza la hipótesis nula 

con ..._. slcnif"lca.ncla igual a a. . 

.._.._.._,16n. 

El núaero " 
rec-.zar H

0 
es que ,8

2 
< ./ tn_

3
V(/3

2 
l . 

Entonces. s1 .s
2 

< Av11i
2

1 
rechaza la hlpóLesls nula. 
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CASe l'1 F ACTaRES. 

En esta sección se presenta la aeneral1zacl6n del caso anterior. 
c:soa clesarrollos seme,ja.ntes. 

e. 2.1 -.IO. - GOl9"Ial86 Pa.A • . op 

En esta. parte se presentan dos realones de con:Clanza para. el 

vector a
0

P. • la primera es la realón usual y la se.uncia. es la rea16n 

auxiliar. Posteriormente. slsuiendo un proceso semejante al caso de un 

~actor, se cie~lne otra reglón con la 1ntersecc16n de una rea16n usual y una 
auxiliar. 

C-1_1_ -ral-: Cuando la re•pue•ta --n- - • 
€actores, la& ob&erva.clones se pueden aproximar, en un entorno clel 6ptl90, 

con el modelo: 

y = WTf!I + E = "'º + .. T. + .T .. + E 

con WT= ( 1, x,. • • • 1 X x~. x1x2. x 1 x •• x'" . ... x'"> - ,. . -)f ,. = ( "º' "'·. . . - . "'·· "'· ·. ,.,,.. "·-· ,. ..... .... ,._) 
aa1: 11

0 
es un nía.ero real, 1t un vector y • una -.trlz ne••tlva def'inld&, 

O\JNO& elementos son parte del vector desconocido IJ; y e -N(O, o-2 ) son 

variables aleatorias independientes. De esta ..anera 'J't presenta un -.Xlmo 

Qnioo en a si, y sólo si, a es una ... triz ne.-t1va de~1n1da llf 
op 

El estimador de •inimos cuadrados - fi es, 
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• - cr2 (VTV)-1 

[ 
1 .. ,. X 

a a a 

l 1• x,. xt'lx12 xt1x1.• x,a x,. 

1 xa1 x:i a a ·- xa. x21xaa xa1xa. Xaa xa. 

1 X X 
2 

X 
a xª -· .. x., x.,x.2 .s• .. x • ., -· 

El estl.ador lnsessado de a-2 es ;.2 SCE/(n-Ca+l) C•.,.2)/2) y Y 

Además se tiene que SCE/a-
2 x~n-c .. t><_.2 l/2>" es ~ndepe~lente 

de /J . .. (Searle, 1971), por lo que t.aablén es independient.e de /j
0

, de lt y de 

En el caso de un f"actor. se consideraron únlcament..e los dlseftos 

s1-6tricos respecto al cero. Una condición equivalente a la simetr1a. con 

respecto al cero. en el caso de • Cactores. es que el dlsel\o cumpla las 

condiciones: 

I:, X~ J 

para t.odo J • k: p • J; p - k y l - p. 
Si el disef\o cuaple (4.32) 

independient.e de /j
0 

y de la matriz •. 

O; I:, ><lJxllc><ll -= O; 

resulta que el vect.or 

Si el disef\o 

cova.r 1 a.nza.s d 1 C"erent es de 

adelMLs cuaple (4.33) 

cero son: Cov{#J
0

• iJ
11

) 

resulta que 1 as 

y Covcii,.. ii JJ l. 
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Si el_ dise~ cwaple_ también (4. 34), entonces Cov(¡;i
0

, 

Gov.c,911 • i;iJJl. vci;1,>. vci;111 > yVC¡t1JJ AO_pe_a_ n1 cleJ. 

Por eJe•plo. el disefto coapuesto c~.le las tres coAdic:lonea: 

e 4. 32 >. e 4. 33 > y e 4. 34 i . 

Al sustituir las relaciones (4. 32), (4.33) y (4.33) 

invertir esta -.trtz. se tiene 

C•-llD<~Jx:J + D<~J .,.a 

nD<~ J 

.,.a 

•ª 

vc,9
11 

J .,.a 

las de_.. covarlanzas son l&ual a cero. 

Si el estl..actor de alnlmo• cuadrados de ~ ea 

con i ne .. tlva cleCinida, el vector aleatorio t (• ) - ¡ + 2 .. 

•• nor ... 1 con ~la cero y -.trlz de Va.r"lanza oovarlanza lau&l a 

... 
(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 

C•.t.1) 



Por lo t.ant.o. tT(alV- 1 tlal x 2 
COA a grados - l i l:>ert.ad; 11. 

eansecuent.e .... nt.e. tTlalV-1 tlal/a tTlalV-1 t(al/•(~2/~2 J - F con•yA-
(-2) (a+l )/2 grados de l ibert.ad. 

1- •.• 
C&da uno de los ele-nt.os de la -t.rlz V(t(a)) .... una :f'or­

cuadratlc• en •· 

---t..-...~ó ... 
Por de:f'inlci6n Vlt(a)) 

Ahora considere la Cor.a perticionada de a: 

l ~ .. ~12/2 ~1-/2 l l ¡~ l i ~12/2 1122 11-/2 

11 /2 11-/2 11_ 1• 

1f el vect.or " i,T lll .. 112. 11.1 

ent.onces el ele..,nt.o ij de V(t(a)) result.a ser: 

(4..4.2) 

t!ple. ca.o se ve. es u.na Cor.a cuad.rá.t.ica en •- Queda de..,st.rado e 1 le-. 
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l, ~ . .j 
Gorolari.o l!t LA 

La expresión 

(b + 2Bx )TV-1 (b +· 2Bx ) 
op op 

es una.. :f"or111a. cuadrát Jea dor1de, tanto la matriz como el vector. están ea 

f"uncl6n de z 
op 

Le- 4.9 

La matriz V(/(:xJJ es dJa.gonal. independientemente del vector•. 

sl y sólo s1, 

Cov(f31 • {3J J = O: pu1·n l ~ J (4.43) 

2Cov({31 , f3JJ) -Cov({3J. {J 1 
1 J 

y Cov(ff
1

, O, para 1 .. J "' k "' 1 . 
(4.44) 

Cov(f31k' f3Jk) = Cov(f31k' f3JJ 

V({31 J) = -4Cov({311 • {3JJ 1; 

Cov(/3 11 , {3Jl Cov(/311 , {31 J) =O y 

119-t.ración. 
V(l(a)) es diagonal 

(4.42) es Iaual a cero para 

para J, J, k y l dlCerentes. 

1 ndepend len temen le del vector .s. s1 

j; y esto se da. sl y sólo si 

y 

De aquI Inmediatamente se cumple (4.43). 

Para ver que se cumple (4.44) observe que 

o para toda x implica que 
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'N 2(Cov(¡3
1

• 1.;) + Cov(/3
1

• l.~}) 

de ~~ se obt 1 enen l a..s 1~e la.e iones 

cov(#l,.f!J,,l + 2cov(l3
1

.13
11

l =O; con l. 

rv·· . ~Jl) + cov(l3 • 

~." l - 1 -J 
cov(/3 . 13 j 2) cov(¡;¡ J. 13, 2) . 1 

cov(/3 • 13 J l l 2cov(¡;¡
1

• 13, l ) . l 

cov( a,. 13 J. 
) cov(¡;¡

1
• 13,.) 

cov(~ 1 • ¡3:Jk) cov{#3J. 13,,.) O; 

J ~· k dlf"erentes. 

En est.as relaciones, los sub1ndlces i, j ;>' k se pueden per•ut.ar. 

~se sabe que Bes simet1·ica, por lo que f3 1 J= 13
11

; asi se obt.ie-ne el 

alste--. de ecua.clones. 

covl1~ 1 • ti Jk., + t.:OV\ ri J, 13,,.> o 

cov( t3
1

• /3 J .. J + cov(Jjk, 13, J ) o 

covca •. 13, J ) + cov t 13 J. 13,,.) o 

La solución de este sisterwa de ecuaciones es el vector o. por lo 

que .. concl~ que para l. j y k dif'er·ent.es, 

Con esto se prue~a t4.44). 

T - -y 
Para probar (4.45) observe que x CovCb,,b

1
)a =O iapllca que 
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O si y sólo si 

.l) o. con i, J y k diFerentes • 

.l.l) CovC/3
1
t<,/3J

1
) Cov(f3

11
,/3J"J = O, con i, J, k, y dif'erentes. 

... ... - -
.lll) 2Cov(/3

11
,/3Jt<) + Cov(/3

1
",/3

1
J) =O, con i, J y k d1Ferentes . 

.lv) y 4Covc# ••• #JJ) + vc#,JJ - º· con i • J. 

en todas estas relaciones los indices se pueden perautar. 

De la pri10er ecuación en 1) y de lll) se si,sue que 

CovC# 11 ,#J"J = o. 

Por otro lado, lnterc..,.blando los incllcea en ~~) se tiene el 
siete ... de ecua.clones 

Covc#, ... #J l) CovC#J"' #,,) o. 

Cov(f3 1 t<' #J 1) Cov(fJJ 
1

, # .. ,) o. 

Cov(ftJI' fl,. 1 ) + Cov(/3 J", 13, 1 ) o. 
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e~ solución es el vector Q, con lo que se prueba. que Cov(~lk' $J 1 ) 9. 
para i. j. k y 1 diferentes. Queda probado (4.39). y el le .... 

.._ •• 19 

V es aultlplo de la aatrlz identidad (v
11 

- vJJ para 1 • J} si. 
ade-..S de ser una. ..a.triz diagonal. se cumple: 

V(¡J
1

) = V(IJJ); para l• j. (4.46) 

Cov(IJJ. IJ 1 J)- 2CovliÍ 1 , Íil\) y Cov(IJ1 • Íi,,.l 

para 1, j y k diferentes. 

(4.48) 

~reci6n. 

Los ele.entos de la dlaaona.l de V( L(a)) se encuentran con la 

relación (4.42) en el caso j: 

v 11 = CovlÍi 1 • Íi 1 > + 4Cov<Íi 1 • •:>• + 4aTCov(¡ 1 , •:)• 

por lo tanto = V 
JJ 

sl y s6lo si 

Y como CovlÍi
1

, IJ 1 } V(IJ
1
}. queda probado (4.46) 

Para probar (4.47) observe que 

l
cov(ª 1 • ª 11 ) - cov(~J' ~J 1 } 1 
c~v(IJ 1 , ¡J 12 ) - cov(IJJ. IJ, 2 ) 

. - -
27ov(IJ 1 , IJ 11 ) - cov{IJJ, IJ, 1 ) 

c~vCIJ 1 , íi,.> - cov(IJJ, íi,.> 

o 
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Be a.c:!ui ~e sigue qu!' PB;."ª i, J y k ~if"~rentes _ _ 
Cov(131 , 13 1kl = Cov(l3J' 13

1
&¡ y Covl13

1
,13 11 ¡- 2Cov(131 ,13 11 ) 

que es lo que se quería probar. 

Para probar (4.48) observe que 

íii, ,íii, 1 13111312 13, ,13, 3 . . . 213, ,13,, 11,,11,, 11, 1111 • 

13121111 13, 2131 2 13121313 . 2 1112111 1 11121311 11•ali1 • 
- -T 

-1 .. l 

213 .. 13,' 2131113, 2 2131113, 3 . . . 413, ,1311 ... 213, ,131' ... 2111113, • 

13, .13, l . . . 111 .111. 

- -T - -T 
Entonces Cov(lt1 , lt

1
) = Cov(ltJ, 1t

1
) si y s6lo si 

V(li 1k) - V(l3Jk); Covlfi1k. jii11 ) - CovCÍiJ&' fi 1 ,); 

2covciii 11 • íii,k> = Covcíii 1,. íiiJ,.> y 4vcíii,.> = vcíi1 J> 

por el l•- 4.9, se sabe que Covcfi 1,.. fi 11 > = Covcfi,.,. ÍiJ 1 ) o, y taab16n 

2CovCÍi11 , Íi,,.> = CovCíii,J' íii,,.> =O, y queda demostrado (4.48) y el le ... 

Te- •. 10 

No existe un diseflo para el cual V( t(a)) sea un aúltiplo de la 

.... triz identidad . 

..._.t..-.cl6n. 

P11Lra que V(t(a)) sea aúltiplo de la identidad es necesario que se 

cuapla siaultanea.ente (4.45) y (4.48); y ésto ocurre si 

-4Cov(13 11 , f!I JJ > y •vcíii11 > 

lo que iapllca que vcíii, 1 l 

8.3 



por lo tan-to .. la matriz de varianza. cova.r-ianza. de (/3
11

, •aa• 
ele la f'o.-.a: 

r 
e -e -e -e -e ) 

-e e -e -e -e 

J 
-e -e e -e -e 

t -e -e -e -e e 

-- e 
ve.a.,) > º-

clef'lni-. por lo tanto se espera que {4.49) - -ltlva def'lnlda.; 

-c(a-1) es un valor propio de {4.49), con v-=:tor propio (1, 1. 

(4.49) 

C090 -c(a-1 J < O para. • .e 2. se tiene una cont.r-adicc16n ya que un valor 

propio de una -trlz positiva def'lnida no puede ser ne-tivo. El supuesto 

que (4.45) y (4.48) se cuaplen si•ultane....,nte es ralso, y el teore..._ queda 

probado. 

Corol_.io. 

Sl VCP ), y CovCP ,p no dependen de i ni de J. entonces 

y VCP
11 

J > Cov(fl
11

,fl
11

> 

._..t.rectón. 

Si VCa
11

J y Cov{p
11

,aJJJ son constantes para 1 y J. entonces la 

d 
e 
d 

d 

d 
d 
e 

d 

d 
d 
d 

d 

los va.lores propios de esta matriz son: e + (• - 1 )d y 

deben ser positivos. por lo que se sicue que e > -(-J)d 
de80Slrado el corolario. 

e d, y­
y e > d. Queda 



u... •. 11 

S"i el <H&efio cwaple las propiedades de si-t.ria.: 

(4. 34); ent.onces V(a>Jl -4,Cov(~u• alJl sl y sólo 

di-ona.l. 

-t.r-="16D. 

(4.32). (4.33) y 

sl V( lla)) es 

Si se cuaplen la.s propleóa.des (4.32), (4.33) y (4.34) •~t.e>ACeS 

la.s covarianzas en (4.43), (4.44) y en pa.rt.e de (4.45) son cero, por lo 

t.a.nto se cuaplen todas estas relaciones. excepto 

est.a. relacibn se cu.ple sl y sblo si V( l(a) l es dl-onal. Que- de-t.rado 

el le-.. 

~•.12 

Si el dise&o cumple las propiedades de si-t.ria. (4.:.2). (4.33) y 

(4.34) ent.onces V(t(a)) es dla&ona.l sl y sólo sl los punt.os del dl-f\o 

cuaplen la relación 

--.t.reclón. 

El le- 4. 10 a.f'ir- que sl las hlp6_!-esls del l•- - e....,l•ll 
entonces V(~11 J = -4CovlÍ3ll. Í3J)l sl y sólo sl V( H•l) es di-onal. 

- -
Si en la ecuación V(IJ 1 J) -4Cov(j3ll, 13))) se sust.it.~ los t.-1-• -

(4.38) y en (4.40) y se desarrolla los t.ér•lnos en la. ecu.clbn .-..ult..aat.e 

se llega a lo que a.f"lr-. el t.eore-.. 

1- ... 13 

Sl el dlsel';o cumple las propiedades de sl-t.r\a.: (4.32), (4.33) y 

(4.34); y ade-.0 V(Í't
11

l -4Cov(~... jrlJ) ent.onces 

BS-



Por el 1- fo. lG. se sabe que al cumplirse 1- hipótesis del le-. 

eat.onces la -t.rlz vc¿la)) es di-1. y pe>r (fo.42) se sigue que v., 
veis, l + -Teovc•., •:la 

1- -10 .... me vcit,. l y de V( is,, l con 1 ~ k. no de-nden ni_ de ~· ni ele k; 

¡,r por el corolario del t.eore- fo.l~T V(,8H) >-(a - l)Cov{,8
1
1' f122 l - (• -

l)V(.112)/4. entonces aTCov(. • " 1 )& s •a•Ta donde .. ,. • V(,8,.l, y por 
co-.cuencl.& V S V(í!t ) + ... &T~. Queda de90St.rado el le-. 

'' ' 2 

~la&cló•. 

La reai.6n cie conf'i.anza. usua.l para •op e&: 

( X 1 {4.51) 

con (1-cllOO" de corú""l.anza. 

El teore- 4.10, &f"l.r- que no es posible t.ener una e>epresl6n 

-lit.lea - la t'rontera de {4.51) conal.derando que V es di-onal, lo -.. 

~ .._ p\19de tener es u.na f"ront.era. conservadora para la ala-.. 6at.o se da 

•ft el alcutente le .... 

.._ .. ,. 
SI. el di.serlo cuaple las propiedades de sl. ... t.rla: {4.32), (fo.33) y 

(4.34); y ade...... vcí!t 11 > = -4CovlÍt1 l' Ít
11

> entonces 

{ X 

.._...._,ó ... 
Sl el dlsei\o cu.ple las propiedades de stmet.rla dadas y vci1 11 1 

-.c:ovci11 , i
11

>. entonces la -t.rl.z V - ,,,;.2 /v2es diaconal y 



l 7 Ca)V-1 l(x) = ¿ l:(a)/;
11 

~ ¿ l:C•)/(V(~1 ) + 4u2z 7 a) -

l7 (x)l(x)/(V(~,> + 4 .. 2x7 x) 

-.\, &1 X E { X J necesa.r-lamente 

• E ix 

v queda demostrado el lema. 

i...a 4.18 {Noble, 1969) 

( 4. 62) 

El conJunto < • 
al A es positiva derinida. 

(• + a)TA(• + a} ~ k } está acotado, si y &Olo 

C....01--10. 

El conJunto < x 

al A es ne••tiva derlnida. 
(x + a) 7 A{x + a) ~ k } está acotado, sl y sólo 

--•t.r-16•-
Pa.ra probar el corolario. basta ver que &1 A es neaatlva 

derinlda, entonces -A es positiva derinida. 

Letma 4.18 (Noble, 1969) 

Si A es un valor propio de A y • es su respectivo vector propio. 
entonces Ak + e es un valor propio de Ak + el con a como vector propio . 

._ •-17 

Si el dlsel\o cumple las propiedades de sinoetrla' (4.32), (4.33) y 

(4.34); y V es diagonal, una condición suriciente para que (4.51) est<!t 
2 - -acotada es que A
1 

> mFv
2 

para todo A1 valor propio de B. 

--.t.reci6n. 
Como el 

(4.61), cada vez 

conJunto { x 1 
que el primero 

l 7 (•)l(•) "' mF°( 

esté a.cotado. 

t .. btén lo estará. Ahora observe que: 

87 
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segundo neceaarl._nte 



y 

acotada si., 

equivalente a decir que para cada A1 , 

1- •. 18 

4. 16. se sigue que esta regl.6n está. 

u.na. matriz posl.tiva def'inida, 

valor propio de B. A~ > lllf";.2 . 

que es 

Si el diseño cumple las propiedades de simetría: (4.32), (4.33) y 

(4.34); V es diagonal y la región de conrianza conservadora l4.52) está 

acotada.. entonces se rechaza la hipótesis nula en la prueba: 

H
0

: B2 es positiva semidef'inida. contra H
6 

8 2 es positiva def'inida. 

..._,•t.rac16n. 
Bajo el supuesto que la hipótesis 11.ula. es cierta debe existir al 

menos un vector •E~· de noraa. 1. tal que Bx = O. Ahora observe que la 

1-ésiaa coordenada de Bx es igual a bT•. y como V es diagonal, las v. a's 
-y T l 
.. ,. - N{O, • Cov(b

1
, b

1 
)•) son independientes; asi la región de rechazo de 

H
0 

es: 

por el lema 4.17 se sabe que la región conservadora (4.52) está acotada. sl 

y sólo si B 2 mF;
2

I es positiva definida. lo que implica que para • E 11:• 

de nor- 1, 

lif por el le- 4. 13. 

\•plica. que 

se sigue que 

BB 

T - -
• Cov(b

1
, lo cual 

, 



de lo cual se concluye que ca.da. vez que (4. 52) est6. a.cota.da.,. se rechaza la 

hipótesis nula del lema.. 

Befi.Aici6n. 

El conjunto 

• 1 aTl(a)/.,/ V( xTl(a) J "' -t"' (4.53) 

•T te. ) 
op op 

con NCO. es la reglón de 

conf" 1 anza aux 111 a.r. 

i..- •. 18 

Si se cumplen las condlclones de slmetria (4. 32). (4. 33) y (4. 34) 

y la IAB.trlz V es diagonal entonces la reglón de conZlanza auxllla.r (4.53) 

está contenida en la región 

(4.54) 

que a su vez. está contenido en la región 

(4.SS) 

--t.raci6n. 
Observe que V(•T°l(•)) 

le111a 4.12 

Por otro lado. 

y ésto iapllca que 
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Asi Cina.lmente se concluye que si 

• e { • 1 a Tt C • l ., - t. /rv-c-.-,T°°'x~t-C_•_l~l 

... 
4•a(•T•)2 iil: -t • .. 

.,, -- de90strado el lema . 

.._ ··- Si se cumplen las condiciones de simetría (4.32). (4.33) y (4.34) 

v la -.t.rlz V es di&Monal entonces una condición suCiclent.e para. que la 

re&16n (4.53) esté acotada es que A, + t.~< o. para toda ~-

.._.t..-.cl6n. 

Una condición suf'iciente para que (4. 53) esté acotada es que 
(4.55) lo esté, asi 

<•1 <• + ici 

Y esta región está acotada si. y sólo sl i 
deCinlcla.. y ésto se da si. y sólo si A

1 
+ t.~ < o. donde A

1 
son los 

,,..¡..,,.... propios de a. 

Y queda del90str-ado el le.a. 
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Goroi--10. 

Si la región (4.52) está a.cotada., entonces la región (4.55) 

también lo está. 

a.--t.irec16n. 

Coate t! < mFo.. 

decir que A~ > a.F.~2 y 

que (4.55) está acotada. 

entonces si la región (4. 52) existe eso quiere 

esto lsnpl ica que i\.~ > t!;.2 que equivale a decir 

Queda demostrado el corolario. 

~erve que la ~rontera de las regiones (4.52) y (4.55) dependen 

del vector ~ (y por lo mismo _del vector ;op = - ~-t~. y de la.& varianzas 

del vector ~ y de la aa.triz 8. y que estas regiones de confianza serán .as 
pequeñas •lentras t:t esté aá.s cerca del cero 6 las varianzas de los 

coeClcientes de ~ sean IDá.s pequef\a.s. 

1- 4.21 
Si se cumplen las condiciones de si-tria (4.32), (4.33) y (4.34) 

-,¡ la --.t.rlz V es diagonal. una condlc16n suFicient.e para recha.z&..r la 

hipótesis nula en la prueba: 

H
0

: 8 es positiva se•ideCinida. contra H
6

: a es negativa de~lnida. 

es que la reglón (4.53) este acotada. 

-t..-.ción. 

Para tener evidencia que B es negativa de~inida es necesario que 

para t.oda. • E R• de norma 1 se cumpla que el valor •T .. - E x 1 ~~- sea 

•pequef\o•. Asi. considerando que V es diagonal. la. reglón de rechazo de H
0 

es: 

Por otro lado, el le..a 4.20 af"1r..a que si la región (4.53) eat.á 

acot.-. si y sólo si 

lema 4.13 se sigue que 

8 + t~ I es necatlva def"lnida. de -to y del 
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ele aqu~ se concl~ que si l4.53) está acotada. entonces necesaria.mente se 
rechaza la. hl.pótesls nula. del leaa. 

Las regiones Cie con.f'l.anza (4.. 52) "JI (4. 55) son dos hlper­

elipso\des cuyos ejes d\reccionales son paralelos . 

..._.t......,~on. 

La regl.on de con.f'l.a.n2a (4.. 52) estto. f'or-.:la por los puntos 

interiores de un hl.per-el ipsoide con los ejes direccionales iguales a los 

vect.ores propios de B + t 4~. de -.agnltud proporcional a. sus valores 

proplos correspondientes. 

Por otro laeio, la región (4.55) está f'or-.:la por los puntos 

l nt.er lores de un hiper-el \ pso i de con los ejes direcciona.les iguales a los 

de aa.gnit.ud p~oporc\ona.l a sus valores 
-2 

vect.ores propios de a - F a.4tt2 , 
propios correspondientes. 

por 
Pero i + ~k~ y 

lo que se slgue que los 
paralelos. 

1- •. 23 

&2- F -.ºz t. ienen los als-.os vectores propios. 

ejes dlr-ecciona.les de las dos regiones son 

Si las regiones de coní'l.anza en (4..52) "JI en {ol.55) existen, 

entonces el centro de la f'rontera de (4..52) está .-.. lejos del orlaen que 

el centro de la rrontera. de (4.55) 

U.-.t.rec16n. 

De (4.52) y (4.55) se pueeie ver que el centro Cie las f'ronteras de 

..-ba& reglones de con:f"ianza son: 

res-t.\vamente. 

{¡ + t:.,r:;--I)-t 
a 

~ienen los •ts.os valores propios. por lo que exls~e una ... triz or~oaona.l a 
que dla.&ona.l\aa a las tres siault.aneaaente y • - 1 = 1 a l. 
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Ahora considere el centro del primer coajunto: 

con a.· lltt 

leo>& elementos de este vector son y el cuadra.do de su 

nor-. es: 

de manera se.eja.nte. para el centro del segundo conJunto 

~ au norma al cuadra.do es: 

SI a.abas reglones de conFlanza existen. entonces 
"' + l 

Si se resta la relación (4.57) a la relación (4.56), se obtiene 

asi. cada sumando de esta relación es: 

93 
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... ---1(-A'~ 
2l~,~ ~~ lx~- mFo2 ) 

En esta expres\on. hay 3 Cactores: el pr\-.ero es poslt.ivo. porque 

es el cuadrado de un nuaero real~ el t.erce1~0 es negat.ivo. porque es la. SUJDB. 

de dos t.éralnos negativos~ ;y el segundo es u.na SU8'8. de dos térm\nos de 

sla;no cont.rar\o. "-si. para saber el signo de la expresión se debe 

deteralna.r el s\gno del segundo t.éraino. 

( ~ \ + t~ ) 2 
+ l caF - t 2

) "'2 

2l~~- lnf"u
2

)lX
1

+ t~ ) 

El nu.aera.dor de esta expreslbn es poslt.ivo. mientras que el 

denoa1nador es negativo. asi el téraino es negat\vo. y por lo t.a.nto {4.SSl 

es posit.\vo. lo que i•pl \.ca que 

que es lo que se queria probar. 

Si las regiones de conrl.anza en (4.52) y (4.5SJ existen entonces 
a.1 apl !.car la rotación Ro 

il los ejes direccionales de sus fronteras son paralelos a los ejes 
coordenados. 

li) y el centro de los dos hiper-elipsoides se encuent.ra.n en el 

a\s.-o hipercuadrante. 

-t.rw.c16n. 

S\ R es la aa.triz. que dlagona.liza a. la. ..a.t.riz s\.9tét.rica. •..xa• se 

L iene que para .,, = Rs. 
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V esta última relación es la ecua.c16n de un hiper-elipsoide de ejes 

para.lelos a. los ejes coordenados. si y sólo si A
1

, ~2 • "• '::; k. sean 

del aismo signo. 

Este resultado aplicado directamente a las Crontera.s de 111.& 

reglones de confianza (4.52) y (4.53), implican la prlaera parte del le.a. 

Por otro lado, la rotación aplicada. a. los dos centros de las 

hiper-elipsoides 

dlrect&Mente se observa que las coordenadas correspondientes en ... boa 

vectores son del mismo signo. por lo que se sigue que ambos están en el 

•i&MO hiper-cuadrante. Queda deWK>strado el lema. 

Los le1Ras 4.20, 4.21 y 4.23 1mpl1can que la reglón de confianza 

usual se localiza más lejos del cero que la reglón de conClanza auxiliar, 

exact....,nte como ocurre en el caso de un ractor. 

lona:ltud 
Con un ractor, se encontró 

•ini111&., se podia escrl blr 

auxiliar y de una reglón usual. 

que la reglón de confianza de •op de 

como la intersección de una rea16n 

Ésta región se encuentra mé.s cerca del cero que la usual, y m6.s 
alejada del cero que la auxiliar. 

En este momento se tiene la tentación de deClnir una rea16n 

semejante para el ca.so de m ractores, pero no es Cácll determinar el valor 

de 1:
0 

que •inimice su "m.edlda.". Por esta razón se propone que c
0

= at/2. 
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Esta regl6n esta contenida en la lnterseccl6n de (4.Si!) y {4.SS). 
ambas con más de ( 1 - o./2) 1001' de confianza.. 

r19. •·• L• re9lon de conClanza <4.SB>• y la lotesecclon de <•.52> y 
(4. SS>. 

4. 2. 2 LA REGIÓN DE CONFIANZA PARA "11 • 
op 

En esta parte se discute la construcción de una región de 

conf"1a.n.za conjunta para (:a 
op. Tfop}' así como. la const.rucción de un 

intervalo de confianza para Tf
0

P 

Da.dos los conjuntos: 

A -

{(a. y) l l•Tl(Jl)/~I "' t. IA:(•) - yl/~ s ,/ t 2 

(4.60) 

y E, 

«•. yJ l l•:l(•l/~I s t 1 • IA:C•> - yl/~ s ./ t~ 

(4.61) 
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2. lll; donde e
1 

es ca.da uno de los vectores de la ...._ 

fj
0 

+ bTa/2 N(TJ(&), V(k(z)); A:!zl 

ent.onces P(Al 1 - u/2 y P!E
1 

l • 1 - a/2a, impl lea 

P(A " E
1 

-t..-.Ci6A. 

Se sabe que 1 ., P!AuE
1

J = P(A) 

1., 1 - u/2 + 1 - u/2a - P(AnE
1

l 

+ P!E
1

) - P(Ar>E
1

l y esto 

P(AnE
1
l., 1 - a/2 - «/28. 

implica 

Por un proceso seatejante se t lene que PC AnE
1

1'E.
2

) ~ 1 - &/'2 - a/a. 

y en •eneral PC A n E
1 

n E
2 

n .. - n E
1

) ., 1 - a/2 - iat/2a); El le- -

cl..lmple cuando Te-- 4.11 
Si 

PC E
1 

) • a/2•; 

ecuación 

1 = •. 

las v. a. l(•l y k(z) son independientes, P(A) • 1 - c/2, y 
entonces el nu.ero t en (4.60) es la solución positiva de la 

y el número t
1 

es la solución positiva de 

t = v'rc2..,,...a> 2 ;<n-<•• 1 ><•• 2 >;a>_ tl• 

~ton. 

Por los teoremas 4.5 y 4.6. se sabe que los números t. y t.
1 

t.lenen 
la f"orma 

t. = ,/ ¡ ( l/G<) 2 /• l]• 

donde « es la signif"lca.ncia y a los grados de libertad correspondientes. 

Si en esta C-ór•ula se sustituye la slgnif"lca.ncla y los arado& de 

libertad de los con.juntos A y E
1

, se tiene lo que ..Clr.a el teore-.. 



--- •. 12 
Si el dis~l\o cua~le las propiedades de simetría (4.32). (4.33) y 

(4.34); entonces l(a) y li:(z) son independientes si y sólo si el disel\o 

cu.ple la relaciOn 

(4.62) 

-t...._,ión. 

Cow.o t(al y ~<xl son v. a. nor91ales. entonces CovCiCsl. k(•ll ~O 
si y sólo si lCal y Ala) son Independientes. 

Cov(t(a), 

Pero se sabe que el diseño cumple las t.res condiciones de 

slmetria. por lo que 

Cov( l{a). li:(a) l = (2Cov(/3
0 

Bl + 'd bl la 

est.e t.ér•lno es cero. independientemente del vector •· si y sólo si 

Al sustituir {4.36) y {4.37) en esta ecuación se sigue que 

2D<~j 
o 

.. 

y est.o lmpl lea lo que aiirma el teoreaa. 
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--•-13 
Si el dise~o Clllllple las propiedade: de s~metria (4.32), (4.33) y 

(4.34), entonces V(l(•ll es diagonal y que l(•) y k(•) son independientes, 

&1 y s6lo si los puntos del dlsefio cumplen las relaciones: 

(4.63) 

( ..._,2 J 2 n ( /c m+ 1 J 
2 

+ 16 + ( m-1 J ) ..._,2
1 

J x2,., 
,_,..,, = 2(•+4) ,_,.. (4.64) 

-t.r8Cl.6n. 

Suponga. que V(l(a)J es di&.8ona.l y 

independientes. entonces se cumplen simultanea.mente 

que l(a) y k(a) 

(4.50) y (4.62). 

son 

&1 de (4.62) se despeJa CD<~JJ y se sustituye en (4.50) y llega a 

y si en (4.62) se sustituye este término, y se despeJa a 

a 

( .....,2 J 2 n (/cm+ 1 ) 
2 

+ 16 + ( 111- l J J '<'-2
1 

,x2,., 
...,..,, = 2(a+4J ,_,.. 

que es lo que a.Firma el teorema.. 

CD<~, >2 
se 11•-

Una manera de tener un dlsef\o que cu.pla las propiedades que 

se establecen en el teorema. 4.13 es la siguiente: 

J) EscoJa 3 subconJuntos de IR•, Dl' D2 y D3 , que cwaplan las 

propiedades (4.32), (4.33) y (4.34). 

1J) Obtenga el conjunto Dm..s D
1

u a.D
2

u OD
3 

más las repeticiones en el 

centro. 

JJJ) Encuentre los valores de a. y a que peralten que BIS& cuapla las 

condiciones (4.63) y (4.64). 
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Por ejemplo. para dos f'act..ures 

.......,1e la.& condiciones (4.32). l4.33). 

se tiene el siguiente 

(4.341. (4.621. (4.63) y 

diseño que 

(4. 64). 

si », = º2 = {ll. 1). (l. -11. (-1. 

y B
3 

{ t 1. O l • l -1. O l. l O. 1 l • 

1). (-l. -1)} 

lO. -1 l} 

a(l. -1). a.l-1. ll. o.(-1. -1). '5(1. O). '5(-1. 01. '5(0. 1). '5(0. -1)} 

ade-.á:& 13 repet. lciones en el cent.ro. 

Los val ores de y 6 se encuent..r-a.n observando que: 

luego sustituyendo en l4.63¡ y t4.64) estos ~erainos. 

y n = 25; con lo que se tiene 

recordando que a s 2 

La soluc\On de este s\ste.a de ecuaciones es: 

coa lo que Finalmente se puede encontrar los puntos del disef\o. 

lnt..ervalo de conf"ia.nza para. el valor individual de "Q • 
op 

Para encont.ra.r el 

re&lón en R .... 1 que contiene 

por el conJunt.oo 

{la. y) 

intervalo de corüia.nz.a de 1l se encuent.ra una 
op 

al•. ~(s)) con (1 - Q)\OQY. de conf'\anza. dado 

(4.65) 
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• 

Una condición suFiciente para que Ca. ~(a)) esté en el conJunto 

( 4. SS J con ( 1- cz.) lOOX cíe con.f'lanza es que 

k = (•+l)(m-+2 )F,_.1>,_.21r.a; n-t ... t>t .. 2>/2 /2 

-t.rac16A. 

De acuerdo al lema 4.5. la relación 

11)(&) - 71(x)I s ( kV(l)(&)) J 1
n para todo a E R8 

es equi va.lente 

ldempot.ente de 

distribuye como 

consecuencia 

a k ~ cTW(VTV)-1VTc/a2 . 

rango (m+l)(m+2)/2 la 

una ~2 con (m-+1)(m+2)/2 

-2 
(•+l) (a+2lo- /2 

Y como V(VTV)-1 VT/cr2 

variable ETV(VTv¡-•vTe/cr2 

grados de libertad. y 

- F 

con (a+1)(••2)/2 y n - (••l)(m+2J/2 grados de libertad. 

con lo que se sigue que 
P( (••l J (••2lF

4
/2 "" cTV(lfTVJ-1 VTE/;2 ¡ = 1 - a 

implica que k = ( .+ l ) ( ••2) F 
{ .. t)( .... 2)/2; n-< .. t)(.,.2)/'2 

y queda demtostrado el lema.. 

Asi cuando 2k = (• + 2)Cm + t>F,_2 >te+t)/4!.n-< .... 2 ><••lJ/2 se tiene que: 

ll<•> E c~c.i - -.1,.vc~i. ~e•> • ..1.:vc~> 

_...,. t.odo x E R"'. con un 100( 1 - ao)X de conFianza. 

Ahora considere que a 1 • • 2 y a 3 son los punt.os donde 

y 

' 
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alcanzan su valor .a.>:imo. respectivamente. entonces 

..ax <;;c.i - /kvt;ji > .. >1 .. ma.x <;;c.i • /kvc;ji > 
x op op x 

con (1-allOOX de conf"ianza. E.st.o da origen a un 

conservador para ~op independiente de la posición de 

_.lalclón. 

intervalo . . 
op 

El intervalo de conf'1a.nza para ~op es el conJunto 

<y 1 ma.x <;;c.i - .rkvc;ji > .. y .. 
X op 

es el intervalo de conrla.nza pa.ra ~op 

JOZ 

de con:f"'lan.za 



5. CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES 

El t.ra.ba..jo se presenta en tres partes: En la. primera. parte &e 

revisaron., de .a.nera general. los métodos y los dlsefios utilizado& para 

encontrar el óptimo; en la segunda parte se propusieron siete variantes al 

_.todo de ascenso por pendiente máxima. y. posteriormente, se exploró su 

eCectlvldad mediante una serle de simulaciones; y por último, en la tercera 

parte se dieron los elementos para obtener las reglones de conf"la.nza para 

•op y "JJop y se propuso una; posteriormente. anal izando estas regiones de 

confianza se determinan algunas de las condiciones experimentales que 

optialzan las estimaciones. 

Los resultados obtenidos 

sef\ala.r que la séptima. va.ria.nte al 

ea la aaás ef"ect.iva en los ca.sos 

aportaciones de este traba.jo. 

de las simulaciones son muy claros al 

método de ascenso por pendiente aá.xlma. 

cons i de rados; y és t. a es una. de 1 as 

Las 1K>dif"icaclones que se hicieron al método de pendiente .m.x1 ... 

y que dieron lugar a la séptima variante f"ueron: 

J) Un nuevo criterio para elegir la longitud de paso. 

J J ) Una nueva iaa.nera de encontrar el cent ro de los subsecuentes 

disei"los. 

111) La incorporación de toda la irú"orma.c16n disponible al momento de 

obtener los estimadores. 

Jv) Un proceso para elegir. en ca.da. etapa. un disef\o que aba.rea 

mayor área que los anteriores. donde aún es razonable estimar a 

la Cunción de respuesta con una runción cuadrática. 

v) y la determinación de un criterio para rinaliza.r la búsqueda ~el 

6pt1mo: dicho criterio está relacionado al hecho que •op 

pertenezca. o no al conjunt.o de extrapolación S; ésto equivale a 

pedir que x se encuentre "cercano•• al disef\o. 
op 
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Se utiliza.ron 3 criterios par-a call~icar la bondad de los dife­

r-e-ntes métodos de bUsqueda . 

.t) 

iil 

.ti i) 

La desviación media estima.da; t.anto de x como de "I¡ • 
op op 

El ta.iaa.J\o de muestra requerido para tener las estima.clones. 

Y el tiempo de cómputo consumido. 

Los resultados son: 

Con respecto a la exactitud: La séptima variante proporciona 

est 118adores mucho aná.s exactos y precisos. I::st.o se p~ede resUllll r de la 

slaulente aa.nera: 

ot.ro mét.odo, es al 

e91¡>irlca del mismo 

con cualquier 

desviación 9edia 

variante. J::sto se 

la desviación media empírica de •op 

.-enes 100 veces mé.s grande que la 

est ima.dor obtenido con la séptima 

observó aun en los casos en que el óptimo real se encuentra lejos del punto 

de inicio;. o bien. cuando las curvas de nivel de la f"unc16n de respuesta 

son elipses alargadas. 

Con respecto 

considerados la séptima 

est. 1 madores. 

al ta.maño de la muestra: En 

variante requirió de pocos datos 

todos los ca.sos 

para obtener los 

Con respecto al tiempo de cómputo: La séptima. variante tardo .as 
que ot.ros; pero. cabe mencionar que con este método es necesario invertir. 

en cada etapa.. la matriz asociada a los datos; y también es necesario 

guardar en memoria la lniormación de todos los disef\os y ésto aumenta el 

tle•po del proceso computacional; sin embargo. hay que recordar que existen 

ala:orltaos para invertir matrices que reducen el tiempo de cómputo y que 

mejoran la exactitud de los redondeos; además de que el problema. 

coaputacional es cada dia menos importante debido a la enorme velocidad de 

los equipos. 

Por otro lado, al analizar las regiones de corüia.nza para •
0

P; en 

pa.rtlcula.r las regiones en (4.45) y (4.48), se observa que la frontera de 

estas rea:lones de conFlanza dependen de una forma cuadrática de ~. y de las 

varianzas de las coordenadas del vector a. 

- -1-
Cua.ndo b esté mé.S cerca del origen (y por consecuencia •op ... = B b 

esté aás cerca de él) o cuando las varianzas de los elementos de /3 sean 

menores. las reglones de conf'"ianza. tendrán menor med1da. De aqui se 
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desprende que ha.y dos aspectc:s que reducen el tamaño de la reaióD de 

con:f'lanza.; el primero es. que x
0

P esté cerca del origen; y el segundo. que 

la varianza. de los estima.dores de los coertclentes del modelo sea pequefta.. 

Cuando • e S, 
op 

a se encuentra 
op 

··cerca•• del centro del disefto y 

por lo tanto su norma es "pequeña". 

Cuando el área que aba.rea el dlsefio es mayor y cuando se utiliza 
una auestra más grande. la varianza de los estima.dores dlsmlnuve. 

Estos dos aspectos f"ueron considerados en Ja sépt1.a variante. 

por lo que de cierta aaanera se JustiFica el porque la precisión e•plrlca de 

las estimaciones con este método resulta.ron ser pequefias. 

Los resultados proporcionados por las simulaciones no sólo 

per•lten SU8er1r el mejor método de búsqueda del óptimo. sino que teuablén 

suc,ieren als:una..s acciones que se pueden tomar antes de iniciar dicha 

búsqueda. (al menos después de una primera estlma.ción de la f"unci6n de 

&e8undo •rado J . 

Por eJe1nplo: los resultados de la simulación parecen indicar que 

con un dlsef\o de sltaetr1a "regular"' con respecto al cero. coftK> el f"actortal 

zn o el siaplex. se obtienen meJores estilQB.ciones cuando las curvas de 

nivel de ~(aJ son círculos concéntricos al ópti1a0. 

Con esta lnf'orma..clón se puede conJeturar que si se aplica una. 
t.ra.ns:Cor111&Ci6n que convierta las curvas de nivel de '1)(•) de el tpsoides 

"ala.raadosM a unos mt.t.s cercanos a circulas. y en este espacio 

se eltae un dlsef\o de simetría ''regular". se podria.n 
estimaciones de a y de TJ. 

op 

transf"ormado 

meJorar las 

Esta tra.nsf'ormaclón debe estar en f"unclón de los datos de Wl 

•Uestreo piloto. (R = - R 7A2R. con R una. JRB.triz ortogonal. A u.na -.trlz 

diagonal y T = i\R la transrormaclónJ 

Debe notarse que para llevar a cabo las si1Rulaclónes se 

consideró únicaaente el caso en que la matriz A es invertible; st ocurre 

que la .atriz 8 proporciona evidencia de ser singular se recomienda hacer 

un análisis anterior. por eJemplo: de componentes principales. para 

reducir el número de f"actores en la ecuación y tener una -..triz no 
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Para teralna.r se recoaienda para tra.~os f"uturos: 

Rea.lizar- mayor nú..&aero de simulaciones variando la f'unción de respuesta. 

aumentando el numero de !"actores y cambiando la forma de ~(a). 

lnvesti¡¡ar sobre las características de la matriz V(lla)). para determinar 

condiciones que permitan invertirla facilmente aunque no sea 

diagonal. 

E:Cect.uar algunas simulaciones. usando un dlsef\o con la tran..sf"orma.cl6n 

previa. sugerida anterior.ente. para ver s 1 se mejoran los 

resultados. 

Explorar las propiedades esta.dísticas de la transf'orma.c1.6n antes 

.ene lona.da. 

Buscar otros diseños. por ejemplo. rotables que cumplan las condiciones 

que se enumeraron para obtener la.s reglones de conf'ia.nza. 

Aplicar lo desarrollado en este traba.jo a casos reales. para constatar su 

eCicacia. y para det.er•lnar qué limit.a.ntes presenta su aplicación 

a problemas particulares. 

Investlaar sobre las 

concret.a.aent.e 

esperlm.ent.ales. 

propiedades del 

las regiones de 

conjunto s. para determinar -6.S 

predlcLlbllldad de los dlsei\os 
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Al'"ENOICE 1 

DIAGRAMAS DE 8LOOUE DE LOS ME'.TOOOS ANALIZADOS. 

En los dla.gra..ma.:s de bloque que se presentan se utilizan los 

s1aulentes términos. 

CME 

..,.....lduo. 

" T " 
(Y-Yl (Y-Y)/(n-m-1) el cuadra.do medio del error,. o 

CMR = cY-YJTcY-?J/m el cuadrado medio de la regresión. 

En estas condiciones, el cociente CHR/CME bajo la. hipótesis 

H
0

: (;1
1
=0 para toda 1 = 1, m; tiene una. distribución F con m y n-m-1 

grados de libertad. Cuando este cociente es ''grande'' existe evidencia. que 

para alguna i, ~ 1 •0; y por lo tanto, al menos uno de los ractores tnrluye 

en la respuesta.. 

CMEP = (Y(O)-Y(O) )T(YCO)-Y(O) )/(n
1
-l) el cuadrado medio del error 

puro; en esta expresión n
1 

indica el número de repeticiones en el centro 

del dlsel'lo. 

CHER ((Y-YlTCY-Yl-CYCOl-YCOllT(Y(O)-Y(OJ)J/(n-m-n
1

) el cuadrado 

medio del error por Calla de ajuste. 

El cociente CHER/CMEP bajo la hipótesis que los datos se ajustan 
bien al 8K>delo~ t lene una distribución F con n-m-n

1 
y n

1
-t grados de 

llbert.a.d. Si este cociente es ••grande". entonces existe evidencia de ralta 

de ajuste y de la presencia de curvaura. 

F
1 

y F 2 son los valores correspondientes de la distr1buc16n 

F con una slgnlrlcancia a. 
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°""'6RAMA EJE Si..0GUE 9EL Mt'.T09G BE ASCENSGI P0R PENBIENT'E 

M.oixlMA 

file coalenza con e = O. le es el centro del disefio). 

Estimar la funci6n de 
primer grado 

V 

Y = Vt3 + e r=1 

e -

• = 
op 

que 

dv + e 
J= 1, 

• ta.l 

Y{a)"'Y 

FIN 

Y J="J){ idv.,.• J )+e J 

JJ6 

es el ná9ero de puntos del 
disefto de primer orden. 

' 



Diaara.Jla de la primera y sesunda variante. 
La explicaciones de * y **~ coinciden con las del diagrama. 
del método de ascenso por pendiente máxima.. la doble raya <~­
indica el ~lujo de la segunda variante. 

se comienza con e = O. (e el centro del diseño). 

L 
Estimar la f'unción de 1 

primer grado 

y = va + e r=l 

f~~ 
1 Obtener v -:=J =r::=-

0 en"e~r~~~t~a~ que ------

.;.¡c~1 v1 + 

o ener para 1=0,5_----i 
Y

1 
~(ldv+cl + c

1 
___J 

- 2 
bx

1
+ cx

1 

111 

*·------~~-~----í--c: o m p e a.r e se o y 
! estimar la runc16n de 

1 

segundo grado 
y = va + e r=2 

'--------~-------__, 

• = 
op 

que 
• tal 

YCal"'Y 

FIN 

es isual al t.amafto del 
dlsef\o de prl-r srado. 



In- - la t.ercer variant.e 
Ea esta variant.e la .._triz W se f"or.a a.l incorporar la nueva i.Af"or11a­
ci6R coaf"or.e se va.va obteniendo. 

se coaienza con e = O. 

k = nwaero de observaciones 
en la aatriz W. 

Est:imar la runción de 
primer grado 

Y=W/3•C r=l 

si ~·>F 
C +--- CHE 2 
;no .. 
1 
¡___..,, .. s_!_ ..; no 

1 ' 
~~-0-b-t~e-ne-••r~-v~~~ ~o=-r=-.-:c-=---::c-r--::17-:::-::-r=,-,y,,-----. 

¡ de 

o t.ener ta que 

( 1 ctv 7
){V

7
V)-l [ ~v] = l 

obtener pa}:a i=0.5 
Y 

1 
= 71l idv) -+ e 

1 

estimar 

para 

v,= 71{c 

bt + ;;t: 2 

' 1 

n, 

112 

n, 

r=Z 

• -= a tal op 
que Y(•)2:Y 

FIN 

es lg.-1 al t..-fto del 
di seilo de pr 1-.- grado. 



Bl~ de l.a cuart.a variant..e. 

Eat.a ~ian-te modlf'ica. la salida del mié-todo de ascenso por pendiente 

máxima. coAdlclona.ndola a que x este en la región de extra.pola.ciOn. 
op 

se comienza con e = O. 

Est iaa.r la í"unclón de 
primer grado 

Y = V~ + e r=l 

Obt.ener v y 
d j = = l~max{ 1 VI 1} 

Y =l}(i7v+c)+c
1 

+ l. 

+e 
1 

L
.-- omp eta.r e se o y 

estlaaa.r la runclón de 
segundo grado 

Y = w~ + e r•2 

• • tal op 

que YC•l>=Y 

e = 
para J=l. n

1 

v,= TJ{c +•
1

l+cJ 

FIN 
sl 

para 

e = 

y B VJ3Z~(c: 

nt taaa.J'\o del dlsef\o 
grado. 

n tamafto del di sello 
grado. 
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Biaara..a de la quinta y sex~a variante. 
La e.a<pllca.ieiones Qe * J **· cvin~iden con las del diagraaa 
del aéA.odo de ascenso por pendiente ¡¡¡,á.x1aa.. la doble raya l-­
ladica el Clujo de la sexta variante. 

se comí enza con e = O. le el cent.ro del diseño). 

Estiaar la runcion de 
primer grado 

L...___~~~-~-·-=~_v_~~-+~c~~--r~=-1~~~ 
i 

r=~/~0~~{~ no * / ~*>Fy 
1 _,/' ./ 
¡___ :,:.si [ no 

1 Obtener v 

f 
---cO~pleta.r el diseño y 

estiaa..r la ~unción de 
segundo grado 

o ~ener ta que 

(! dvT)(VTVl-'( ~v) = 1 

obfener para i=O. S-­
Y 1 = ~íidv+c) •e, 

estiaar 

Y = a + 
l 

e = 

bx,_-. 
- 2 
ex 

' 

para J l. n
1 

Yj= "'q{C • KJ) + CJ 

~~~~~~~~~~~~_________; 

l 14 

n, 

n 

y = va + e r=2 

• • tal op 
que Y{x)~Y 

e = • op 

pa.ra j = l. n 
y ,="'Q(a) +e) + e 

t.a.aa...~ del diseño 
grado. 

ta-..fio del diseño 
grado. 

J 

de 

de 

pri-r 

1 
~ 
1 

segundo 



o 

cliagr.._ de la sept. i aa variante .. 

se comienza con e = O. 
k es el número de observaciones en la matriz W. 

e 1 

es mar 

Estimar la. f'unc~ón de 
primer grado 

y = w~ + e r=l 

si --

• = op 
que 

FIN 

• ta.1 

vc.i .. v 
si 

v.= a + btl+ ~t: 

o -b/2cdv 

para • "1 

YJ== "JJ(c +e •J) + e 
J 
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para ' 
YJ=>1C•J+ + e 

taaaa.f\o del disefto de primer 
3rado. 

ta.Mafia del dlsefto de se•undo 
&rado. 



APENDICE 11 

RESUL T AD0S DE LA SIMULACION 

En cada tabla se indica: 

1) La matriz de la forma. cuadrática que define la ~unción da 

-spuasta. La. matriz A. 
2) El punto donde se localiza el óptimo. El punto s

0
P. 

3) El diseno utilizado. 
4) La desviación estanda.r del error de observación. v. 
5) V el método empleado. 

Los resultados que se presentan en cada tabla son: 

1) La variación empirica promedio de la respuesta máxima da.da 

por: 

1 • DMC 11
0

P l- I: 'j 11
0

P >1
0

P 1 ¡soo 

2) La razón de la variación empirica. promedio de la respuest.a 

Máxi- dada por: 

2• RV - I: 1 .;¡ºP - >1
0

P 1 ¡sooa-

3) La variación emplrica promedio del punto óptimo, dada por: 

3• DMCal= l: l;
0
P- x

0
Pl/SOO 

y 4) El tamafio de la muestra promedio para converger. dado por: 

4• R I: N/500. 

La simulación se eCectu6 en la computadora Burroughs-800 ele 

la UNAM. (actualmente la A-12); cada corrida tuvo un tiempo limite de 

10 minutos de proceso de cómputo. si en ese tiempo. no llegaba a 

encontrar los estimadores. se consideró que el proceso no convergia. 
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TABLA DE RESULTADOS 1 . 
y = -10.000 + 800x

1 
+ 800x 2 - 2x~ - 2x: + e 

• (200.200) 
op 

1. DM( ~- ) 2• RV 
( ] -1 1 dl.sef\o factorial. 

3• DM(;.. . ) ... ¡¡ A 1 1 

tT Ml i M2 
1 

M2a M2b M2c M2T M2aT M2bT M2cT 

.00017 l!~~- o 1 
437.9 454.9 158.4 .0"124 .00282 .003oc< 4. 7t:··S , . 

. 1 . 00054 1382 1438 500.9 . 1247 . 00891 .01113 1. 4E-8 2• 
. 00834 13.4 1 13. 14 13.26 12. 46 .0333 . 327 .0339 .00006 3• 

30.07 11. o 11. o 11. o 11. o 35.7 44.4 44.6 20.0 .. 
. 00020 289.J "'86.2 899.0 ::>89.u .069r . 007~&.J . 00892 4. rt: • 

.2 .00127 1446.7 4901. 2 4497.0 2945.0 .0345 . 037 .0446 2.3E-
. 00980 18.5 18.6 18.42 18.8 .0449 .0507 .0512 .00009 
30.02 21. 3 11. 6 11.6 11.8 42.07 46.6 47.60 20.08 

. uuu .. ~ l loo. U ]J;:J~. u .. ooG.U ~.C.:;;11~. u .uo~G . uu _, .uuol4 :~ . .... n:.-t:S 

.3 . 00146 4919.0 4652.0 3995.6 4318.0 .0285 .0244 . 0271 l. 3E-7 
. 01304 16. 14 23. 13 22.04 20.59 .0535 .0510 .0522 .00001 
30.20 54.47 '13. 88 14.00 12. 67 62.31 47.94 51. 65 20. 18 

• uuuol 12.38 ;~~~:~,~;~~:;¡~~¡~:~\:g~~~ .0112 . 0119 4. t<t:·t< 

.4 .00127 32.08 .0280 .0292 9.5E-8 
.0140 19.94 29.09 1 25.45 19.86 \.0646 .0595 . 0637 . 00014 

30. 07 71. 25 15.45 15.9 13.0 86.9 .46.9 . 52. 3 20.27 
.00081 ,G.7 1945.0 2422 89.3 .0186 . 0223 .0199 5. c.· 8 

.5 .00162 145 3890 4845 17.3 .0308 .0372 .0333 9.3E-8 
.01834 17.35 26.93 29.94 16. 17 .0729 .0834 .0865 .00017 
30.27 85.54 17.86 17.65 14.46 95.56 47.11 55.15 20. 47 

. uuu .. o 3. e:, ,_,_,.,_, 350<: ,82.4 .Q¿u;:, .uc:o¿ .uc;c;q 6 . c.-B 

.6 . 00161 5.4 5655 5837 17.6 .0299 .0360 .0321 9.5E-8 
.01954 18.58 35.84 35.48 19.09 .0719 .0981 .0846 .00016 
30.42 100.3 20. 12 21. 32 14.47 110.2 49.5 57.3 20.46 

.00104 9_.,, 3446 3175 1432 .0247 .0248 .0259 7. ot:.-B 

.7 .00142 14.25 4923 4536 19.20 . 0311 .0309 .0324 9.5E-8 
.02034 18.4 35.08 34.55 22.68 .0721 .0959 .0946 . 00018 
31. 41 116.5 20.0 22.52 15.6 135.7 44.67 61. 74 20.49 

.00130 .0130 469::> 51::>5 . 1254 . Olol . 01 r8 .0167 1. t>E ·1:0 

.8 .00163 .016 5869 6443 .1752 . 0304 .0356 .0334 8.8E-8 
.0227 15.25 41. 9 40.82 18.25 .0646 .0758 .0745 .00020 
30. 08 133 25.5 26.36 16.4 92.37 46. 17 54.40 20.49 

.uul<::t:i G..> . ,, ºººº·' 'lt< l."' ~~~.!::> . Ulo~ . u .. ..>l .ULOO , . oc. ·ts 

.9 .00140 263.9 7318.7 7979.3 273.8 .0329 .0479 .0317 8.5E-8 
.02224 25.53 46.33 50.51 25.75 . 0761 .1173 .0945 . 00020 

3"1.30 114.0 24.68 23.36 15.63 140.25 46.35 65.28 20.49 
. 001 _, 57. 79 5816 6211 1:::>1. 45 . 0279 .0397 .0299 6. 9E-·r 

1. o .00173 57.79 5816.3 6211. 4 157.45 .0279 .0397 .0299 6.9E-7 
.02564 20.26 45.95 47.29 20.42 .0867 .1140 .09957 . 00022 
32.07 131. 14 24.8 29.89 16.42 "156.21 46.86 68.24 20.5"1 

11.8 



y 

.. = (25.25) 
op 

Diseño sl&aplex 

. 1 

.2 

.3 

.4 

.5 

.6 

TAULA DE RESULTADOS 2. 
-2500 + lOOx 

l 

1• PM( 

J• PMlx. 

287.6 
7.260 

lOOx 
2 

2• . . 
- 2x~ -

RV 
¡¡ 

2x~ + "' 

[ -1 1 ) A = 1 1 

r---t-?<i"'°'m!+r"5i~-tz.,..;,-='E--t2>J. 57 35--y-:z--

.7 

.s 

.9 

l. o 

439. 4 
10.52 

~~iJ~'i 2 ~ 6 "ii"ii'"'9'+~.,.~~,--r-~ 
790 56 10.6 
13.4 1.49 
47.17 16.29 

""'r.92-t-ñ~cn.c,.-t-ñe..,,,,,.,...t---i...,....,--;r-T""""'71~.,; 

119 



TABLA PE RESULTA!JOS 3. 

Y -160000 + 8Ullx
1 

t- 8UOx
2 

- 2x: - 2x: + e 

.. = (200, 200) 
op 

Dlsefio slmplex 

. 1 

.2 

.3 

.4 

.5 

.6 

.7 

.8 

.9 

1. o 

H2a 

.00173 788 17190 

.02574 12.86 72. 12 
32.01 166.9 56.52 

•• N 

H2b H2c H2T 

796 
14.50 
16.01 

120 

.0321 
1131 

189.7 

A = ( 

M2aT M2bT 

-1 
1 ~ ) 

M2cT 
r-"""""nr'iT-P>nl""",,.....-,..-.~::an 1 • 

l. SE-7 
.00031 
17.32 

... ,.. 



TABLA DE RESULTA!X)S 4. 

Y~ -1295 + S.48x
1 

+ 6.4Sx
2 

- l.OOBlx~ + 1.983x
1

x
2 

a
0

P (200,200) 

D1serío factorial. A 

~o-~~-~-M-l-~--H2--~--HZ"a-·-1r-H2-b----H2--c-..---H2-T---~-M2-a_T__,-H2--b-T--r--Nia--c-T-, 

t---+-~r-rT">r+..-. ..... ...-~f....--.-1""31 ,y- ·· ·~ns4"6c---+•1•2,;0,,,..--t-----t----+---+...,-....,=rl 
213107 216469 12844 . 1 
473. ¡45·1. 6 374 . 

'---t-~A9'rti5-jjc'>-r--'h1i'm1c>,. 12 _ 1 t. 09 1 t. 1 
' ;¡¡- -11068 ~ 

25171 5342998 9337 
360.51 986.43 347.6 Para •t.o• .2 

t----t--'5iióiiiT-rti-Ef<i.;¡=-~4i10534l 694T7'1-l•1~2~4~2.-----1'----;------r----r...-.... ..::cl!M 
12.44 112.72 12.64 

.3 .93632 15501 l.7E+7 2. 1E+6 4144 
4.1047314.1 1713.53 1054 2243 

no hubo 

i----+--;1;,;3;;;0;1"1:..r.:'h4c;0;.¡·,c0;;;-=0-!-É1"'~i:~~~9 ~ ~ 2~~ u6~2 . 

127832 153157.7 3524 

i 
Converaenc 1•-¡-----n,,,-...,...,.-::-;orl 

556.65 438.7 549.5 
17.84 117.26 14.03 1----ir--.iíii.nwtT....,..r=--+,-n;~, 4-- 12776 - ses ____ ----t------jr-----n...---r11-=~ 
21428 25552 4343 
412. 1 398.2 176.54 

r---+-~-~.-r ... ..,..,,..---ih1"~""ª ~~ --+Uiit "- ~'.h~s --t------+----+-----Jr..."'""'""--i 
96686 17335 5708 
539 321 192 
21.44 21.60 14.14 

t---+--..imoillr+....,¡;0;;,---n-19"'"'9"60- 27!i4 -- ¡ 39F-~i-----+----t-----t-..-'->'11-=--,,--i 
28515 \ 39354 1993 
441 319 169 

.4 

.5 

.s 

.7 

1---i---,.g,.-;R-fim,..,,,..-+>s2 ikti;i- 2~. 20 ~-t------t-----t----'n;s-o:;.;,,.;;.:~ 
45797 4262 12043 

~=924 ~=5~ 1:;12 
i---t--¡¡¡¡iiTiillr1'in!ili'~-tT1a0"l3() 200-·-b.2~5"'9~-1-----t------t-----t-...---.,..,p-::~ 

.a 

2034 2778 2799 
288 346 156 .9 
28.6 29.48 16.95 

662 8'64-----r~,.,,-·1---t-----11-----t----...-."""" .... .--....-l 
:.a13' 12541 2662 1864 2551 1.3E-2 
5. 328• 1255. 4 311 1303 102 . 15054 

~--~-1_395~-~5_s_9_._4_~2_s_._9_4 ____ :3_?_:_7~-~-1_7_._7_4_~---~----~---~2_4_._s_e_~ 

1.0 
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TABLA DE RESULTADOS s. 
y --630 + 49. S9x, + so. 40x

2 - 1. OOSx~ - 7.9838x1x 2 + e .. (0,25) ,. PM(,. ,,. RV op 

Disefio f'actorial. 3• IJM(..:: ... N A ·= ( -1 -~9) .09 

.,.a N-1 M2 M2a r M2c M3 M3a M3b M3c 

1• 

. 1 ... 
a• .. 

. 2 

.3 Para ést.os 

.4 1184 no hubo 
50.24 1 
13.03 

3T 
Converaencia 

. 5 622 
25 
16.85 
2sr-· ----

.6 435 
77 
16.94 
274-

.7 . 51718 437 554161 '.l91 
<lo.812<1o <lol. 45 361 64 

1338 22. 38 26. 12 16.72 
25·¡--

.8 326 
167 
16.2 
242 

.9 269 
37 
17.25 

1.0 .39112 178 4666 36494 255 9.2E-3 

·-~ 28.8 130 227 111 .5265<1o 
1304 24.84 34.04 35.76 17.40 20.78 

122 



y = -160000 .... 80'-' 

.. (200. 200) -
Dlsefto Xactoriai. 

. 1 

.2 

.3 

.4 

.5 

.6 

.7 

.8 

1 .9 

1.0 

i.AEl A DE RESULTAiJOS 6. 

- S:)~J·.· - 1.0081x~ - 1.00Slx~ - l.983Sx
1

x
2

+ .e 

123 

M2T H2aT H2bT 

Para I éat.o• I 
no 

M2cT 

9.4E-S 
.01734 
20.62 



TABLA DE RESUL T ADCJS 7 . 

y - -630.0S 4.Sx
1 

+ 50.4:'~ - \.Ot.J81x~ - 1..0081x: - 1.9838x
1

x 2 + e 

• = l0,Z5) ap 

Dlse- Ca.c:t.or1a.l. 

. 1 

. 2 

.3 

-" 

.5 

.6 

.7 

.B 

.9 

+ + 

1.0 .39214t Z.3E+1 2.2E+4 
4.a792 ~ 187 
~308 23.24 34.4 

K2b H;: __ M2a.T \ H2bT M2cT 

ést.o& 

hubo 

\ 
·-·-¡----r-----<.....---....::~ 

! 

l.24 



r ABLA DE RESUL T "1XJS 8 . 

y - -160000 
.. = l200, 200) 

op 

soox
1 

+ soox
2 

- 1.oos1x: - 1.00Slx~ - l.983Sx
1

x 2 + e 

Diseño Cactori.a.l 

.,.2 Hl H2 K2a 

. 1 

.2 

.3 

.4 

.5 

.6 

.7 

.8 

.9 

1. o .36834 
4.8812 

1365 

,. DH\ ~ ... RV 

,. ÜMtx_. .. " -----------
H:c2b K3 

125 

" = ( -

M3a. M3b 

09 
1 

. ~9] 

9.4E-6 
.01734 
20.62 



TABLA DE RESULTADOS 9 

T1eapo de proceso acuaulado. 

~ ren&lon equivale a.l t ieapo que se requir\6 para obt.ener los 

result.ados de cada. una de lns tablas anteriores. 

El t.leapo est.á medido en notacion est.a.ndar: (.. •) slgnif'lca 

ainut.os;. t •) s\gn\f'ica. segun.J~)s 

(
-1 1 1 
.09 .09J 
{0.25} 

(-·<t9 ·<t9) 
{25.25} 

(--~ -~) 
{0.25} 

( ~ ! ) 
{200.200} 

( -~ -~1 
{200,200) 

t·~ -~) 
{200.200} 

-r--,- l 
1---H_l_ ! ~- ·--~:_1- H2b -{ ~_" __ M3 ___ ~1_M3_a._~l_M3 __ b_+--_M3_c _ __, 

! 1 • 51 .. \ 1. 04.. \ 40" 4' 29" 1' 20" 

>-----t--~- --- ·--------¡------ --- ·----1-----------i------1 
1 • O 1 •• \ ,-_ 4 ~" 11 · 08 ·· no hubo \ 2 • 44" 

\ \ convergencia 
!------+------- --~--~-- -----+-----------1----~ 

r1_·_1_3_··_1._ ___ 2 ___ ._º_1_·_·-------+-1_·_º_ª_·_· __ ~--~-'~_n_~_~_bo_r_g_e_n_c_i_ª __ --+2-·_4_4_·__. 

2" 00" 1. 51 ·· 

1 • 31" 2· 42" 

7' 20" 2' 02" 

7' 40" 4" 12" 

126 

1' 04" 

1 

1' OS" 

l' 08" 

l' 40" 

4' 29" 

no hubo 
convergencia 

no hubo 
convergencia 

8' OO" 

2· 44" 

2' 18" 

2' 18" 

2' 54" 
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