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0. INTRODUCCION.

En la industria, en la agricultura,

en la administracion y en
muchas otras areas,

es frecuente encontrar situaciones en las qgque se
requiere conocer la combinaciotn de los niveles de un conjunto de factores
que optimiza un resultado especifico.

No siempre se necesita recurrir a la estadistica para tomar una

decision; sin embargo, existen casos en los gue por su misma complejidad,

es imposible hacerle sin un analisis estadistico,
obtener la combinacién 6ptima de
nadie,

largo y minucioso, para
los factores. Por ejemplo: nadie, o casli
pensaria en obtener una aleacién para recubrir la cabeza del préoximo
cohete que sera lanzado al espaclio, sin antes haber realizado una serie de

experimentos, tendientes a encontrar la combinacién de materiales gue

proporcionan una mayor resistencia a las presliones a gque estara expuesto.

A 1la serie de acciones (desde l1a eleccioéon del disefio
experimental), para encontrar la combinacién de factores donde se alcanza

un maximo (o un minimo, en su caso), sSe le conoce como Metodologia de
Superficies de Respuesta.

Por su wmisma naturaleza, la metodologia de
respuesta tiene miltiples aplicaciones de entre
los siguientes ejemplos:

superficies de
las cuales se presentan

EN LA PRODUCCION DE CERAMICA: En esta rama industrial resulta de
interés conocer la proporcién de los ingredientes,

la temperatura y el
tiempo de cocciédn necesarlio con los gue se

obt ienen plezas con mayor
dureza, brillantez o suavidad al tacto.



EN LA INDUSTRIA FARMACEUTICA. En este campo hay multiples
procesos en los que la métodologia de superficies de respuesta tiene

aplicacién, por eJjemplo: en la elaboracién de un analgésico es necesario
conocer que proporcliéon de
calmante mas

deseados.

las diferentes substancias produce un efecto
efectivo, o bien, minimiza los efectos colaterales no

EN LA WDUSTRIA AUTOMOVILISTICA: Aqui resulta de intereés
conocer, por ejemplo, el tiempo de elaboraciéon necesario y la proporcién

en gue se deben mezclar los materiales para obtener neuméatlicos con mayor
resistencia al desgaste.

EN LA FRUTICULTURA: En el tratamiento para la comercializacién y
conservacién de la fruta es importante conocer el tiempo de corte, la
cantidad de cera para recubrir la superficie y la temperatura a la gue

debe mantenerse una determinada fruta para que el grado de maduraciéon se
obtenga en un tiempo maximo.

Con estos ejemplos se ilustra la importancia que en la practica
tiene la Metodologia de Superficies de Respuesta.

El tema de superficliles de respuesta supone la existencia de una
funcién continua, n : R™ — R, que define el resultado de un proceso (gque
puede ser quimico, industrial, etc.)
estandarizados; el propéoésito del estudio,
la informaciédn observable gue se

en funcién de m factores

es obtener el éptimo de 7 cuando
tiene de ella,

esta alterada por un
término aleatorio de acuerdo al modelo:

Y, = "l(xl) + £,; donde g, ~ N(O, %) independientes.

El primer trabajo publicado que tuvo como finalidad encontrar la
soluciédn practica al problema de optimizar una funcién de m factores,
observaciones estan alteradas por el azar,
Ellos establecieron el método de

cuyas
fue el de Box y Wilson (1951).

ascenso por pendiente maxima para
encontrar un estimador de la combinacié4n de factores é6ptima. (Myers, Khurt

y Carter, 1988). Posteriormente, otros autores abordaron el tema, entre
ellos se encuentra un libro editado por Davies (1954) donde se exploran las

propliedades de los disefios para estimar funciones de primer y segundo

2
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grado. Box y Hunter (1954) establecen una reglén de conflanza para la
combinacién de factores oOptima basada en el teorema de Fieller. Box y
Hunter (1957) analizan el comportamlento de la varianza del predictor de 1la
funcioén de respuesta, ;(x). con relaciéon a

concepto de disefios rotables. Myers y Khuri
pendiente maxima.
y Carter, Chinchilli,

region de confianza.

los disefhos y definen
(1979)

Carter,

el
proporctonan un nuevo

Chinchilly,
Myers y Campbell (1986) proporcionan
Notz (1988) propuso los disefios
lo que originé el concepto de disefios D-o6ptimos, abordado por
Atkinson y Donev (1983) entre otros. excelente relacién,

wuy detallada,
de los trabajos que se han hecho sobre superficles de respuesta fue hecha
por Myers,

método de ascenso por
Wampler (1984);

una

Campbell vy
nueva

D-eficientes,

Unae

Khurl y Carter (1988)

En este trabajo se abordan 3 de los aspectos relevantes de las
superficlies de respuesta:

el método de estimacién del oOptimo, las regiones
de confianza del 6ptimo, y €l disefio. El trabajo se conforma de S capitulos
¥y dos apéndices.

En el primeroc se hace una
escritos sobre el

enlistan,

recapitulacién de los aspectos
tema, con la finalided de ublicar al
exhaustivos, una serle de
funciones de primer y segundoe grado,

asi como
conoclidos para estimar el oOptimo.

relevantes
sin ser

lector. Se

disefios para estimer

los diferentes wmétodos
En el

segundo capitulo se proponen 7 nuevos métodos para estimar el Sptimo,
todos ellos basados en el método de ascensce por pendiente maxima.

Se
proponen y se Justifican una serle de modificaciones y adiciones al
método de ascenso por pendiente maxima,

con la finalidad de wmejorar las
estimaciones del 6ptimo, tanto en la precision de los estimadores, como
en el tamafio de las muestras requeridas.

En el tercer capitulo se sondea la bondad de

utilizando simulaciones de Monte Carlo.

los 7 métodos propuestos,
corridas,

Asi, B traveées de uns serie de
se confrontan los 7 métodos propuestos, Junto con otros dos
ya conocidos (usados comoe testigos).

Los criterios de confrontacién utilizados la desviacidon
media de ;co ;7 la desviacién media de ;:op. la desviacién media de ;nop
relativa a o, y el tamafho de la muestra.

De esta confrontacién destaca como el meJor, ante

son:

todos los

3



criterios, uno de los métodos propuestos. Este método mejora la
precision de los estimadores.
Los estimadores obtenidos con los otros

desviacion media empirica hasta 10°% »AS Srande que la
est imadores obtenidos con este metodo.

métodos tienen una
de los

construccién de Jlas regiones de

la construcccion de una
encuentran las

Emn el cuarto capitulo se discute la

conflanza para xop. Y para nop. Se propone
regién de confianza para x°’ de medida minimm; se
condiciones para el disefio y para el mttodo de busqueda gue originan
una regién de confianza de menor medide. Esto justifica parclalmente,
de mmnera teérica, los resultados de la simulaciéon.

El guinte capitulo es de conclusiones, y Se proponen algunas acciones a

seguir en trabajos futuros.

En el primer apéndice se presentan los diagramses de flujo de los metodos
confrontados en la simulacién.
algunos de los

En el segundo apéndice se presentan en diferentes tablas
resultados de la simulacion.

Las aportaciones del trabajo son:

Un nuevo método de busqueda del O6ptimo derivado del método de

1)
ascenso por pendiente maxima el cual, de acuerdo a los resultados

de una serie de simulaciones, proporciona estimsdores del o6ptimo

con menor varianza y msenor sesgo.

Una regién de conflianza para la combinacién de factores optima.

i1)
tiene mayor probabilidad de estar acotada que la

Esta region
regioén de confianza reportada en la literatura.

ii1i) Una region de confianza para el resultado 6ptimo.
Un disefio con el cual se construyen, facilwente, las regiones de

iv)
conf ianza anteriormente mencionadas.



1. METODOLOGIA DE SUPERFICIES DE RESPUESTA.

1.1 Una Revision GeEneERAL.

La metodologia de

superficies de respuesta
determinar

las condicliones que
proceso esgpecifico. Esta
aplicaciones, por ejemplo:
maximizar el rendimiento,

costo de produccién

tiene como fin
proporcionan un resultado optimo en un
tiene miltiples
los procesos Jquimicos donde se pretende
©o la pureza de un producto; o blen, minimizar el

variando las condiclones iniciales del
especiflco (las condiciones son los niveles de
involucrados).

técnica. como ya se dijo,
en

proceso
los diferentes factores

Cuando los factores
por ejemplo:
etc.

involucrados son variables numéricas,

como
la temperatura, el tiempo,

la cantlidad de una substancia,

es natural considerar gue el resultado del proceso est& en funcién de
dichos factores.

Esto es:

L ] -
m=aaCx, X, .., X ). (1.1)

donde ﬂ‘ es la respuesta real de interés, wedids numéricamente.

Esta funcilén se conoce como funciédn de respuesta y su grafica
como superficie de respuesta.



Las observaciones de la funcién -n. son de la forma:

L d
\'l = q ( Xigr Xigpe - - - x‘-)» el# {(1.2)

Con €, ~ N(o, %) independientes.

El conocimiento que se tiene de la respuesta :1' determina la
manera de estimar el punto 6ptimo asi como la precisién de la estimacion.

S1 se conoce completamente la formm de n. es posible encontrar
el o los puntos donde la superficie de respuesta tiene un 6ptimo; esto es
un waximo o un miniwmo. En esta situactiéd4n no hay problema de tipo
estadistico y no se requiere de la informacion de una muestra.

Cuando s6lo se conoce la familia paramétrica de funciones a la
gque pertenece 'n.. es posible estimar la funcién de respuesta especifica con
base en los datos experimentales {Y . Y,. . . . Y} y {(=. =,. . . .. =},
el disefio utilizado . LlLa precisison de la estimacioén depende, como es de
esperarse, de la magnitud de o, la desviaclién estandar del error de las
observaciones y del disefio. El 6ptimo de la respuesta n. se estima con el
Sptimo de la respuesta estimada -;1

En la msayoria de los casos. sin embarge, no se conoce la forma
paramétrica de -n.; pero suponiendo que esta funcién es continua, se puede
aproxXximar su coaportamiento local mediante una funcidén paramétrica,
principalmente polinomios de primer y segunde grado (de primer grado si
el punto critico esta lejos de los puntos donde se toma la muestra y de
segundo grado si esta cerca);: posteriormente, se estiman los parametros de
la funcidén elegida. Estas estimaciones s6lo tilenen validez en una region
reducida alrededor de los puntos del disefro; dado gque, como ya se dijo. la
aproximacion es local.

Cuandoc se estiman los parametros que definen una funciétn, se

$ x.. o= remultado de la transformmcion x., = (& - £ )/¢ cuya fina-
lidad es eoscalar y centrar a & , el j1-esitmo nivel obeervado del factor J
(c o8 wno conmtante y & =J & /B ; Por io tanto para cada j, L %X = O}.

Exts transformmcicon tienpe como fin simplificar los c&lculos oomericos.

&6



puede considerar que existen tres funciones involucradas:

i) La funcion wn que describe la respuesta real del proceso.

ii) La funcion 7, seleccionada por el

invest igador para aproximar el
comportamiento de n' en el

interior de una regiétn que contiene los
puntos del disefio. (n = 'n- cuando se conoce la familia paramétrica a la
que pertenece n.).

iii) Y por ultimo, la funciédn ;). estimador de la funcién %. (o de n.
sl es conocida su forma paramétrica).

disefio

figura 4.1, E1 cambto de dl-eﬂo puede hacer que

la funclion
n wea diferente. (caso n #® n' )

En estas condiciones 1lla funcién 7
presenta dos fuentes de variacién:
funcidén n,

. como estimador de 'n' .
una gque proviene de estimar a la
¥ la otra que proviene de que tan bien N se aproxima a 11 . Por
esta razén, si1 7 se parece muy poco a 'n , también n va a diferir de -n .

Esto Justifica la necesidad de tener un criterio para
deter.inar, en funcién del disefio, la reglién donde la predictibilidad de
'n mediante el uso de 'n es aceptable.

(';: predice a 'n' usando la funcién
intermedia 7).



Be principlio se considera gue » describe razonablemente bien a
n' an uRR regién alrededor de los puntos del disefio.

1.2 EL DwserNo.

La eleccién del disefio, i. e. la combinaciétn de factores en
domnde sSe tomm la muestra, va a resporder a los diferentes intereses del
investigador, como por ejemplo: la economia, (tanto por el numero de
obmservaciones, comc por el numero de calculos implicados) y la precision
de la estimacion (1. e.. que V(;r) sea pequefia). (Notz, 1988)

Entonces, es conveniente contar con criterios para elegir
agquellos disefios que sean "econdmicos™ y "precisos”. Con la finalidad de
establecer dichos criterios se discuten las caracteristicas del modelo
lineal para ajustar un polinomio de grado r a los datos (r = 1, 2, L)
con m factores en estudio.

El modelo lineal general es:

Y = W8 + ¢ (1.3)
donde
Y‘ 30 €,
Y = M H B = M H € = :
Yn B. €n
y
2 2 3 t
1 X317 Fm Fir X% *31%33 -0 Fim ¥yy - *iam
w = : N
2 2 3 t
1 By Xom ¥y X 1 %a2 X X e Xa XKy oo X .
la dimension del vector B es k+1 = C™7, y ¢ es el vector de errores.

r

El estimedor de minimos cuadrados de B satisface la ecuaciéon

matricial W'W 8 = W'Y conocida como “"sistema de ecuasciones normales”, v



de esa manera el estimador del polinomic evaluado en (x‘. Koe - x_) *as

nim) = uTé H
T 2 2 3 r

donde w= (1, X, X, ‘...x_, X1 X%, ..o, X , X ....x_).

El vector é gue siempre existe, es unico sl y s6lo si la matriz

'y es invertible; ésto es equlivalente a que el rango de W sea igual =a

k+1, por lo gque se requiere de al menos k+1 puntos para estimar a n{x) de
manera unica.

De aquli se sigue que el disefic mas econdmico es:

el gque tiene k+1 puntos con ¥ de rango completo;
numéricos involucrados,

por su tamafio,
Y., por los calculos
el que proporciona una matriz e diagonal o con
mAyor numero de ceros lo gque facllita su inversion.

Por otro lado, la magnitud de V(;a) = w (W) lwe®

determina la
precisiédn de las estimaciones, y Vinl,

es wmaAs pequefia
Por lo gue claramente se ve gque los conceptos
de economia y precision son opuestos y debe buscarse un equilibrio entre
estos dos conceptos al elegir el disefio.

por regla general,
cuando se tlienen mas datos.

1.2.1 DISENOS PARA ESTINAR UM POLINOMIO DE PRINER GRABD.

En esta parte, se enumeran unicamente aguellos disefios que

tradiclionalmente han sido utilizados para estimar el modelo lineal general
(1.3) cuando r = 1; o ses,

cuando la superficle descrita por mn es un
hiperplano.

El modelo gque describe el comportamiento de las observacliones,
en este caso, es:

Y, = Bg + B x v Box ¢ aX1m ' (1.4)
el cual tiene m + 1

parametros B‘
observaciones).

Por lo tanto pars
necesario un disefio con al menos
que la matriz L J

(ademés de ¢°, la varianza de las

estimar los parametros de este modelo es
m + 1 puntos,
sea no singular. Si ademas,
cuando menos, m + 2 puntos.

distribuidos de formm tal

se quiere estimar = 2

o’ es
necesario,

2



1.2.1.1 BPBisefic simplex.

Este es el disefic mas peguefic que reporta la literatura: consta
de m+l puntos, x, = (xn. L P . - ‘e x‘_), eguidistantes al origen y
equidistantes entre si, de norma igual a uno. El disefio es insuficiente
para estimar a trz. por ello es necesario agregar, al msenos, un punto mas
¥y por simetria se sugiere gque este punto se locallice en el centro dei
disefio.

Por e jemplo: para m = 2, el disefic simplex esta formado por
los tres vertices de un triangulo equilatero con centro en el origen. Para
m = 3, el disefic esta formado por los vertices de un tetraedro regular con
centro también en el origen.

{a) (o)

figura 1.1 (a) disefio simplex =2 {(b) dimsefico sieplex s=3.

Con este disefio la matriz w'v es diagonal; esto implica que
los cé&lculos para obtener los estimadores de 8 y 7 son muy simples.

El disefio simplex es invariante a las rotaciones, ya que si se
aplica una rotacién a los puntos de un disefio simplex, el resultado es
otro disefio simplex.

10



Por ultimo, se puede ver facllmente gue para un disefico simplex
con o puntes en el centro, vin) evaluada en el punto

= = (xl. Xye ... X)) es igual a:

V() = (1/(mva+1) + wL x2 /(me1) o™ (1.85)

1.2.1.2 Pisefico factorial 2*.

Este es el disefio m&s utilizado, posiblemente por lo f#acil de

ya que cada factor presenta unicamente dos niveles, 1 y -1. La

matriz w'Y es diagonal, y la varlanza de la respuesta estimada, evaluada
en &1 punto = es:

construlr,

V() = ¢%(1 + T xD)s2" (1.8)

La division entre 2™ implica que vim)
estimadores son precisos; sin embargo,
resulta caro para m "grande".

es peqgquefia, esto es: los
al tener 2" puntos el disefio

1.2.1.3 Disefic factorial freccionado 2" %,

El disefio factorial fraccionadoc 2™%
del factorial, pero con sé6lo 2"
gue el factorial;
V(;a) es:

tiene la estructura ba&sica
puntos, por lo gue resulta mas econétmico

con este disefio la matriz W'W también es diagonal, y

vim) = a?(1 + T xP)s2~* (1.7

11



1.2.2 DISENGS PARA ESTINAR POLINONIOS DE SEGUNDO GRADO.

Después de revisar brevemente los disefios para ajustar un
polinomic de primer grado. se enumeran los disefios utilizados para el
ajuste de polinomios de segundo grado. Los polinomios de segundo grado
tienen mas parametros, por lo que se necesita un disefios con mas puntos
para estimarlos. Es comun usar, los disefios utilizados para
ajuste de un polinomio de primer grado, agregandole convenientemente

en este caso,

el
algunos puntos mas para tener el numero necessario de observaciones.
El modelo lineal general con r = 2 es:
2 2
*Bxxxxx‘ B:zxnxxxz* ‘B--xi-“ €

. * B. x‘_
(1.8)
el cual tiene: un parametro {ndependiente, ﬁo: m parametros en los
términos de primer grado B‘ (i = 1, 2, ..., m); m parametros en los
términos cuadraticos B“ (i =1, 2, ..., m); ¥y por ultimo, C: parametros
i < j = m). En total hay

en los términos cruzados, BU (1 =

y’= Bo’ leil* o

m
+ + +
1 - m C2 ° 1 1

o1 o1 me2

C‘ + t:z = C2
partmsetros. Entonces para estimar un polinomio de segundo grado se
puntos (uno mas por lo menos si se desea estimar

necesitan al menos C: 2
también a 02) ¥. por supuesto, que W sea de rango completo.

1.2.2.1 Disefico sisplexs compussto.

Este disefio se compone de los m+1 puntos de un disefio simplex,
P, puntos de la forma k(pl* pJ). donde

I = j y k es una constante de escalamiento. Por construccioén, este disefio
tiene el minimo numero de puntos, necesarios para estimar al vector 8; sin
embargo, la matriz W no es de rango completo. Para completar el rango de W

es suficiente agregar al disefio un punto mas en el centro.

L =1, 2, .... m mt1l; mas c2"’

12



disefic simplex compuesto.

m o= 2.

- e
I T
- ° Ca) -
tb)
figura 1.2 Disefo simplex compuesto ( a) en dos factores, ) en tres
factores) los puntos gue se agregan al
warcados con “o.

disefo simplex wmon los

1.2.2.2 Piseiio compussto.

Es el disefic mas utilizado; esta formado por los puntos de
disefio factorial 2%,

o de un factorial fraccionado 2-_k,

. donde (el. e.. - .
es una constante de escalamiento.

maAs los puntos
la forma I ae

-+ e) es la base canonica de R" y
Este disefioc tiene 2™ *+ 2m puntos.

|
|

figursa 1.3 a) Disefic compuesto en dos factores, con a=1,
quUe Se agregan al disefio factortal

los puntos
estsn marcados con

ng

13
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1.2.3 OTROS DISENGE NAS GEMERALES.

No es la finalidad de este trabajo hacer un listado exhaustivo de
los disefios que se pueden encontrar en la literatura correspondiente al
tema; sin embargo, es convenlente mencionar otros disefios frecuentemente
menclonados, gue se utilizan para estimar polinomios wmas generales.

1.2.3.1 Disefio poligonal.

Los puntos de estos disefios son los veértices de poliedros
regulares. Para r = 2 los puntos de los disefios poligonales forman un
poligono regular; los disefos simplex, factorial 2" y factorial

fraccionado 2™ ® caen en esta clasificacién.

1.2.3.2 Disefic rotable.

Los rotables son una clase particular de disefios y se utilizan
para la estimacién de un polinomic de cualquier grado. Con estos disefios

V(;l) = g(imi), esto es V(n) sé6lo depende de la norma de =m. El disefio
simplex, el factorial y el simplex compuesto con m = 2 son rotables.

1.2.3,3 Disefios D-optimse.

Los D-6ptimos son una clase de disefios con los que se maximiza el
determinante de la matriz WW.

1.3 MeETODOS peE BUsouebAa DEL OPTHMO.

Como ya se mencionté, en la mayoria de los casos se utilizan
aproximaciones locales a la funcién de respuesta 'n.. Por ello, para
estimar el o los puntos donde 1). alcanza un éptimo relativo (o absoluto)

14



Se necesita contar con un método que garantice un minimo de confiabilidad
en los resultados.

Por ultimo, debe mencionarse

busqgueda.
presentados solamente consideran el presenta un maximo
unico y bien definido (o al menos, que se puede llegar a un maximo bien
definido).

que los wétodos de
caso en dgue 'n.

En esta parte,
cuales son:

se revisaran los méetodos wés conocldos, los

El método aleatorio.
El método del factor
El método de un solo
El método de ascenso

(Cochran y Cox, 1980)
unico. (Cochran y Cox, 1880)
experimento. (Cochran y Cox,
por pendiente maAxima.

1980)
{Box y Wilson, 1951)

1.3.1 EL METODD ALEATORIO.

Este metodo consta de tres pasos

1°. Se eligen al azar n puntos = = (2 00 %o -..s % ) cuyas
coordenadas son variables aleatorias independientes con distribucioéon
uniforme: x, ~ Ula _, bJ); asi, estos puntos resultan ser varliables
aleatorias multivariadas,

independientes, con distribucién uniforme en el
(al.bi)x(aa,bz)x .. .x(a_,b_)
o regioédn de exploracioéon.

conjunto A =

el cual se llama regiétn de
muestreo,

2°. Se

obtienen las observaciones
los puntos =

Y= n(=x) + &,
,+ antes seleccionados.

., en cada uno de

3°. Se escoge como ;op al punto =, que presente la mayor respuesta
experimental .

Cuando :op e A, -op resulta ser un estimsdor sesgado de top.
(esto es El(x )

- -op). el sesgo es mayor conforme =

Se encuentre mhs
lejos de la regién de muestreo.

Cuando :Qp e A para cada numero natural N, se puede

15



esstablecer una particion de

la regiétn d4de muestireo dada por los N
hiper-rectangulos:
M, i e.nnnd ) o= (o, L, ))xla, e any eeexlag e a)
(1.9)
donde para cada k = 1, m; 0:1.5"—1 y a

wr, T B i (b - ak)/N.

¥ encontrar la probabilidad que alguno de los puntos = esté en el mismo

elemento de la particiédn gue contiene = =
=

(Como s € &,
op

. » se sigue que
pertenece a unc y s6lo uno de los conjuntos de la particioéon)

Para calcular esta probabilidad recuerde gue cada

un vector aleatorio distribuido uniformente en A,

punto =
A(l‘, 12. -

es
Y que cada conjunto
.1.) tiene la misma medlida de Lesbegue.

.op es8 una variable aleatoria binomial con parametros n y 1/8%, por 1le
que,

Asi el numero de observaciones gque caen en la misma celdilla gque
ia probeabilidad de que al menos una observacion esté en esta celdilla
es igual =

1-(1- 1/N™". (1.10)

Un resultado semejante se obtiene cuando en lugar de usar un
hiper-—rectangulo

e cont fene a -op
probabllided 1/N® con centro en =

.

N sSe usa une hiper-esfera de

Note qgue, independientemente del valor de esta probebilidad, un
vector -‘. en la wmisma celdilla que .op neo necesariamente presenta la
MAYOr respuesta observada y,

por lo tanto, no necesariamente es el punto
elegido como estimador de =

1

1.3.2 TL SETOBD DEL FACTOM UNICO.

Con este
wmaltifactorial,
de A

método se propone descomponer el procesoc
en m procesos senclllos de busqueda individual del optiwmo
coord das ; convirtiéndose en un

pProceso de busqueda
16



unidimensional.

El método consta de los sigulentes pasos:
10

Se ordenan los factores en orden de importancia., de acuerdo a su
contribucion en el resultado de la respuesta: x, es el factor gue wmas
contribuye al resultado; es el segunde en orden de contribuclon,

asi,
ordenaciétn se hace de acuerdo al criterio del investigador.

*
2

etc. La
2°. Se elige un punto inicial, Po = (x‘o. Xoor o x.n). ublcado
donde, de acuerdo a la experliencia del lnvestigador, es wmas prcoable gque
esté el HGptimo.
3%, Se busca, sucesivamente, el optimo de cada coordenada y se
reemplaza en Pg.

Este ultiwmo paso, se realiza de la sigulente manera:

1) Se obtiene al menos tres observaciones

de la forwma:
Y‘= n(x“, xzo,‘ ... X ) + €

variande el nivel del primer factor y manteniendo constante el nivel de
los oiros factores.

i{1) Con estas observaciones se estima la funcién cuadratics
¥.= at®s Bt + o,

(1.11)
la cual es un estimador de la tendencia de m en direcciédn de la primera
coordenada; s}t a < O, la funcién en (1.11) alcanza
Xy = b/2a

el maximo
el nuevo punto

en el punto
este valor sustituye la primer coordenada de P, resultando
(xil

Hogr s x.O). {(Cuando a = 0, (1.11) es una recta y
no presenta ningun waAximo relativo; cuando a > 0O,
como unico punto criticol.

(1.11) presenta un minimo

1ii) A partir de este punto, se toman al menos tres observaciones
de la formm Y‘- w(xl‘. Hogs o s x_o) + €5 variasndo ahorsa,
&) ssgundo factor;

anicamente,
con esas observacliones se estima ¢l maximo

en direccion
17



de la segunda coordenada, y este valor sustituye a Xo0- Asi se coantinua

hasta tener el vector P1= (xxx' L PP x-l).

El proceso de busgqueda se detiene, cuando " P’- Pvﬂ" es menor

a un wvalor preestablecido y xcp = P:u' Si esto no ocurre, se inicia

nuevamente el proceso de busqueda con el punto inicial en P“l.

Este método no toma en cuenta las interacciones; es decir cuando
no hay interacciones el método puede producir buenos resultados, de no ser

asi va & reguerir de muchos pasos.

Note gue con estos dos métodos no se determina 1a forma
funcional de 'n.. S1 se desea estimarlia es necesario hacerlo por otro

camino.

1.3.3 EL NETODD DE UN SOLO EXPERINENTO.

Con este método se considera gue cerca del 6ptimo n‘ se parece a
un polinomio de segundo grado, por lo que, para buscar el punto 6ptimo de
11. es necesario ajustar a los datos un polinomio de este tipo.

El método consta de los dos pasos sigulentes:

i) Se elige un disefio para el ajuste de un polinomio de segundo
grado y con las observaciones en estos puntos se estima dicho polinomio.

ii) El 6ptimo estimado resulta ser el o6ptimo de la respuesta
est imada.

Las estimaciones asi obtenidas pueden ser muy malas si el disefio
esth alejado del o6ptimo real; porque V(wn(=m)) crece conforme E se encuentre
mhs lejos del disefio.

1.3.4. EL FETODD DE ASCENSO POR PEMDIENTE RAXINA.

Este método basa el proceso de busqueda del 6ptimo en considerar
que lejos de un punto critico, 'n- puede ser aproximada por una funcién

18



lineal; mientras gue cerca del

punto critice *q.
mediante una funcién cuadratica.

se puede aproximar
El método consta de los sigulentes pasos.

1°. - Se elige un disefio para el ajuste de un polinomioc de primer
grado (por ejemplo un disefio simplex o un factorial), con repeticiones en
el centro; y se obtienen las observaciones en los puntos de este disefio.

2°.- Se estima el polinomio de primer grado.

3°.~- Se hace la prueba de falta de ajuste, para determinar si el
plano se ajusta bien a los datos,

o sl existe ya una evidente curvatura.
Si hay evidencia de curvatura se pasa al punto 7.

El error puroc se estima
con las observaciones en el centro del disefio.

4°. - Se efectua la prueba de hipétesis
contra Ha: B
determinar evidencia que

respuesta.

Ho: ﬂ‘ = 0 , para toda
i = 1, m , * O. para alguna i = 1, m; con el fin de
los factores influyen en el resultado de
Si no se rechaza Ho implica que se tienen evidencias que m
ajusta bien a un hiperplanoc horizontal y, por lo tanto,

punto critico, en este caso se pasa al punto 7.

la
se
se estA cerca de un

5°. - Se encuentra el vector de direcciétn de maxima pendiente en
N, v = { Vis Vo - - a. Vo ) T esto se hace porque al considerar gque 'op
aun esth lejos, se puede suponer gque éste se localiza en 1la direcciéon de

mayor pendiente de *n., ¥y la tendencia local de la respuesta 'n. es estimada
por el hiperplanc 7.

El vector v se encuentra maximizandoe la funcidén

n = a+ .lx‘+ e . . a x_ (1.11)

sujeta a la restriccién PN x? = 1.

6°.- Con un espaciamiento constante determinado por d =
lf_x(lv‘l }, cantidad l1lamada longitud del “paso®, y en direccléon de v se
toman, sucesivamente, nuevas observaciones,
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Y, = nlidv) + €, , 4= 1, »n

hasta detectar un cambio que indique la existencia de un méximo de

n° en
direcciéon de v; esto es, si Y‘< Y‘_n se obtiene la siguliente observaciébn
Y“a; 1 por el contrario, Y’ = Y|+: se detiene el proceso y con centro en
el punto idwv,

que fue donde se obtuvo la observacién de maximo valor, se

toms un nueve disefic con el gue se reinicia el proceso de busqueda desde el
pasc 1.

Debe notarse que al reinicliar el proceso solamente se utilizan
las observacliones del nuevo disefio gue al centrarse y escalarse resulta

ser igual al snterjior, asi se tiene la misas matriz ¥ y no es necesario
invertir nuevamente ls matriz W'W.

7°.- S1 las pruebas indican la existencia de curvatura o que n.
es localmente horizontal, se completa el disefio para el ajuste de una
funcién cumdratica . ;°p es el punto donde alcanza el méaximo esta funciétn
cumdratica.

Si ;p no tiepe un maximo,
hacer un an&lisis de cordillera
pendiente meximm,

sino un punto silla, es conveniente
posterior al anélisis de ascenso por
dicho an&lisis no se incluye en este trabajo.

El método de ascenso por pendiente méxima falla cuando -n'

tiene
mhe de un whximo relativeo y el disefio

iniclial no est& localizado en el
luger adecuado, ya que puede detectarse un 6ptimo;

pero, éste puede ser un
Sptimo local.

Por experiencia se sabe gque en la mayoria de los casos n.
presenta un maximo unico (Cochran & Cox, 1980)

1.3.8 COMENTARIOS SOBRE 1L.OG DIFERENTES METODDS.

El metodo aleatorio.

Se recomienda usar este métode como un proceso exploratorio, tanto para
determinar el punto de inicio del método del factor unico, cowo para

sncontrar el centro del disefio en 1los métodos de un solo experimento y de
|- por p diente mhximm.
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El método, por i

i wsuwle, proporciona para cada N,
hipobtesis adicionales, uni rregion de conflanza para x
una muestra muy grande para

bajo clertas

p; pero, es necesario
que la confianza sea aceptable.

Por ejemplo: con

cuatro
subdivislones por coordenada

factores y a particionada con diez
la probabllidad de que

muestra esté en la misma celdillia de

(i.e. N=10 y m = 4);
al wmenos uno de los puntos en

1a
(silempre y cuando x, € A) es:

=
op

1-(1-1,H"" = 1-(1-.1")" = 1-. g9gag™

Para tener una confinanza de 9%5%, el tamafio de la muestra debe
cumplir la relaciéon: 1-.99999" = | g5; y ésto se da si:

= 2889571,

log(.939949)

log(.10)
Yy para tener una confianza de 8BU%, n = —— e = 230256. Con un
l1og(.99999)

tamafioc de muestra asi, resulta necesarlamente caro.

el mélodo

Cabe aclarar gue la evaluaclon de esta probabllidad supone que
el error de observaclén tlene varlanza pequefia,
con respuesta observada mayor realmente esta proximo a xop. Si esto no
ocurre la conflabilidad de 1a regiétn es menor y de hecho no se puede
calcular.

de modo que el punto =,

El método de un solo experimento.
S1 el disefio se localliza cerca de x_

las estimaciones obtenidas con este
método colnciden con las estimacliones obtenidas con el

método de ascenso
por pendiente maxima; pero, sl el diseiio se encuentra lejos del é6ptimo, las
estimaciénes pueden diferir :nuf:h(). porqgque Tientras ;o
disefio, menos conflable es n evaluada en X, o

abarca el disefio (1. e. los puntos del
evitar, parcialmente esto;

estée mAas lejos del
S1 se aumenta el area que

disefio se separan wmas); se puede

cuando el area del disefio es grande
la superficie de respuesta en esta regién puede ser muy complicada y qulzas
una funciéon cuadratica no sea 1o mas adecuado para describirla, en estos
casos se necesita un disefio con mas puntos para ajustar un polinomio de
mayor grado.

sin embargo,

At




Método del factor unico.
Este método es muy sencillo porque descompone el proceso en sus
componentes elementales. Sec ha visto en la practica, que si los efectos
cde cada factor en lo Individual, son independientes de los otros factores,
@l método da buenos resultados. Esto significa que la busqueda realizada
wsobre  cada factor, manteniendo a los otros [fijos, va conduclendo
paulatinamente al maximo d< manera independiente. Pero, sil los factores
interactuan fuertemente entre si, es necesario una muestra mayor, e
inclusive, puede registrarse un o6ptimo sin que éste exista, principalmente
s1 se esta en una cordillera ascendente, como se ve en la figura 1.4

figwa 1.6 Curvas de nivel] de una cordillera transversal ascendente en
direccion de (x, y) —» (»®, ®). Se muestra la busqueda de las coor-
denadas del optimo ugando el metodo del factor unico. Se busca el
puntc S8 alto manteniendo constante la segunda coordenada, dete
me localiza cerca del "lomo™ de 1a cordillera. En direccion de los

ejes, ol mEximo me encuentra cerca del primer punto locallzado.

Método de ascenso por pendiente maxima.
Este es el método mas utllizado., es un método secuencial que considera en
cada etapa el comportamiento local de 'n‘ alrededor de los puntos del
disefio. Como ya se dijo, el método no funclona si 1). tiene mas de un maximo
relativo porque el gque se detecita es el mas evidente en la regioéon del
disefio y no necesarlamente es el maximo global.

y En el apendice 1 se muestra el diagrama de flujo de este método.
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2. VARIANTES QUE SE PROPONEN AL METODO DE ASCENSO POR

PENDIENTE MAXIMA.

En el primer capitulo se revisaron, brevemente, los métodos de
busgueda del S6ptimo, asi como los disefos mas utilizados; y se diJo, que el
més conocido es el de ascenso por pendiente maxima; en este capitulo, se
presentan slete formas modificadas de éste, el cual de agqui en adelante se
1lamars "método ortginal™. El propostto de estas modiflicacliones es

encontrar “mejores’” formas de estimar al optimo.

Myers y Khuri (1979}, proponen una modificacién al método de
ascenso por pendlente maxima, la cual consiste en establecer una prueba de
hipotesis para determinar si en direccion de la pendiente maxima v, ya se
dié el camblo de ascendente a descente, las propuestas de este trabajo van

en otro sentido.

En las dos primeras variantes se modifica la forma de obtener 1la
longitud del paso en direccién de la maxima pendiente de ;1, y la manera de
encontrar el centro del nuevo disefio. En la tercera se incluyen estas
modificaciones y, ademas, se propone que los ajustes, tanto del polinomio
de primer grado como el de segundo grado, se hagan con toda la informaclén
disponible y no sélo con los datos experimentales de la ultima étapa. Las
cuatro Gltimes varliantes son una modiflicacion del método original y de sus
tres primsras veriantes, respectivamente; esta modificacién consiste en
condiclonar la finalizaciétn de la busqueda, al hecho que ;op se encuentre

“cerca" del disefio.
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2.1 PRIMERA VARLANTE.

aspectos que esta sujeto a

Uno de los la subJjetividad del
la distancia

investigador, es que existe entre dos puntos diferentes del
disefio. Sl estos se encuentran muy alejados, se corre el
detectar cambtios

contrarlio,

riesgo de no
la funcién de respuesta n': si por el
los puntos se encuentran muy cerca, se corre el riesgo de gue su
tendencia quede compietamente la variacién aleatoria del
proceso. Este hecho despilerta

importantes en

confundida con

la Inguletud de explorar nuevos criterlos
para determinar la longitud del paso adecuada.

Recuerde que la

longlitud del "paso"” es
determina el

espacliamiento entre dos subsecuentes en

direccion de la pendiente maxima de 'n luego gue las pruebas reallzadas dan
evidencia que el 6ptimo aun se encuentra
bien a los datos.

una constante que
observaciones

“lejos™ y gque, un planc se ajusta

En esta parte se propone escoger

una longlitud del "paso"” con la
cual se tenga "poca”

probabilidad de confundir la tendencia de n. con el
error de las observaciones.

2.1.1 OBTENCION DE LA LONGITUD DEL PASO d.
Suponga que la tendencia local de

'n.. esta satlisfactorliamente
estimada en una regiétn circundante

al disefio medliante un polinomio de
gue el vector v indica
entonces "cerca"

primer grado; suponga también,

la direccién de
méxima pendiente de 70;

del disefio se cumple la relacién:
2" Cidv) < R (Civ1)dv).

Dado que las obserwvaclones

tienen un error aleatorio, gue Y
resulte ser mayor gque Y“
LJ

yr o necesariamente
n ya cambilé, de ascendente

'
implica que la tendencia de

a dJdescendente: este hecho podria deberse
unicamente a la aleatoriedad del proceso. Es por ésto, gque tiene sentido
pedir que la longltud del panu ena lal Jue polinlla deledclalr ja tendencla de
'n. con poca influencla del error de observacion.
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Se desea encon!inr la magnitud del
-
de m en direcccién de v es crecliente,

mayor o igual a Y‘

pasoc tal gque st
la probabllidad que Y\
.y O sea mayor a un valor prefijado.

la tendencia
resulte ser

Como:
P(Y, = Y, ) = P(n (idv) + g2 2 ((i+1)dv) + e, ) = (2. 1)
PG (Li+1)av) — w'idv) = e, - e, ) (2.2)
con s, ~ N(G, %) independientes,

. -— ~ 2 -
se sigue que: €, €, ., N(O, 20%); b4

B PLY, =Y ) = (2.3)

cuando

W (141 dv) - nCidv) = z_ovVE (2.4)
Por ejemplo: si1 la probabilidad de detectar equivocadamente un

camblo de ascenso a descenso, €s igual a . 0285, la constante z_ en (2.4)

es 1.96; s1 dicha probabllidad es igual a - 0013,

entonces z, €S 3.

Dado que tanto o cowo 'n' son desconoclidos,
hecho que SCE/6? = (n - 2);2/0‘?‘ ~ xz
lo tanto (e, - €, ,)/v3Ee ~ t con
slgue que (2.4) se sustituye por

se puede utilizar el
con n-2 grados de libertad y que por

n - 2 grados de libertad. De é&sto se

2" (Ci+1)dv) - o Ciav) = t_av2 (2.5)

con esta ecuaciédn se puede encontrar un estimador de la longitud del paso
d,

al sustitulr n' por m y despejar a d de la ecuacidn resultante, con lo
que se llega a:

- (2.8)
5,V1+~~-*B v
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2.1.2 LOCALIZACION DEL CENTRO DEL NUEVO DISENG, c.

Para estimar el punto donde n alcanza el optimo en direccién de
%, se propone utilizar un criterio

seme jante al
el mAximo de cada factor

Qque se usa para encontrar
en el metodo del factor unico.

De esta manera se
utiliza toda la informacion disponible en direccion de v, ¥y no unicamente
la informacion de las dos uitimas ohservacliones, como ocurre en el wmétodo

un camblio en la tendenclia de 7 sl la
o lgual a la penultima.

original donde se considera que hubo
ultima observaciéon es menor

A diferencia del método del
factor en el orden indicado por el
la direcclién Optima estimada;

factor unico donde se maximiza cada
investigador: aquli se busca el maximo en

la cual no depende, directamente, del
criterio del Investigador, ¥ si1 de la Informacion contenida en los datos.
Ademas, de esta manera v » el subespacio ortogonal a v, tienen poca
interaccion.

Esto sugiere que se puede obtener el

est imador del &ptimo con
pocos “"datos”,

Especificamente el proceso para

localizar el centreo del nuevo
disefico es el slgulente:

1) Se toman no observaciones en direccion de w;
Y‘= nlidv) + £ i =1,

ii) Estos datos, Junto con

las observaciones repetidas en el centro
del diseifio,

se utilizan para estimar la funciéon

Y, = e, v at + at (2.7)

Note que esta funcion describe una parabola en direcciéon de v y
gue la variable t determina e}

factor real que multiplica al vector dv
(esto es, Y

es el valor estimado de la respuesta en el vector tdv)
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Si &, < 0, el vector dado por: c = - i av (2.8)
20:2

Yt alcanza el ¢pliwmo: y por consigulente resulta ser el centro

del nuevo disefio.

es donde

En este caso, el nuevo diseno esta formado por los puntos de la
forma ‘©c + x‘; donde x, es un punto deil
previamente centrado y

busqueda del optimo.

diseno original. Con este disefio,

escalado; so inicia, nuevamente, el proceso de

Si ;2 es mayor o lgual a cero, (2.7)

no presenta un valor maximo.
Si eésto ocurre,

se recomienda estimar

a ¢ nuevamente; la propuesta es gque
en la nueva estlimacion de c,

el espaciamiento entre dos observaciones
v se determine por la maxima distancia

recorrida en el rajuste anterior. o sea gque la longitud del paso sea igual a
nod. S1 aun asi @, es mayor a o,

subsecuentes en direccisén de

se puede estimar nuevamente el vector ¢,
pere con una longitud de paso igual

hacerse un anallislis de cordlllera;
localmente, se esté en una

a n, veces la anterior, o blen, puede

porque es poslible que, al menos
cordillera ascendente.

2.2 SEGUNDA VARIANTE.

la segunda variante s6lo difiere de la primera en la manera de
obtener la longitud del paso d. Para encontrar ia longlitud del paso, ahora

se utllizan los resultados debidos a 0O'Rellly (1975). Este autor considera
que:

s1 Y‘ -~ N(l.:.ﬁ. u'z) con xT el l-esimo rengléon de una matriz X
completo, entonces se dlice que una v.
estimable si

de rango
a. Y tiene una distribucién
existe una funcién medible h(Y‘, Y

2t s Yn) con la
miasma distribucion de Y.

La extrapclacién en un punto x es vallda si Y(xo) ~ N(x:B. %) tilene
una distribucién estimable.

O'Reilly muestra qgque la regiétn donde es valido extrapolar con

un modelo de regresion lineal esta dada por:
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S={x e€R® V(n) s c” ) = {x € B"| w(W'W lu= 1}

El
X7, X % . ..., x°)
m

con wi= (1, x ., x_. ... .
1 2 m 1

Entonces se puede supoher gque entre dos elementos de S no existen
fluctuaclones importantes gue pasen Inadvertidas al modelo y de esta manera
si d es solucién de la ecuaclan:

1 T -1 1 -
(1 dv J (W W) [(lv) = 1 (2.9)

se wrinimiza el rlesgo de confundir la tendencia de 11. con el error

aleatorio manteniendose dentro de la regién de extrapolacién.
Se considera que un punto x esta cerca del disefio, si x & S.

2.3 TercerA VARIANTE.

La tercer variante Iincluye las mismas modlificaciones que se
hicleron a la segunda variante; pero, ademas utliliza toda la informaciéon
disponible y no sélo la del ultimo disefio. Esto permite tener estimadores

de menor varianza.

L] -
o
- - e
- .
-
-
.
- - -
o
- -
f1g.2.1 Datos deo dos diseilom factoriales, 2° con repeticiones
on el centro; unidos por vartos puntos allneados. Tal como quedan

denpuss do la primera fase del proceso de busqueda del maximo.

Con toda la i1nformacldn, la varlanza de ';1 disminuye; pero, no
uniformemente en todas direcciones, ya que el conjunto de puntos de dos
diferentes disefios presentan una distribucién a lo largo de una recta.
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S1 los dos disenos de la fligura 2.1 estan muy =aleljados, la
estimacion de ;1 se hace con los puntos localizados casi en una recta, por
lo gue V(;';) es "grande"” on o]l subespacio ortogonal a v. Para evitar en
parte gue los puntos del diseno presenten un pﬁtrbn seme jante, proponemos
que el nuevo dlisefic sea de la forma.

€ + ox, {2.10)
donde : = es un punto del discio original: e, el nuevo centro y c, una
constante
c = el fixi
donde HxH ='("t1" + ||x2|I + ...+ uxnll)/n1 con n, igual al numero de
vectores del disefic diferentes de cero. De esta manera, el disefio no se
encuentra locallizado casl en una recta. (Si c se localiza "lejos" del
origen, c es mayor a 1; Ver figura 2.2).
- - - -
o
- LN J
-
-
-
(o) () .
-
o
tc)
- -
figura 2.8. (a) primer disefio, tamafio "“normal”. (b) puntos en direccicn
de la msixima pendiente. (¢) segundo disefo, aument ado por un factor

igual a C.

Para comparar la varianza de 7, en los casos que:
1) 7 se estima s6lo con los datos del uUltimo disefio sin utllizar la
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constante c.

(cuando c

1.

i4) B sSe estima con

constante ¢, ¢ cuando ¢ >

1ii) m se estima con tuda

se debe conslderar que los

punt os de

éstos se escalan y centran de

(z - ¢l
1
entonces 1la matriz W asociada o este
y ~
Vinllzg - €)/c)) = w (W'W)

es la varlianza de 7.

Note que ¢ es una

los datos del

constante de escalamiento;

como en el método original)

ultimo disefio, escalado con la

1.

1a informacién disponible.

1 ultimo diseino son: =

e+cx, v

la siguiente manera

x
1

disefio es lgual a la del primer disefio

“luc? (2.11)

por tal razén el

conjunto § = (x| w (WT¥) 'w s 1} tiene mayor medida de lebesgue conforme el
valor de ¢ aumenta: de esto se sigue que S con ¢ = 1 es “"menor” que S8 con c©
> 1.
J
;
/
/ vim) '
// (a) vin)
! (b)
o2
c
£ig. 2.3 Grafica de V(n) en el caso unifasctorial

con respecto
el

a C; {a)

Al incorporar toda la
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conjunto S de puntos donde

informacitn acumulada,

con un diseofic simetrice
c=1; (b)) cuande c>1.
Vin)d)<o® .

cuando Se pusde ver

1a matriz asoclada



al modelo es W'W + V'V (W contlene la informacién

del ultimo disefio y ¥,
la de los anteriores). V(%) entonces resulta ser:

Vim) = w(W'W o+ VIv) lue?, . (2.12)
Y como
(WH + vViv)Tl= (w7 - (W) W - v TV Ty (Wt

se Sigue que

ViR = W (W) lwe® - W WO TV + VT TIVT ) T (W) e

las matrices involucradas en esta expresién son positivas definidas por 1lo

tanto (2.12) siempre es menor que (2.11). De aquil se sigue que V(7)) es
menor cuando se utiliza la informacion acumulada.
Cabe aclarar que si « es mayor a uno, el area que abarca cada

nuevo disefio, es mayor. En un area mayor, como ya se dijo, puede ser que la

ffuncién de respuesta sea compleja y no se ajuste blen a un polinomio de
segundo grado; sin embargo, al encontrar el centro del nuevo disefico, se vioéo
gque entre 0 y c, un polinomio de segunde grado se ajusta blen a 1a
tendencia de 7. Como ésto no garantiza que -n. tenga un maximo local que se
pueda encontrar con el ajuste de una funcléon cuadratics,
hacer una prueba de falta de ajuste sobre

para determinar que tan bueno es el ajuste.

se recomlienda
la funcién cuadratica estimada

2.4 CUARTA, QUINTA, SEXTA Y SEPTIMA VARIANTE.

Una nueva modificacién es que para terminar la busqueda del
optimo se plde que xop pertenezca a S, lo que equivale a pedir que = se
encuentre cerca del disefio.

El método original con esta modificacién es la cuarta variante.
La primera varliante con esta modificacién es la gquinta variante.
La segunde variante con esta modificaciéon es la sexta variante.
La tercera variante con esta modificacién es la séptima variante.
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Con esto se garantiza gque en x

la extrapolacion es aceptable,
que %

¥
op tiene una varianza menor a o°.

2.5 ResuweN,

Las modiflcacliones propuestas al

método original
en los slgulentes cinco puntos:

se concretaron

i) fLa forma

sucesivas en

de determinar la distancia entre dos

observaclones
direccidn de

la pendiente maxima.

1i) La wanera de encontrar el

punto donde 7w alcanza
direccion de v,

sSu maximo en
Jue es 1 centro del nuevo disefo.

ii1) la incorporacidén de toda la

informaclién disponible

para efectuar
las estimaciones subsecuentes.

iv) El aumsento del area considerada por cada nuevo disefo con la
incorporacién del termino c.

v) La condici6tn de que ;op € S para terminar el proceso de busqueda.

Note gque en cada nuevo proceso de busqueda, el conjunto S es recalculado.

Para sondear las bondades de los diferentes métodos de busqueda,
se llevaron a cabo una serie

de simulaciones cuyas particularidades y
resultados se presentan en el sigulente capitulo.

En el apendice 1,

se presentan los diagramas de flujo de los
métodos presentados en este capituilo.
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3 LA SIMULACION.

Ei. MeEvopo De Monte CariLo, Una MareEra DE SornbEar La Boroan
De Los DiFereNTES METODOs DeE BUsGUEDA.

3.1 GENERALIDADES.

En el capitulo 1 se hizo una revisiédn de los métodos de busqueda
del Optimc mas conocidos; en el

capitulo 2 se mencioné que el método de
uso més generalizado es el

de ascenso por pendlente maxima:
parece proporcilionar “me Jores" est i madores tanto de =

También se dijo que con algunas

el cual,

como de "op‘

modificaciones este método se puede
mejorar y en esa linea se propusieron siete variantes. En este capitulo se
presentan las caracteristicas v los resultados de una serle de
simulaciones cuya finalidad es sondear la bondad de 1los diferentes
métodos propuestos.

Es razonmble pensar

que la bondad de
con los diferentes métodos

de busqueda, no es
Para cada funcién de respuesta n,
método, y posiblemente también un
estimadores.

los estimadores obtenidos
igual en todos los casos.
Yy para cada valor de 0’2. debe existir un

disefio, con el que se obtengan mejores

Estudiar analiticamente
est imadores, resulta
distribuciones. Bajo esta circunstancia,
cada método utilizando el

el sSesgo v 1a

varianza de los
inaccestible por 1a

misma naturaleza de sus

se propone sondear la bondad de
método de Monte Carlo

(wediante simulaciéon); y
asi, posterliormente, eleglir =al

me jor, con base en una serie de criterios
relacionados - con la bondad del procedimtiento.

El estudio comparativo no

incluyd a los métodos aleatorio y de
un solo experimento; ya que,

como se dl Jo, su conflabllidad es pobre. Los
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wetodos incluidos en el anallsis son: el del factor unico, el de ascenso

por pendiente maxima y las siete variantes de este Ultimo propuestas en
este trabajo.

Para identificar

faciimente estos métodos se propone ia
sigutente nomenclatura. ’
. METODO IDENTIFICACION
1) El del faclor UNICO . . . iu ittt ittt ittt atan et M1
il) El de ascenso por pendiente méaxima................. "2
1i1) La primera varitante a M2.. ... ... ... ..., ...
iv) La

segunda variante a M2

v) La tercera variante a M2...... ... ... ... ... .00
vi) WM™M2 con restriccion para terminar...................
vii) M™M2a con restricclén para terminar.
viii) M2b con restriccion para termipar...........
ix)

M2c con restricclon para terminar

La simulaciéon se realizdo con un programa gue:
1°. -

Realiza S00 veces una rutina consistente en:

1) La generaclidn de una muestra aleatoria de una funciétn de segundo
grado del tipo:

Y = - (x_- m)TATAlx__ - x) + € (3.1)
op ° 3
c\-—N(O,o‘z) independlientes
y - -
41i) El calculo de xop y de "op' usando cada uno de los diferentes
métodos de busqueda.

2°.—~ Obtiene la variacion promedio empirica de los estimadores
con bese en los 500 resultados de la simulacién.

El programa se elabord para hacer simulaclones de superficles de
respuesta en funcién de cualquier numero de factores;

sin embargo, para
este trabajo sélo se probdo con dos factores.
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Se consilderaron s diferentes esguemas de disefio.

El primerc

consiste en el factorial 22 para la estimacion del
planc, y el compuesto con e = 1 para estimar la funclion cuadratica.

El segundo. cvonsiste en el simplex para lias estimaclones del
Planoc y el simplex compuesto von a =

i1 para las estimaciones del polinomio
de segundo grado.

En ambos casos., o agregaron tres repeticlones en el centro para
estimar el error puro.

Se aclara gque el factor unico no necesita de un
disefio especifico, por lo gue su apllcabilidad es independiente del disefio
ut ilizado.

método del

3.2 PROCEDIFIENTO.

Para generar la muestra se conslidero:
1°.- Que 1a funcion

cuadraticas cuya grafica

aquellas de la forma:

.
n pertenece a la

familia
tiene un maximo

de funciones
unico y bien definido,

o sea
'n.(x x *x ) = - Y{a + ¥ a ,x )2 (3.2)
1° 2 - - - 1o 137) °
= -(x_~ =x)"ATA(x_- x)
op op

con

231 %12 T e

A= 2 Baz 7 Pom una matriz real (3.3)
Loty s o B

Por lo gue n.

tiepe un waximo unico y bien definido,
invertible.

sl y s86lo si, A es
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En particular., fueron 3 las matrices usadas,.

-1 1} . _ [-.08 .09 - -1 1
a)AS[II]‘ tz)Av—{1 1] ¥ C')A'[.OQ.DS

En el caso a) las curvas de
copcéntricos al

-
n son circulos

proporciona un eJjemplo de
los estimadores,
ne depende  de

nivei de la funclon
punto optimo. Esta funcisn
estudio para determinar ia

naturaleza de
de

ascenso al punto maximo
llegar a é1.

cuando la rapldez

la direccidén que se tome para

En el caso b) las curvas de nivel

una marcada diferencia entre
entre el eje

son ellipses conceéntricas al
la magnitud de sus ejes,

elipses » el eje x

optimo, con
el angulo forsado
es igual a 135°. Asi

la evidencia de curvatura se manifiesta de manera diferente desde
las distintas direcciones

mayor de las
entonces,

por la gque se ascienda al
factores se relaclionan a traves d

optimo, ademadas los
de: 1a respuesta.

En el ultimo caso, las curvas de nivel de l1a funcion de
elipses concéntricas al optim,, similares al caso b)), s6lo que el angulo de
inclinacién de su eje mayor es de 4%° con respecto al eje -

respuesta son

La elecciodn de la matriz A, obedecio a

practicas; se buscd tener un representante

razones puramente
de la familia de funciones:

n(x) = - (x - x_ Vc?ATA(x - x_ )
op op
con c=1, en 3 diferentes casos para analizar situaciones contrastantes.

Note gque para valores “"grandes™ de < la tendencia ascendente de
n es wmAs pronunciada, por lo que parece ldégico pensar,

que en esos casos es
mAhs facil estimar al Optimo.

Para cada matriz A se

utilizaron tres diferentes posiciones del
Sptimo dadas por los puntos.

x = (0O, 2S), x = (25, 25) Y x = (200, 200)
op op op

(3.4)



Considerando que el proceso de busgueda slempre se inicia en el
origen de RZ. la localizacion <del Optimo presupone una direccién para
llegar a €1 y una distancia que debe recorrerse para alcanzarlo.

Finalmente, paia calan combinacidon de matriz A ¥y vector = . se
utilizaron 10 diferente:s lores para 7 e” = Y, L2, 3. . . ., 1.

En resumen: T utilizaron 9 matodos de busqueda con dos
diferentes esquemas de diseho, con 8 diferentes funclones de respuesta,
con 10 diferentes variansas para el error; lo que da, finalmente, 180
casos estudiados por simulacion para cada método; esto es 1620
casos-méetodo estudiados. {con 500 repeticiones cada uno). Sin embargo, se
reconoce que se esta lejus de tener resultados generales.

x_ = (0, 25) x = (25, 25) X =
op op op
I
(a) (=)
« ~
o~
-
R
(b) {(b) (b)
Eris
; 4 ./’/V
L o
= \_//
«
(c) (c) (c)
fig. 3.1 Curvas de nlvel de las funcloneos utillzadas
en la simulaclion, 1a letra entre parentesis
itndica cada

caso d

e matriz
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Los criterios para elegir al "mejor” método son:

a) La distancia empirica promedio entre % o ¥ xop. la cual esta

dada por la expresion:

T ;o “"op"/ 500 (3.5)

P

dada por 1la

o)
<
L]

b) La distancia empirica promedio entre
expresion

op op

| nt=x ) - = /500 (3.86)

c) El tamafio de muestra promedio requertdo para converger: la muestra
incluytd todas las observacicnes: desde las del primer disefio, hasta las
del ultimo, incluyendo las observaciones gue se tomaron en direccién de wv.

d) La variaciéon empirica promedio de ;op entre o:

¥ In(x_) - m__{/5000
op op

@) Y el tilempo promedio de proceso computaciocnal.

En el apéndice 2 se presenta una selecciotn de los resultados de

la simulacion.



TABLA 3.1

Fragmentoc de

1a tadbla

1 deol apeandice 2
¥ = -160,000 + 80Ox, + BOOx, - 2x3 - 2x2 + &
= _= (200,200)
disefioc factorial. A= [ I} ]
P
o> M1 M | M2ul M2b | M2c| M2T| M2aT| M2oT| M2cT
i +
00017 [4a56.0|437.9]454.9(158.4|.0124 |.00282 (. 00352 |4. 7E- (e
3 |-O00S4]1441 11381 |1438 ‘500.9 .0392(.00892|.01113|1.SE-8] (2=
. .o0834113. 4 . 6].0333).327 .0339 |.00006| (31
30.07111.0 . 1 .o0l3s.7 laa.a aa.6 | 20.0 care
00025 280, 3 |986. 21855 .0 0. 0697 1.00755 . 00882 (4. TE-T
2 |-o00s86 {14a6. .0345|.037 . 0446 [2.3E-8
: .00980{18. 5 .0448.0507 |.0512 00009
30.02}21.3 . 42.07]46.6 47.60 [20.08
000431188, {139 085210073 |.0081415. 3E-8
53 |-001a8(a919. .0285].0244 }.0271 |1.3E-7
: .01304 {16. 14 .0S35|.0510 |.0822 |.00001
30.20(S4. 47 62.31|47.94 [(51.65 |20.18
To0051 [12.38 Toiis{ olfz 1.06119 TBFE-8 |
s |-00127|32.08 .0288|.0280 |.0292 |9.SE-8
. .0140 |19.9a .0646|.0595 |.0637 |.00014
30.07{71.25 86.8 |.46.9 |.52.3 |20.27
TO00BY (727 TOT8B | 0223 | 0183 (5. 7E-8
s |-00162{145 .0308|.0372 |{.0333 [9.3E-8
. .01834{17.35 .0729{.0834 |.0865 |.00017
30. 27 |85.54 95.56147.11 |55.15 |20.47
00096 [3. 27 70205 (. 0252 |.022 TE=
s |-00161l5.4 .0299}.0360 |.0321 |9.SE-8
: .01954 (18.58 .0719}.0881 |.0B4a6 |.00016
30.42{100.3 110.2149.5 57.3 20.46
TO0104 (9. 57 0247 |.0248 |. TBE—
+ |-o01a2]14.25 .0311{.0309 |.0324 |9.S5E-8
. .02034|18. 4 .0721].0858 |.0846 |.00018
31.41(116.5 135.7144.67 161.74 |20.48
TO0I30 70130 TOIST. 0178 |TO187 |7.BE-§]
g |-00163(.016 .0304|.03%6 |.0334 |8.8BE-8
. .0227 |15.25 .0646(.0758 |.0745 |.00020
30.08}133 92.37(46.17 15a. 40 |20. a9
cirye T | n(xop) (3) e T = o xopll/ S00
- -
() T | 'n(xop) (8 t amafio
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TABLA 3.2.
Tlempo de proceso computacional

Cada renglon eguivale al
resultados en conjunto para

tiempo de coémpulo requerido para obtener los
los minutos;

ios 10 valores de o2, la comilla (') representa
las cowlillas representan leos segundos ().

Si el programa

rteagueric Jde mas de 10 minutos para terminar, se
considerd que el procesc 1o converge
el Ciempo T a3 tiempo B
Ay %, ‘ "1 " acusuisde para | &€ | acumuiade e I M2eT j
{ ! M2a , MZo | 12T M2aT y
Y H H
P i |
(—; l 40 i 1T B81 ¢ i1t oan s 4° 28" 20"
\ i
(zs, 25) ! i { : !
- e I ‘ {
| : | |
-1 1 } 2 |
(09 09) 1 or* 2 42" 11 o8 i no hubo 2' aav
y N \ i i convergencia i
(o,28) i o i i ]
{ K X
[—'?9 ?9] 1 137 \ 2 ov¢ S‘l' os” | no hubce 2 44"
{ convergencia &
(zs,28) i | 1
1 i
(""1’9 ?9) 2* oo~ 1 s1” it oar | & 2ev aa-
i
(0, 285) i B! |
| i
( 11 ) 1 31- 2" a2- 1 08" |  no hube 2* 18"
\ convergencla
(200, 200) e
1 { 1 ]
1 1 ] . - . . i - . "
7* 20 2’ oz i1 o8 no hubo 2 18
[ -08 .09 \ ‘ convergencisa
{200, 200) i }
i H
-.09 .09 ! \ T
[ ‘1 '1 ] 7 AD* \ 4 iz” {1 g0- 8° OO™ 2° S4°
(200, 200) 1 i 1




3.3 AnaLISIS DE LOS RESULTADOS DE LA SIMULACION.

De acuerdo a los resultados de

1la simulacién se puede observar
que 8%:

i) La matriz que define la funcion es A = [-; ‘,i ] :

ii) El punto o6ptimo esta "cerca"

del centro del disefio ;

H

11i) o® es pequefia,

los estlimadores de x y de nop obtenidos con cualquiera de los wmétodos

tienen menor varianza que para otras condiciones diferentes a i), 11) y =
iii).

El punto 1) sugiere que al utilizar una transformsaciséon
T:R"—— »* convierte elipses en circulos,
que P

se pueden escoger disefios que
me joren las estimeaciones.

El punto 1) Justifica,

método secuencial de busqueda de ascenso por pendiente maxima, el
cual en cada paso, =zl menos en teoria,

utiliza un disefio méas cercano a
= .
op

al menos parclalmente,

la bondad de un
como el

De los dos esquemas de

compuesto proporcionan estimadores
esquema formado por
posiblemente,

diseino utilizados, el
ligeramente
el simplex y el
8 que el primero

factorial y el
mas precisos gque con el

simplex compuesto; esto se debe,

tiene mas puntos y abarca una mayor #&rea.

De los diferentes métodos de busqueda del
variante (M2cT) proporciona una muestra pequeha,
Iop como de 'nop. con menos variacion empirica promedio.

Sptimo, la sSépltima
estimadores tanto de

con

Sh a es la variacion promedio empirica de los estimadores con
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cualquier metodo,

{excepto el MICT!
variante es,

en todes los

la wvarliacion promedlo de

la seéptima
CAaROs, menar o a. 100.

La séptima varlante
las estlimaciones. F}
todos los casos (de 16 a

necesitd de relativamente pocos datos para
obtener

tamatio de la muestra fue casi

invariante en

P El metodoe dei factor unlco también presentoé
estimadores con "buena” precision: sin embarge, sélo con el
del origen y con la funcion

optimo cerca
de respuesta de curvas de nivel circulares la
muestra fue aceptable, en 1

SheE s

Ta muestra es muy grande.

Se pudo observar

Qe ia septima
computacional

variante
que otros metodos de precision pobre; pero ésto se debe,
seguramente, a gue en cada étaja sfe invierte la matriz wiw Yy porgue también
se ocupa mas memoria;

computadoras de enorme

oCcupa mas tiempo

sin embargo, con el uso cada vez mas general izado de
rapides, este aspecto no

constituye un problema.

La introduccion del

térming para agrandar al disefio tlene el
sigulente efecto en la fun.-i.n de respuesta:
nlcx) = (cx -~ x VTAALcx - x ) = (x - l x 1Tc%ATA(x - L x )
s s & op op

o sea que, es8 equivalente a tener el mismo diseno,

respuesta de tendencia ascendente mas acentuada
punto optimoc mas cercanc al diseho. (el
Esto Justifica, de alguna manera,
respecto de la séptima variante

con una funciéon de
(porque < > 1)
centro del

Yy con el
disefo es el origen)
los resultados de

ia simulaciédn con
la cual

incluyd este término.

Se efectuaron dos simulaciones mas con tres factores,

los
resultados obtenldos fueron seme jantes a los de dos factores.

Las simulaciones se efectuaron limitando el tiempo de coOmputo a
10 minutos de proceso. tiempo no se llegéd a

no convergia.

Si en ese

encontrar el
resultado se considersd gque el metodo

En resumen, los resultados de

sefialan que la
séptima variante proporciona “buenos®

est imadores tanto de zop como de
"op'

la silmulacién
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4. UNA REGION DE CONFIANZA PARA x__ Y PARA =

En el capitulo anterior se sonded,
simulaciones, la “"bondad"” de los diferentes métodos de busqueda del optimo;
los resultados indican que la séptima variante al método de ascenso por
pendiente maxima es el mejor. En este capitulo se van a dar los elementos
para const.r‘uir las regliones de confianza, tanto para el vector =

un

para el numero ncp ; analisis de estas regiones de confianza,
observar cuales son las condicliones

regién de conflanza mas pedquena.

mediante wuna serie de

., como
permite
experimentales que proporcionan una

Este tema fue primeramente tratado por Bex y Hunter (1954 y 1957)
quienes se basaron en el teorema de Fleller para encontrar una regiotn de
conflanza del punto donde 7n alcanza el ©6ptlimo, posteriormente Carter,
Chinchilll, Campbell y Wamplerr (1984) sigulendo una idea de Rao (19873)
desarrollan una region de conflanza para los valores de g(g8) una funclion de
los valores del vector de parametros . Escoglendo adecuadamente la funcion
&, ®Se puede encontrar los Iintervalos de confianza para cada una de
coordenadas del punto donde 7 alcanza el
Yy Campbell (1986) exploran Ila

las
6ptimo. Carter, Chinchilll, Myers

misma idea anterior para definir los
intervalos de confianza aplicandolos a problemas especificos.

Es importante notar que de
(Fieller, 18S44) las regiones de
Hunter,

acuerdo al teorema de Fileller,
confianza de = propuestas por Box y
tienen la caracteristica que para una muestra dada,

siempre existe
un valor « > O tal que P(xOp « R™) =

.

Sin embargo, como se versa mas adelante,

se puede probar que
para una significanclia igual

se aceptaria la hipétesis
constante no presenta maximos ni

n este valor de a,
H: m = ¢, constante, y como una funclon
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minimos locales, tlene sentido la suposicién que xope ®™ con probabilidad
positiva.

El desarrollo de las regiones de conflanza para =
dan se basan en la idea ortiginal de Box y Hunter (1954},
se les denocta "regtones de

que aguil se

a estas regliones
conf tanza usuales”.

Debe resaltarse gue en este contexto "optimo™

significa "méaximo".

4.1 InvTervaiLo DE ConFlanza en EL Caso DE Tener Wi Unico FACTOR.

En esta parte se anallza la situacion en la que 7 es funciédn de
un unlco factor. Este es el caso trivial: pero,

elJemplifica de manera muy
simple la construccion de las

regivnes de confianza.

4.1.1 INTERVALO DE CONFIANZA PARA =

P

En esta secclon se discuten

tres regiones de confianza para el
térmaino x_ .
. bt 4

ia primera es la region reportada en
Hunter, 1954) por tal razénm en este
confianza usuml”.

la 1literatura, (Box &
trabajo se le llama "la regién de

La segunda es una generalizacién de
menor longitud, por tal
minima”,

la reglion usual, pero de

razén se “la regiotn de longltud

denota como
¥ 8 una aportaciéotn de este trabajo.

La tercera es una reglon de conflanza sesgada, ya que sliempre
al orlgen; pero presenta las sligulentes caracteristicas que la
inter e,

cont. iene
n

i} Se puede construir en condiciones en las que

tanto la regiétn usual
como la reglion de longltud minima no exlisten;

y
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14)

lLa regiéon de conflanza de longitud minima se puede representar
como la lntersecclion de una regléon usual y de esta reglén,

Y estia
forma de representacion es faciimente generalizable a mas de dos
factores. ’

Esta ultima region de confianza tamblén es una aportacién de este
trabajo ¥y se le llama "region auxiliar™,

al intervalo de longitud

ya gue se utilize para encontrar
minima.

En este contexto, decir gque un

intervalo existe es equlvalente a
decir gque el lntervalo esta acotado.

Conslderaciones generales:
unico factor,

Cuando
las observaclones

la respuesta depende de un

se pueden aproximar, en un entorno del
Sptimo, con el modelo:
2 .
Y=B°+B‘x+132x+g (4.1)
donde ﬁo N ﬂ‘ b4 B8, son

2

parametros desconoclidos, 8 < 0y
son varliables aleatorias

a2 € ~ N{O,c%),
independlientes.

La forma matricial de (4.1) es:

2
Y‘ 1 x, x3 80 €,
Y 2 e
‘a2 - 1%, *®g B, + 2l = W + £; (4.2)
.Y 1 ® %2 Bz t’:
n n [23 n
con € ~ N(O, o®I1)
El estimador de minlmos cuadrados de B, es el vector saleatorio:
8 ~ N{(BR,V) con
2 ~1
n %, T Xy
2 3
v = o® L =, z x| L x| . (4.3)
2 3 4
L Lo L =,
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Si los puntos del disefio se escogen siméiricos respecto del
origen; entonces. tanto ¥ N, . como T x:: resultlan ser cero, por lo que la
wmatriz de varianza covarianza es lgual a:

n 0 T x‘: -t
v = % o T =7 o . (a.4)
ler o 1w
¥ la distribucion de los estimadores L}ﬂ. ;3‘ y éa es tal qgue:
a - I -2 ._ 2,2
B, R(B . T x| o 7 (nl x-LL x{(17) ),
8,~ NB,. 7T xD (4.5)
B, NiB,, ne’ . AnE x:—kz x.f)a) )
¥ B‘ es independiente de éo ¥y {32.
Un estimader lnsesgado de % es ;'2 = SCE/(n»‘.'!) Y se tiene que
scEse® ~ X2 .

El estimador de la matriz de varianza covarianza se encuentrsa
sust i tuyendo o por su estimador; en ciras palabras, VvV = ¢®vsoZ.

cra Yy B son independientes.
8 = (WY 'y
1971).

ya que SCE = yT(! - U(U’H)“UT)y.

v
1o que implica gue (W'W) 'wi(x

Wwiw'W) W) = 0. (Searle,

De aqui en ade:iante =se

constdera qgque el
simétrico con respectoc ai i

disefo elegldo es

cera, par o gue los est iwmadores B°. B‘ b*2 32
presentan las propliedades en (4. 81

La estimacion de 1a funcidn de respuesta es entonces:

w8, - Bx v B (a-6)



Y presenta un maximo en

=, = —B,/28, (4.7)
sl y sé6lo si ;z es negativo:

en cuyo caso, un estimador de la respuesta
maxime es .

.= 'n(xop)

Para obtener el intervalo de confianza usual, se utiliza 1=
variable aleatoria

n (xop) = l(xct_) = Bt 2B,x (4.8)

<
normal con media cero y varianza

viz) = V(B + onpcov(élfga) + ax2 V(B) = V(B =+ 4x:pvtfsa)

por lo que

2(x°p) AT

/o

= tx ) 7 YvD

es una variable aleatoria con distribucién t

de student ocon n—-3 grados
de libertad.

Definicion.

Intervalo de confianze usual. El conjunto

{x | -t =t s VIV s v )

war2 (4.9)

es el intervalo de confianza usual para X,

con un nivel de significancia
igual a .
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Note que xap

esta contenido em (4.8),
usuRAl RO es vacio.

por lo cgue el intervalo

Shwervaciones: )

-— Si t‘ < t, entonces

Cx -t 5260 7 VV st ) s x|~y s 2x) 7 V(D = ¢t )
~— Dado que el cuadrado de una v.a.

t es igual a una v.a. F, el
intervalo usual es igual al

conjunto:

Cx L GO s y (a.10)
-3
donde F: s = "i/z es el valor tabulado de la distribuciéon F Y dque por.
comodidad de aqul en adelante se escrlibira sin subindices.

Teoream 4.1 (Box y Hunter, 1954)

El intervalo de confianza usual esta acotado sl y s6lo st

> -~ -

!52 > PQV(B?_\.
Note gue ésto equlivale a

decir que el
usual esta acotedo si y so6lo

intervalo de confianza
sl en la prucha

Hoz 32 = 0 contra H‘: Bz * 0O

se rechaza la hipdtesis nula con un nivel de significancla lgusal - a«.

Bpaostracion.

Si =mse sustituyen z(x) Y ‘-1(2)

en (4.10) y se desarrolla 1a
expresion algebraicas,

se tiene que el Intervalo de conflanza usual es:

x| B2+ aB B, x + ABIxP< F, _(V(B) + ax®V(B,)) } =

x| (B2 - FVB) + 4B x + 4(BZ - FV(B,) =% < 0 } (a.13)
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Ppara gue este conjunto estée acotado es necesario que la funcldédn cuadratica
sea convexa, y es5to se da sl y sdOlo si Bz
-~ Py

- FQ(BZ) es un numero positivo, y
esto es equivalente a B? > FV(B2). que es lo que sSe queria probar.

- SRS e

f1g. 4.1 . Intervalo de¢ conitanza para x., (remarcado en neg+ro)d
segun la relaclon (4.11), en el cosoc que g° > FV(ag ).
Corolario.

Sl el tntervalo de conflanza usual esta acotado, sus puntos
extremos son las dos raices de la ecuacion de segundo grado

(B2 - FV(B) + 4B Bx + 4(B2 - FV(B1)x" = ©

por lo que el intervalo usual es i1gual al conJjunto

= { x 1 X< % < ox, ¥
> n 2 via a2 ViR 12 . g -
- Y o TPaPa - Y L2 (VB 82+ VBB - b VB IV(B,))
nde 1 22 2 a
2(8; - 2 _VI(B,))
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- - = R P y
v x = -8,8, + v’ to, V(B IB, + V(B IBT) —- t_ V(B,IVI(B,)
2 =2 ES =
2(83 - t2, V(BN

Bafinicion.
Intervalo de confianza de longitud minima: (aportacién de este

trabajo) Es el intervalo de la forma

vie LY (a.12)

para O s £ < «; con longitud minima.

Note que (4.9) es el caso particular de (4.12), cuando € = «/2.

lLean 4.1
Si la funcion n tiene un punto maximo (B2 < 0O) entonces la

Ffuncién €(x) 7 ¥ 0(2) es decreciente en el conjunto

Cx B VB s o s VY s —a Y VB ) (4.13)

Bemostracion.

Observe gue z(x) e \/\AI(;(x)) es una funclién continua en R, y

0 _1m oo s Vv = —a v/ vE) >0y

x
10 _ng it s Vv = s/ Ve <o
por lo tanto x) - m es una funcién acotada.
Adenhs , 2(::) VR4 ;I(Z(X)) presenta un unico punto critico en
x = Ej(i‘)/ij(ia) v
ex ) » YV V(e(x,)) = (signo de BV BZ VB, ) + BE/V(R,)
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Como B‘ > 0 b Ba < 0; se sigue qgue x_  es negativo, que x, es
un maximo del cociente y que el valor maximo es: )

sy oV viex 0 > VB VG

entonces en el intervalo (~m, xo) la funcion E(x) PR 0(2) es creclente
y 0< -V V(B, < Fx) s VATV N /Esf/@(él) + BZ/VIB,): (a.14)
mientras que en (xo. ®) la funcion f(x) 7 ‘/\-/(2) es decreciente y

B VB, <ty Vi) < VERNGE) + B2V,
de (4.14) se sigue que
(mm. x) n{x 1t BV VB s 260 s VD s -/ VE) Y = e
2

¥y por 1o tante { x | BV V(B = ) » V'V = -, VB ) s (x,. =)

ésto implica gue la funcién E(x) s vV V(L) es decrecliente en el conjunte
(4.13); y es lo que se queria probar.

——

—amrY Vi

e fes’ Vi@a)

~ g
Fig. 4.2 Grafica de la funcion 8(x) / V' V() cuando a.,0.
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Como B‘ < O ¥ ;32 < 0. se slgue que x, . es positivo,

que x  es
un minimo del cociente y gue el valor minimo es:

) e e _/?2——=——.—-—~
l(xo\ P 4 V(llxoi) < BZ/V(BZ)

sntonces en el intervalo (-e, x ) la funcion (=) 7 vie) es decreciente
: 4

(4. 15)

VB2V + BENGB, < T s VIV < - VB

mientras que en 1x°. ®) la funcion £(x) / v V(E) es creciente v

'/;3/—\"(5‘) + éz/‘:’(é?‘)‘ < t{x) / \/_;;(2) < ;32/\/ Q(fgz) <O
de (4.16) se sigue que

(x,, @) nd x| BV VB = Wy 7V Vi) s -8V VB ¥ = &

¥ por lo tanto {x | é2/¢ Q(Bz) = tx) s V V(L) = —&Z/V V(aa) }?) = (~=, ’o)'

o sea que (4.13) esta contenido en el conjunto donde xy 2 YV vy es
decreciente; y es 1o que se queria probar.

sy B, = o, T4
11) en ~w» tiende a un numero positivo,
negativo, lo que implica qgue
o8 decreciente en (4.13).

ne tiene puntos critico, y por 1) y

mientras que en o tiende & un namero
1a funciédn es decreciente en R, por lo tanto
Queda demostrado.
Corelario 1.

(-39 a:/Q(az) > -ax{ti, ti_() ¥y m tiene un maximo. entonces
et s Vvl

es decrectiente en (4.12).

52



Pemsostracion.

Como (4,12) esta contenido en (4.13) se sigue que el corolarioc es

verdadero.

GCorolario 2.

Si &« > 0O es tal gue P"‘},, « R) = a, entonces para la prueba:
H°: B‘ = Bz = 0 contra HO: al menos una, B‘ [ 52 son diferente de cero.
se acepta Ho con una significancia tgual a «.

Bemostracion.
Si P(x €« R) = a, cntonces
op
= | R L V\l)sta/z) = R
1o que implica que Ez(x) LOViEY = tjz para toda x € R =
22 e - S 22 .0 2
-gx{ e°(x) 7 V(&) } = Bl,~V(B‘1 + 82/V(r32) = ¢ 5 < 2}-“x

la distribucidn t son n-3 y los de la

donde los grados de libertad de
independientes entonces

distribuction F son 2 y n-3 ( cumo ;31 £ 82 son
Bf/V(B‘) + p:/V(Bz) ~ 12 con 2 grados de libertad), por lo tanto se esta en

la regién de aceptacion de Ho‘ v queda demostrado el corolarto.

Teorean 4.2
S1 BI/VIB,) > max{t?, tZ ) la longitud del Intervalo (4.12) es

tgual a L = x, - x,; con
2 A 2 32 2, _ O
. - -8.8, + v e (V(Bl){g . V(BZ)?‘) tivisvis,)
2 2082 - t2 Vg,
a o 2 90 F T R 22 _ a4 iy
L. TR, - Vo2 _(ve )82 + V(B IB8%) - t2 V(B IVIB))
% a2 _ 2 a
2(8Z t2 v, n
PDesostracion.

Note que (4. 12) es igual a la union ajena de
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(4a.17)

¥ como t(x°) = O, entonces ;o

es el extremo comun de
on (4.17);

los dos intervalos
por otro lado, el

corciarto 1 del lema 4.1

asegura que
Z(X)/" V(2) es una funcion decreciente en (4.12); por lo gque si

x, € tx o<t s Vv s e b

- _—
xze(xl-tzsl(xv/\/V(l)<0)

entonces x, < x <
1 op 2

Por esta razén y por el corolario del teorema 4.1 se sigue que
- e
(x 102 s VvV s ) =

(xlzz(x)/\;(z)s\‘.:’_cy xs;t } =

2 5 2 vin 22 g e =2 Y
-8,8, - v t2__(v(B182 + V(BB -

V(B_IVIB,) -
4 x| - Ll 2 o= x = x )
2(83 - L2 v, M il
- a -
cuando s: > t2_vig).
De igual manera
Cx1-t,s tor 2V Vie)y so) =
S A 2, G0 =2 S e 2 & - =
w1 s sws Pfat v 2vip 182+ vie B2 - tiviaIvis,) ,
op 22 _ 2 el
2(82 - t2__v(s 1)

ouando é: > t:{I(éz).
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Finalmente, se concluye gue si é:/\?(éz) > max(t‘:. t:_c)
Cx bt =260 /7 VVEYys0)r v x1osix) VvV st ) =

{x 1 -t_= €(x) 7 VVit) =t }o= o(x,. x,)
& a-£ 1 =2

- o 2 jol 2 i~ 2 4
-8,8, + vV 28 182 + V(B 18%) - V(B IVIB)

2082 - 2 V(B

-8B, -V 7 (VB RZ + VB HED) -t _V(B,IV(B,))

x, = T S
208, -t _(;V(Bz))
gque es lo gue se queria probar.
Corolasrio.
En la prueba de hipotesis:
HO: Bz = QO contra Ho: Bz ® O

se rechaza la hipotesis nula con un nivel de significancia igual =
min{a~e, €}, S} ¥y s6lo s1 (4.12) es un intervalo acotado. Esto significa que
(4.12) puede no estar acotado aun cuando el intervalo usual lo esté.

Deaostracion.

Se rechaza Ho sl y solo si B:/\;(Bz) > max(t.:. tf_‘) Y esta es
la condiciéon para que (4.12) este acotada. Por otro lado se sabe que la
condicién para que el intervalo usual este acotado es B:/V(Sz) > &2

(teocrema 4.1); y como nax(ti. t:_c) = Li/z para O = ¢ s «,slgue que (4.12)

pusds no existir aun cuande el intervalo usual esté acotado, y quedsa
demostrado el corolario.
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e
Ly i

[l YL ¥ 3

ftg. 4.3 a)

b))

Tuoream 4.3

tLos numeros t

de la ecuacion

tntervalo

S IR /
A\ /
<

fintervalo i

i4.12) cen a&. > O,

usual .

vy ot ., que minimizan la longitud L son solwioén

via x via S2o2 2,92, n 2 o S~ ok -
atty = (VB IBY « V(B IBZ82) + t21Vv3(B,187 - V(B,IV(B 182 .
 x @ 2 ¢ 2 R — — = —
2A(B, — 7 VBT (VB 182 + V(B_IBZ) - t2V(B_IV(B. )
1 2 2 1 2 1
2ViB_)8 B_t
— 2= 5 (a.18)
ZA(B; -t ViE )

donde gle)

libertad y A de tal
1 - e

Besvstracion.

Se va a minimizar

G(t ) - G-t ) =
e

es la funcién de densidad

1

t de student con n-3 grados de
manera gue se cumplia la restriccion G(L‘

) - G(-t ) =
—& «

la longttud | 98

sujeta a
- e, donde G es

la condlcion qgue

ia funcion de distribucién de 1a
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variable aleatoria t con n-3 grados de libertad.

Para ello se¢ aplilica la teécnica de los multiplicadores de
Lagrange; derivando y resolviendo las ecuaciones.

a
a—\“_-‘;(L = A(G(r__ ) - G(-t ) 11 - a)) = 0.
a8 . - =
a-fﬂ_c(l_ - AlG(r ) - G-t )~ {1 - a)) = 0.
8 =
ax (- A(G(t ) - G(-t ) - (1 - a)) = O.
Al derivar la primer ecuacién teniendo en cuenta gue t = -t < 0,
resulta la ecuacién (4.18) para t = 0; al derivar la segunda ecuacién
considerando gue t = t‘_ﬂ > O, resulta la ecuacién (4.18) para t = 0; al

derivar la tercer ecuacidén se obtiene la restriccion. esta restriccion se
manifiesta en el valor de A. Queda demostrado el teorema.

Corolario.

St el intervalo de longitud minima existe entonces se cumplen las
relaciones de orden:

L s1 B < O & Lt o<t si B, > O. (4.19)

—& 1 & x—&
Besostracion.

Observe que el segundo miembro de la ecuacién (4.18) es la suma
de dos funciones de t: la primer funcién es par y es positiva, al menos
para t2< pa/V(Bz); Y la segunda es una funcién impar, y es positiva para
los wvalores de t de signo contrario a B:' {(como Bz < 0, si Blt < 0Q;
entonces a‘ﬁzt > 0).

Por 1o tanto la funciétn en el lado derecho de la ecuaciéon (4.18)
es mayor en —(signo de Bx)t’ que en el numero (signo de ﬁl)t. con t > O.

Ademas, esta misma funcion tiende a inffinito cuando t? tiende a
p’/v(sz).

Por otro lado, la funcién glt), como se sabe, es una funcién par,
positiva y decrece conforme t se aleja del cero; por lo tanto, la
intersecci6tn de las funciones en ambos lados de (4.18) mas cerca de cero es
en t de signo contrario a ;3:‘ un valor mas cerca de cero tlene menor wvalor
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io tanto las sciuciones de (4.18) cumplen la relacion de

absoluto y por
Y es lo gue se gueria demostrar.

orden en (4.18).

. ™~
\‘
3 segundo miembro
‘\ 1 de (a.18).
e T ‘\\ - ,.
el — T
,/////’ ~—~— g(t)
. I~1
=% 3 t
a-&
intervalo

que Wminimiza 1a longittud del

sclucion de ¢
cuando A <O.

fig. 4.4
de conflianza

efintcion.
El Intervalo de confianza auxiliar es el conjunto
Ix 1 B+ 28,x% = -~ V V(B 1x% + ax*ViB,) } (4.208)

Bx2 ~ NC O, V(B )xZ + axd V(B )

2(: ) = éixop + Zﬁaxop

El intervalo de confianza auxillar es igual al conjunto

x 1 200 = -+ V' V() ¥y x>0 uix | tx)s e/ V() y x<0} uioy

Bemsetrecion.
S x = O
é x + Zazxz = —ta\/:l(ﬁ‘)xz + Ax‘:l(éz) es equivalente =a

3

x(B, + 280 = -t_ix1V VIB) + ax®V(B)
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ioema 4.3

- - [‘2(.\:)2-{,\/{/(2) si x > O
Al =

a

) l[(x) =t vV vio si1 % < O

NN SO I

h

Si x = 0, x pertencce al intervale de conflianza auxiliar.

Combinando estos Jdus resultados se llega a lo gque afirma el lema.

El intervalo dr confianza auxiliar esta contenido en el conjunto

(1 Byx + 2B,x% = —t 12V V(B @+ V(B &Y

Ve, 1) (2.21)

Bemostracion.

AVIB, I IVA(R,)/6aVE(B,) + V(B,)x" aV(R_) + x*)
de esta manera
por lo que si

y esto implica que (4.20)

Por lo tanto. (4.21) es un

Lewn 4.4

VB Ix® » ax*VIB,) = aV(B V(B Ix%rav(B,) + x*] =

= aV(B,) V(B 1/8V(B,) + x®12

VVE1x® « ax*ViB,) s Vav(p VB, BYE,) + xP12 =

av v x® Vs av Vs

z(x) > —tﬁV/Q(B‘)xa + 4x‘V(B?) entonces necesariamente

2 > —e 12V Ve

U x® e s av VB )

estée contenido en (4.211).

intervalo de conflilanza conservador para x°p

El intervalo de conflanza conservador,
8610 s1 se rechaza la hipétesis nula de la prueba:
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o . contra HO: B2 * O
con una signiflicanclia igual a 2a. que es equivalente a éz > t:\}(éz).
Sewnetrecion.

El intervalo de confianza (4.21) es equivalente a

= {x | 2[Bz+t.¢v/vui?l 1x% & B,x + t V(B 4/ V(B_) = O}
este conjunto contiene al 6. por lo que
86lo 51 el polinomioc de segundo grado es

B,v t ¥V visy)

no es vaclo, y esta acotado sl y

concavo, y esto se da sl ¥y s6lo si

es negativo

Se sabe que éz es negativo,
tanto parsa gue éz* ta/v\;s?) sea negativo es

absoluto de Bz B8 BAYOr gque ta‘/';lu}z;.

Yy que t_‘\/ \Al(éz) es positivo, por lo

necesario gque el valor

Por 1o tanto., para gue (4.21) esta acotado se se debe cumplir la
des!igualdad B: > L:V(Bz); que es equivalente a rechazar la hipotesis nula,
Y us lo gue se queria probair-.

Ceoroclario 1.

Una condicion suficiente para que

{4.20) esté acotada es que
B: > L:V(Bz);

Bespetrecion.
Comc el intervalo en (4.20)

(4.21), st 82 > 2B
(4.20) lo esta.

esta contenido en

(4.21) esta acotado; y necesariamente
Queda demostrado el corolario.

el intervalo
entonces

Corcierie a.

La region de conflianza auxiliar puede estar acotada aun cuando
ila region de confianza usual no lo este.
Beametracion.

2 2
Como t‘<t.u2

F‘ entonces se puede cumplir la relacién &: >
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ttV[Bz) aun cuandoe no se cumpla la relacidon Bz Li,ZV(B ),
demostrado el corolario.

2 Yy Ygueda

fig.

4.8 Intervalo dc

conflanza para X..
segun la

{remarcado &n negro)
relacian ca.

17y, en el caso QqQue ;% > sz(;z).
Feooresam 4.4

Si el Intervalo de

cero, entonces este

longitud minima esté acoteado y
intervalo es igual a

no contlene al
usual y un intervalo auxiliar.

la interseccién de un intervalo
Pamostracion.

Como el intervalo de longitud minima estada acotado y no contiene
este intervalo esta totalmente
bien en los reales negativos.

al cero, contenido en los reales positivos o

El intervalo de longlitud minima con 100{(1 -

«}% de confilanza es:

R AR Vi)

T Ta-z,

Caso 1. el intervalo de longitud minima estda contenido en R'.
El numero ® pertenece al

intervalo de longlitud minima, entonces
xopt —B‘/ZB2 es mayor & cero, y como Ba < 0 entonces B‘ es mayor 8 cero; y
por el corolarioco 1 del teorema 4.2 sigue gue tc < t‘_s

se
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El itntervalo usual con 100(1 - a + ce)% de confianza es

€ % | -t s tao vie) st ) = (a.22)
*t—L, -
{ x | -t 2 L)V VE) = -t ) vl x ] -t s V(O st }
[ a2 £s E-2 a~&q

Como Z(x)/f V{(2¢) es decrecliente en (4.22) y el cero no esta contenido en el
intervalo de longitud minima, entonces tampoco (4.22) contiene al cero, y

por lo tanto (4.22) esta totalmente contenido en R®.

El intervalo auxiliar con 10001 - CO)V. de conflanza es:
t x| -t, s <tV vixe) ) = (4.23)
x 1 =t _V V() s 20x) vy x> 0 uix 1t VUV = 2x) y x < 0F U {0}

As la interseccion de los tntervalos (4.22) y (4.23) es

e 1 ~t = 260 VEE) st 1 ndx | -t V() s L) y x > 0F =

Cx 1 -t Vveer s 2o s oV vy

y ésto es lo que se queria demostrar.

Camo 2. el intervalo de longitud minima esta contenido en R™.
El numero x°p pertenece al Intervalo de longitud minima,
y como B, < 0O entonces B1 es menor a cero; y

entonces

xoP- —B‘/ZBz es menor a cero,

por el corolario 1 del teorema 4.2 se slgue gue t; >t

x=&,

El intervalo usual con 100(1 - cn)% de conflanza es
(x| -t =26a0v'vie) =t ) (4.24)
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{x ) -t = T Ve s t, Y ud x 1t I AT R

—s. x-g,

Como &(x)/V V(8) es decreciente en (4.24) y el cero no estd contenido en el
intervalo de longitud minima, entonces tampoco (4.24) contliene al cero, y
se sigue que (4.24) esta totalmente contenido en los reales negativos.

El intervalcec auxiliar con 100(1 - (a - ec))'/. de conflanza es:

Cx |-t = <tV Vixey ) = (4.25)

el —t___V'V(2&) = 260 y x> 0r udxi v VYV = Lx) vy x < 0} U {0} =
Asi la interseccion de los intervalos (4.24) y (4.25),

x| -t = 26OV V() st adxdt VYD = Ux) y x < 0} =
{ x| ‘tg..‘/c'(b = 26 =tV vy )

Yy ésto es lo gue se queria demostrar.

Teorems 4.8
Si el intervalo de longitud minima esta acotado y contiene al

cero, entonces el intervalo auxilar de igual conflanza estd contenido en

&1.

Desmstracion.
Como el intervalo de longitud minima contiene al cero, entonces

Cx 1 —t, = e/ vty =t ¥

-
es igual & la unién de los conjuntos no vaclos,

(xl-t, = 2OV V(e s 2OV V() U txIeo) Y V() s e/ Ve = v, )
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Por otro ilmdo, ei intervalo auxiliar con 100{(1 - a«)X de coaflanza
[ =1

{ox i -y o= xEUx) . Vixt) } =

Axi —t VY = 200 v x> 0w dxt Y VUEY = Bx) ¥y x < 9 U L&)
Como t
-

< min{t R A entonces
Lt = €.

ixl —t, s 200V, v x>

o = xi-t_= 0/ vE) s sev Ve
Y

el t = 200 VD, vy x < 0) oy s txtte Y VD s tea V) s vy

de estas dos Ultimas relaciones se sigue la veracidad del teorema.

lLos teoremas 4.4 ¥ 4.5 muestran la

importancia gque tiene el
intervalo de confianza auxiliar.

4.1.2 INTERVALO DE CONFI1ANZA PARA 'nop

En esta seccion se discute

ia
conflanza para la respuesta maxima:

construccion de dos regilones de

la primera es una region conjunta para
(x”. n”). la segunda es una regicn para el valor itndividual de uop,
ia region de confianza conjunta para (xo . M p) es el conjunto

Lx, y) | 12O = toL, 1RO - vt ARy = ./zfu,- 22(xINCE) }

(4. 26)
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donde

- _ - . S a2 _ a2 - - P
&( xop) - Bo * B,Xop"‘ Bzxop 3 xope = (- * 3 slxup
es normal con medla n > ¥ varianza -
o

V(B,) + covig . B < o+ L v‘(fsl)x; =vie) + L V(E;‘)x:’

¥ ¢(x) es 1gual que antes

El numero j{a) s tal que la significancia de la region (4.26)

es «.
La manera mas simple de calcular el valor de y(a) es cuando las
variables z(x)/ (;) v (k{x) - n(x))/v’C(;c) son independientes. Sin embargo,

es dificil caracterizar los disefios gque hacen posible ésto.

Por suerte existe ovitra condicion, mediante la cual se calcula el

valor de tr(-) y factlmente se pueden caracterizar los disefios que 1a
cumplen.

Teorean 4.8
St X, Y ~ N{(O, 1) v 2 ~ zi; X, Yy 2 independientes, entonces la

funcién de densidad conjunta de las variables U= XXV Z/m  y V = Y72V Z7a
es

1
(4.27)

Tuplu, v) = l)(uoz)/z

2x(u®/m + vim +

Bemostrecion.
Si X, Y y 2 son independientes, su funcién de densidad conjunta
es
z-/a-xe—(;’o y'e z¥r2
F o, ¥, %) = para -e 3 x, ¥y =% ® y 0 s Z S
xvz 2ar(m-2)2%72

para obtener la densidad conjunta de (u., v) se utiliza la transformacién

U= Xv2Zn .V = YoV ETm Yy W= 22
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¥ su transformscion inversa

X = W Wm ., ¥ = Vv Wa y Z= WM,

an la gque el jacoblano es

entonces la f. d. de (U, V., W) es

“(-ozv.»'z-:e-(u’-/- s v u/me wir2

k4 £ (u, v, w) = _ -
" 2ar(m /212" %m
la funcion de densidad conjunta de (U, V) es
N w
r £ (U, Vv, wWldwW = - j wime21 21 —wiu’ sm s v e 1) A
o UM 2ulim- 212" “m Jo

esta integral se resuelve por el metodo de sustituciéotdn de variables de l1a

forme

Yy = wiu®/m + vi/ae 1) /2 dw = 2d~_,f.'\u2.’n + vims 1)

pime2y 2 =
eIW272 oy gy o

2ar (m2)2" %m (Ul m + v? @ 13ImeE 02 Io~

FT{{m+2) "2)

AT (M 21 m (u®. m + v me 1) =v2V72

¥ como T(a+l) = al(a), finalwmente se tiene gue

1

2u(uZ/m + v /me 3)imc22/2

Y es lo gque se queria probar.
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Foorean 4.7

S1 la funcion de densidad

TOOANEY v (Rix) - mix) AR

conjunta de

1
es f(u, v) = — ~ para (u, v) & [
Zt(uz/k - Ve ke l)lk-zy,a
entonces el valor de tt(:) en (4.26) es la soclucidn positiva de 1a
ecuRciodn
t = Vi(1/a)?27%- 11k (s.28)
Bemostracion.
La probabillidad de estar dentro de la region (4.26) es
1 * =TT dudv
2n e Y s amamras (U k + viiks 1)i%*2)72
y considerando la transformacion u = r cose Y v = r send; el Jacoblano
de la transformaclién es | r |, y la integral de arriba es igual a
1 J"‘ ‘[e" Iridrde
Zn
-t
/% 11k

1
O —— t = (1/a)
(r2/x + 1)%72

=1 -

‘r=0
Queda demostrado el teorema.

y cumple la relacion

Teorean 4.8
S1 el disefic es simétrico,

ngx} - s(px5)® = o.



entonces la funcidn de densidad conjunta de las v.a.'s (&R({x) - w(x))/\fc(i)

v 2(x)/VC(£) es

™

flu, v} = ———
2r{u®(n-3) + ¥ (p-31+ 11¢{m-2}r2

para (u, v) e R2

Dumostracion.

Por el teorema 4 5. st (;(x) - ‘nix))/l’c(;) v E(X)/YC(Z) ~ N{(O,1)

y &%e® - 22

3’ son inderpendlientes, entonces la funclién de densidad
conjunta de (;(x) - Bix)) v‘(x‘(i} y de i{x)f'v‘c—'(_;) es la que afirma el teorema.
Ya se sabe que a2 o7 es independiente de (;c(x) - n(x))/vc(kl y de

£(x)/Vc(t). por lo gue bastia protar gue ix)
para gque las tres variables 1o sean

¥ &(x) son independientes

Z(X) Y ;(x) son independientes 81 y sélo si cov(Z(x). ;(x)) = 0.
{(es una propledad de las v.a. normales)

Asi, se necesita determinar cuando cov(t(xop). k(xop)) es lgual =
cero.

cov()(x ), ;t(x }) =
op op

cov(B,.B,) + x _(2cov(B .B,) + V(B ) 2) + xZ cov(B,.B,)
y como cov(éo,éll R cov(B:,B;) son cero,

coviE(x_ 3. kix_ 1) = » {2cov(d .B_) + V(B )/2)
op op op o' P2 1

suponiendo que xp es diferente de cero, la iIndependencia de ambas

variables se da si 2cov\f}°,32) -+ V({s’)/z es igual a O.

De la relacion (4.4) se sigue que

cov(én.éz) = ——az}:xf/(nz x:-(L‘ xf)z) ¥y ViB ) = o°/%T xla
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por 1o gue sustlituyendo estos téeraminos

2 = - - - - 2.2 2 2
Zcov(Bo.Ba\ - V(ts‘)/.a 2o inL x‘—(): x) .)) + o"/2% x| = 8.
e este Ultima ecuacion se sigue gque

Zcov(So.}S,“) - ‘\'4:§|\ 2= 0

nIx} - S(Ix7)® = 0

asl entonces, s} el disehc e= tail que ﬂzx: - 5(}:><":)2 = O, las variables
alentorias £(x°p). k(xqp) son independientes, y por el teorema 4.8 se sigue
que la densidad de conjunta de l;dx) - n(x\\/v’c(;l v ;(x)/VC(k) es la
dada en (4.27) y gueda dewostrade el teorema.

flg.

4.7 Region de conflanzTa conjunta paTra %X., ¥ PArsa M., -
De todo ésto, se sigue que s} el disefo cumple la condicién
Y S 2.2
L S():x‘) = 0

lm regién de confianza conjunta es

Ux, ¥ | 126K = ¢,

% & 2
e VRGO - yiARY s \/tru

,— ELasvee )
I Y L

cecon t
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Por ejemplo el disefic formado por los puntos x, = 1, x, = -1, xg

= ¥vJ¥ , x, = v3 y 12 repeticivnes en el centro, es simétrico con respecto
al cero y cumple la condicien del teorema 4.8.

Intervalo de confianza para Mn- Para encontrar el intervalo de

conf'lanza individual para "op se va a construir una “"banda” o cinturén de

confianza para n{x) con x en ®

ieen 4.5 (Noble, 1963)
St A es una matriz de mxm y B una matriz de mxk de rangc =,

entonces A es positiva semidefinida, sl y sédlo si B8TAB es positiva
semidefinida.

lLemm 4.6 (Scheffe)
El numero k, gue cumple la relacion

PUIn(x) - Bix)}| s ( kV(a(x)} )*“? para todo x € R) = 1 - «
es igual a k = 3F3'"_3.
Besostracion.
Se sabe que #n(x) = WB = w'g + w(wTw) T 'wTe; que Bx) = HTB; ¥
que VI(n(x)) = w (WW) tes? poi 1o tanto np(x) - npix) = wi(w'w) 'wle.
y‘. - -
(A{x) - n(x))2 = kV(n(x)) = k(W) 'ws® - wT(WW) ' Wee™w (W W) 'w = 0

donde w' = (1., x. x%).

Una condicion suficiente para que esta desigualdad se cumpla para

toda x real, es que la matriz

ksZ(W W) - (WwTwy T W e e TW (W) Y
sea positiva semidefinida, y por el lema 4.5, ésto ocurre s} y s6lo si
ksZw(w W)W - wwTw W e e TwiwTw) Tt (4.28)

es positiva semidefinida.
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Para que ia en (4 28 sea positiva seaidefinida es

necesario que todos sus

propios sean mayores o lguales a cero.

Los valores propios de i{4.28) son:

i) ks? - cTWwiW'W) 'wWe con vector propio W(W' W) 'Ww'e, porque

(ks2w(WTw) W - wiwTw T e TWI W W) TN WWTW) PwTe =

(As? - e W(WWI 'We)Ww(w W) ‘We
i1} O con vectores proplios lguales a (I - H(UTH)-'HT)y para todo
¥y € R™.
ii1) ks? con vectores propios H(HTV)—‘HTy con y ortogonal a
www) T luTe
Como e"Ww(WwW) " 'wWe = 0. entonces una condicién necesaria y

suficliente para que i) e iii) sSeah mayores gque o lguales a cero es gue

ks® - cTw(wWw)'w'e = o.

forma cuadrit ica

Por otro lado, se puede ver que la
que la matriz

ceTw(w'w) *wTec 0? se distribuye como una 12. ya
(W'Y 'wT/0%)(0c2I) es idempotente y el rango de W(W'W) 'w' es igual a 3.

Ademsths, se sabe que (n-3)s2,0%= SCE/c® es una variable aleatoria

zz con n—3 gredos de libertad.
Por 1o que finalmente se tiene que
eTwww) 'wTe 352
tiene una distribucioéon F con 3 y n-3 grados de libertad.
eTW(Ww) 'WTe implica que

De todo esto se sigue que ks=© =

P(I‘;(x) - m{x)]| = (k\—l(;y(x)))“2 para todo x €« R) = 1 - &

donde k = 3F3'°_3.
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Bel lema 4.6 se obtiene una region para 7n(x) con un 1860(1 - «l%
de confianza, dada por

(R(x) - vAV(m(=)) . nix) + vhkvim(x)) ) (4.30)

En esta expresion -;;(x) es una funcion cuadratica con un maximo y
VﬂV(ﬂ(x)) es la ralz cuadrada de un polinomio de

cuarto grado gue es
positivo para todo x real.

lLems 4.7

}=3 Y x‘. ®, son los puntos donde

Px) - vRV(m(=)) v 20x) + vRv(a(x))

respect ivamente, entonces el intervalo

Catx)) - vhViatx D) . alx,) + vEV(aixg)) ) (a.31)

contiens a M,p COD (1 — a)100% de confianza.
Beswestrecion.

Por el lema 4.6, se sabe que

C nix) - vEkV(n(x)) ., a(x) + vkv(n(x)) )
es un intervalo de confianza de 7n(x) para todo x real.

ALY con una conflanza da (1 - «)100% de conflanza

20x) ~ VEV(D(x)) = nix) = nix) + vhv(n(x)) vV x &R
De esta relacidén se sigue qgque si x_, X

N - Y x,, son los puntos
donde w(x) - vkVin(x)), n{x) v n{x) + YkV(n(x)) =anlcanzan el wvalor
maximeo, respectlivamente. entonces
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Ax - vEVa(x 1) = alx) = nlx) = alx,) + vkV(alxy)) = nlx,) + vhkV(nlxg))

Yy esto implica que:

mgx {0) - VAV(RG)) ¥ = a = max {alx) + vAV(R(x)) }

con al menog (1 - a)lO0% de confianza. Queda demostrado.

<

o - ~

]
-]

3
///l/l/ﬂ//ﬂll+-

e T
SRV
//l N
\\ .

14

;'(x) + VkV('n(xs))
~ L=
nix) — ~

206y = vAV(Rix,)) l

fi1g. 4.8 En os8ta graflica B8e muestra
Para ni(x), asl como el intervalo de

la banda de confianza
conflanza para =

Teorems 4.9
S1 el disefio es simétrico respecto al cero, una condicion

suficiente para gue (4.31) esté acotado es gue éz + \/kv(éz) < O.

Demostracion.

Si el disefioc es simétrico respecto al cero,

entonces Bl es
independiente de ﬁo y de Bz' Y

V(n(x)) = V(B + (V(B,) + Cov(B,. BIx% + V(B,)x*
completando cuadrados se slgue que

Va(x)) = V(B (x® + Cov(B, . B,/2V(B,)1% + V(B) — Cov(B,. B/ aV(8,)
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¥y de aqui se sigue que

AV (a(x)) = vhV(a)x® + 1Cov(B,.B,) 2V (B )1 + IV(B,) - Covi(A,.B) aV(B )1

Si se considera gque
c = 1Cov(B, . B)/2/(B )1 + IV(B) ~ Cov@(B_.B,) 4V(B)I

entonces

nix) ~ VAV(B_1x® - ¢ 5 alx) -~ VEkV(a(x)) = alx) + vk¥(nix))
= 1-)(:-:) + Vk\-l(l}z)xz + c.

El coeficiente del término cuadratico en la funcién wnix)

V‘V(Ba)xz + ¢ es negativo. lc que implica gque tiene un maximo; ia funcién
;(x) +* V{\H'.ﬁz)xz + ¢ tiene un maximo en R si1 y solo si, éa + VkV(Ba). el

cosficiente del término cuadratico, es negativo.

- — - =
Entonces Bz - /kV(BZ) < 0, wWm(x) =+ \/kV(Ba)xz + < tiene un

mhximo. Queds demostrade el teorema.

Cesolemrio.
Si 52 + v‘k\:’(éz) < 0, entonces se rechaza la hipétesis nula

H: B_ = 0.
con una significancia igual a a.

Bemostracion.
- 2 -
El numsero kK = 3F3_ a > F" _ = t 3t ¥ 1a comxdicion para

rechazar H° es que 52 < v th-av“}z) .
Entonces, si éz < -‘kV(Bz) implica qgue Ez < v tnvav(aa) ¥ Sse

rechaza la hipdotesis nula.
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4.2 Recion DE ConFianZa Para X, Y Para 79,

Caso ™ FacCTeres.

En esta secclon se pr ta la
rollos Jantes.

& alizaclédn del caso anterior,
con

4.2.1 REGION BE COMFIANEZA PaRa L

En esta parte se presentan dos regiones de confianza para el
vector = .. ia primera es la regién usual y la segunda es la regién
auxiliar. Posteriormente, siguiendo un procesc semejante al caso de un

factor, se define otra regién con la interseccién de una regién usual y una
auxillar.

Censideraciomss genersles: Cuando la respuesta depende de =
factores, las observaclones se pueden aproximar, en un entorno del 6ptimo,
con el modelo:

Y=-Tp4c=p°+bT'+.T-+c

T_ 2 2 2

con w= (1, L cae M XL XX, e, XX, X, ., x-)

Yy B = (ﬂo, Bye ---s B_. B,y Bioy ---s Bips Bope - ﬂ_)
asi: Bo es un numero real, » un vector y B una satriz negativa definide,
cuyos elementos son parte del vector desconocido 8 ¥ € ~N(0.tra) son
variables aleatortas independientes. De esta manera 7n presenta un mhximo
anice en -op 81, y s6lo si, B es una matriz negativa definidms y

— _ a1
lop = E. .

El estimmdor de minimos cuadrados de B8 es, E ~ M(8, V); con

7%




¥ = (W}

2 2 2

1 Xyg oo Xim ¥pa X1 Xyp - X o X X2 - X
2 2 2

. - 1 a: C - LR Xy Xag - Xo1 X2 Xaaz - Xow
2 2 2

1 X, --- X oo Xga X1 X X1 Xea Xma X -

El estimador insesgado de ¢° es o2 = SCE/(n-(m+1)(m+2)/2)

o2 (W'w) !

2

2
Ademaas se tiene que SCE/c TR (w1 (me2) 2"

es independiente

de B. (Searle, 1971), por 1o gue también es independiente de Bo, de ®» y de

En el caso de un factor, se consideraron unicamente los disefios

simtétricos respecto al cero. Una condicién equivalente a la simetria con

respecto al cero, en el caso de m factores, es que el disefic cumpla las

condiciones:

}:‘ x, = O; 2‘ X Xy = 0; 2. x?_‘ = 0; z; x‘ajx“‘ = 0; )'_‘. X KXy = o;
L x::jxik =0 L xf)x“x” = 0; L %, % % %, =0.
y
Lo, = DG Ex) = D I, = I,

para todo j = k; p= j, p= ky 1= p.
Si el disefio cumple (4.32) resulta que el vector
independiente de Bc Yy de la matriz B,

Si el disefio ademfs cumple (4.33) resulta que las

covarianzas diferentes de cero son: Cov(ée. 5“) y Cov(an, BJJ).
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Si el disefio cumple tambien (4.34), entonces Cov(éo, 5“).
Gov(B“. B“). V(B‘). V(ﬁ“) v V(ﬂu) no dependen de 1 ni de .

Por eJjemplo, el disefio compuesto cumple las tres cordiciones:
(4.32), (4.33) y (4.34).

Al sustituir las relaciones (4.32), (4.33) y (4.33) en 'Y e

invertir esta matriz, se tiene
_ .
(= “D('J ey D, o (4.385)

V(g ) =
° n(m-1Ex7 %2, - a(Dxf 2+ n}}t:’
a
Cov(B,. B, ) = D, — — " (4.38)
° ' n(.—l){)t‘J s -(D(lj) + l:u)}<‘J
2
-~ o
V(ﬂl) = —_— (4.37)
Ix7,
-~ 0‘2
V@, ) - ——— (4.38)
Dy xg,
- - - 2 2 _ L3
Va ) = m 2D Xy, ¢ (m - DID,) "Dy e (a.39)
1t (n(-—n}:xfJ fj - m(pxf % . n}}:‘ Iy - =)
- - nix? - ():x’ )2
Cov(A, . B, ) = RN T ;’ = — +—. 7" (4.40)
43 (n(m-1)Ix7 xZ —m(Ix7 ) +nz;xU)(}>:”x”- xg )

lag dem&s covarianzas son igual a cero.
Si el estimmdor de minimos cumdrados de 7 es
nim) = 8, + »'m + x'Bm

con i negativa definida, el vector aleatorio 2 (= ) = ; + Zi (4.41)

es normal con media cero y matriz de varianza covarianza igual a
r - 2T
v v(t(-‘»)) E(C(xo’)e (:”))
7r



Por lo tanto, 21(1)‘1_1;.(3) -~ xz con m grados de libertad; vy,
consecuentemente, 2T (#)V 't(x)/m =

= TxIvitim)/m(s®/6®) ~ F con m y n -
(m*2)(m*+1)/2 grados de libertad.

Leams 4.8

Cada uno de los elementos de la matriz V(z(t))

es una forma
cuadratica en =x.

Pemmestracion.
Por definicion V(2(m)) = E(2(x) - =) (2{=x) - &(=)) =

EL(® - ) « 2(B - BIx1T((D - B) + 2(B - BIxm) =
E(d - )T(® - B) + 2E(b - m)T(B - B)m + 2Ex™(B - B)(® - b) + 4Ex"(B - B)°x
= V(B) + 2Cov(b, Mm) + ZCov(Bm. ®) + AV(B=)

Ahora considere la formsa particionada de »:

- - - ~r
8., 8,72 8,272 -
i = 8‘2/2 Bzz ot Ba-/z -
B2 B b &
-
¥ ®l1 vector ;
-y = - -
» = (8,. B, . B
- b:-
Y como By = . . entonces el elemento iJ de V(£(m)) resulta ser:
T

v

o = c°v(§,.fs,) + xov(é..ij)- - 2c°v(éj.i':)- - n.’c:ov(i‘.i’;)- (a.42)

gue, como s$e ve, es una forma cuadratica en =.

Queda demostrado el lema.
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£STA 1., .
B - .
Gorolario SALR B (A BwuuiiCh
La expresion
&fx )viE(x ) = (b + 2Bx_ )TV (b + 2Bx_ )
op op op op
"la matriz como el vector, estan en

es una. forma cuadratjca donde, tanto

funciédn de x .
op

lLoms 4.9
ia matriz V(;(x)) ces diagonal, independientemente del wvector =,
s1 ¥y soélo si,
Cov(él.éJ) = 0; para § = J (4.43)
2Cov(§l. BJJ) = —Cov(é]. élj) % Cov(é'. éjk) = 0, para 1 = J = k = 1.
(4. 44)
Cov(B,,. B,,) = Cov(B,,. B, ) = Cov(B,,. B,,) = Cov(B,,. B, ) =0 y
V(é,J) = —4Cov(éll.ﬁjj): para i, J, k y 1 diferentes.
(4,45)
Bemostracion.
independientemente del vector =, si v.J en

V(Z(x)) es dlagonal
(4.42) es igual a cero para

I = J. ¥y esto se da, sl y sé6lo si

=0 y xTCov(al,;:)x = 0.

Cov(al.éjl = 0; (Cov(él.ﬂj) + Cov(&),ﬁr))x

De aqui inmediatamente se cumple (4.43).

Para ver que se cumple (4.44) observe que

(Covlé‘. ;}) + Cov(éj, STJ)x = 0 para toda x impllca que

Covi(a,. S:) + Cov(éj. 87) = o

7o



cov(é‘. é’l) - cov(éj. é‘l)
c:.?v(B‘. BJZ) covi(g , B 3)

3
a =T P =T - s - - - -
v Z(Cov(Bl. b’) + Cov(BJ. b‘)) = cov(B‘. 8 _— 2cov(8). 8 )

) coviB, . B, ) + coviB,. B, )

de agul se obtienen las relaciones cov(é‘. é") + cov(;ij. é“‘) = 0; ¥
cov(ﬂ‘.Bn) + 2cov(BJ.B“) = O, con i, J » k diferentes.
En estas relaciones, los subindices i, J ¥ k se pueden permutar.

Ademhs se sabe que B es simetirica, por lo gque 8 = B“; asi se cobtiene el

13
sistema de ecuaciones,

covl:;‘. f} o+ uov\i‘ij. {3 } =

cov(t‘Sx. B’k) + coviB.

cov(ék. ;3”) + cov(éj.

La soluclon de este sistema de ecuacliones es el vector 0, por
gque se concluye gque para i, ¥y k diferentes, cov(B‘. B”‘) = 0.

Con esto se prueba (4.44).
Para probar {(4.45) observe que xTCov(;‘,;:)x = 0 impllica que
-T(Cov(l‘:‘.;:) + Cov(;,.;:))x = O;

¥ comdo los wvalores proplos de una matriz simétrica son reales, entonces
GRlica mAaneTa Que &s8to ocurra es que Cc;v(b‘.b';) - Cov(b’.b:) =0

1o

i=m



Ahora observe

1)

ii)

i1i)

iv)

gue
[ Blisjl BIIBJZ 311313 2311311 t T sllﬁjl N 31151-
Blaﬂjl B2 je BIZBJQ "2312311 B:zB)1 N alaBJ-
Z?AIBJI ZBIIBjZ 28, 13 4315511 <28, 31 28,, jm
L Bl- 31 BI- Jj= B;- 13 BI-BJJ - pl- 31 Bl- =

As§ Cov(i‘.;j) + Cov(;J.;r) =0 si y sélo si

COV(BIk'B)k) =0 y Cov(Bll.BJ‘) = 0, con i, J y k diferentes.

Cov(ﬁit.BJl) + Cov(é‘l,é).) = 0, con i, J, k, y 1 diferentes.

2COV(E|l_§).) + Cov(é‘k.3|1 J ¥ k diferentes.

) = 0, con 1,

v Ac:ov(fs“.éu) - v(éu) = O, con 1 = J.

en todas estas relaciones los indices se pueden permutar.

De la primer ecuacidén en i) y de iii) se sigue gue
C°V(Bx| Bjk) = 0.

sistema de ecuaclones

Por otro lado, intercambiando los indices en ii) se tilene
Cov(Blk. le) - COV(BJ.- Bll) = 0.
Cov(Blk. le) * Cov(ﬂjl. Bk,) = 0,
8 = 0.

Cov(B,,. B,,) + Cov(A, . &, )

el



cuya soluclién es el vector 0, con lo gue se prueba que Cov(B“‘. BJ‘) = a,
pare 1, j. k ¥y 1 diferentes. Queda probado (4.39), y el lema.

Leowun 4.10

V es multiplo de la metriz identidad (v“ -y
ademts de ser una matriz diagonal, se cumple:

33 para i » j) si,

V(é‘) = V(é)); para 1= J. (4a.48)

Cov(é’. éu)s 2Cov(§‘. é“) b% Cov(él. 8“) = Cov(é,. 3”);
para 1, }J ¥y k diferentes. (4.47)
VB, ) = V(B ) vy 4aV(B,) = V(B ): para i = J. (a.a8)

Besesstracion.

Los elementos de 1l1a diagonal de V(z(.)) se encuentran con la
relacion (4. 42) en el caso 1 = j:

v, = Cov(é‘. ;31) + ACov(é‘. ;I)t - ‘.TCOV(;‘, ;:)l

por lo tanto Vi, = v” sl y sb6lo si Cov(Bl. 51) = Cov(BJ. BJ);

- . -~ o~ - -
Cov(B,, ®») = Cov(B . bj) y Covim , ®7) = Covi® , ®7)

Y como Cov(é‘, 51) = V(El), queda probado (4.46)

Para probar (4.47) observe gque

°°V(éx' B,,) - c°V(é)’ é::’
cc)v(B‘. ﬁ‘z) - cov(B’. B)z)
a Ty - a 2Ty = : - - - -~ -
Covi(B,. ® ) Cov(BJ. bj) acovis,. B, ) - CoV(BJ. 5“) [o]

c.ov(B‘. 8 ) - cov(ﬂj. 8. )

im Jjm
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De agqui se sigue que para 1, J y k diferentes
Cov(B’, B“‘) = Cov(BJ. ﬂ’k) v Cov(BJ,ﬂu)s ZCov(Bi.ﬁ“)

gue es lo gque se gqueria probar.

Para probar (4.48) observe que

BIIBII B\IBIZ 811513 23!! 11 ) allsll Bllalnl
BIZB|1 BlZBIZ 512513 Zglzall slzsll Blasl.
UL I L - - -
Z‘Bllsll ZBllBlZ 2311313 4Bllsll ZBII 11 ZallBl-
L Bl-3XI 81-312 B|-a\3 aallﬂll Bl-pll BIIBI- J

Entonces Cov(;‘. ;T) = Cov(;J. ; ) 81 y sélo si

T
-~ -~ - -~ ) -~ -~
V(Bn:) = V(B”‘); Cov(B“‘, B“) - C°V(Bju' 3“);

ZCOV(B“. B“‘) = COV(ﬁ’). B’.) y lv(ﬂ“) = V(ﬂ“‘)

por el lema 4.8, se sabe que Cov(éu 5“) = Cov(ﬁ,.. B ‘) = 0, y también
2Cov(3“. B‘k) = Cov(B”, B”) = 0, y queda demostrado (4.48) y el lema.

Teorean 4.10

No exliste un disefic para el cual V(2(m)) sea un maltiplo de 1la
matriz identidad.

Bemostracion.

Para qgue V(E(l)) sea multiplo de la ildentidad es necesario gque se

cumpla simultaneamente (4.45) y (4.48); Yy ésto ocurre si

VB, ) = -4c°v(73“.§”) y AV(B,) = V(B )

lo que implica que V(éu) = —Cov(au.gu)
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por lo tanto., la aatriz de varianza covarianza de (51‘. éag’ ey ﬁ_) es
de la forma:
c -¢ -¢ -¢ ... —-cC )
—-C (=4 - - L. - H
b =4 -—c < - -C (‘.e)
{ - - -¢ -c <

donde c© = V(B ) > O

Se sabe gue toda metriz de varianzs covarianza es positiva
definida, por lo tanto se esperas gue (4.49) sea positiva definida; pero,
-—c{m—-1) es un valor propio de (4.48), con vector propio (1, 1, . 17, Yy
como -c(m-1) < O para m = 2, se tiene una contradiccién ya gue un valor
propio de una matriz positiva definida no puede ser negativo. El supuesto
gque (4.45) y (4.48) se cumplen simultaneamente es falso, y ei teorema qgueda

probado .
Corovlario.
51 V(R ), ¥ Covi(B B } no dependen de i ni de j, entonces
V(8 ,} > -(m - 1)Cov(A,, .8, ) v V(8 ) > Cov(B .6 )
Bemostrecion.
Si V(B“) Yy Cov(B“.B“) son constantes para { y /., entonces la
matriz de varianza covarianza de (5“. 522 P é_) es de la forma:
[ c d d d . d
i [~ d d . da
a d c d d
d a4 da a ... ¢

donde c = V(8,,) y d = Cov(é“.éu).
c + (m - 1)d y c - d, y ambos

los valores proplos de esta msatriz son:
deben ser positivos, por 1o que se sigus que -(m—1)d y c > d. Queda

demostrado el corolario.

c >



Lems 4.11

Si el diseho cumple las prop\ed&des de simetria: (4.32), (4.33) ¥y
(4.34); entonces V(B ) = —ACOV(B“ B )

" s y sélo si v(Tex))
diagonal.

Bemostracion.

Si se cumplen las

(4.33) y (4.34) entonces
las covarianzas en {(4.43), (4.44) y en parte de (4.45) son cero, por le
tanto se cumplen todas estas reiacliones, excepto

propiedades (4.32)

v(éu) = —4Cov(B, . é”);

esta relacion se cumple st y so6lo si V(E(x)) es diagonal Queda demostrado
el lesa.

Lean 4.12

Si el disefio cumple las propliedades de simetria (4.3%2) (4.33) ¥
(4.34) entonces V(2(m)) es diagonal si y sélo st
cumplen la relacion

los puntos del disefio

2 -+ 2 2 2 C Y 2
-(D:U)z}:x” - (me@)D; < ”({):”) - n(pxtp® - (-—z))}(” ”D:
(usxn()}cu :j)zs o (e.m0)
emeet.recion.
El

lema 4.10 afir-n gque si

entonces V(é ) = —ACov(B B’

las hipdtesis del lema se

cumplen
) sl y s6lo sl V(l(m)) es diamgonal.

Si en la ecuaciéodn V(é”) = —ACov(é“. é”) se sustituye los térstimos
(4.38) y en (#.40) y se desarrolla los términos en la ecumcion

eon
se llega a lo que afirma el teorema

resultante
fLeomm 4.13

Si el disefio cu-ple las propiedades de simetria: (4.32), (4.33) y
(4a.34); Yy ademas V(B = -ACov(B B ) entonces:
Vs F V(é‘) + Aezxrn donde =«

= V(Bu)
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et crecion.

Por el leam A 10, se sabe gue a8l cumplirse las hipotesis del lema
ontonoos 1= -t.riz V(L(:)) es diagonal,
V(ﬂ ¥y o+ A. Cov(b

Y por (4.42) se sigue gue Vi, =
. b Ix
V(B“)/‘ ] (s} 2] o . o
(8] Vg _)/4 (¢} (o] g . o)
con 8 Covim . 8T)m = wf} - Y .. e e e =
v % o ° G ... Vg Yo .. o :
o o o o o VB, _1/4
los valores de V(a .) ¥V de V(éu) con & = k, no dependen ni de i ni de k;
¥ por el corcolario del tecrema 4.10 V(B Rk
1)V(B‘2)/‘. entonces

-(m - 1)Cov(R, . B
lCov(b b)nsn:- donde

22) = {(m -
consecusncia v

= V(éu) ¥ por
= V(B ) o+ &e = l Queda de-ostr‘ndo el leu
Befinicton.
La region de confianza usual para '°’ e6:
Cx 1 Vi) = Fom ) (4.51)
con (1-«)100% de conflanza

El tecrema 4.10

afirme gque 0 es posible tener una expresion
analiticoa pars la frontera de (4,51) conmsiderando gue V en diagonal, lo mis
gque se pusdes tener es una frontera conservadora para la sisma, ésto se da
en el siguiente lemm

Lean 6.14

Si el disefio cumple las propledadeos de simetria: (4.32), (4.33) y
(4.34); y ndemhs V(g = -ACov(B“. B ’) entonces
L= 1 TV = Fed s 4 x|

Timitim) = F.n(vlai) + 4o m'm) }
Beesstrecion.

Sl el disefio cumple las propledades de sSlmetria dadas y V(B =
-mov(ﬂ“ p ). sntonces 1la satriz v = V-z/c e diagonal y

8&



T xIVIe(x) = § Bx)/v,, = F 2AMAVB,) + 4o x'x) =
1 14 1 1 2
M) 2xIA(V(B,) + 4ux"x)

asi, s1 me { x| 2T (a)ViE(x) = F_m } necesariamente

x e ix | TGIEUMA(VB) + 4ux'x) s Fm} =

me {x | &(m)ex) 5 Fam(V(B) + 4ux"x)} (4.52)

¥ queda demostrado el lema.
Lema 4.15 (Noble, 18689)

El conJunto { = |
81 A es positiva definida.

(x + a)Ta(m + a) = k } esta acotado, s} y sélo

Corolario.
El conjunto { = | (x + m)7A(x + ) 2 k } estd acotado, =i y sélo

81 A es negativa definida.

Besmoetracion.
Para probar el corolarito,

def'inida, entonces -A es positiva definida.

basta ver que si A es negativa

Lewn 4.18 (Noble, 1969)
Si A es un valor propio de A y = es su respectivo vector propio,

entonces aA* + ¢ es un valor propio de Ak + ¢cI con =m como vector propio.

Lemm .17
Si el disefio cumple las propledades de simetria: (4.32), (4.33) y

(4.34); y V es diagonal, una condicién suficiente para que (4.51) este
acotada es que A‘z > mFAsa para todo A‘ valor propio de B.

Bemestreciéon.
Como el conjunto { x | 27 (m)2Z(m) = mF( o+ 402IT.) } contiene a

(4.51), cada vez que el primero esté acotado, el segundo necesariamente

también lo estara. Ahora observe gque:




{ x| T (x)2x) s mF( s + as,x"x) } =

{ =2 | ™ + ab"Bx+ ax’(B*- wFe,I)x = mFe, } =

(=i (= + 3B wFs 1)7'BB)T(B?- mFeI)(x+ L(B*-

- _ann
= mFeal) Bb) =

wFs /4 + mFe b (B-mFe 1) b4 )

Y por los lemas 4.15 y 4.16. se sigue que esta regioéon esta

acotada si, y solo si, (ﬁz—mF;zl) es una matriz positiva definida, gque es
egquivalente a decir que para cada A‘. valor propio de B, A? > nFeI

Leam 4.18

Si el disefic cumple las propiedades de simetria: (4.32),
(4.34); V es diagonal y

acotada,

(4.33) y
la region de confianze conservadora (4.52)

esta
entonces se rechaza la hipétesis nula en la prueba:

!-lo: B® es positiva semidefinida. contra H.: B? es positiva definida.

Desostracion.

Bajo el supuesto que la hipotesis

nula es clerta debe existir al
Mmenos un vector

x € R™ de norma 1, tal que Bx = 0. Ahora observe qgue la

i-ésima coordenada de Ba es igual a brn. ¥y como V es diagonal, las v. a's

;:- ~ N{(O, .TCov(b‘. bi)x) son independientes; asi la region de rechazo de
H° es:

): (;Tx)z/xTCSv(;:‘, ;‘)x > mF

por el lema 4.17 se sabe gue la regién conservadora (4.52) esta acotada, st

¥y sb6lo si B - nF;zl es positiva definida, 1o que implica gque para x € [
de norma 1:

*(B® - aFe,D)x = T (fw)? - mwFs, >0 = T (bTw)?/s, > mF
Y por el leman 4.13, se sigue qgue ITC;V(;i. ;‘)- < ;axT- = ;2 1o cual
implica que

T (BTx)%/x"Covib,. b Ix > T (Blx)%/e, > aF
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de lo cual se concluye que cada vez que (4.52) esta acotada, sSe rechaza la
hipotesis nula del lema.

Befinicion.
El conjunto

(= 2Tt/ VixTex)) = -t} (4.53)

con =7 2(: ) = =x' b + 2x' ix ~ N(O, V(xTZ(x))); es la regién de
op op o

confianza auxiliar.

Lemn 4.19

Si1 se cumplen las condiciones de simetria (4.32), (4.33) y (4.34)
¥ la matriz V es diagonal entonces la regién de confianza auxlliar (4.53)
esta contenida en la regién

{ = | xTZ(x)/VfC?B‘)xTx + 4«2(173)2 = -t} (4.54)
gue a su vez, esta contenido en la regioén

{ = ="e(x) = -2t Vs, ( V(B I8, + xTx ) ). (4.85)
Dewmostracién.

Observe gue VixT2(x)) = a'V(Z(m))Im = IT(V(;) * 4V(i'))x. y por el
lema 4.12

xT(V(S) + 4V(§x))x = xT(V(él) + 4uszx)I- = V(é‘)lrl + 4«2(-1.)3

Por otro lado,
V(Bl)xTx + 4«2(378)2 =

4o, [ (x"2)% + V(B Ix"m/4s, + VE(B,)/64sZ] - VE(B)/1Be, =
do [ (x™m)Z + V(B )u"w/as, + VE(B,)/BacZ] = 4s [ (x"m) + V(B )/Be,]?

Y ésto implica que
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YvaTem) s VB a"s + s (a2 s 2vEj(x =)+ V(B I savE]

Asi finalmente se concluye que si

xe{ x| =x"tix)= -t Vix'e(x)) }

se x| 2@/ VB IxE + 4o (xTm) = -t}

me (=i xt(xm) = -2t _v ;2 [4 G(él)/a;a + x's ) )
Yy guedsa demostrado el lema.

Leam 4.20
Si se cumplen las condiciones de simetria (4.32), (4.33) y (4.34)

¥y la matriz V es diagonal entonces una condicién suficlente para que la
regioéon (4.53) esté acotada es que A‘ - t‘\/ ., < 0, para toda i.

Besestracion.
Una condicién suficiente para que (4.53) esté acotada es gue
(4.55) lo esteée, asi

(=) 2em) = -2t Vo, ( V(B)sBu, + x'm ) )}
{m i dn+2x"B+ ¢ Vo, Duz=-tvdiavo, 1 =
ml (m+ @+ /s, DT'BTB+ Vo, Dn+ L3+ Vs, DH7'0) =

—eviB) 8V e, <« B+ tvV e, D7TR/1E )

Y esta regién esta acotada si, y sélo si i + tv ., 1 es negativa

definida, y ésto se da si, y s6lo si A‘ + t-V °, < 0O, donde A‘ son los
valores proplos de B.

Y queda demostrado el lema.



Gorolario.

St la region (4.52) esta acotada, entonces la region (4.55)
también lo esta.

Bemostracion.

Como t: <AnF‘, entonces si la region (4 52) existe eso qutere
decir que A? > wF &, y esto implica que A? > t2 26, que equivale a decir
que (4.55) esta acotada. Queda demostrado el corolario.

Observe que la frontera de las regiones (4 52) ¥y (4.5S) dependen
del wvector b (y por lo mismo del vector tp = - —. I

y de las varianzas
del vector » y de la matriz i Yy que estias regiones de confianza seran mas

pequeiias mientras b esté mas cerca del cero ¢ las varianzas de los

coeficlientes de m sean mas peguefias.

fomm 4.21

Si se cumplen las condiclones de simetria (4.32), (4.33) y (4.34)

Y 1a matriz V es diagonal, una condicién suficiente para rechazar

la
hipétesis nula en la prueba:

H°: B es positiva semidefinida. contra H.: B es negativa definida.

es gue la regién (4.53) este acotada.

Bemostracion.
Para tener evidencia que B es negativa definida es necesario gue
para toda m € R™ de norma 1 se cumpla que el valor = Bu = T x‘brx sSen

"pequefio”. Asi, considerando que V es diagonal, la region de rechazo de H°

T = bTx/\/}: xzx Covib, , ®, lm < -t

Por otro lado, el lema 4.20 afirma que si la region (4.53) esta

acoteda, s1 y s6lo si i + tV -, I es negativa definida, de ésto y del
lemm 4.13 se sigue gque
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T x‘btx//z x?xTCov(bl. b dx > T x‘b.:x/

v ;2 > -t
de agui se concluye gque si

{4.53) esta acctada,
rechaza la hipdtesis nula del lewma.

ento nec i te se
Leas 4.22

Las regiones de conflanza (4.52) ¥ (4.8S) son dos hiper-—
elipscoides cuyos ejes direccionales son paralelos.
Beesesiracion.

La region de conflanza

(4.52) esta formmada por los puntos
interiores de un hiper-elipsoide con los ejes direccionales lguales a los

vectores propios de B + t‘v -, de wmagnitud proporcional = sus valores
propilos correspondientes.

Por otro ladeo, la region (4.55) esta formada por los puntos
itnteriores de un hiper—-elipsoide con los ejes direccionales iguales a los
vectores propios de »2-

¥ o
a
propios correspondientes.

o de wmagnitud proporcional

a sus valores
Pero i - \.‘\/ ;2 v “.2__ F‘nz tienen los mismos wvectores propios,

por 1o gue se sigue gque 108 ejes direcclionales de las dos regiones son

paralelos.

Leoms &.23

St las regiones de confianza en (4.52) y en (4.55) existen,
entonces &1 centro de la frontera de (4.52) esta& més le jos del origen qus
el centro de la frontera de (4.5%)

Demoatracion.

De (4.52) v (4.55) se puede wver gue el centro de las fronteras de
ambas regiones de confianza son: %(ia— -F;,ZI)"-D;
respetivamente .

v %(i + tv ., 1)-‘;.

Por otro lado, se sabe que (B%- -F;zl)". ™ v (B + tv ;z 7
tienen los msismos valores propios. por io que existe una matriz ortogonal B
gue diagonaliza a las tres simultaneamente vy 3 Rx & = 8§ = 8.
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Ahora considere el centro del primer conjunto:
1o 22 - s _ 1 a2_ - ~1oTpo o To - i 32_ - e R
2&(32 -Fuzl) Bo = 2—R(8 nF«zl) R RBR Rb = zdia.glkl(ik‘ ulF.al) v
con ® = Rb
los elementos de este vector son A‘b;(lf—mFuz)/Z Y €1 cuadrado de su
noOrme es:
1 = ol -1gr 2 .2 S2_ SN2
(- wFe 1) 7'BbN® = T A% %ra(A%-mFe) (4.56)
de manera seme jante, para el centro del segundo conjunto
1 ol /o -1 _ 1 - /S -1 To ™ 1 3 /= -17.
Eﬂ(i*t .y 1) b—a—R(B’t o, 1) RRb=zd1as(A‘*t “, ) I ]
¥ Su norasa al cuadrado es:
1 = /= -10 2 _ .2 z /" 2
Tgﬂ(. + t -, I)7'® ¥ =% b‘ /ls(hl* t o, ) (4.857)

Si1 ambas reglones de confianza existen, entonces A‘o tv ., < o;

A%~ wFw, > O (ademas A, < O};

S1 se resta la relaciéon (4.57) a la relacién (4.56), se obtiene
1 od - —1ps 2 1 = -1z L2
NP wFu )T'BBNE - (B + tY e, I)7'e

L1 A% % a3%wrs)? - bi28a,+ Vs, 17 ) =

b2 Az 1
s t (4.58)

4 (A2-mFu)? aA,+ /o, )’]

ani, cada sumando de esta relacliéon es:
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“‘ { 7 K‘ _ 1 }( R‘ . 1
4 (a? 2+ tvo_ )

2. wFey) (a2 23+ Vs, )

N nFo,z) 2
En esta expresion, hay 3 factores:
es el cuadrado de un numeroc Teal:
de dos terminos negativos;

e}l primerc es positivo,
signo contrario.

el tercero es negativo,
Y el segundo es una SuRa
para saber

porque
el
determinar el signo del segundo término.

porgue es la suna
As,

de dos términos de
signo de

1a expresioétn se debe
A 1 (a, + t¥V o_ 1% + (wF - £t
Y - - i 2 2
(A%~ wFs,) zia » Ve, ) 203%- wFe ) (A, + v o, )
El

2
numerador de esta expresiodn es posttivo, mientras gque el
denominador es negativo, asi el término es negativo., y por lo tanto (4.58)
eg positivo, lo que ilmplica gue

1 a2 - ~lge L2 1 bl /= ~17 2
KR(B - nFual) Bbi© = ‘—Eu(ﬁ « t -, I) b 8
que es lo que se gueria probar.

lesn 4.24

Si las regiones de conflanza en (4.52) y (4.55) existen entonces
al aplicar la rotacion R:
i) los ejes direccionales de sus fronteras son paralelos a los ejes
coordenados.
i) y el centro de
mismoc hipercuadrante.

los dos hiper-elipsoides se encuentran en el
Peamostracion.

Si R es la matriz gue diagonaliza a la matriz siméirica &.x
tiene que para y = Rx,
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x"A"lx = ¥ diag( 1/A)y = k

¥ esta ultima relacién es la ecuacién de un hiper—elipsocide de eJjes
paralelos a los ejes coordenados, si y sé6lo si A‘. Az. A- ¥ k sean
del mismo signo.

Este resultado aplicado directamente a las fronteras de las
regiones de confianza (4.52) y (4.53), implican la primera parte del lema.

Por otro lado, la rotacién aplicada a 108 dos centros de las
hiper—elipsoldes

IR(BP- wFu 1) 7'Be = ldiagia (A%~ wFe 1) '1e
e Ve, 17 = Fdtag(A v v, )7

directamente se observa que las coordenadas correspondientes en ambos
vectores son del mismo signo, por lo que se sigue gque ambos est&an en el
mismo hiper-—-cuadrante. Queda demostrado el lema.

Los lemas 4.20, 4.21 y 4.23 implican que la region de confianza
usuml se localiza mas lejos del cero que la regién de conflanza auxiliar,
exactamente como ocurre en el caso de un factor.

Con un factor, se encontré que la region de confianza de -op de
longlitud minima, se podia escribir come la Interseccliédn de una regiétn

auxiliar y de una reglién usual.

Esta region se encuentra mas cerca del cero gue la usual, y mas
ale jada del cero gque la auxiliar.

En este momento se tiene la tentaclién de definir una region
seme jante para el caso de m factores, pero no es facll determinar el valor

de €, que minimice su "medida". Por esta razén se propone que e = oas/2.
A To=-175 T NETETIN) .
{= | &(m) V' &(n) = Fﬁ/am Y n{m | m&(m)/v Vix &(x)) = t e 3 (4.59)
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Esta reglén esta contenida en la interseccion de (4.852) y (4.585),

ambas con wmas de (1 - «/2)100% de confianza.

™.

B < g

N e

fig. 8.8 La regilon de conflanza (4.589);

vy la inteseccion de (4.S2) y
(4.585).

4.2.2 LA REGION DE CONFIANZA PARA *nop.

En esta parte se discute la construccion de una regioéon
confianza conJjunta para (xop 'nﬁp). asi como, la construccién de
intervalo de confianza para nop.
Leam 4.25

Dados los conjuntos:

A =

de

(m, I xR 8) | = ¢, th(x) - yi (&) s vV e2 - (" 8(m)IZ V(x"€) }

(4.60)

vy E =

(s, yiteTe(m) /K(aTerl = t.. |&(x) - yivG(&) s V2 - (e (m))2/ V(aTl) }
3 3 1 1 3 3

(4.81)
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donde e, es cada uno de los vectores de la base

para i =1, 2, ..., ®m;
canénica; y A{x) = B° + b2 ~ N(n(x), V(k(x));
entonces P(A) = 1 - w2 ¥y P(El) = 1 - a/2m, implica
P(ANE nE_n ... "nE)=z21 - «.
1 2 -
Bemostracion.
Se sabe que 1 = P(AuEx) = P(A) = P(E‘) - P(AnE‘) y esto implica

que1!1—&/2*1—«./2:1—P(An£l)oP(AnEl)tl-a/‘z—m.

Por un procesc seme jante se tiene que P(AnElr\Ez) x 1 - &2 - a/m,

¥y en general P(AnElnEZn nE‘)tl—a./Z—lc/Z.): El lesa se

cumple cuando i = m.

Toorems 4.11
Si las v. a. ¢(x) y kA(x) son independientes, P(A) = 1 - a2, ¥y

P(E‘) = a/2m; entonces €l numero t en (4.680) es la solucion positiva de la

ecuacioén

t = /((Z/Q’z/(n-(-~:)(-oz)/z)_ 1)m

¥y el niumero tx es la soluciéon positiva de

t = ‘/[(2-/0‘)2/(.-.-(-.”(-.2)/2)_ 11lm

Pemostrecion.
Por los teoremas 4.5 y 4.6, se sabe gque los numeros t y "1 tienen

la forsa

t =V i1/ - 1im

donde &« es la significancia y m los grados de libertad correspondientes.

Si en esta formula se sustituye la significancia y los grados de

libvertad de los conJjuntos A ¥y El. se tiene lo gque afirma e] teoream.



Feorems 4.12

Si el disefivc cumple las propiledades de simetria (4.32). (4.33) y
{4.34);: entonces 2(:) ¥ ;(x) son independientes si y sé6¢lo si el disefio
cumplie la relacion

D<) + (m-1IEXT xE ) - (..4)();:)‘?))2 = o, (4.82)

Demostracion.

Como ;(:) Y i(x) son v. a. normales, entonces Cov(‘i(:). i(x)) = g
8% y s6lo si ¢(=m) y 4A(x) son independientes.

Covie(m). &(m)) = CoviB_ ., b) + (2Cov(B_. B) + V(B)s2)Tx + Cov(b'w, Bm)

Pero se sabe qgue el disefic cumple las tres condiciones de
simetria, por lo que

Cov(Zixm), A(x)) = (2Covi(B,. B) + vib))x = diagi2Cov(B_ . B, ) « V(8 )/ /2)=

este térmalino es cero, independientemente dJdel vector =, sl y sélo si&

2Cov(B_. 8, ) + ViB /2 = O.

Al sustituir {(4.38) y {(4.37) en esta ecuacliédn se sigue que

2
27 1
i3 + =0

(n(-—nzx‘fjxiJ - -(foj)z « nDx} ) z;;xfj

n(Tx} (-—-))thjx:‘) - (-’4)()}‘2,)2 = O

¥y esto implica lo gque afirma el teorema.
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Yecorema 4.13

Si el diseﬁo cumple las propiedades de sinetria {(4.32), (4.33) y
(4.34), entonces V(t(x)) es diagonal y gue L(x) 1% k(x) son independientes,
sl y s6lo s1 los puntos del disefio cumplen las relaclones:

« -  Vim+1)3%+18 - (m-1) 2 2
oy, = z DX %, (4.63)
2,2 _ n(V(m+1)%+16 _+ (m~1))
(e, = ZTm+d) D‘U .J (4.64)
Bemcstrecion.
Suponga que vV(eZ(m)) es diagonal y que ¢(=x) y &(=m) son

independientes, entonces se cumplen simultaneamente (4.50) y (4.62).

51 de (4.62) se despeja ():xfj) Yy se sustituye en (4.50) y llega a

vim+1)3+18
=

4 — (m—1) 2 2
> >t S

v 81 en (4.62) se sustituye este término, y se despeja a (f)(?_')a se 1lega
-

2
(D(z 32 = nt (m+1.\2+16 )-c' (m—l))):x

{m+ 13 kJ

gque es8 lo gue afirma el teorema.

Una manera de tener un disefioc que cumpla las prepledadeos que
e establecen en el teorema 4.13 es la sliguiente:

1) Escoja 3 subconjuntos de R", B, D, v P

e gque cumplan las
propiedades (4.32), (4.33) y (4.34).

i1) Obtenga el conjunto D¢6= D‘u aDzu 6D3 maAs las repeticiones en el
centro.

i1i) Encuentre los valores de a y 8 que permiten que Bu cumpla las
condiciones (4.63) y (4.64).
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Por ejjemplo, para dos

factores se
<cumple las condiciones

tiene el

sigulente disefic que
{4.32), (4.33), (4.343).

{a.82). (4.683) yv (4.84).

si B1 = D2 = {t(1. 1), (1, -1), (-1, 1), (-1, -1)}
y B, = {{1. 0)Y, (-1, O}, (O, 1), (O, -11}
B-&’ B‘u uDzu 6D3 = {(1, 1), (1, -1), (-1, 1), (-1, -1), «l(1, 1),
«{1, -1}, af{-1, 1),

al-1. -1), &(1, 0O), &(-1,
adeads 13 repeticiones

0), &(0, 1), 8(0., -1)
en el centro.

Los valores de « Y 4 se encuentran observando que:
), = a1+ ah) »23% IxPxE = A+ ety IxT, = a1+ o) + 232,
luego sustituyendo en
Yy n = 25;

(42.83) y (4.64) estos teéerminos.

con 1o que se tiene

recordando que m = 2

4(1 + a*) + 238* = B8(1 + ")

(401 + a®) + 28%)% = 50(1 + o™

Ila soluwcidn de este sistema de ecuacliones es:
o?= 8 & VBT, v 8* = 2(1 « a%)

con lo gue finalmwmente se puede encontrar 10s puntos del disefio.

Intervalo de confianza para el wvalor individual de

Para encontrar el intervalo de confianza de
region en R™! que contiene a (x, wni=m}) con (i -

nop se encuentra uns
por el conjunto:

al)100% de confianza, dado

Lim, ¥) 1 inim) - yi = { &¥(mix) I1*® para todo x € R™) (4.65)
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iemn 4.26

Una condicién suficiente para que (x, w(x)) esté en el conjunto

(4.85) con (i- a)l0O0O% de conflianza es gue

k= (me1)(m+2)F ) mezivz: notmeldimeaisz ~2

Besmostracion.
De acuerdo al lema 4.5, la relacion
ja(x) - nlx)i s { kvin(x)) 132 para todo x € R™
es egquivalente a k = ewww  lwess® Y como W) e e es
idempotente de rango (m+1)}(m+2)-2 la variable eTw( HTH)'IUTe/o'z se
distribuye como una za con (m+1}(m+2) /2 grados de libertad, ¥y por

consecuencia

efwww) 'wle o
(m+1) (m+2)o02r2

con (m+1)}(m+2)/72 y n - (m+1}(m+2)/2 grados de libertad.

con lo gue se sigue que
P((m+1) (m+2)F r2 = e'W(W W) 'Wes/e®) =1 - a

implica que k = (“1)(-*2)[:(.01)(-*2)/2; n-(mel)(ms2)r2 72

¥ gqueda demostrado el lema.
se tiene que:

Asi cuando 2k = (m * 2)(m + 1)F‘-’m'.’“/2_“_(-.2“_”,,2

n(m) € (nix) - vkV(n), =im) + vkv(n) )

para todo x € R™, con un 100(1 - a)¥% de confianza.

Ahora considere que =x. %X, ¥y x, son los puntos donde

atm) - vhvin), 2=y alm) + vhkv(m)
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slicanzan su valor maximo, respectivamente, entonces

Bax {n({x) - Vkv(ngp) = e = max {n(x) + vkv{(gn) }
con (1-«)100X% de confianza.

Esto da origen a un

intervalo de confianza
conservador para nop independiente de la posicién de

x_ .
op
Befinicion.

El intervalo de conflanza para nop es el conjunto

{y | max {a(=) - 49(5%) = vy = mgx {n(x) + vkV(n) }

es el intervalo de confianza para -nop.
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5. CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES

El trabajo se presenta en tres partes: En la primera parte se
revisaron, de manera general, los métodos y los disefios utillizados para
encontrar el 6ptimo; en la segunda parte se propusieron sliete variantes al
mEtodo de ascenso por pendiente méaxima y. posteriormente, se exploré su
efectividad mediante una serie de simulaciones; y por ultimo, en la tercera
parte se dleron los elementos para obtener las regliones de confianza para
-ﬂp y nop ¥ se propuso una; posteriormente, analizando estas regiones de
confilanza se determinan algunas de las condiciones experimentales gue

optimizan las estimaciones.

Los resultados obtenidos de las simulaciones son muy claros al
sefialar que la séptima variante al método de ascenso por pendiente maxima
es la mis efectiva en los casos considerados; Yy ésta es una de las
aportaciones de este trabajo.

Las modificaciones gue se hicieron al método de pendiente maxima
Y que dlieron lugar a la séptima variante fueron:

i) Un nuevo criterioc para elegir la longitud de paso.
ii) Una nueva manera de encontrar el centro de los subsecuentes
disefnos.

iii) La incorporacién de toda la informacién disponible al momento de
obtener los estimadores.

iv) Un proceso para elegir, en cada etapa, un disefic gque abarca
mayor area gque los anteriores, donde aun es razonable estimar a
la funcién de respuesta con una funcién cuadratica.

v) Y la determinaciédn de un criterio para finalizar la busqueda del
Sptimo; dicho <criterio esta relacicnadec al hecho que ;np

pertenezca o no al conjunto de extrapolacién S; ésto equivale a

pedir gque ;op se encuentre “cercano” al disefio.
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Se utilizaron 3 criterios para calificar la bondad de los dife-
rentes métodos de busqueda.

1) La desviacion media estimada: tanto de xop como de L
ii) El tamafico de muestra requerido para tener las estimaciones.

1ii) ¥ el tilempo de computo consumido.

Los resultados son:

Con respecto a la exactlitud: La séptima variante proporciona
est imadores mucho mas exactos y precisos. Esto se puede resumir de 1la
siguiente manera: la desviacién media empirica de ;op, con cualgquier
otro método, es al menos 100

veces mas grande que la desviacién media
empirica del mismo estimador obtenido con la séptima variante. Esto se

observé aun en los casos en que el o6ptimo real se encuentra le jos del punto
de inicio; o bien, cuando

son elipses alargadas.

las curvas de nivel de la funcién de respuesta

Con respecto al tamafio de la muestra: En
cons iderados

est imadores.

todos los casos
la séptima variante requirisé de pocos datos para obtener los

Con respecto al tiempo de coéomputo:

La séptima variante tardo mas
que otros; pero,

cabe mencionar que con este método es necesario invertir,
la matriz asociada a los datos:
guardar en memoria

en cada etapa, y también es necesarto
la informacion de todos los disefios y é&ésto aumenta el
tiempo del proceso computacional; sin embargo, hay que recordar gque existen
algoritmos para invertir matrices que reducen el

tiempo de cémputo y que
me joran la exactitud de los

redondeos; ademas de que el problema
computacional es cade dia menos importante debido a la enorme velocidad de
los equipos.

Por otro lado, al analizar las regiones de conflianza para ;op: en
particular las regiones en (4.45) y (4.48), se observa que la frontera de
estas regiones de conflanza dependen de una forma cuadratica de ;. y de las
varianzas de las coordenadas del vector éA

Cuando i esté mas cerca del origen (y por consecuencia = = B 'p
esté mas cerca de €1)

o cuando las varianzas de los elementos de B sean

menores, las reglones de confianza tendran menor medida. De aqui se
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desprende gque hay dos aspectos gque reducen el tamafio de la regién de
y el segundo, gue

confianza: el primero es. que xep esté cerca del origen;
la varianza de los estimadores de los coeficientes del modelo sea pequefia.

Cuando ;ep € S, ;op se encuentra “cerca” del centro del disefio y
por lo tanto su norma es "pequeha”.
Cuando el area gque abarca el disefio es mayor y cuando se utiliza
una muestra mas grande, la varianza de los estimadores disminuye.

Estos dos aspectos fueron considerados en la séptima variante,

lo gue de cierta manera se Justifica el porque la precisién empirica de

por
estimmciones con este método resultaron ser pegquefias.

las
simulaciones no soélo
sino que también
de 1iniciar dicha
la funcion de

lLos resul tados proporcionados por las
permiten sugerir el me jor método de busqueda del optimo,
sugieren algunas acciones que se pueden tomar antes
busqueda (al menos después de una primera estimacién de

segundo grado).

los resultados de la simulaciotn parecen indicar gque

Por ejemplo:
como el factorial

con un disefio de simetria “regular™
2™ o el simplex, se obtienen mejores estimaciones cuando

nivel de ;)(.) son circulos concéntricos al optimo.

con respecto al cero,
las curvas de

informacién se puede conjeturar gue si se aplica una
las curvas de nivel de wn(m) de elipsoides
¥ en este espacio transformado
podrian me jorar las

Con esta

transformacién gque convierta
"alargados" a unos mas cercanos a circulos,
se elige un disefio de simetria “regular", se

estimaciones de -op y de m.

Esta transformacién debe estar en funcioéon de
muestreo piloto. (B = - RTAzR. con R una matriz ortogonal,

diagonal y T = AR la transformacion)

los datos de un
A una matriz

simulaciones se

llevar a cabo las
81 ocurre

Debe notarse que para
consideré unicamente el caso en que la matriz A es Invertible;
que la matriz i proporciona evidencia de ser singular se recomienda hacer
por ejemplo: de componentes principeles, para

un analisis anterior,
factores en la ecuaciétn y tener una matriz no

reducir el numero de
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singular.

Para terminar se recomienda para trabajos futuros:

Realizar mayor numero de simulaciones variande la funcion de respuesta,

aumentando el numerc de factores y cambiando la forma de #n{=x).

Iinvestigar sobre las caracteristicas de la matriz Vlz(x)). para determinar
condiciones que permitan

invertirla facilmente
diagonal.

aungque no sea

Efectusr algunas simulaciones, usande un disefic con 1la transformacion

previa, sugerida anteriormente, para ver si se me joran los
resuiltados.
Explorar las propledades estadisticas de ia transformacién antes

wenc ionada.

Buscar otros disefos, por ejemplo., rotables gque cumplan las condiciones

que se enumeraron para obtener las regiones de conflianza.

Aplicar lo desarrollado en este trabajo a casos reales,

para constatar su
eficacia, ¥y

para determinar gué limitantes presenta su aplicacién
a problemas pafticulares.

Investigar sobre 1las propiedades del conjunto §,

concretamente las
esperimentales.

para determinar mas
regiones de predictibilidad de los disefios
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APENDICE |

DiaGrAMAas DE BLOGUE DE LOS METODOS ANALIZADOS.

En los diagramas de bloque que se presentan se utilizan los

siguientes términos.

CHME = (Y—;)T(V—Q)/(n—m—l) el cuadrado medio del error, o
residuo.
CMR = (;'—‘_I‘)T(;’—V)/m el cuadrado medioc de la regresion.

En estas condiciones, el cociente CMR/CME bajo la hipoétesis

Hu: Bl=0 ., para toda i = 1, m; tiene una distribucién F con m y n-a-1
grados de libertad. Cuando este cociente es "grande"” existe evidencia que

para alguna i, 5]:0; Y por lo tanto, al menos uno de los factores influye

en la respuesta.

CMEP = (Y(O)—V(O))T(Y(O)—V(O))/(n‘—l) el cuadrado medio del error
puro; en esta expresion n, indica el numero de repeticiones en el centro

del disefio.
CMER = [(Y-¥)T(Y-¥)-(¥(0)-¥(0))T(Y(0)-¥(0))1/(n-m-n ) el cuadrado
medio del error por falta de ajuste.

El cocliente CMER/CMEP bajo la hipétesis que los datos se ajustan
bien al modelo, tiene una distribucién F con n-m-n .y n‘—l grados de
libertad. Si este cociente es “grande", entonces existe evidencia de falta

de ajuste y de la presencia de curvaura.

FI Yy F2 son los valores correspondientes de la distribucién

F con una significancia a.
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DiacRas DE BLOGUE DEL METOBO BE ASCENSO POR PENDIENTE
Maxima

se comienza con ¢ = 0. (¢ es el centro del disefio).

Est imar laa funcisn de
primer grado

Y = W8 + € r=1

CMER s CMR
ewer Fie < ewe Fa
no
52 no
completar el dlisefic y
dozt??er :vai) estimar la funclon de
i =1 1 segundo grado

Y = WB + ¢ r=2

‘ I =1+1 1 que Y(x)=Y

= *"‘i;'*c’*C\i

c = idv + ¢©
no | PATR J= 1, n

l Y =1)Tlav+c7+e‘1

1
Y)=n(idv+xj)+e

3%
=) L
n, es el numeroc de puntos del
disefio de primer orden.

3
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Diagrama de la primera y segunda variante.
La explicaciones de # y I, coinciden con las del diagrama
del método de ascenso por pendiente maxima, la doble raya { m— )
indica el flujo de la segunda variante.

se comienza con ¢ = 0. (¢ el centro del disefio).

Estimar la funcioén de
primer grado
Y = W8 + € r=1

CMER si
[7_\ ‘

ke
j Completar el disefio y
estimar la funcién de
segundo grado
obtener 4 tal que Y = W8 + € r=2

T T -1 1 _
(1 av™)(wTw) [dv]“’ T

-, no

Obtener v

x =% t.al
op
que Y(m)=Y

d = 3vZ o"/(alvt*'. cova v))

obtener para i=0,5 *

Y‘= n{ idv+e) + €,

est 1taar

Y|= a + bx‘+ cx

F c = —Eb/éc)dv

para Jj = 1, n n, es igual al tamafio del
disefio de primer grado.
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de la tercer variante
incorporar la nueva informa-—

Piagrame

En esta variante ila matriz W se forma al

cion conforme se vaya obteniendo.
se comienza con ¢ = O.

;k = numerc de observaciocones }

en la matriz W.
la funcidén de

5 Est imar
; primer grado
f Y = W8 » ¢ r=1 }
CMER si CMR
oMer T e S 2
jno o -
i
i -1 4 no
. -
i i Complietar el disefio y
{ Obtener v : estimsar la funcidon
_f_ { segundo grado
obtener drtafrqufl R i { Y = W8 + & re=2
= T
(1 av')(w'w) [dv} 1 ;* T
: Ji . tal
l kK =k + _5_ '? ! que Y(x)=Y
obtener patfa i=0% H FIN
Y‘-‘ wlidv) =+ €, 1

I Testimar
I Y=a$bt’ct2

1 1 ]
H

b J

[ © = ~br2cdv = t v ]

. j
] para = f. n, n, es igual al tasafio del
l ij nic + ¢ ,)) - L_) diseho de primer grado.
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Biagresa de la cusrta variante.
Esta variante modifica la salida del método de ascenso por pendiente
maxima, condicionandola a gque xnp este en la region de extrapolacion.

se comienza con © = 0.

Est imar la funcion de
primer grado

Y =W + € , r=1

——] 2SSt jﬁ no

Completar el disefio y
do:t?;xer‘ :l"yi) estimar la funcion de —
- l-ax 1 segundo grado
T Y =W + ¢ r=2
g
[Y =w{idvseTvs, ] 1 T
T op™ % tal
M = =
L, T =1+ 1 I que Y{x)zY

si
= ¥ 21
p{ Idv+c +c‘ FIN = € S8
4

e = (I-T)dv + ¢
para Jj=t, n, + o
_IQ Y, = nlc +x )+e, [ c == ] 1
L L
T,

[ para j = n
ngn(e #x})ocj

n, tamafico del disefio de primer
grado.

n tamafio del disefio de segundo
grado.
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Biagramsa de 1a gquinta y sexta variante.

La explicaciones de % y %%,

indica el filujo de ja sexta variante.

se comienza con © = 0.

la dobile raya

coinciden con las del diagraaa
del método de ascensce por pendiente maxima,

{ o— )}

(c el centro del diseRo).
—
Estimar ia funcion de

primer grado

i Y = W8 + «© r=1

obtener d’taf;aue
T T -1 1 _
{1 dv ' ){W W { dv] =

P

1 - ~
i d= 3T ofta, v =..
i / FIEY

- B 4
a2 =

T

i blener para i=0,

© g )
Y1= ni idvec) ~+ €,

estimar

.2
= + Dx - 9
Y‘ a X, exy

i

‘i c = —(b.2c)idwv

i11e

Lgapletar el disefio y
estimar la funciéon de

| segundo grado H
: Y = W8 + & r=2 i
. 4
= =x tal
op - -
que Yix)zY
4+
st
‘ope s ——> . fin
» +
! c = x ;
op H
e -+
paTa j = 1, n -
; ’=n(x +c) + c’ }*————u
n, tamao deil disefro de primer
grado.

n tamafho del disefo de segundo

grado.



diagrame de la septima variante.

se comienza con c© = 0.
X es el numero de observaciones en la matriz W.

Estimar la funcién de
primer grado

Y = WB + & r=

‘__

l Obtener v

CME
E 2

CompI etar el disefio y
estimar la funcién de

[c=

~bs2cdv =

]

para Jj = 1, n
YJ= nle + ¢ xj) + £,

1

Y

1185

segundo grado A E——
obtener dethque1 1 Y = W8 + ¢ r=2
(avhamo [ L] =1 T 1
= v = tal
= + gque Y(m)xzY
obtener para 1=0,5 _(___s_l__ = € s
Y‘== n(idvec) + €, 4
l o
esti-ar I ° =4;op 1
Y‘= a + bt + ct2 i
para j = 1,
l | Y1=n(ll* e) + €, J

n tamafio del disefio de primer

grado.

n tamafio del disefio de segundo

grado.



APENDICE 1l

RESULTADOS BE LA SIMULACION

En cada tabla se indica:

1) La matriz de la forma cuadratica que define la funcién
respuesta. La matriz A.

2) El punto donde se localiza el éptimo.

3) E1l disefio utilizado.

4) La desviacién estandar del error de observacién, o.

5) Y el método empleado.

El punto xop.

Los resultados que se presentan en cada tabla son:

1) La variacién empirica promedio de la respuesta maxima dada
por:

- Y3 1 -
1 DM(n )= T (n - = |/S00

2) La razén de la variacién empirica promedioc de
maxima dada por:

2e RV = ¥ |~n°p— n°p|/5000‘

la respuesta

3) La variacién empirica promedio del punto é6ptimo, dada por:
- = - = -
3 DM(m)= ¥ Ixop = 1 /s00

Yy 4) El tamafio de la muestra promedio para converger,

dado por:
4 N = ¥ N/S00.

la simulacién se efectué en la computadora Burroughs-—-800 de
la UNAM. (actualmente la A-12); cada corrida tuvo un tiempo limite de
10 minutos de proceso de cémputo, sl en ese tiempo, no llegaba a

encontrar los estimadores, se consideré que el proceso no convergia.
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TABLA DE RESULTADOS 1.

Y = -10.000 + 800x, + 800x, - 2x° - 2x2 + &
= _= (200,200) .
L 1* DM(q._. ) 2= RV -1 1
disefio factorial. as DM(x..) s ® A = [ 101 ]
T T !
M| M2 | M2a S l M2c } M2T MzaT| M2bT| M2cT
i
TO0017 TA37. 9 454.9 | 158.a .0124|.00282|.003 A TE-G{1*
. 00054 [ 1438 S00.9| .1247].00881{.01113{1. 4E-8la*
. 00834 | 13.26] 12.46| .0333{.327 . 0338 ). 00006 | 3=
30.07 B! 11.0 11.0] 386.7 44.4 44.6 20.0 lav
00025 {889.0 B589.0 |.0697 |.0075%].00892] 4. 76~
2 |-00127 44987.0!29845.0}.0345 |.037 . 0446 2.3E-
. . 00980 18.42 |iB.8 .0449 |.0507 |.0812 ocooos
30.02 \11.6 11.8 az_.07 las.s 47.60_ {20.08
- 0o0043 3652, 0]1293.0.0852 [.0073 [.00814 5. 3E—
3 |-00146 39895.6{4318.0!.0285 |{.0244 }|.0271 |1.3E-7
. .01304l186. 22.04 {20.58 {.053% |.0510 }|.0S522 |.00001
30.20154.47 113.88 (14.00 |12.67 |62.31 la7.94 1s51.85 l20.18
TD0051(12.38 [2310.0]1716.2[1539.1.0118 |.0112 |.0118 |4.8BE-8 |
4 |-00127(32.08 {S5775.2,4290.5|3846.6|.0288 |.0280 |.0292 (9.S5E-8
. .0140 [18.94 [|28.08 [25.45 {19.86 |.0646 |.0595 {.0637 |.00014
30.07]71.25 |15.45 115.9 13.0 86.9 .46.9 |.52.3 20.27 |
T00081 72,7 1845. 02422 893 0186 [.0223 |.0193 |5.7TE-8
g | 00162145 3890 4845 17.3 .0308 |.0372 |.0333 |9.3e-8
: .01834117.35 (26.93 {29.84 [16.17 |.0729 |.0834 |.0865 00017
30.27(85.54 |17.86 ]17.65 l14.46 l95.56 la7.11 . TJ
00036 (3. 27 3 02 . . 0205 L0252 N
6 [-00161]5.4 S6585 5837 17.6 .0299 |.0360 R
: .01954118.58 |35.84 |35.48 {19.08 |.0719 |.0981
30.42]100.3 {20.12 {21.32 {14.47 1110.2 }48.5
00104 9. 97 3348 175 1432 0247 |.0248
7 |-00142(14.25 |ag23 4536 19.20 |.0311 |.0308
. .02034(18. 4 35.08 |34.55 l22.68 |.0721 |.o09s88
31.411116.5 120.0 22.52 |15.6 135.7 {44.67 .
00130 (.0130 |4a695 5155 ~1554 1. 0151 | 0178 |.0167 |7.6E-8|
g |-001631.0186 5869 6443 .1752 {.0304 |.0356 |.0334 |8.8BE-8
: 0227 (15.25 la1.9 40.82 [18.25 |.0646 |.0758 0745 |.o00020
30.08 {133 25.5 26.36 |16.4 92.37 146.17 |54.40 (20.4a8
TO0IZ6 [237.85 |6 . 1.3[258.5 |.0165 |.0431 |.02 7. BE-8§ |
g |-00140|263.8 |7318.7|7979.3{273.8 |.0329 |.0479 |.0317 |8.S5E-8
: .02224125.53 |46.33 |S50.51 {25.75 |.0761 {.1173 0845 |.00020
31.301114.0 i24.68 [23.36 i15.63 !140.25146.35 |65.28 |20.49
TGD173[57.79 |5816 6211 i57.45].0278 |.0387 0289 |6.9E-7
o |-00173|57.79 (5816.3(6211.4]157.45|.0279 |.0397 0288 {6.9E-7
. .02564 |{20.26 |45.95 |47.29 |(20.42 |.0867 |.1140 08957 | . 00022
32.07]1131. 14124 .8 29.89 116.42 [156.21({46.86 |68.24 |20.S51
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TABLA DE RESULTADOS 2.

¥ = -2500 + 100x, + 100x, - 2x; - 2x2 + &
= = (25, 258) N
P e M) 2+ RV 14
Disefio simplex S DMUx., ) e W A = [ 11 ]
=2 [ .
o M1 M2 M2a

MZ2aT M2bT M2cT

TOO345 | TO0ETA|1 3E-6 1+
.03453{.04149)1. 3E~5 |2
. 0365 . 0376 . 00073 |as
35.84 35. 37 16. 24 3
00841 |- 00831 ]3.0E-6
.0470 .0432 1.S5E-5
.0877 {.0S41 {.00103
39 59 398.97 16. 66

.O1602 . 04301 (4. 5E-6]
. 0S34 . 0796 1.S5E-S
.0764 |.0804 |.00135
41.75 {a3.53 [17.01

T02237 . 019071 ]6. 6E=

.0S621(.04783|1.6E-5
.o8840|.08094 | .001862
47 .84 48. 52 17.20

TO3714| 03338(11.0E-B
.07431].06664 (2. 0E-S
.1145 |.1184 }.00181
56.99 53.81 17. 40

0482 .0463 [B8.5E-6|

TDOG10[11.51.20.59
; |-00103]115.11208.8
. .00125(2.32 |2.73
29.07113.16110.54
. 00018(10.89(34. a3
> |-00077 |S4.45]172.3
. .00680|2.31 {3.74
30.02l20.8213. 95
CODZ2Y | I§1.55

5 |.00076|33.54|305. 2
: .00387|2.13 |5.65

28.20124.04]18.57
G 10,24 150, 1
4 |- 00085133.51{375.8
: .00a14l2.13a}7. 109
30. 47 27.72|22.84
00081 {8.54 (241.7

s |-00122]19.08483 4
N .0083411.94 9. 00

30.27|31.54]30. 24
TO008Y 8. 67 (2447
& |.o0161l14.4 l407.8

. 0771 L0771 1. 4E-S
.01064{1.83418. 702 . 1287 . 1281 . 00180
30.401298.8629.35
O

60.50 {57.41 |17.28
. 7.25 [B657.5 s A TTToB00 1 0538 |1.3E-58
7 |.00140|12.08|823.1 . . .0750 |.0674 |1.6E-S
- .00s34|1.51 |11.8a [10.52 [1.10 {.0981 [.1476 ].1382 |.00Z214
29.47|34.28141.44 |39.69 |16.28)37.68 |75.11 |73.43 |17.20
. 1 |14.77 [7708.5(710. 12 [B.a8 T0612Z |.0634 (.0786 1.
g |-00143118.42{8566.1(790.56{10.6 |.0778 |.0737 }|.0873 |1.9E-5
: .01283|2.36 |23.0 13.4 1.49 }|.11364[. 1560 {.1S68 |.00245
30.80|32.68[46.51 |a7.17 |16.2949.20 [74.70 |76.58 |17.46
L0071 & 3 rrog 2710 1 {7782 70596 1.0663371.0786 |[1.7E-
g |[-00135(15.1 |8556.5/790.4 |8.83 |.0662 |.0737 |.0873 |1.9E-5
. .01234|2.36 |23.01 }13.42 [1.49 }|.1129 |.1564 |.1636 |.0024S
31.37{32.68{46.51 {47.17 }[15.29149.20 |74.70 |76.58 |17.46
00123 19. 58 |970.1 [1403.7|8.87 |.892 0700
1.0 |-00123|8.88 |970.1 |1403.7!8.87 |.oB89 |.0700
. .01574(1.57 {1S.27 [13.77 }1. 98514117x

. 0627 1. 7E-5
. 0827 1. 7E-5
. 1558 . 1433 . 00258
39.64 |76.74 187.92 17.54

30.01/34.94150.69 |50. 14 16.62
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TABLA DE RESULTADOS 3.
Y = -180000 + BUOx, + BUOx, - 2x7 - 2x5 + &
- .
x,,= (208,200) 1® DM(n . ) 2e RV
R _ -1 1
Disefio simplex 3 DMIL ) P A = [ 1 1
2 M1 [ Mz2a| M2b| Mac|{ M2T M2aT| M2bT| M2cT
CO00T7 (1154 [1218 [1285 10897 00456 (. 00500 . 00OB6B0 |[4.8BE-D |1
1 |-00173111542]12184|12955|10972|. 04561 | . 0S003 |. 05609 (4. BE-8 |2
. . 00826 |20. 12|21.04|21.70(20.29!.0413 |.0419 0458 00008 |3
30.07]23.40|9.77 |9.99 |9.72 |49.32 |41.68 [40.68 [16.12 |e=
T288 (2703 (2357 | 1088 00872 [ 01001 [. 010 TZE=
2 .00127|64.43|13517| 11788 5432 0286 |.0501 0574 {2.6E-
- 008980 |21.54({31.18|29.00|19.11|.0494 |.0594 0613 [.0001S
30.02,69.03[13.51/13.42[13.24({99.99 l4a6.58 |a6.8a li6.84a
TGO0RY 1088 [IE7as 13587 11621 Gi68 |.0108 01721 (5. 2ZE-8|
3 |-0014613631 {12260 10955 (3436 0564 |.0662 0574 |1.7E-7
: .01387[18.08 |35.89!35.20/16. 16|. 0705 |.0849 0783 00017
30.20]120.8|20.44|18.57]13.32/118.2 |49.86 |53.94 |16.90
TOO0BY (1182, (52551 (54388 (121741.01897 (. 02287 1. 02241 6. 2E-
4 |-00128 28065|13139/13594 [30431/.04742/. 05621 (.056131.5E-7
: .01414/21. 16 |64.72[44.93{21.50].07971|.09350] . 09094 ] . 00018
30.47]112.5|22.20/20.66|13.59[133.0 |56.82 |S9.12 [17.10
" Y {83387 70,068 [1102 |. 01892, 0243 O3I138| 1. 1EZ7
5 |-00162[1916. (1067614192 (2204 {.03984/.04981!.06264 2. 1E~
. .01834)16.04(46.11|4a7.81|19.73|.0893 |.0889 |.01030]/.00022
30.27{137.3(26. 16|26.01[14.67{151.02|60.28 |65.42 |17.18
B 3 §7244 |913 02014 |.0345 [.0448 [1.0E-7
s |-0018111838. (21781 ]16207 | 1502 03023 |.0573 0746 |1.7E-7
. .01984 [18.98 |83.96|57.81}15.23({.0921 [.1127 1201 00029
30.33 199.4]|29.58130.01/15.21/153.36|64.86 _|63.79 l17.10
. I 1031810966 1136 @390 |.0493 0433 |1.1E-
7 |-00180B11118 |14740[15666 | 1622 0621 |.0700 |.0619 (2.3E-
. 02034 ]13.e5({80.03{61.82)20.68). 1031 1344 }. 1249 00026
31. 7_‘;‘;! 38.20]41.66[15.30[148.81|71.85 |68.33 |17.30
11000 16585 [800. 1|. 0264 |. 0408 |. 04863 2. TE-
g | 901831234 [13750(20731({1000. |.0335 |.0511 0579 |3.3E-7
. 02283)18.09|61.6 |70.33]11.05].09254(. 1207 1268 00030
30.80/149.5(36. 28{40.57{15.75]180.5 |84.48_ |76.09 [17.34
. 903 1960312618812 0362 C065231. 0512 [2.4E-7
g |-00140;1103 |21781 14020 902 0402 |.0724 0613 2. 7E-7
. 02234|18.30({78.44{67.81(14.17(.11998 .1515 1453 00029
31.37)]188.3[43.32[46.73]/15.75]168. 16[86.48 |79.07 |17.54
0173 17190 {19000 | 756 0321 |. 06850 0534 |1.8E-
1.0 00173 | 768 17190 | 18000 | 796 0321 |.0690 0534 |1.9E-
- 02574 (12.86{72.12[76.74]14.50(.1131 |.0157 |. 1403 00031
32.01[166.956.52[42.44/16.01(189.7 |91.83 [96.92 {17.32
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TABLA DE RESULTADOS 4.
Y = -1285 + 6.48x, + 6.48x, - 1.0081x7 + 1.983x x, - 1.0081x> + &
=, = (200,200)

1* DMUn . ) 2* RV hd
- -1 1
Disefio factorial. e DM(x..) AT A .09 .09
o2 M1 M2 M2a M2b M2c | M2T M2aT| M2bT| M2cT
ZTIIN (21353 (21316 "{Zi636 (1284 ZTTE=G |1
1 |2.11451213542(213107 |216468 |12844 2. 7e-5S |ae
: 3.5756 |466.4 1473, 4s57.6 374 . 00779 |3
1353 |13.0 11.12 11.08 11.1 26. 19 lae
. 9421 5034~ T (1068589 | 1867 I TE-
> |1.2734 47103 |25171 5342998 |9337 1.6E-5
. 3.89061]412.79/360.51 |986.43 |347.6 Para éstos . 00879
1327 |35.52 |12.44 12.72 12.64 26.62
280174652 4705321694171 1282 2. 6E-
5 |-.93632[15501 |1.7E+7 |2 1E+6 14144 no hubo 8.8E-S
: 4.1047[314.1 [1713.53]1054 2243 i . 01580
1311 448.88 13.88 |14.89 13.22 | Convergencia gﬁsggs_l
B 5112379 21262 1403 R —
5 |- S1543|3141 127832 |53157.7 3524 1.38-5
. 4.4164)268.4 {556.65 [438.7 548. 5 .01142
1288 |74.12 [17.84 17.26 14.03 26. 42
. 10714 (127768 T [868 N -
s |-72e84|9248 21428 25552 4343 . 01288
. 4.6434 (323 4121 398. 2 176. 54 . 12781
1274 _|86.38 [19.24 1g.44  {15.78 24.988
378134105 80711 4301777713428 2. -
c | 626386843 96686 7338 5708 . 00445
: 4.7234 192 . 08299
12697 14.14 25. 597
TREY | 1355 TTES
7 |.85137 1993 9. 6E-4
: 4. 79684 169 . 04718
13656 15. 42 26. 12
39782 T2E=
8 2043 . 01028
. 171 . 1034
17. 2 25,57
2519 ~OE—
s 2799 6.7E-3
. 156 . 18350
16.95 25.83
2551 1. 3E-
1.0 25851 1.3E-2
- 102 . 15054
17.74 24.58

121



TABLA DE RESULTADCOS S.
Y = —630 + 419459><1 + 50.40)(2 - l,OOSxf - 7.9838x‘:n:2 + €

pa g (0,25) 1* DM ) 2% RV
Disefio factorial. 3* DM{x , ) 4* N A= 09 09]
P M1 7= M2a Mzb | M2e| M3 M3a | M3b M3c
TZO8N |39 725 [1S05 e300 ] . 2E—4d]1e
1 [2-0688[3862 (7264 18058 (6301 9.2E-3 {2
. 3.8431|55.43|71.07 [143.47!75.4 . 16169 |a*
1287 [11.0 [11.0 11.0 11.86 20.19 e
T2ABTIY 2130 (1258 395 573 1. B8E—3 |
2 |.12221]|1065_ |s298 1979 2869 7.8E-3
: 3.8261|35.57 [87. 1 59.54 [64.1 .21413
1 13.6612.48 112.72 [12.94 20.24
N I'T2% [2a5 1504 aB1 2. 3E-
3 |-93130|416 819 5027 1538 7.8E-3
: 4.0797|21.9 |45.56 (73.39 |69.97| Para éstos . 27930
1321 15.5'»3 14.82 |14.92 {13.43 | 20. 11
CITETE 3820 529 773 T AE-
4 |-79140(2893 |9ssa 1323 1184 ne hubo 8. 2E-3
. 4.3412(82.83[95.49 [62.67 |50.24 | .31152
1297 |17.52]16. 88 16. 52 13.03| Convergencia 20 20
. 438 BF54 4476 311 5.70E-
s |:713611872 16091 |7461 622 1.0E-2
: 4.8645|64.4 |143 142 25 . 40481
1278 |19.8 [20.24 [19.12 li16.85 20. 42
TIBET 4305|9654 4476 281 | 5. 5E-3
e |-51937)732 16091 (746 438 9. 2E-3
. 4.8212]|64.86 {143 142 77 . 42789
1271 |20.76{20.36 |22 s0 [16.94 20. 36
W [IW7A1Z2 (3713 (274 - 8. 363
7 51716437 554161 | 5305 ag1 1. 2E-2
. 4.6124[41. 45381 110 64 . 55289
1338 |22.38(26.12 (27.20 !16.72 20. 65
X788 T I 74178 (4712 261 7. AE-3
g |- 48804 |390 905221 {5889 326 9. 3E-5
- 4.7568 |4S.83 | 352 118 167 . 48S5
1317 _i28.3 [26.1 27.5 16. 2 20.73
s -AgL 19058 [3805 Z4a2 B.8E—J |
o |-e1278|218 21176 |4228 269 9. 8E-3
- 4.85148 30 9 [180 93 37 . 56650
12089 23i32.86 28.48 ]17.25 20.77
. lﬂ 84886 |J6494 |[255 . =
1.0 |.38112(176 4666 36494 |255 9. 2E-3
. 4.808228.68 |130 227 111 . 52654
1304 |24.84{34.04 [35.76 [17. 40 20.78

122



¥ = -18060Q -+
x_ = (200, 200)
op

. . _ -.09 .08
bDisefic factoriai. e DMz ) o ® A = [ 1 1 ]
o2 M1 | M2 Pomea M2b | Mzc | M2T M2aT| M2bT|{ M2cT
20815 5. 4E+5 9. 3L+ 479 4E=3 T 5E+5 T AE-G 1
1 |2.-0915/5.4E+6,9.3E-5 9. 4E+4 1. SE+6! 1. 4E-5|a=
. 3.56806 710 (613 . 00612 [a=
1356 {11.0  111.0 20.19 |e-
TSASST IZ. 3ESS T 55+ T H T AE-6]
> |.12224]1. 2E+6i3.9E+5 5. 7TE+5 6. 9E+S Para estos 1.5E-5
: 3.8461 (673 [s73 7a1 ;2081 i . 00844
1331 [35.92 [12.72 :i2.72 |12.64 no 20.04
.27§3§‘9.§§TE*§”Tr,4 ZTEEYSTI. TE+S i Z.9E-6
3 1-83132|3.2E+5]1.7E+5 & 4£+5!a. 1E+5]| hubo 1. 2E-S
: 4.0857 {630 ‘633 1Tos 1145 | i .01070
1317 [{SO.08 [|14.82 '13.82 [13.43 i Convergencia 20.21
3Ty *374° 5T SE;‘SI T 1E+%8" 7 3. 7E-B
4 |.7925312 aE+a 1. 1E+E 1 1Eesiz E+5i 1.2E-5
4.3464.517 t1172 1128 S1z ' .01232
1292 {89 72 [18.84 18 26 114 o3 | i 20.35
T356T7 | 7. 2E+6 . 3. © E+85TT f‘Eu:; H ] —
s {-71354;1. 45»7‘7 CE+5 6. BE+S|2. OE+S! | 1.2E-S
. A. 5774828 ;B39 PR 558 : . 01371
1277 |839.8 17.24 j18.12 {14.85 20,37
:555:5‘8.32*5’3.621§*4.45’4 B.BE+4 TOE-
& |-51938|1.4E+7!5. 0E+8:4. 1E+4!1.4E+S 9.8E-S
. 4.6234{1140 9473 505 1387 .01389
12727{122.6 25.54 (22.60 115 14 20.57
TAEINTY 5. SE+6 13 SE+876 7E+5 7. 8EF 5. OE-6
7 |-S51717]9. 2E+E |a.B6E+6 !9 SE+5!1. 1E+8 1. 0E-5
: 4.6524 {918 1768 11044 1386 . 01559
1341 {116.8 :24.44 l16. a2 20. a8
37842 1. 3E+5 ss¢§* 7t 7 BEYA F.3E-6 |
g |- 88071 .BE+5]7.3E+6,5 9E+7 /9. 8E+4 1.1E-5
: 4.7683|724 584 . 0179
1312 j128.86 16_2 20.57
TI7I5Z2{8.8E+4 (5. ! 8. 2E+4 T SE-
g |- 41282|9.9E+4 6. 3E+7 |2. 2E+6 9. 1E+4 1. 4E-6
. 4.8544 (616 301e ;2055 735 . 02050
1296 (133.6 ;30.6 ,23.48 {15.25 20, 62
TSBE34 = 3E+318.5E+6 4. 2E+7 4. 5E+4
1.0 |-36834|2.3E+38.5E+6 /4. 2E+7 /4. SE+4 2. aE-6
. 4.8812 463 2883 |4005 410 .01734
1365 {141.4 (34.4 (27.76 !18. 40 20.62
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TABLA DE RESWUATADOS 7.
¥ = -830.08 + 4.9x,

+ S0.4x, - 1.0081x7 - 1.0081x3 - 1.8838x x_+ ¢
= = 8.25) 1 DM, ) 20 RV
Bisefico factorial. 3% IWM(x . ) a* N A= ( _‘?g ’?9
o? M1 M2 | Mza . reo LM ; lﬁaT} mm’{ wecT
:muis'z:»zk IE+375 SEFEIE JERR T T TBE-&lae
1 |- 02088 16.2E+3{9.3E+4 C3E+3! s 3E+3 | { 6.9E-4 |2
: 3.8e21 |80 i1 | .61412 )3
1208 111 27 | 20. 18 jae
Z ' 1. 6E-3
2 |-12224 a se+c i 8. 8E-3
- 3.8461 {107 s& ! Para éstos i 19844
1331 [13.92 T z t i20.13
gs > B = {47 1 Z. aE-3
3 }-93132 1 ss«\axz QE+3' : no hubo 8. 7E-3
: 4.0857 . 27870
1317 15. 08 Convergencia 20. 21
317 - i 223 ' ] \ ing 3. AL
o 1-79283|6.2E+2 .2 4E+a 2 . ; {B.AE-S
- . 3464 |43 {13C : : . i.31032
1282 {(17.72 | i 26 13,03 | R ; 20. 30
s T OE+d |2 ®E~% 2" <D Z1 1 . OE-3]
5 |-7135412.OE+4 !5 6E+3 4 OE+3 7 z i H 9.3E-3
: 4.5S774 {117 =R ‘g i : ! 35871
1277 118.8 17 24 ‘18 : i 20. 50
: ¥ AESI T IESA Y ! ! T 6. 5E-3
6 |-51838 1. AE+5!1 9E+a'1 2E+3 s 2E+2 | ! l 1.1E-2
- 4.6234 {66 1136 51 ‘a3 ! ! H . 43789
12727120.96 122 54 52 &0 16,14 | | | 20. a7
B w‘s—sr:‘r‘rs—‘rt 378 BE+312. 2542 H 8. 3E-3
7 |-B1717{7.8E+1 .8 1E+3:7 9E+313’ sg+2} l i 1.3E-2
: 4.6524 )26 iy108 10T .32 ! ! i . 598189
1341 120.8B8 22 .44 (23 20 .17 a2 : ! 20.78
TIYAAZ T 3211 BE+871. TE~3TZ BE+Z T & TE-3
g |- 46807 LSE+2!_,2.3E05{2.2E04'3.5E+2} 8.3E-S
- 4.7683 |43 {253 ia: '3a i i .5109
1312 {23.26 i28.5 -2 ’\5 2 ; ; { 20.62
373 3. 0831 ‘] AFF J + i { B
o |-8128216. 4E+11.5E+4 ZE+4: 2 saoz, i ] 8.6E-6
- 4.8544 |29 iza5 ‘208 ‘1 : j ! .5.650
1206 124.168 i28. 6 23 a8 17.25 ! j L 20. 86
.wm‘ﬁ}“fﬁ*ﬁe IES3 2. AE+3 ] ' 1. 0E-Z
1.0 |-m2izi2. 3E~1§z ZE+4 6. ’;E‘ﬂz AE+2| 1.0E-2
- 4878224 187 11186 23 i { 58134
1308 _|23.24 134.4 2o .78 17 &0 { 20.84




Y =

TABLA DE RESULTADOS 8.

-160000 + 80O =+ 800x, - 1.ooe\xf - 1.0081x§ - 1.8B38x x_+ €
= = (200,200) (e DMLY e RV
A - -.09 .08
Disefo factorial . e X A = [ 1 1 ]
2 T T y T i T T
o H M1 i M2 ; ’ M2c M3 i HM3a | M3b il M3c
——-4—2§§75+5_12#54§ i N ‘
HE T4E+8 9. 3% +371.BESS i T AE-B {a1e
1 |2.0915|S. 4aE+6.9. 3E+5 i BE+B | '1. 4aE-8
. 3.5606 710 s13 i . 00612
1356 (1i1.0 l11.0 | N | 20.19
TSA827 5. 3E+S 7. GEVA 1 i i 1.3E-6
2 |-12224}1.2E+6{3.9E+5 & TE+S5, ‘8. QE+5 | ! 1.SE-S
- 3.8461 {6873 673 741 {2091 | Para estos 00944
1331 !35.82 1!2.72 12.72 ‘12 .64 | i i20. 04
B 9.§E+qi5.1t+412.55+<7 TE+S | i 2. 9E-6 ]
53 {-93132|3. 2E+5 1. TE+S 8. 4E+5 4. 1E+5 | no hubo | 1.2E-8
. 4. 630 639 L1708 11145 | i i . 01070
1317 150.08 14 82 13 .92 '13 43 | Convergencia 20. 21
317 *’9.65+3{4.§E«5"ATSE:S?TTTESST‘ ‘ i TTES
4 [-7925312. 4E+411. 1E+8 1. 1E+5 2. 7E+5, : 1.2E-S
. 4. 34821517 11172 1128 Sz i H c1232
1292 18g9.72 118.84 (18.26 14 .03 | 20. 38
CaABETYT 7. 2E+6 3. GE+B 5'??73!1 OE+57 4 BE-G |
g |:7135411.4E+7 7. OE+S | {6. SE+5 (2. 0E+5 1. 2E-5
- 4.5774 826 898 ‘1158 !s856 ) 01371
1277 !89.8 17. 24 ‘18 12 114.85 | 20.37
. 8. AE+6 | 3. OE+8 | 2. 45+3’8 SE+47] 5. SE-B|
6 | 51938 1. 4E+7!5. DE+8 .4 1£¢q 1.4E+5 9. 8E-5
. 4.6234{1140 9473 lsus {1387 I 01389
127271122.6_125.54 22 60_115. 14 | 20.57
BISE+5 (3. 2E+8 6. TE+S 7. 6E+4] 5. SE-6
7 1|.8171719.2E+6{4. 6E+6 9. SE+5]1. 1E+5 | 1.0E-5
. 4.6524 918 1769 1044 |Jss | .01559
1341 1116.8 24 .44 §z3 20 [18.42 | ! 20. 48
TIT4AZ | 1. AE+515. 5E46 4. 7E+7 (7. SE+A 1 7. 3E-6
g |- 4680711.BE+S 7. 3E+6!S.9E+7 |3.8E+4 i 1.1E-S
. 4.7683 724 g1t lasa1 584 0179
1312 1128.6_25 S 25.5 16. 2 20.57
371 GE+4;5.6E+7|1.8E+6 8. 2E+4 8. 5E-5 |
a 41282 |9 9F+4|6.3E+7 |2, 2E+6 |9, 1E+4 1. 4E-86
- 4.8544 1616 3019 {2055 ‘735 02050
1296 l133.6 !30.8 (29.48 !15.25 20.62
“AWB3A 2. 3E+3 8. SESE 4. SEST 14 BE+d g9 4AE"6
1.0 |: 2.3E+3 (8. bEtSQQ 2E+714.5BE+4 9.4E-6
) 4.6812 {463 2883 4005 ‘410 01734
1365 1141.4 134.4 l27.75 118. 40 l, 20.62
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TABLA DE RESULTADOS 9

Tlempo de proceso acumulado.
Cadda renglon eguivale al tiempo gque se requlirio para obtener los
resultados de cada una de las tablas anteriores. ’

El tliempo esta medido en

notacion estandar: (') significa
minutos; (") significa segundos.
- : T
Ay = TR ™ Wa}&bi?ﬁcj!ﬂt!ﬁaiﬂb‘mc
op J _ bL ‘
H H H
[—: n ao- i 1t 51 kl' oa~ i 4’ 28" \1' 20"
(2s.25) ‘____Fw_’ R N |
[—-1 1 ] 3 x: l ; {
10 o1 2" a2 1° 08" } mno hubo 12" a4"
.08 .08 \ l t convergencia L
(0, 25) | . | i
i
— i
[?9 -9 (SR EL 2 01" 1 o8" x no huba 2 aa"
convergencia
(25,25) 1

-.08 .09 - - . - . -
[ 1 1 2" 00 it 81 1 0a
(0.25)

4° zg" ‘XZ' 44"

og*
(200, 200)

no hubo 2 18"
convergencia

|
o1 % - |

1 v oge
[.og oa} 2o

(200, 200)

(200, 200) L

i
1’ os*" no hubo 2" ig”
11 convergencia
4
-.08 .08 . - B -
[ 1 1] 7' a0 \ 4" 12 \ 1
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