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Los vidrios son materiales amorfos que el hombre usa y produce desde hace
mucho tlempo, sin embargo, su estudio es relativamente reclente. Antiguamente
se conslderaba un vidrio como ‘un producto inorganico de la fusién de un
material que ha sido enfriado bajo clertas condiciones de tal forma que no se
obtiene la cristalizaclién. Convencionalmente, en la actualidad se reserva el
término vidrio para designar al material amorfo obtenido a partir de un
liquido sobreenfriado (Zallen, 1983), lo que resulta ser un concepto mas
general debldo a que se incorporan materjales orgdnicos como la gllcerina,
hule y muchos polimeros.

Uno de los primeros modelos desarrollados para describir un sdllido es el
de cristal, que consiste en definir una celda unitaria que al trasladarla en
el espaclo simula al material. Este modelo permite explicar el comportamlento
de un gran namero de materiales ordenados. Sin embargo, los vidrios, que son
un subconjunto de los materiales denominados amorfos, no pueden ser descritos
por este modelo debido a que carecen.de una periodicidad en el arreglo de
dtomos o grupos de atomos que los conforman. Es necesario entonces
desarrollar otros modelos con los cuales sea posible describir a los
materiales amorfos, en particular aquellos que forman vidrios. Para esto se
requiere hacer una serie de hipétesis, definir cliertos conceptos y tener una
estructura matemdtica que haga posible relacionar los resultados que el
modelo proporcione con observables fisicas; todo esto con el afan de
interpretar y predecir propiedades particulares de estos materiales. :

Asi, la principal motivacién del presente trabajo surge de la necesidad
de querer comprender el comportamiento de los vidrios. Estos materiales
presentan lo que se conoce como el "fenémeno de la transiclién vitrea", que
indica la terminacién en el sistema del estado de liquido sobreenfriado. Este
fenémeno puede ser visualizade estudiando una propledad extensiva, por
ejemplo el volumen, como funcién de la temperatura. Mientras que para el
proceso de cristalizacién hay un cambio abrupto en el volumen a cierta
temperatura, en la formacion de vidrios hay un cambio gradual en la pendiente
de la grafica. La regiéon en la cual ocurre el cambio en la pendiente se
conoce como "temperatura de transicién vitrea". Esta temperatura de
transicion depende de la rapidez con que se esté enfriando el material:_a

menor razén de enfriamento, mayor es la regién para la cual el liquido puede



ser sobreenfrlado. Una de las consecuenclas de este comportamiento es que
propledades intensivas como el coeficlente de expansién térmica, la
compresibiblidad y el calor especifico son discontinucs en la temperatura de
transicidn vitrea. Otras propiedadess que son divergentes y con las cuales se
puede detectar una transicién vitrea son la viscosidad en el liquido o
equivalentemente el coeficlente de difusidén en el amorfo. Este comportamiento
de las varlables extensivas y de los coeficientes mencionados como funcién de
la temperatura no lo presentan todos los materiales amorfos, nl toda
sustancia sobreenfriada se vuelve vidrio a clerta temperatura, entonces gbajo
qué condicliones se puede garantizar la formacion de vidrijos?.

Un factor importante para la formacidén de amorfos, es la rapldez de
enfriado del material. 51 es enfriado suficientemente rapido es posible
impedir la formacién de un cristal restringiendo la nucleacién y crecimiento
del mismo, para dar lugar a un amorfo que es una fasé termodinimicamente
menos estable que la cristalina. Existen diversas técnicas para obtener
materiales amorfos, no necesariamente a partir de la fase liquida, las cuales
daran como resultado materiales con propledades diferentes dependlendo de la
razén de enfriamiento utilizada para su obtencién. En el caso de los vidrios
existe un intervalo de temperaturas y noc una temperatura unica para el
fendmeno de la transicién vitrea, lo que sugiere que existe un proceso
dinamico involucrado en su formacidédn. Parte de la informacién con la gue se
cuenta permite suponer que la transiclén vitrea esta asoclada con un desorden
de corto alcance que da lugar a restricclones topolégicas en el material que
no permiten la cristalizaclén del mismo; es decir, los atomos o grupos de
atomos no pueden ser “reacomodados" lo suficientemente rapide para obtener un
cristal. Con esta idea en mente el objetivo principal de la tesis es
investigar un modelo dindmico que permita caracterizar algunos de los
aspectos fundamentales involucrados en los procesos de relalacién que ocurren
en la vecindad de la transicidon vitrea, restringiéndose el estudio a
polimeros lineales.

Con el fin de estructurar y ubicar el problema en un contexto general,
se incluyen dos capitulos preliminares. El1 primero describe algunas
caracteristicas del fendmeno de la transicién vitrea y da algunos resultados
empiricos que caracterizan el fendmena. El segundo establece el marco
tedrico; aqui se comentan y dan algunos resultados de trabajos desarrollados
en torno a un modelo propuesto por Gibbs y di Marzio en el afio de 1958, el

cual es exitoso al describir cadenas poliméricas lineales en el limlte



estitico. Los resultados emanados de este modelo concuerdan cuantitativamente
con datos experimentales. En el tercer capitulo se describe proplamente
nuestro modelo: se propone una dinamica al modelo de Ising por medio de una
regla de transicién muy particular para una cadena polimérica de N segmentos
que da Jlugar a tener una ecuacién maestra. Con ayuda de ésta y algunos
conceptos de la mecadnica estadistica de no equilibric se calculan los
diferentes momentos o funciones de correlacién los cuales dan informacién
fisica del sistema y hacen posible calcular la funclén de respuesta
dieléctrica para dos casos jdeales: un dipolo en la mitad de la cadena y N
dipolos no interactuantes entre s{, uno en cada uno de los segmentos de la
cadena. Ademis se muestra que en el limite apropiado es posible recuperar el
modelo de Gibbs y di Marzio. En el ultimo capitulo se reporta la funcién de
respuesta dieléctrica para los dos casos estudlados en el modelo y se compara
con datos experimentales del polimetil acrilato (PMA). Finalmente se dan una

serle de comentarios y conclusiones generadas a partir del estudlo.



CAPITULO 1.  ANTECEDENTES

-1.1 INTRODUCCION.

Hay muchas razones para estudiar los materiales amorfos, por un lado motivos
de interés basico y por otro lado, préactico. Por ejemplo, preguntarse gpor
qué el vidrio que se usa para ventanas es transparente?. Como ya se menciond
en la introduccién, uno de los primeros modelos con que se trabajé en estado
s6lido es el de cristal, donde por cristal se entlende un material en el cual
los atomos o grupos de atomos son arreglados en un patrén llamado celda, que
se replte perlodicamente en tres dimensiones. Utilizando este modelo se
encuentra la teoria de bandas de energia, la cual presupone una periodicidad
en la red y consecuentemente en las funciones de onda al apllicar el teorema
de Bloch. Medlante la existencia de bandas y brechas de energia se puede
explicar la transparencia. Los materiales amorfos, a diferencia de los
cristalinos son aquellos que no poseen el orden de largo alcance
(periodicidad). ;Cémo explicar la transparencia del vidrio slendo este un
material amorfo?. Se encontré que el concepto de bandas y brechas de energia,
adn cuando no se tiene orden de largo alcance, sigue siendo valido como una
consecuencia del orden a corto alcance'.

Hay una gran variedad de técnicas que pueden ser utilizadas para
preparar materlales amorfos pero sus propledades dependen de la técnica con
que se hayan obtenido. La técnica mas usada y mas importante histéricamente
para producir un material amorfo es la de templado, la cual consiste en
enducer éste continuamente (aumentar la viscosidad) a partir de un material
fundido. La diferencla en las técnicas se debe principalmente a 1la rapiciez
con la cual es posible enfriar el liquido, de tal forma que se obtienen
materiales amorfos mas o menos alejados del equilibrio, dependiendo de dicha
razén de enfriamiento. Por ejemplo, la técnica de depbsito de vapor en una
superficie fria provee un estado mads alejado del equilibrio que la de °
templado.

Un prerrequisito fundamental para la formacién de vidrio es que el
enfriamiento sea lo suficientemente ripido para impedir la nucleaclion y el
crecimiento del cristal, ya que al ser la fase cristalina termodinidmlicamente
més estable predominaria ésta sobre la fase amorfa. .

La palabra vidrio ademids de designar al material ya mencionado se
utiliza para agrupar a un subconjunto de los materlales amorfos que se

obtienen a partir de un 1liquido sobreenfriado y presentan un fenémeno



denominado "transicién vitrea”; dicha transicién se caracteriza midiendo
alguna propiedad termodinamica, mecanica o eléctrica como funcién de la
temperatura.

El ejemplo mds comin de un materlial capaz de vitrificar, es decir de
formar vidrio, es el 6xido de siliclo , 5102, el cual también existe en
varias formas cristalinas como por ejemplo el cuarzo, El vidrio de las
ventanas es principalmente SlO2 mas NaZO y Ca0, pero hay muchos vidrios mas
que se pueden obtener agregando otros compuestos dependiendo de las
propiedades épticas, eléctricas, mecdnlicas y térmicas que se requieran. Otros
ejJemplos de vidrios que son de especial interés por ser semlconductores son
los compuestos de azufre (S), selenio (Se) o telurio (Te) con elementos como
arsénico (As) y germanio (Ge), estos son llamados vidrios calcogenuros. Otro
grupo corresponde a aquellos que consisten de moléculas muy grandes
(macromoléculas); estas moléculas no pueden rotar pero si se pueden pegar muy
facilmente impldiendo asi la formacién del cristal. EJjemplos de tales
moléculas pueden ser el glicerol y la glucosa asi como algunos polimeros como
el poliestireno {PS), polimetil acrilato (PMA), polimetil metacrilato (PMMA)
y otros. Esta tesis se restringe al estudio de la respuesta dieléctrica en
algunos polimeros que son practicamente lineales, considerando el intervalo

en el que ocurre la transicién vitrea.

1.2 DESCRIPCION DEL FENOMENO DE LA TRANSICION VITREA.

Cuando un 1liquido es enfriado uno de dos eventos puede ocurrir:
cristalizacién a wuna temperatura T" o bien obtencién de un liqulde
sobreenfriado para temperaturas menores a Tn’ que se hace mas vlscoso al
decrecer la temperatura, formando finalmente un vidrio.

En una curva de volumen ss temperatura (fig.1.1) se muestra que el
proceso de cristallzacién se manifiesta por un cambio abrupto en el volumen a
la temperatura Tn‘ mientras que la formacién de vidrio esta caracterizada por
un cambio gradual en la pendiente. La regién en la cual ocurre el cambio en
la pendiente es denominada la "temperatura de transicién vitrea".

Como la transicién al estado vitreo es continua y la temperatura del
cambio no esta bien definida, es conveniente definir una temperatura ficticla
Tr {("fictive") que se obtiene de la interseccién de las curvas de liquido ¥y
vidrio extrapoladas (fig 1.2a). Esta temperatura corresponderia a la del
vidrio si se pudiera llegar a ella Instantaneamente. Aparentemente la

definicién de Tr provee de una temperatura precisa pero no es asi, esta



temperatura depende de la razdén de enfriamiento del liquido sobreenfriado: a
menor razén de enfriamiento, la regién para la cual el liquido puede ser
sobreenfriado es mayor, es decir, se tiene una temperatura ficticia menor
(fig. 1.2b). Asi, la temperatura de transicién de un material depende del
procedimiento que se haya utllizado para su obtencién por lo que no es
posible considerar la temperatura de transicién como una propiedad intrinseca

del material.

Liruido
Sobreenfriado

Cristal
7 T Ta T

Fig. 1.1 Esquema del camblo en el volimen con la temperatura. (Elllott,1989).

.. . 4 Liquido
Licuido . '

Vidrio

() T T O T,

Fig. 1,2 a) Determinacién por  extrapolacién de la  temperatura ficticla. b)
Camblo - en la temperatura efectiva con 1la razén de enfriamiento {la razén de
enfriamiento de la curva 1 es menor que la curva 2). (Elllott, 1989},

Propiedades como el voluimen y la entalpia son continuas en la transicién
vitrea pero muestran un cambio en la pendiente; las derivadas de dichas
propledades como funcién de la temperatura (parametros intensivos) son el
coeficlente de expansién volumétrica a y la capacldad calorifica, los cuales

estan definidos como
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respectivamente. El comportamiento de estas propiedades y las derivadas

asocladas a ellas se muestra en la figura 1.3,

K} S

/
T r
(1] i
" [
2 }
1 r
'l rl ‘
' r
»n fa)
Flg. 1.3. Varlacién en el volimen y entalpfa como funclén de la temperstura.
Coeficlente de expans}én volumétrica {a) y capacidad calorifica (cpl.

(Speriing, 1986).

El fenémeno estudiado tiene suficlentes caracteristicas para pensar que
se trata de wuna transicién de segundo orden:. sin embargo, existen
discrepancias entre teoria y experimento que generan controversia en torno a
esta Gltima Interpretacién. No es propésito de la presente tesls entrar en
dicha polémica.

Cabe suponer que 1la entropia Juegue un papel importante en 1la
determinacién de la temperatura de transicién vitrea ya que se estén
considerando sistemas desordenados. Una prueba de esto esta relaclionada con
el hecho de un decaimiento en la capaclidad calorifica a la temperatura de
transiclén vitrea. Las capacidades calorificas para los estados cristalinos y
vitreos de la mayoria de los materiales son esencialmente las mismas y
provienen de contribuciones vlbracionales, mientras que para el régimen del
lLa definjcién de orden de una tranelclén en el sentido de Ehrenfest estk dads

por el orden de la minima derivada de la energia iibre que presente una
discontinuldad en el punto de transiclén.



liquido se tienen valores considerablemente mas pequefios. El exceso de
capacidad calorifica medido para el vidrio a temperaturas superlores a Tg se
podria deber a grados de libertad configuraclonales que el material posee en
el estado de liquido sobreenfriado. Dado que la razén de enfriamiento influye
en la temperatura de transicién vitrea (menor razén de enfriamiento, menor
Tq) podria ser qﬁe hubiese un limite para decrecer en Tq, dicho de otra
forma, gpodria existir una temperatura de transicién vitrea ideal?

Un argumento propuesto por Kauzmann sugiere que el limlte para decrecer
Tq existe. La ldea es la sigulente: el 4rea bajo la curva de la capacidad
calorifica sa logaritmo de T (CP us 1nT) da esencialmente la entropia (fig.
1.4). El cambio en la entropfa arriba de la fuslién del cristal, la cual
ocurre a Tu' es ASr. La temperatura mds baja a la cual el liquido podria ser
sobreenfriado es aquella a la‘ cual el area bajo Cp woe 1InT del liquido
sobreenfriado fuese mayor o igual que ASr. La temperatura definida por la
lgualdad de areas es llamada temperatura ideal calorimétrica (Toc) de 1la
transicién vitrea. Una vez que se ha definido la temperatura de transicién
ideal no es posible que la temperatura experimental de transiclén vitrea sea
menor que Toc porque si asi fuese se violaria la tercera ley de la

termodindmica: la entropia del liquido seria menor que la del cristal.

. [ =

o Cristal
o Liquido y cristal

"

i T g* 1 ! i J
() 350 an 450 S S50 6o
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14
o r T
(SN X110 ®
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g an
- g
—f 20 T ay,
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1 H g1 J ) }
(h) put o} R RiL1) St o)
T(K)
Flq. 1.4. a) Capacidad calorffica de la fase vitrea, lfquida y cristalina de
acetato de 1itlo. Los datos son graficados contra el logaritmo de la
temperatura. b) Diferencla en entropfa entre la fase li{qulida y cristalina.

(Wong y Angell, 1976).



Dado que los materiales capaces de vitri

ficar presentan viscosidades muy

elevadas es posible definir Tq come aquella temperatura a la cual los

liquldos alcanzan una viscoslidad arbitraria con un valor de 1013 [ 10“ peise

* (poise 1.5 ).

puede entenderse anallzando algunos aspectos

1 g-cm/seg} (fig.

Cualitativamente la afirmacidén anterlor

fundamentales del comportamiento

de materiales liquldos y sélidos. Si a un sélido cristalino se-le aplica un

esfuerzo cortante,

la relacién entre el esfuerzo y la deformacién se conoce

como mbdulo cortante o rigildez y se denota por N. Si éste mismo esfuerzo se

le aplica a un liquido éste no se deforma sino que exhibe un flujo viscoso

cuya velocldad depende de la viscosidad 7.
vitrificar como el wvidrio,

deformacion segulda de un flujo viscoso. La

En los materiales capaces de

a la accién de un esfuerzo cortante aparece una

relaclén entre ambos efectos se

puede cuantificar a través del numero de Deborah D que se define como:

(1.1)

Para la mayoria de los sdlidos N ~ 10’ en el sistema c.g.8. ¥y se supondra

que

ordinarics como el agua (n ~ 10°°), D

deformaclién

los liquidos tienenm un valor del mismo orden de magnitud. Para liquidos

-13

10 seg, es decir que la

cede muy rapidamente y el liquido fluye. SI 7 ~ 10‘3 polse

entonces D ~ 102 seg., entonces los cambios configuracionales son tan lentos
4

que ‘se tiene un estado sélido aparente,
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Fig. 1.5 Viscosidad de algunos materiates capaces de vitrificar, {Wong y
Angell, 1976).



) La dependencia de la viscosidad con la temperatura da esenclalmente dos
tipos de comportamientos, el primero es tipo Arrhenlius {exponencial) en un
intervalo grande de temperaturas nientras que el segundo presenta una
desviacién notable de un comportamiento tipo Arrhenius. Cuando se habla de
viscosidad, implicltamente se estan considerando materiales que se encuentran
en la fase liquida. El coeficiente que da informacién andloga a ila de 1la
viscosidad en la fase sdlida es el coeficlente de difusién. Este coeficlente
presenta un comportamiento similar que el de la viscosidad en la regién de la
transicién vitrea.

1.3 PROCESOS DE I\E:LA.!.\CIQN.2

Otro aspecto importante para la transicién se refilere a los tiempos de
relajacién asoclados a ésta. El1 término tiempo de relajacién se reflere al
tiempo que requiere un sistema que originalmente estaba en estado de
equilibrio para responder a un cambio producido mediante un agente externo.
Si la perturbacién no es muy violenta entonces la respuesta del sistema seré
proporcional a la inercla que el proplo sistema opone a la perturbacién; esta
lnercia o susceptibilidad generalizada x se relaciona con la respuesta ¢ del
sistema y es posible medirla experimentalmente. Algunos ejemplos de las
diferentes técnicas que se utilizan para medir la respuesta del sistema junto

con la perturbacioén asociada a dicho proceso y la cantidad a ser medida son:

Técnica Perturbacidn Susceptibilidad x
Propagacién ultrasénica Onda sonora B-complacencia
Espectroscopia térmica Térmica Cp-calor especifico
Relajacién dleléctrica Campo eléctrico e-cte. dieléctrica

En general x es funcién compleja de la frecuencia:
x(w) = 2 (W) + 12" (W) ' (1.2)

donde %' (w) representa la parte conservativa de la inercla y x''{w) es la
parte relaclonada con la absorcién de la energia.

Experimentalmente puede cuantificarse la inercia x del sistema si se
tiene un modelo microscéplco que permita calcular la respuesta ¢ del sistema
en términos de los parametros moleculares caracteristicos de dicho modelo,

2
El material de esta gecclén proviene de la referencis 12.

10



Existen relaciones empiricas para ‘x y ¢ dadas por Cole-Davison vy
Kohlrausch-Williams-Watts (KWW), respectivamente:

2w = (1 + o)™ (1.3)
¢(t) = exp(-t/to)ﬁ (1.4)

en donde B y B son dos parametros acotados superior e inferiormente por 0 y 1
y T, es el tiempo de relajacion, Si B = 3 = 1 el decaimiento se conoce como
relajacién de Debye y corresponde a una relacién estrictamente lineal entre
causa y efecto.

El comportamiento de Cpk para el glicerol como funcién de la temperatura
a varlas frecuencias se muestra en la fig. 1.6 ; como la conductividad
térmica (k) es constante alrededor de la temperatura de transicién (~192k),

estas curvas muestran esenclialmente el comportamlento de Cp.
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Fig. 1.6. Comportamiento de CpK vs T para el glicerol a cuatro frecuenclas
diferentes: (V) 0.11Hz, (0) 4Hz, (@) 110Hz, (/\) 1900 Hz. (Birge, 1986).

Graflcas de CPK sa T en gl intervalo de la temperatura de transicién
vitrea utilizando otros materiales capaces de vitrificar muestran que la
parte real (Re(Cp)) decae cuando la temperatura T es muy préxima a la
temperatura de transiclién Tq. mientras que la parte imaginaria (Im(CP)) tiene
un maximo. Para obtener informacién espectroscépica de estas mediciones se
reallzan graficas de Cpk vs loglaa a diferentes temperaturas (fig.1.7). Estas

graficas son el prototipo de procesos de relajacién. Las curvas continuas

11



(fig.1.7) corresponden a los mejores ajustes de acuerdo con las ecuacliones de
Davison-Cole y Kohlrausch-Williams-Watts. Curvas similares se obtienen
utilizando otras técnicas, como podrian ser relajacién dieléctrica y
propagacion ultrasénica. La comparacién entre los diferentes métodos puede
llevarse a cabo mediante los valores de los parametros 1libres de las
ecuaclones (1.3) y {1.4).
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Fig. 1.7, Gréfica CpK vs logw para el glicerol a tres temperaturas

diferentes: {/\} 185k, (.) 188k, (0) 195.5. (Birge, 1986).

El hecho de tener curvas semejantes para distintas técnicas hace poslible
realizar una transformacién rigida para la parte real e imagilnaria de la
curva como funclién de logw y superponer todas en una curva que se conoce como
"curva universal" (fig.1.8).
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Fig. 1.8, Gréflica universal para la complacencia como funcién de *: la

frecuencia en el gllcerol a cuatro diferentes frecuenclas. (Birge, 1986).
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El maximo de la curva (fig. 1.6) para x'"{(w) ocurre a una frecuencia
determinada (u_), que depende de la temperatura. Existe una relaclén empirica
que representa la dependencia de la frecuencia con la temperatura, conocida
como ecuacién de Vogel-Fulcher-Tamann (VFT):

_ A
T = T exp "T:T; (1.5)

donde T es el tiempo de relajacién (tzl/u_). Ay ‘l'D son constantes. Si T-vTa
entonces t+w, lo que significa que a la temperatura To los grados de libertad
del liquido sobreenfriado o el vidrio ya no pueden relajar y por lo tanto la
entropia del sélido y el vidrio son iguales.

Ya se ha dicho que el valor experimental medido para la temperatura de
transiciéon no es unico: depende de como ha sido fabricada cada muestra.
Ademas Tq depende también de la escala de tiempo experimental usada para
observarla (vease fig. 1.9).

1.25-
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1 3350 e ™
340 -~
348 - {190
50 e

.55 pad

dab- L I
10~2 10-" i 10 102 10
tog f(Hz)

Flg. 1.9 Dependencia de Ja temperatura de transicién con la escala de tlempo
experimental. (Elliott, 1989).
Los camblos configuracionales que causan la relajacién de los liquidos
sobreenfriados se van haclendo paulatinamente mas lentos al disminuir la
temperatura hasta que, a una temperatura dada (la temperatura de transicién
vitrea}, el material se comporta como un sbélido. Para tlempos de observacién
t° grandes comparados con el tiempo de relajaclén estructural T, (to>tr) el
material aparece como si fuese un liquido, mientras que para toar el
material se comporta como si fuese un sélido. Una translclén podria aparecer
sl los valores de los parametros del *liquido" difirleran significativamente
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del "sélido", como es el caso de la capacidad calorifica. Visto de ésta
manera ’I‘q ocurre cuando toutr; este proceso puede tomar del orden de minutos
para TsTq pero puede tomar afios para T«Tq.

Hasta ahora se han mencionado algunas caracteristicas del fendmeno de la
transiclén vitrea. El sigulente capitulo tlene como finallidad presentar un
modelo tedrico para describir cadenas poliméricas lineales (sistemas en donde
se presenta dicha transicién) desarro;ladc por Gibbs y di Marzio y trabajos
realizados en torno a este modelo que inciden en algunos aspectos de los aqui
mencionados y que seran de utllidad para los propésitos de esta tesis.
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CAPITULO II. MODELO TEORICO PARA POLIMEROS LINEALES

I1.1 INTRODUCCION.

Cuando se estudia la dindmica de un proceso es conveniente poder entender y
recuperar, en el limite correspondliente, propledades independientes del
tiempo, es decir, propiedades de equilibrio. Se puede Jjustificar tal deseo
fundamentalmente por dos razones: la primera es que es mas sencillo entender
el equllibrio que la clnematica y la segunda es que histéricamente se parte
de la estatica. En el caso de la transicién vitrea, el modelo de Gibbs y di
Marzio es un modelo estdtico exitoso que explica y proporciona resultados que
concuerdan cuantitativamente con datos experimentales para polimeros
lineales.

Este capitulo tiene como propésito describir los trabajos teéricos que
proveerdn de una conexién entre el modelo dlnamico que serd propuesto en el
sigulente capitulo, y la estitica que se presupone conocida a partir de otros
trabajos.

El primer trabajo a describir es el modelo desarrollado por Gibbs-di
Marzlo en 1958 que estudia algunas propledades termodinimicas importantes de
las cadenas poliméricas lineales en la fase amorfa utlllizande mecdnica
estadistica. El modelo considera dos energias (intra e intermolecular)
asociadas a la cadena polimérica, con ellas es posible construlr un
hamiltoniano para calcular la funcién de particién. Dicho modelo predice una
transicién de segundo orden y calcula propiedades termodindmicas
importantes.

Un segundo elemento importante para los propdésitos de esta tesis es el
trabajo desarrollado en el afio de 1965 por Adam y Gibbs . En éste se
relaciona la temperatura de transicién vitrea con tlempos de relajacién '
suficientemente grandes como para permitir un equilibrio aparente, el cual
dependera de la escala de tiempo experimental usada para observarla. Ademas,
dado que a medida que decrece la temperatura el numero de configuraciones del
sistema decrece, se propone una relacién entre los tlempos de relajaclén y
la probabilidad de transicién 1ligada con el numero de confliguraciones
posibles a una energia dada.

Finalmente se discutira un trabajo desarrollado por Garcia-Colin, del
Castillo y Goldstein (1989), en el cual se calculan tliempos de relajacién
'promedio como funcién de la temperatura para el modelo de cadenas poliméricas

desarrollado por Gibbs y di Marzio y se presupone que la forma de la ecuacién
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de los tiempos de relajacién estad determinada por la encontrada por Adam y
Gibbs.

11.2 EL MODELO DE GIBBS Y DI MARZIO.

El modelo de Gibbs y di Marzio (1958) considera un sistema compuesto por n’
cadenas poliméricas lineales de x mondmeros cada una. El término de cadena
polimérica lineal se utiliza para designar cadenas que no se ramifican. Este
modelo supone que todas las conformaclones posibles de la cadena molecular
pueden adecuarse a una red construida de tal manera que en cada punto de la
red es posible asoclar como maximo un solo segmento de la cadena, ademas

supone que las cadenas no forman anillos ni se cruzan (fig. 2.1).

iy
T S
| & ,_1
)
anl
b 4
nilan
4
b
) ot il | 1
-4 )
Fig. 2.1 Modelo para calcular el numero de conflguracliones de un sistema.

(d1-Marzio, 1981).

Con el nimero de mondmeros y su red fijos, el modelo asocia dos energias
diferentes a cada pareja de monémeros adyacentes, es decir a cada enlace,
dependiendo de su posicién relativa. Si los monémeros forman un angulo de 0o
o 90° se asignard el valor de LA respectivamente. Cuando el angulo entre
los monémeros es de 90° se dice que hay un "flex".

La energia intramolecular total esta dada por:

E = fe_(x-3)n_ + (1-fle_(x-3)n (2.1)
2 x 1 x

donde f es la fraccién de enlaces flexionados, es decir, aquellos con energia
€.
2
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Existe una energia intermolecular ¢ debida a la presencla de primeros
vecinos, la cual es proporcional al numero de sitlos de la red no ocupados
por el polimero (numero de vacancias) para un. nimero pequefioc de vacanclas.

Dado que se conocen las energias involucradas es posible construir la
funcion de particién Q considerando un ensamble canénico y posteriormente
calcular las propiedades termodinamicas asociadas al sistema. Para el sistema

descrito anteriormente se tiene que la funcién de particién Q es:

W=00
[f(n-3)n e_ + (1-f)}(x-3)n 51] + zan S /2
Q= Z:H(f.n Jexp 4- x2 X x (2.2)
° KT
W=1
f,n
o

donde H(f.no) es el namero total de formas de empacar nx cadenas con un
nimero x de mondémeros en la red de xn_ + n, lugares cuando el numero total de
enlaces flexionados es f(x-3)nx. Esta cantidad W(f.no) puede calcularse de
manera exacta ("fraccién de Huggins") o bien aproximarse a dicho valor
suponiendo que n, representa el numero de moléculas de solvente en una
solucién en lugar de vacanclias en la red ("“fraccién de Flory"). Para evaluar
Q se hace uso de la expresién desarrollada por Flory (1975). El1 primer
sumando en la funcidén exponencial corresponde a la energia intramolecular
(flexes) mientras que el segundo esta asoclado con la energia intermolecular
(vacanclas).

Una vez que se ha calculado la funcién de particién es posible obtener
las funciones termodinamicas que proveen informacién importante del sistema,
como por ejemplo, la energia interna (U), la entropia (S), la energia libre
(F), etcétera. Estas funciones estan definidas como:

alnQ

-
U = kT [—-a.r—- ’ (2.3a)
N,V
s = kr[aé“Q ] + K1nQ, (2.3b)
T .
NY
F = -kT1nQ. (2.4c)

El trabajo de Gibbs y di Marzio conduce a dos ecuaciones diferentes para

la energia libre dependiendo del intervalo en el cual se estd trabajando: una
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para temperaturas mayores y otra para. temperaturas menores a la temperatura
Tz de transicién. En el limite de temperatura igual a la de transiclén se
obtiene 1gualdad de las expresiones, es decir, la funclén es continua. Un
comportamiento similar ocurre si la variable conslderarada es la entropia.

De la igualdad de las expresiones para la entropia en la temperatura de
transicién es posible afirmar que T2 es una funcién de la energia del flex

(cz—cl). la energia de la vacancia (a) y el peso molecular (x), es decir,
T, = Tz((cz-cl),u,x). (2.4)

El hecho de que algunas variables termodindmicas extensivas como por
ejemplo la entropia (S), la energia libre (F) y la energia interna (U) sean
descritas de manera diferente para dos regiones de temperatura (T)T2 y T<T2)
suglere que las primeras derivadas de estas funcliones o, dicho de otra forma,
las propiedades termodinamicas de segundo orden, son discontinuas en-T=Ty
ElJemplo de estas propledades termodinamicas podrian ser el calor especifico
Cp (Cp= T(BS/aT)p), la expansibilidad térmica L etcétera, Sl se reallza la
derivacién correspondiente se encuentra que las expresiones para los
diferentes intervalos de temperatura no son las mismas en T=T2, hecho que se
interpreta como una transicién de segundo orden.

Si se considera un sistema real es posible explicar esta discontinuldad
de la sigulente manera. Para temperaturas altas (Sc>0. donde Sc es la
entropia configuracional), existen muchas formas de "acomodar" las moléculas
sin tener estas una configuracién privilegiada. A medida que decrece la
temperatura las moléculas tienen menor energia y ocurren dos procesos:

1) conformaciones moleculares de baja energia emplezan a predominar (f
pequefia),
ii) el volumen de vacancias (no) maximo decrece.

Son estos dos factores, especialmente el asoclado con la rigidez (i)
los que dificultan la posibilidad de acomodar las cadenas en la red. Asi,
cuando se tlene T=Ta (Sc= 0), el sistema necesariamente debe adoptar una de
las configuraciones de minima energia permitida, la cual sera un estado base
para la fase amorfa. Para visualizar esto se puede pensar en pequefios
cllindros orientados aleatoriamente en un solvente; sl se extrae clerta
cantldad de solvente los cilindros presentaran clerta inercia a permanecer en
su posiclén aleatoria, a medida que disminuye la cantidad de solvente se

encontraran con una concentracién para la cual dichos cilindros tienden a
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alinearse a lo largo de un eje comin. Esta alineacién corresponderia al
equilibrio metaestable del cual se ha venido hablando.

Para poder comparar las consecuenclas de los resultados teéricos
obtenidos anteriormente con resultados experimentales se supondrd que la
temperatura de transicién Tz se identifica con la temperatura de transiclién
vitrea Tq, la cual se observa experimentalmente, asi se hablari de Tq en
lugar de Tz' Conociendo a, €€, ¥ definiendo la entropia configuracional
(Sc) como la diferencia de la entropia del liquido menos la del cristal se
obtiene que, al graficar la variacion teérica de la entropia conflguracional
con la temperatura resulta coherente identiflcar Tz con 'rg y asignar un valor
de cero a la entropia configuracional para esta temperatura (fig. 2.2).

T(°K)

Fig, 2.2 Entropia configuracional (Sc) vs Temperatura (1) para el
polfestireno. (Gibbs y diI Marzlo, 1958}

Temp. vitrea

W A Bo to [ C 30 (3]

Peso mol.

Fig. 2.3 Temperatura vitrea vs peso wmolecular para o) poliestireno. La curva
superior es obtenlda utiltzande 1a fracclén de  Hugglas" miontras que ia
infertor utiliza 1a “fraccion de Flory". Los clrculos son datos
experimentales., {(Gibbs y di Marzio, 1958).
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Si se grafica la temperatura vitrea como funcién del peso molecular es
posible observar que la temperatura vitrea no depende directamente de los
grados de libertad de vibraciones internas ni del tamafio de la vacanclia en la
red sino que depende solamente de los parametros principales de la teoria:
(cz—cl) y « (fig. 2.3).

I11.3 EL TRABAJO DE ADAM Y GIBBS.

Supéngase que se tlene un sistema iniclalmente en equilibrio el cual es
perturbado mediante un agente externo. Al realizar un experimento con el
tiempo de observacién fijo es posible apreciar que hay una dependencia con la
temperatura en los tiempos de relajacion, lo que permite introducir un
proceso dindmico que resulta fundamental en la formacién de vidrios. Si el
tiempo de relajacion es menor que el tiempo de oﬁservacibn sera posible
cuantificar y observar la respuesta del sistema, pero si el tlempo de
relajacioén es conslderablemente mayor que el de observaclén no es posible
observar la respuesta del sistema lo que da lugar a tener un equilibrio
aparente del sistema. Es en este sentido que se habla de tiempo de relajaclén
como funclién de la escala experimental de tiempo.

La temperatura de transicién vitrea es entendida como aquella
temperatura bajo la cual los tiempos de relajacién son muy grandes comparados
con los tlempos de observacion. ¢Cémo introducir la dependencia con la
temperatura en los tiempos de relajacién? La propuesta de Adam y Gibbs provee
una expresién para dicha dependencia usando una teoria molecular y algunos
resultados del modelo de Gibbs y di Marzlo.

Considerando la funclén de particién de Gibbs y di Marzio (ec. 2.2) y
sumando sobre todos los valores de E y ¢ que permiten una transicién es
posible obtener una funcién de particién Q' con la respectiva energia libre
F' asoclada.

De todos los subsistemas N, la fraccién n que permite translicién esta

dada por:

n L Q@ __ [ F-F
o ol exp ( kT ], (2.6)

y la probabilidad de transicién W(T) es proporciocnal a n/N, es decir,
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o .
W(T) o T 2.7

Suponiendo que el numero de moléculas (mondmeros) es z la energia libre

estd dada por:
F = zu = -kTInQ, (2.8)

donde u es el potencial quimico; es posible reescribir (2.7) como:

W(T) = A exp [ - zﬁg ], donde Au = u'- g, (2.9)
que es una ecuaclén que representa la hrobabllidad de transicién como funclén
del tamafio z. Para encontrar un valor promedio de W(T) es necesario sumar
sobre todos los valores posibles de W(T) para diferentes z's y reconocer la
existencia de un tamafio caracteristico z que tiene asociada una probabilidad

de transicién no nula, asi:

L]
HlT) = A exp[— :TAM ]. {2.10)

Suponiendo que los N subsistemas que conforman el sistema son
equivalentes y dependientes entre si entonces la entropia configuracional del

sistema es:
S = Nsc. {2.11)

Se puede expresar la entropia configuracional como el logaritmo de un‘
nimero promedio de configuraciones Hc. este numero promedio depende de z, el
tamafio del subsistema. S1 se considera que el sistema macroscéplco consiste

de solo un mol de segmentos se obtiene que:

s, = kxn(w:’““). (2.12)

donde Na es el nimero de Avogadro. Esta ecuacién muestra explicltamente que
para una temperatura y presién dada 1la entropia configuracional del

subsistema crece mondtonamente con el tamafic del sistema.
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Es posible expresar el tamafio 2" critico en términos de la entropia

configuracional molar Sc del sistema macroscépico como:

z'= 8 (2.13)

Sustituyendo (2.13) en (2.10) se tiene que:

Aus® _ K
W(TY = A exp[- kT; ] = A exp [- TS ]. (2.14)

c 1~

Esta ecuaclon muestra explicitamente la dependencia de la probabilidad
de transiclén con la entropia configuracional del sistema.

Como al enfriar el sistema el numero de configuraciones disminuye es
factible suponer que el tlempo de relajacién es inversamente proporcional a

la probvabilidad de transicién, es decir,

T(T) o« —1 {2.15)
7§9)

entonces, es poslible calcular la razén entre tiempos de relajacléon para
temperaturas distintas T y T', es declr,
_ T(mn

a_r = T}' ' . (2.16)

utilizando la relacién (2.15) y sustituyendo (2.14) se tlene:

. r
“loga, = C [ TS (1) ~ 15 (D ]'

(2.17)

donde C es una constante.

Para evaluar la dependencia de SC(T) con la temperatura se observa que
el calor especifico de los liquidos capaces de vitrificar es aproximadamente
independiente de la temperatura, lo que provee una nueva ecuacién, siendo
ésta:

al(T-T‘)
-log a_ = W . (2.18)

Asi, el resultado de la teoria cinética provee una férmula con dos

parametros ajustables y uno de ellos (az) es ligeramente dependiente de la
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.temperatura. Lo relevante de esta ecuacién consiste en que existe una
ecuaclon empirica conccida como WLF (Willlams, Landel y Ferry) con las mismas

caracteristicas. Dicha ecuacién es posible escribirla como:

Cl(T-T.)
~log ay = —=——F=Fy ¢ (2.19)
2 -

Utilizando el resultado de 1la teoria cinética (ec. 2.19) con los
parametros C1=8.86 . C2=101.6°C y 'r' éjustado convenientemente, es posible
comparar con resultados experimentales de por lo menos 20 diferentes liquidos
capaces de vitrificar en un intervalo de 100°C. La ecuacién WLF describe lo
que ser conoce como factor de corrimiento (log aT).

Lo relevante de este trabajo estriba en haber encontrade una expresién
para los tiempos de relajacién como funcién del numero de estados accesibles

a una energia dada.

11.4 EL CALCULO DE LA DEPENDENCIA EN LA TEMPERATURA DEL TIEMPO DE RELAJACION.

El estudio desarrollado por Garcia-Colin, del Castillo y Goldstein (1989)

provee una relacién mas general para el tiempo de relajacién como funcién de

la probabilidad de transicién que el resultado obtenido por Adam y Glbbs. .
Para ello consideran que el tiempo de relajacién sigue siendo inversamente

proporcional a la probabilidad de transicién, pero al calcular la entropia
configuracional la variaclén del calor especifico (ACP) no es lndependiente
de la temperatura.

La expreslén que se utillza para calcular la entropia configuracional

como funcién de la temperatura es:
To ac,
Scb - Scn = T dr, (2.20)
T

donde Scb. S':u corresponderia a la entropia configuracional para’dos estados

con temperaturas 'I'b y Ta respectivamente. Para poder calcular la varlacién en
la entropia confliguraclonal es necesario tener una expresién para la
variacién del calor especifico, ésta es tomada del trabajo realizado pof di
Marzio y Dowell (1979):
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ac = + BX - CX%, (2.21)

T AE 1%
donde X = —— , A = R[ ] £(1-f), B = 4RTfax y  C = 4.17Bbx.

Esta expresién para ACp es vallda para el intervalo de temperaturas
T°<T<T., donde To es la temperatura para la cual se anula la entropia
configuraclonal segin el modelo de Gibbs y di Marzio.

Haclendo uso de las expresiones (2.20), (2.21) e imponiendo la condicién
de que Sc(T°)=0 (Gibbs y di Marzio, 1958) es posible reescribir la expresién
para el factor de corrimiento (ec. 2.17) como:

1 1

2. 2 *
TS (T)) T(T—To){[[A/zr T, )+c] (T*To)*B}

~loga = k (2.22)

Como interesa obtener una expresién explicita para t(T) es posible

reescribir esta ultima expresién como:

k
T(T) = T exp [ FIT T, ]. (2.23)
LN . c'T _ _ .
con F(T) = — Tt B'T - 7, 7 =1+|T/T|, v k -2.303AuSc/k.
2T 2
0 .

donde Ausz es una cantidad que se puede calcular directamente de datos en
equilibrio.

Al comparar con datos experimentales se encuentra que para temperaturas
superiores a la de la transicién vitrea el comportamiento de la funcién F(T)
es practicamente constante, mientras que no es asi para temperaturas
inferiores a Tq. De hecho, para T>Tq la ecuacioén 2.23 tiene la forma de la

ecuacién empirica de VFT (ec.1.5) si se identiflca To = Ta.
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L] -1
MATERIAL A’ (JK/mol) B’ (J/KZmol) C’(J/Kanol) Tq(K) T, Ausc/k(kcal-olo).

P1B 289648 0,0145 0. 00002 202 132 2.69
PVAC 1674450 0.0165 0. 00003 308 244 5.95
PS 1669548 0,0093 0.00001 373 i 3.02
PVC 1444508 0.,0124 0.00001 347 289 2.74
PHMA 2571912 0,0103 0.00001 378 332 2.74
PHA 91412 0,0133 0. 00002 276 217 S. 60b

Tabla 1. Datos necesarios para calcular el valor de T (ec.2.25) (tomados de
la referencia 13)

a Los valores de esta columna son tomados de ia referencia 1.

b Valor estimado.

En la tabla I se muestran los valores de A', B', C' que se requieren en
(2.23) para 6 sustanclas poliméricas tipicas. Los célculos estan basados en
resultados obtenidos por di-Marzio y Dowell (1979) los cuales evaluaron la
discontinuidad en el calor especifico en la temperatura de tansicién. Con
ayuda de la tabla 1 es posible calcular los tiempos de relajaciétn para
diferentes temperaturas.

Con los elementos hata ahora expuestos se tiene un panorama de los
resultados necesarios para ubicar el trabajo realizado. En el proéximo
capitulo se presentara el modelo desarrollado en esta tesls. Este consiste en
introducir una dinamica al conocido modelo de Ising para describir la
relajacion dieléctrica en las cadenas poliméricas en la regién de 1la
transicién vitrea, de tal forma que se recupere en el limite correspondiente
al modelo de Gibbs y di Marzio.
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CAPITULO III. LA DINAMICA EN EL MODELO

I111.1 INTRODUCCION.

El hamiltonianon tipo Ising origlnalmente se utilizé para describir el
ferromagnetismo (Ising, 1925) que es un fendmeno cooperativo al igual que la
transicién vitrea, y en esa forma puede ser utilizado como herramienta para
aproximarse a la solucion exacta de cualquier sistema que presente dos
estados accesibles y la interaccién a considerar sea de primeros vecinos.
Ejemplos de sistemas en los cuales resulta factible introducir Ising son:
arreglos de espines hacia arriba y hacia abajo, arreglos de &tomos en una
mezcla binaria, posibles configuraciones en un gas de red y transporte de
informacién en neuronas.

En el presente capitulo se introduce un modelo que permite entender
mejor los procesos de relajacién en la vecindad de la temperatura de la
trapsicién vitrea en algunos polimeros lineales. Para ellc se introduce una
dinamica al hamiltonlano tipo Ising de tal forma que es posible recuperar en
el limite estdtico el modelo de Gibbs y di Marzio el cual describe en buena
medida propiedades termodinamicas de dichos polimeros alrededor de 1la
temperatura de transiclén vitrea.

La dinamica que aqui se introduce al hamiltoniano tipo Ising permite
asoclar dos energias al sistema (cadena polimérica) dependiendo de las
posiciones relativas de los mondmeros adyacentes. Se propone una "regla de
movimiento" wmuy particular que permite cambios en la configuracién de la
cadena a través de la creacién o destruccién de un flex. Asi se obtiene una
ecuacién maestra que describe la probabllidad de que la cadena tenga una
configuracién a un determinado tlemﬁo. Una vez que se tiene la ecuacién
maestra se deducen las ecuaclones que describen la evolucién temporal del
sistema a través de los diferentes momentos asocjados a la funcién de
distribucién de probabllidad o funciones de correlacién los cuales proveen la
informacién fisica relevante del sistema. La manera en la que se deducen las
ecuaciones de movimiento esti basada en el trabajo desarrollado por Glauber
(1963), aunque también se puede usar otro camino, por ejemplo el desarrollado
por Kawasaki (1966}, donde el principio utilizado es el mismo: propomer una
dinamica, encontrar la ecuacién maestra y los diferentes momentos.

Por Gltimo se realiza un célculo para obtener la funcién de respuesta

dieléctrica considerando el limite de cadenas largas, {lo que permite -
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despreciar los efectos de borde} y hace que la "regla de movimiento"
propuesta no sea demasiado restrictiva. Se dejan para el capitulo siguiente
la comparacién del modelo con datos experimentales presentados en la

literatura y algunas conclusiones gue se pueden desprender del estudio.

I11.2 HAMILTONIANO DEL MODELO.

Considérese una cadena polimérica constituida de N segmentos, cada uno de los
cuales puede ser encontrado en uno de dos posibles estados con respecto al
ele de la cadena: paralelo o perpendicular al mismo. Es posible describir a
los segmentos de la cadena en términos de una variable aleatoria dependiente
del tiempo, la cual puede tener los valores de #1, designando asi{ cada uno de
los dos posibles estados de los diferentes segmentos de la cadena. Si c"(ﬂ
es la orientacion del segmento M al tiempo ¢ entonces la configuracitén de la
cadena queda descrita por (01.02,...,Uh_1,6h) para cada ¢ La interaccién
entre segmentos adyacentes se introduce en el modelo a través de un

hamiltoniano tipo Ising de la forma:

N-1
N=-—1——(C-C)Zo‘0 v mene v e (3.1)
2 2 1 111 2 1 2
1=1

donde cl,cz son los parametros de energia del modelo de Glbbs y di Marzlo y
=x-2 con X el numero de monémeros en el mismo modelo, El segundo término de
la derecha se ha incluido para recobrar los resultados de equillibrio en el
modelo de Gibbs y di Marzio.

Es necesario verlificar que en el 1limite estatico el hamiltoniano
propuesto coincida con el propuesto por Gibbs y di Marzlo, para esto se

realizard un analisis cualitativo.

N-1
= -1 - 1w = - ~£) (N-
H-= 5 (cz 81)2: LG (N 1)(cl+ cz) fcz(N 13+(1 t)FN 1)::l
1=1
N1 N-1
cc cc
_ 1 \Zx Vi 1 1 IZ; Via 1
B ca(N'” ey S il St ':1("—” z ot
(N=-1) (N-1)
b R
Si se identifica f con: o :

¥ wia O .,.05
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Ne1l Nel
- Zcra Z“’
- 1 ot 1 L + 2
{=-_2—T—N——_1—T+T ent.oncesl-f--z—- N =1 2

que es lo que se requiere.

Cabe mencionar que la f definida en el modelo de Gibbs y dl Marzio
coincide con la que aqui se propone sélo en el caso de N suficlientemente
grandes. Para el modelo de Gibbs y di Marzio £ es la fraccién de enlaces
flexionados respecto al maximo numero de enlaces que es N mientras que en
este modelo f es la fraccion de flexes con respecto al mdxime numero de
flexes (N-1); por esta razdén cuando N - « las fracclones coinciden. Para

mostrar la relacién entre ambas fracciones se da un ejemplo en la figura 3.1.

*——¢g s
foow™ 5 =1
.4
f= yy =1
—o
*~———9 3
foon =5
—— oo
2 1
=g ==

Fig. 3.1. Comparacién entre la f definida en e! wmodelo de Gibbs-di NMarzio y
la propuesta en este modelo,

La probabilidad p(a'l....,o'",t) de que la cadena tenga una configuracién
particular (o“} = (crl....,cru) al tiempo ¢ puede ser descrita en términos de
los estados previos y las probabilidades asociadas a estos, de tal forma que
se puede introducir un conjunto de 2" funciones p(a'l. ,c".t), una para cada
configuracién. Dado que el concepto de flex es determinante en el modelo de
Gibbs y di Marzio se conslderarin cambios configuracionales en los cuales
solo un flex sea creado o destruido. Asi{, la regla de movimiento a considerar
es aquella en la cual si la transicién estd asocia al i-ésimo segmento, todos

los segmentos previos a este permaneceran fijJos mientras que todos los
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posterlores a éste cambiaran de signo, Simbdélicamente se puede escribir la

regla de movimiento como:

T|(°1""'c|"“'tu) EY (vl,....vl_l,-o‘.....—c"). (3.2)

Ssi w‘(cl) es la probabilidad por unidad de tlempo de que en el segmento
i-ésimo ocurra una transiclén es posible escribir la derivada de la funclén

p(ol....an.t) como:
N X .
I - ‘Z“’:“’.-r"x“’“""’v“ + o (o, ~o dpli-e"t0),  (3.3)
1=1
es declr, la configuracioén Tlreees0O, S€ destruye por la creacién de un flex

en cualquiera de los enlaces , pero tamblén es posible crearla a partir de
cualquier configuraclién de la forma cl.”.,-vl“..c“ . La solucién de esta
ecuacidén, cominmente llamada ecuacién maestra, describe de manera completa el
comportamiento del sistema.

Las probabllidades de transicién w‘(v‘) deben satisfacer una clerta
relacién para que la ecuacién maestra satisfaga la condicién de equilibrio
térmico con la distribucién canénica. Suponiendo que el principlo de balance
detallado {independencia temporal de la probabilidad de tansicién) es valido
en equilibrio y fuera de ¢él1 (Orwoll y Stockmayer, 1969; Isbister vy

McQuarrie,1974; Glauber,1963) se tiene:
0 _ _ 0 _
w‘(cl)P {al....,vn) = ul( o‘)P (o‘...... - ,...vn). (3.43)

donde Po(cl....) es la probabilidad en equilibrio. La ecuacién anterior puede

ser escrita como:

Plo,..,~¢.,..,0.} w (e )
1 3 N - P . (3.4b)
P° CHNPR o} w (-0 )

Cuando el sistema ha alcanzado el equilibrio, tlempos infinitamente
largos, la distribucién de probabilidad p((v").t) es proporcional al factor

de Boltzmann, es decir,
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pl{o"}, t=u) «x exp(-BE{c}) ) ) (3.5)

Haciendo uso de la propiedad de la distribucién de probabilidad p en
equilibrio y el hecho de que la funcién exponencial puede escribirse como una
serie de potencias es posible escribir la razén de probabilidades p‘(‘ci) Yy

pl(¢‘) correspondiente a 2 estados para el i-ésimo enlace (ec. A.1), como:

Peq(ﬂ‘) exp (—BEc’_lc‘)
peq(-c‘) exp (Bon-1¢|)
exp (-BEol_ o) 1+ 0‘_1u‘tanhBE

171
entonces
exp (BEcl-xvx) 1- v‘_xvltanhBE

Suponiendo quew‘[ﬁ‘) “I'Bdhqﬂ

= a(l-Bci_’ot) 1 # 1(3.6a)

y Y wl(-o‘) x 14—[30-|_1trl se tlene:wl(a'l_l.v‘)

witwi) = q (3.6b)

donde @« y a' son constantes de proporcionalidad y 8 = tanh(cz-cl/ZKT). La
forma de W debe considerar el hecho de que si en este segmento se produce la
transicién, a pesar de que se tlene un cambio en la configuracién la energia
de la cadena permanece constante y ningin flex se crea nl se destruye, es por
ello que se puede considerar el segmento 1 fljo de tal forma que «' = 0.

Las funciones p((o”).t) que satisfacen la ecuaclén maestra {3.2) proveen
una descripcién completa del slstema, sin embarge, la ecuacién maestra
contiene mucha mas informacién de la que se requiere en la practica; es por
ello que se usa un formalismo alternativo que consiste en encontrar funclones
de correlacién. Estas funclones de correlacién (promedios especificos) juegan
el papel en la mecénica estadistica de no equilibrio como el de la funcién de
particién en la mecénica estadistica de equilibrio. Los promedios que aqui se
consideran son: la orientacién promedio de un segmento, la correlacién entre
diferentes segmentos tomados al mismo tlempo y 1la correlacién entre
diferentes segmentos a diferentes tlempos. Dichos promedios estan denotados

por q‘. r « y cl respectivamente y estan definidos como:
L}

1, k
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q,()=co (0)>=Fz p({e"},4), (3.7)
1

r, (O = < o 0> =lzk¢rl¢rkp({a'u).£), y Ceee o (3.8)

P - » s - N '
cl'k(t S t) = <o, ¢4 )crk(t + L) -’[ko‘wk(t):vop((o ), (3.9)
donde la suma corre sobre todas las conflguraciones posibles y <rrk (t)>o es el
valor de expectacién de o, para una configuracién al tlempo t = t'.
Multiplicando la ecuacién maestra por 1las cantidades apropladas y
realizando la suma indicada se encuentra (ecuacliones A.2, A.3 y A.5) que los

diferentes momentos satisfacen las siguientes ecuaciones:

d<01> -
ar = [} (3.10a)
g d<o >
I = -2a[<c y - 8o >] (3.10b)
dt 1 i-1
d¢e (t)o‘k(t»
—t k= -2«(<cl¢k> - B«.ick-l» (3.11a)
dt
d(o’j(t)a'k(t))
———-;z—*——-—- = -4:1(0’0'.‘) + 2“’3«"'3-1";‘) + (a‘}a‘k_l)) (3.11b)
(a-Jok) = (ako-J) (3.12a)
wop =1 (3.12b)
d(a-l(t' )a‘l(t' +t)>
= - (tl'1 w )o:'l (€AY 1¢7) (3.13a)

dt
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e (£ )o, (L' +2))

=& e (') 818 - 2a (4o (& )e, (40> -
dt ' k

- 8o, (¢)o,_ (£ 41)Y) {3.13b)

Las propledades dindmlcas de la cadena pueden ser estudiadas en términos
de estas ecuaciones y con ellas se calculard a continuaclidén 2a funcién de

respuesta dieléctrica.

II1.3 FUNCION DE RESPUESTA DIELECTRICA.

Se ha mencionado que es posible describir las propledades de interés de un
sistema fisico en términos de las funciones de correlacién del mismo. Las
propiedades dieléctricas estin dadas por la funcién de autocorrelacién del
momento dipolar total de la cadena. S1 se trabaja en el marco de respuesta
lineal, esto es, se supone que al aplicar una perturbacién a un sistema ésta
producira una respuesta que estd relacionada linealmente con la perturbaclén,
la funcién de autocorrelacioén para una cadena de N segmentos es (Isbister y
McQuarrie,1974):

<M (0M (t)>
3 T

n
w(t) = ): (3.14)
7

r¥] <NJ(0)Mr(0)>

donde M{t} es el momento dipolar para la cadena al tiempo t, y el término
<M,(0]Mr(0)> expresa la correlacién entre los dipolos J y r en equilibrio.

Es posible establecer una relacion entre ¥(t) que es una representaclén
temporal de la respuesta y £(w) que describe la misma respuesta en términos

de la frecuencia:

«©

elw) - ¢
I 1) I exp (~lot)¥(t)dt , (3.15)

[+

donde £(w) = €' (w) - ie'’'({w) es la constante dieléctrica compleja y e,y £,

son los valores de 1la constante a frecuencias cero e infilnito
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respectivamente.

La deflinicién (3.15) requiere del conocimiento del estado del sistema en
el tiempo t=0. Dado que no se esta interesado en cémo se preparé el sistema
sino en la respuesta después de haber sido perturbado es posible reescrlb;r

la ecuacidén anterior como:

e{w) - ¢
® =1 - m[ exp (-lwt)y(t)dt , (3.16)

donde y(t) = ¥(t)B(t) con ©(t) una funcién escaldn.
El primer caso a considerar es aquel en el cual se tiene un dipolo en el
segmento [N/2). Para este caso {(lbster y McQuarfie, 1974):

it) = BT L (3.17)

lN/zl(t)M(N/zl(t)>

Es posible expresar cada dipolo por vectores unitarios c’(t), asi, el
momento dipolar del j-ésimo dipole colocado en el segmentc J puede ser

expresade en términos de cj por mj = mooj. Como M(t) = rno?rrJ es el vector

suma de mJ por unidad de volumen,es posible reescribir la ecuacién (3.17)
como (Bozdemir, 1981):

(t') o (t'+ t)>
wlt) = (N/2) (N/2) , (3.18a)

sz (0, ()2

sl ademds se consideran cadenas largas (N>>1) y se identifica t' con tlempos

arbitrariamente grandes:

(0. _(t)>
wit) = 2 wa . (3.18b)
(3 /2(0)“h/a(0)>

En términos de las correlaciones c’'s y r's, se puede escribir {3.18b)

como:
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eq - X
Cln/z].[N/zl (0, t)

Y(t) = ' (3.19)
rod
{N/2),IN/2]

al sustitulr (3.19) en (3.16) se tiene:

_ @ -iwt  eq
elw) - ¢, - 1 - J at e e, v (O]
- eq '
c0 ew - rN/Z,N/Z (0)
=1 - iw ¢w). (3.20)

Lo que se requiere para tener completamente determinada la funcién de
eq eq
respuesta dieléctrica son expresiones para chz'"/z y W2, w2
Dado que se estan considerando cadenas muy largas es posible despreciar
efectos de borde, lo que equivale a no considerar en las ecuaciones (3.10) a
(3.13) aquellas con subindice 1. Para la soluclén de equilibrio de las r's se
k=)

propone una solucién tipo potencial (an= n =9 = r:q) y se lguala a
’

cero la primera derivada con lo que se obtiene (véase ec. A.4 ):

n

¥V =" = {tanh (e,-€,)/4 kT} (3.21)

Para encontrar la expresién para las C’'s se obtlene primero la
transformada de Fourlier de cJ ”n(t',t’+t) = cn(t',t'+t), la cual estd dada
por:

<o (t)e (£4t)> = Z e ian C (' ¢ +t), (3.22)
q

y para obtener la expresién en equilibrio se requiere evaluar la correlacién
<c_q(t')cq(t'.t'+t)> en el limite en que t'+ . En este limite es posible
escribir (Gongalves y de Oliveira, 1985) la transformada de Fourier temporal

como:
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00
& (w) = 1im — | dte™}¥%c (t',t'+t) (3.23)
n Ve @ 2n n

-0

Sustituyendo las ecuaciones (3.22) y (3.23) en (3.13b) se obtiene (ec.
A.9):

y ® < o >

w o> = — J‘.dt e ¥to (0o (£)> = e vl (3.24)
q 2n @ 10 + 20(1-ge” V)

donde <¢r_q<rq>aq es la correlaciédn en equilibrio, y estd dada por (Gongalves y
de Oliveira, 1985):

< o> = 1 ) (3.25)

a cosh ( (cz-cl)/Z.kT) (1-Bcosq)

Dado que se han encontrado expresiones para la c;q Yy r:q, es posible,

finalmente escriblir una expresién para la ¢(w) como (ec. A.11):

1
¢(w) = PPN T , (3.26)

y al introducirla en la ecuacién (3.20) se tiene completamente determinada la
funcién de respuesta dieléctrica para el caso de un dipolo en el segmento
N/2:

elw) - ¢ iw
w

=1 - PRV . (3.27)
E - ¢ iw + 2a(1-8%)

Hasta ahora se ha obtenido una expresién para la funcién de respuesta
dieléctrica en el caso que se tiene un solo dipolo en la cadena pero, desde

el punto de vista fisico no parece muy natural estudiar el comportamiento

35



dindmico de toda la cadena en términos de lo que ocurre en un solo segmento,
es por esto que se propone una situaclon diferente la cual consiste en
suponer que se tiene un dipolo en todos y cada uno de los diferentes

segmentos de la cadena, pero despreciando interaccliones dipolo-dipolo.

Para
este caso, la funclén de respuesta que se debe calcular es:
N ]
-{wt _eq
cw) - ¢ z J dte ¢ {0,t)
w0 n -0
=1- iw 4
€ -t eq
[+ ] z rn
n
=1 - iw ¢“(w). (3.28)

Realizando un calculo semejante al utilizado para encontrar la funcién

de respuesta en el caso de un solo dipolo se tiene que {vedse ec. A.13 ):

1
¢“(w) =

_—_— (3.29)
iw + 2a{1-8)

Al sustitulr (3.29) en (3.28) se obtiene la funcién de respuesta

dieléctrica para el caso de N dipolos no interactuantes, esto es:

clw) - L
=1 -
' e, - €, {w + 2a(1-8)

iw

(3.30)

En el sigulente capitulo se discutirin y anallzaran las dos funciones de
respuesta dieléctrica obtenidas hasta ahora (ec., 3.27 y 3.30) para los dos

casos y Se compararan los resultados proporcionados por estas con algunos
datos experimentales.
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CAPITULO 1V, RESULTADOS Y CONCLUSIONES

IV.1 INTRODUCCION

Recientemente, las medidas de la constante dlieléctrica han sido utilizadas
para estudiar propledades eléctricas y elucidar la dinamica molecular de
materiales, en particular de materiales poliméricos. La mayoria de estos
estudios eran realizados en frecuencias audibles, pero hoy en dia, debide
esenclialmente a necesidades de desarrollo tecnolégico, se ha requerido de
datos en un intervalo mayor, incluyendo el de las microondas. Ya se ha dicho
que para caracterizar una transicién, en particular la transiciéon vitrea, es
necesario medir una propiedad termodinamica, fisica, mecanica o eléctrica
como funclén de la temperatura. En el caso de que se consideren experimentos
de relajaclon dieléctrica, los resultados suelen anallizarse estudiando el
comportamiento de la parte imaginaria de la respuesta dieléctrica que se
conoce como pérdida dieléctrica ("dielectric loss"}. La "constante" de
pérdida dieléctrica, ¢", puede ser medida si se pone una muestra entre un
capacitor de placas paralelas con un campo eléctrico alternante, de tal
manera que grupos polares de la cadena polimérica responderan al campo.
Cuando la frecuencia promedio del movimiento molecular es igual a la
frecuencia del campo eléctrico, un maximo de absorcidn ocurre. Es por esto
que generalmente la manera en la que se presentan los datos experimentales es
e" 84 frecuencia y en ocasiones £" ss temperatura.

Precisamente, en el presente trabajo se ha calculado la funcidén de
respuesta dleléctrica en cadenas poliméricas lineales muy largas de N
segmentos para dos diferentes casos: un dipolo en la mitad de la cadena y N
dipolos no interactuantes. El primer caso se consideré por analogia con el
trabajo de Isbister y McQuarrie {1974), mientras que el segundo intenta
aproximarse a una situacién mas realista. Por conveniencia los resultadoes
teéricos de ¢" para la posterior comparacién con datos experimentales, se dan
en funcién de la frecuencia y la frecuencia correspondiente al méximo de la
curva de pérdida se presenta como funcién del inverso de la temperatura.

Todo modelo teérico debe ser en principlo susceptible de comparar los
resultados que de éste emanen con resultados experimentales. En este sentldo,
nuestro trabajo se aplica a un grupo de materiales, aquellos que pueden ser
descritos por el modelo de Gibbs y di Marzio, pero sbélo para uno de ellos
(polimetil acrilato-PMA) contamos con todos los pardmetros del modelo y

resultados experimentales.
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Los resultados obtenidos tedricamente se presentan en forma gréafica,
Vcalculados por medio de los programas que aparecen en el apéndice B, estos
programas contienen las expresiones para las dos funclones de respuesta
dieléctrica obtenidas en este trabajo (cf. ecs. (3.27) y (3.30)) y se
alimentan con datos provenientes de la tabla I {(cap II). Adlicionalmente, en
este capitulo se hace un breve anidlisis de las graficas presentadas y se

enuncian algunas conclusiones generadas a partir del presente estudio.

1V. 2 RESULTADOS

La forma de la respuesta dieléctrica es de tipo Debye (cf. ecs. (3.27) y
(3.30)). En las figuras 4.1 y 4.2 se ilustra el comportamlento de esta
respuesta dieléctrica como funcidén de la frecuencia para uno de los casos (N
dipolos).

En la primera se ha mantenido fija la sustancia, polimetil acrilato
(PMA) y se ha realizado el calculo para dos diferentes temperaturas cercanas,
por encima de la temperatura de transicién vitrea. Para la segunda grafica se
utilizaron dos diferentes sustanclas pero se mantuvo fija la temperatura, las
sustancias consideradas en esta grafica son el polimetil acrilato (PMA) y el
polivinil acetato (PVAc).

Ambas graficas muestran que existe una dependencia de la funcién de
respuesta con la sustancia y temperatura consideradas. Por un lado, para una
misma sustancla (grafica 4.1) existe un desplazamiento de la frecuencia
correspondiente al maximo de la curva de pérdida ("loss curve") asociada con
la parte 1imaginaria de la respuesta al varlar la temperatura: a mayor
temperatura mayor es la frecuencia a la cual ocurre el maximo. Con la flgura
4.2 se ilustra que dependiendo de la sustancia considerada, para la misma
temperatura, también hay una variacién en la posicién de ese maximo. Para las
sustancias en ella mostradas se observa una diferencia de 6 oérdenes de
magnitud en la frecuencla asoclada al maximo.

El comportamiento tipo Debye de la respuesta dieléctrica, aunque era de
esperarse debido a que no se estan considerando interacciones dipolo-dipolo,
implica que la frecuencia correspondiente al maximo de la curva de pérdida

esta dada por WS 1/tD. Esto permite obtener lo que se conoce como “curva

universal”; para ello es necesarlo reescalar en las frecuencias con la
L ]

frecuencia maxima, es decir, al introducir una nueva variable dada por : v =

w/w'Mx (= omegare en el programa del apéndice B), todas las curvas pueden

ser trasladadas de tal forma que queden superpuestas en una sola.
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Fig. 4.1 Calculo teérico de la respuesta dieléctrica ve omega para el
polimetil acrilato-PMA. a dos temperaturas distintas: T1=278 y T2-280.
(E'=Parte real, €''=Parte Imaginaria (pérdida)) (caso N dipolos).
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Flg. 4.2 Calculo tesérico de la respuesta diélec t.rl ca vs omega para dos
materiales: polimetll acrllate {PNA) y polivinil acetato {PVAc) (caso N
dipolos),

La figura 4.3 muestra los resultados de logu"x como funcién del inverso
de la temperatura para el polimetil acrilato (PMA) en los dos casos
estudiados (1 y N dipolos) y los datos experimentales para la misma sustancla
que resulta ser el Gnico ejemplo caso para el que se cuenta con todos los

parametros del modelo excepto un parametro ajustable: T, (=1.E-17seg}. El
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valor de T, ©s una cox;stante que depende de la sustancia que se esté
conslderando. La concordancia entre las curvas teéricas y los datos
experimentales en un amplio intervalo de temperaturas con el ajuste de un
sélo parémetro es clertamente muy satisfactoria. Es importante hacer notar
que las férmulas empiricas de Cole-Davison y Williams-Watts usualmente
utilizadas para la deseripcién de la funcién de respuesta dleléctrica tlenen
dos parametros ajustables, ambos acotados entre 0 y 1, y en ese sentldo
nuestro modelo ademds de tener una base microscépica, contiene menos
parametros desconocidos.

logw
max— PMA
i o
1+ o
1.0E+1 e
E +
1 $ i dipole
° M N dipolos
1.8E408 o ? exper imento
- °
4 +
E °
1. OE+B6
1 o ©
] -+
= o
:
1 (e}
1.BE+84 . ®
5 O
E o
] )
1.BE+82—§ o
. )
. °
] +
1.BE+E8 4 T T o
-
2.0 2.5 3.9 'GOT KD 54

Fig. 4.3 Gréfica de logw vs el Inverso de la temperatura para e} polimetil
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IV.3 CONCLUSIONES
Del estudio realizado es posible concluir lo siguiente:

La dinamica aqui introduclida, creacién o destruccién de un flex, con dos
estados accesibles para cada segmento de la cadena: paralelo o perpendicular
al eje de la misma, tlene la ventaja de proveer un resultado analitico para
la funcién de respuesta dieléctrica.

El concepto de flex esta asociado con la configuracién de la cadena
dentro de la red, es decir, es un concepto que proporciona constricciones de
tipo topolégico y es un concepto fundamental en el modelo de Gibbs y di
Marzio. Hemos probado que no sélo es importante para determinar propledades
de equillibrio sino también para derivar propledades dinamicas.

Cabe mencionar que la dinamica propuesta tiene obviamente limitaclones.
Por ejemplo, fisicamente en un polimero real se esperaria la formacién de mas
de un flex simultaneamente, por lo tanto es conveniente explorar otras reglas
de movimiento que no tengan la restricclén de crear o destruir un sélo flex.
Sin embargo, como la idea era la de examinar la importancia de los flexes en
las propledades dindmicas, la regla propuesta es clertamente la mas sencilla
en la que éste es el evento elemental.

Si se escala en la frecuencia .w con wnax, la funcién de respuesta
dieléctrica resultante se vuelve universal para todos los polimeros que
pueden ser descritos en términos del modelo de Gibbs y di Marzio. Asi, para
valores de esta funci6én de una sustancia y temperatura particular, se puede,
en principlo inferir valores correspondientes para la misma sustancia u otras
a diferentes frecuenclas y temperaturas.

El comportamlento de loga%mx como funcién de la temperatura es muy
similar en ambos casos de nuestro modelo, independientemente de si se
considera un dipolo en la mitad de la cadena o N no interactuantes. Esto es
debido a que ambas respuestas son tipo Debye, lo que implica que la
frecuencia correspondiente al mdximo de la curva de pérdida esté dado por
u;a* = 1/TD. Desde luego considerar interacciones entre dipolos seguramente
marcaria la diferencia.

Entre las perspectivas de este modelo estd reallzar los calculos para
otras funciones de respuesta dinamica como podrian ser 1la relajacién
ultrasénica o espectroscopia térmica que puedan proporcionar nueva
informacién de la importancia del flex en otros fenomenos de relajacién en
polimeros lineales.

Por otro lado es posible remover la restriccién de tener cadenas largas

que implica no tener efectos de borde y verificar si el comportamientd de
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logwmx como funcién del inverso de la temperatura sigue siendo el mismo.
es pertinente sefialar que los resultados fundamentales de
uno que actualmente se

Por ultimo,
esta tesis han sido reportados en dos articulos,
encuentra en arbitraje en The Physical Review A (Lépez de Haro M. et al,
1991) y otro que ya ha sido publicado {(J. Tagiiefia-Martinez et al, 1991).
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APENDICE A. DEDUCCION DE ECUACIONES DEL MODELO

Encontrar la probabilidad de ‘transicién para la regla de movimiento
establecida en el modelo (ec. 3.2) se basa en suponer que el principio de
balance detallado en y fuera de equilibrio es valido, ademids en que para
tiempos suficientemente largos la densidad de probabilidad es proporcional al

factor de Boltzmann. Asi,

(BE¢,_o )"
_ 1+ z i-1 1
Peq(?y) exp (-BEs, _ o) n!
- - - - o o -
peq( cr‘) exp (BE:r‘_lcr‘) ey (-1) (BEn"_la")
n!
(BEc. .o )? (BEe._ ¢ )
1-171 1-1"1
1+ BEcl_lo“ + 21 M 3t oo

2 3
(ges,_o)®  (pEo, o)

1 - BEO‘_la"l + " - " * ...
pero 01-1'01= +1
1+ BZI'-:Z + B;f‘ + . * O [ BE + B;fa + ]
LR g, e (me 5]

sea X®BE entonces

x° x* X x°

1+ et et . +0 © + S 4L,
- 2! ! 1-1 1 3!
2 4 x>
X X X -

1+ ——+ ——+ .. .- o0 + 30+ .,

! 4! i-t l[ ]

xanrl
= tanhx

2n
- x -
sea ] = Z*(mr L= ) “mwor  entonces
- )
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- ¢‘_10‘21
. Zp Zp
i} Zp + o o (51) L J
- I ]
- _o (&) ¢ o %
qetTit
Zp Zp
L J
exp (-BEs, _ &) 1 + 0 _ o tanhx
por lo que: - (ﬁEv‘_lv‘) i ai_ic‘tanhx

Si se supone que w‘(a‘) x 1= Bwhdcl y wl(-ol) x 1 + B’pq’: entonces:

wl(-cl) ) (1 + Bal_lw‘)
w'(c|) (1 -8 o)

i-1 1

y por lo tanto:

wl(a‘_l.c‘) L« (1~ 30‘_1¢‘). (A.1)

donde « es una constante de proporcionalidad y B8 = tanh(cz-cX/ZKT).

Para deduclir las ecuaciones de movimiento de los diversos momentos es
necesario multiplicar por la ecuacién maestra por las cantidades apropiadas y

realizar las sumas indicadas para todas las confliguraciones posibles, asi:

d<e > d
LI o plic™, 1)
dt . dt J
™y

- ’;”1(01—1”x]p((°")'t] + ojw‘[0‘_1,-cl]p[(-0").t].

™1

- Z - {a‘]wl [a‘_l.a‘]p[w"}.q -0, [".-;-"’.]P["""“]}' |
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1) crjt o

d<e >
)]

- - - N =
” = —a [a‘J Ba"_la'lcj a'J + Bc‘_‘¢lcj]p[(c ).t] 0

11) o, =0

d<¢]> X
” = -a Z[ o, - Bo, tO - Boj_‘}p[(o' }.2),
]

- - “ = - -
e Z[.r, Bcj_,]p[w ).e) - za[<oJ> B<QJ_,>]-
b

por lo tanto:

d<e >
J

” = -2u [ Q> -8B Q> ] - (A2)

Asumiendo que se tienen operadores lineales (d/dt y <>] que conmutan es
posible utilizar la ec. A.2 para deducir la ecuaclén correspondiente a las
r's (Gongalves y Oliveira, 1974), asi:

d do dcrk
— o (e (t)) = ¢— 0> + <0 — >
a ! dt 3 at
d g
;— <°')"k> = -4a<o-ja-k> + 2q{3(<c1_1¢k> + <cjck_‘>) (A.3)

Sea k-J = n  entonces:

d

~—

i >+ <c0 (A.3")
dt J jen

> = -da <a-Jch> + 208 [ <<J-J_lcrJm s ;m-:)]
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cuando t 9 ® <c o

f Jm> - <crjcrjm>eq , la solucién de equilibrio aqui

propuesta es una solucién potencial, es decir <¢J¢J’n> = 9" = (Y™, la cual
se introduce en la ecuacién A.3' y se iguala a cero para obtener el valor de
neq. es decir,

-Ja< + < =

4o o'Ja'J'n> 2aB (<o"_1crj‘n> + o"ja"m_ﬁ 0

que se reduce a tener una ecuaclén cuadratica en n dada por:
2

Bn +8 -2n=0,

cuyas rajces estéan dadas por:

pero 8 = tanh(cz-CI)/ZKT = tanh¢{, donde & = (cz-cl)/ZRT. entonces:

1 &/ 1-tanh’ 1 + sechl cosh * 1

n-= = =

tanhg tanh( senhl

El hecho de que el producto nm, sea }gual a 1, implica que existe al menos
una n > 1, la cual no es aceptable fisicamente ya que 71 es una correlacién
normalizada por lo que el maximo valor esperado es 1, es por esto que se
descarta como posible solucién aquella con el signo mas y se considera
aquella con el signo menos, asi:

cosh§ - 1 2
N = ———————— , como senhf = 2senh(£/2)cosh(£/2) y cosh€ = 1+2senh”(£§/2)
senh€

1 + 2senh®(£/2) - 1

i
1]

tanh{£/2), entonces:
2senh(£/2)cosh(£/2)

n =<

n
eq _
Tren ¥ = (taner)) A4

Para encontrar la ecuacién que satisface la correlacién definida por las
c's se considerard la sigulente expresién: { cJ(t’)cJ.n(t'+ t})> con t > t'.
Por conveniencia se introduce una nueva variable ¢ dada por ¢ -+ ¢8(t) donde
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6(t) es una funcién escaldn , -asi:

d —mM8M8M d
:; <¢J(t )cr).n(t +t)) = —;; (o-J(t )a-“m(t +t1>8(t) |, entonces
d

—_— (o)(t' )crj‘n(t' +t))

<« (t')e, (t')>3(t) - 2ua<o (t']o  (t'+t)> +
dt J J*n J Jano

+ 2a(3<vj(t’)o-yn(t'+t)>. (A.S)

Dado que los paréntesis angulares <> en las expresiones de las funcliones
de correlacion denotan un promedic en equilibrio y sablendo que no hay un
origen preferencial en el tlempo, esto es, en equilibrio, es posible tomar el
limite en el que t'- teq y asociar a éste el valor de cero con lo cual la
ecuacidén anterior se reescribe como:

d

d—t-(cj(t' )c}m (t'+t)) = <¢’(0)0Jm(0)>8(t) - 2a<c,(0)0jm(t)> +

+ 2aB<<rJ(0)0')m_l(t)>. (A.5')

Para encontrar la solucién a (A.5') se introduce la transformada de
Fourler de ch definida por:

.

1

¢, = —Nx—/z Zexp(lqj)o'q , entonces (A.6)

q

1
< > = ' < >, A7
T en ; z exp(igjlexp(iq’ (J+n)) TO (A.7)
aq’
como el valor esperado en equilibrio no depende de q es posible hacer la

transformacién q'» -q, lo que permite escribir (A.7) como:

1
< p I p— < AT
LI . Z a'_qcrq>exp(lqn). ( )
]

Sustituyendo (A.7') en (A.5'):
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1 d 1 1
iqn iqn eq iqn
— E — — E s(t) - 2a— E +
" " (c_ch)e =5 e (a'_qcrq) (t) Q- : e (c'_ch)
q

1
20— Z elq(n-1)<o s>,
N 99

o blen,
4 eq 1q
— (e ) = (o 5(t) - 2 c> + 208e” Ko o). (A.8)
” @ o =< &7 (t) alo_ o> + 208e Ko o>
1 0
Al introducir ¢ (0)o (t)) = — e'm«r o »dw en (A.8) se obtiene:
-q q 2n I
-0

i = °9 - -lq ’
w(o_qcrq)w (o_qo‘q) Za(o--qo'q) + 2aBe (o'_qa'q)w

eq |
©_ T
(c_ch)u = » , (A.9)
io + Za[l-ﬁe q]
1
donde - (o o> = . {A.10)
-q q € —¢
cosh[——z—L] [1 - Bcosq]
2kT

es la correlacién en equillbrio (ec. 28, Gongalves y Oliveira, 1985),

entonces:

= : ndo (A.7') se
OO usa (

€_-¢€
cosh [—-E——’—] [1 -Bcosq] [1(» + 2a [1 -Bcosq]]
2kT

obtiene:
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tqn

1 e
(crj%,,,) = T Z o) , con lo cual
q cosh(——] [1-Bcosq] [m + Za[l-Bcosq]]
2kT
1 1
(O'Jc’) = e Z , o blen,
NCOSh[ 2kT ] q (1-Bcosq] [m + Za(l-ﬁcosq]]
o 1 1
1w<o-jo- > = -
1 €, a(1-Becosq) iw + 2a(1-Becosq)
Ncosh[——-——]
2KT 4

para reducir esta expresion se utiliza variable compleja, resolviendo asi las

dos diferentes sumas, obteniendo:

1 1 1
L - g
1-Bcosq 1_’32
1 1 @
— Z = , entonces,
N Jiw + 2a - 2aBcosq /(Iw + ) - (12[32
(o'_qo'q)w 1 ]
= ’ por lo tanto,
eq _?
(c_qc'q) fw + 2av1-8
1
pw) = — ™, (A.11)
1w + 22(1-85)"?
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En el caso de N dipolos no interactuantes la funcién de respuesta a

‘calcular es:

Z <¢J¢J'n>w © e,’m): (c)(O)a'Jm(tht
—_ = J o = ¢, (A.12)
eq eq
Z <aJ°'J'n> -® z <°-_|0)~n>
n n
(oo >t
pero (o o>, = ik B (ver ec. A.9); por la definicién de

1w + 2a(l-ge” ')

(o'_qa'q) se tlene que ; (trja'jm) = (o'ocro) lo cual es vallido tanto para el

valor estdtico como dindmico, entonces:

¢o o % z <c-ch>w 1
(coa-o)w = 00 , por lo que n =
iw + 2a(1-B8) @ o5 fw + 2a(1-8)
-9 4q
por lo tanto:
1
¢“(w) S — (A.13)
iw + 2a{1-8)
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APENDICE B. PROGRAMAS PARA OBTENER LAS GRAFICAS DEL MODELO DINAMICO

Program Tesis

Real®8 alpha,beta,omega,omegain,omegare, Taucero,To,B,C,E2,E1,A,T,delta
Real®8 Tin,Tmax,gama,CN1,CN2,k
Integer N
Double Complex C1
Parameter (k=1,9872E-3)
Parameter {Taucero=1.E-17)
‘N=100
L=1
Open (15, File='datPMA')
Open (16,File='resultsi’)
Open (17,File='grafril’)
Open (18,File='grafil’)
Read (15,°*) A,B,C,delta,E2,E1,To,T,omegain
Write (16,*) A,B,C,delta,E2,E1,To,T,omegain
Write (17,*) L
Write (18,*) L
Write (17,200)
Write (18,210)
200 Format (4HReal)
210 Format (4HImag)
A=A"2.389E-4
B=B*2.389E-4
C=C*2.389E-4
gama=1+(To/T)
poli=( A®gama}/(2.*To**2)+B*T-(C*T**2*%gama)/2
D=Taucero®exp(2.303%delta®T*gama/ (poli®(T**2-To**2)))
alpha=1./(2*D)
E=E2-E1
beta=2.%k*T
beta=E/beta
beta=tanh(beta)
write(6, *)beta
write(6,*)alpha
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0=4.%alpha®*2
Do 100 I=1,1000
omega=omegain+{(I-1)*9.E-12
omegare=omega/ (2. %alpha®(1,~-beta®®2})

=0*(1.~-beta®*2)

P=0*{1.-beta®*2)**2z
S=P+omega®*2
CN1=P/S
CN2={2®%omega®*alpha® (1.-beta**2))/sS
C1=CMPLX{CN1,CN2)
Write(16,300)Real (C1), Imag(Cl)},omega, omegare,T, ]
Write (17,*) omega
Write (17,®) Real(C1)
Write (18,%) omega
Write (18,*) Imag(Cl)

160 Continue

300 Format(SX,E10.3,5X,E10.3,5X,E10.4,5X,E10. 4, 5X,F4.0,2X, 14}
Close(15)
Close(16)
Close(17)
Close (18)
End

Este programa se utilizd para obtener las figuras 4.1 y 4.2,
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210
220

Program Tesis2

DIMENSION TT(10)

Real beta,omega, Taucero,To,B,C,E2,E1,A,T,delta,k
Real Tin,Tmax,F,F1

Integer N,L

Parameter (k=1.9872E-3)

Parameter (Taucero=1.E-19)

L=2

Open (15,File='datosS')

Open (18,File='grPMA21’)
Read(15,*)A,B,C,delta,E2,E1,To, T,omegaln
Write(18,°*)L

Write(18,210)

WRITE(18,220)

Format (4Hfmal)

Format (4Hfmai)

Tin=2.94E+2

Tmax=5.E+2

A=A®2.389E-4

B=B*2.389E-4

C=C*2.389E-4

TT(I1)=Tin

DO 2 1I=2,10

TT(I)=TT(I-1)+.1*(Tmax-Tin}

DO 1 I=1,10

TX=TT(I)

gama=1+{To/TX)

poli=( A®*gama)/(2.°To*"*2)+B*T-(C*TX**2*gama)/2
D=Taucero®exp(2.303*delta*TX*gama/(poli®*(TX**2-To**2)})
alpha=1./(2*D)

E=E2-El

beta=2.*K*TX

beta=E/beta

beta=tanh(beta)
F=2,.%alpha®(1.-beta*beta)®*®0.5
F1=2,®alpha®"(1.-beta)

TI=1.E+3/TX

WRITE(18,*)TI
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WRITE(18,*)F
WRITE(18,*)F1
CLOSE(1S)
Close(18)

End

Este programa se utllizé para obtener la figura 4.3.
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