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INTRODUCCION

El Andlisis del flujo de agua subterrinea y la consolidacién de
estratos de baja i:emabi!.ldad (tanbién llamades acuitardo, tienen
un interes relevante enh l!a actualidad, principalmente ctando se
aplican a sistemas en donde la explotacién de los mantos acuiferos
os alta,

Para entender la mecinlca del flujo de agua subterrénea en acuiferos
semiconfinados por acuitardos, es lmportante primero entender el
comportamiento del acuitardo gemlconfinante.

Generalmente conslderamos un acuitarde como una acumulaclén de
estratos de baja permeabilidad que pueden ser muy compresibles o
paco compresibles, esto dependiende de su naturaleza, peroc en leos
que la permeabilldad puede cambiar segin el comportamlento que
exhiban estos estratos.

St se Jogra tener un ampllo conocialento del funciopamiento del
acultardo contaremos con una sélida base para describlir el fiujo de
agua subterrdnea en aculferos semiconflnados. El conocimlento que
tengamos de) funclonamlento de este tlpo de slistemas no solo es
importante a nivel clentifico y cultural, sino que tamblén tiene
Importancia a nivel social, dado que este tipo de conoclaientos nos
coloca en posicién de planear la forma mAs raclional del uso de
nuestros recursos haturales come son los mantos acuiferos.

Tamblén es importante este tipo de estudios en la planeacién de
obras civiles, protecclén de Infraestructura como el drenaje y redes
de distribuclén, dado que ¢l hundimiento del suelo por un sobrepeso
o reacomodo de sus constituyentes es predecible basandose en este
tipo de trabajos.

Una forma de estudiar este tipo de fendémenos es a través de obtener
informacion geoldgica y geofisica de observaclones de cawmpo,
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procesarla y anallzarla con el fin de generar modelos
fisico-matemiticos de tal manera que, al aplicar estos modelos a
fenémenos fislcos reales, reproduzcan el comportamiento de estos lo
mnas flelmente posible.

La complejidad o senclllez de estos modelos depende fundamentalmente
del ndmero de aspectos que gqueramos inclulr en estos modelos, dade
que alentras mids completo sea un modelo, mds aspectos se tlenen que
' congiderar. .

Se llega asi al punto en donde ya no es flcll]! encontrar soluclones
analiticas senclillas que describan completamente un modelo dado, y
se tlene la necesidad enta;lces de emplear técnicas numéricas para
obtener sgoluciones aproximadas en la resolucién de problemas de
aplicaclén , en donde se sustituyen las ecuaclones diferenciales por
sistenas de ecuaclones lineales y se emplea algin método de
resolucién de matrices para obtener valores de la soluclén en
algunos puntos del dominlo.

Esta técnica nos conduce a los wétodos computacionales en donde
a través de algoritmos 16glcos se resuelven sistemas de ecuaclones
llneales y nuevamente se obtlenen valores de la solucién en puntos

discretos del dominlo.

" En este trabajo emplearemos 1a técnica numeérica y computaclonal de
una manera extensiva, con el fin de encontrar una soluclén
aproximada de la ecuaclén que describe el flujo en el acultardo. El
orden que se segulri es el slgulente:

Se formulan las leyes generales que goblernan les procesos
locales y se utilizan los princlplos globales de conservacién (como
la conservacién de la masa), para obtener 1las ecuacliones
diferenciales parciales que se satisfacen en cada punto y se dan
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condiclones Iniclales y de f{rontera con el fin de asegurar la
unicldad de la soluclén.

Se utillza un método numérico, el Método de Celdas, para
dlgeretizar las ecuaciones diferenclales y se obtlene un sistema

equivalente de rcuaciones lineales.

Se formula un programa de computo (utilizando para ello el
Lenguaje de Programacién FORTRAN 77), que resuesive el sluatema de
ecuaciones lineales resultante utllizando para ello el Algoritmo de

Thomas,

Se realizan corridas de prueba utilizando datos de la cludad de
México como soh:
Nivel Plezométrico h, Relacién de Vaclos “e", Conductividad
hidraulica K, Almacenamlento Especifico Ss, Presitn Efectiva oo,
Presitn de Poro ¢p y Presién Total ot.



CAPITWLO 1

DESCRIPCION DEL FENOMENO FISICO

El estudio de la mecAnica de]l flujo de agua subterranea tlepe
gran importancia practica por cuanto permite conocer y predecir el
comportamtento de algunos slstemas fisicos.

Un sistema fislco de gran Interés préctico es el constitulde por un
.acuifero superlor (libre), un acultardo y un acuifero inferlor, en
el cudl, el acuifero Inferior estd slendo bombeado, fig.(1).

El comportamlento del acuifcro bombeado depende en gran medida
de las caracteristicas fisicas de los estratos de baja permeablilidad
que constituyen el acultarde, por le que se hace necesarlo
caracterizar al acuitarde en términos hidrogeolégicos con paridmetros
hidrdulicos tales como: la conductividad hldraullca K{L/T) y el
coeflciente de almacenamiento especifico Ss(1/L). Las
caracteristicas de estos parimetros determinan el comportamlento del
acultardo, lo que a su vez permite conocer el funcionamiento del
sistema fisico en conjunto.

El problema en escencla se plantea de la slgulente manera.
Consideremos dos acuiferos independientes separados por un acultardo
en donde se estd extrayendo agua del acuifero que se encuentra por
debaJo del acultardo através de un pozo de bombeo, y consideremos la
sigulente pregunta.
¢Cuil es ¢ comportamlento hidraullco del acuitarde de acuerdo a la
extr_acclén de agua del acuifero Inferlor?

Contestar esta pregunta Implica hacer clertas suposlclones
acerca del sistenma que estamos considerando, entre las cuales se
encuentran las sigulentes.

Generalmente sc considera que cuando la conductlvidad hldraullca en
cl acuifero es mucho mayor que la conductividad hidraulica en el
acultardo, el flujo es escenclalmente vertical en el acuitardo y
horizontal en el acuifero.

Tamblén vamos a conslderar que una muestra del acultardo que se tome
en algin punto de éste tlene las mismas caracteristlcas que otra

tomada en cualquier otre punto del acultardo, ademds de que las
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caracteristicas de cada muestra no camblan por ¢l hecho de que las
tomemos en forma radlal o a lo largo de la vertical o en cualquier
otra direccién, por lo que vamos a suponer que el acultardg es un
medlo porosc homogénen e isotrépico. Cabe aclarar que cuando a
un materlal homogéneo se le soaete a esfuerzos que no son unlformes
en el espacio, las propiedades hildrdullcas del material dependen de
11 pocinlén

Como estamos conslderando que el acultardo es un wedio poroso,
también vamos a suponer que los poros de éste wmedio estan
completamente llenos de agua, y que si se tosan dos muestras de éste
en dos puntos cualesquiera, la cantldad de agua en cnda una de éstas
es la misma, por lo que consideraremes al acultardo completamente

saturado de agua en {orza hoacgénea.

Muchas de las particulas que constituyen el acultardo pueden
reacomodarse durante el proceso de flujo a traves del acultardo,
pero las particulas mismas no camblanh su volimen durante este
proceso, de manera que la parte s6lida del acuitardo puede
experimentar deformaclones como un todoe perc sus constltuyentes

primarios permanecen sin camblo.

El reacomodo de particulas dentro del acultarde puede ocurrir
en cualqulier direccién pere 1la direccién predominante para este
wovimlento serd la dlireccién del flujo, por lo que conslderaremos
que'el acultardo solo se consolida en 1a direccién z que es la de

flujo.

Las fuerzas que conservan la estructura del medio poroso son
escenclalmente eléctricas, sin embargo hemos de diferenclar las
fuerzas que se dan unlcamente entre particulas del nedle poroso y
as fuerzas que tlenen lugar entre moléculas de agua y particulas.
Como n¢ podemos hablar en éste medio unlcamente de fuerzas,
hablaremos de presiones entre grupos de particulas y presiones entre

voltumenes de afua y grupos de particulas, o con mayor generalldad,
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hablaremos de esfuerzes. En particular consideraremos que el
esfuerzo total es la suma de la tensién efectiva y la presién de
poro y que éste permanece constante durante la extracelén. La
tensién efectiva tiene su origen en las fuerzas particula-particula;
la presién de poro se asocia con la fuerza entre moléculas de agua y
particulas

Si ol esfuerzo total a que estd sometido el suelo es fljo,
. se tlene:

+ .
o'_ = a‘, pp- cte.

Basindose en los conceptos y supuestos anterjores, ge
construird un modelo fisico-matemdtico con el fin de slmular el
comportamiento del acuitardo, cuando en el aculfero inferlor se
mantlene un régimen de bombeo de agua a través de un pozo en forma
permancnte. En la figura 1 se nuestra la forma como estd
constituido el sistema.

e

1

; e
MACUIFERO SUPERIQ

HACUITARDO,

IFERO INFERIO

MiCU

Fig. (1) Dlagrama esquemitico del slstema fisico constituldo
por dos aculferos indepcndlentes limltados por un
acultardo. El flujo en el acultardo es solanente en
1a direcclén vertical.



CAPITULO 2
DEDUCCION DE LAS ECUACIONES BASICAS
Ley de Darcy

Una forma de describir el movimliento del agua subterrinea através de
un medio porosu es usando la ley experimental de Darcy. Esta ley
establece que el flujo de agua subterrdnea Q, es directamente
proporcional a la diferencia en el nivel plezométrico hz-hr y al
4rea de la secclén transversal A que atraviesa, pero lnversamente
proporcional a la longltud del medio poroso {&-%4i, donde {2y &
corresponden a los puntos en donde se mide hz y y respectivamente,

y su expresién es la sigulente.

by - hy
Q"“r_—!- 1
2 1

donde la constante de proporcionalidad K es la conductividad
hidraullca. El signo negative significa que el agus fluyc en la
direccidn en que h disminuye.

El Potencial de Hubbert

Sabemog que el agua {luye en respuesta a diferencias en la energia
potencial.

Ls energia total del agua en un punto dado es la energia requerida
para transportar la unjidad de masa de agua desde e] estado de
referencia estandar al punto en cuestién, y el agua s¢ mueve de
altos potenciales a bajos potenclales.

Para derivar el potenclal del agua vamos a considerar dos fuerzas
potenciales por separade, la presion y la uvlevacién, que antdan
sobre una unidad de masa dc agua.

El término correspondiente a }a cnergia cinetlea on este caso es
despreclable, dado que las velocldades a las que sc mueve el

fiuldo en un medlo pornse son muy pequefias.
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pong; que t un tubo llene de arena saturada con agua, y
que la presién es P a la altura z.
La energia potencial por unldad de masa de agua esta definida como
el trabajlo requerido para elevar la unidad de masa de agua desde la

posicién de referencia Z . asu posicién actual z.

af
S1 consideramos la presién en la posicién de referencia como cero,
el trabajo requerido para elevar la unldad de masa de agua a la

presién P estd dada por:

Wa=—| vdP (21
0

donde m ea la masa de agua y V su volumen. El volumen V es n/p“ .
donde p, ©8 la densidad del agua. Si suponemos que el agua es
incompreslble, esto es, la densidad es la misma para todas las
presiones, ¢l trabajo por unldad de masa para elevar la presion del

agua a P serd:

L P/p" 3}

La segunda componente de la energila potenclal es el trabajo
requerido para elevar la unlidad de masz a la altura z y estad dado
por g(z~z"'_l. donde g es la aceleracién de la gravedad. Por leo

tanto, el potenclal total del agua es:

¢ = i + g(z-z"r) {4)
pl

Con esto hemos expresado el potenclal para la unldad de masa de agua

en términos fisicos fundamentales.
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4Cémo estd relacionado el potencial ¢ con el nivel plezométrico h de
la ley de Darcy? Esto es, como relacionar la ecuaclén (4) con las
cantidades fisicas medidas en el experimento de Darcy.

Refiriendonos a la Fig. 2, la presién P del agua a la elevaclén z

L-1:H

'P=pug(h—z) (5]

51 (5) es sustitulda en (4) y z . = 0, encontramos que:

pglh = z)
+ gz = gh {6)

P
P 3 — g(z—z"r) = )

Teniendo en mente que ¢ v h son funclones de la elevacldn z.

La ecuacién (6) nos da el potenclal ¢ derivado bislcamente de la
mecénica de fluldos, el cual es directamente proporcional al nivel
plezométrico h experimental de la ley de Darcy. En efecto, el nivel
plezométrico h puede ser considerado como un potencial expresado en
términos de energla por unidad de peso del agua, cuando el potencial
de Hubbert ¢, es expresade en términcs de energia por unidad de
masa.

Tamblén se puede pensar cn términos separados como la carga de
presién y la carga de elevaci6on que tlenen unidades de energia por

unidad de peso.

P
pg

h-g= +z (7)

dopdée h es el nivel plezométrico total, P/p'g es la carga
de preslén y z es la carga de elevaclon,
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-

\
\

=

Fig.2 Nivel plezométrico total h como la
suma del nivel plezométrico de presién {h-2)
y el nivel plezométrico de elevacién (z2),

El abatimiento de nivel plezometrico en la ley de Darey es
proporcional a la energia perdida por unldad de peso que resulta de
1a friceclén del fluldo al moverse a través de los canales porosos.
La Ley de Darcy es una expresisn del movimiento de agua en la
direccién de disminucién de la energla, o io que es lo miswo, de

mayor a menor nivel plezométrico.

Loy de Darcy en Tres Dimenmiones

Para la generalizaclén de la ley de Darcy a todo el espaclo, haremos
algunos supuestos acerca del medlo poroso. Vamos a considerar un
medio poroso lsotréplco y tamblén vamos a suponer que la razén de
descarga Q es Independiente del tlempo.

Definamos q = Q/A como el flujo de descarga por unidad de &rea.

3
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En el limlte cuando f2-44 — 0, la Ley de Darcy se puede expresar chn

forma diferenclial como:

am-Kk3 (8)
La descarga especifica q tlene unldades de veclocidad y es conocida

también como la velocldad de Darcy.

El promedio lineal o velocldad de poro es u = q/n, donde n es la
porosidad.

La porosldad de un materlal es una medida de la abundancla de huecos
o intersticlos y est& dada por la razén del volimen de intersticlos
al volumen total. Si Vv representa el volumen de interstlclos y Vt

representa el volimen total, la porosidad » estd dada por
7 = Ve/Vt

Hay ocaclones en que Be usa el concepto de poroslidad efectiva ne en
la cual solo se toma en cuenta el volumen de los poros que estan
interconectados y no se consideran aquetlos poros que estdn
semicerrados o cerrados y en donde ¢l flulde esta cordinads y uln

ningin moviniento.

La generalizacién a tres dimensiones de la ley de Darcy requiere que
(8) sea valida en cada una dc las direccliones x,y.z. con lo que se

puede escribir:

q;--K% ,qy--K% B qxﬂ-K% (7)

que también se puede escribir en forma vectorial cemo:

q = - K grad(h) (10}
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Deacripeién del Movimiento.

Fundamentalmente a los elementos de un sistema macroscépico
(llamado tamblén continuo) se les denomina particulas, Aqui solo
consideraremos conjuntas de particulas que poscen caracteristicas
especlales a los cuales llamaremos cuerpos. Sea B un cuerpo; en
cualquier tiempo cada particula X de B ocupa una posiclén en el
espaclo fisico RJ. Comu consecuencla de esto, para cada tlempo t se

puede definlr una funcién p(t)
p(t):B— R" (11

donde n puede ser 1, 2 6 3
que da la posicién de cada particula X de B.

Las coordenadas x de la particula X estén dndas en el tiempo t por:
X = plg. t) (12)

Por lo general sc consideran dos clases de propledades en los
slastemas macroscéplcos, las propledades Intensivas y las extensivas.
Una propiedad intensiva 1], estd definlda para cada tlempo y para
cada particula, esto es. no depende del tamafio del slstema, y puede
ser eccalar {(como la densidad, la preslén, la temperatura, etc.) o
vectorial (como la velocidad).

Los propledades extensivas son aguellas gue si dependen del tamafio
del slstema (como por elemplo la masa, el volumen, 1a carga
eléctrica, la cantldad de calor, etc.) . K
Las proptedades intensivas admlten descripclones tanto en términos
Lagy:mglanos comn en términos Eulerlanos.

Consideremos una propledad M, y sca ¢(X.t) el valor de la propledad
M en la particula X y en el tlempo t. Fntonces la funcion ¢{X,L) es
la descripelan Lagranglana de la propledad W, que puede rmer escala
o vectorial.

Similarmente, scan x ias coordenadas de un conjumio en el espaclo
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fisfco y sea ylx,t) el valor de la prepledad I en el punto x ¥ en el
tiempo t. Entonces la funclén ¢(x,t) es la descripclén Euleriana de

la propledad I.
Debido a estas dos definiclones, las descripclones Lagranglana y
Euleriana se pueden relaclonar por medioc de la ecuaclén:

¢(X. t) = viplX, t)t) (13)

Un concepto esenclal en la descripcién del movimlento es la
velocidad. Para el caso de la descripcién Lagrangiana, la velocidad

se define por medlo de la ecuaclén,
yix, t) 'ELQ!'” (14)

S1 consideramos que y(x,t) es la descripclon Euleriana de 1la

veloclidad, de (i3) tenemos que:

Y(X.t) = v(p(X t), t) (15}

La derivada Lagranglana o materlal de una propledad se deflne por
¢'_(K.t) y la Eulerlfana por \bt(x.t). Es decir para obtener la
derivada material se mantlene la particula flja, mientras que Ja

Eulerlana se obtiene manteniendo el punto fijo del espaclo fisico.

S1 derivamos (13) como una funcién de funclones obtenemos:
os'_(x.t) = w‘(g(x.t).t) + pt(x.t).vw(al)_(.t).t) (16}

Sl denotamos por D¢/Dt la descripelén Eulerlana de la derlvada

material, de (16) tenemos que:

Moy v (17)
t
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Algunos Resuliados de Cilculo.
Toorewa de Green.

Sea u(xl,....xn) una funcién de w-variables, y conslderemos una

regién 11 del espacio Euclideano N-dimenslonal, entonces

J E(K) ax = I u(x)ml dx (18)
a Bxl o

donde g = (n’,...,n") es el vector normal unitario que apunta
hacla afuera de 2, y 81 es la frontera de Q.

Teorema de la Divergencia.
Sea l_l(x‘.....x") una funclén vectorial en el espacle
x-dimensional. Su divergencia se define como:

v.y = )3 (19)

Por lo que de {18) encontramos que:

JV.Q dg = J. U.p dx (20}
o]

Otro resultade de interés para nosotros es el cilculo de derivadags
de Integrales, cuando la regién dec Integracién Q(t) depende de un
parédmetro t.

Conslideremos la Integral

1(t) -[r(;.t) dx (21)
a(t)
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Sea I(t) = 8n(t) la frontera de N y, ¥e 1a velocidad con que se
desplazan los puntos de I'. Se tlene entonces que,

1 - l £, (x ) dx ¢J £lx,typn dx (22)
ate) ree)

.La relacién (22) es vAlida cuande f(x.,t) y su derivada son
cont{nuas, en el caso de que f{x,t) y su derlvada sean discontinuas

en una superficle I se utillza [Herrera y Allen, 1986]:

1e = J £,(%.t) dx +I £(%, thypn dx - [[f]!:.n ax (23)
ate) aalt) =(t)

donde [f] = f‘- f_es el saltode [ y {+ y f- son el limite de f en
uno y otro tado de £ respectivamente vy, Vo es la velocidad de les
puntos de la superficle de discontinuidad

B

o8B

Flg. 3 Dliagrama esquemftico del espacio
{isico ocupado por el cuerpo B, su
frontera 8B y una superflcie de
discontlinuldad E.
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Un Gltimo resultado del Cilculo es el Lemma de Dubois-Reymond que
establece que sl f{x) es una funcién continua en la regién Q y

ademis

[ f(g) dg =0 (24)
A

en toda subregion R de 1, entonces
fix)=0 para toda 5 en (25)

Un coreclario del Lemma de Dubols-Reymond, es que si f(x) y g(x) son

funclones continuas en 1 tales que

I £(x) dg = I g(x) dx (26)
R R

en toda subreglén R de (1, entonces
f(x) = gly) para toda x en 1 (27)
Una extensién del Lemma de Dubois-Reymond es que si f(x) es continua

en 0, excepto en alguna superficie ¥ a través de la cual { puede
tener discontinuldades de salto, y ademas

J-f(x) dx +J [f] dE = O (23}
R E(R)

para toda subreglén R de 22 (donde Z(R) cs la parte de I contenlda cn
R), entonces

fi{x) =0 para toda x en R} {29)
Y
if} =0 para toda X en £ (3
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Propiedades Extensivas y su evolucién.

Dada cualquler propledad intenslva 1, se puede definir una propledad
extensiva E{t) asoclada a N por medlo de:

E(t) = [ wix, t) dx 31)
B(t)
donde W(X,t) es la descripclon Euleriana de W, y B(t} es la reglén
del espaclo fisico ocupada por el cuerpo B en el tiempo t.
La ‘rapldez de cambio de las propledades extensivas se puede
dertvar haciendo uso de la ecuacién (22). De (31) y (22) se tlene
que:

E'(t) = J'\tt(x.t) dy + I ¥ix, tyix, t).g dx (32)
B(t) an(t)

y sl hacemos uso del Teorema de la Divergencla, la ec.(32) queda de
la slgulente manera

E' [t} -[ o, + V. (yu)) dx (33)
B(t)

Alternativamente, haclendo use de la ecuacion (17), la ecuacién (33)

se puede expresar como

D
E'(t) = oo ¥W.v} dx (33')
B(t)

dado que V. (yv) = ¢V.v + v, V¢
Lag ecuaclones (33) y (33') tlenen una limitaclén muy Importante,
ellas suponen que la representaclén ¢ de la propledad intensiva T y

Su derivada son continuas.
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Esto generalzente tiens tus limitaciones, ya que las
reprcsentaciones Lagranglnas y Eulerianas de algunas propiedades
intensilvas pueden ser discontinuas, de aqui que sed necesarlo
derivar relaclones que puedan apllcarse atin cuando esas funclones y
sus derlvadas puedan tener discontinuldades.

Una expresién equivalente a (33) que toma en cuenta el hecho de
posibles discontinuldades de salto en las fuhclones due describen
las propledades intenslivas es |Herrera y Allen, 1988):

E'{t) = J w‘ « Vo)) dg ¢ J (w(y_-x,_)).n dy (34)
B(L) 3

donde ZL(t) e8 una super{icie de dlscontinuidad de y(x.t) en el
interior de B(t), y ¥y e8 la velocldad de los puntos de la
superficle de discontinuidad.

Una expresion equivalente a (34) utilizando 1a cc. (17) es:

N
E'(t) = T wv.g} dy + J (W(!'!z”~[3 dx (35
Blt) t

Ley General do Balance.

Las leyes que goblernan les sistemas macroscéplcos se expresan por
medlo de balances globales, y su forma gencral para una propledad
intensiva {1 con represepntacion Euleriana y(x,t) esta dada por
(Herrera y Allen, 1986):
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d
E'(t)-;z[ﬁdx-l. :.nd_v,*‘[ g 4K (36)
B(t) [:):] B(t)

donde E(t) es la propledad extensiva asoclada a fl, B(t) es la reglén
del espaclo fisico ocupada por el cuerpo B en el tiempo t y 6B la
frontera de B.

A la funci6n T se le denomlna "Flujo de y" a través de la superficle
del cuerpo y la funcién g representa el “suministro desde el
extarior” de y.

De (34) 'y (36) se tlene que:

I ty, + V. (yw))ax + I [W(e-yg)).p dx - I . dx - I gdax=0 (1)
B(t) z 3B B(t)

Si en este punto aplicamos el teorema de la Divergencla en su forma
generallzada obtenemos que la ecuazlén (37) se puede expresar como:

Jw' +U.(gv) - V.1 - gl dx +J p(y-v) - tl.ndg =0 (38)
B(t) T

Aplicande el Lemma de Dubols-Reymond (ecs.(28), (29) y (30)) a la
ecuacién (J8) encontramos que:

v, + 7 (p¢) - V.1 -g =0 (39a)

W‘!‘!z) -z lp=0 (39b)
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Las ecusclones (3%9a) y (39b) represcentan la forma dlferencial o
local des la “Ley General de Balance” y la “Condicidén general de
salto” respectivaxzente.

Balance de Masa.

Conelderemos un cuerpc B que ocupa la reglén B(t) al tiempo L.
La masa total del cuerpo B estd dada por:

M(t) -Ip(x.t) dy (40}
B{t)

donde la funcién p{x.t) es la densidad de masa.
De la ecuacion (39) obtenemos que el balance global de masa en su
forma diferencial y la condicién de salto son:

P, * Vipy) - V.1 -g=0 en B(t) (41a)
Yy
[p(x-!:) -xln=0 en Lt} (41b)

Conservacién de la Masa.

Un caso de particular interés cs aquel en el cual la masa se
conserva, es declr, no hay flujo de masa a través de la frontera de
B y tampoco hay generacion de masa en B, esto es, T =0y g = 0.

Si cste es el caso, las ecuaclones (41) se reducen a:

Pt V.lpy) =0 en Bt} {42a)
Yy
lply - wp)l.n =0 ch E{t) [421)

20



Capitulo 2: Deduccién de las ecuaciones bisicas

Dado que en éste trabajo estamos Interesados en el fluido del agua
en un wedlo poroso {el acultarde), las ecuaciones que conslderaremos

seran las correspondlentes a este medlo.

Fluldow en Medios Porogosm.
La masa de un fluido en un medio poroso esta dado por:

M(t) = J np dx (43)
B(t)

donde 7 = n(x,t} es la porosidad (volomen de poros)volﬂmen total)
p = plx.t) es la densidad del fluido.

Suponiendo que la mosa se conserva, el balance global de masa en su
forma diferenclal y la condiclén de salto de acuerdo con las

ecs. (42a) y (42b) sc expresa como:

(vua)t ¢ V. (npy) = 0 (44a)
y
(m:(z-zz)).u =0 {44b)

Fl praoducto ny¥ es la velocldad de Darcy, que se denotard por ¥ y
representa e] gasto volumétrico por unidad de drea.
En términos de la velocidad de Darcy, las ecuaciones (44a) y (44b)

quedan en la forma

(np)'_ + 0(p¥) =0 (45a)
¥
lp(¥-nv.)l.n = 0 (45b)

21
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Las ecuaciones (45a) y (45b) son la base del modelo que describe el
flujo de yn fluldo en un medio poroso,

A continuacién describimos el modelo que ss obtlene cuando &e
imponen dos hipdtesis bastante generales:

1.~ La porosidad » y la densidad p del fluldo , son funciones de la
presién unicamente.
2.= [La velocidad Vi ests dada por la tey de Darcy

vy = = KU ap - 8z (16)
| ==+ pg ==
“ Bx, EX’

donde u es la viscoaidad del fluido, p la densidad, P la presion y g
la aceleracién de la gravedad,
Conglderando éstas hipétesis, encontramos que:

anp an
ol pg{**nff R PR Bl i (47)
8t dpP dP {8t
dn
definiendo a = @ (48)
Yy
1 dp
8= Py {49}

le ecuacidn (47) se puede cxpresar como:

Bnp i (so}
PR

22
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Aqui @ y B, representan la conpresibilidad de la matriz rocosa y del
fluide respectivamente, La prilmera corresponde a la variacién de
masa del fluldo producida por la compactacién del medio porosg (ésta
se refleja por el camblo en su porosidad), mientras que la segunda
corresporxle a la variaclén de masa del fluldo producida por una
expanslén de ¢éste y deblds a up camblo en su densidad.

Sustituyendo (50) en (45a) y multiplicande por g obtenemos:

ap
pgla + nB) TR (p¥) = 0 (s51)

el término pgle + uB) se le llama “almacenanlento especifico” y se
le designa por Ss, luego

Se = pgla + wB) (52)

donde p e5 la densidad del fluido ML)
g es la aceleraclién deblda a la gravedad (L/Tzl
e y B son las compresibllidades del medio porosc y el fluide
respectivamente [LTZ/M]
7 es la poresidad.

Sustituyendo (52) en (51) llegamos a que:

ar

Se gp + 8%-(p¥) = O (53)

El almacenamiento especifico Ss, es el volimen de fiuldo producido
por la variacién en la densldad p y en la porosidad n debido a un
camblo en la carga hldraullca o nivel plezométrico h, cuando este
degciende una unidad.

En el caso de fluldos homogéneos, el nlvel piezométrico h se define

como:
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1 de¢
h-EPE(—E)i'z (54)

Usando esta definiclén de h y recordando que la conductividad
hidriulica en un medlo anisotréplco estd dada por Ki) = pgkijp la
velocldad Vi toma la forma

&h
Vi o= - Kiy ™ (55)
J
La expreslén gV, (pV) ceonsiderando la ec. (55) se puede expresar de la
siguiente manera:

ah ah
gv. (p¥) = gv. (Ku'aT,) . (K”—a—K—J)Vp

&

Lo = 18
—b—Vp . 8x| v loglp)

apP 8h (56}

sustituyendo las eccuaciones (55) y (56) en {53) obtencweos:

LI [l L AL LY 1571
"ot T A | ox ’ax] Bx,

Sl consideramos un flulde incompresible, el tercer término pucde

despreciarse quedando:
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L ETRL (s8)
at " &, %

La ecuacidn (S8) es la ecuacidn que gobierna el flujo transitorlio de
un fluldo a través de un medio poroso, saturadoe y anisotrépico.

Cuando el sistema es lsotrépice y homogéneo, la ecuaclén de flujo

tema la forma

gh
Sa z7 - V.{(KVh) = 0 (59)

at
Pardmetros no Lineales.
Almacenamiento ecpecifico.
El almacenamiento especifico Ss, es el volumen de agua liberade
desde el almacenamiento por unidad de drea del acuffero y por unidad

de declive del nlvel plezométrico hidraulico perpendicular a la
superficle, y puede ser expresado coko [Fresze y Cherry 1979 1.

Se= pgla+nA} (60)

Un andllsis comparativo.entre laa compresibllidades del medio poroco
y del fluldo indican que la compresiblllidad del fluldo respecto a la
del medio poroso es despreclable [Domenico y Mifflin 1965 ], por lo

que el almacenamlento especifico se puede expresar como:

St = pga (61)

25



Capitulo 2: Deducclén de las ecuaciones bisicas

La relacién de vacios "e” estd definida por:

e ‘% (62}

donde Vv e8 le volumen de vaclios, y
Vs el volumen de sélido

Fig. 4 Diagrama de un medio poroso saturado,
mostrande los volimenes de vacfo y
s6lido

La porosidad n expresada en términos de “e" estd dada por:
e
" Tee 163)

La compreslbllidad del medlo porowe a se puede expresar come:
[Huyakorm y Pinder, 1983}

an s (63)

slendo P la presién de poro.
Derivando (63) respecto a P utllizando la regin de la cadena
obtenemos:
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1 de
&= -2 22 (65)
(1+)? 9F

S{ en este punto utillzamos la ecuacién de Terzaghl ghra 1la
consolidactén en una dimensién [Roscoe y Burland, 1968]):

o - P
T
.o e, - Alog [;;_:_ﬁo] (66)

donde e, L P son valores de relacién de vacios, presién total y

presién de paro al tlempo t.
ey Po gon valores de la relaclén de vacfos y presién de

poro en un tiempo t - 4t.
A es el indice de compresibilidad.

Derivando (66) respecto a P, y considerando " cte. obtenemos:

- P
de d I
ap " aF °.,‘“°8[;;-5;

= A(w,~P ) [ﬂ‘r

T -
T

de 2 (67)

F P

T &
donde LA P es la presién efectiva en el medlo poroso y se
puede Interpretar como la componente normal de la presién total

transmitida a través de las partfculas del medio porcso.

Sustituyendo (67) en (65) se tlene:
1.2 (68)

o=
(¥*e)z v,
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sustituyendo (6B) en (61) obtenemos una expresion para el

almacenamiento especiflco:

— (69)

Ss= pg _1....
(1+e)

Conductividad hidraulica

La conductividad hidriulica en un medlo porosec saturado estd
relactonada tanto con las propiedades conductivas del medic poroso
como con la naturaleza fislca del flulde que se mueve a través del
medlo. Lambe y Whitman [1969) presentan dates en los cuales se pone
de manifiesto una relacién llneal entre la relacién de vacies y
log(k), donde k es la permeablilldad.

S1 las propiedades del fluldo se suponen constantes, la relacién
entre la conductividad hidrdullca y la relaclén de vacles se puede

exXpresar como:

(@2~e1}
(70)

K2 = X1 [10 K

donde Ki y e1 son los valores iniclales de conductlividad hidridulica
y relaclén de vacjos, y K3 y e2 son los valores fipales, y m es la
pendiente de la grifica de e vs log(k}..

En términcs de lag ecuaciones {69) y {70), la ecuaclén {59} es uma
ecuacién diferenclal parcial no lineal que describe el flujo de agua

en el acuitardo.
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CapiTuLo 3

DISCRETZACION DE LAS ECUACIONES BASICAS

Aplicacién del wétodo de Caldas para la discrotizacidn de Ia
ecusncién diferencial que describe el flujo en el acultardo.

Ain cuando existen varlos métodos para poder discretizar wuna
ecuacién diferenclal, se adoptd éste método por su gencillez en la
aplicacién y su eficlencia en problepas no lineales.

Consideremos el intervalo [0,8) como el espesor del acultardo, y
dividamos éste en E segmentos de la misma longltud Fig. 4. Tomenos
core nodos los centros de cada segmento y etiquetémoslos como
1,2,3,...., E enpezando en el extremo izquierda. Tamblén
etilquetemos las fronterag comunes de cada segmento como 172, 3/2,
.o E41/2 como se muestra:

172 aa sr2 12 J-1/2  Je1r2 €-1/2  Esis2
1 L » 1 L | [ i J
ST 3 L T E—_‘l

Fig. 5. Discretizacién de} Intervalo (0,¢] cn E segmentos de la
nisna longltud, ¥ etlquetado de los nodos que identlflcan
a cada segmehto.

Constderemos ahora la ecuacién diferenclal que describe el flujo en
el acultardo ec. (71} y las condlelcnes de frontera e inicial

af,. 6h éh
Fz‘[" E] =53 5t o

condlclones de frontera

ho." hix,y,0,t)= hl(x.y.t)

1 (72

LI hix.y. g, t) = h {x.y.Lt)
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condicién Iniclal
h (x,y.2,0) = h,(x.y.z) (73)

La aplicacién del método de celdas al mlembro lzquierdo de (71)
tomando como referencla el nodo J nos da:

8h dh
£ e
X gll o ( 9z, J+1/72 %, J-3/2

a8
EE[ 3z , (74}

az

A su vez, la apllicaclén del mismo método a cada mlembro de {74) nos
da:

() o, [
8 ,,. 17 [
(75)
sh b b
K& WKy 3z
sz 2
Sustituyende (75) en (74) obtenemos:
j[)( gﬂ] “ Ky [hjol - hj) -KJ-lla[hj - h)-ll t76)
dz gz ) (Az)z

Reordenando (76} obtenemos:

K h - [* 4 +K ]h + K h
o A172 4m Je172 1-12] ) Jo172 g1 n

2 2)
dz{" 9z 5 (Az)z

La aplicacién del método de celdas al térmipno derecho de (71)
tomando también como referencla ¢l node J nos da:

a0
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hnﬂ. - hn
6h 3 3
[Ss o B SsJ T (18)
4 -
Con las acuactones {77) y (78), podemos expresar (71) referida al
nodo § de la sigulente manera:

. nel n
xj-llzhl-l {Kjﬂiz * Kj*lfz h} * KJdth]d = Sg [ ) hJJ
3

(az)® ) At

(79])

Log valores de h en el mnlembro izqulerdo de {79} serfn los
calculados en el tlempo n#1 dado que utilizamos la forma iwpliclita
para discretizar la ecuacién (71), por lo gque (79) deberi escribirse
cono;

n+l 4l nel ne n
K_‘-.:/zhj-l [Kju/z * KJ-)/zth M Kpl/zh;n = S8 [hj hJ

z
(Az) . At (80)

Entonces, la discretizaclén de la ecuacion (T1) por medio del métode
de celdas conduce al sistema:

2
nel + X + SBI(AZ) nel nel
$-te2 3y 14172 172 At 3 o172 501

2n
Ss,(Az) hj
[

=

(81)

Este sistema como puede verse, sélo es valldo para valores de ]} que
sean & 2 ¥y s E-1 o sea 3=2,3,4,...,E-1.
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Dado esto tenemos un slstema de E~2 ecuaclones con E incégnitas. Las
dos ecuaclones faltantes se pueden oblener de las condiclones de

frontera en donde h,,2 = hl(x.y.t) y h hz(x.y.l.t) de la

Eas2”
sigutente manera:

h h
R (82)
a su vez
hl M hﬂ
by, =5t (83)

antonces sustituyondo (83) en (82) obtenemos:

ho o+ E’.‘_:._h‘.’ h h h
h’.;’_L_i__Z__.._i_?"_E,_;.._; {84)
con lo que cbtenemos:
%hx '%hz-%huz (85)

Sigulendo el mismo razonamtento encontramos que

h

h + b
£-1/2 £e1/2
g g ol (86)

y de la misma forma

h"__1 + hE

h}:_v2 = (87)

sustltuyende (87) en (86) obtenemos:

h h h
h owEl e _%’ :u{,z

| 4
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¥y reordenando 1legamos a que:
ho-th_ =3in
% " T "% "7 van (88)

Las ecuaclones (85) y (88) son vAlldas para todc tlempo por lo que
¢80 pueden expresar como:

nel

%h _lhnblﬂlhn'l'

' T 2
R (89)

1 net 3ne1 _ Lne1
TP e T Poan

Las ecuaciones (81) y (B9) ropresentan la forma discreta de la
ecuacién (71} Junto con sus condiclones de frontera, por lo que
resolver la ecuaclén (71) sers equivalente a regolver el sistema de
ecuaciones dado por (81} y {(89) con la condicién iInlcial
hix,y,2,0) = hh(x.y.z).

Come una forma de tener clara esta equivalencia escribiremos
nuevamante la ecuacién que describe el flujo en el acultardo Junto
con sus condiciones auxiliares y en segulda pondremes la misma
ecuaclén en forma discreta, obtenida de la apllicaclén del método de

celdas.

Ecuacisn diferencial que describe el flujo en el acultardo y sus

condiciones auxillares:

FS(“ M oss 5 (71)

condiclones de frontera

LI hix.y.0,t}
{(72)
heog = BOGY L)

3
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condfcién iniclal

h(x,y.z,0) = hua(x.y.z) (73)

La discretizaclén de (71) por medio del método de celdas conduce al
sistema:

LSRN I + K N Ssj(ﬂz!: W ek ht
J+1727)=1 jerr2 )-1s2 at 3 10172 401
(8232 .
- —Ss] AT hl {81)

para j= 2,3,....,E-1

parz j=1 ge tlene

3 n+t 1, net 1. n
n " "

(89)
para J=c s¢ tiene

l‘ nel Jnel _1p
e T At P

El sistema constituldo por ias ecuaclones (81} y (89) expresado en
forma matriclal quedaria de la sigulente forma:

S T T o
FBl ('.’l ] 0 0 0 0 o] h, Dlhl
Az Ez Ci 0 0 o] 0 0 hz Dzh:
o A: 83 C] (¢} 0 [ 0 h] Dah]
¢ 0 0 0 0 E<1 CE-1 E-1 ey €=t £-1%
_0 o 0 0 0 o Ac Br N ‘h: N L. Dthl: ]
(90)
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donde:
{ Bl .% 4 C‘ = -%
A; -k -t/2 para J =2,3,...,E-t
BJ = - [Kj‘l.n ’K)-vz -»SnJ LA}; para j = 2,3,...,E~1
] C =K, ,Para }=2.3,.. . E1
A:-_% ' B:'%
nj‘--s;:)‘i:%f J=2,3,...E1

Como ge puede ver en (90), la matriz es una matriz tridiagonal.

Coneistencia Convergencia y Establlidad

Todo Método Numérlco necesarlamente debe poseer Jos slguientes
atributos; conslstencla, convergencla y establlidad.

La consistencla es la condlcién necesaria para que las ecuaclones
numéricas se reduzcan a las ecuaclones continuas, cumndo todes los
intervalos flnitos tlendan a cero.

La convergencla es la condicién requerida para que las soluclones
numéricas sc aproximen a la exacta, cuando todos los Intervalos
finitos tlendan a cero. Esto geheralmente no es posible hacerlo en
todoe los casas, pero usualmente bagta saber sl el procedimiento
numérico converge para algunos tipos especiales de soluclones.

La condiclén de Estabilidad requlere que los errores de redondeo
(errores que aparecen inevitablemente al realizar operaciones
aritméticas en computadora) no se incrementen (en magnitud) con el
pago del tlempo.

En el procedimlento lmplicito secguido aqui, 1a condicién de
estahilidad es Incondiclonal, dado que las aproximacicnes de las

5
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derivadas espaciales se deflnleron al final del pasoc de tiempo.

Un andlisis completo de la  condlelén de  establliidad  puede
hacerse utlilizanda el criterio de Von Newmann. Este criterlo se
basa en el andlisis de Fourler y se demuestra que la amplitud de
cualquler componente de la serle se decrementa con el tlempo.
{Allen, Herrera y Pinder, 19881].

Una forma de resolver un sistema que fnvelucra una matriz
tridiagonai, es el Algoritme de Thomas. Este algoritmo se presenta a

continuacion:
Algoritmo de Thomas

Congideremoy el sjgulente sigtema que Invelucra wuna matriz

tridlagonal:
+*
blxl “1%2 = rl
ax ¢ bx, +c¥ = f
2 272 2"y 2 (91}
By * ng] v S, =1,
a.x: + b.x‘ = f‘

Como puede verse cn la ecuacién (91)

a  san los coeficientes de la diagonal abajo de la principal
b‘ son los coeficlentes de la dlagemal princlpal

€, sen los coeflclentes de la dlagomal arriba de Ia princlpal
el indice 1 indica el numero de renglon.

Lo que se intenta es expresar el sistema {91) en ta slgulente

forma:

ISTA TESS MO DUBE
SHR BE LA BiLiTEA

B



Capitulo 3: Discretizacion de las ecuaclones basicas

X tAx, =Y
X+ B =Y, (92)
¥+t B, =Y, "

x‘ b y‘

Cbtenemos el primer renglén de (92) dividiendo el primer renglén de
(91) por b,. de modo que:

i
A (93)

1

f
1", (94)

El segundo renglén de (92) se obtiene eliminando Ry entre el primer
renglén de {92) y el segundo renglén de (91):

8%yt bgXp e =1,
i T =AY, (551
[b2 - azBl}xa toex, =f,- P
designando:
a = [bz - azﬂl] (96)
(95) queda como:
@K, +Cx = i‘z - ay (97)

8i ahora dividimos entre «, obtenemos’

c £, -ay

2 2 271
X, +—X%x = (98}
2w, 3 a
deslgnando:
c
8, = % {99)
2

7



Capitulo 3: Discretizaclén de las ecuaciones basicas

y, =221 (100

Con esto hemos obtenido el segundo renglén de (92) y ademds podemos
obtener una regla general para al. 8|. Y, de ia sigulente manera,
(acuaclones {93} a la (100)

& =b -af
B = /% (101}
-8y,

Las relaclones (101) se cumplen tamblén para im 1 gi se define om0
yy, =0

Una ver que ge cuenta con estas relaciones (101), el sistema se
resuelve por sustitucién hacla atris partliendo de

X o=y {102)

y parat <n

X, =y - [:!lx“l (103}

El esquema que se segulrd para la resolucién de (71} representada
por ¢l sistema {90) es el sigulente:

Process Iterative

Dadas las condiclones inlciales para K, Se ¥y h en el tlempo 0 ua

calculan las entradas de la matriz tridlagonal y los coeflclenes D’,
J=12,...,E

R



Capltulo 3: Discretizaclén dc las ecuaciones basicas

Al resolver el sistema, se obtlenen los valores de h en el tlempo
n+l, se recalculan las entradas de la matriz tridlagenal y los
coeficlentes D’. J = 1,2,...,E, los valores de h en el tiempo n+l
pasan a ser considerados como sl fueran los del tiempo h, y se

vualve a resclver el sistema,

Este proceso se continta hasta que la diferencia mixima cntro h';" y

h'; sea menor que un valor () previamente determinado.

El valer de € depende de la aproximacién que querames hacer a la
solucién de (71}, mlentras mis pequefio sea ¢, mejor serf la
aproximacién a la solucién de (71) e inversamente, mientras mayor
sea ¢ tendremos una aproximaclén mAs burda a 1a soluclén de (T1).
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CAPITULO 4

PROGRAMA DE COMPUTO

Listado del Programa que se utlllzdé para simular el comportamiento
del acultardo,
$DEBUG

PROGRAM CONSOLIDACION
REAL®8 AN(50000)

OPEN(UNIT=1, FILE="HI, DAT' )

OPEN(UNIT=2, FILE=" SIGHA. DAT')

WRITE(®, ®*)*'DAME NUMERO DE NODOS “N“ ¥ NUMERO DE ITERACIONES "NI" '
READ(*, * )N, NI

ni=i

nZE»ni

nZ4{=nZE+n

ni=nZM+n

nHOE=nH+n

nHOM=nHOE+n

nHM=nHOM+n

nPOE=niM+n

nPOM=nPOE+n

nPE=nPOM+n

nPManPE+n

nSIGHA=nPH+n

nSIGHAM=NSIGHA+R

nEE=nSIGMAM+n

nEM=nEE+n

nSS=nEM+n

nKJ=nS5+n

nA=nkJ+n

nB=nA+N

nCsmB+n

nDenC+n

nFenD+n

nALFA=nF+n

nBETA*nALFA+n

nY=nBETA+n

naux=ny+n

nSGEsnaux+n*30

NSGEQ=nSGE+n

NSCM=nSGEO+n

nSGMOmNSGHen

nq=nSCGMO+n

nleng+NI

CALL PASO(AN(NnZE), AN(nZM}, AN(nH), AN(nHOFE), AN{nHON } , AN{nHM),
1 AN{RPOE), AN(nPOM), AN(NPE), AN(nPM), AN(nSIGMA ), AN(nSIGHAN), AN(nEE),
2 AN(nEM), AN(nSS), AN(nKJ), AN(nA), AN(nB),AN(nC). AN{nD), AN(nF),
3 AN(RALFA),AN{nBETA) ,AN{nY), AN{naux),N, AN(nSGE}, AN(nSGED),
4 AN(nSGH), AN(nSGMO), AN(nq) NI)
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Capitulo 4: Programa de cémputo

CLOSE(UNIT=1)
CLOSE(UNIT=2)

sT0P
END

SUBROUTINE PASO(ZE, 24, H, HOE, HoM, HM, POE, PO, PE, PH, SIGMA, SIGMAN,

1 EE,IM,SS,KJ,A,B,C,D,F, ALFA, BETA, Y, aux, N, SGE, SGED, SGH, SGHO,
2 QNI
REAL®8 ZE (N}, 24(M), H(N), HOE(N), HOM(N), U4 (N} , POE(N), POM(N)
REAL®8 PE(N),PH(N), SIGMA(N), SIGMAM(N), EE(N), EX(N), SS(N), Y(N)
REAL"8 KJ(N), A(N), B{N),C(N),D(N),F(N}, hQ, h1, ALFA(N), BETAIN),Q(NI}
REAL"8 DELT,DELZ, PI, aux(n,30),LAMDA,SGE(N), SGEO(N), SCM{N) , SGMO(N)

c
DELT=7884000.0
LAMDA=S. 9
DELZw=15. DO/
Pl=3,1415900

c

Cle=-~LEEMOS LA PIEZOMETRIA INICIAL HI y LA PRESION TOTAL SIGMA

- DO I=1,N

READ(1, " )H(I)
READ(2, *)SIGHA(T)
ENDDO
READ(1,*)h0, h1

(%

c

C--~-~CALCULO DE CONSTANTES ZE, 2, HOE, HOM, POE, POM, SIGMAN
CALL CTES(ZE,2H,H, HOE, HOM, POE, POM, SIGMA, SIGMAM, DELZ, N}

oo s e e et e et e ettt
L=0

500 LeLsi )

C2--=-CALCULAMOS S5 EN LOS ENTEROS

CALL SSJS(PE, H, ZE, SIGMA, POE, EE, S5, N, LANDA, L, SGE, SGEO}

C3----CALCULAMOS KJ EN LOS MEDIOS
CALL KIS(HM,H.PM, 24, SXGHAH.PUH.E! KJ, N, LAMDA, L, SGH, SGHO)

c IF{L.EQ.1.0R. L. EQ. 2.0R, .D:). of. m .OR.L.EQ. 5)THEN
IF(L.EQ. 1.0R. L. EQ. 6. OR. L. EQ. 92.CR. L, EX. 110, OR, L, EQ. BOO) THEN
11=1]+1
do i=l,n

aux(1,11)=h(1)
aux(4,11+5)=gge(1)
aux(1,11+410)=ee(1)
aux(1,11+15)=kj(1)
aux(1,11420)=sg(1)
enddo

ENDIF

C

C4d~-~-CONSTRUIMOS LA HMATRIZ DIAGONAL Y EL VECTOR DE LA DERECHA
CALL DIAGO(A, B, C,KJ,SS, DELZ, DELT, N, D, F, H,ho, k1)

c .

€6-~-~CALCULAMOS H EN EL TIEMPQ (N+1) POR MEDIO DE ALG.DE THOMAS
CALL TRIDIA{A,B.C,H,F,BETA,ALFA, Y, N}
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Capitulo 4: Programa de cémpulo

C--~—- CALCULAMOS EL FLUJO EN LA PARTE INFERJOR DEL ACUITARDO
Q(L)==KJ(1)*(HO=H{1))/DELZ

C7~-~--CONTINUAMOS CON EL SIGUIENTE PASO DE TIEMPO
IF(L.LT.N11GOTO 500

e e e s e dme———— e me o ———— - mm—————————

do {=n,1,-1

write(®, 3) (aux(}, §), J=6, 25)
enddo
write(®, )} °
do i=i,n
write(®, 4)(aux(1, §), J=1.5)
¢nddo
write(®,*)* '
do {=1,NI
write(®, *)5,Q{I)
enddo
3 format(20E9.3)
4 format(5E9.3)

RETURN
END

C===~--ESTA SUBRUTINA CALCULA LOS VALORES DE LOS SIGUIENTES

PARAMETROS,

C-----"Z" EN LOS NODOS ENTEROS........ e {ZE)
Qo=ee="2" EN LOS NODOS MEDIOS. .. vvere i ivrerriivennans (M)
C~===="H" EN LOS NODQS ENTEROS AL TIEMPO T=0 ......... .. (HOE)

Ce===="H" EN LOS NODOS MEDJO5 AL TIEMPO Te0 ............
C~~==="P" EN LOS NODOS ENTEROS AL TIEMPO T=0 ....... .
C=~~~="P" EN LOS NODOS MEDIOS AL TIEMPO T«0 ........

C-=-~-~"SIGMA" EN LOS NODOS MEDIOS AL TIEMPO T=0

SUBROUTINE CTES(ZE, 2M, H, HOE, HOM, POE, POM, SICMA, SIGMAM, DELZ, N}
REAL®8 Z2E(N}, 2M(N}, H{N}, HOE(N), HOM{N), POE{N), PCH(N)

REAL®8 SIGMA(N),SIGMAM{N), ESP,RO, G, DELZ

ESP=15.D0

RO=1000.D0

G= 9.8D0

C-===-CALCULO DE “2" EN LOS ENTEROS DESDE 1=1,2.3,...,N-1
DO 10 I=i, N
ZE(I)=(1~(1.0r2.0))"DELZ

10 CONTINUE

C~==-==CALCUJLO DE “2" EN LOS MEDIOS DESDE 1=1,2,3,...,N=1

DO 20 1=1,N
24(1)m]*DELZ
20 CONTINUE
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Commem CALCULO DE “H" EN LOS ENTEROS AL TIEMPO T=0

DO 30 I=1.N
HOE(L)=H(I)

L=~~~ CALCULO DE "H" EN LOS MEDIOS AL TIEMPO T=0

40

DO 40 I=i, N-1
HOM(I)=(H(I+1)+H(1))/2

C--~=-CALCULO DE *P* EN LOS ENTEROS AL TIEMPO T=0

50
o4

DO 50 I=1, N
POE{1)=450600. 0=(45000.0/15.0)*2ZE(I)

C-----CALCULO DE *P* EN LOS MEDIOS AL TIEMPG T=0

60

DO 60 I=1,N-1
POM(1)=45000. 0- (45000.0/15)*24( )

C~--=~CALCULO DE "SIGMA™ EN LOS MEDIOS

0

30

100

DO 70 I=1,N-1
SIGMAM(1)=({SIGHA(I+]1 }+SICMA({]})/2

RETURN
END

SUBROUTINE SSJS(PE, H, 2E, SIGHA, POE, EE, SS, N, LAMDA, L, SGE, SGEO)

IMPLICIT REAL®*8 (A-H,0-2)
DIMENSION PE(N),H(N},2E(N},SIGHA(N},POE(N),EE(N),SS(N}
REAL*8 LAMDA, SGE(N), SGEO(N}

RO=1000. DO

G=9, 8D0

GAMA=RO*G

CALCULO DE LAS PRESIONES EN LOS ENTEROS
DO 10 [=],N-1

PE(1)=GAMA®H(T}+POE(I)

CALCULO DE “e" y "Ss“ EN LOS ENTEROS
IF(L.GT.1)G0 TO 100
DO 30 I=1,N-1
SGE(I)=SIGHMA(L)~PE(I)
IF(SGE(I).LT. 15000. O)THEN
EE(I)=10.0
S5(1)=0.015
ELSE
EE(1)=9.1+(156.0/725.0)*2E(1)
SS{1)=0,12+(26.0/3625.0)*ZE(I)
ENDIF
CONTINVE
RETURN
DO 40 I=1,N-1

'SGEO(1)=SGE(I)
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SGE({)=SIGMA(])-PE(1)

IF(SGE(I).LT. 15000. 0)THEN
EE(I)=10.0
SS(1)=0.015

VAR1=[1,0+EE(]))* (SGE(1)-SGEO(1))
EE(I)=EE(1)=LAMDA®LOGIO(SGE(I)/SGEO(1)}
SS{1) = (GAMAYLAMDA®LOG10(2~(SGECG(1)/SGE(1))) )/VAR)Y
ENDIF
40  CONTINUE
[ SSJ(J) CONTIENE LOS VALORES DE LOS COEFICIENTES BUSCADOS

RETURN
END

SUBROUTINE KJS(HM, H, PH, 24, SIGMAM, PO, EX, KJ, N, LAMDA, L, SGH, SGHO)

IMPLICIT REAL®8 (A-H,0-2)

REAL*8 LAMDA,XJ

DIMENSION HM(N), H(N),PH(N), Z4(N), SIGHAHIN), POM{N), EM(N} KJ{N)
DIMENSION SGH{N},SGMO(N)

INTEGER E

E=N
RO=1000.D0
G=9. 8D0
GAMA=RO®G
o4
C---~~CALCULAMOS H y SIGHA EN LOS MEDIOS
DO 10 I=1,N-1
10 HM{D)=(H{I+1)+H{I})r2
c
C===~=-CALCULAMOS LAS PRESIONES EN LOS MEDIOS
DO 20 I=1,N-i
20 PM(I)=GAMA®HM(I)+POM(I)

Coomem AHORA CALCULAMOS LAS E's EN LOS MEDIOS y KJ{1)
IF(L.GT.1)GO TO 100
DO 30 I=1,N-1
SGH{ 1 }=(SIGHAM(1}-PH(I})
IF(SGM(1).LT. 15000. 0) THEV
EM{1)=10.0
KJ(1)=5.0E-9
ELSE
EM(1):29, 14(156.0/725.0)*M( 1)
KJ(1)=(2.3+(468,0/725.0)*24(1})"(1.0E-9)
ENDIF
30 CONTINUE
RETURN
100 DO 40 I=}.N-1
SGHO(1)=SCM( 1)
SGM{1)={SIGHAM{I)-PH(T)}
IF(SGM(1).LT. 15000, 0)THEN
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EM(I)=10.0
KJ(I)=5. 0E-9
£

EM0=EM (1)
EM(I)=EM(T)-LAMDA®LOG10(SGM(1)/5GH0(1))
st=(EM(1)-EM0)/2.5
KJ(1)e=KJ(I}*(10°"s1)
ENDIF )
40 CONTINUE
C~-==<ESTE ULTIMD CALCULO CONTIENE LAS XI'g EN LOS MEDIOS
.C
RETURN
END

SUBROUTINE DIAGO(A, B, C.x.r.ss,naz, DELT,N,D,F,H,h0,ht)

REAL®*8 A(N),B(N),C(N),KJ(N),SS(N}, D(N), F(N}, H(N), hO, ht
REAL®8 DELZ,DELT

[

[+

Commmmm EMPEZAMOS CON LA DIAGONAL A, A(J),J=2,E
Al1)=0.0
AlN)==1.74,
DO 10 J=1,N-2

10 A(J+1)=KJ(J)

C

Coveeed SECUINOS CON LA DIAGONAL B, B(J),J=1,E
B(1)=3. /4.
B(N}=3. /4.
DD 20 J=1,N-2

20 B(J+1)u=(KJ(J)+KJ(J+1)+((DELZ**2)/DELT)*SS(J+1))
Ce=~=~=-CONTINUAMOS CON LA DIAGONAL C, C(J),J=1,E-1

Cl1)a-1./4,
DO 30 J=2,N-1

30 C(1)=KI(J}

[

Ceommm FINALIZAMOS CON LA COLUMNA D, D(J),J=1,E
DO 40 J=2,N-1

40  D(J)=-({DELZ®**2)"SS(J) }/DELT
€S~-~~CALCULAMOS EL VECTCR F (VECTOR DE LA DERECHA)
F(1)=(0.5)*ho
F(N)=(0.5)*h1
DO 250 Ju2,N-1
250 F{J)=D(J3)*H(J)
CC==~=~CON ESTO HEMOS CONSTRUIDO LAS DIAGONALES
Comew=A{J), J=2, N-1

Ca===~B(J), J=1 N
Cune==C(J), =l N-1
C=m===F(J), J=l N
RETURN
EXD
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SUBROUTINE TRIDIA(A,B,C,H,F,BETA,ALFA, Y, N)

REAL®8 A(N),BIN),C(N).H{N),F(N),BETAINY, ALFA(N), Y(N}
c
C----~EMPEZAMOS EL CALCULO DE PARAMETROS
BETA(1) = C(1)/B(1)
¥(1) = F(1)/8(1)
DO 2001 =2,N
alfa(1)=b(1)-a(1)"beta(1-1}
beta(i)=c{i)/alfa(l)
200  y(i)=(f(1)~-a{l)®y(l-1))/alfa(t)
C EMPEZAMOS LA SUSTITUCION HACIA ATRAS APARTIR DEL ULTIMO RENGLON
hin)=y(n)
DO 210 I=n-{,1,-1
210 hi{l)=y(1)-betali)*h(i+1)

RETURN
END

PROCESO DE SIKULACION
Las condiclones lnlclales que se tomardn en la slmulacién son las
sigulentes fig. S

ta,t)
Zo15m -]

en t=0

h,=0 ae 1 1 l.__i.ﬁ

|

!

1

—_— ]

z=0m 3

t
|
i
Ah(O t,..S- o 2. $.0 9.01 0.12
' oo, e K " Sa
SIHULACION (kN/m") (arsx10° ") (1/m)

Fig.6 Condiclones Iniciales para la simulacion.
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La conductlividad hidraulica estars expresada por:
e '.ol_° t
Kt . gt [w(—g-—z. ) ]

Utilizaremos una aproximacitén para el alucenanlefxto especifico, que
originalmente tiens la forma

‘Sn- PR A
(14212 7*

Haremos las aproximaciones lgulentu

1 d log(oe) . log(oe)-log(oea) _ logloe/ges)
Ca doe oe-Cea da~Tea

TT:'ET & cte = Ce
Con estas aproximaclones el Alpacenamiente Especiflico queda expresado de

la sigulente manera

(0‘- + Ma)
g ce log Te
S = 14e Aoe

El valor de la constante Cc se tomard como 5.9.
Utillzaremos un intervalo espacial de Az=(15/100)mts y un intervale
temporal Ats7884000 seg , que es equivalente a noventa dias.

EXFLICACION DEL FUNCIONAMIENTO DEL PROGRAMA DE COMPUTO,

Este Prograna estd escrito en el Lenguaje de Programacidn FORTRAN 77
El Prograsa Principal. 1llamado CONSOLIDACION, et un prograsa
interactivo que en su primera parte sollcita los dates necesarlos

para poder hacer una simulacion del comportamlento del acujtardo

47



Capitulo 4: Prograca de cémputo

cuando un flujo de agua e mueve através de el,
Los datos sollcitadog por el programa son:

El nimero de nodos “N* en que ce va a dividir el acuyitardo,

El nimero dec 1teraclones en el tlempo "NF", que sec va a reallzar.

El wvalor del \Intervalo da tiempo que se va a utilizar en esta
simulaclén, es de tres meses y est& dado en sgegundog, varlable
_"DELT". El perlodo de tlempo a sluularse ¢s de 200 afios y o] espesor
del acultardo es de 15 ats.

Dados estos datos se determina el espacio necesarlo requarido por
cada unx de las varlables utilizadas en el programa, y se aslgnan en
un vector unidizensional que puede tener como miximo 30 000
entradas,

Una vezr hecho esto, se llama a la subrutina PASO, que tlene como
objetivo el de hacer {teraclones en el tiespo, variable "L°, y
llamar a otras subrutinas con el fin de calcular 1o siguiente.
Congtantes utilizadas en el prograna.

Dar la plezometria inicial que s¢ va a utillzar en cada nodo.

Dar la preslén total con que se trabajard en cada nodo.

Hacer el cdlculo del Almacenamiento Especifice en cada nodo.

Hacer e¢] célculo de la Conductividad Hldréullca en los nodes
l1lamados "medios”.

Construlr las entradas de la satriz tridiagonal.

Resclver la matriz tridlagonal por medlo del Algoritmo de Thomas.
Calcular el Flujo de agua en la frontera inferior del acultardo.
Egcribir en pantalla los valores de plezemetria ., prealén efectiva,
relaclén de vacios, conductividad hildriulica y almaconamiento
especifico para los Intervalos de tlempo 1.5 afios, 8 afios, 27 afiog,
y 200 afios.

Con el fin de que el programa sea un poco mas explicito daremos una
descripcién de cads una de las subrutinas que lo componen.
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Subrutina CTES.

Esta subrutina calcula los valores de "z" que corresponden con los
nodos "enteros®. 1,2,3,....E y los almacena en la varlable ZE(N).
Calcula los valores de *z" que corresponden con los nodos “medios™,
372, 572, ..., E*1/2 y los almzcena en la varlabla ZM(N)

Asigna los valores Iniciales de h en los nodos "enteros”, en la
variable HOF(NY.

Calcula através de un promedio, los valores iniciales de h en los
nodos "medlos” y los asigna a la variable HOM(N),

Calcula los valores de la preslén de pore en los nodos "enteros” al
tiempo T=0, y los agigna en la variable POE{N).

Calcula los valores de la preslén de poro en los nodos “medlos" al
tlempo T=0, y los asligna en la varlable POMIN},

Calcula los valores de la presién total SIGMA en los nodeg “medios®
y los asigan en la varlable SIGMAM(N).

Subrutina SSJS.

Se calcula la presién de poro Inlclal en los enteros “enteros” y se
asigna en la variable PE(N).

Se calcula la presién efectlva inlclal en los en los nodos “enteros”
y se asigha en la variable SGE(N). '
También se calculan valores iniclales de la relaclién de vacios "e* y
almacenamlento especifico “Ss*, considerande que sl 1la presién
efectiva es menor de 15000, 1la relactén de wvaclos y el
alﬁacenamlento especifico tlcnen un valor de 10,0 y 0.015
respectivamente, y en caso contraric, la relaclén de vaclon e5 una
recta con pendiente {156/725} y ordenada al origen 9.1, y el
almacenamiento especifico es también wuna recta con pendiente
{26/3625) y ordenada al origen 0.12.

Los valores de presion efectiva, relaclén de vactos y almacenamliento
especifico para tiempos posterlores se calculan de la sigulente
manera.

La presién efectiva se obtliene como una diferencia entre la presion
total y la presién de poro.

La relacién de vacios tlene un valor de 10,0 si la presién efectiva
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es menor de 15000, y en caso contrario se aplica la relaclén

et - et - A 1ogf 2¢
8 Tey y se asigna en la varlable EE{N)

donde A es el indice de compreslén , os es la presién efectiva en el
tiempo n+1 y os, @S 1a presién efectiva en el tlempo t

El almacenamlento especifico tlene un valor de 0.015 s! la presién
efectiva es menor de 15000, y en caso contrario se obtiene através

de la rolacién

LI
7Alogl2 - o
S5 =

(1+e)(oe - no)

donde 7 es el resultado del producto de la densidad del agua por la
aceleracion de la gravedad 7=pg.

Subrutlna KJS.

Calcula los valores del nivel plezémétrico h y prestones de poro en
los nodes Llamados "medios" para tiempos posteriores al iniclal y se
asignan en las variables HM(N) y PM(N) respectivamente,

Enseguida calcula los valores de la preslén efectiva, relaclén de
vacios y conductividad hidrdulica en los nedos "medjos" de acuerdo a
1o sigulente.

La presién en el primer intervalo de tlempo se obtiene de unma
diferencla entre la presién total y la presidon de poro. S1 la
presion efectiva en el primer intervalo de tlempo en los nodos
“medios” es menor de 15000, la relacién de vacios y la conductividad
hidraulica al primer intervalo de tiempo tlenen un valor constante
de 10.0 y 5. ox10~? respectivamente. En caso contrario, la relacién
de vaclos ¢s una recta con pendliente (156/725) y ordenada al origen
9.1, ¥ la conductividad hidraulica es una recta con pendliente

(468/725)x10"° y ordenada al origen 2. 16°.
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Para tlempos posteriores la presién efectlva se sligue obtenlendo
como una diferencla entre la presion total y la presién de poro. Si
la presién efectiva es menot de 15000 la relacién de vaclos y la
conductividad hldraulica tienen un valor de 10.0 y S$.0x10°
respectivamente y en caso contrario, la relacién de vacios estd dada
por la relaclén

et . ot - Alog(ee/zao)

y se asigna en la variable EM(N).

donde ce es el valor de la preslén efectiva al tiempol tel y o es
el valor de la presién efectiva al tiempo t.

La conductividad hidridulica en el caso de que la preslén efectiva
fuese mayer de 15000 se obtiene de la expresiédn,

. K‘[IO(C’M' a‘)ras ]

y ue asigna en la variable KJ(N)

Subrutina DIAGO.

Esta subrutina calcula 1os valores de las entradas de la satriz
tridlagonal basandose en los resultados obtenidos del Almacenamlento
Especifico y Conductividad Hidraulica.

Nombraremos las dlagonales de la matriz tridiagonal de la sigulente
manera. La diagonal principal estard constitutda por el vector B, la
diagonal abajo de la principal estars constituida por el vector Ay
la diagonal arriba de la principal estard conaylyulda por el vector
C y los coeflcientes del vector de la derecha lo constltuyen los
valores del vector D de acuerdo a lo sigulente

St



Capitulo 4: Programa de cémputo

A=K /2 para §=2,3.....E-1

B = - IX + K « Sg (AZ)Z ara | = 2,3 1
3 1172 j-1/2 I p N N

C‘ - K’.“z para ) = 2,3,...,E-1
1 3
Am-z » Bgmg
2
\ - 53, 20 3= 2,3, ,E1

1 1
Bz .0 "3

\=4
.

Subrutina TRIDIA
Esta subrutina tlene como objetivo la resoluclén de una matris

tridlagonal usando para ello el algoritmo dJde THOMAS, Los valores del
vector solucidn quedan el la variable H(NJ.
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CapiTLO 5

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

El andlisis del comportamiento del acultardo que se ha realizado en
_oste trabajo, Indlca la formn en que pueden cambiar las propledades
hidriulicas de los estratos que constituyen el acultards. Cuando
agtos tipos de sedimentos se scmeten a una despresurizacién por
bosbeo en el acuifero inferlor, se puede dar el fenémeno de
compactacién como resultado del proceso de consolidacitn, La
compactacién puede alterar significativasente las propledades
fisicas del acultardo y causar cambios bruscos en los pardmetros K y
S8, trayendo como consecuencia que la recarga en un sistema Como el
acuiferc se vea dlsminuida.

El andllsis numérico reallzado aquif indica que K y Ss decrecen
progresivamente conforme decrece la presién de poro, pero los
cambloas mds signiflcatives en estos pardmetros ocurren cuande la
preslén efectiva es mayor que 15000 N/a? que es el punto en donde
comienza el comportamiento no lineal.

Se ha desarrollade un programa de cémputo con el fin de poder
slmular el comportaslento del acultardo en 1o que ge refiere a flujo
de agua en la frontara inferlor, y las varlaciones en loa pardmectres
fislcos que lo describen como son: nivel pleazométrico, relaclén de
vaclos, presién efectiva, conductlvidad hidrullca y almacenamlento
especiflca, Este programa serd Incorporado como una subrutina ¢n el
modelo tridimensional de la Cuence de Méxlco, en la parte de
simulaciéon del comportamiento del acultardo que tlepne la nisma
Cuenca y en cuya elaboracién del modelo se trabaja en el Instituto
de Geofisica.

Una de las principales Impllcaclones que se puede ver en este
trabajo es que los recursos potenclales del acuifero disminuyen
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Capitule §: Resultades y conclusiones

cuands ge pregenta el fendmeno de consolidacién, dado que la
capacidad del acultardo para transaltlsr agua hacla el acuifero
bombeado decrece en forma progresiva. Este hscho regulta muy
isportante para la evaluacién del comportamiento del acufferc a
largo plazo, dado que % este no recibe una recarga sustanclal
eventualmente se agotari.

Otra implicacién importante que se deriva de este anilisis es que,
‘dado que la relaclén de vacios disalnuye a medida que aumenta la
presién efectiva, cualquier Infraestructura que ce localice en el
acuitardo puede resultar dafiada debido a que los esfuerzos cambian
de una manera no lmu‘ornu.'y se puede presontar infliltracién de
gedimentos en el caso de drenaje, fracturas en el caso de redes de
distribuclén y hundimlientos de manera no uniforms en ol caso de
cbras civiles.

Los resultados en los que se basan estas conclusiones y
recomendaclones se muestran a continuaclén en las flguras 7 a la 12.
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PRESION EFECTIVA
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