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TESIS CON FALLA DE ORIGEN



INTRODUCCTION

El presente trabajo estd dedicado al andlisis de funciones de
R?* en R. Dentro de este andlisis., estudiamos principalmente el
comportamiento de una funcién, con el fin de establecer si eXxiste
un punto en el dominio de la funcidén en el cual alcance su mdximo
o minimo valor. Es de gran importancia este concepto, conocido co-
mo la Teorfa de mdximos y minimos. dado que muchos problemas ted-—
ricos y prdcticos requieren de su conocimiento para determinar la

solucién de un problema especifico.

En la primera parte denominada Puntos criticos, mdximos y
minimos " se desarrolla la teoria para establecer:

a. Condiciones necesarias

b. Condiciones suficientes

para poder dad=ecir gque en un puntc la funcidén alcanza su maximo o

minimo valor.

Estas condiciones necesarias y suficientes nos permitirdn esta-
blecer un teorema. con criterios claros y precisos para determinar

la naturaleza de un punto critico.

Después de la teoria desarrollada se presenta una serie de
problemas, con diferente grado de dificultad, resueltos de formas
diversas y los cuales muestran gue en muchas ocasiones no son a-
plicables los criterios establecidos. por no existir condiciones

suficientes.



La segunda parte de este trabajo consiste en analizar el com-
portamiento de las funciones, pero ahora no en todo su dominio si-
no en un dominio restringido G, integrado por los puntos que sa-

tisfagan la relacién g(x,y) = 0.

S1 se trata de localizar los valores mdximos y minimos para
F : G —>R,
el problema es distinto al anterior. dado que f no siempre alcanza
su valor mdximo o minimo en los mismos puntos en su dominio natu-
ral que en un dominio restringido. Sin embargo, existe una forma
de relacionar la teoria desarrollada en la primera parte con este
nuevo problema. y esto es, mediante la Regla de los Multiplicado-
res de Lagrange, la cual nos proporciona mediante una funcién au-

xiliar
h(x,y) = f(x.,y) - g(x,y)

un punto (x,y), el cual cumple las condiciones necesarias estable-
cidas en ¢L aparlade &, wsl:anie un andlisis de la funcidén £ res-—
tringida al conjunto G se puede llegar a determinar si este punto

determina un valor extremo.

En este trabajo aparece la demostracién de la Regla de los Mul-
tiplicadores de Lagrange para funciones definidas en R", después
de la demostracidén se enuncia la version para funciones definidas
en R*. Cabe mencionar que la demostracidén gue aqui presentamos no
utiliza los teoremas de la funcidn inversa e implicita como suele
suceder en los textos. Esta seccién, como la anterior., es acompa-

flada con algunos ejemplos, tanto en R* como en R".



PUNTOS CRITICOS, MAXIMOS Y MINIMOS

Para las funciones de varias wvariables, como para las funciones
de una sola variable, una de las aplicaciones mds importantes de

la derivacidén es la teorfa de los madximos y minimos.

Sea U C R? y
N R una funcién
si consideramos la grdfica de f. obtendremos wuna superficie. la

representacién de f en R que en ocasiones denotamos por z=5(x.,y).

Definicidén. Un punto p. es un maximo local de la superficile que
es la grdfica de =z = Ff(x.y) si_existe algun disco D
con centro P tal que f(p.) 2 Ffip) para todo p € D;
el punto p_es un minimo local si f(p_) < F(p) para
todo p € D. Los puntos maximos vy minimos se llaman

extremos.



En muchos problemas prdcticos, puede determinarse la naturaleza
del punto ‘"critico” a partir de la naturaleza especifica del
problema, lo gue nos llevard a decidir si se trata de un mdximo o
de un minimo. Sin embargo, es importante tener condiciones genera-—
les necesarias Yy suficientes para determinar la ocurrencia de

extremos.

A. CONDICIONES NECESARIAS

Efectuando un razonamiento geométrico en el caso de dos dimen—
siones, la existencia de un punto extremo significa que en el
punto p , el plano tangente a la superficie =z = f(x,y) es para-

lelo al plano-xy.

Ani el wecie noye !
o F nF
n = (p) T+ tp) T-%
ax oy
es paralelo al vector k. Es decir, n=fk para algun escalar T lo

que implica que

—_—{p ) 1 + (p) 31 -k =71
G dy "
y por lo tanto
2 »F
—— (p.) = 5 (p.) =0
X 4

o, en otras palabras, que

Vsip) =0



Se dice gue p es un critico de F(x,y) si F(p )=0. Como conse-
cuencia tenemos que el primer paso para localizar extremos, es re-
solver el sistema de ecuaciones

T F
—_— (x,y) = 0
b x
Ll
—_— (x,y) = 0
Ty
No es fdcil determinar si un punto critico es un extremo. Es

md&s, un punto critico no necesariamente tiene gque ser un punto

mdx»imo o minimo.

Consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Consideremos la funcidn
Fix,yl = Xy + y*x
Obtengamos los puntos criticos.

(x,y) = 2xy + y*

4, Xl‘*h

— (x,y) = 2yx + x?
Yy

Por lo tanto, para localizar los puntos criticos es necesario re-

solver el siguiente sistema de ecuaciones

2xy +y* =0 (1)

2yx + x* =0 (2}



restando (1) y (2), obtenemos gue

es decir
Yy = X 6 Yy = =X
y si sustituimos y = x en (1) tenemos que
2y? + y* = 3y* = O

lo cual implica que

De forma andloga si y = =-x

implicando que

Lo que significa que el dnico punto critico es el (0,0).

Si se conoce el problema que originé dicha ecuacidén o la super-

ficie correspondiente, puede ser relativamente sencillo determinar

si un punto critico es un madximo local, minimo local o ninguno de

estos casos, de otra manera, si se carece de criterios,

ma puede ser muy complicado.

el proble-



Ejemplo 2. Consideremos la superficie generada por la funcién

F(x.y) = x°

en este caso

?F

— (x,y) = 3x?
?x

Vi

T—' (x,y) =0
oy

los puntos criticos serdn los puntos gue satisfacen la ecuacién

3x2 =0
es decir
x =0
por lo tanto, los puntos criticos son todos los puntos sobre el

eje~y. Sin embargo, es evidente de la figura, que ninguno de es-

tos puntos es un mdximo o un minimo local.




Ejemplo 3. Considérese 1la funcién

FX,y) = xy

sus derivadas parciales de primer orden son:

o5
-— x.y) =y
¢ X
o F
—— (X,y) = %
¢y

por lo tanto para obtener los puntos criticos debemos resolver el
sistema

X =0

y =0
es decir, el unico punto critico es el (0,0). Sin embargo, para
todo disco D con centro en (0.0), la funcidén puede tomar tanto
valores positivos como valores negativos, dependiendo del cua-
drante qgue contenga a  (#.y). For lo tanto, la funcidén no tiene
extremo en este punto. Geométricamente. la superficie que repre-
senta a la funcién F(x.y) = Xy es un paraboloide hiperbélico que
no tiene punto médximo ni minimo sino lo que se conoce como un

punto silla de montar ( o simplemente. punto silla) en el origen.




B.

CONDICIONES SUFICIENTES PARA LOS VALORES EXTREMOS

Si se considera un punto p en el cual ambas
.

derivadas parcia-
les de la funcién se anulan,

ocurre un valor extremo si y solo si

la expresioén

F(x,y) - SF(a.b) donde p = (a.b)
tiene el mismo signo para todos los valores (x.,y) en un disco D
con centro en (a.b).
Para motivar la condicién general para determinar si un punto

critico p de una funcién F R? —> R es un mdximo local, un
minimo local o un punto silla, desarrollaremos la expresién

Fix.y)

Ff(a.b)
por medio de la foérmuia de Taylor de segundo orden para £(X.y).

Flx,y) =

2F bF
Ff(a,b) + (x-a) — (a.b) +

(y-b)
=
¥ E
+ ¥ [ (x-a)?

x:

(a.b)
¢y

0#
(a.b) + 2(x-a)(y-b) —

- (a,b)
’x Cy
1f

+ (y-b)? (a.b) ] + R (a,b,x-a.y-b)
oy? :

R (a,b,x—a,y-b)
Donde 2

—> 0 cuando
Il x=a.y=b)|

< X
v v
oo



Aplicando las ecuaciones

se obtiene

fix,¥y) = f(a.b) +

donde X = x-a , y =

Asi la férmula ( F1
Ff(x,y) =
donde t —> 0 cuando
B2 S
A = (a.b)
x2

Para iniciar el an
de la forma
F(x.,y)

entonces

y VF(x.y) = 0O

es decir, (0,0) es el

F
— (a.,b) =0
x

3
— (a,b) = 0
2y

2 f
D=

2

b

(a,b) x* +

) puede ser escrita como

Ax* + Bxy +
(x .y ) —> (0,0)
LA F
B o= (a.b)
ex Yy
K = f(a.b)
dlisis, consideremos
=Ax* +Cy* + K

C y?

*F

+

VAxy) = 28x T + 2Cy F

implica que

(x.y) = (0.0)

unico punto critico.

% Uy

(a,b) y* + R (a,b,x ,y )
. 2 A

K+ €

Af0

(a.b) x vy

( F1)

( F2 )

primero las funciones

. C§0



Analicemos la funcidén F
CASO 1, Si A< O y C<X 0, (0.0) es un madximo local.

Demostracion
F(X,y) = A x* + Cy?* + K (x,y) § (0,.0)
en particular
F£(0,0) = K
y como A < O y C < 0 tenemos gque
Ax* <0 Cy* <0
por lo tanto
Ax* +Cy? <0
Ax* +Cy? +K =<K

es decir

f(x.y) ¢ £(0.0)
. demostrando asi gue 2.0) &z un mdximo local.
CASO 2. Si A >0 y C > 0. (0,0) es un minimo local.

Demostracién
Flx.y) = A x* +Cy" + K (x.y) ¥ (0,0)
dado que
F£(0.0) = K
y como A < O y €< 0 tenemos que

Ax* 20 y C y?

I~
o

por lo cual
Ax* +Cy* 20

AXx* +Cy* +K 2K



CAsO

y por lo tanto
Fx,y) 2 £(0,0)

con lo que queda demostrado que (0,0) es un minimo local.

3, 83 A<CO0 y C >0, (0.0) es un punto silla.

Demostracién
Tomemos una trayectoria para acercarnos al origen, sea esta
trayectoria la representada por la ecuacién x = 0, los puntos
de esta trayectoria tienen la forma (0,y), para ellos
F(O,y) = C y?
ycomo C >0 , Cvy* 20 , tenemos
Cy?* +K2K
1o cual implica que

F(O0,y) 2 £(0.0)

es decir, para estos puntos (0,0) representa un minimo.

Sin embargo analicemos que pasa con la trayectoria ortogo-
nal a la anterior, y = 0 , los puntos que forman esta trayec-
toria son de la forma (x.0) y para ellos
F(x,0) = A x?

y dado que A< 0 , A x? ¢ 0 , y obtenemos
A x2 + K <K

lo cual implica que

F(x,0) ¢ £(0,0)

es decir, para estos puntos (0,0) representa un maximo

De lo anterior podemos concluir que (0.0), en este caso,
no es ni médximo ni minimo, sino lo gue se conoce como un pun-
to silla.

10



CAsO 4, Si A >0 y C< 0, (0,0) es un punto silla.

Demostracion
Al igual que en el caso anterior, consideremos una trayec-
toria para acercarnos al origen, sea esta trayectoria la re-

presentada por la ecuacién x = 0, los puntos de esta trayec-

toria son de la forma (0.y), para ellos
F(O,y) = C y?
y como C< 0 , Cy?® < 0, tenemos

Cy + K< K
le cual implica gque

F{0.y) ¢ £(0,0)

es decir, para estos puntos (0.,0) representa un méximo.

Sin embargo analicemos que pasa con la trayectoria ortoge-—
nal & la antoocior, v . o2 puntos gue forman esta trayec-
toria son de la forma (x,0) y para ellos

F(x,0) = A x*
y como A >0 . A x* 20, tenemos

A x* + K 2 K
lo cual implica que

F(x,0) 2 £F(O0.0)

es decir, para estos puntos (0.0) representa un minimo.

Para este caso al igual que para el anterior F tiene un

punto silla en (0.0).

11



CASO 5., Si A =0 o bien C = 0,

¢ Qué tipo de punto critico tendremos ?

Supongamos s.p.g. que C = 0, si A = 0 haciendo una rota-

cion de la superficie la podemos llevar al caso C = 0.

8i C=0 vy A% 0
F(x.,y) = A x* + K

tenemos dos casos
a) Si A > 0, F(x.,y) tiene un minimo local en (0,0)

Demostracién

Como A >0, A x* 20 vy por lo tanto

A x*+ K 2 K
es decir
Flx,y) 2 £(0,0)
por lo cuai £ tiers rnominimo local en (0,0).

Graficamente se tiene una pardbola que abre hacia arriba,

en el plano-xz.

12




B) Si A< 0, F(x.,y) tiene un mdximo local en (0,0)

Demostracién
Como A < 0, AXx* < 0 y por lo tanto
A x*+ K ¢ K
es decir
Fx.y} £ £(0,0)
por lo cual £ tiene un méximo local en (0,0). Grdficamente

se tiene una pardbola que abre hacia abajo, en el plano-xz.

1

Con el fin de generalizar los resultados anteriores. considere-
mos las funciones de la forma
Fix,y) = A x* + Bxy + Cy? + K
donde. por supuesto. B § 0. Determinemos los puntos criticos de f
?F

— (X,y) =2 AX +By=20 (1)
RS

13



T F

(x.y) 2Cy+Bx=0 ( 2)

~

oY

Despejando a y de ( 1 ) vy sustituyendo su valor en ( 2 )

2 A X
y = -
B
2 C (2 AX)
B x - =B x-4ACx
B
= (BB -4AC)x=20
y despejando a x de ( 2 ) y sustituyendo su valor en ( 1)
2 Cx
X = -
B
2A(2Cy)
By - =B y-4ACy
B

= (B -4AC)y =20

obteniendo las ecuaciones

(B* - 4A4AC) x=20

(B2 = 4AC)y=20
de donde concluimos que si (B* - 4 A C) f 0, el dnico punto cri;
tico es (0,0). El caso (B* - 4 A C) = 0 serd tratado posterior-

mente.

14



CASO (B -4AC) 0

Analicemos primeramente el caso (B* - 4 A () $0 con A ¥0

y C ¥ 0.

Observemos que en la funcidn Fi{x,¥y) = A x* + Bxy + C y*» + K,
K no toma parte en la determinacién de los puntos criticos, ya gque
solo produce un corrimiento de la superficie hacia arriba o hacia

abajo, por este motivo podemos ignorar el término K y escribir a £

como
F(x,y} = A % + B xy + C y?
= A [ X2 4 e XY ] + C y?
2 Bl
= A [ PO — y ] + [ C - — ] y?
4A
2 4AC - B?
BT [
4A
= A x'? + C'y? ( F3 )
donde
B 4AC ~ B?
x'= [ X + —— Yy ] , C'= { —— ] y?
27 4A

Con esta transformacién de JS(x.y) al modelo de funciones tra-
tadas anteriormente. podemos analizar la naturaleza del punto cri-

tico (0.0) recurriendo a los casos anteriores.

15



CAaso 1', Si 4AC > B* y A < 0, entonces C'< O.

Aplicando el Caso 1, (0,0) determina un mdximo local.
CAaso 2°. Si 4AC < B y A >0, entonces C'> 0.

Aplicando el Caso 2, (0,0) determina un minimo local.
Caso 3', Si 4AC < B* y A< 0, entonces C'> 0.

Aplicando el Caso 3, (0,0) es un punto silla.
CAso 4', Si 4AC < B* y A > 0, entonces C'< 0.

Aplicando el Caso 4, (0,0) es un punfto silla.

Recordemos que al 1inicio de este andlisis supusimos que
(B -4AC) 40 y AF0. CHo0. Para completar el andlisis
es necesario considerar la posibilidad de que 4 A C = 0, es de-
cir que A 6 C sean cero. pero bajo la hipotesis (B* - 4 A C) F 0

o lo que es lo mismo B f 0.

(53]
A
o

Caso 6. &1 4al-3 'z » 0 y (0,0) es un punto silla.

Demostracion
Supongamos primero que C =0 y A f 0: para poder escri-

bir a f(x,y) en la forma ( F3 ).

F(x,y) = A x'* + C(C'y?
donde
BZ
C'=—.__
427

a) Si A< 0, C'>0, utilizando el caso 3, ya que por hi-—
pétesis B*- 4AC > 0, podemos asegurar dque (0,0) es un

punto silla.

16



By Si A >0, C'C 0. wutilizando el caso 4 aseguramos que

(0.0) es un punto silla.

En el caso en que A = 0 no podemos esribir a F en la forma

( F3 ), sin embargo, podemos escribir a £ como

F(x,y) = Bxy + C y?
B
=C [ — Xy + y? ]
C

]

B? B B?
C[——-—x’+-~-——-—xy+y’:|—-——x2
c

4c? 4c
B @ B?
= C [ y + — x ] - — Xx?
2C 4C
= A'x? + Cy'?
donde
B? B
A' = = —— , y' =y + X
4c 2C
con esta nueva truansforme con de F, podemos emplear el and-—

lisis hecho anteriormente para asegurar que £(x.y) en (0,0)

tiene un punto silla.

CASO 6'. El utnico caso gque resta por tratar bajo la hipé-
tesis (B* - 4 A C) $#0.esA =0 y C=0 encuyo caso
Fi(x.y) = B xy
£(0.0) =0

y (0.0) serd un punto silla.

Demostracién

Supongamos B > 0

17



Tomemos una trayectoria para acercarnos al origen, sea es-
ta trayectoria la representada por la ecuacidn y = X, los

puntos de esta trayectoria tienen la forma (x,x), para ellos
F(x,%x) = B x?

y como B >0 , B x* 20, tenemos
Fx, X} 2 £(0,0)

es decir, para estos puntos (0,0) representa un minimo.

Sin embargo analicemos gue pasa con la trayectoria ortogo—
nal a la anterior, y = -x, los puntos que forman esta trayec-

toria son de la forma (x.—X) y para ellos
F(x,-x}) = - B x?
y com B >0 , - Bx* ¢ 0, tenemos
fia, &) L F(0,0)
es decir, para estos puntos (0,0) representa un maximo.
Por lo tanto (0.,0) es un punto silla.

El analisis del caso B < 0 es andlogo al anterior.

Con esto terminamos de analizar el caso (B - 4 A C) f a.

i8



Utilizando los resultados obtenidos y recordando que
f: UCR ——>R
puede ser escrita en una vecindad del punto critico p'= (a,b). con
( F2 ), como

f{x,y) = A %X* + Bxy + Cy* + K +:

donde x = x-a .,y =y-b vy z—> 0 cuando (x .y ) —> 0.

Ademds
ntf ,ach 2 F
A =% —— (a,b) B = - (a,b) C =% -~—— (a.b)
ox? 0x Ty y*
K = Ff(a.b)

Esto sugiere que en una vecindad lo suficientemente pequefia del
punto critico la funcidén es '"casi'" cuadrdtica, lo cual nos permite
utilizar los resultados obtenidos con anterioridad.

La relacién entre A,B,C, definidas anteriormente., nos propor-
cionan suficiente informacidn para determinar la naturaleza del
punto critico {a.bj, e wi caso (L' — 4 A C) $ 0. Es decir tenemos
condiciones suficientes para determinar si un punto critico es mé-

ximo local, minimo local o punto silla.

CAso 1", Si (B* -4 AC) < 0, ACO o, en forme equivalente, si
n2F 2 Bzf 2 f
D = [ ¢ (a.b)] - [ (a.b)][-c— (a.b)] <0
%y dx2 23
Y E*f
(a,b) < O
e x?

entonces podemos afirmar que {(a.b} es un punto critico que
determina un méximo local. En este caso D se llama la discri-

minante de £ en el punto (a.Db).

19



Caso 2". Si (B* -4 AC) ¢ 0. 2 >0 o0. en forma equivalente, si

-Olf-' H ,':f .l»f:
D = [ (a.b)] - [———— (a.b)”:' (a.b)] <0
Ix %y e ay?

Y LS
Z— (a.b) » G ,

v

entonces (a,b) es un punto critico que determina un minimo
local.
CAaso 3". 5i D, definida como en los casos anteriores. es mayor

que cero. entonces (a,b) es un punto silla.

Ahora . ya estamos en posibilidades de enunciar el siguiente
teorema, en el cual se reunen las condiciones necesarias para lo-
calizar puntos criticos y criterios para determinar la naturaleza

de los mismos.

TEOREMA. Sea £(x,y) de clase C* en un conjunto abierto U en R*.
Un punto (a,b) es un minimo local de f siempre y cuan-—

do se cumplan las tres condiciones siquientes.

DF o F
@) —— (a.b) = — (a,b) = 0
D% Ty
l\/]uf
B) (a.b) >0 ,
/bxz
Vl\-_lf 2 ?ZJ(‘ llf
™ D= [ (a.b)] - [4— (a.b)]["— (a,b)] <0
x ly D%t oy®

Si en B) tenemos < 0 en lugar de > 0 y mantenemos la con-

dicidn T)., entonces tendremos un mdaximo local.

Si en el Teorema anterior, se tuviera D > 0 entonces tendriamos
un punto silla. En el caso D = 0, para conocer la naturaleza del

punto critico se requiere de un andlisis mavor. 20



CASO B2 —4 AC) =0

Como hipdétesis general en los casos anteriores (B* - 4AC) F 0.
y Unicamente existia un punto critico. Para el caso (B? - 4AC)=0,
el andlisis no es sencillo, sin embargo trataremos de mostrar con

ejemplos los posibles comportamientos de la funcién F(x.,y).

Ejemplo 1. Considérese la funcién cuadratica

Fix,y) = x* - 2xy + y?

(x — y)?
en este caso

B* - 4AC

n

4(1)(1) - (=2)7
!

sus derivadas parciales de primer orden son:

’,:f
— (x,¥) = 2x ~ 2y
" x
5F
— (x.y) = 2y - 2x
ly

por lo tanto para obtener los puntos criticos debemos resol-—

ver el sistema

2x — 2y =0
2y = 2x = 0
lo cual implica que
2x - 2y = 0
2x = 2y
X =Y

21



es decir, nuestros puntos criticos son todos los puntos sobre
la recta y = %, en otras palabras, todos los puntos de la
forma (x.X) con x € R. Analicemos la naturaleza de estos

puntos.

Para los puntos (x,x),

flx,x) =0
y como
Flx,y) = (X - y)? 20 Vixy ewr
podemos concluir que
F(x.y) 2 £(0,0) Vix.y) € B

por lo tanteo, todos los puntos de la forma (x,x) Jdeterminan

puntos minimos locales de f.




Ejemplo 2. Tomemos un funcién cuadrdtica similar a la anterior.
Fx,y) = = X' + 2xy - y?
= - (x - y)?
en este caso
B? ~ 4AC = (2)* - 4(-1)(-1)
=0

sus derivadas parciales de primer orden son:

TS

(X.y) = —2%x + 2y
2 x
TF
— (X.,y) = 2% - 2y
ty

por lo tanto para obtener los puntos criticos debemos resol-

ver el sistema

— 2x + 2y =0
2% = 2y = 0
Sgdeiara s 180 0 Gu0i2LEl LLlenemos

- 2x + 2y = 0
- 2% = - 2y
X =y
por lo tanto los puntos criticos. al igual que en el ejemplo
anterior son los puntos sobre la recta y = X. Apalicemos su

naturaleza.

Para los puntos (x,X),
F(x,x) =0
y como

F(x,y) = - (x-y)* <0 V(x.y) € R
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podemos concluir que
' FlX.y) & £(0,0) Vik.y) € R

por lo tanto, todos los puntos de la forma (%.x) determinan

puntos mdximos locales de f.

R TS |

Eiemplo 3. Sea # defiinida ¢ 1a siguiente manera

Fix.y) = ¥ + 3xy?

=% {xF + 3y*)

notese que £ no es una funcion cuadratica. como en el Ejemplo

1 y 2. sin embargo podemos calcular D = B* - 4AC. el discri-

F2a
minante de #£. utilizande las derivedas parciales de segundo

orden.

Las derivadas parciales de primer orden son:

—_— ix,y) = 3x* + 3y*

— (X.Y)} = bxy

ia .
Y 24



por lo tanto, 1los puntos criticos son los que satisfacen el
sistema de ecuaciones
3 (x* +y*) =0
=== x=0 ,y=20
6y =20
es decir, el unico punto critico es el (0,0), determinemos la

naturaleza de este punto. Las derivadas parciales de segundo

orden son

“F

~ (x.y) = 6x

(P

(o

—— (x,y) = 6x

ty?
i E D F

(x,y) = =———— (x,Y) = 6y

Py ox % Ty

por lo tanto D = B* - 4AC evaluada en (0,0) es cero.

En este ejempiv. asegurames que {0,0) es un punto silla.
Demostracién
F£(0.0) =0
Si nos acercamos al origen por la siguiente trayectoria y=0 y
x < 0
F(x,0) = ¥ 0 ya que X <0
por lo tanto para estos puntos
F(x.0) < £(0.0)

es decir (0.0) tiene apariencia de mdximo. No obstante si nos

acercamos al origen por la trayectoria y=0 y x > 0

F(x.,0) = < >0 ya gue x >0
25



por lo tanto para estos puntos
F(0.0) » £(0.0)

es decir (0.0) tiene apariencia de minimo. Por lo tanto el

origen representa un punto silla.

Concluyendo podemos decir que si (B° - 4 A C) = 0, no pode-
mos asegurar gue exista un numero finite de puntos criticos., y lo

que es mds importante., no podemos conocer la naturaleza de estos

puntos.

™~y
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EJEMPLOS

Encontrar los puntos criticos de las siguientes funciones y deter-

minar la naturaleza de estos puntos.

1)

Flx,y) = % + 4xy
Para localizar los puntos criticos de la funcién es necesa-

rio calcular

2F
(x,y) = 2x + 4y
@).’
DF
—_— (x,y) = 4%
ty

Dado que la condicion necesaria para la existencia de ex-—

tremos, es gue ambas parciales se anulen en el punto, proce-

deremos a resolvaer el @
Zx + 4y = 0
4y = Q
de donde obtenemos, que el unico punto donde se anulan las
derivadas parcilales, y por lo tanto el unico punteo critico,

es (0,01,

Veremos ahora si el punto (0.0) corresponde a un maximo, un
minimo o un punte silla., para lo gque necesitamos calcular

las derivadas parciales de segundc crden.
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(3

(x.y) =0
by?

@ F F

— (x,¥y}) =

Ty Tx Tx %y

(x.y) = 4

Dado que las parciales de segundo orden existen y son conti-

nuas

podemos hacer uso de los criterios que nos porporciona

el teorema anterior para determinar la naturaleza del punto

(0.0).

y como

Asi la

Por lo tanto calculando

2

R 1 F niF
D= [Aé ~ (0.0)] - [(2 (0,0)][ g (0.0)]
Py ix Txz Ty?

(4)* - (2) (0) = 16

D > 0 entonces (0,0) es un punto silla.

funcidén F(x) tiene un punto silla en (0,0).
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2)  Ffix.y) = X'+ 2y 4+ 32x -y + 17

Para localizar los puntos criticos de la funcidén es necesa-
rio calcular
?F
x
2F
2y

Igualando a cero las derivadas parciales para obtener los

(x,y) = 4x3 + 32

(x,y) = 8y -1

puntos criticos. entonces

ax’ + 32 =0

. =) X = -2 , vy =%
8y -~ 1 =0

por lo tanto el unico punto critico es (-2,%).

Calcularemos ahora las derivadas parciales de segundo or-

den para determinar la naturaleza del punto critico.

tsLy) o= 12%x?
7 x?
5 .
(x.y) = 24y*
3%
,22f ?zf
(x.y) = - (x,¥y) =0
2y Tx tx Uy

Las derivadas parciales de segundo orden existen y son

continuas, de acuerdo a los criterios establecidos, y como

2

D = [92f (—2.5@)]2— [; d (—2,%)][—?—2 (—2,%)]

Ty 7% ' x? ?y?

oy

D=0~ (48)(6) = -288
29



es decir, D< 0O vy
9*F
2 x?

(-2.%) = 48

concluimos que £ en (-2,%) tiene un minimo.

)

A 3) Flx,y) = F <+ 4y* - 1D - BAy
P Las derivadas parciales de primer orden son
T F
—_— (X.Y) = 2%
T %
TF
— (X,y) = 12y* -~ 24y - 36
cy
Igualamos a cero las primeras parciales para obtener los pun-

tos criticos. obtenemos

2% = 0
12y? —- 24y - 36 = 0
=D
x =90
(y+1) (y+3) =0
=)
x =0 , Yy = =1 6 y =3
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Por lo que tenemos 2 puntos criticos (0,-1) y (0,3).
Para determinar su naturaleza. calculemos las derivadas par-—

ciales de segundo orden

i
(x,y) = 2
2x?
e
p (x,y) = 24y — 24
Y2
i f A F
(x,y) = (x,y) =0
by Tx Tx Ty

Las derivadas parciales de segundo orden existen y son
continuas. Utilizando los criterios para determinar la natu-

raleza de los puntos obtenemos que

Para el punto (0,-1)

,/:j: 2 ,dzf 0l f
D = [_' - (0,—1)] - [ (0,—1)][—L—— (0.—1)]

Txe Ty
D=0- (2)(-48) = 96

es decir, D > 0 y por lo tanto (0,-1) es un punto silla.

Para el punte (0.3)

o
i
r—-—
~
< »
o)y
X
o
()
| S
|
—
[ BN
v »
* “h
o
w
L:——i
| —
5
o
4,
o
[1%)
e

[
(0.3) = 2

PN
¢ x?

concluimos que Ff en (0,3) tiene un minimo local.

Asi £ tiene un punto silla en (0,-1) y un minimo relativo en

(0.3). 31



i

{

F(x,y)} = X* + 4xy + 2y* - 2y

Las derivadas parciales de primer orden son

2F

—_—(X,Y) = 2X + 4y

9 x

QF

~— (X,y) = 4% + 4y -2
Ty

Lo que nos lleve a resclver el siguiente sistema de ecuacio—
nes, para determinar los puntos criticos

2x + 4y = 0 ..., (1
4x + Ay -2 =0 ... (2)

resolviendo por sustitucidén

de (1)

sustituyendo x en (2)

-8y + 4y - 2

1
2
{
\§]
I
o

Por 1o tanto el uUnico punto critico es el (1.,-%).
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Las derivadas parciales de segundo orden son

9 F
(x.y) = 2
T x:
9
(x.y) =4
r&y’
Q¥ nrE
(x.¥y) = (x,y) = 4
By Tx Ux Ty

Dado que son continuas, podemos calcular

2 F 2 ntf 2 F

D= [2 (1.—%)] - [—C—- (1,—»)][? (1.—&&)]
Ty Tx Fx? ¢ vy?

D= (4)7 - (2)(4) = 16 - 6 = B

es decir, D » 0 y por lo tanto (1,-%) es un punto silla.

Asi la funcién en (1,-%) tiene un punto silla.
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5) Flx,y) = x* + 3y' - 4y* - 12y?
Calcularemos las parciales de primer orden para localizar los

puntos criticos

b
—_— (x,y) = 2Xx
Tx
T F
(x.y) = 12y° - 12y? - 24y
Ty

Igualando a cero las parciales y resolviendo el sistema

2x = 0 x =0
=
12y* - 12y? - 24y = 0 12y (yi=-y = 2) =0
=
» =0
12y (y + 1) (y =2) =0
=>
x=0 ,y=20 6 y=-1 6 y =2
Por lo tanto los puntos criticos son (0,0), (0,-1), (0.2).
Determine: Cudles punio. Jon extremos relativos y cuales

puntos silla.

Las derivadas parciales de segundo orden son

R
= (x,y) = 2
6w
d
— (x.y) = 36y? - 24y -~ 24
ty?
Yy
,dlf (‘,Zf
(x,y) = - (x,y}) =0
Py Ox ex Cv

Dado que son continuas. podemos calcular D en cada uno de los

untos.
punte 34



Para el (0.0)

0 - [ 0o - [ 0] [ w0

D = (0)? - (2)(-24) = 48

Como D > 0, tenemos el caso en gque el origen representa para

F un punto silla.

Para el punto (0,-1)

if H ,-f p:f
D = [?’ . (0,—1)] - [—‘— (0, ~1)][ ¢ (0.—1)]

Py Tx (x? Zy?
D = (0)* - (2)(36) = =72
es decir, D<C 0 vy
v
(x,y) = 2
.XT

y por lo tanto en (0.-1) £ tiene un valor minimo.

For ultimo en (G, 2)

?2‘,: 2 W L5
D = [P' (0,2)] - [ - (0, 2)][ = (0,2)]
by ex Zwt y?

(0)? - (2)(72) = -144

o

lw)
[l

como en el caso anterior D < 0 v la segunda derivada parcial
de £ con respecto a X es positiva. por 1o gue (0,2} es un

minimo.

Asi £ tiene en (0,0) un punto silia y en (0.-1) y (0.2) mini~

mos.
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6) F(x,y) = (x-1)2 = (y+5)°

Para localizar los puntos criticos calculamos

2F
—_—(x,Y) = 2(x-1)
¢ x
- F
e v = =3(y+5)?
<Y
igualdndolas a cero obtenemos
2(x-1y =20
=3(y+5)* =0 =) x =1 é y = -5

es decir, las parciales de primer orden se anulan cuando

(X,y) = (1,-5), y el udnico punto critico es este.

Ahora calculando las derivadas parciales de segundo orden
y verificando que podemos utilizar los criterios para deter-
minar la naturaleza del punto. obtenemos

RS

(x.,y) = 2
(5 Y
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I(vif

- (X,Y) = =6(y+5)
Ty

.e:f "Zf
— (X.y) = —— (x.y) = 0

2 ”

2y Tx Xy

Aunque las derivadas parciales de segundo orden son continuas

para todos los puntos en R?.
2 f 2 W2 F A F
D = [ — (1,—5)] - [ <1.—5)][» (1.—5)] =0
:\Y Y Y x? /fy2

es decir. las condiciones no son suficientes para determinar

si (1.-5) es un extremo.

No obstante., analizando la funcion podemos decir que (1.-5)
es un punto silla.
Demostracion
Acergnémoncs  al pun'o  por la trayectoria y = -5, para
los puntos de esta trayectoria
F(%x.-5) = (x=1}* 2 £(1,-5) =0
por lo que el punto sobre esta trayectoria. tiene apa-
riencia de minimo.
Por otro lado. si nos acercamcs al (1.-5) por la trayec-
toria x =1 vy y 2 -5
FUi,y) = —(y-37 < £(1.-5)
y por lo tanto. en este caso. 21 (1.-5) tiene apariencia
de maximo.

Por lo tanto el (1.-5) es un punto silla.
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i
L

7Yy Flxy) = (x=11) + (y-7)

Las derivadas parciales de primer orden son

e F

Tx

>

Caz

4(x-11Y

[

(x.,y)

a(y-7y

{(X.vy)

e igualando las parciales a cero

4(x-11)" = 0
4(y=7)y =0

obtenemos que el (11,7)

== x = 11

es el unico punto critico.

Para determinar la naturaleza del punto

andlisis de la funcidn,

Ok

‘0 %2

,razf

.

¢ y?
7 2 F

Ty x

(x.

dado que

(x.y) 12(x-11)?

i

(x.y) 12(y=-7)*

2 F

y) = -

- (x,y) =
Xy

recurriremos
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y en el (11.7)

G,f 2 2‘2f z,lf
D = [ - (11.7)] - [ (11.7)][———- (11,7)] =0

ty x tx? Zy3
Analicemos la funcidén. F(x.y) = (x-11)" + (y-7) es positiva
para todos los puntos en R?, vya que cada uno de los térmi-

nos son positivos, e igual a cero si (x.y) = (11,7), por lo

tanto
Flx.y) 2 £(11.7) vix.y) € R

en otras palabras, (11,7) es un minimo.

Asi £ en (11,7) tiene un minimo local.

- —

8) Flx,y) = —- xX'y?
Para localizar los puntos criticos de f. calculemos las pri-
meras derivadas parciales

v F
—.y) = -2xYy?
B
—_—(X.y) = -2X'y
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igualédndolas a cero obtenemos
-2xy? =0
-2x'y =0
== x =0 [} y =0
es decir, los puntos criticos son todos aquellos puntos que

se encuentran sobre el eje-x o el eje-y. ademds del origen.

Tratemos de utilizar los criterios establecidos para determi-

nar si estos puntos son extremos o no. Observemos qué ocurre

(i
— (x,y) = -2y*
x?
/CZ_«F
(x.y) = =-2x?
7y?
sz %Zf
— (X.y) = - ~ (X,¥y) = —4xy
%y ix Ux Cy

R i zlf :’Zf
D = [ﬂ“ - (x.y)] - [ - (x,y)][ — (x,y)]
ty (% ¢ x? 5%

1633 y? - 4x?y? = 12x*y?

]

e igual a cero para todos los puntos criticos. (x,0). (y.0) y

(0,0)

Ya que las condiciones no son suficientes para determinar la
naturaleza de los puntos, por que D=0, tendremos que anali-

zar la funcion para determinarla.

Si (x.y)=(x.0) F(x.0) = 0 x € R
Si (x.y)=(0.y) F(O.y) = 0O y € R
Si (x.y)=(0.0) F£(0.0) = O
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y dado que F(x,y) = ~-x*y? es negativa para todos los puntos
(x,y) € R*, tales que x+0 Y ny, e igual a cero para los pun-
tos restantes. los puntos criticos, concluimos que

Fix,y) = =x*y?* ¢ £(0,0)

Fx,y) = —x*y? ¢ £(x,0)

F(x.y) = -x*y? ¢ F£(0.y)
es decir. los puntos criticos son puntos médximos.

Asi £ tiene un mdximo en el origen o en cualquier punto sobre

el eje~x o eje-y.

9) F(x,y) = x'y + y*x%

Hallamos las derivadas parciales vy formamos el sistema de

ecuaciones
v F
— (X.Y) = 2%y * Y}
T x
¢ F
— (X.Y) = X' + 2%y

2]

[
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igualdndolas a cero obtenemos

2xy + y? =0
X! + 2xy = 0
en forma equivalente
y (2x + y) =0 = y=0 o
X (x + 2y) = 0 => x=0 [e)

obteniendo asi que el unico punto critico es el

Hallamos las derivadas de segundo orden

[
(x.y) = 2y
? x?
A2
(x.y) = 2x
fy’
{Cif /{:Zf
- (x,y) = - (x,y) = 2x + 2y
ty (x (XY

y= -2x
= -hx

(0.0).

y formando el discriminante para el origen tenemos

‘23{.‘ N —’Z;F r:f
; r v
f-_ N (0.0)] [f——(o,m] =0

-y n 4 Lo 2 y?

Por lo que tenemos que continuar con el analisis de ia fun-

cién si deseamos determinar la naturaleza del origen.

Analizando el signo de la funcién obtenemos

Flx,y) = X}y + y*x
=Xy (x + vYy)

de donde obtenemos gque f es positiva. si y solo si

x >0 v >0
6 x < 0 y >0 Y y < =-x
o] x >0 y < 0 y y < —x

e igual a cero para el origen y todos aquellos

las rectas y=0. x=0 e y=-Xx.

puntos sobre
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Analizando grdficamente estos resultados obtenemos

es decir, se tienen 3 regiones donde la funcién es negativa y
por consiguiente en las cuales se tienen depresiones. A este
tipo de superficies se les llama '"silla de mono', por gque una
gsilla de mono deberia tener 3 depresiones, en 2 de las cuales
se apoyarian las patas y en la tercera la cola.
Demostremos, ahora, que el origen es un punto silla.

Acercdndonos al origen por medio de la trayectoria

y = 4x con x <0

Fla, i) o owX o+ MxT=4xt <0

es decir
Fx,4x) < £(0,0)

por lo tanto, para estos puntos el origen tiene apariencia
de maximo.

Sin embargo, sSi nos acercamos al origen por la trayectoria
ortogonal a la anterior

y = —-2x con X >0

Fx.-2%) = =2x° + 4x° = 2x* > 0
es decir

F(x,-2x) > F£(0.0)
teniendo el origen apariencia de minimo para los puntos
sobre esta trayectoria.
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Por lo tanto £ en (0,0) tiene un punto silla.

M

10) Fix,y) = x¢

Las derivadas parciales de primer orden son

2F

—(X,y) = 3x?
n

¢ x

o F

—(%X,y) =0
ey

y se anulan cuando x=0. Obteniendo asf, que los puntos cri-

ticos se encuentran sobre el eje-y.

Hallamos las derivadas de segundo orden

2 F
(x,y) = 6%
Yx?
2 F
(x,y) =0
y2
,az‘)c lf
(x,y) = (x.y) =0
9y 9x 9% %y
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y el discriminante para los puntos sobre el eje~y es

2 F 2 g PN
D~ [3 (O.y)] - [@ (0.y)] [f—— (0,y)] -0
Jy @x ox? Cy?

Dado que las condiciones de la funcién no son suficientes pa-
ra determinar si estos puntos son puntos extremos o no, recu-
rriremos al andlisis de la funcidn.

Podémos afirmar que los puntos sobre el eje~y son puntos
gilla, demostrémoslo.
Demostraremos que dado (0.c), un punto sobre el eje-y, este
punto es un punto silla.

F(0,c) = 0

Tomemos la trayectoria y = x-¢ con X » 0, para acercarnos al

punto (0,c).
F(x,x-¢) = x >0

es decir
Flx.x-c) > £(0.c)

con lo que demostramos gue para 1os puntos sobre esta trayec~

toria el punto (0.c) tiene apariencia de minimo.

Sin embargo, si tomamos la trayectoria y = x~¢ con x < 0,
f(x,x~¢c) = x <0

y por lo tanto
Fx,x-c) < F£(0,c)

con lo gue demostramos gue para los puntos sobre esta trayec-

toria el punto (0,c) tiene apariencia de mdximo.

Y podemos decir que F en todos los puntos sobre el eje-y tie—

ne puntos silla.
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11) Flx,y) = xy
Las derivadas parciales de primer orden son
o
— (X,Y)
[

L}
<

v F

—_— X,y
“x

"
X

Igualamos a cero las primeras parcilales para obtener los pun-
tos criticos ,obtenemos

® =0

v =20
Por lo que tenemos un unico punto critico, el origen.

Para determinar su naturaleza. calculemos las derivadas par-~

ciales de segundo orden

o F
- (x.y) =0
7 x?
P
(x.y) =0
7 y?
i F VAF
- (x,y) = - (x,¥y) = 1
hy T X7y
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formando el discriminante para el origen

2

D= [;;::x (0,0)] - [ ;’f (0,0)][%;1i (0.0)]
ly ¢ %2 y?

D=1-0-=1
como D es positiva, podemos decir que el origen es un punto

silla, de acuerdo a los criterios establecidos.

!

12)  Flduy) o= qwr. iytm) oo (st (y+k)?

Tenemos
of . .
——(X.Y) = 3(R#L)2 (y+h) - (y+u)
X

@F
—_— (X, Y) = (XHLY = 3(x+1) (ytk)?
‘y

Las condiciones necesarias proporcionan el sistema

0
0

3(x+%)7 (y+h) - (y+h)
(x+%)7 = 3(x+%) (y+%)?

(]

en forma equivalente

3(x+4)?
I(y+k)?

0
0

(y+%) (3(x+7)2 - (y+%)?)

y==% o (y+h4)’
(x+3%) [(x+3)? = 3(y+k)? ] x=—7.

0 (x+¥)?

NN
non

I

obteniendo asi que el Unico punto critico es el (-k,-%).
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Hallamos las derivadas de segundo grado

% F
(X,y) = 6(x+%) (y+k)
x2
Py
-~ (X,y) = —=6(x+%) (y+h)
dy?
'.‘JC ,/.Zf
- (x,y) = — (X,y) = 3(x+¥)? - 3(y+kh)?
oy 9% x 2y

las cuales se anulan en (-%,-%) y por consiguiente

2 £ 2 ”?F 02 f
[,a (_};,_;,)] - [ ‘ (—z,—m][ ’ (—’«,—&a)]

E‘-y 7% ?x? Py?

D

#

=0
Continuemos con el andlisis de la funcién para determinar si
el (-%,~-%) es un extremo.
Analizando el signo de la funcidén obtenemos

FIX.Y) = (x4+%) (y+4) - (x+%) (y+k)
s (y+h) [(k+E)T — (y4k)?)

de donde obtenemos que f es positiva, si y solo si

x > -4 y > % y x > y-3
& x> -% y < -% y -x > v+4
6 x < -% y > -% 0% y+4 > -x
o) x < -h y < -4 Yy y—3 > x
e igual a cero para el (-%,-%) y todos aquellos puntos sobre

las rectas x=—%, y=-%, y=-x-4 y y=x+3. Analizando gréficamen-

te estos resultados obtenemos

_ ya
N
; NUE

- -P\‘
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es decir, existen 4 regiones donde la funcién es negativa y

por consiguiente en las cuales se tienen depresiones.

Demostremos, ahora, que el (~%,-%) no es un extremo.
Acercdndonos al punto por medio de la trayectoria
y = % (x+7%)

eA%F Palx+ D] = (x4%) [ (x+'2) I

o (3+R) =~ H(x+R)
“%ox+)" > 0

Flx.y)

honn

es decir N i
Fx, 2 (x+2)) > F(-k, %)

por lo tanto, para estos puntos el (-%,-%) tiene aparien—
cia de minimo. Sin embargo. sSi nos acercamos al (~%,-%)
por la trayectoria

y = %(3x+%)

(o) [B(3x+° 7)) = (x+%) [%(3x+ 270 |

(RAT) = (x4 R)!
-(x+:) <0

F(x.y)

es decir N
LE(3x+UR)) K F(=X. %)

teniendo el (-x,-%) apariencia de mdximo para los puntos
sobre esta trayectoria.

Asi £ en (=%.-%) no tiene ni mdximo ni minimo.
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13)  Flx.y) = (y - 3x*)(y - x*})

Hallamos los puntos criticos

e F

— (X.¥) = —b6x (y — x*) - 2X (y - 3x%*)
7% = 12x° - B8xy

¢

—_ (X,Y) = (y — ') + (y — 3x*)

¢y = —4x? + 2y

lo que implica que

12x° - Bxy =
=4y + 2y = 0 ...,

si despejamos a y de (2) y sustituimos su valor en (1)

y = 2x°?
=) . .
127 - 8x(2%*) = 12%x° - 16x
= ~4x =0
="
x=0 , y =20

obteniendo asi que el unico punto critico es el (0.0).
Hallamos las derivadas de segundo orden

e
4

(x.y) = -8y + 36x%x?
RS
’=f
¢
(x.y) = 2
¢y*
ezf "2‘3:
(%.¥) = - (X.¥y) = —-8x%
By T tx by

Yy por consiguiente

nF : F JEF
D = [“ - (0.0)] - [ (o,o>] [—-—- (o,o,]
iy <X T x? CYE

0 - (0Y(2) =0

Condiciones que no son suficlientes para determinar s: el ori-

es un extremo.
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Analizando el signo de la funcién obtenemos

F(x,y) = (y - 3x*)(y — x2) >0

(==>
(y=3x*) >0, (y-x*) >0 <) (y=3x?) < 0, (y—x*) < O
=D y > 3x? ==> y < x?

e igual a cero para el origen y todos aquellos puntos sobre

las pardbolas y=3x* e y=x?. Estos resultados son mostrados

gréficamente en el siguiente esquema

- o+t s -

SN

es decir, existen 2 regiones donde la funcién es negativa.
Demostremos, ahora, que el origen no es un extremo.
Acercdndonos al origen por medio de la trayectoria
y = 2x?
F£(x,2x*) = (2x* - 3x*)(2x* - x*) = —x < O

es decir
Fx,.2x?) < F£(0,0)

por lo tanto, para estos puntos el origen tiene apariencia

de mdximo.

Sin embargo, si nos acercamos al origen por la trayectoria

y = —-xi
Fx,—x?) = (-x? - 3x*)(-x? - x?*) = Bx" >0

es decir
F(x,-x*) > £(0,0)

teniendo el origen apariencia de minimo para los puntos

sobre esta trayectoria.
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As1 F en (0,0) no tiene ni m&ximo ni minimo.

I

14) F(x,y) = x} - 3xy? -

Con derivadas parciales

9F

—_ (X,Y) = 3x* ~ 3y?
%

QF

~— {X,Y) = -6xy

R4

Las condiciones necesarias proporcionan el sistema

3x* - 3y?* =0
- 6xy = 0

=) % =0 , Yy =0
obteniendo asf que el unico punto critico es el (0,0).
Las derivadas de segundo orden son
2 fF
9 x?

3 F

(x,y) = 6x

. (X,¥) = ~6x
Yy



R F ¥
(x,y) =
dy 9% 2% 3y

(x,y) = -6y

tenemos que el discriminante para el origen es

28 2 ag 24
D = [3 (0,0)] - [,0 (0,0)] [-a— (0,0)] =0

Py 9x ? x? 9 y?
Por lo que necesitamos continuar con el andlisis
cién para determinar la naturaleza del origen.

Demostremos que el origen es un punto silla.

de la fun—

Acercé&ndonos al origen por medio de la trayectoria

y = X% con x >0

Flx,x) = x> - 3 = -2x? <0
es decir
F(x,x) < £(0,0)

por lo tanto, para estos puntos el origen tiene apariencia

de mdximo. Sin embargo, veamos qué sucede si nos acercamos

al origen por la trayectoria ortogonal a la anterior

Yy = —X con x < 0

Flx,~x) = xX* - 3x* = -2x> >0
es decir
F(x,-x) > £(0,0)

teniendo el origen apariencia de minimo para los puntos

sobre esta trayectoria.

Por lo tanto £ en (0,0) tiene un punto silla.

Realicemos el andlisis de la funcién wutilizando

polares
X = r cos® ., Y = 1r send®

Flr.0) = r! (cos’® ~ 3 cos6 sen?®)
recordando que cos36 = cos®® - 3 cos6 sen?®

F(r.8) = r® cos3e

coordenadas
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de donde obtenemos que #F(r.8) = 0
si O =7 , O=ur , O =7
estas 3 lineas, dividen al plano en 6 regiones.

Analicemos el signo de £ para estas regiones.

e F(r,0) = r® cos30
r < © < u7w negativa
YT < 0 < %rw positiva
% < 68 <V negativa
“r < & < 7 positiva
hr < 8 < negativa
o < 0 < Mw positiva
Grédficamente
+ —
//
-— . +

nuevamente se tienen 3 regiones donde la funcién es negativa
y como en el ejemplo 10), la grdfica de esta superficie co-

rresponde a un silla de mono.

Asi f en el origen tiene un punto silla.

| n
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15)

Considérese la funcién cuyo dominio es R?* y tiene la siguien—

te regla de correspondencia

xy
———— si (x.y) ¢ (0,0)

Flx.y) = x* + y?
0 si (x,y) = (0,0)

La funcién £ es continua en todo punto (x.y) # (0,0), porque
sus valores estédn dados por una funcidén racional de X e VY.
donde el denominador no se anula. Sin embargo, en (0,0) £ no
es continua, ya que aungue el valor de f estd definido, no e-
xiste el limite de F cuando (x.y) —> (0,0). La razén es que

diferentes vias de aproximacidén al origen pueden proporcionar

limites diferentes.

Pues =i nos acercamos por la recta y=mx, con X f g

Xy X {(mx) m
f(x’y) = = =
x* + y? x* + m?x? 1+ m
m

lim SFflx.x) =
tx,y)t0,0) 1 +m

es decir, el valor del limite dependerd del valor de m, por
lo tanto la funcidén no es continua.
Dado que £ no es continua en (0,0), determinemos mediante el

andlisis de la funcidn, si es un extremo.

Si nos acercamos al origen por medio de la trayectoria y=x,

con X * 0, tenemos que
XZ

Filx,x) = =% >0
2x?

es decir,
F{x.x} > £(0,0) =0
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por lo tanto, para estos puntos, el origen tiene apariencia

de minimo.

Sucede lo contrario, si nos acercamos al origen usando la

trayectoria y = -x.

F(x,-x) = = -k <0

es decir,
F(x,-x) < F(0,0) =0

teniendo el (0,0) apariencia de mdximo para estos puntos.

Concluyendo decimos que el origen no es ni maximo ni minimo.

Después de haber estudiado al unice punto de discontinuidad,
analicemos a la funcidén Ff(x.y), en el dominio R*-(0,0), y con
regla de correspondencia .
Xy
Flx,y) =
% 4+ y?
Dado que esta funcidén es continua en su dominio, determinemos

los puntos criticos.

oF y (x2 + y*) — xy (2x%) X'y + y? - 2x?y
—_— (x,Y) = =
IDX (XI. + yl)l (x2 + y2 )2

y? - x'y

(xl + y2 )2

DF X (x? + y*) — xy (2y) X* 4+ xy? - 2xy?
— (x'y) = =
fay (xz + YZ): (X: + yz):

x3 - xy?

(xl + y? )2
Las condiciones necesarias nos proporcionan el sistema

y - x*y =0
X = 2 =0
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en forma equivalente
y (y* - x*) =0
w=)> xX=0, y=0 6 y=x ¢ y=—X
X (x* - y?) =0
como el (0,0) no estd en el dominio de la funcién, concluimos
que los puntos criticos, son aquellos que satisfacen

Y = X o) y = —X%

Verifiquemos si £ es de clase C?.
Las parciales de segundo orden son

22 F (3y? - x2)(x* + y?)? — dy (x* + y?)(y®? - x*y)
(%.,y)
2y 0x (x* + y2 )

1

Ix*y? — x' + 3y' - x?y? - 4y* + 4x?*y?

(x* + y* )

- x4 6x2y: — y

(x? + y? )3

i g (3x* = y2)(x* + y?)?2 - 4x (x* + y*)(x® - xy?)
(x.v¥)
9% 2y (x? + y?2)"

3xT - x7y? o+ 3x*y? -yt - 4x' o+ 4x?y?

(x* + y? )3

- %'+ 6x7y? -y

(xr + y?)

Como las derivadas parciales cruzadas son iguales calculamos

2 F _— (=2xy) (x* + y*)? — 4x (X* + y*)(y® - x*y)
S X,Y =
ax2 (x? + y? )‘(

-2x>y - 2xy® - 4xy® + 4xiy

(x* + y*)?
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2Xy - 6xy’

=

(x* +y*7
7S (=2xy) (x* + y*)? - dy (x* + y*)(x} - xy?)
— (x,y) =
2y* (x* + y2)*

-2x%y — 2xy® - 4x’y + 4xy?

(x2 + y*)?
2xy® - 6x°y

(x* + y?)*

Como las derivadas parciales de segundo orden son continuas,
F es de clase C? y podemos formar el discriminante para los

puntos criticos .

Para los puntos (x,x), x1=0.

['Z’z:x (x.x)]z— [2:: (x,x)][ ;;;F (x.x)]

4x1 ]2 [ 2x"T - 6xt [qu - 6xY
[ Bx* 8x* ] ax® ]

4x" 47 ~4x" 42
- = o
[ 8x* ] [ 8x* ]

por lo que no podemos concluir nada acerca de la naturaleza

D

de los puntos y necesitamos continuar con el andlisis de la

funcién.
Para los puntos sobre la recta y =x , x40
xl xz
FIX,X) = e = —— =
x? + x? 2x?
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y por consiguiente

: F(x.Y) ¢ F(x,x)
dado que

0 ¢ (x -y )?
0 ¢ X - 2xy + y?
2xy ¢ x* + y?

Yy por consiguiente
Xy

x* + y?
Por lo que podemos concluir que los puntos sobre la recta y=x

son extremos maximos de F.

Continuando con el andlisis, para los puntos (x,-x), x+0.

D= [ﬁizsx (x,—x)]z— [.S;T (x,—x)][ g;f (x.—x)]

[ 4x" ]= [—2x“ + 6x" ][—2x‘ + 6x“~]
8xt 8x* 8x*
2

4x" ]’ 4x"
= - =0
[ 8x* [ 8x* ] -

nuevamente las condiciones son insuficientes para determinar

si los puntos son extremos o no, por consiguiente realicemos

un andlisis semejante al anterior.

Para los puntos sobre la recta y = -X, x$0

...x: _xl
F(X,X) = ———— = =— Y
xX? + x? 2x?

y por consiguiente
F(x,¥) 2 £(x,x)
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dado que
0 < (x+y)?
0 ¢ x* + 2xy + y?
—2Xy £ x* + y?
Xy

_— 2 h
x? + y?

Concluyendo que los puntos sobre la recta y=—-x minimos de £.

As{ F tiene extremos mdximos en los puntos sobre la recta y=x

y extremos minimos en los puntos sobre la recta y=-x.

{

16) Considérese la funcién

Xy
F(x,y) =

0]

x' + y?

La funcidén definida en R?-(0,0) es continua, sin embargo

no se puede extender a todo R*, de tal forma que sea continua,

dado que
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Acercdndonos por Y = mx

mx? mx
F(x,mx) = - —> 0
x' +mx? x* +om

cuando x —> 0

Acercdndonos por y = X?

%2 x? x4
FUX,X?) = e B e = g D i
x' + X 2x1

cuando x —> O
por lo tanto la funcién no se puede definir en el (0,0) para
que sea continua.
Dado que esta funcidén es continua en su dominio, determinemos

los puntos criticos.

9F 2xy (xV + y?) - x*y (4%) 2x°y + 2xy? - 4x°y

R (x,y) e =

9x (x' + y?)? (x'+ y2)?
2xy? - 2x°y

(X‘I + y: )2

25 ( ) x? (x'" + y*) - x*y (2y) x® + x?y? — 2x2y?

— X,Y = =

ay (x‘i + yz)z (x‘( + yz )2
xé - x?y?

(x" + y2)?
Las condiciones necesarias nos proporcionan el sistema

2xy3 . 2x5y =0
x¢ - x*y* = 0

en forma equivalente
2xy (y* - x9) =0 x=0 6 y=0 6 y=x* 6 y=—x?

x? (x7-y2) =0 x=0 6 y=x? 6 y=-x?
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obteniendo asi que los puntos criticos se encuentran en

curvas
Xx =0 , y = x? Y y = -x?

estas curvas, sin contener al (0,0).

Verifiquemos si £ es de clase C? .

Las parciales de segundo orden son

las

2 f (6xy? —2x°) (X" +y? )2 - 4y (x"+y?) (2xy®-2x°y)

(x.,y)
2y Bx (x* + y2 )

6xy? - 2x' + 6xy" - 2x*y? - Bxy" + 8xby

2

(x* + y? )

12x5y? - 2xy' - 2x°

(x* + y?'7
2 F (6X° —2xy? ) (x"+y?)? — Bx® (xP4y?)(x*-x?y?)
(x,y) =
2y 9x (x4 + y*)!
6xT - 2x5y? + 6x°y? - 2xy' - 8x} + Bx®y?
(x* + y*)°

12x*y? - 2xyt - 2x*

(x* + y2)

Como las derivadas parciales cruzadas son iguales calculamos

' (2y? —10x"y) (xM4y? )2 = 8x® (x'+y?) (2xy® -2x5y)
— (x,y) = <
ox? (x* + y?)*

2x"y? - 10xty + 2y® - 10x"y? - 16x"y® + 16

xty

(x" + y?)3

2y* - 24x'y® + 6x'y

(x" + y? )

62



*F
?—— (x,y) =

(—2x*y) (X 4y?)? - 4y (x'+ y?)(x-x2y?)

2y?

—2xby - 2x?y? - 4xty

(x* + y2 )

+ 4x?y?

(x4 + y* )

(xY

+ yz )3

-6x*y + 2x?y?

Como las derivadas parciales de segundo orden son

F es de clase C?

puntos criticos

Para los puntos (0,v),

Yy podemos

y$0.

formar el discriminante

continuas,

para los

Zf 2 zf Z;F
D = [ 2 (0,y)] - { 9 (O,Y)][—g—— (O,y)]
Jy 2x ‘b 9xe 2y
2y*5
= (0)* - [ ] (0) =0
YG
Para los puntos (x,x?) x$0
2f 2 2\,0 Zf
D = [ (x,x’)] - [3 (x,x’)][ 0 (x,x2 )]
2y Dx 2x? 0y?
[ 1 ]2 -2 -1
1 - A
1 1
ol e Bl b I
x* x*
Para los puntos (x,—-x*) , x+0
lf 2 Zf lf
D = [9 (% —x’)] - [ 9 (x.—x’)][ ¢ (x —x’)]
dy x (2% 2 y?
1 2 2 1

63



- =

en todos los casog D=0,y los criterios para determinar la na-

turaleza de los puntos no son aplicables.
andlisis de la funcién para

cos son extremos o no.

F(O0,y) =0
x1 x4
FX, %) = — = —— =k
X'+ oxM 2x
—xt —x
F(x,-x?) = e
x? o+ x4 2x"

.

Para los puntos (0,y), tomemos 2 casos.

Si y >0
Xy
F(x,y) = ——— >0
x¥ + y?
es decir

Fix,y) > £(0.,y)

y para el eje-y positivo,

Si y <0
x?y
Flx,y) = ———< O
x? + y?
es decir

F(x,y) < F£(0,y)

y para el eje-y negativo,

Afirmamos que f£ en los puntos sobre la curva

méximo.
Demostraremos que

F(x,y) < F(x,%x*)

Continuemos con el

determinar si los puntos criti-

la funcidén F£ tiene un minimo.

la funcidén £ tiene un maximo.

y = x* tiene un
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pero esto sucede, dado que
0 ¢ (x* -~y )2
0 ¢ x' - 2x?y + y?
2x?y < xV + y?

x'y

A
X

x1 + y?

Por lo que podemos concluir que los puntos sobre la curva

y=x* son méximos de F£.

- Para el caso y = —x*, afirmamos que f en estos puntos tie—
ne un minimo.

Demostraremos que

Fx,y) > £(x,x?)
pero esto sucede, dado que

0 ¢ (x2 +y )2,
0 ¢ x' + 2xty + y?
-2x?y ¢ x1 + y?

X2y

Por lo que podemos concluir que los puntos sobre la curva

y = =-x? son mdximos de F.

Asi F en el eje-y positivo y en la pardbola y = x* tiene
minimos y en el eje-y negativo y la pardbola y = -x?* tiene

mdximos.
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17) Considérese la funcién cuyo dominio es R* y tiene la siguien—
te regla de correspondencia
N X + Yy
Fx,y) = e
x? + y* + 1
La funcién asi definida, es continua en todo su dominio.

Calculemos sus derivadas parciales de primer orden

Ve (x* +y?+1) — (2x) (x+y) X2 +y? +1-2x2 -2xy
—_ (x.Y) = =
ax (Xl*yz,’_l)? (XZ+Y1+1)I

—X? —=2xy+y? +1

(x*+y? +1)?

9F (X2 4y2+1) = (2y) (x+y) X? +y? +1-2xy—-2y?
— (x‘y) = =
9y (%2 +y? +1)? (x*+y? +1)2

xX? —2Xy-y* +1
(x2+y?+1)1?

Las condiciones necesarias nos proporcionan el sistema

-x?~2xy+y? +1 0 L. (1)

I

X3 -2xy-y?+1 = 0 C (@
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sumando (1) y (2)

-4xy + 2 = 0
Xy -~k =20
Xy = %
y = 1/2x .. (3B

sustituyendo el valor de y en (1)
x? ~ 2x(1/2x) + (1/4x*) + 1 = 0
-xX* + (1/4x*) = 0
-4x" + 1 =0
X' =K
x =+ 1//2
sustituyendo el valor de x en (3)
y =+ 1/J2
obteniendo asi los puntos criticos
C1/V20 1/92) y (A2 <142
Verifiquemos si § es de clase C*.
Las parciales de segundo orden son
3 (=2x+2y) (X2 +y? +1)? — 4y (x* +y? +1) (-x? -2Xy+y? +1)

(x.,y)
Iy Ox (x? +y? +1)*

—2x} —2xy? —2x+2x? y+2y? +2y +4x? y+8xy? ~4y? —4y

(x* +y? +1)

—2x% +6xy? —2X+6%? y—2y3 -2y

(x? +y? +1 )

a’f (2X—-2y) (x2+y* +1)? - 4x(x2+4y? +1) (x? -2xy-y? +1)
(x.y)
9x By (x*+y? +1 )

2% +2xy? +2x-2%? y~-2y? ~2y-4x* +8x? y+4xy? ~4x

(X2 +y? +1)

—2x¢ +6Xy? —2xX+6X? y—-2y3 -2y

(x?+y2 +1)°
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Como las derivadas parciales cruzadas son iguales calculamos

3 F (=2x=2y) (X? +y? +1)? - 4x(xX? +y? +1) &* —2xy+y? +1)
— (X,y) =
VES (x? +y? +1)'

—2x%® —2x? y-2xy? —2y® —2x-2y+4x® +8x? y-4xy? -4%

(X2 +y2 +1 )

22 +6x2 y—-6xy? ~6x~2y-2y*

(x? +y? +1)°

P F (—=2x-2y) (X* +y? +1)? = 4y (x2+y? +1) (x* ~2xy—-y?+1)
—(X,y) =
3y? (x’+y’+1)"

—=2x3 —2x? y-2xy? ~2y® —2x—2y—-4x? y+8xy? +4y? —4y

s (x?+y? +1)3

—2x° —6x? y+6xy? —6y~2x+2y?

(x*+y? +1)°
Dado que las derivadas parciales de segundo orden son conti-
nuas, F es de clase C?* y podemos formar el discriminante para
los puntos criticos

Para (1/J2. 1/J2)

2

D = [%zf (JE.JE‘)]Z— [92‘7c (/"T,ﬂ?)][—a—oc (J’E‘,m‘)]

%y Dx Dx2 Py
8/ 2°- a/ /% -8/J2 r -8/JZ
- -
8 — 16 + 8 - 32 -32
o -2
64 64
y dado que vF 1
—_— (X,¥y) = - —
9x? JZ

concluimos que £ en (1//2, 1/J/2) tiene un méximo local.
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Para (-1/J2, -1//7)

D - [g:x (—/?,—m]a— [:: (—J?.—fs'ﬁ] [_5@;; (-/?,-ﬁ?)]

i [5/ 254 4//?]=_ [s/fT] [B//Tz‘]

8 8

8

8 + 16 + 8 — 32
.,[ ].,0
64
y por consiguiente, no podemos determinar la naturaleza del
punto critico. Sin embargo, obsérvese que la funcién es si-
métrica con respecto al origen, es decir
Fl~x%x,-y) = —F(x,y)
ya que .
X -y ° —(x+y)

Fl-x,-y)= = = ~Ff(x,Yy)
x2 +y2 +1 x2 +y1 +1

por lo tanto, dado que £ tiene un mdximo en (1//2, 1//2),

concluimos que £ tiene un minimo en (-1//2. -1//2).

As{ F en (-1//2,-1//Z) tiene un minimo local y en (1//2,1//2)

un madximo local.
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18) Sea F£ la funcidén con regla de correspondencia
Foy) = (x| - |y[] = x| = v

Es una funcién negativa para todo (x,y) € R’—((x.y)| x*o o y+0)
e igual a cero para el origen y todo punto (x,y) que se encuen-
tre sobre alguno de los ejes x o y; esto lo podemos demostrar

recordando la desigualdad del tridngulo

ja + b| < |a| + |b| para todo a,b € R
obteniendo asi que,
(N kol B b 3 B £ I B4
y por consiguiente
x| - |y —x} - jy} ¢ O
cor 1o tante P17 YIS = 1yl
Fooy) = (%] = Y[ - [x] - Iy <0

déndose la igualdad cuando x=0 o y=0.

Notese ademds que la funcion es simétrica con respecto al pla-

no y=0, dado que

Fx=y) =% (x|~ [=y]] = |x] - |~¥]D
U E IEN PO IR IR MR
= F(x.,y)

asimismo, F es simétrica con respecto al plano x=0

Flxy) =2 (=x] = ||| = |=%] — |¥])
= (X = gyl -1 - D
= F(x.,Y)
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y por consiguiente simétrica con respecto al origen
Fl=%,-y) = Flx,-y) = F(x.y)
ademds de ser simétrica con respecto al plano y =X Yy y = —-x
por que
Foy.x) = (y] - (X[ - fy] - xp
IR I MR IR M
T I M R ET I D

1]

Fix.y)

Fl=y.x) = % ([{~y] - |x|} - |~Y] - |{x])
GRS D i £ Nl 4 Bl £ B
Fly.x) '

]

1

1}

F(x.y)

Observando que Ff es una funcién definida por intervalos, puede

ser escrita de la siguiente forma

-y si 0 ¢y ¢ X%

—-X si 0 < x< vy

y si 0 <~y ¢ X%

-X si 0 < x ¢y

Flx.y) =< =y si 0<y ¢x
X si 0 <-x ¢ vy

y si 0 K-y ¢—x

X si 0 <-x ¢~y

Dado que la funcién cumple con las simétrias descritas , el a-—-
ndlisis se realizard solo para valores (X.y) en el primer cua-
drante, en el cual

-y si 0
Fi(x.y) = {
-X si 0 ¢ x<y

7
<
i~
*
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Grdficamente, son 2 planos colocados a lo largo de los ejes x e
Y. que se cortan en la recta y=xX Yy por consiguiente coinciden

en el origen.

Es decir., la funcidén describe una superficie '"con pliegues” que

consta de 4 depresiones que se unen a lo largo de los ejes X e
y.
La funcidén Ff(x.y) es continua, dado que F es continua en cada

uno de los intervalos de definicién, demostremos que también

lo es en los extremos de estos intervalos.

Para el primer cuadrante, los extremos de estos intervalos

son: el eje—x, el eje-y, la recta y=x y el origen.

Para el eje—-x (positivo), demostremos

VE>o, 36> tal que si 0 < |[(x.y)-(x .0)}| < 6 entonces

[Fx.y)=F(x ,0)| <E donde x € R*.
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De la definicién de la funcién
lf(x.y)—f(x.,0)| = |y| si 0<~y < x
|f(x.y)—f(x..0)| = |-yl 81 0s ¥y < x
en ambos casos

[£0y)=F(x 0| = Y] < x.y)=(x .O)<E

0 < | (x.y)=(x .0) < & y 6 <€

por lo tanto la funcién es continua en el eje—-x positivo.
Para el eje-y (positivo), la demostracién es andloga.

Para la recta y=x, x>0, demostraremos
¥V €50, 365 tal que si 0 < f[(x.y)=(x .x )|| < 6 entonces

[Fx.y)=F(x %y I|<E “donde x € R*Y.

De la definicidn
|f(x.y)—f(x.,x')| = |-y + x.l si 0t y < x
]f(x.y)—f(x_,x_)| - |—x + x.l si 0s x< vy
y por consiguiente
[Fy)=F(x .x )] < Jlixy)=(x_,x ) <&

si
0 < "(x,y)—(x . X )" < 6 y 6§ ¢ &

por lo tanto, la funcidén es continua para los puntos sobre la
recta y=x.
Para el caso del origen
Sea £>0
[£y)=# .00 = P (x| = [y]| = x| = v])]
Y R i 4 B £ B b4
Y ol N D4 B Rl B A

A

15y
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1~

x|+ |v1:
2 | (x.y)=(0,0)] <E

~

si
0 < fJ(x.y)=(0,0}}) < 6 y 6 « %€

por lo tanto., la funcidén es continua en el origen y por con-

giguiente en R? .

Aungue se ha demostrado que la funcidén es continua en R?*, no
sucede lo mismo con sus derivadas parciales, dado que no e-
xisten para los puntos sobre el eje—-x, el eje-y, la recta y=x
y en el origen.

En efecto. para el eje x (positivo).

2F F(x+h,0) - F£(x%,0) 0-0
—_— (x,0) = lim = = lim =0
7 x h—>0 h h—>0 h

Sin embargo, para el eje x (positivo), la parcial con respec-
to a y no existe.
En efecto, por definicidén se tiene que

1 £(x.h) - F£(x,0)

— (x,0) = lim
2y h—>0 h

si el limite existe.
Calculando los limites laterales obtenemos que son distintos
y por consiguente la parcial con respecto a y en el eje x

positivo no existe

F(x,h) - F(x,0) ~h
lim = e— = -1
h—>0 h h
F(x,h) - F£(x,0) h
lim = — =]
h—>0 h h
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en ambos casos, y dado que se toma e! 1imite cuando h—>0,

se considera |h|<x para obtener el valor de £(x.h).

En el caso del eje y (positivo) la parcial con respecto a x

no existe.

Por definicidn

0 F £(h,y) - £(0.y)
—— (0,y) = lim
? x h—>0 h

si el limite existe.

Sin embargo, 1los limites laterales son exactamente iguales a
los del caso anterior y por consiguiente distintos, por lo
cual la parcial con respecto a X no existe para el eje y

positivo.

La parcial con respecto a y para el eje y (positivo) es

gf‘ F(0,y+h) — £(0.,y) 0 -0
— (0,y) = lim = lim =0
vy h—>0 h h—> h

En el caso de la recta y=x , x>0 , no existen ambas parciales

dado que
2F F{x+h,x) - £(x,x)
— (%X,x) = lim , no existe.
ox h—>0 h
BF Fx,x+h) - F(x,x)
— (X,X) = lim . no existe.
Ay h-——>0 h

Lo anterior se deduce de observar que los limites laterales

son distintos.
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Para la parcial con respecto a x

F(xth,x) = F(x.x) -X + X
lim = lim — = 0
h—>0% h h—>0% h

F(x+h,x) — F(x.x) -X = h + X
lim = lim ——— = —]
h—>0" h h—>0" h

Para la parcial con respecto a y los limites laterales son

exactamente igual a los anteriores.

En el origen

i F(h,0) - £(0,0) 0-0
— (0,0) = lim - = lim =0
Ux h—>07F . h h—>0F h

9 F £(0.h) - £(0.0) 0 -0
—— (0,0) = lim = lim =0
3 x h—>0" h h—>0" h

Por 1o tanto

0 si 0 ¢y < x
oF
— (xX,y) = -1 si 0< x< vy
2 x

0 si (x.y)=(0,0)

-1 si 0<y < x

2F
—_—(X,Y) = 0 si 0 ¢ x<vy
2y ]

0 si (x,¥y)=(0,0)

Como se demostrdé la funcién no es de clase C? y por lo tanto
el andlisis no se puede hacer en todo el dominio.
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Analizando la funcién en los distintos intervalos de defini—
cidén, observamos que no existen puntos, distintos del origen,
para los cuales ambas parciales se anulen, por lo tanto no e-
xisten puntos criticos. Por consiguiente., Unicamente nos res-
ta analizar los puntos para los cuales no existen las parcia-—
les, (x,0) ,(0,y), (x,x) y el origen, para el cual no existen

condiciones suficientes para determinar su naturaleza.

Demostremos que todo punto sobre los ejes X e y, determinan

médximos de £, al igual que el origen.

Recordemos que

Ff(x,y) < O : (x.y) € R®-{(x,y}| %§0 o y$0}
Y F(x,y) =0 (x,y) tal que x=0 o y=0
es decir, £ toma su mdximo valor en el origen y en todo punto

sobre los ejes x o y. Asi, estos puntos determinan valores

mdXimos de F.

Demostremos que F no tiene extremos en los puntos sobre la
recta y =x, x » 0.
Tomemos un punto (x.,x.) sobre esta recta y sea V(¢) una ve-
cindad alrededor del punto, con ¢< X .

f(xo'x-) = _X.
consideremos los puntos (xn—h, x.—h) y (x.+h , x'+h) conteni~
dos en V(E€), es decir h<{E.

Para estos puntos
F(x -h, x -h) = —-(x -h)

F(x +h, x +h) = ~(x +h)
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y asi, por un lado
F(x -h, x -h}) > f({x ,x )

Yy por otro
F(x +h, x +h) < Ff(x .x )

es decir, el punto (x .x ) no representa un extremo para § y

por lo tanto F no tiene extremos en la recta y = x.

Extendiendo los resultados obtenidos para todo R? y recordan-

do las simetrias de la funcién, concluimos que:

La funcidn F(x.,y). tiene un mdximo en el origen y en todo

punto (x.y) que se encuentre sobre los ejes x o y.
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REGLA DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Para la demostracién de este teorema usaremos solo conocimien-
tos de cdlculo elemental, el Teorema de Bolzano-Weierstrass el
cual afirma que de una sucesién acotada de puntos en R" siempre
podemos extraer una subsucesidn convergente, y el Teorema gque ase-—
gura que una funcién definida % continua en una bola cerrada
(xER“:]x—a'sr) en R” alcanza su minimo y su mdximo en algun punto

de esta bola.

Las coordenadas de un punto x € R" serdn denotadas por

X ,...,X . 81 F estd definida en un subconjunto G de R" y a € G la
1 n
derivada parcial en a de (f(x) : x € G) con respecto a la coor-
Ly
L
denada j~ésima serd denotada por ——— (a) si existe. Ademds, como
'bx;
es usual,
2F oF
Ffla) = - (a).,.... (a)
0 x, ox
J n

+
F (x) = max { F(x), 0}
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TEOREMA.

Sean £, gl, cee 4 G h , ... ,h, funciones definidas y

1 BJ:
continuas al igual que sus derivadas parciales >
9 Q9 ?h 2h ) X;
e T S =, (i=1,....n).
D x; ¥Ix; Vxy ?x;

en un conjunto G C R".

Sea x un punto interior de G el cual cumple las condi-

ciones
0 (1=1,....,k)

(1)
0 (r=1,...,s)

g, (x) =
h (x) <

y supdéngase ademds que
Fx ) ¢ FIx)

para cualquier x € G que satisfaga las condiciones (1).

Entonces existen reales X , 2 .....RK, 4 ,...,d_, MO todos
- 1 1 <

cero tal que
(2)

13 s
?F 29 h
A (X ) +) Ay e (x ) 4 ur'ar(x)=o
*Px: . 0 x; . Ax:

° i=1 r=1 )

(i=1,....n)
Ademés,

i) A20 y u 20 (r=1,...,8)

ii) para cada r tal que h (x ) < 0, u, =0
iii) si g, Y h_ satisfacen que el gradiente en x de g
y aquella h_  para el cual h_  (x )=0 son vectores

linealmente independientes, es posible escoger X =1
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DEMOSTRACION
Sin pérdida de generalidad podemos considerar que
x = (0,....0), f(x.) = 0;

Esto se puede lograr haciendo una traslacidn de la funcién de
manera que el punto x. coincida con el origen. Si después de la
traslacién, f(x‘) § 0 construimos una nueva funcién

F* (x) = F(x) - f(x')

la cual cumple que F£* (x )= 0.

Dado que x cumple con las condiciones ( 1 ) tendremos por ejemplo
hl(x.) = ha(x.) = hE(x-) b= hm(x.) =0

mediante un renombramiento de las funciones h's, podemos decir que

las primeras son las gue se anulanr en el punto x y las restantes

son negativas. Por lo cual, ademds se puede considerar que

h(x)=...=hi(x)=20
1 . z -
h((x ) <0 ’ (r=2+¢1 ,..., s8)
Escojamos un valor positivo 81' tal que la bola cerrada
B(Ei)=( x € R": leiEl) esté contenida en G y que h 1(x),...,hs(x)
zt

sean negativas en B(g,).

Lo anterior es posible ya que h, , r = 1,...,s : es continua, y
como hr(x.)<0, r=z+1,....s: existe una bola de radio €, con cen-
tro en X tal que

h. (x) < 0 X € B(E,)
(r=2+1 ,..., 8 )
dado que x = 0. Si tomamos a 815 min{Ew), y tal que esté contenida

en G, podemos encontrar la bola requerida para la demostracién.
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— Primero probaremos que
A cada £ tal que 0 <& <E 1le corresponde una N tal que
. +
F(x) + |x}* + N &f gi(x)‘ + % th. (x)12}) >0 ( 3)
at re
para todo x tal que !x|=E

En efecto

Supongamos que es falso. Entonces existe una sucesién de nume-

ros positivos N_,N ,... , tales gue lim N = o, y puntos
b 2 m—- >m m
X WX ... con |x |=5 tal que para todo m
1 2 -
£ 2 n,
f(xm)+-|xmr < - N“(iugf(me +r5 [h_(x,)]%} (4)

‘.

Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass de la sucesién (X.,) puede
extraerse una subsucesidén convergente. Sin pérdida de genera-
lidad 1lamemos (x,) a tal subsucesion y sea x* el punto al
cual converge. Entonces

[x*| = lim |x | =¢t

m— D%

Y

Flxy —> F(x*)
Dividiendo ambos miembros de ( 4 ) entre - N y haciendo

m —-> ® obtenemos

K 2z +
Flx) + %0 2 - N (F g; (x)? + Z (h, (x.)1%)

- N, - N

y cuande m —> ®©

+
g, (x*)? + 3 [h(x*)}2 =0
,’;1 1 r=q
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Yy por lo tanto
0 (i=1,....kx)

g; (x*)

hr(x*) 0 (r=1,...,2+1 )
Es decir x* satisface ( 1 ), asf{
lim f(xm) = F(x*) 2 f(x ) =0
pero por ( 4 )
+
2
Flx) + x [T < - N (é:x g; (x)* + 2 fh, (x )17} <0

=)
Flx ) ¢ - 'xml’ como |xm| =g
==
Flx,) ¢ — &2 Y como 0<¢
Flx ) ¢ 0

esto es una contradiccién. Por lo que queda establecido (3).

‘-

— Ahora probaremos que

A cada £ tal que 0 < £ <& le corresponde un punto X vy un

vector unitario (X ,X .....2..u ....,u ) con AoM ..M, MO

negativos tal que |§]<E Y

(S5)
k A
F ga. ?2h
x[ (§)+2xj]+ N2E () 4) o, -t 3 =0
: (23 9 x; X;j
i=1 r=1
(3=1, n)
En efecto, sea 0 <K¢ <€1 . Consideremos la N correspondiente a

£ ., que se obtiene de ( 3 ), definimos a F en G por

v +
F(x) = £(x) + |x]* + N (&g 2 + £ nh (%)
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La funcién F es una funcién continua, por ser suma de funciones
continuas., estd definida en una bola cerrada por lo tanto exis—
te un punto X en la bola cerrada B(E) en la cual f alcanza su
minimo valor en B(g£): entonces F(X) ¢ F(0) = 0, asi por ( 3 )
IX| #€ ., vya que si |X|=E, F(X) seria mayor que 0. Por lo
tanto X estd en el interior de B(£), Yy puesto que X es un
punto donde la funcién alcanza su minimo valor las derivadas de
primer orden deben anularse en X.

+
En X la funcién [h_1? tiene derivadas

+ foh
2h, (%) (%)
2x%;
+ +

si hr(§)>0, por que si hr(§)=0 entonces su derivada es igual a

cero. Asi para J = 1,...,n tenemos
(6)
k z
bF 0% _ + h
(X) + 2% + 2N g, (%) (x) + 2N h_(%) (X) =0
? x; : 'OxJ Xj
i=1 r=1

+ "
L=4{1 + 5 (2N g, (R + % [2N h, ()12 )

iz

-

si dividimos ambos miembros de ( 6 ) entre L obtenemos

af
[_—- () + 224.] k z +
9x; 2N g, (%) 34, 2N h (%) gh
+ —_ (%) + —_— (%) =0
L L 9x L aXJ
i=1 r=1

84



Definiendo

K_ =1/1L

A;=2Ng;(x) /L (i=1,....k)
u_ = 2N h:(x) / L (r=1,....2)
u, =0 (r = 2+1, .8 )

(2_ )1 ..... lk.ux, u~)
La Norma del vector es
¥
Or + E3r + Fu v Sy =
. jog 3 =g T yazeg
K _ z o

1 [2N g, (X)]? [2N h,(X)]? b
= [ — . + + 0 ]

Lz L2 . L?

=2 1\':1 +
[ 1+2 (2N g (] + 35 (2N hr&m]z [L’ ]a
4 ar = — = 1

)

L2 L2

donde 2 y las u_ son no negativas, demostrando asi lo que

qgueriamos.

Ahora., escogiendo nameros positivos £x>52>53>~-~ tales que
lim £,= 0. Para m = 1,2,... escogemos un punto X, con |X_ |<&,_
m—— >0
y un vector unitario [ W W A oMty ,0.0...,0) con

“m 1™ k,m

b y u tales que la ecuacidén ( S5 ) se cumpla ( con los cambios
Yom

PR

obvios de notacién ), esto es posible por ( 5 ). Escogemos una

subsucesidén para la cual el vector unitario converja a un limite

Cuando RM —-—> % , la ecuacién ( 5 ) se cumple con este vector

-

limite y con X en lugar de X. E! teorema estd establecido ex—

cepto por la conclusién iii).
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Si la condicioén 1iii) sSe cumple entonces A no puede ser igual a

0. ya que si A =0 la condicién ( 2 ) contradiria la independen-

cia lineal de Vg’(X).....Vg‘(x).Vhl(x),...,th(x). As{

)°> 0., y los multiplicadores ( 1,2} /> s A/ N N2 SRR WA

satisfacen todos los requerimientos.

En particular. si se desarrolla el Teorema para funciones en R?,

se obtiene el siguiente Teorema.

TEOREMA.

Sea £ y g funciones definidas y continuas, al igual
que sus derivadas parciales, en un conjunto G C R?.
Sea v.= (x.,y.) un punto interior de G el cual satisface
g(x..y_) =0

y supéngase ademds que

f(x'.y') < FUx.Y)
para cualquier (x,y) € G que satisface 1la condicidén
g(x,y) =0

Entonces 3, tal que

o g

—_—(x Yy ) + 4 — (X ,y) =0
< . C s .

2 g

— (X .,y )t — (x .,y ) =0
y . - - .V - -

o en forma equivalente

con A=3,.
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EJEMPLOS

1) Entre todos los poligonos de n lados. con un perimetro fijo

dado, encontrar el que tenga mayor drea.

Sean las coordenadas de los n vértices tomados en un orden de-
finido

(x .,y ): (x .y ): ...; (x.y)
1 2 2 n n

1

de tal manera que (xJ,yJ), (xﬂ,x“) sean adyacentes, es decir que

el segmento determinado por los puntos (xj.xj). (x,(y ) sea un la-
3t 48
do del poligono.
(i=1,...n y n+l=1)

‘.

Para el poligono podemos suponer que ningin par de lados se
cortan. Esta hipétesis es justificable, dado que si 2 lados se
cortan, podemos construir a partir de éste, otro poligono de n la-
dos con el mismo perimetro, sin que sus lados se corten y con ma-

yor 4drea. Como se muestra en el siguiente ejempl

Con el fin de construir la funcidén que expresa el drea del
poligono, tomemos un punto en el interior del poligono, 1lamé-

moslo O0=(x .,y ).

87



El 4rea del poligono es igual a la suma de las 4&reas de los

tridngulos que tienen como vértices
(x ,y ), (x .,y ), (x .,y
. . 1 1 2 2
(x .y ), (x .,y ), (x.vy)
e T PR a7

(x .y )., (x..y. ).
- < J

hx'%n
donde (xml.x’i) = (X, .y )

1

Calculemos el drea A; del tridngulo con vértices

(x .y ). (xj.% ), (x. .y )

J41 Jt1
Ay =% | (xj—x_.%.—y_%. X o(x =x Ly =y )|
T £) r
=R b oxox -y 0
xhx_ x. yba_ y. 0
=% | ® x,-x .y -y ) -~ (x  —x YY) i
s GyTELY Y ) m Gy Yty |

Asi, el doble del drea del poligono estd dada por la funcién

27 = b 2A; = % f (x,-% ,¥y..-Y ) - (x  -%x .,y.-y )
o [ A L S iy TN .
=+ [ (x,-x .,y =¥y ) - (x -% Y, 7Y )
P 2 e .
+ (X =X,y <Y ) -~ (X, -X .Y -y)
2 PR . (] . .
+
+ (x =X .,y y) - (x-x.y -y )
n-1 . n . n . n-3 .
+ (x % ,¥ -y ) - (xX-x .,y -y )l
a e 71 . 1. s T
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2A =t [ XY =Xy + Xy —~Xy+...+xy —-x%XxYy]
1 2 2 1 2 3 3 2 n 1 n

donde el signo positivo o negativo de la funcién 2A, dependerd de
si el poligono ha sido descrito en direccién positiva o negativa,

de acuerdo a la siguiente definicidn.

Diremos que un poligono ha sido descrito en direccidén positiva
si al recorrer su perimetro en la direccién determinada por el or-
den de sus vértices, lo hacemos en sentido contrario al de las ma-
necillas del reloj. En el caso contrario, se dice que el poligono
ha sido descrito en direccién negativa. Como se muestra en las

siguientes grdficas.

3 2 C. 6 7
]
! 2
! 1
Poligono descrito en Poligono descrito en
direccioén positiva. direccién negativa.

Sin embargo, podemos reinvertir el orden de los puntos para lo-
grar que la funcién 2A sea siempre positiva. Supongamos que esto
ha sido hecho. La funcién 2A tendrd un mdximo bajo la condicién de
que el perimetro tiene un valor definido P.

Podemos escribir

donde

P, = ¥ x; =%, - (v, -y, 07

es decir, P, .es la longitud del lado determinado por los vértices
43,0

j-1, 3.
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Construimos las funciones

g=p +p + . . . +p + p -P=20 (1)
1,2 2,3 ni, N n,1
Y
G=2A+A(p +p .. . tp +p - P)
1,2 2.3 n-1,n n.1

obteniendo las derivadas parciales de G e igualdndolas a 0O,

tenemos
G B _ . X; — X, . X; = Xy, -0
- yjol yj-i h
?x; ot,d B
! (2)
26 Y, T Yi.. Y. =Y.
— = -x, b X, + ! o = ot ] =0
Y; Bt ) p&-I,J
( j=1,2,...n : para j=n escribimos j+1=1 ),

Tomando las ecuaciones anteriores y la ecuacién (1 ), se tienen
2n + 1 ecuaciones para determinar las 2n + 1 wvariables

X oX , ceees X YUY . oo, Y LA

1 2 n 1 2 n

Para obtener el resultado de las ecuaciones, procedamos de la

siguiente forma:

Si escribimos
zZg = (x5 —x )+ 1y, -y ) (3)
entonces z; . geométricamente representa la distancia del punto
j~1 al punto j en valor y direccion.
Sea
z! = (x. - x. ) ~-1 (y3 -y )
el conjugado de z; . entonces

z; » zt= p'_ . (4)
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ya que

zZ; Xozpo= (x5 - Xy o o4 ity; Y, )
(¢ = %) - ily; - y)

(x; = X307 + 1%y = X )y; — v,

Ty mxg ) lyy myy ) - Aty -

(x;

;T Xt - ity -y )?

3 -1

(x; — %)% + (yj Y, }2 = p?

( Recordar que i?*=-1 )

Multiplicando la primera de las ecuaciones (2) por 1 vy restando

de el resultado la segunda, obtenemos

) + 3 [i(Xj - xJ*l) i(X:‘ - X_"_1 )]

i (y.fq - YJd - * =0
_ iy, L
Y. —vy,,) y: - v.,)
Pis,s Py

i(x;
i (ym-y._l) + (%, = % ) +X[

3 (3 i1
p-jii.)
1(x; = X4 {y; Y )
o ]
pj-:,j
LR/ W A A R L S T e
ilx, - %) + iy, = vy ) ifx, - %) = (Y. =y, )
+)\[ 3 i 3 Jl] +A[ J Je1 J g ]':0
piu..i pJ-:,J
(xm— x; )+ i (Ym" Y; ) ot (%) - xd_‘) + 1y yﬂ)

- Ai[(x.in_ R TR )] + Ai[(xj T Fa) Il Ty )]
|33

p.iﬂ.i d-1.3



utilizando (3) podemos escribir

z. 2z
. J 441
z; otz + )\1[ ——-——] = 0
° %-1.5 Ri,j'd
Ly A
z [ 1+ = —-Z. [ - ————]
J EES)
g P

(5)

N
Pl
| —|
=
i
ke
>
-
[
1]
|
N
¥ -
| maneans |
=
+
b

B, i

Ahora, multiplicando las Gltimas dos ecuaciones, y utilizando (4)

tenemos
2 2
p? [l+ 7‘]=p= [1+ )]
31,3 2 J,dd FH
p.i-l.i p-'\..iol
y por lo tanto .
2 - 2
i 7 Puin
Como P.,,. ©s una cantidad positiva, se sigue que
PRe PR}
Py~ pj,jq
y consecuentemente los lados del poligono son todos iguales. Por

consiguiente cada lado es igual a P/n, y tenemos de (5)

Ain Ain
z. [ 1 + ] = -z [ 1 - ]
J P J+13 P

z; (Ain + P )

z, ( Ain - P )

Zj, Ain + P
= = constante
z; Ain - P
Si escribimos
P ;i
z; = — @ .
n
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donde @; denota el &ngulo formado por el segmento que une los vér-
tices j-1, j con el eje-x, entonces

(90, - @ )i
EE o ! = constante

(0,,~ @) = constante

esto es, todos los dngulos del poligono son iguales, y consecuen-

temente el poligono es regular.

De esta manera vemos que las condiciones obtenidas al igualar
las primeras derivadas a cero son satisfechas sélo por un poligono
regular, esto es , si hay un poligono el cual. con un perimetro
fijo y un numero de lados dado, tfene mayor drea, este poligono es

necesariamente regular.

Las condiciones hechas, sin embargo, no demuestran que el méxi-

mo realmente exista.

2) Reflexion en la superficie F(x.y,z) = 0. Un rayo pasa de un
punto P, a un punto P en una superficie dada y es reflejado a
un punto P . Encontrar el punto P, tal que minimiza la dis-

2

tancia d(P ,P) + d(P,P ).
2
PZ

P
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Sea P, g y P los puntos con coordenadas
2

P=(x.,y) . ﬁ =(x .y ) . P =(x ,¥y)
1 2 2 2
y sea

di = La distancia del punto P al punto P,

de modo que

)

d; =J(xi - X)? + (yi -y o+ (z;, -z

Por consiguiente, necesitamos encontrar un punto extremo para la

funcién
d + d

1 2
Sujeta a la condicién de que el punto se encuentre en la superfi-
cie, dada por la ecuacién -
Fix,y.z) = 0 (1)
Utilizando la regla de los multiplicadores de Lagrange, necesita-

mos encontrar los extremos de la funcién
G(x,y.z) =d, +d + A Fix.y.z)
2

Las condiciones necesarias para un extremo son

26 (x, = x) (x - x)
—_— (x,y.2) = - - — 4+ AF = 0
% d, d
2
26 y, =) by -y
—_ (x.Y.Z2) = — - 2 + AF = 0
o d, d
26 (z, - 2) (z - 2)
—_— (X.,Y.Z) = — - 2 +2AF =0
2z Cl1 d
2
donde
QF QF QF
F =— (x.v.,2) . Fy = — (X,Y.2) . F, = — (x.y.2)
Ix 2y 2z



de donde se obtienen las ecuaciones

xx—x X - X R
+ i ~ AF
d d
1 2
Y, =Y Yy -Y
+ - = XFE o (2)
d, d
2
zi—z z - 2
+ =& = AF
d d 4

Sean los cosenos directores de las lineas P% y PP , 1 , m.n.y
2 : b

1 . m, n , respectivamente, y sean 1, m, n, los cosenos directo-
2 2 2

tores de la normal a la superficie F(x,y.z2)=0 en el punto P.

Como F;. P;. F; son proporcionales a los cosenos directores de

la normal podemos escribir

AF, = k1, AFY = km , AF, = kn

Recordando la definicidén de los cosenos directores

X, = X Y, - Y z, -~z

11 = mj 2 —ee— n1 S
d, d, d,

X - X y -y z -z

1 L - m = —f— n L SE—
2 d 2 d 2 d

podemos escribir las ecuaciones (2) de la siguiente forma

1, + 1 =kl
m +m = Km (3)

n, +n =Xkn
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Denotemos al &ngulo entre Pg y PP por (1,2); entre P% y la
2

normal por (1,n), y entre PP y la normal por (2.,n).
2

Recordando que el coseno del dngulo 8 formado entre 2 vectores

u,v esta dado por

u- v
cos 6 = ————
fluit v
Obt enemos
(xl— X, ¥, " Y. 2~ z) » (X - X, ¥y -VY. z-2)
cos(1l,2) = ~ - 2
(d )y (d )
1 2
(x,— x)(x — x) + (yx— Yy —y) + (2 - 2)(z - Z)
= a 2 3 2
(d, ) (4 )
2
(x, — %) (x - %) (y, —yity - vy) (z - 2)(z - z)
= : 2 4 3 2 + 1 F
d d d d d d
1 2 1 2 1 2
= 11 +mm + nn
1 2 1 2z 1 2
As{

cos(l1,2) =11+ mm+ nn
T2 1t 2 1 2

de manera similar se obtienen las siguientes igualdades
cos(l,n) =11+ m m + nn
3

11 +mm+nn
2 2 2

]

cos(2.n)

De igual forma, si se multiplican las ecuaciones (3) por 1 , m ,
n respectivamente y se suman obtenemos

12 + 1.1 =k 11

1 1, 1

nf + mm

k m m

n? +n1n =knln

+mm+nn=%kI (11 +mm+ nn)
1 2 1 2 1 1 1
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y dado que la suma de los cuadrados de los cosenos directores es 1,

se obtiene

1+11+mm
1

+nn=KXkI{((l1l+mm+nn)
1 2 1 1 1 b3

2 2

1 + cos(1,2) = k cos(l,n) (4)

Asi mismo, multiplicando las ecuaciones (3) por 1 .m ,n , respecti-
2 2 2

vamente y sumandolas, se obtiene

nn +n* =Xknn
1 2 2 2

12 +m +n? +1 1 +mm+nn-=%I (!l 1+ mm+ nn)
2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

en forma equivalente

l1+11+mm+nn=%XI(l 1+ mm+nn)
1 2 i 2 1 2 2 2 2

1 + cos(1,2) = k cos(2.n) (5)
De (4) y (5) tenemos
cos(l,n) = cos(2,n)

(1.n} = (2.n) ( 6)

Aun mds, si multiplicamos las ecuaciones (3) por 1, m, n, respec—

tivamente y las sumamos, obtenemos

11 +11=Xk1?
1

2
mm+mm =K m?

1 2
nn+nn =kn?

1 2

111 + m]m +nn+ll+mm+nn=%Xk (12 +m* + n?)
1 2 2

2
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de donde se obtiene

cos{l,n) + cos(2,n) = k

o de (6)
2 cos(l,n) =k

Sustituyendo este valor de k en (4), tenemos
1 + cos(1,2) = 2 cos? (1,n)

y por lo tanto

cos(1,2) = 2 cos?(1,n) - 1
= 2 cos?(1,n) - sen*(1l,n) -~ cos?®(1,n)
= cos?(1,n) - sen? (1,n)

1

cos 2(1.n)

]

cos 2(2.n)

Obteniendo asi que

i

(1,2) 2(1.n) = 2(2,n)

Y que las lineas Pa , PP , la normal estédn en el mismo plano, y
2
aun mds que la normal bisecta al dngulo entre P%_ y PP
2

Todo lo anterior, nos ha llevado a establecer una condicién co-

nocida como una Ley Optica:

El rayo incidente y el reflejado estdn en el plano normal, y el

dngulo de incidencia debe ser igual al &ngulo reflejado.

El resultado anterior es solamente una condicién necesaria para
un extremo; para determinar si realmente exXiste un extremo, y si
existe ., si es mdximo o minimo, escojamos al plano normal a la su-

perficie en P como el plano-xy.
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Si la curva determinada por el corte de la superficie por el
plano normal tiene la ecuacién
y = F(x), 7))
podemos cambiar nuestro problema al de determinar la naturaleza de

el punto P para una funcién g(x)., de una variable, donde

g(x) = dx+ d = \/(xl—x)2 + (yl-f(x))’ + /(x =X) (Y —F(x))7;
2 2
y cuya derivada es

—2(x —x) = 2(y, =f(x)) £'(x) ~2(x —-x) - 2(y —Ff(x)) F'(x)
L 2 2

g'(x) = +
2 d, 2d

2

(x=x ) + (F(x)-y, ) £ (x) (x=x ) + (F(x)-y ) F£'(x)
= -+ Fi 2

4, d

2

y la cual se anula en x, por ser P=(x,y) punto critico.

Recordando gque J§'(x)., geométricamente. representa la pendiente
de la recta tangente a la curva en el punte x, y estd dada por
(y*=F£(x))
Frx) = ———
(x*—x)
por lo tanto. la pendiente de la recta normal a la curva y=F£(xX) en
el punto x es
(xX*—-x) (X—=x*)

Fx) = - - -
(y*—=F(x)) (Fx)=y*)

Yy por consiguiente la ecuacion de la recta normal en el punto x
estd dada por
(x-x*) + (F(x)-y*) £'(x) =0,

=xX* —- y*F'(P) + X + F(x)F'(x) = 0,
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y la distancia de un punto (xi,& ) a esta normal estd dada por

(x=%;) + (F(x)-~y;) F' (%)

h, =
! V-0 4+ (=F (27
(]
(x=%;) + (f(x)—yi) F'(x)
h., =
! VI + £ (%)

Ademds., tomemos al origen como el punto P y a la tangente a la
superficie en el punto P en el plano normal como el eje—-x, lo cual
podemos lograr haciendo wuna traslacién y una rotacién de la

superficie.

Entonces g'(x) = 0 , es decir

(x=x,) + (F(x)-y, ) £'(x) (x-x ) + (Flx)-y } F'(x)
— 2

+ =0
d: dz
(x-x,) + (F(x)~y ) F'(x) (x-X ) + (F(xX)-y ) F'(x)
3 1 + 2 A -0
d1 1 + £'2(P) d 1 + F£'* (P)
2
por lo tanto
h«

h
—t y —2 =90
d d
1 2
h1 Yy h tienen signos contrarios, ademds P, y P se encuentran
2 2

en lados opuestos de la normal.

sen(l,n) = sen(2,n),

(1.n) (2.n),

como se establecidé anteriormente en (6).
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Si calculamos la segunda derivada de g(x). obtenemos

d, (148" () +{y-y, )F ()] = (17d ) [(x=x ) +(y=y, }F' (x)])?

g"(x) =
dl
1
d [1+F'2 (X)+(y-y I)F"(X)] = (1/d ) [(x=x )+(y-y )F'(x)])?
+ 2 i 2 2 2

di

2

dado gue el P=(0,0), es un punto critico y £'(0)=0

x2
a, (1-y, £(0)) - =& d (1-y £"(0)}*
1 d 2 2
1
g"(0) = +
a3 d:
Si escribimos © = (1.n) = (2,n),
notamos que -
Y, Yy
— = —? = cos®
d, d
2
X, X
-~ — = —*? = sen®
d, d

- asi que

1 1
g'(0) = [——— + ———] cos?0 - 2£"(0)cosB6

d, d

De esto obtenemos que g"{0) 2 0 ¢] g"(0) ¢« 0 dependiendo de

si
1 1
FU(0) 2 5&[——— + ——] cosO
d d
2
o
1 1
FUO0) < %[——— + ———] cosf
d d
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Como £'(0)=0. y recordando que la curvatura de una curva y=§f(x)

estd dada por
1 F'x)

P (1 + £2(x)
obtenemos que F£"(0)= 1/p donde es el radio de curvatura. Asi,
cuando

1 1 1
—_ < %[——— + ———] coso

d, d
g"(0) > 0, y el punto es un minimo, y cuando
1 1 1
—1 k[-—— + ———] cosd
P d, d
2

g"(0) < 0, y el punto es un méximo.

3) Refraccion en la superficie F(x,y,z)=0. Un rayo de luz viaja
del punto P al punto Pz, cruzando una frontera entre dos me-
dios en el punto P. En el primer medio su velocidad es v , y
en el segunde es v . Encontrar el punto P tal que minimiza el

2

tiempo de pasar de P1 aP

Usando la notacién del ejercicio anterior., el tiempo utilizado

en pasar del punto P1 al P estd dado por la funcidn

da, d
T = e— 4+
v, v 102

2
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y por lo tanto, la funcidn auxiliar proporcionada por el Metodo de
Lagrange
d 53
t - -
Gix.y.z) = — + =& + AF(x.v.2)
v, v
establece las ecuaciones sigulientes como condiciones necesarias
X - % W=
1 - -, "
+ A F,
v, d . v ood
Y. T VY Yy =
i - S
+ : = A F
v, d! vood
2 &
z - Z z -z
! . : = AF
v, d, v od
- - 2 H
Nuevamente utilizando los cosenns directores, las ecuaciones ante-
riores pueden escribirse como
l‘ + 1
—_— - = ]
v, v
m +m (1
L —~ = km ¢
v, v
‘ bl
n, +n
- ~ = kn
v, v
' s J
donde 1 .m .n son los cosenos directores de la linea PR, 1 .m .n
1 [T .

los de la linea PP v 1. m. n los
2

de

la normal a la superficie.

Multiplicande las ecuaciones ( 1 ) por I .m .n y sumandolas se ob-

tiene

L cosil, o)
—_—
v, v

- 2

K

cosii,.nt
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Similarmente, si se multiplican las ecuaciones ( 1 ) por 1 .,m ,n

respectivamente y sumé&ndolas, se obtiene

cos(1.2) 1
+ — = k cos(2.n) ( 3)

vy v
2

Aun mds, si se multiplican por 1, m, n y se suman, se obtiene

cos(1l.,n) cos(2.n)
+ = k 4)

Vv
1 V:

Multiplicando ( 2 ) por l/vl y (3 ) por 1/v , y restandolas, se
2

tiene
1 cos(1,2) k cos(1l,n)
—_— =
_ vf v, v2 - v,
cos(1,2) 1 k cos(2.n)
+.__=———-—————————-
v Vv v? v
3 2 2 2
1 1 cos(1l,n) cos(2,n)
e R
v? v2 \Y v
3 1 2

2

Sustituyendo de ( 4 ) el valor de K, se ve que

1 1 [cos(l.n) cos(2,n)][cos(1,n) cos(2,n)]
—_ — = + -
v; v v, v v, v
2 2 2
1 1 cos? (1.n) cos? (2,n)
v oo e s
1 2 1 M
o
1 1 1-sen? (1.n) l-sen?® (2,n)
vj v: % v:
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y por lo tanto
sen? (1.n) sen® (2.n)

\% v?
] 2
de esto se sigue que

sen{l,n) sen(2.,n)

Vv v

1 2

Ahora. si se sustituye el valor de k en ( 2 ). se ve que

1 cos(1,2) cos(1l.n) cos(2,n)
—_ = [ + ] cos(l.n)
v v v v
1 2 1 2
1 cos(1.2) cos? (1,n) cos(l.,n)cos(2,n)
— = +
V1 V2 Vi ‘-- Vz
o
1 cos(1,2) l-sen? (1.,n) cos(l.,n)cos(2.n)
—_— = +
\Z v v v

2 1 2

de donde se obtiene

sen® (1.,n) cos(l.nj)cos(2.n) - cos(1l,2)

Vv, v
1 2

Dividiendo esta ecuacidén por ( 5 ) y multiplicando el resultado

por sen(2,n) encontramos

v, sen? (1,n) v {cos(l,n)cos(2.n} — cos(1,2)}

v, sen(l.n) v sen{(2,n)
2
sen(l.n) sen(2.n) = cos(l,n)cos(2.n) - cos{(1,2)
cos(1,2) = cos(l,n)cos(2.n) - sen(l,n) sen(2.n)
cos(1,2) = cos{(l.n) + (2,n)]
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por lo tanto
(1,2) = (1,n) + (2,n)

asi que el rayo incidente y el reflejado se encuentran en el plano
normal .

La ecuacién ( 5 ) puede ser escrita en la forma

sen(1l.n) v,
e — =
sen(2,n) v

2

donde c es el indice de refraccién de el segundo medio con respec—

to a el primer medio.

4) SiP =(x.y ,z), P =(x.y .2), P =(x .,y .z ). son las
2 2 2 2
coordenadas rectangulares de 3 puntos, tales que "P "=d con
d fija. Encontrar los puntos P , P , P tales que el volumen
2

formado por las 3 lineas OP , OP , OP sea mdximo.
2

El volumen formado en las 3 lineas Og , OP . OQ es
2

Desarrollando el determinante con respecto al i—-ésimo renglén
V = x A + vy A + 2z A 1)
R i o2 102
(i=1,2,3)
asi por ejemplo, si desarrollamos con respecto al primer renglén
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Yy z X z X Y
vV = X1 2 2 -y 2 2 + z 2 2
Y, z, X,  Z, X, Y
Y
Y 4 X z X Yy
A = 2 2 A =— 2 2 A = 2 2
1 2 3
Y 24 X3 %y X Y

Entonces, tenemos que encontrar el méximo de la funcién V de las
3 variables, x Y02 las cuales estdn relacionadas por la ecuaciédn
2 = g2
di %3 + y; + z; 2)
Por la regla de Lagrange se necesita encontrar los puntos criticos

para la funcién

= - 2 2 -
G(xl y‘ 'Zi) xiAx +y31\z +._ZI.A3 l(xl. +yi +zl§ d}?)

-

obteniendo asi que

r‘dG
— = A, - 2ix =0
%3
26
—_—= A2 - 23y =20
%y,
26
— = A, -22z =0
’321’
y por lo tanto
it SR/ Y 3)
A A
1 2 3

Si X, .Y, -2, son los elementos de otro rengldn de el determinante,

tenemos .
X, I\1 + y A +z A =20 4 )
L %

dado que es el determinante de una matriz que tiene el rengldn i

igual al renglédn k.
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Si multiplicamos 4) por —_ obtenemos
A

X; X; X;
X, — Aty — Z\z +z,—A4A, =0
A, A, A,
X, X,
X Xp YK'-A—- A; + 2 — A“ = 0
1 1
utilizando 3)
Y: Z;
X x, +y — A + 2z A =0
i X 2 * A 3
2 T
X X, + ykn + zK% = 0
es decir
(xk,y , 2. ) » (xi,yi. z.) =0

donde i * k.

De esto concluimos que la funcién solo puede tener un extremo
cuando los vectores son ortogonales.

Utilizando este hecho,

X, v, z‘ x, xz X,
v o= x Y z Y, Y Y
2 2 2 2
X, Y z, z, z z,
- N 2
x? + y? + z? X X +ty y +2 z X X +y y +z z
! : ! S 1T 0 Ts T
e X X ty y +z z X* + y? + z? X X +y Y +Z 2
2 3 2 4 2 1 2 2 2 2 3 2 3 2 3
X X, tY v *2 2, X, X Y, Y, tz 2, X, +vyi + z}
z KR § B R 3 K] < :
2
d1 0 0
= 0 dz 0 = d?. d4* . d?
2 4 2 3
2
0 0 d3
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es decir. el volumen maximo es

La extension de este probiema para n variables se encuentra 2n el

libro "Theory of Maxima and Minima” Num. (10] de la Bibliografia.

h.
<
=
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