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Resumen de la tesis:

El método de tunehzacxon expo e"c1al

sin restricciones

El trabzajo describe un‘ uevo' metodo ara ”esuver el problema de optumzacxon globa]

sin restricciones:.

donde I R" — R es una funcxon contmua que tiene derivadas parcxa]es contmuas hasta de s

orden 2 y H = [ay,b] x [a,,,b ) es un hipercubo de R™.

Este nuevo método se nombré método de tunelizacién Exponencxal yes una’ conti<

nuacién naiural"de los métodos de tunelizacidn Original (Alejandro:-V. Levy, Antomo,:,
Montalvo, et.al.) ¥ Clésico (Alejandro V. Levy, Susana Gémez, Alfredo Cortés, Apolinar
Calderén, et. al.). o ol

Los métodos de Tunelizacién son una de las principales aportaciones que ™ México ha -

aportado al 4rea de la Optimiracién Global, fueron desarrollados en el Instituto de‘lm;es-
tigaciones en Mateméticas Aplicadas y en Sistemas (IIMAS) de la Universidad Nacional
Autdnoma de México.

En la tesis se describe un panorama de los métodos de optimizacién global, destacando
el método de tunelizacién Clésico, se expone el nuevo método y la transformacién exponen-
cial de tunelizacién y se introduce la metodologia de tunelizacién (Susana Gémez y Carlos
Barrén). Se dan los resultados de experimentos computacionales de un anélisis de sen-
sibilidad de los pardmetros del nuevo método y de una comparacién con los métodos de
tunelizacién Cldsico y Original para una gran variedad de problemds con dxsmmo graoo 0e
dificultad.

Los resultados experimentales que se reportan en el trabajo muestran que el nuevo

método es superior a las versiones anteriores.

Susana Go’nez /"'
Investig
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Prefacio

El trabajo describe un nuevo método para resolver el problema de optimizacién global sin
restricciones: '

min  f{(z)

zEH

donde f:R"™ +— R es una funcién continua que tiene derivadas parciales hasta de orden 2 y
continuas y H = [a), ;] X +++ X [an, ba} es un hipercubo de R".

Dentro del drea de la optimizacién cae el problema y el método que se describe. El drca de
la optimizacién engloba toda la teoria de los métodos que buscan uno o mds puntos éptimos
de problemas similares al anterior. En nuestro caso, un punto es un punto éptimo global en
el sentido de que le corresponde el menor (problema de minimizacién) o el mayor (problema
de maximizacién) valor posible de f dentro los limites fijados por el conjunto H.

Al nuevo método se le nombré “método de tunelizacidén exponencial” y es una continuacién
natural de los métodos de tunelizacién original' y cldsico ?

Los Métodos de tunelizacién (V. Levy, Montalvo, Gémez, et. al.) han sido una de las
principales aportaciones que México ha dado al drea de la optimizacién y fueron desarrollados
en el Instituto de Investigaciones en Matemadticas Aplicadas y en Sistemas (IIMAS) de la
Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM).

Las aportaciones de este trabajo son la introduccién del método de tunelizacién exponen-
cial (la funcién de tunelizacién exponencial y su algoritmo) y la actualizacién del algoritmo
original de donde resulté el método de tunelizacién clisico (Gémez, et al.). De la intro-
duccién de la nueva transformacién y de los distintos factores que se usan en las funciones
de tuneclizacién surge de manera natural una generalizacién que se denomind metodologia de
tunelizacién(Gémez y Barrdn, ver el articulo [Gom91b]).

Para resolver los problemas de optimizacién global hay pocos programas y paquetes de
software en todo el mundo. La gran mayoria de los paquetes de software son tinicamente para
resolver problemas de optimizacién en forma local, es decir, no necesariamente encuentran la
solucién global. Por cjemplo, el paquete GRG2 (ver el manual [Las80]) menciona que para
resolver en forma global a un problema de optimizacién, se realicen, con un nimero grande
de distintos puntos iniciales, varias minimizaciones y de las puntos de las soluciones se elija,
como una posible aproximacién a un punto minimo global del problema, el que corresponda

'En este trabajo se partié del algoritmo original, que se nombré “método de tunelizacién original” (ver los
articulos {Vel85], {Mon79], [Vel80c}) y del primer cédigo del método para el problema de optimizacién global sin
restricciones, programa de Antonio Montalvo.

3El método original se actualizé de acuerdo & los estudios del manejo de pardmetros que se reportan en los
articulos: {Gom87a), [Vel83] y [Cor85] y dio origen al método que nombramos “método de tunelizacion clésico™.
Los métodos, original y cldsico, usan la misma transformacién funcional y a lo largo del presente trabajo se
denomina funcién de tunclizacién cldsica.
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con el valor mas pequefio de la funcién del problema. :

Con tal panorama, se ﬁ_yaron dos objetivos précticos importantes: la elaboraclon de los
programas de computadora de los métodos ¥ la realizacién de experimentos numeéricos con
ellos.

El contenido del trabajo lo forman 6 capitulos cuyo contenido se detalla a continuacién. En
el capitulo 1 se describe un panorama resumido del drea de la optimizacién para temas afines
al método y al problema que nos ocupa. En el capitulo 2 se explican el método original y
método de tunelizacién cldsico y se dan las principales diferencias entre ellos. En el capitulo 3
se expone el nuevo método y su transformacién exponencial y se introduce la metodologia de
tunelizacién. En el capitulo 4 se dan los detalles del disefio y de la programacién de los métodos
de tunelizacién.?. En el capitulo 5 se dan los resultados de experimentos computacionales de
los métodos de tunelizacidn: original, cldsico y exponencial. Para esta parte experimental se
disefiaron y seleccionaron experimentos numéricos de distinto tamaifio y con diverso grado de
complejidad. Esta parte consintié del estudio de los efectos que tienen los parametros del nuevo
método de tunelizacién y de un estudio comparativo de los todos métodos de tuneclizacién,
incluyendo una comparacién contra los resultados de un método similar, el método de la
funciones de relleno del investigador Ge Renpu!. Finalmente, en el capitulo 6 s¢ dan las
conclusiones del trabajo®.

Este trabajo se realizé en las areas de computacién y de métodos numeéricos gracias a
las facilidades y a los recursos del departamento de Métodos Matemdticos y Numéricos del
IIMAS-UNAM.

En las investigaciones anteriores participaron casi todos los miembros del departamento:
Alejandro Velasco, Antonio Montalvo, Susana Gdémez, Apolinar Calderdn, Alfredo Cortés, et
al. (perdén por cualquier omisién). Algunas de estas personas ya no trabajan en el Instituto,
pero, gracias a todos ellos por sus investigaciones.

Debo mencionar en forma especial a la Dra. Susana Gémez, quien es la especialista y
quien ha lievado las investigaciones de los el métodos de tunelizacién, desde las primeras in-
vestigaciones hasta las actuales; las principales publicaciones son [Gom84], (Gom8T7a}, [Vel80b},
[Vel80a], {Velg4]. El dltimo articulo brinda un panorama general de todos los trabajos de tu-
nelizacién e incluye aplicaciones de optimizacién global® para problemas con restricciones y
para problemas de minimos cuadrados. La Dra. Gémez fue la que me invitd a colaborar en
la investigacién de los métodos de tunelizacidén y quien dirigié esta tesis.

Los programas de los métodos se escribieron y depuraron en las microcomputadoras del
departamento de Métodos Matematicos y Numéricos del IIMAS pero también los departa-
mentos de Matemadtica y Mecédnica, de Computacién, de Estadistica, la Secretarfa Técenica y
la Direccién del IIMAS-UNAM nos ayudaron al permitirnos usar sus equipos y su software’.
Muchas gracias a Arturo Olvera, Fernando Magarinos, Santiago Morales, Ménica Ardisson,

3Junto con este documento hay otro complementario, ¢l manual de referencia de los programas de tunelizacién,
|Bar81]. El manual explica como utilizar los programas de tunelizacién, describe los requisitos computacionales
para correrlos y contiene los resultados de un ejemplo completo de un problema: su codificacién en FORTRAN,
los archivos de datos, de pardmetros y de resultados.

*Ver el articulo {RenS0].

5Los resultados de la investigacidn realizada en este trabajo se difunden, ademas, a mvel nacional en la
publicacién:{Gom91b] y en un futuro & nivel internacional en el articulo, [Gom91a).

SVer el capitulo 1.

"Ver el apéndice A para una descripcién del ambiente computacional que se utilizd pu.ra realizar este trnba;o
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Carlos Velarde, Felipe Bracho, Hernando Mutis, Adriana Ducoing, Ricardo Weder e Ignacio
Méndez.

La parte experimental que se reporta se realizé en los equipos mds grandes de la UNAM
que estdn a cargo de la Direccién General de Servicios de Cémputo Académico de la UNAM.
Una parte de los experimentos numéricos se realizaron en los equipos: Burroughs A-12 y IBM
4381 y otra gran parte en la supercomputadora del tipo IBM 3090 del Centro Cientifico de
IBM en Palo Alto, California, Estados Unidos, ya que, para este equipo, se obtuvo una beca
del programa de becas del Proyecto de Supercémputo de la UNAM. Gracias a Victor Guerra,
Christine Allen y demds miembros de la Comisién de Supercémputo de la UNAM del Conscjo
Asesor de Cémputo.



Capitulo 1

Panorama de la optimizacién local
global sin restricciones

En este capitulo se describen la formulacién matematica del problema de optimizacién local y
global; las condiciones de existencia y de optimalidad de un punto éptimo; aspectos numéricos
de la solucidn; algunos métodos numéricos y dos aplicaciones de la optimizacién global.

La terminologia matemdtica se restringe al problema y a sus métodes. Dentro de la
exposicién se incluyen referencias a la literatura especializada y algunas demostraciones.

Algunos de los libros de optimizacién que describen un panorama completo de la optimi-
zacién son [McC83], (Gil81] y {Fle87].

Dentro del drea de optimizacién global, no hay muchas publicaciones, por ser un tema muy
especializado. Recientemente se cred la revista Journal of Global Optimization del cditor R.
Horst, publicada por Kluver Academic Press.

Un excelente articulo, que da una visién completa del estado del arte del drea de la op-
timizacién global hasta 1986 es el articulo {Rin86}. Contiene una gran cantidad de referencias
de los diversos métodos de optimizacién global; los clasifica en deterministicos y estocdsticos,
y bajo esta divisidn, los describe destacande sus principales cualidades.

1.1 El problema de optimizacién global sin restricciones
El problema que se desca resolver en cste trabajo es

min  f() o ) (1.1)
donde f:R" — R es una funcién de clase! C?y H es un h\percubo2 de R".

El problema 1.1 es un caso particular del problema de optimizacién sm restncctones sobre
un conjunto

min f(2) (1.2)

donde A4 es un conjunto de R" y f:R" +— Res \vm‘a"fu'xi(\:‘ién.

'Ver la definicién 1.6.
3Ver la definicién 1.4.



Capitulo 1. Panorama de la optimizacién local y}globralsVsi'h'?r'e.'s‘t‘ri'ééiohés‘" B .5

A un problema como el anterior se le nombra problema de optimizacion global sin restric-
ciones sobre un conjunto. Estrictamente éste es un problema restringido pero cuando no haya
lugar a confusiones con el problema de optimizacién global sin restricciones,

min S (=, , : (1;;3)

nos referiremos a él como el problema de optimizacidn global sin restricciones y p'artirndel
capitulo siguiente nos referiremos al problema 1.1 como: eI ptoblema. ‘de optlmxzacmn g]obal
sin restricciones. :

Definicién 1.1 Dado un problema de optimizacién global sin'r }nccxones sobre un conjunto :
nos referimos a la funcién f como la funeidn objetivo, alc nj nt Aen'donde se: busca una
solucién como la regidn factible y a cualquier punto de A como un punto fact:bl’

Note que para el problema 1.3 cualquier punto es un punt factxble Y en' c
problemas 1.1 y 1.2 esto no se cumple. -

Definicién 1.2 Una solucidn global de un problema’1. 2 es el par. (:z: f(, )), dond
punto factible que cumple que :

vied f(z') < I{2).

Al punto z* se le llama punto minimo global de f en A o’ punto minimo glaba! (PMG) y
valor f(z°) se le denomina minimo global de f en A o minimo global del problema (MG).”

Es facil ver que una solucién de alguno de los problemas 1.1 o 1.2 puede no serlo del
problema 1.3. :
En las siguientes secciones se dan para los tres problemas las condiciones para la existencia f
de soluciones y las propiedades que las caracterizan. h

1.1.1 Condiciones de existencia del punto minimo global

La existencia de un PMG se basa en que la funcién del problema sea semicontinua inferiormente®
y en que la regién factible sea un conjunto compacto de R". Un conjunto de 8" que es cerrado
y acotado es un ejemplo de un conjunto compacto. La semicontinuidad es lo minimo que se
pide para tener un PMG. Para los fines de este trabajo la teoria desarrollada es para funciones
que tienen mas que la propiedad de semicontinuidad, ya que, se supendrd que son funciones
continuas y en algunos casos, ademds, de clase C* (ver la definicién 1.6).

La definicién de funcién continua se da a continuacién y después se enuncia el teorema de
las condiciones de existencia de una solucién global.

Definicién 1.3 (Fuincién continua) Una funcién f:R" — R es una funcidn continua en
R™ o funcidn continua si Vz,y € BR® y Ye > 0, 36 > 0 tal que si |jz —y|| < 6 entonces
[f(z) — f{y)} < ¢, donde || es la funcién valor absoluto y ||-|| es la funcién norma cuclidiana?.

3Ver la pégina 49 del libro [Roy68].
*La funcién norma cuclidiana es

el = VT2 = \fal 4 23

donde z € R”, z = (z),23,...,2a)7, = se considera una mattiz de'orden n X 1 y (-}7 es la operacién de
transposicién. L



si'es’ el'.'prqg_i'{xdl;b’

Corolario 1.1 Un pf;.)bl"

Demostracio’n. L a
acotado

Note que para el problema 1.3 el teorema. de la‘condi
no es compacto}. - :

1.1.2 = Condiciones de optimalidad

Antes de enunciar las condiciones que se cumplen er
definiciones bdsicas para enunciarlas. :

Definicién 1.5 (Derwadas Parcxales) Dada una func:
la funcidn f respecto a la 1-ésima componente—.c

f(xh voeyTinyy Ij + hy zl‘+11

Limy_.o

Al lfmite anterior, cuando’exis
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“todas sus denvadas parcla.les en
it trmal V’f R" > R" x R",

i e

s 52121,, . a’znzl
o !! ) a%f(z)
i 81172 CEXEH

a’f'!:[ 6’}!:[ ’ 6’/‘!:[

8z12n EETEN 8znzn

_El Hessiano de f en z es una matriz que se nombra matriz Hessiana. .

Definicién 1.6 (Clase) Las funciones de clase C° son todas las funciones continuas®. Las
funciones de clase C! son aquellas funciones de clase C° y cuyas primeras derivadas parciales
son también funciones de C°. En general, las funciones de clase C" son todas las funciones de
clase C°, cuyas primeras derivadas parciales son funciones de clase C"~1. "

Definicién 1.7 (Direccién factible en z respecto A) Sean A un conjuntode R"y z € A
un punto. Un vector d € R" es una direccidn factible en z con respecto a A si 35y > 0, tal que

(z+Bd)ed VB, 0<8< B

Definicién 1.8 (Bola abjerta) Sean z € R™ un puntoy. e > O un numero real, se deﬁne la :
bola abrerta con centro en z y radio e de’la sxguxente forma

B(x) = {y€ Bl

Definicién 1.9 (Punto interior) Sea.n A.un conjunto P ntokdev;A._‘-xkésvl‘in :

punto tntertor de A si 3¢ > 0 tal que”.

| Bg(z)‘_c,

Definicién 1.10 (Conjunto convexo) Sca A un co. ju
siVz,y€ Ay VA, 0< A< 1, se tiene que -

Gz (1- A)g)'é’A

Definicién 1.11 (Funcién convexa) Una funcién f:R" — R es una fum:ton conve:a en.
A C R", conjunto convexo, si Vz,y € 4 y V0 € [0, 1] se tiene que :

fl0z+(1-0)y) <Of(z) + (1 —0) flv)-

Una funcién es una funcmn estrictamente conveza en A si'la de51gualdad antenor se cumple
estrictamente para todoz #y € Ay 0 €(0,1). ‘ .

8Ver la definicién 1.3,



Deﬁmclén 112 (Punto mfmmo) Sean f:R"™ — IRru_a
un punto mintmo local o punto minimo de f si 35 > 0'tal que

§(=") < £(=), V= € Bl

Al valor f(z*} se le llama minimo local o minimo. -
Si la desigualdad se cumple estrictamente, f(z*)
estricto.
Dados un conjunto A C R® y z* un punto de

Je > 0 tal que
[(=) < f(=)

Los teoremas de las condiciones de optlma 1dad
tomaron de los libros [Her85] y [Lue?73]. "

Teorema 1.2 (Condiciones necesarias; caso’sil

cién de clase C?, si z* € R" es un punto minimo-

condiciones: A
s Vfi(z*)=0 (candxcwn de p pnmer orden) =
e pTVf(z*)p=0, VpeR" {condwwn de segundo orden)

Demostracién. Dado p € R", lip” =11, arbitrario-se define la funczon

hla) = f(z' + ap) ae|-1,1].
Claramente h tiene un minimo en 0. Se tiene entonces que %’—9 = 0, de aqui, por la regla de
derivacion de la cadena, se tiene que 0 = V f(z*)7p de donde finalmente, Vf(z*) = 0 o bien
es perpendicular al vector p. Se afirma que V f(z*') = 0 ya que el resultado también vale para
un vector p' perpendicular a p.

El segundo punto se obtiene de un desarrollo de Taylor ezacto de sequndo orden,
J(z* +ap) = f(z*) + ’p" V[ (2a)p

donde z, es un punto de la recta [z*,zmin + ap|. De donde usando que z* es un minimo local
se obtiene,
0< f(z" +ap) = f(z*) = &*p"V* (2a)p.
Dividiendo entre o’ y pasando al limite, & — 0, se tiene gue 2, — z* y V2f continua (f
es de clase C?), se obtiene
0 < p"Vif(z')p.

L}
Las condiciones necesarias las cumplen todos los puntos minimos, ya sean, locales o

globales. De la condicién de primer orden surge en forma muy natural el concepto de punto
estacionario.
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Definicién 1.13 (Punto estacionario) Svea.x;jf: R" > R una funcién de:clase Cl yzeR™

un punto. z es un punto estactonario de f Sl

Vf(:c

El concepto de punto estacionario es usado en
los métodos se aproximan a una solucién pdr me

métodos numéricos; la gran mayorfa de

Teorema 1.3 (Condiciones suﬁc1entes) Se‘ H.
un punto de R" tal que, S

e Vf(z*)=0;
o« pTV?f(z')p > 0 Vp € R",

entonces z* es un punto minimo {local) estricto: de f.;,}“ e ‘
Dermostracidn. Suponga que ' no ea un punto mxmmo estncto, esto szgmﬁca que Ve > 0
se tiene que .

BzEB (:z:) tal que f(z) <f(z)

Tomando un z que que cumpla con la suposxcxon anterior y de un desarrollo de Taylor en
'+ ap, donde p=z— z: s S€ abtzene una contradxcczon a la segunda hipdtesis, ya que se tiene

0> f(z +ap) f(:z:'): a?pT V2 f(z,)p

donde z, es un punto de la recta {z*;zmin + ap] Dividiendo entre o® y pasando al limite,
a — 0, se tiene que z, — z* y V¥f .continua (f es de clase C?), se obtiene

0> pTVif(z")p.

Este resultado es importante, ya que, en la prictica dado un punto estacionario de [ se
prueba si éste satisface las condiciones suficientes del teorema anterior para determinar si z*
es un punto minimo de f.

Las condiciones de optimalidad para el problema sin restrlccwnes no son las que se aplican
para los problemas 1.2 y 1.1. En los resultados siguientes se utiliza el problema 1.2 y después
se dan resultados para el caso particular en que 4 = H.

En un problema 1.2 la regién factible es una parte de B” y un minimo local de un problema
sin restricciones puede no ser factible para éste, por otro lado, un punto minimo local de un
problema 1.2 puede no serlo del problema sin restricciones.

En nuestro caso basta con usar las definiciones de direccién factible en z respecto A y
de conjunto convexo como conceptos bdsicos para establecer las condiciones necesarias de
optimalidad del problema 1.2.

Teorema 1.4 (Condiciones necesarias, caso restringido, 4 C R") Dado un problema
1.2 con f de clase C* y A C R" un conjunto convezo. Si z* € A es un punto minimo
de f en A se tienen entonces las condiciones:
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¢ dTVf(z*) 20, Vd direccidn factible en z* respecto a A (condicidn de primer oﬁl_en}. )

e Si ademds se supone que dTV f(z*) = 0 Vd direccidn factible en z* respecto a A entonces
dTV?f(z*)d > 0 (condicidn de segundo orden).

Demostracion. De la definicidn de punto minimo local de f respecto a A se tiene, 3¢ > 0
tal que f(z*) < f(z) Vz € B(z') N A. Es fdcil ver que B,(z") es un conjunto convezo y que
la interseccidn de ambos (que nombraremos C,.) es un conjunto convezo. Si la interseccion
es 3olo el punto z' el resultado se tiene ya que d = 0 es la tnica direccidn factible. St la
interseccidon es no vacia entonces tomando una direccidn factible d en z° respecto a A se
tiene que 3z € C,. tal que z = z* + fd y f(z) > f(z*) para algin B € (0,€). Note que
st no ezistiera entonces d no seria factible en z* respecto a A y 31 no se se cumpliera que
f(z) < f(z*) entonces z° no seria un punto minimo de f respecto a A.
Ahora por el teorema del valor medio se tiene

f(z) = f(2*) = BdTV[(zp)

donde zg es un punto de la recta que une z* y z. Usando que f(z) — f(z*) 20y dim'dieypdb .
por 3 > 0 se llega a la desigualdad VLR T
dTV f(z5) 2 0.

Tomando limite cuando 8 — 0 se tiene la condicidon de primer orden: :

De manera andloga se obtiene la condicidn de segundo orden, pero en este .casose 2
un desarrollo de Taylor hasta el segundo termino. Sea d una direccidn facttble en.zt respecto
a A, de la hipdtesis se tiene dTV f(z*) = 0. El desarrollo de Taylor que resulta en este' aso
es = :

f(z) = f(z*) + B7d"V* [ (25)d o
donde 25 es algin punto de la recta [z*, z]. Usando que f(z) — f(z*) > 0 y dividiendo entre
B? se obtiene la desigualdad

dTV?f(z5)d > 0.

La condicidn de segundo orden se obtiene pasando al limite § — 0. x

Corolario 1.2 Dadas las hipdtesis del teorema anterior. St z° es un punto interior de A
entonces se tienen las condiciones del teorema 1.2.

Demostracidn. El resultado es inmediato, ya que st = es un punto interior de A entonces
cualquier d € R" es una direccidn factible en z* respecto a A. x

Para los problemas 1.1 y 1.2 el concepto de punto estacionario de la definicién 1.13 no
es suficiente, ya que no cubre los mismos casos que la condicién de primer orden del caso
restringido. Para salvar esta diferencia, a lo largo de este este trabajo se usara la siguiente
definicién de punto estacionario dentro de un conjunto.

Definicién 1.14 (Punto estacionario de f en A C R") Sean f:R" — R una funcién de
clase C!', A C R™ un conjunto no vacio y = un punto factible. = es un punto estacionario de f
en A si se cumple la condicién de primer orden del teorema anterior, es decir, que

dTVf{z'}) >0 Vd direccién factible en z°.
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Corolario 1.3 Sean f R” - R una funmon de clase Cl
intertor de A, 51 z' es un punto estacto
estacionario de f. :

Demostracidn. El resultado se tiene kya que como, T es un punta mtenor de A, cualguier
direccidn d € R™ es factible. Sea d € R",d #0, y tomando -—d se deduce que Vf(z) =0, ya
que, dTV f{z}) > 0y ~dTV f(z) > 0. : "

ACR" un conjunto y z° un punto
? il ‘fferi ‘A entonces z* es un punio

De lo anterior es claro que no todo punto minimo de f en A es un punto minimo de f.
Para que sea un punto minimo de f, por el corolano antenor se necesita que z° sea un punto
interior de A y un punto minimo de f en A.

Note que los puntos en donde se anula el gradiente son puntos estacionarios pero pueden
no corresponder a una solucién minima; pueden ser puntos maximos {donde el valor de la
funcién alcanza un méximo) o bien puntos silla {(donde los valores de la funcién crecen en una
direccién pero decrecen en otra).

De lo expuesto en esta seccién, para el problema 1.1 se tienen las siguientes propiedades:

¢ H es un conjunto compacto y convexo (ver la pigina 5 y la definicién 1.10.);

s H conjunto compacto y dada una funcién f de clase C® por el teorema 1.1 se tiene que
el problema 1.1 tiene solucién.

¢ H conjunto compacto y dada una funcxon f convexa en H entonces el problema 1 1
un minimo global’;

¢ con las hipétesis del pdrrafo anterlor, pero supomendo que f ¢s una funcién estnctamcnte"'
convexa entonces el problema 1.1 txene una solucxon dnica, {z°, f(:x: Ng;

e los puntos minimos del problema 1.1 son puntos estamonarxos de f en H

1.2 Aspectos de la solucién de los problemas de optimi-
zacion global

Una solucién del problema 1.1 es un par (z*, f(z')) (ver la pdgina 5) que en general no es
facil de calcular ya sea numéricamente o, bien, analiticamente. La mayoria de los métodos
numéricos calculan sélo una aproximacién a puntos estacionarios que muy probablemente son
puntos minimos.

En esta seccién se estudia el efecto de la forina de la funcién sobre una aproximacién
numérica de una solucién ?. Este estudio es con la finalidad de resaltar que no necesariamente
se puede garantizar que el método termina en una buena solucién para cualquier funcién. Se
incluyen en esta seccidn dos subsecciones en donde se describen funciones, muy sencillas de
formular, con las que se pueden plantear problemas de minimizacién muy dificiles de resolver
numéricamente.

"Ver la pdgina 119 del libro {Lue73].
81dem.
#Ver el articulo [Dix78}.
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: Ca51 todos los metodos numeéricos solucionan el problema de optxmxzacxon sm restrlccnones
en forma iterativa con la siguiente propiedad: :
lim z = z*

1= 00
donde z° € R™ es un punto inicial dado, la sucesién de puntos z!,z%,... se genera por el
método y z* es un punto minimo del problema.

" cada método utiliza una condicién de paro, la cual sirve para detener el método, es
decir, para que deje de generar puntos de la sucesién, ya que, en principio la sucesién que
genera el método es infinita. La condicién de paro de un método iterativo no garantiza que
el punto en donde se deticne el método es una buena aproximacién a un punto minimo!®. La
aproximacion calculada es en el mejor de los casos una aproximacién a un punto estacionario,
razdn por la cual es necesario verificar que se trata de un punto minimo.

El problema de detectar cuando se termina en una aproximacién a un punto minimo es un
tema que se desarrolla junto con el método iterativo. El método se construye usando propie-
dades que, en principio, aseguran la terminacién en un punto cercano a un punto minimo,
pero esto no es siempre posible garantizarlo para cualquier funcién, por ejemplo, si se supone
la funcidn del problema 1.1 es convexa es muy probable que cualquier método termine en una
buena aproximacién a una solucién.

Generalmente se le deja al usuario elegir la tolerancia con que aceptard una aproximacién
a una solucidn. Las tolerancias para aceptar una solucién son

e D < ex << 1 es la tolerancia en la aproximacién -a un punto minimo,
e U<eg << 1les la tolerancia en la aproxunacxon aun punto sea estacionarioy

e 0< er- << 1 es la tolerancm en: la aproxlmacxon aun mlmmo

Supomendo que se tlene una. solucxon del problema 1 1 se deﬁnen los 51gu1entes conjuntos'

(zem|fz-s < é‘x }f
{2 € B ||Pu(z, V()] < o}
(2R |/(z) - [=)| < r )

i Cada uno-de los conjuntos anteriores definen conjuntos de puntos de distinto tamaifio y
formaen R".

Cualquiera que sea el método las condiciones de paro funcionan de la siguiente forma, dado
z° un punto inicial, el método genera una sucesiéon {z’} que converge (al menos en teorfa) a
z'. Una buena aproximacién a la solucién es el par (z*, f(z*)) donde k es cl primer entero tal
que z¥ esté en alguno de los conjuntos X o G, o bien, f(z*) esté en el conjunto F.

Note que el cdlculo de una aproximacién a una solucién depende: del sistema aritmético
del equipo de cémputo’!, del método numérico'? y de las caracteristicas de la funcién.

Q)
[

0

No se dan los detalles de la convergencia de los métodos, que puede ser finita o infinita, con velocidad de
convergencia lineal, superlineal, etcétera, para mayor informacién ver el libro {Dah74}.

"' Ver la seccién 4.2.

'2Ver la seccidn 4.5.
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“El punto por analizar es como la forma de la funcién afecta el célcujo a una’ aprommacnon’v
a una solucién y para ¢l andlisis que damos se usan los conjuntos X y F; el andlisis que se
propone es independiente del método para resolver el problema de optmuzacxon y del sistema
aritmético.

No es dificil visualizar que los casos extremos son las funciones con cambios de valor muy
pequefios respecto a cambios grandes en el argumento, o bien al contrario (la construccién de
funciones con estas caracteristicas se da en las secciones 1.2.1 y 1.2.2).

La forma de la funcién se caracteriza matemdticamente a continuacién.

Definicién 1.15 Sean f:R" — R una funcién continua y z* un punto minimo f. f tiene
largo m > 0 y ancho € enz' siVz € R", ||z — z*|| = € se tiene que

/(=) - f(=) 2 m.

Definicién 1.16 (Apéndice) Sean f:R" — R una funcién continua y z* un punto minimo
de f. [ tiene un apéndice en z* de ancho 6, § << %, si en tal punto f es de largo mayor a 1
para un ancho menor o igual a 6. ]

Definicién 1.17 (Plana) Sean f:R" — R una funcidn continua y z° un punto minimo de
J. [ es cast plana en z* de largo €, € << %, st en tal punto f es de largo menor € para un
ancho mayor o tgual a 1. .

La caracterizacién anterior de la forma de las funciones conduce inmediatamente a los
siguientes resultados respecto a la aproximacién que un método numérico puede dar como
resultado.

Teorema 1.5 Sean f:R" — R"™ una funcidn de clase C° y z* un punto minimo de f. Si f
tiene un apéndice en z* de largo m y ancho § entonces existe una aprozimacion, z°,

. 1 .
ot = 'l << 5 v 152 = F=)] 2 1.
Demostracion. El resultado se sigue de las definiciones anteriores. =
Teorema 1.6 Sean f:R" — R" una funcidn de clase C° y z* un punto minimo de f. Si f es
cast plana en z* de orden ¢ entonces eztste una aprozimacidn, z°, tal que

(= °)—f(:‘)5<<% y =8 -z > 1.

Demostracxon El resultado se sigue de las definiciones antertores. .

Los dos teoremas anteriores muestran que independientemente del método numérico y del
sisterna aritmético cuando la funcién tiene partes “casi planas” o partes “puntiagudas” es muy
posible que un método termine en malas aproximaciones a una solucién.

Una aplicacién de lo anterior es la construccién de problemas dificiles de resolver numéri-
camente. En las subsecciones siguientes se describen funciones que pueden servir para formar
funciones con un apéndice o de forma casi plana. Un ejemplo de una funcién que las usa es el
experimento 5.13 de este trabajo.

}3Para este trabajo los métodos locales que se usaron son del tipo métrica variable, gradiente conjugado y
direcciones conjugadas, ver las secciones 1.3.1 y 1.3.2. La rutina CONMIN se basa en los dos primeros métodos
y la rutina MINI se basa en el algoritmo de Fletcher-Revees, ver la seccién 4.5.
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1.2.1 Funciones apéndice

En esta seccién se describen dos formas de constru ” [
el sentido de la definicién 1.16.

Definicién 1.18 Una funcidn apéndvic‘ adi
A+(:z:

donde z* es la posicién del apendlce xp( ‘ ; 0esel laigb ya 5 1
es el ancho del apéndice. i

Definicién 1.19 Una funcion apé
A;

donde z* es la posicién del apéndice, exp() es la-fun

’>:IO‘eseHargoya5 1
es el ancho del apéndice. -

Al sumar una funcién 1.4 a otra se, mtroduce un:nuevo:minimo’ pm'a. 4 suficientemente
grande, por otro lado, el efecto de multiplicar una funcié: la funclon 1.5 es el de amplificar
un minimo ya existente {si no se aplica en un punto mf o se forma un apéndice).
1.2.2 Funcidn aplana

En forma similar, en esta seccién, se describe una form
“casi planas” en el sentido de la definicién 1.17.

d con‘s’ ruxr funciones con partes
Definicién 1.20 Una funcién que aplana, A % + R =
Ay (z) = - xp(-a]

donde z* es la posicién del centro del aplanado exp() es la funclon exponencxal O<pu< %
es el largo y @ > 1 es el ancho. . ; .

El efecto de multiplicar una funcién por una funcién 1.6 es.la reduccién de los valores de
la funcién alrededor de z*.

1.3 Meétodos locales para resolver problemas de optimi-
zacién sin restricciones

Para resolver los problemas de optimizacién sin restricciones existen gran variedad de métodos.
Generalmente, las soluciones de los métodos resultan de aproximaciones a puntos estacionarios
(definicién 1.14), es decir, puntos que estén en G (ver la seccién 1.2).

Para tales puntos es necesario verificar las condiciones suficientes de optimalidad dadas en
el teorema 1.3, sin embargo, puede no ser suficiente, por ejemplo, la funcién =* tiene en z* = 0
un PMG pero no cumple lo expuesto en el teorema 1.3.
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Una forma de solucionar el problema 1.1 es calculando todos los puntos estacionarios de
la funcidén f, una vez que se tienen, se comprueba cuales son puntos minimos, se ordenan de
acuerdo a sus valores y se determina un PMG. Huelga decir que, esta forma de resolver el
problema no es préctica en general.

La forma préctica de resolver el problema de optimizacién sin restricciones es usando
métodos numéricos, por ejemplo!*: descenso acelerado, Newton, direcciones conjugadas, mé-
trica variable, etcétera.

Para simplificar la exposicién de los métodos numeéricos que se describen en la siguientes
secciones se introduce la proyeccién sobre un hipercubo.

Definicién 1.21 (Proyeccién sobre H) Sea H# C R" un hipercubo, H = [a;,b;] X «++ X
[@aniba]; @i < b;, i =1,...,n, se define la funcidn de proyeccion sobre H, Py : H x R" — R",
Py(z,d) = a(y1,...,yn)T, donde

v = {d;, sig; <z < by

i=1 n
H —_ —— . L
0, sie;==z0b =z

Yy a es una constante,‘ 0 ’
) ) ‘a=ma:z:{1 ﬁlr -;ﬁn}

ny se obtlene de

donde cada cons‘tante’ﬁ,

l"r"': 51 y)-TAOYz: +yJ <aJl

by
ff',,—,."'lx siy; # 0y b <z;+ y5;
0, en ‘otro-caso.

En los siguientes apartados se describen los métodos de Newton o de métrica varla.ble v
(de los métodos de direcciones conjugadas) el algoritmo de Fletcher-Revees. . -

1.3.1 Meétodos de Newton y de métrica variable

Estos métodos buscan puntos de G (ver la seccién 1.2).
Los pasos que realiza son

1. Dado z° € H un punto arbitrario. Se calcula V*/(z°) (Hessiano'®) o una aproximacién
de él por medio diferencias de finitas o de, entre muchas otras férmulas, la férmula
BFGS!6 (esta matriz la nombraremos B).

2. Se construye una direccién de bisqueda
d= Py(z', B~V /(<))

donde Py(-,+) es la funcién proyeccién??.

Sid = 0 se termina; ! € G.

14Ver los libros: [McC83], [Gil81], [Her85] y [Fle87].
18Ver la definicién 1.5 de derivada parcial.

'8 Ver la pagina 193 del libro [Fle87].

Y7Ver la definicién 1.21.
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a;txbles;V&:,O( a < ap,
or ejemplo,: ;-

donde €z > 0 es un pardmetro dado. ;
4. Si |Pu(z, VI(z*1))]| < € se termina; z++! € G.

Vi(z'+d)=0"
por la definicién de denvada, de donde se obtxene ' k
V_Vf(:c +d) Vf(:c‘) + V f(:x:‘)d

Supomendo que V b (a: + d) =0, la dltecc:on de busquedn d se calcul
;de ecuaciones

-V i) = Bd

donde B es V2 f(z') o una aproximacién a él.
Para evitar resolver el sistema anterior se usan las formulas BFGS 0. DF]
directamente a la inversa del Hessiano {(definicién 1.5). El uso-de las formu
reduce a un producto matricial el cdleulo de la direccién.

1.3.2 Meétodos de direcciones conjugadas

Los algoritmos cldsicos de direcciones conjugadas son gradiente conjugado algdritmo de
Fletcher-Revees®®

Los métodos de direcciones conjugadas se basan en la Q-ortogonahdad, que se descnbe a
continuacién.

Definicién 1.22 Sca Q una matriz simétrica .
o los vectores d,,d; € BR” son Q-ortogonales o conjugados respecto a @ si dj Qdy = 0.
¢ los vectores dy,ds,...,d; € R" son Q-ortogonales si d7 Qd; = 0 para todo ¢ # 7.

donde dj son vectores de B" y d7Qd es un producto matricial.
Si Q es la matriz identidad entonces los vectores de R™ que cumplen las propiedades
anteriores se denominan ortogonales. «

8 Ver el articulo {Sha7s).
®Ver el libro {Fle87].
20Ver los libros {Her85] y [McC83}.
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El algorltmo de Fletcher~Revees uﬁlizé la ida'd"y 165 pasos que tiene son :

1. Dados la funcién f R™ i~ R de cla.s C', elipunt arb‘ "‘ra.rxo z° 6 R" y la tolerancxa €;
1>>e¢>0,enla soluuon :

Se calcula

donde Pg(-,-) es la funcién prbyec

Si g, < € se para; 2° € G.

2. Sehécek:(),dozgygof:gg-"

donde Xy es tal que los puntos (:5 + Ad;,) son factxbles VA 0 <A Apre
Se hace zF+! = z* 4+ A*d;, donde X* es el punto minimo del problema anterior.
Seponek=k+1yse calcula 9= Py(z" Vf(:z:")) ve,=g¢7g.

Si g, < €? se termina; z*f € G.

0

En otro caso, si k = n, se hace z0 = zF y'se tdntinﬁa en el paso 2.

Se calcula dy = —g + td,_, donde t = g,/go.

Se hace gg = g, y se repite este paso.

Este algoritmo termina en un punto de G y cuando la funcién objetivo es cuadrética el
algoritmo termina a lo mds en n iteraciones.

1.4 Métodos para el problema de optimizacién global
sin restricciones

La clasificacién de los métodos de optimizacién global que dan Rinnoy Kan y Timmer (ver el
articulo [Rin86}) los divide en deterministicos y estocasticos.

Bajo estd divisién, los tltimos se caracterizan por usar alguna funcién de probabilidad,
que usan para ir aproximandose al punto minimo global, y en algunos casos les auxilia para
probar algiin criterio de probabilidad que garantiza la optimalidad global de la solucién.

Los métodos deterministicos, no utilizan conceptos de probabilidad, se aproximan a la
solucién del problema aprovechando las caracteristicas de la funcién objetivo y de la regién
factible.

Sin profundizar mucho en los distintos métodos se describen dos: uno estocdstico y otro
deterministico.

2!Se programé usando el algoritmo de Fletcher-Revees Ja rutina de minimizacién MINI para los programas de
tunelizacién de este trabajo. Ver el capitulo 4.
#Ver la definicién 1.21.
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1.4.1 Msétodo de Solis y Wets

El método estocdstico que se describe fue desarrollado por Francisco Solis y Roger J.B. Wets?
lo incluimos para difundir el trabajo del investigador mexicano Francisco Solis*!
Su método es para el problema

dada una funcién f:R” — R y S conjunto de R", se busca un punto z* € § que
minimiza a f en S o bien es una aproximacién aceptable al infimo de f en S.

Este problema es més general que el problema 1.1, ya que la funcién f y el conjunto S son

mas arbitrarios (el dnico requisito del conjunto § es que sea medible y de medida positiva).
El método consta de dos partes, una de optimizacién global y otra de optimizacién local.
Para la optimizacién global, los pasos del llamado algoritmo conceptual son

1. Se hace k =0y se busca z° en S.
2. Se genera f" del espacio muestral (R", B, ux)-

3. Se hace z¥*! = D(z*, £*), se selecciona g1, se calcula k=% +1 y se repite desde eli
paso 2. : o

donde D : S x R" +— S satisface la condicién

(D(z,€)) < f(z) ysi €€, [(D(z,€)) < f(8),

B es una familia de conjuntos de Borel de R" y u; son medidas de probabilidad definidas sobxﬁe
B.

Para la optimizacién local (paso 3 del algoritmo anterior) se introducen dos algontmos de
optimizacidén local estocdsticos basados en el llamado algoritmo bésico. s

1. Sea k = 0, se selecciona z°, se hace #n =0, f =0, b° € R", &° =. Se ﬁjanfﬂ—,l:; p‘;;',',ie::’!'v'
Ctys:z}'fct sl 2

2. Sea
Pk—-1* €Z, si Es Z Sez;
Pk =1 pr—r-ct, sifif 2> fui
Pr-1y en otro caso.

* es un punto éptimo local.

- Si pr < pu se termina; z :
En otro caso, se calcula un vector aleatorio £ € B"™ usando la dlstrlbucxon multivariada

Bk

23Ver el articulo {Sol81].

24F)] método fue mencionado en la plitica Stochastic Minimization of Lipschitz Functions de R. Mladineo de
la universidad Rider College en la reunién Recent Advances in Global Optimization celebrada en la Universidad
de Princeton (New Jersey, U.S.A.) del 10 al 11 de mayo de 1991,
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: 3 Sea," 3

< f(z*), se hace”s—*’s-{-l,,,

4(5-—3").{_021,!: T ;

(21: —E) <if(=*) <f(f),se hace ﬁs + i =0y

A b~ 0.4(€ - zF); L

£ enotroca.so sehaceﬁs—o Bf—ﬁf+1y
. bk+1 Osbk

y se contintlia en el paso 2.

Los parimetros que aparecen tienen la siguiente interpretacién:.
o k es el contador de las iteraciones;
o p; es el didmetro de la regién de donde se obtiene el vector aleatorio ¢;

e p; es la cota inferior de pi. Si pi alcanza este valor. la regién de donde se extrae £ es
tan pequefia que no tiene caso continuar la biisqueda para disminuir el valor de f. La
tnica forma de que p; sea menor o igual a este valor es cuando se ha tenido una serie
grande de fracasos en la disminucién del valor de f;

e b* es el factor de sesgo para inclinar el muestreo en favor de la direccién de donde se
ha tenido éxito en la disminucién del valor de f (los autores del algoritmo remiten al
articulo {Mat65] para mayor informacién acerca de este parimetro);

e #s y if son para llevar el nimero de éxitos y fracasos en la disminucién del valor de f.
Si §s alcanza el valor s, se expande el didmetro p, por el factor de expansién ez. Si gf
alcanza el valor f,; se reduce el didmetro p; por el factor de reduccién ct.

Los valores para los pardmetros que los autores recomiendan son: s, = 5, f = 3, ez = 2,
et =05y p-;=1.

En teoria py, puede ser cero, en este caso, para las funciones adecuadas el algoritmo puede
generar una secuencia de puntos que convergen a un punto minimo local. Sin embargo, es
deseable que el algoritmo se detenga cuando se esté suficientemente cerca de la solucién local.
En la practica se elige un valor pequeno y positivo de pj de acuerdo con la exactitud deseada
v la dimensién del problema.

Las dos versiones del algoritmo bisico se construyen usando las distribuciones multivaria-
das: normal con matriz de covarianza piI (I es la matriz identidad) y uniforme en el hipercubo
de lado py, centradas en (zF + b¥).

Finalmente, las versiones para optimizacién global basadas en el algoritmo conceptual para
una medida uniforme y; sobre S € R” (conjunto acotado de Borel) utilizan D : § x R" — §,

dada por
A(g), st f(4A < f(z);
Dla, ) = { A8 5 ILA(E) < /(2
N otro caso,
donde A(z) es el punto minimo de f obtenido de un algoritmo A de optimizacién local usando
& como punto inicial.
Los algoritmos locales que usaron . para los resultados que reportan son: de direcciones
conjugadas (ver la seccién 1.3.2) y el bésico con distribucién uniforme en hipercubos.
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- En general, cuando en el algoritmo conceptual se usan las versiones del algoritmo bésico no
se sabe si el punto en que termina es un PMG. La solucién local no necesariamente pertenece
a G (ver la seccién 1.2).

Por otiro lado, cuando se usa el método de direcciones conjugadas en lugar del algoritmo
bésico es més probable que se termine en un PMG, ya que, en cada etapa local se termina en
un punto de G y muy probablemente el algoritmo conceptual barrio toda la regién S.

1.4.2 Método de la cobertura

El método que describimos se reporta en el articulo {Rin86] y fue publicado originalmente en
1971. La versién que se describe se tomé del articulo [Evt85] v se conoce como método de la
Cobertura { The Method of Covering).

Este método resuelve el problema 1.1 y los conceptos que usa se dan a continuacién.
Definicién 1.23 Sean f:R" + R una funcién, H C R" un conjunto compacto y z!,z%,..., z*

una secuencia de puntos de H.
o Se llama registro a la cantidad:
B = min ()}

Ademds, los puntos. de la’secuencia qug'sét’isfacen Ry = f(z’) sc les nombra puntos 9
registro. C g e it g

e Dadoe, 1 >>e¢> i), se- define un’conjunto de cobertura como

Zy={zeR"|Ry—c < f(z)}.

Teorema 1.7 Dadas las condiciones de la definicidn anterior, se tiene que
e {Ry,Ry,..., R} es una secuencia mondtona decreciente, es decir, Ry > Ry > -+« > R;.
o {Z1,2,,...,2Z;} es una secuencia de conjuntos creciente, es dectr, 2y C Zy C -+ C Zg.

e Para el conjunto de cobertura Zy se tiene que
Ry — € < min f(z).
€2,
Demostracion. Las relaciones anteriores se tienen por induccidn y de la definicidn. "

La udltima relacidn significa que los puntos de Z; no son de interés para continuar la
bidsqueda del minimo de f; no mejoran el valor del registro Ri en mds de €.
Luego, el 4rea de bisqueda se puede reducir a H \ Z;. En particular cuando

HcC Z,

el problema esta resuelto, el valor del registro R; y los puntos del registro son una aproximacién
a la solucién.

Usando lo anterior, las forma de construir los conjuntos de cobertura dan origen a una
gran variedad de métodos de optimizacién global.

El método mads simple de este tipo es para funciones de Lipschitz.
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Definicién 1.24 (Funcién de Lipschitz) Sean.f: R”HRunafuncxény S_C R™ un'con-
junto no vacio. f es una funcidn de Lipschitz en-.S, si z,y. €S se tiene que )

1) = £(v)| <

El método para estas funciones se basa en

e la desigualdad

que se cumplird para toda z‘E -Zk',

¢ los conjuntos B 5
Rz -2 <rad,

"f(:r.")——Rk-*-e‘f
CEET T

ara-la secuencm zt, :n’ z" de puntos de S.
LR ]

- B;k =V':>{A:t; :

El problema estd resuelto cuando para algiin k se cubra a S es declr,

k
SCUBJ-k.
i=1

Un algoritmo para realizar lo anterior dado § un conjunto compacto no vacxo Yy f una
funcién de Lipschitz en S tiene los siguientes pasos.

1. Elegir k puntos en S y determinar R;.
2. Calcular rj.

k
Si § € U Byy; parar.
=1

3. Buscar un punto z**! tal que f(z*¥*!) < Ry,
hacer Risy = f(z**'), k = k + 1 y continuar en 2.

El algoritmo estd bien definido ya que S es un conjunto compacto (ver la pigina 5), el
error en la determinacién del minimo es ¢ y del punto minimo es { (se trata alguno de los
puntos del registro, Ry = f(z’)).

Para terminar esta seccién se da un teorema que muestra la aplicabilidad del método de
la Cobertura a funciones continuas.
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Teorema 1.8 (Cobertura de una funcién continua) Sea f IR" - R-una: funcidn.conts:

nua y § C R" un conjunto compacto no vacio.
Entonces para todo € > 0, eziste una familia finita de con_yuntq

fle) = fl@) Sey floj~z'| <
donde z* es un PMG de f en S, a; € S son puntaa'y r'k sonilosra

“Vi(a,r) = {zew[nz-"au <r*‘

Demaatrac:én Prxmera, de.las 11;
nuaZS b 'j : : A
En efecta, dados $a e S

E3 tnmediato que Ioa con
S, o sea, :

Stendo S compucto, e poaxble omar-un’ num ro ﬁmt de:conjuntos
cubran a S, o sea, : E - i

;€8 -1>0|=1. ,m

le lacoleccidn ‘que

Sea § = mm{ }

Se aﬁrma que 5 satisface la definicion de continuidad umforme para e y
En efecto, sean = y p € S arbitrarios tales que: ||z — pl} < 6.
Como la coleccidn finita cubre S, eztste a; € S tal que ‘ —

sizEV(a;,é) entonces |f(z) — f(a )|§

.m«

y se tiene también que ) . ;
. S .
le—-all <llp-zl+llz~all<é+5 <
de donde p € V (ai, ;) y |/ (p) - f(a)] < §- o

Por lo tanta,
(z) ~ () S 1/(2) ~ fladl+ 1S (ad) - ()| S e
O sea, [ 3 uniformemente continua en S y se termina la demostracidn ya que la sub-

coleceion que cubre a S determina la diferencia entre los valores de f y la distancia entre los
puntos.

Bn efecto, por el teorema 1.1, eziste el punto minimo global z* € S de la funcidn y la
subcoleccion cubre § entonces 3a; € S tal que
re
z* € V{aj, —21),

es decir, finalmente,
oy == <7y vifle) ~ f=) S
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Figura 1.1 Método de la Cobertura éﬁlicado' a una funcién c@)%iﬁimﬁi
Para concluir note lo siguiente.

o El teorema anterior nos dice que un PMG es localizable, pero no lo determina.

o El método de la cobertura aproxima a un MG, sin embargo, para un € puede dar un
resultado errdéneo, ya que, puede terminar en un punto del registro que esté muy alejado
del PMG correspondiente, tal como se muestra en la figura 1.1.

La familia de métodos de las referencias [MeeS8], [Mee89], {Hor88] y [Hor89] que sec-
cionan al conjunto § utilizan lo que se expuso, mds otras técnicas: Ramificacién y
Cota (Branch and Bound), Anélisis de Intervalos (Interval Analysis), etcétera. Todos
en general son imprécticos, ya que, requieren demasiadas secciones o iteraciones para
garantizar una tolerancia pequefia en la solucién.

Por ejemplo, el nimero de hipercubos de lado é§ > 0 con los que se puede cubrir a un
hipercubo H de lados de longitud l,,...,l, es aproximadamente

mas {[L/8]"),

es decir, el nimero de secciones que se necesitan es exponencial respecto a la dimensién
del problema. e

o Para las funciones de Lipschitz (definicién 1.24) el error en la determinacién del minimo
es proporcional a la longitud del lado (8), es decir, € = l-fi ' '

1.5 Aplicaciones de la optimizacién global

Hablar de aplicaciones propias de la optimizacién global es dificil. Cuando se aplica el método
cientifico a problemas de tipo industrial (produccién, distribucién, almacenamiento), finan-
ciero (equilibrio econdémico, inversiones), politico, etcétera, es necesario formular modelos
mateméticos que los representen de una forma adecuada®®.

25Ver 1a pagina 109 del libro [ApoT6].
26 Aplicar el método cientifico es un tema demasiado extenso, que va més alld de los fines de esta tesis, se
requieren conocimientos profundos de la aplicacién y auxiliarse de otras técnicas para modelar correctamente.
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Para esta seccién, se buscaron aplicaciones en donde se utilizan los métodos de la optimi--
zacién, y en particular, las que reportan tener relacién directa con la optimizacién global.

Las aplicaciones que se mencionan cn esta seccién son: Costo y disenio de un vehiculo
espacial para aterrizar y Potencial de Lennard-Jones.

La primera se tomo de Selected Applications of NonLinear Programming, péaginas 58-82
del libro {Bra68]. El objetivo de esta aplicacién es seleccionar el menor costo asociado a un
disefio de un vehiculo espacial. El modelo matemdtico que se propone consta de una funcién
objetivo, asociada al costo de la nave, y de una serie de restricciones, relacionadas con la
eficiencia, la masa, etcétera.

La funcién objetivo tiene como base las relaciones del costo estimado (Cost-Estimating
Relationships, CER’s), que sirven para asociar los pardmetros y las variables de disefio con
algun tipo de nave o un subsistema afin. Las partes que la componen se dividen en tres costos:
de investigacién y de desarrollo, de estructura (hardware), y de operacidn.

El modelo matemdtico conduce a un problema de optimizacién global, ya que el minimo
global constituye la mejor seleccién para la construccién de la nave espacial. Sobra decir
que, el gasto involucrado es tan grande que no se puede permitir despilfarro; el costo de la
configuracién inicial, de uno de los ejemplos que reportan, es $ 3.36 billones *’ y el éptimo es
$ 2.53 billones.

La siguiente aplicacién es de Fisica-Quimica, el articulo original es {Len32}; la descripcién
que damos viene en el articulo [Wat70].

Los altos costos de experimentacién para la elaboracién de nuevos compuestos quimicos
hacen necesario la utilizacién de modelos matemdticos que permitan predecir la estructura
molecular final. Una forma de simulacién se logra por medio de modelos mateméticos de la
fuerza intermolecular y de los fenédmenos de dispersidn.

El modelo matemdtico de Lennard-Jones 12-6 para cuantificar el potencial V entre N
particulas es

N
Z Uijy

i>521

2.\ 12
wm (@)
I AT

es el potencial entre las partxcula51 ¥y

donde

€ > 01 Yy dk: k= 1s27~ 2y
distancia entre las particuls

(xk,yk), k= 1,2,...

se puede plantear en’e io y en este caso la distancia es

\/(z. — ;) + (vi — y5)?) + (= — 2;)?)
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i regién
asintética

regibn i —-‘{
.féncava "
1 2
i Fxgm‘ .25 Pot'e;lcia;l Lennard-Jones Figura 1.3 Configuracién éptima de 19
.+12-6de dos particilas esféricas idénticas particulas esféricas idénticas

,do:n"de (Zx vrs 2}, k= 1, 2,..., N son las coordenadas de las particulas en el espacio X xY X Z.
Los'valores:tipicos de e y o para las interacciones de las moléculas de gases inertes se dan
“en l@ tabla 1.1,

Tabla 1.1 €y o para el potencial de Lennard-Jones 12-6
dtomo | He-He | Ne-Ne | Ar-Ar | Kr-Kr| Xe-Xe
o () ] 2.556{ 2.749] 3.405] 3.600| 4.100
£ (K) ] 10.220 ] 35.600 [ 119.800 [ 171.000 | 221.000

La figura 1.2 muestra la forma de la funcién potencial de dos particulas esféricas idénticas
respecto a la distancia entre ellas. El potencial minimo se tiene cuando r = +/20; la regién
alrededor del punto éptimo es una concavidad pequefia y constituye la zona de mayor interés;
las particulas no pueden estar a una distancia menor a g, ya que, esta zona es de repulsién. Del
otro lado de esta zona, la atraccidn entre las particulas es muy pequena cuando la distancia
entre ellas es mucho mayor al valor éptimo (regién asintética).

Para el potencial 6ptimo, las posiciones de 3 particulas esféricas idénticas (de igual valor de
o) forman un tridngulo equildtero de lado 20, Para un mayor nimero de particulas esféricas
idénticas se tiene la siguiente conjetura.

Conjetura 1.1 Las posiciones para 4 o mds particulas esféricas idénticas en el plano es con
base a tridngulos equildteros que se van agrupando de manera que con 7, 19, 87, 61,... parti-
culas se forman hezdgonos. .

En la figura 1.3 se aprecia como para 7y 19 particulas los tridngulos se agrupan formando
hexdgonos.

27El billén americano o simplemente billén. equivulg;a mil millones. -
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Métodos de tunelizacion: original y
clasico

En este apartado se describen los origenes de los algoritmos de los métodos de tunelizacidén
(método de tunelizacién original y cldsico), se describen las caracteristicas de la funcién de
tunelizacién, las propiedades de los métodos de tunelizacidn y se describe el nuevo algoritmo
llamado método de tunelizacién clésico.

2.1 Origen del método de tunelizacién

El método de tunelizacidn tiene su origen en los articulos de V. Levy, Gémez, Montalvo,
Calderén, et al., que comienzan en 1979 con la tesis doctoral Antonio Montalvo, [Mon79] y
que concluyen en 1987 con los articulos [Gom87b] y [Gom87al.

La versién del método de V. Levy y Montalvo, que nombramos método original, tiene dos
publicaciones fundamentales: la tesis doctoral {Mon79] y el articulo [Vel85]. Paralelamente,
Gémez y V. Levy desarrollaron el método de tunelizacién para el problema de optimizacién
global con restricciones, sus primeros resultados los publicaron en la comunicacién téenica
[Vel80b] y posteriormente sacaron el articulo {Gom84]. En 1984 publicaron el articulo {Vel84]
que contiene un resumen de todas las aplicaciones del método de tunelizacién al drea de la
optimizacién global (problemas de minimos cuadrados y problema de optimizacién global con
restricciones y sin restricciones).

Para la realizacién de este trabajo nos basamos en las publicaciones: [Gol71}, {Mon79),
[Vel84], [Vel85], [Cor85] y [Gom87b)|. De éstos surgio una versién del método de tunelizacién
que llamamos clisico, que esperabamos fuera mas eficiente y que diera mejores resultados que
la versién original’.

Un método parecido y que surgio antes del método de tunelizacién original, es el método
de Goldstein y Price que aparecié en el articulo [Gol71]. Su método resuclve el problema,

min /(z) (2.1)

donde f:R"™ — R es una funcién de clase C?, mediante una bisqueda que va de un minimo a
otro menor realizando dos fases: deflacién y minimizacién. '

'En la seccién 5.4 se comparan los métodos de tunelizacién original y clsico.
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- El método de Goldstein y Price requiere de un punto mxcxal arbxtrarlo, Zo € IR dado por .
el usuario y luego realiza los siguientes pasos. G :

1. Minimizacién. Dado un punto zo se encuentra. un punto rmmmo local :1:l por cualquler
método de minimizacién. N ; TR

2. Deflacién. Con el punto minimo, z}, se construye l funcxo Afg qu 'se despe_]a de
. rz—z V’f z}
1(8) = e + E= AL TAG

S 2l
donde f; es la funcién f del problema 2.1.

La funcién f, se minimiza por cualquier metodo de optimizacion local
un punto minimo se termina el algoritmo; z}'es: un ‘P

En otro caso, sea z3 un punto minimo de f,.

Si el valor de f; en zj es negativo, este puﬁto e
repite el paso 1.

Si el valor de f, es positivo o cero, el proces _de

de; lasifuncxones fl

3.. Con los puntos minimos: zj;.. -,Ikezszk'
funcién fi que se despeja de
feer(@ o zien®) = fe(@heo i) +
-z} B, |z -z T R
[ il 21 d = l]f ("71»“ "ivz‘);fxizy): '(2'_3)

donde By_y = V2f,_i(z},...,z};_;) (ver la definicién de derwada.»parcihl definicién 1.5).

Con cualquier método de minimizacién se busca un punto minimo de fk. Si fi no tiene
mds minimos, se termina el algoritmo; ] es un PMG.

Si el minimo de f; es negativo, este punto se toma como punto de arra.nque y se repite
el paso 1, en otro caso, se repite este paso. : :

Dos puntos importantes del algoritmo son

o La etapa de deflacién termina cuando se encuentra un punto de arranque que permita
disminuir el valor del 1iltimo minimo de la funcidn f, o bien, cuando f; no tiene mas
minimos. En general no hay una forma préictica de conocer cuando se tienen todos los
minimos de la funcién final f; (ver la conjetura de Goldstcin y Price mas adelante).

o Los puntos minimos de la funcién f y los puntos minimos de las funciones f;, 7 = 2,3,...,
no necesariamente coinciden. La diferencia en la posicién se debe a los factores que
intervienen en la construccién de las funciones f;, j = 2,3,....

Los autores del algoritmo establecen lo siguiente.

Conjetura 2.1 (Goldstein y Price) Cuando la funcidn f tiene un nimero finito de puntos
estactonarios, las funciones f;, j = 2,3,... permiten encontrar un nuevo punto de arranque
en un nimero finito de pasos, ezcepto cuando se trata del minimo global. En este caso, el
proceso de bisqueda de la fase de deflacion debe terminar al construir una funcidn f que es
positiva en todo punto de R". "
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Figura 2.1 Método de Goldstein y Price, paso 1y 2

Para las funciones polinomiales el proceso es finito, ya que, o se encuentra un punto de
arranque o bien se termina en un polinomio de grado cero que es una constante positiva.

Para ilustrar geométricamente el método, se resuelve detalladamente el problema 2.1 con
la funcién 6 gt X

_z z 2
f(:l:)—-s— T+41‘- +2,

sus puntos minimos son -2, 0 y 2, y se muestran en la figura 2.1.

Suponga que se toma un punto arbitrario cerca del punto cero, en este caso, el algoritmo
se conduce de la siguiente forma.

1. La fase de minimizacién termina en el punto mfnimo 0.
2. La fase de deflacién realiza lo siguiente.

(a) Construye la funcién f,(0,z) (en la figura 2.1 se observa que esta funcién tiene dos
puntos minimos: —+/3.75 y v/3.75, que estdn cerca de los puntos minimos de f).

(b) Minimiza la funcién f; y sin perdida de generalidad se puede suponer que encuentra
el punto minimo —+/3.75 (el proceso es similar si encuentra el punto v/3.75).

(c) Como f2(—+/3.75) es negativo, se termina esta fase.

3. Lasiguiente fase de minimizacién, minimiza la funcién f comenzando en el punto —/3.75
¥ encuentra el punto minimo —2.

4. La siguiente fase de deflacién realiza los siguientes pasos.

(a) Construye f,(—2,z) y la minimiza.
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(@) Dncuentra un minimo positivo en el p\_mto
(e) Construye la funcién f4(~2,2,0,z).

(f} Como la funcién fi(-2,2,0,1) (ver la ﬁguraZ 2) es constante y osi lva se termina
la fase de deflacién. :

5. Se termina el proceso, ya que, la funcién f; es positiva en todas partes y por tanto el
punto -2 es un PMG.

En las figuras 2.1 y 2.2, se observa que el efecto geométrico del algoritmo de Goldstein y
Price durante la fase de deflacién, sobre cada uno de los puntos minimos de las funciones fj,
es el de rellenar suavemente cada valle de los puntos minimos.

Una forma parecida de rellenar los valles de los puntos minimos la propone el investigador
chino Renpu en el articulo {[Ren90]. Su método se basa en funciones que rellenan los valles
de los puntos minimos, de aqui el nombre de las funciones que utiliza (la definicién de las
funciones de relleno se da en la pdgina 51}. En el capitulo § se describe el algoritmo de Renpu
y se comparan los resultados del articulo {Ren90] con los que se obtuvieron para este trabajo
usando los métodos de tunelizacién.
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2.2  Funcidén de tunelizacién clasica

El método de tunelizacién de V. Levy y Montalvo (ver los articulos {Mon79} y [Vel85]) cambia
la fase de deflacién y la funcién de deflacién del método de Goldstein y Price. En lugar de la
fase de deflacién se realiza una fase de tunelizacién que consiste en la bisqueda de un cero de
la funcién de tunelizacién.

En el método de tunelizacién se elimina al dltimo punto minimo creando una funcién
{funcién de tunelizacién) que tiende a crecer indefinidamente conforme nos acerquemos a éste.
Como se muestra en la figura 2.3, el efecto geométrico es el de rellenar el valle del punto
minimo pero no en la forma tan suave que proponen Goldstein y Price o Renpu.

La funcién de tunelizacién es

f(=*)
T(z,,a) = LA L) (2.4
iz — 2>
{su forma completa se describe mds adelante).
A esta funcién se le nombra la funcién de tunelizacién cldsica y la utilizan los métodos:
original y cldsico. Los dos factores béasicos que forman a la funcién de tunelizacién son

J{z) — f{(z) translacién;
. ﬁ:—;ﬂ—,p— cociente.

Note que hay una correspondencia entre los factores de la funcién de tunelizacién con los
de la funcién f(z*,z) (ecuacién 2.2). En efecto, el factor de traslacién es el mlsmo, pero, el
factor cociente de la funcién de tunelizacién W se cambia por = vw(:-)(; —enla
funcién deflacionada.

Formalmente, la seleccién del factor cociente se basa en lo siguiente.

Definicién 2.1 {Polo) Sea ¢g:R" — R una funcién y z* € R™ un punto. z* es un polo positivo
(o polo, simplemente) de g, si para todo A > 0, 36 > 0 tal que

si [lz — z*}] < &, entonces g(z) > M.
O en forma equivalente, si
Jim.g(z) = co. |
En forma andloga se puede definir un polo negativo. »

Definicién 2.2 (Fuerza del polo) Sean f:R" — R una funcién y z* € B™ un punto minimo
de f. El orden o fuerza del polo en z* es el primer entero A* tal que

lim M = (25)

T—ezx*

El sentido de la dltima definicién esté dado por la definicién anteri
2.5 significa que VM > 0, 36 > 0 tal que

decir, la ecuacién

si |z — z*||**" < § entonces T (:c,:c ./\ )
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Teorema 2.1 Sean f:R" +— R una funcidn de clase C* vz E IR
cumple las condiciones suficientes de optimalidad del teorcma 1.8
Entonces 3A* >> 0 entero tal que

punto minimo jdéff_,qtzx; L

@)= ()

="=' I|z - T ||2“' '

iene que 36 >0,

De los teoremas anteriores se tiene la viabilidad de construir funciones de tunelizacién.
Para mostrar el efecto que produce la funcién de tunelizacién cldsica se usé la funcién de
Shubert,

= iicos{(i + 1)z + 1}, (26)

La grédfica de la funcién de tunelizacién cldsica usando la funcién de Shubert con un polo
en 4.1416 se muestra en la figura 2.3.

Una propiedad de la funcién de tunelizacién que se explota en forma préictica se da en el-
sigulente corolario.

Corolario 2.1 Sea f:R"™ — R una funcidn que cumple las condiciones del teorema anterior
y sea X* la potencia del polo en z*. Entonces VA > A* se tiene un polo en z*, es decir,

flz) - f(=*)

Sl L O

Demostracién. El resultado se obtiene de que si ||z — z°|] < 1 entonces YA > A* se tiene

la siguiente desigualdad,
iz~ =" > Iz - =" .
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“ - Figura 2.3 Funcién de tunelizacién clésica de la funcién de Shubert
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Figura 2.4  Funcién de tunelizacién clésica con rampeo y sin rampeo

Este 1iltimo resultado implica que no es nécesario calcular exactamente la fuerza del polo.

Otra propiedad de la funcién de tunelizacién es que se aplana para puntos alejados del
polo, es decir, ||z — z*[| — oo, Te(z,z°,A*}) — 0. En la figura 2.3 se aprecia el efecto de
aplanamiento.

Tal propiedad no es deseable desde el punto de vista de los métodos numeéricos, ya que, si la
funcién se vuelve muy plana alenta la convergencia del método. Este efecto de aplanamiento
se quita de los métodos, original y cldsico, de manera diferente.

En el método original de V. Levy y Montalvo, ellos introdujeron la siguiente funcién de
rampeo (ver los articulos: [Mon79] y [Vel85]).

“z—_-:.T;r, siflz -z €1 —¢p
7"(.7.’,[,.,,\',2:‘): E‘zﬁﬁr: 511+5r2l|z_z'ii>l_fr;v

N ‘en otro caso;
donde A se calcula de la siguiente forma: ) :
A .
A= S0+ (- o= 2 l)/e):

Para esta funcién de rampeo la potencia del factor cociente dentro de la bola B,_(z*)
es A* y en la interseccién de esta bola con la bola By, (z') gradualmente se disminuye la
potencia desde A* hasta cero y fuera de la bola By, (z') la potencia vale cero. La manera
en que esta funcién de rampeo disminuye su valor introduce una variacién extrafia al salir del
conjunto diferencia By;,(z") \ Bi(z"), ya que dentro de este conjunto su valor es menor que
1 y fuera de él su valor es 1.
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El método clésico evita que el efecto de aplanamiento se propague fuera de la bola B;(z*)
usando la siguiente funcién de rampeo.

Definicién 2.3 (Funcién de rampeo) Una funcidn de rampeo r: R" x R x R x R" — R estd
dada por

":Tl,""r, Si ”.’E—.’L.”_S 1}—- [
"(my c,,A',.’C‘) = [Eerges sil> ”I— .'B'“_> 1—¢
1, en otro caso;

" donde A se calcula de la siguiente forma:

Note que la funcién de rampeo a.nterxor d mmuye el efecto del factor cociente de la siguiente
forma: dentro de la bola B;_. (z*) toma va.lor W y en la interseccién de ésta con
la bola B,(z*) gradualmente dxsxmnuye su vulor hasta el'valor de 1 y fuera de la bola B,(z*)
toma el valor de 1. B

La ecuacién 2.4 de la funcién de" tunellzacxon cuando se usa la funcién de rampeo cambia
a la siguiente forma

Te(z,z*,A") = (f(z) — f(z*))r(z,€ A", ).

En la figura 2.5 se muestran los efectos geométricos que producen distintos valores de la
potencia del polo en la funcién de tunelizacién cldsica con rampeo.

En la figura 2.5 se nota un suavizamiento de la forma de la funcién de tunelizacién cldsica
para valores grandes de A. El suavizamiento de la funcién significa que disminuye el nimero
de puntos estacionarios y en el teorema 3.8 se demuestra que las funciones de tunelizacién
para un valor de A* adecuado no tienen puntos estacionarios en el conjunto

{ze€ H|f(z) - [(z') 2 ¢},

donde € > 0 es un valor real dado.
Los resultados que siguen caracterizan los puntos estacionarios de la funcién de tunelizacién
cldsica.

Teorema 2.2 (A* para crear un punto estacionario de T,) Sean f[:R" — R una fun-
cidn de clase C* y z* € R" un punto minimo de f. Sea zo € R™ un punto tal que, zo # z°,

1. f(zo) — f(z') > 0, y el gradiente V f(x;) y el vector (zo —z*) tengan la misma direccidn;
2. o bien, f(zo) — f(z') <0, y el gradiente V f(zo) y el vector (zo — ') tengan direcciones

opuestas;

entonces en cada caso 3X° > 0 tal que x4 es un punto estactonario de T.(z,z*,)").
Demostracion. En ambos casos las hipdtesis garantizan que la suma de los vectores V f(z)
y (zo — z") se puede hacer cero.
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Figara 2.5 Efecto de la potencia del polo'A" en la funcxéndtfmhz

sz‘C(IOsI'l A-)

_ V@) epey ey mom T
= "IO_-:E.”.,,\. 2A ( ( 0) f( ))" f—I ”2(*.—_{_1)
C V(e - U~ 1 Nao=z)

llzo—= ll’
Multiplicando por (zo — z*)7, se despeja X*,

yo o (20 2TV ()
IYESEYIED)

Por lo que, con este valor de A* la funcion T,(z,z*,A*) tiene un punto estacionario en z;.

>0

Note que este teorema sélo afirma que en zj se tiene un punto estacionario de la funcién
T.(z,z*,)") y no necesariamente que se tiene un polo en z'.

Corolario 2.2 (Eliminacién de un punto estacionario) Con las hipdtesis del teorema
anterior, 3X* > 0 tal que T.(z,z*,A") tiene un punto estacionario en zo. Se afirma que
el punto zo no es punto estactonario de las funciones T.(z,z", A}) con A} > A*.
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Demostracién. La afirmacidn se obtiene de que si A1> A%, tomando un e > 0 tai que
A; =X +ey sustttuyendo A' en el gradiente de Ty(z, z* /\,) se obtxene que :

V.To(z0,2", X) = = 2¢(f(z0) ~ f(z'))(z — 7") | 0.

llzo — 2|4

Corolario 2.3 Con las hipétesis del teorema anterior, 3A* > 0 tal que Ti(z,z*,\') tiene un.
punto estacionario en zo. Se afirma que las funciones Te(z,z",A}) con A} > A* apropxado
tienen un polo en z* y el punto xo no es un punto estacionario de €stas.

Demostracidn. El teorema 2.1 nos permite encontrar ); tal que la funcidn T.(z,z* )\-,)
tenga un polo en z*. La afirmacidn se sigue tomando A} > max{ A3, A*} y del corolario 2.1
que afirma que el polo en z* se mantiene para todos los valores mayores a la potencia A;. =

De los teoremas anteriores se tienen resultados similares para la funcién de tunelizacién
exponencial en la seccidén 3.1.

En la seccién 3.5 se dan resultados mds generales para las funciones de tunelizacién clasica
y exponencial.

2.3 Propiedades de los métodorzys”":d»é tunelizacién

En esta seccién se describen las propiedades de los métodos de tunelizacién. Casi todas las
propiedades se heredaron del método original de V. Levy y -Montalvo, ya que los cambios
introducidos en los nuevos métodos: clasico (seccién 2.4) y exponencial (capitulo 3}, no las
cambiaron.

La principal propiedad que tienen los métodos de tunelizacién es la propiedad de descenso
que consiste en que los valores de f de los puntos obtenidos en las fases de minimizacién y de
tunelizacién forman una sucesién decreciente, es decir,

flzo) 2 f(=z5) 2 f(=1) 2 f(27) ... f(=h) = f(a])

donde los marcados con -* son los puntos minimos calculados durante las fases de minimizacién
y los marcados con -° son los puntos obtenidos de las fases de tunelizacién.
En los méiodos cldsico y exponencial sc tiene la propiedad anterior, mis la propiedad de
descenso estricto. Esta propiedad se obtiene al dar un ¢ negativo y pequefio para resolver el
problema de la fase de tunelizacién; el problema de la fase de tunelizacién consiste en buscar
z° € H, tal que,
T(z°z",A") <«

donde T es la funcién de tunclizacién cldsica o la exponencial.

Esta propiedad se puede usar cuando no interesan los minimos del mismo nivel.

Debido a las dos propiedades anteriores se dice que los métodos de tunelizacién son métodos
de descenso.

Dado que los valores de la funcién f en los puntos minimos siempre forman una sucesién de
minimos decreciente, los métodos se pueden detener en algin punto minimo que sc considere
interesante y se pueden volver a ejecutar comenzando en ese punto.
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] el c'andidz{to 7. :

‘Cuando no'se encuentra un cero en la. fase de tunehzacxon, el ultlmo mmxm X:
pa.ra. ser el MG: :

Todoslos puntos: minimos - que se calculan en las fases de minimizacién ,pertenecen al
- conjunto G (salvo que el método de minimizacién local falle) es decxr, son puntos estacxonanos
(ver la seccidn 1.2). b

2.4 Método de tunelizacién clés’icd

El método cldsico es muy parecido al método original ¥ como se mencxono en la seccién 2.3,
ambos, son métodos con la propiedad de descenso.

Ambos métodos {incluso el nuevo método e.\'ponencml que se daxa en el capitulo 3) realizan
dos fases para resolver el problema 1.1. : M

1. Fase de minimizacién. Consiste en resolver el probléma 1";"1 eﬁ'ﬁfo::ma !écal con cualquier
método de optimizacién, es decir, dado z° € H se’ b' ‘un punto’‘minimo'de f en H, o
sea, un punto z° tal que, ; R

3¢>0, f(=)< i)y,

2. Fasé de'tunelizacién. Consisté e

y se resuelve el‘pr_obl
(2.7

donde || << 1 es un valor dado , 2% es el ltimo punto minimo y A* es la potencia del
polod.

Si la fase de tunelizacién no encuentra z° es posible que el dltimo minimo local sea un
PMG.

La descripcién completa del método original se encuentra en la comunicacion téenica
[Mon79] de Antonio Montalvo y Alejandro V. Levy. Los cambios que se realizaron en el
algoritmo original para llegar al método cldsico se resumen en las tablas 2.1 v 2.2 (en la
seccién 2.4.2 se describe el algoritmo de la fase de tunelizacién del método cldsico).

En la fase de tunelizacidén se requieren calcular:

e direcciones de bisqueda y
¢ la funcién de tuneclizacién, en cualquiera de sus ecuaciones: 2.4, 2,10 y 2.12.

La derivacién de la direccién de buisqueda se basa en el método de Newton-Rapshon {ver,
por ejemplo, el libro [Dah74]).
Dada la funcién de tunelizacién T la derivacién de la direccién de biisqueda es como sigue,

2¢ es la tolerancia dada por el usuario para aceptar la solucién del problema de tunelizacién.
3Ver la definicién 2.2 y el corolario 2.1.



Multlplxcando o

-cionatios ‘de : ,: pa.raveyxta.rlos s6 introduce el factor del po]o mévil,
: . .
|z = )2

(2.9)

- donde 1:,,. esun punto estaclona.rlo (o una aproximacién a él} de T, y A, es su orden o potencia.
Y en. las vecmdades de los puntos estacionarios de T, en vez de T, se usa la funcién,

Te(z,z*,A")

Ta(z 25 A% 2 Am) = =

(2.10)
La funcidén anterior se usa durante la fase de tunelizacién solamente cuando se requiera, es
decir, el polo mévil se prende, se apaga y se recorre segiin se necesite en forma automatica.
La figura 2.6 muestra la grifica de la funcidén de tunelizacién cldsica sin rampeo usando
la funcién de Shubert (ecuacién 2.6) con un polo en 0 y un polo mévil en .
Otro caso en el que se cambia la funcién de tunelizacién T, es cuando se tienen minimos

del mismo nivel (f(z}) = --- = f(z})). En este caso se aplica el factor de los polos al mismo
nivel,
1
JL 1l = =51
-donde z;, I= .,k son los puntos correspondxentes de los minimos del mismo- nxvel y A
7 =1,...,k son sus potencias. :

En este caso la funcién T, se cambia en la fa.se de tunelizacién por

: C’L(z,z'./\—‘) :

TCQ(I'I., A',z;,z\;, ~ szr’\;:) =Tz A ,“(2']“2) .
: i ~J_l;11 |z ~ z;”"‘i g i

La funcién T., sdlo se usa en todas las fases de tunelizacién que comiencen con el mismo
valor minimo y basta que se encuentre un minimo de menor valor al de la fase anterior para
dejar de usarla. :
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Figura 2.6 Funcién de tunelizacién cldsica de la funcién de Shubert con un polo mévil

2.4.1 Cambios en la fase de tunelizacién del método cldsico

E] algoritmo que se usa en la fase de tunelizacién del método cldsico no es el mismo que el de
Montalvo y Levy. En el algoritmo de la fase de tunelizacién del método cldsico se cambiaron
el manejo del polo mévil [Gom87b], las pruebas para prender y apagar el polo mévil, etcétera
(las tablas 2.1 y 2.2 mencionan todos los cambios).

Las nuevas condiciones para prender el polo mévil, la fdrmula para actvalizar la posicién
del polo mévil, la distancia entre el punto de arranque y el polo mévil, y la introduccién
del valor de referencia para apagarlo se deben a las investigaciones que reportan Gémez, V.
Levy, Cortés y Calderén en el articulo [Gom87b], en la tesis {Cor85] y en la comunicacién
técnica (Gom87a) para la versién del método de tunelizacién aplicado al problema de minimos
cuadrados.

El producto r7d, la condicién para actualizar la posicién del polo mévil, el que la tolerancia
del problema de tunelizacién sea negativo, el que siecmpre se realice la fase de tunelizacién y
la funcién de rampeo (definicidén 2.3) se introducen en este trabajo.

El usar el producto r7d dentro de la condicién para apagar el polo mévil es una idea que
surge de la propiedad geométrica que se tienen en los valles de los polos: dentro del valle de un
polo (z*) se cumple que una direccién de descenso d y una direceién radial r = z — z* forman
un dngulo menor a 7. Entonces es posible apagar el polo mévil, si la dircccién calculada sin
el polo mévil apunta en la direccién radial, ya que, se trata de una direccidn que se aleja del
polo z*.

La condicién para actualizar la posicién del polo mévil una vez que se supera la distancia
de 0.25 es para que su efecto sobre el cdlculo de la direccién se mantenga.
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Tabla 2.1

Cambios entre los métodos de tunelizacién original y cldsico -

40

original

cldsico

Condiciones para prender el polo mévil o
incrementar su fuerza:

e f(z*) > f(z*") donde z* es el ltimo
punto generado en la fase de tuneli-
zacién, z¥" = z*¥ + ;hd, des la la

direccién de descenso en z*.

o V.T.(z,z*,A*) =0.

Condiciones para prender el polo movxl o
incrementar su fuerza:

o V.T.(z,z*,A") =0.

e Cuando la bisqueda umdxmenslonal" L

no con51gue descenso.

Condicién para apagar el polo mévil:

e dTd; > 0 donde d; es la direccién
generada con la funcién T,(z*,z*, ")
y dy es la direccién generada con
la funcién T.(z*,2°, A, Zm, An); Zm ¥
Am son el punto mévil y la potencia
del mévil.

Condiciones para apagar el polo mévil:

e rTd > 0 donde d es la direccién

generada con la funcién T.(z*,z*,A*).

y r es la direccién radial z* — z*, z°
es el lltimo punto minimo y z* es el
dltimo punto generado en la fase de
tunelizacidn.

e T (2,2, A" 2,0, Am) < Vi donde
Vier = 09(f(z™) — f(2*)), f es la
funcién objetivo y z™ es el punto
donde se prendio el mévil.

Condicién para actualizar la posicién del
polo mévil: |lz¥ — zF~!|| > 1.0 donde zF,
z*~! son los dos tltimos puntos generados
en la fase de tunelizacién.

Condicién para actualizar la posicién del
polo mévil: [|z* — z*{| > 0.25 donde z* es el
dltimo punto donde se sitiio el polo moévil.

Punto de arranque cuando se prende el polo
mévil:
kn
" = z* + ﬁd
donde d es la direccién de descenso en z*,
z* es un punto que cumple las condiciones
para prender el polo moévil.

Punto de arranque cuando se prende el polo
mévil:

zF = Ty + €qor
donde r es un vector de entradas aleatorias,
lIrll = 1, zm es un punto que cumple las
condiciones para prender el polo mévil y

Eﬂ- =

si f(z) - [(z*) 2 0.1;

1
10°
{ ﬂf)—_—"—(-z—l, en otro caso.

10
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El que siempre se realice la fase de tunelizacién en el método cldsico ain cuando se alcance
la potencia mdéxima del polo es una decisién arbitraria que se tomé considerando que este
tipo de-error no afecta al método exponencial; no incluirla en el método clisico lo dejaria en
desventaja al compararlo con el método exponencial. Las experiencias obtenidas de los experi-
mentos numéricos demostraron que el método clasico funciona adecuadamente aiin cuando no
se determine exactamente la potencia del polo.

El célculo de la funcién de rampeo del método original se elimina en el método cldsico,
ya que, introduce una variacién extrafia al pasar por los puntos que estdn en el conjunto
diferencia de las bolas By, (z*) \ Bi(z*).

Tabla 2.2

Cambios entre los métodos de tunelizacién original y cldsico (cont.)

original

cldsico

Ac’cuahzacxon de la posicién del polo mévil:
Tlozk ko k=1

T, =T +ﬂ—‘r—l_——;fﬁ donde z*, 27! son los

dos 1ltimos puntos generados en la fase de

tunelizacién y 8 es el primer nidmero de la

sucesién { % } tal que ||z,, — z*|| < L.

Actuahz'\clon de la posicién del polo mévil:

= zF 4+ 0. 1_":}‘"‘7 donde z* es el dltimo
punto generado en la fase de tunelizacién,
T es el polo mévil.

Se resuelve el problema: se busca z° € H
tal que :
Te(z%z*,A) < e

donde 0 S €e<<lesun valor positivo pe-
quefio, que marca el nivel de aceptacién de
la fase de tunelizacién.

Se resuelve el problema: se busca z° € H

tal que .
: Te(z°,z',)A') <€

donde 0 < l¢] << 1 es un valor pequefio
(positivo o negativo o cero). Cuando es
negativo el método de tunelizacién tiene
la propiedad de descenso estricto (ver la
seccidén 2.3).

No se realiza la fase de tunelizacién cuando
al computar la potencia del polo en el punto
minimo se alcanza el valor mdximo.

La fase de tunelizacién siempre se realiza,
alin cuando se alcanza la potencia mdxima
del polo en el punto minimo.

Potencia de la funcién de rampeo A =

siy<1—¢py

Ai
{*'(1+ 1), sil+e 2> 1-e,., i

o, " ‘en otro caso;” " v

donde v = ||z — z*||.

Potencia de la funcién de rampeo A =

2,
_ { i—,(l -1),

donde '1

siy<1—¢
sil>y>1—¢;"
enotrocaso,
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2.4.2 Algoritmo de la fase de tunelizacién del método cldsico

La versidn actual del algoritmo de la fase de tunelizacién del método cldsico de tunelizacién
es

1. Dados z* € H punto minimo y ¢ tolerancia de la solucién del problema 2.7, 0 < |¢] << 1.

2. Se determina si hay hay minimos del mismo nivel y si los hay se usa la funcién T,
(ecuacién 2.12) en esta fase de tunelizacién (ver la seccién 2.4.3 para mayor informacién
de este paso).

3. Se selecciona un punto aleatorio de arranque z° tal que
f|z° — :z:'[] =0.1.

Y se determina la potencia del polo A*, 1 < A‘ < AM1 (en la seccxon 2. 4 3 se descnbe
como se realiza este paso).

4. Si el nimero de veces que se ha construldo la d1recc1on de busqueda. excede a ng se
continua en 8. -

En otro caso se construye la direccién de bﬁsqheda, d, factible (ver la seccién 2.4.3 para
los detalles de como se realiza este paso).

Si el polo mévil estd prendido se calcula ry = r7d’ donde d' es la direccién generada con
la funcién de tunelizacién sin el polo mévil y r es la direccién radial z° — z*.

Si rg > 0 se hace A,, =0 (se apaga el polo mévil) y d'=d'.
Si d # 0 se continda en el paso 6.

5. Si la potencia del polo mévil es cero se toma valor de referencm V,.,, = (f(z) - f(=*)*0.9 ”
y se calcula un punto de arranque, )

z° = Ty + €qor

donde r es un vector de entradas aleatorias, |r|| = 1, z,, es el ﬁltimo punto generado en
esta fase (cumple las condiciones para prender el polo movﬂ)

. _{0.1, ) sxf(:c)—'f(:z:)>01
°2 7 10.1(f(z) — f(z')), en otro caso.

Se incrementa la potencia del polo mévil A, = A,; + A,.

Si A, > Aare se continta en el paso 8.

(Se usa la funcién de tunelizacién con el factor'del polo mévil, ecuacién 2.10, hasta que
se apague el polo mévil). :

Se continua en el paso 4.
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e 0.25 se’actualiz

: Se contmua en el'pa.so 4

so por biseccién, es decir, se selecciona ™’

2,4,

el .p‘r‘o:Blema_\ 2.7,

polo mévil es cero se continta en el

6vil estd prendido v ||z — z*]| >

. Siyase hzm calculado mds de 4n+1 puntos de arranque se termina; pos1blemente z* es
~un'PMG.

Si el ndmero de puntos de arranque es menor o igual a 2n se genera un punto de arranque
en la direccidn de los ejes de coordenadas y se contintia en el paso 4. En otro caso, se
genera un punto aleatorio de arranque factible z° {definicién 1.7).

8i T.(z°z*,)") < € se termina; este punto una solucién del problema 2.7. En otro caso,
se continva en el paso 4.

2.4.3 Detalles de la programacién del método cldsico

En el paso 4 del algoritmo cldsico para que una direccién de bisqueda se convierta en una
direccién de bisqueda factible se usa la funcién de proyecciéon Py (definicién 1.21), o sca,

d =

Py(z°,d), donde d' es la direccién de bisqueda factible, z° es el dltimo punto generado

en la fase de tunelizacién y d es la direccién calculada por la ecuacién 2.8.
En el paso 3 la determinacién de la potencia del polo se realiza de la siguiente forma,

1.

a-oowwN

dado z° # z°, se toma A* =

. Se construye la direccién de bisqueda d con la ecuacién 2.8.
. Se calcula el punto z! = z° + 2 .

. SiT (2%, 2", X)) > T, (:z: z, ). ) se termlna, se tlene la potencxa del polo

En otro caso se caleula Ar= A + 1

Si A* > A ose termma y se: escnbe el mensa_le o s¢ deter
en otro caso se’ contmua. en: el paso 2

,_1a'poteﬁ¢ia‘ del 'p'qlo" v
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En el paso 2 del algoritmo clisico se requiere determinar si hay polos del mismo nivel, para
realizar esto se usan dos pilas: la pila M; para los puntos y la pila M} para los valores de la
funcién f. El manejo de las pilas se realiza mediante las funciones: push, pop y top tales que,”
dada una pila M = [en,€n-1,...,€;] tienen las siguientes propiedades:

o push(M,e) = [e,eq,...,e1];
o pop(M) = [ea-1,...,€1];
o top(M) =eny top(| ]) =

El método de tunelizacién clasmo mlcla con’ las pxlas vacxas, J\f = []yl\f =[} y:en el
paso 2 se realiza lo siguiente, i a % n R R

1. Si top(M/) f(z*) se hace push(M,,f(:c )) push(M,, zf) y ‘séﬂt’ei-mixia;' hay ’m(hi.mos
del mismo nivel. P DR I e T !

2. En otro caso, mientras que top(My)) 76 oo se hace pop(M;) y pop(M.).

Note que cuando hay polos al mismo nivel se usa la ecuacién 2.12 en vez de la ecuacién
2.4 durante toda la fase de tunelizacién que comienza.

El algoritmo cldsico a diferencia del original, no se detiene cuando no se puede calcular la
potencia del polo, la cual no se puede determinar cuando, por ejemplo, la funcién del problema
es un polinomio y alguna de sus raices es un punto minimo de una multiplicidad mayor a Ay

f(z) = (z — 0.1335) g:(sin(i(:z: —0.1335)) + cos(s(z — 0.1335))
=2
z* =0 ® Tc(z,‘O.l,-l) o : @ J(z)

Figura 2.7 “Polo” si z* no es exactamente un punto minimo local

Otro caso en el que no se puede determinar la potencia del polo es cuando el punto
minimo no fue localizado exactamente; en la figura 2.7 se muestra la grifica de una funcién
de tunelizacién en la que no se forma un polo debido a que el punto minimo de la funcién f
no fue exactamente determinado.
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" Otro detalle importante es el cambio que sufren las ecuaciones 2.4, 2.10 y 2.12 de las
distintas formas de la funcién de tunelizacién cuando se usa la funcién de rampeo (definicién
2.3). En vez de las ecuaciones anteriores se usan

Te(z,z*, X)) = (f(z) — (=" ))r(z, &, 2%, 2°),
Tz, 2", Xy 2oy Am) = Te(z, 2% 3% )7 (2,60, Ay T} Y

. ) k
. . . .
Tea(z, 2, A%, 2, AL, -+« 1 T A =Tz, 2", \%) H r(z, €, A}, 25)
=1
respectivamente.
Para terminar esta seccién se dan los pardmetros de la fase de tunelizacién cldsica y los
valores que se utilizaron en las corridas de los experimentos numéricos.

e La potencia maxima del polo Apq > 2 es un nimero entero (se usé 5).
¢ La potencia méaxima del polo mévil Apxsz > 0 es un nimero real (se usé 1.0).

» El paso de incremento de la potencia del polo mévil A, > 0 es un nimero real (se usé
0.1).

¢ El radio de la funcién de rampeo ¢,, 1 >>'¢, > 0 es'un nimero real (se usé 0.05).
o El nimero de bisecciones n, del paso 6. es un valor entero (se usaron 7 o 15).

 El ndmero de direcciones ny del paso 4 es un nimero entero (se usaron 25 o 50 o 100).



Capitulo 3

Método de tunelizacién exponencial

En este capitulo se describen la funcién de tunelizacién exponencial y sus caracteristicas, se
muestran los efectos geométricos de ésta y se comparan con los de la funcién de tunelizacién
clasica y con los de las funciones de relleno, se describe el algoritmo de la fase de tunelizacién
del método exponencial y en la iltima seccidn se dan resultados generales para las funciones
de tunelizacidn y se esboza la metodologia de tunelizacién.

3.1 Funcion de tunelizacién exponencial

En la seccién 2.2 se dio la definicién de polo (definicién 2.1) y se mostré que el factor cocién(;e,

L
===

sirve para construirlo.

La nueva funcién de tunelizacién exponencial es otra forma de construir los polos; en su
forma elemental tiene dos factores: translacién y exponencial. Su nombre se debe al uso del
factor exponencial en vez del factor cociente de la funcién de tuneclizacién clasical. El factor
exponencial para construir el polo en un punto minimo es

)

exp(r——rms
llz — =|*
donde z* es el iiltimo punto minimo calculado en la fase de minimizacién y A > 0 es un
pardmetro (es el equivalente a la potencia del polo cldsico) que determina el ancho del polo.

El siguiente teorema demuestra la posibilidad de crear polos usando el factor exponencial.

Teorema 3.1 (Polo exponencial) Sean f:R" — R una funcion de clase C? y z* € R” un
punto minimo de f que cumple las condiciones suficientes de optimalidad de teorema 1.8.
Entonces la funcidn

T(z,2*,2") = (f(z) - f(=)) eXP(“—I-:;W)

(3.1)

tiene un polo en z* para todo A* > 0.

!Ver los factores basicos de la funcién de tunelizacién clsica; pagina 30:

T 46
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Demostracwn Usando el tcorema 3. 2 del Izbro /Hes75/ pagma 14, se, tsene que 360 > 0 -
m'€ R positivo tal que; :

+ mllz =%

st ]|z— z°|| < 50 entonces f('r) > f(a:f

T =02 +,)|"z | : ‘
cuando z =z De donde se stgue que T (z,z* A') tzene un polo en z. .
Algunas propiedades notables del factor exponencxal se dan en los sxgulentes teoremas.

Teorema 3.2 (Alcance del factor exponencxal) Dadas las thotests del teorema 3.1 y
A* > 0 un valor arbitrario entonces Ve > 0, 3M >0 tal que" "

siflz — z*|| > M entonces [T,(:,zf,)\') - (f(:z:)— f(x'))] <e

Demostracién. Usando la definicidn de T, se tiene

[Te(z,z*,A%) — (f{=2) -—f(:z:'))|=|f(:r: f(.'c )Hexp(” x A.‘“llz) 1.

El resultado se tiene, ya que,

A U
==

lim
lz=z*ll—o0

Teorema 3.3 (Geometria del polo exponencial) Scan )\'
arbxt.ranos El factor ezponencial cumple que

c_\p( ”2) < (}‘_) =,;Mv -

>0y M >0 dos valores reales

HI
Vz, |z — 2| > I* donde I* = 355

Demostracidn. [* se obtiene despejandola de
IC
exP(Tz) = M.

Y como la funeidn exp es crectente, es decir, si a > b > 0 se tiene que exp(a) > exp(b).
Dado z € R™ un punto tal que ||z — z*|| = 1" > 12, el resultado se tiene en forma inmediata,

ya que,
At At
w2
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Los dos teoremas anteriores muestran la influencia que tiene el factor exponencial sobre la
translacién f(z) — f(z*); en el primer teorema se demuestra que para los puntos alejados del
polo los valores de T,(z,z*,A*) y f(z) — f(z*) son muy similares y en el segundo teorema?® se
muestra la relacién que hay entre un valor fijo M y la distancia al polo I' = f|z — z*|.

En la seccién 2.2 se dan resultados que caracterizan los puntos estacionarios de la funcién
de tunelizacién cldsica (teorema 2.2, etcétera); en forma similar, el siguiente teorema carac-
teriza los puntos estacionarios de la funcién de tunelizacién exponencial.

Teorema 3.4 (A* para crear o eliminar puntos estacionarios de T.) Dada f:R" — R
una funcion de clase C' y dado z* € R" un punto minimo de f. Sea zo € R™ un punto tal que,

o # z°,
1. f(zo) — f(z') >0, y el gradiente V f(zy) y el vector (z5—z*) tengan la misma direccidn;

2. o bien, f(zo) — f(z*) <0, y el gradiente V f(zo) y el vector (zo — z*) tengan direcciones
opuestas;

entonces para cada caso 3X* > 0 tal que el punto zy es un punto estacionario de Te(z,z*,2*).
Ademds, para A{ > X* la funcidn T.(z,z';)}) no tiene a z9 como un punto estacionario.
Demostracion. En ambos casos las iupatesxa garantizan que la suma de los vectores V f(zo)
y (7o — z°) se puede hacer cero.
El primer resultado se obtiene por medzo de la siguiente construccion: sea A* tal que

0 = V,T,(z,,,z' IOR

220 (f(ze) = S(z*)) (0 - =),

“P(m)(vf(%) 20— =|°

22" (f(=o) = f(=)) (=0 — =°)

flzo — =*|I*

vf(Io) -

Multiplicando por (zo — z*)7, se despeja X*,

(z0 = z") TV 1 (z0) |70 - 2*|I?
2(f(zo0) = f(=))
Es decir, para A* dado por la ezpresidn anterior 29 es un punto estacionario de To(z,z*,A*).

Para la segunda parte, sea ¢ > 0 un valor arbitrario, se toma A} = A* + € y se sustituye en
el gradiente de T.(z,z*, A}), entonces se obtiene

A= >0.

2(f(=) ~ SN =),

llz — 2t -

< e Al
VaTe(zo, 2%, A]) = exp(m)( f(=) -
O sea, zo no es un punto estacionario de T,(z,z*,A}). "
Los resultados anteriores de la funcién de tunelizacién exponencial son similares a los que

se dieron en la seccidn 2.2 para la funcidn de tunelizacion cldsica. Ademads de estos y como una
introduccién a la metodologia de tunelizacién se dan otros en la seccién 3.5 que son validos

2En el paso 5 del algoritmo de la fase de tunelizacién del método exponencial se calcula la distancia del punto
de arranque basandose en el teorema de la geometria del factor exponencial.
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para las dos funciones de tunelizacién. Por ejemplo, el teorema 3.8 demuestra que para un
valor adecuado de A* las funciones cldsica y exponencxal no tlenen puntos estacionarios en el
conjunto : : ;
{ze H|f(z) - f(:c)>e}
donde € > 0 es valor dado.
Las dos subsecciones siguientes muestran los efectos geometncos de las funciones de tu-
nelizacién y se describen las funciones de relleno de Renpu Ge. Las funciones de relleno se

describen para resaltar que usan a la funcién exponencial exp(-) en forma diferente a la funcién
de tunelizacién exponencial.

3.1.1 Efectos geométricos de las funciones de tunelizacién y de re-
ileno

Las figuras 3.1 y 2.2 muestran lo similares que son las funciones de tunelizacién clisica con
rampeo y la exponencial. Para estas figuras se usé la funcién

f{z) = —cos(8z) — 2exp(—z*).

La figura 3.1 corresponde a la funcién de tunelizacién cldsica con el polo en 0y A* = 1.

flz) = -—cos(Sz) -2 exp(—m?) g
@f(z) f(0)  O%(z01)

-2

Figura 3.1  Funcién de tunclizacién cldsica con rampeo y un polo en 0

En la figura 3.2 se muestran las formas que adoptan para A" = 0.1, 1, 2 y 3 (numerador del
factor exponencial) las funciones de tunelizacién exponencial con el polo en 0. En esta figura
se aprecia la similitud que tienen las funciones de tunelizacién clisica (A* = 1) y exponencial
(A* = 0.1). También se nota que el ancho del polo aumenta en forma directa al aumentar X*
para la funcién exponencial.

De aqui la conjetura acerca de la eficiencia del método exponencial respecto a la eficiencia
de los métodos cldsico y el original.
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(z) -4.:—cos(8:c) (2ezp(—z?) + 1) - Sezp(—-lo(z:-i- 1 6)2) =
Sezp(—10(z — 1.6)%) i

@

—ZO'. - -. i

Figura 3.2 Funciones de tunelizacién exponencial con un polo en 0

Conjetura 3.1 (Método exponencial vs clasico) Para cualquier problema 1.1 3A* > 0
del factor ezponencial tal que el método de tunelizacidon ezponencial resuelve el problema 1.1
en menos evaluactones de la funcidn objetivo que el método cldsico o que el método original.
L]

La conjetura anterior se apoya en los efectos geométricos, cabe mencionar que, para algunos
valores de A* del factor exponencial se crean puntos estacionarios adicionales, como se aprecia
en la figura 3.2 para A* = 0.01, que no existen en la funcién de tunelizacién cldsica y que
pueden ocasionar que el método exponencial requiera de un mayor nimero de evaluaciones de
la funcién objetivo que el método cldsico. A pesar de esto, el método exponencial, a diferencia
del método cldsico, con el pardmetro \* abre la posibilidad de realizar una buisqueda mds
eficiente (disminuyendo el nimero de evaluaciones de la funcién objetivo) porque facilmente
puede hacer mas anchos los polos y de esta manera quitar zonas de puntos cuyos valores no
son interesantes.
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3.1.2 Funciones de relleno

El uso de factores de tipo exponencial no es exclusivo del método de tunelizacién exponencial,
el investigador Renpu (que se mencioné en la pagina 29) los utiliza en sus funciones de relleno

del articulo [Ren90].
En el método de funciones de relleno se utiliza la funcién exponencial exp(-) y el efecto

geométrico es mas parecido al del algoritmo de Goldstein y Price?.
Las funciones de relleno se definen de la siguiente forma
e‘;p(lk_-z_‘ﬂi)
r+ f(z)
donde f es la funcién del problema 1.1; z* es un punto minimo de f, r> 0y p # 0 son dos

parametros del método de las funciones de relleno.
Para mostrar los efectos geométricos de las funciones de relleno se tomo la funcxon,

R(z,z*,r,p) =

Z{sen z—01335))+003( (z—O 335))} F

en el intervalo —2 <z < 2.
Las gréficas de las funcnones fg y de relleno en el punto

ninimo.0; con r = 10y p=05se
muestran en la figura 3.3. : = - L

Oh)
@ R(z,0,10,0.5)

05 Lo L5 2.0

0

3 TTIE 10 0.5 0.6 8.5 15 2.0 2.5 2 L5 Lo 05

Figura 3.3 Funcién de relleno de f, Figura 3.4 Funcién de tunelizacién expo-
nencial de f;

Por otra parte, en la figura 3.4 se muestran las grdficas de las funciones f; y de tunelizacién

exponencial con el polo en 0.
Comparando las figuras 3.3 y 3.4 es evidente que el efecto de las funciones de relleno es

menos enérgico que el efecto geométrico de los polos de las funciones de tunelizacién (ver la
definicién de polo, definicién 2.1).

3El algoritmo de Goldstein y Price se da en la pagina 29 de este trabajo.




Capitulo 3. Método de tunelizacién exponencial : 5é

3.2 Meétodo de tunelizacién exponenc1al

El método exponencial realiza, al igual que el método cldsico de t\mehzacwn y dos f:
resolver el problema 1.1:

1. Fase de minimizacién. Dado z° € H se busca un minimo bcallt'l f
busca un punto z* € H tal que,

Je> 0, f(Z‘)<f(z)‘y f($)<f(z)

2. Fase de tunelizacién. Dados z* € H- y €, 0 < |

que, ‘ ,

T,(% 2 A') < (3.2)

Note que lo dnico que se cambio del método clésico’ (a est nivel - de descnpcxon) es.que

en el método exponencial se usa la funcién T, en lugar'de la’ funcién T, ‘en la fase de tuneli-

zacién, basicamente la fase de tunelizacién cldsica y la exponencial requieren de céleulos muy
parecidos:

e para la direccién de biisqueda y

e para la evaluacién de la funcién de tunelizacién.

Para la funcidn de tunelizacién exponencial se omite la derivacién de la direccién de
bisqueda por ser similar a la que se dio para obtener la ecuacién 2.8. En este caso, la
direccién de bisqueda del problema de tunelizacién exponencial (ccuacién 3.2) es

Te(z,z", A")
IV=Te(z,z*, A1

Cuando los puntos estacionarios de T, no permiten calcular la direccién de bisqueda se
introduce, para evitarlos, el factor exponencial del polo mévil,

d=— V.T.(z,z*, A"). (3.3)

Am
e.\p(m) (3‘4)

donde z,, es un punto estacionario (o una aproximacién a él) de T,(z, z*, X*).
En la vecindades de los puntos estacionarios se cambia la funcién T, por

_Am

lz — zmli?”
Finalmente, para los minimos del mismo nivel se introduce un factor similar al que se usa

en T, para evitarlos, en este caso se cambia T, por

Tcl(xa 1‘: ’\.yzma’\m) = T,(:c,:c‘,A‘)exp( (35)

.

R (3.6)

Tz, z*, A", 2y, ALy .y 2k AY) = Te(z, 2%, A H exp(
=1
La ecuacién anterior se usa en la fases de tunelizacién en lugar de T, cuando hay minimos
del mismo nivel, pero basta encontrar un minimo de menor valor para volver a usar la funcién
T, en la siguiente fase de tunelizacién.
Los pasos del algoritmo de la fase de tunelizacién exponencial son muy similares a los pasos
de la misma fase del método clisico. En la seccién 3.4 se dan las diferencias entre ambos
algoritmos.
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3.2.1 Algoritmo de la fase de tunelizacién del método exponencial

La versién del algoritmo de la fase de tunelizacién del método exponencial es

1.

Dados z° € H un punto minimo y € una tolerancia de la solucién del problema 3.2,
0<le << 1.

. Se determina si hay minimos del mismo nivel y si los hay se usa la funcién T.; (ecuacién

3.6) en esta fase de tunelizacién (ver la seccién 3.2.2 para mayor informacién de este
paso).

. Se selecciona un punto aleatorio de arranque z° tal que

Iz° - z*|| = 0.1.

. Si el niimero de veces que se ha construldo la d1recc1on de busqueda excede ang se”

continua en 8.

En otro caso se construye la direccién de bﬁsquédd d.factible
los detalles de como se realiza este paso). :

Si el polo mévil estd prendido se calcula rg.= r7d' donde d'.es la dire
la funcién de tunelizacién sin el polo mévil y 7 es la direccién :gdla :

Si ry > 0 se hace A, = 0 (se apaga el polo mévil) y d = d'. =

Si d # 0 se continlia en el paso 6.

. Sila potencia del polo mévil es cero se toma valor de referencia V,,/ = (f(:z:) f( )*0 9.

Se incrementa la potencia del polo mévil A, = A+ A,
Si Am > Aare se continda en el paso 8.

Se calcula el punto de arranque,

donde r es un vector de entradas aleatonas, i1l 1, zn s el_ulflrho punto punto
generado (cumple las condiciones para prender el polo mévil) y M > 0 es un pardmetro.

(Se usa la funcién de tunelizacién con el factor del polo movxl ecuacién 3.5, hasta que
se apague el polo mévil).

Se continua en el paso 4.

. Se realiza una bisqueda unidimensional de descenso por biseccidn, es decir, se selecciona

el primer B, de {1,3, 35, 71 .+1 Bn, } tal que
T.(z% 2%, X") 2 T(2° + Bid, z°, A%).

Si no hay descenso se continda en el paso 5.
Se hace z' = z° 4 fid.
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1-

T 51 T. (:n z%,A ) <ese termma, z! es' una solucién del problema 3. 2 L e

E‘ otro caso, ‘se hace z%= z1. Si‘el exponente del polo mévil es cero se contmua en el
paso. 4 : T

Si (f(::) f(z )2 V"; se apaga el polo mévil, Siel polo mévil estd prendldovy E
iﬁflﬁﬁi se actualiza la posicién del polo mévil usando

'—".z‘-u,>'

Am z° — 3,

— 4 N
=T T (M) 2~ 2l

v Se continua en el paso 4.

» A

St ya. se han calculado més de 4n+1 puntos de a:ranqu 'se termina; ﬁosiblemente z'es

un PMG.

Si el nimero de puntos de arranque es menor o igual a 2n se genera un punto de arranque
en la direccién de los ejes de coordenadas y se continiia en el paso 4. En otro caso, se
genera un punto aleatorio de arranque factible z° (definicién 1.7). Si To{z°,z°,A") < ¢
se termina; este punto es una solucién del problema 3.2. En otro caso, se contimia en el
paso 4.

3.2.2 Detalles de la programacién del método exponencial

En el paso 4 del algoritmo exponencial para que la direccién d sea una direccién factible
se aplica la funcién de proyeccién Py (definicién 1.21), o sea, d' = Py(z° d), donde d' es la
direccidn de biisqueda factible, z° es el \ltimo punto generado en la fase de tunelizacién y d
es la direccién calculada por la ecuacién 3.3.

En el paso 2 del algoritmo exponencial se requiere determinar si hay polos del mismo nivel
y usan dos pilas: M. pila para los puntos y Al pila para los valores de la funcién f. El proceso
necesario es idéntico al del método de tunelizacién cldsico para el paso 2 que se describié en
la seccidn 2.4.3.

Note que cuando hay polos al mismo nivel se usa la ecuacién 3.6 en vez de la ecuacién 3.1
durante toda la fase de tunelizacién que comienza.

Para terminar esta seccién se dan los parametros de la fase de tunelizacién exponencial y
los valores que se utilizaron en las corridas de los experimentos numéricos.

¢ La potencia méxima del polo mévil A2 > 0 es un ndmero real (se usé 2.0).

« El paso de incremento de la potencia del polo mévil A, > 0 es un nimero real (se usé
0.1).

¢ El pardmetro M > 0 es un valor real, se usa para calcular la posicién del polo mévil y
para decidir cuando se actualiza su posicién. Este pardmetro se introduce por la relacién
que se establece entre el valor del factor exponencial y la anchura del polo en el teorema
3.3 (se usé 100).

¢ El niimero de bisecciones n, del paso 6 es un valor entero (se usaron 7 o 15).

¢ El nimero de direcciones ng del paso 4 es un nimero entero (se usaron 25 o 50 o 100).
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3.2.3 Factor para eliminar los minimos del mismo nivel

Los problemas con minimos del mismo nivel son muy comunes, en el capitulo 5 se han elegido
algunos. Hay dos alternativas para que los métodos cldsico y exponencial tengan la propiedad
de descenso estricto:

1. Usar un valor € pequefio y negativo en los problemas de la fase de tunelizacién, ecuaciones
2.7 y 3.2.

2. O bien, usar el siguiente factor

As
exP((f(I) — f(:l:‘))z) (8.1

donde A; > 0.

El factor exponencial anterior elimina los valores del mismo nivel que f(z*) y es introducido
para evitar las expresiones de la funicién de tunelizacién dadas por las ecuaciones 3. 6y 2.12.

Cuando se usa el factor anterxor Ias fum:lones de la fase de tunelizacién cldsica y exponencial
son respectivamente: ’ S

Tu(z,z°,A°) = Ti(z;3",A*) exp(-—r—-tfi
ct( 1 Loy ) :( by ) p((f(ﬂ:) _f(z.))-_))
As )
(f(=) = f=*))?"
El usar las funciones anteriores no cambia los pasos de los algoritmos de la fase de tuneli-
zacidn, sélo afectan la ejecucién y dnicamente en el paso en donde se determinan los polos del
mismo nivel, ya que, nunca se activaran las funciones de las ecuaciones 3.6 y 2.12. Ademds,
la fase de tunelizacién termina con un valor menor al que entré y no se requiere la memoria
de las pilas de los puntos y de los valores de la funcidon que se mencionaron en las secciones
243y 3.2.2.

Te{z,z',A") = T.(z, 2", A*) exp(

3.3 Diferencias entre las funciones de tunelizacién

La tabla 3.1 resume los factores que se usan en la construccién de las funciones de tunelizacién
y los ubica de acuerdo a la equivalencia en su uso.

El numerador A* > 0 del factor exponencial siempre crea un polo en el punto minimo.
La potencia del factor cociente de la funcién cldsica para crear un polo en el punto minimo
requiere de un proceso para determinarlo y puede no ser determinado porque el punto minimo
no estd exactamente localizado o, bien, porque se alcanzo un valor médximo prefijado Apsg.

El teorema 3.3 muestra la relacién directa que hay entre el numerador A* y el ancho del
polo que se crea. Para evitar el aplanamiento se introduce en la funcién cldsica unas funciones
de rampeo que limitan los cfectos de los factores cldsicos a2 un radio de uno.

La direccién de bisqueda de ambos métodos fuera de la zona de influencia (radio uno para
el cldsico y radio variable para el exponencial) es aproximadamente

@)
i@ @
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Tabla 3.1 - Factores de los métodos de tunelizacién

cldsico : | exponencial

Polo en el punto minimo ‘ Polo en el punto minimo

. xp ()

T e .

|z -z | iz — 2|

Polo mévil | Polo mévil
1 Am
= P (ol

Polosen puntos minimos del mismo nivel | Polos en puntos minimos del mismo nivel

‘ﬁx fle—zlf5 - ':j__‘le)‘p(“,_-_z;”'.' .

En el caso de la funcién T, este efecto es una:consecuencia del teorema 3.2, ya que, lejos
del punto minimo el factor exponencial va convergiendo asintéticamente a uno y su efecto se
diluye.

Por otro lado, si al factor cociente de la funcidn clisica no se le aplica la funcién de rampeo,
un resultado equivalente no se tiene, ya que, lejos del punto minimo la funcién T, converge a
cero*.

El resultado de la funcién de tunelizacién clasica con rampeo (ver la definicién 2.3, ver la
seccién 2.4.3), para los puntos alejados del polo en un radio mayor o igual a uno es exactamente
f(z) — f(z*). iEste cfecto se tiene aproximadamente y de manera natural con los factores
exponenciales!

3.4 Diferencias entre los métodos de tunelizacién

Las diferencias en los métodos ocurren en los algoritmos de las fases de tunelizacién. La fase
de minimizacién y el ciclo entre una fase de minimizacién y una fase de tunelizacién es el
mismo en ambos métodos.

El algoritmo de la fase de tunelizacién exponencial cambia respecto al de la fase del cldsica
en los siguientes aspectos:

¢ Se elimina la determinacién de la potencia del polo.

¢ El cédlculo de la funcién exponencial no usa rampeo (definicién 2.3) para evitar que el
efecto del polo se propague.

4Para evitar que los factores cldsicos tomen valores muy pequefios, que hagan que la funcién T. se aplane y
se vuelva casi cero, V. Levy y Montalvo en los articulos [Mon79] y [Vel83], introducen una funcién de rampeo,
ver la pdgina 33 de este trabsjo para mayores detalles.
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Los parametros r.omunes en' ambos metodos son
¢ €, >0 tolerzmcna para el problema de minimizacién local;
(3 tolerancxa del problema de la fase de tunelizacién, problema 2.7 y problema 3.2;
. ._0.1"sie tomo como radio para elegir el punto de arranque en la fase de tunelizacién;
' .':- Ahfg'ﬁlor maéximo para la potencia del polo mévil;
. - X, valor para incrementar la potencia del polo mévil;
' ~ o Nz niimero de veces que se construye una direccién de biisqueda;
¢ N, nimero méximo de bisecciones en el descenso y

‘s~ Xy numerador del factor exponencial para eliininar los minimos del mismo nivel.

Los pardmetros que sélo utiliza el método cldsico son
e A valor de la potencia mixima del polo;
¢ ¢, > 0 radio para la funcién de rampeo en el cdlculo de la funcién T..

El pardmetro que sélo utiliza el método exponencial es M valor real positivo que se usa
para calcular la posicién del polo mévil y para decidir cuando se actualiza su posicién (ver el
teorema 3.3 y la seccién 3.2.2.).

3.5 Metodologia de tunelizacién

En las secciones 2.2 y 3.1 se tienen resultados similares para las funciones de tunelizacién
clasica y exponencial. A continuacidon se dan resultados generales que valen para las dos
funciones.

Teorema 3.5 (Puntos estacionarios del mismo nivel) Sean f:R" — R una funcidn de
clase C?, x* € R™ un punto minimo de f y A* > 0 tal que T tenga un polo en z*. Sea 7o € R
un punto minimo de f tal que zo # z° y f(xo) = f(z') entonces zo es un punto estacionario
de T donde T es cualesquiera de las funciones T, o T..

Demostracion. Las funciones gradiente de las funciones T, y de T. son

vV f(z) 51 ' z—z*
mT =20 (f(z) - f(= ))m
23 (f(=) = fl=* )= - r'))'

flz — =it

V. Te{z,z",A")

J(VS(z) -

V,T,(I,.’E‘,/\.) = e\p(“ ”2

En ambos casos se anulan ya que V f(zg) =0 y (f{z) — f(z*) = 0. = com
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Teorema 3.8 Con las hipdtesis del teorema anterior y sean z,y € R" dos puntos tales que
z #y, T(z,z%,A*) = T(y,2*,A"), z* # 2+ (y — z) Vv € [0,1] entonces 3z' € R™ tal que
V.T(z',z',A*) = 0 o es perpendicular al vector (y — z).

Demostracién. Sin importar si se trata de la funcidn cldsica o de la ezponencial, ambas
por construccidn son continuas en R™\ {z* }. Sea la funcion h:[0,1) — R dada por

h(7) =T(z + vy(y — z),z", A").

La funcidn h es continua y se tiene que h(0) = h(1), asf que por el teorema de Rolle® 3+' €
[0,1] tal que 4%‘;’—'2 = 0. Aplicando la regla de derivacién de la cadena se tiene que

dh(v)
dy

=V.T{z 4,2, X" )(y — z).

Se sustituye ¥' en la dltima ecuacidn, se tiene ' = z + 'y, Finalmente, se tiene que
V.T(z!,z',1*) =0 0 es perpendicular al vector (y — z)
=

Teorema 3.7 (Puntos minimos abajo del nivel 0) Sean f:R" — R una funcidn de clase
C?, H C R™ un hipercubo, z° € R™ un punto minimo de f en H, A\* > 0 tal que T tenga un
polo en z=* y o € R" un punto minimo de f en H tal que, zo # z*, f(z0) < f(z*). Entonces
la funcion T tiene un minimo menor que cero en una vecindad de Ty donde T es cualesquiera
de las funciones de tunelizacidn.

Demostracion. De las hipdtesis Je > 0 tal que

Vy € B(zo) N H, se tiene f(y) > f(xo).

Por construccidn las funciones de tunelizacién son continuas en H\ {z*}.

Si z* & B(zo) se tiene que T tiene un minimo en B (zo) N H. Si z* € B(xo), tomando
¢ = ﬂ%“ se tiene que T tiene un minimo en Bo(zo) N H.

En ambos casos como f(zo) — f(z') < O se tiene que el minimo de T es negativo. .

Teorema 3.8 (Suavizamiento de la funciones de tunelizacién) Sean f:R” — R una
funcidn de clase C*, H C R"™ un hipercubo, z* € B" un punto minimo de f en H, \* > 0
tal que T tenga un polo en z° y o € R™ un punto minimo de f en H tal que, zo # z°,
f(zo) < f(z'). Entonces 3A; >> 1 tal que la funcidn T tiene un polo en z° y no tiene puntos
estacionarios en los conjuntos:

{zeH|f(z)~ f(z') =2 €},
(ze H/(z) - 1(=) < =),

donde T es cualesquiera de las funciones T, o T,‘y"f ‘es un valor real positivo y pequerio.

5Ver la pagina 132 del libro [Apo76].
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y para (ecuacién 3.9) ( (=) |
) : 20 (f(z) = f(z* )z —=z")
Vi)~ R # 0.

Como la norma de V f(z) es acotada en H se puede seleccionar A, >> 1 tal la suma de los
" vectores no sea 0. Note que los vectores del segundo miembro de las desigualdades anteriores
no son nulos, ya que, para el primer conjunto se tiene que, f(z) — f(z') > € y para el segundo
conjunto se tiene que f(z)— f(z*) < —e. En ambos casos para un valor A, > 0 sufictentemente
grande no se anula la suma de los vectores de las desigualdades anteriores.

Para la funcidn de tunelizacidn cldsica por el corolario 2.1 se tiene que el polo en z° se
mantiene con A. >> 1 suficientemente grande.

En ambos casos la funcién T tiene un polo en z' y no tiene puntos estacionarios en los
conjuntos:

{zeH|[(x) - J(z') 2 €},
{ze H|f(z) - f(z') £ ~€}.
-
De los resultados anteriores se tienen propiedades generales® de la funciones de tunelizacién:

¢ Los minimos de la funcién f del mismo niv cl que el ultxmo xm i “desaparecen” de

la funcién de tunelizacién.

z*) > 0} como en

{xEHlf(w) f(x)<0}
¢ Se tiene que Vz € H,

f(z)~[(z*)>0siy 5910 s"u’t
f(z) = f(= :

o El polo z* no desaparece cuando se aumentak(\f."';

%Las propiedades de los métodos de tunelizacién se dan én"lp. séEciénTZ
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De lo expuesto anteriormente, se tiene que, las funciones de tunelizacién tienen propiedades
generales que no son exclusivos de los factores que las componen. En la tabla 3.1 se dan'todos
los factores que se manejan en las funciones de tunelizacién cldsica y exponencial.

En este sentido, de no particularizar en los factores que intervienen para crear a las fun-
ciones de tunelizacién, es que se amplié el método de tunelizacién cldsico a la metodologia de
tunelizacién.

El problema generalizado por resolver durante la fase de tunelizacién es dados z* € H y
€, 0 < |¢] << 1, se busca un punto z° € H tal que

T(z°z",A") < ¢ (3.10)

donde T es una funcién de tunelizacién.

Resulta asi que, la metodologia consiste en el disefio y seleccién de factores adecuados que
permitan crear nuevas funciones de tunelizacién. En el disefio de la funcién de tunelizacién se
deben de buscar los factores que generen un polo (definicién 2.1) en z* y que ademds resulten
apropiados para el tipo de las funciones objetivo del problema 1.1.

Desde este punto de vista los factores de la funcién de tunelizacién exponencial son sélo
nuevas formas de crear polos. Hay otras funciones de tunelizacién que son inmediatas de
imaginar, por ejemplo, combinando los factores exponenciales y los factores de la funcién
clasica: el factor cldsico del polo mdévil (ecuacién 2.9) en lugar del factor exponencial del polo
mévil {ecuacién 3.4).

Esta forma de plantear la metodologia de tunelizacién es nueva, anteriormente se men-
cionaba en los trabajos de V. Levy, Gémez, et al. la metodologia en el sentido del método de
tunelizacién cldsico y las aplicaciones de éste al drea de la optimizacién global {problema de
minimos cuadrados y problema de optimizacién global con restricciones y sin restricciones).

Para terminar esta seccién damos el factor

1
((z — =*)TB(x — zmin))?

donde z' es un punto minimo de f, B es una matriz n X n definida positiva y A es un
ndimero positivo y se demuestra que para un valor adecuado de A se crea una nueva funcién
de tunelizacion.

Teorema 3.9 Sean f:R" — R una funcidn de clase C* y z* € R" un punto minimo de [ que

cumple las condiciones suficientes de optimalidad del teorema 1.8. Entonces la funcidn

Tp(z,z",)) = [lz) — J(=")

~ {{z - z*)TB(z — zmin)}*

tiene un polo en z* para A > 0 adecuado, es decir, cumple con la definicién de polo (definicidn
2.1) en z*.

Demostracion. El resultado es inmediato, ya que, hay una equivalencia de normas en un
espacio de dimensidn finita. .
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Diseno y programacién de los métodos
de tunelizacién

La primera seccidén describe el estado del arte de los lenguajes de programacién para algoritmos
numeéricos, la siguiente explica los puntos principales de un sistema aritmético en forma fun-
cional, Ja que sigue contiene un algoritmo para obtener los pardmetros bdsicos de un sistema
aritmético de una computadora y las secciones restantes contienen una descripcién detallada
de los aspectos que se siguieron en la elaboracién de los programas de los métodos de tuneli-
zacidn.

4.1 Lenguajes de programacién para algoritmos numé-
ricos

Es frecuente encontrar descripciones de como realizar o resolver numéricamente un problema
en libros y revistas de andlisis numérico o temas afines, y a estas descripciones informales se
les llama algoritmos. Estudiando la situacién actual de los llamados algoritmos numéricos
encontramos varias deficiencias: el concepto de algoritmo es informal, la transcripcién del
algoritmo, o sea, programarlo en un cédigo de computadora no garantiza que el funcionamiento
sea tal como lo especifica el algoritmo y las herramientas de especificacién formal de algoritmos
numéricos no existen.

La descripcién informal de los algoritmos numéricos es una prdctica generalizada en re-
vistas internacionales y libros especializados, y no tiene correspondencia con el modelo de un
algoritmo formal (indquina de Turing, autématas finitos o conjuntos regulares, etcétera).

Actualmente, no existen lenguajes formales que permitan especificar algoritmos numéricos
y que faciliten su verificacién o prueba, su modularidad, su reusabilidad y su traduccién a un
programa de computadora.

Los lenguajes mds utilizados y mds difundidos para especificar los métodos numéricos son
FORTRAN, ALGOL y APL (C y Pascal son mds recientes en esta drea).

Ninguno de estos tiene cualidades sobresalientes como para que se puede usar para es-
pecificar formalmente un algoritmo numérico. La buena traduccién de un algoritmo en cual-
quiera de estos lenguajes depende de la habilidad, de los conocimientos del drea especifica del
método numérico y de la experiencia del programador.

Por otro lado, han surgido recientemente lenguajes formales para construir los archivos de

61
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‘datos que requieren algunos de los programas de computadora de optimizacién, por ejemplo,
AMPL: A Mathematical Programming Language!. AMPL no es un lenguaje para especificar
algoritmos, su funcién es traducir los datos de acuerdo a la formulacién matemadtica de un pro-
blema de optimizacién al formato que requiere el programa de computadora correspondiente,
y reciprocamente, traduce los resultados del programa de manera que su interpretacién resulte
mis fécil.

Para equipos especiales, los llamados sistemas distribuidos (redes de computadoras) y
las lamadas supercomputadoras, en los 1ltimos afios se han desarrollado para el irea de
métodos numéricos extensiones de los lenguajes C y FORTRAN, por ejemplo, DINO (DIs-
tributed Numerically Oriented language)® es una extensién a C*+,

En una linea similar (pero comercial) la compafifa IBM realizé una nueva versién de
FORTRAN?® que maneja los conceptos de operacién escalar, de operacién vectorial y de
procesos paralelos. Junto con las adiciones al lenguaje se ofrece una biblioteca cientifica
con los métodos numéricos mds comunes (producto e inversién de matrices, solucién de ecua-
ciones lincales, etcétera), asf como la opcién de que por medio del compilador, en forma casi
automadtica, los programas escritos en versiones anteriores de FORTRAN al recompilarse usen
las nuevas facilidades.

Otras nuevas opciones, que existen para apoyar el drea de los métodos numéricos, son
los programas de computadora, ficiles y pricticos de manejar, que proporcionan un labora-
torio numérico para auxiliar en el desarrollo de prototipos y en l: realizacién de experimen-
tos numéricos, por ejemplo, MathCad y MatLab (ver el manual [Mat87]). Estos programas
proporcionan un lenguaje, una biblioteca y la forma en que trabajan es interactiva, o sea,
interpretan comandos y programas (como los interpretes del conocido lenguaje BASIC). En
general, sus bibliotecas no usan en los subprogramas el concepto formal de modulo, mds bien,
los subprogramas son equivalentes a las subrutinas y a las funciones que se definen en el
lenguaje Pascal.

Resumiendo, no es ficil abordar el tema de la especificacién formal de los algoritmos
numéricos, ya que, en general los algoritmos numéricos tienen muchos aspectos dificiles de
formalizar, algunas dreas de los métodos numéricos son sumamente especializadas y otras
involucran conceptos matemadticos dificiles de modelar mediante una computadora. Y aunque
han habido nuevas aportaciones al drea de los métodos numéricos, no existe, todavia, el
LENGUAJE DE LOS METODOS NUMERICO que facilite la especificacién formal y modular de
algoritmos numéricos. Las modas de los dltimos afios han puesto en boga los lenguajes Pascal,
Modula y C, y muchas publicaciones recientes de métodos numéricos los utilizan, pero ninguno
de cstos o de los anteriores, tiene caracteristicas sobresalientes como para ser considerado EL
LENGUAJE DE LOS METODOS NUMERICOS.

La decisién de usar algin lenguaje particular para programar métodos numéricos no es
simple, en nuestro caso, se consideraron principalmente los siguientes puntos:

e E] poder usar otros subprogramas.

¢ Las bibliotecas de rutinas disponibles.

!'Ver el articulo {Fou87].
?Ver los articulos [Ros88b] y {Ros88a].
3Ver el reporte técnico [Dub8s).
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. La'trénspértab'ilidad éhtfe;cnalquier
doras. : L

La posibilidad de correr ejerﬁpibs qﬁe
¢ Las facilidades para realizar c{’alcu’lyé’)s.
e La legibilidad del cédigo. ‘

e La estructuras de control y de datos.
o La facilidades de modularizacién.

FORTRAN es el lenguaje que se selecciond, a pesar de que, no cumple satisfactoriamente
los 1ltimos tres puntos a los otros puntos restantes los satisface {sin mucho entusiasmo}.

También se usd el programa MatLAB para la elaboracién de las grificas, para realizar
pequefios experimentos numéricos y para disefiar la funcidn del experimento 5.13 del capitulo
54,

4.2 Descripcidén de un sistema aritmético

Las computadoras disponen de un sistema aritmético, ya sea en circuitos légicos (procesador
numeérico) o en programas de computadora (software numérico) o en ambos, para realizar
las operaciones aritméticas bdsicas: suma, resta, multiplicacién y divisién, y algunas opera-
ciones mds complejas, generalmente se incluyen las funciones: trigonométricas, logaritmica,
exponencial, raiz cuadrada, ctcétera.

Las caracteristicas de un sistema aritmético depende directamente del software y de las
caracteristicas de la computadora, por ejemplo, el compilador de lenguaje Pascal de Borland
tiene versiones especiales para realizar las operaciones bdsicas con el coprocesador numérico
o con programas de aritmética decimal, las computadoras VAX pueden manejar una tarjeta
de punto flotante para realizar operaciones numéricas, la versién 2 de FORTRAN de IBM
se disefio para generar cédigo que maneja el equipo Vectorial 3090 (IBM Vector Facility),
etcétera.

Tomar demasiado en cuenta el equipo ocasiona que los programas se vuelvan dependientes
e impide la transportabilidad de los programas.

Para escribir cédigos transportables de métodos numéricos es indispensable conocer las
bases tedricas de los sistemas aritméticos de computadora. Al respecto existen gran varie-
dad de publicaciones, por ejemplo, los articulos [Kul86), {Mal72], [Mal74], etcétera y la gran
mayoria de los libros de métodos numeéricos le dedican los primeros capitulos (ver el libro
{Dah74}}.

Para un manejo adecuado de los sistemnas aritméticos, independientemente de los equipo
especiales y de los programas de cémputo que realizan las operaciones aritméticas, se describe
en esta seccién un modelo funcional de un sistema aritmético.

En nuestro enfoque funcional los sistemas aritméticos los descomponemos en dos partes:
en un sistema de representacién de nimeros (sistema numérico) y en un sistema de cdlculo de
las operaciones aritméticas bdsicas (sistema aritmético).

‘El apéndice A describe todos los recursos computacionales que se utilizaron para realizar este trabajo.
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La forma en que se introduce un sistema aritmético es totalmente constructiva: primero,
con el sistema numérico se definen sintdcticamente los niimeros y se les asocia un nico sig-
nificado (que obviamente es su valor numérico) y segundo, el sistema aritmético se describe en
funcién del sistema numérico, de las operaciones bdsicas de los niimeros reales y de un mapeo
en el sistema numérico.

Las ventajas de este enfoque es que permiten definir algoritmos de cdlculo bien definidos,
ya que que representan funciones completas®,

Hay varios sistemas de representacién de niimeros, de hecho se pueden inventar una
infinidad® pero restringiendose a los simbolos conocidos (digitos ardbigos y letras) los dos
més conocidos son de punto fijo y de punto flotante. Los dos son tan populares que cualquier
computadora o calculadora electrénica los usa internamente para representar ntimeros enteros
{punto fijo) y nimeros reales (punto flotante).

Definicién 4.1 (sistema de punto fijo) Un sistema numérico de punto_fijo o sistema de
punto fijo se denota por
PF(b,m,n)

donde b es un niimero entero positivo denominado base del sistema, m es el numero de dtgxtos i

¥y n, 0 £ n < m es la posicién del punto decimal.
Los nimeros de PF(b,m,n) se representan en el siguiente esquema

sdm_ldm_ . . ...dn

donde s es el signo {+, }i d;, 7=0,...,m— 1, son lo digitos, d; € {0 1
el punto decimal.

El significado de una cadena en el esquema anterior es el valor numérico calculado de la.
férmula de punto fijo,

(dm-l~nbm~]—n + dm—Z—nbm—z-" LR o dobu - n) (51)
donde el producto, la suma y la potencia son las operaciones de los nimeros racionales. ]

Definicién 4.2 (Sistema de punto flotante) Un sistema numérico de punto flotante o sis-
terma de punto flotante se denota por

FL(b,m,n)

donde b es un niimero entero positivo denominado base del sistema, m es el niimero de digitos
de la mantisa y n es el nimero de digitos del exponente.
Las cadenas de un sistema numérico de punto flotante tienen el siguiente esquema

i

sodydy . . . dyp bt

donde s es el signo {+,—}, ¢ es el punto decimal, b es la base, d;,d; € {0,1,...,b—-1},i=
1,...,m, 7 =1,...,n, son los digitos,

5Ver el libro {Man74].
SHans Freundenthal, ha disefiado un lenguaje de sciiales de radio para la comunicacién Césmica, LINCOS,
ver el libro {Fre60}, suponiendo, entre otras cosas, que las propiedades de los niimeros son universales.
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Si se pide que d) # 0 yse denomma ‘sistemna-de punto flotante de nimeros normalzzados.v L
Salvo se indique lo. contrario, 51em ¢ conslderara de nimeros. normalizados aunque no se-
mencione. L : : T

En el esquema anterior se llama mantxsa as, d, dy... d,,,, Yy e}.ponente a sd' . d:,

El valor de la mantisa estd dado, por =

m= (dxb -1 + dgb'2 +---+ dab™)(s1)

donde el producto, la suma y ia potencxa son las operacxones de los niimeros racmnales.

El exponente estd en PF(b,n,0), por lo. que su valor e estd dado por la formula de punto
fijo correspondiente.

Un ndmero representado en este sistema tiene como significado el valor calculado de la
férmula de punto flotante,

m-b°

donde m es el valor de la mantisa, b es la base, ¢ es el valor del exponente y las operaciones
producto y potencia son tomadas de los niimeros racionales. »

Ademds de los sistemas numéricos para poder realizar cilculos numéricos se requiere de
una funcién que mapee un subconjunto acotado de nimeros reales 8 sobre un sistema de
representacién particular, por ejemplo, FL{b,m,n) con b =2, m =5y n = 3. Mis adelante
se aclarard a que subconjunto de R nos referimos propiamente.

Estas funciones transforman un nidmero real z en una aproximacién Z de manera quc o

error de la representacién,
le— 2
esté controlado. Por el tipo de error que txenen estas funciones se dividen en dos clases. =
redondeo y truncacién. R
Antes de dar las funciones de truncacién y de redondeo se introduce el siguiente esquema’
de representacién de niimeros reales;

$0.dyda ... d; ... b*odd (4.1)

donde s es el signo { +,~}, . es el punto decimal; besla base; d; y 4}, 1 = 1,2,...,7 =1,2,...,
son digitos, d;,d; € {0,1,...,b—1}; ¥ con la condicién de que ¢; # 0 (ntimero normalizado).

El esquema anterior sirve para representar a cualquier ndmero real {para hacer tnica la
representacién no se permiten las terminaciones infinitas de b — 1, es decir, que a partir de
algin k se tengaque d; =b-1,j =k k+1,...).

Definicién 4.3 Sean FL(b,m,n) un sistema de punto flotante y PF(b,m,n) un sistema de
punto fijo. Una funcién que mapea los reales

e en FL(b,m,n) es de truncacidn si el error de las mantisas de z y su imagen I cstd
acotado por ~™ para todas las representaciones posibles en él (ver la definicién 4.4) y
si ademds Z < z (note que corta la mantisa de un nimero en el esquema 4.1 de manera
que se ocupen los m digitos de la mantisa del esquema de FL(b,m,n)}.

o en PF(b,m,n) es de truncacidn si el error de de = y su imagen Z estd acotado por ™"
para todas las representaciones posibles en él (ver la definicion 4.4) y si ademds £ < z
(note que corta los digitos de un ndmero de manera que se ocupen los m digitos del
esquema de PF(b,m,n)).
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e en FL(b,m,n) es de redondeo si el error de las mantisas de z y su imagen £ estd acotado
por .'_Tb'"‘ para todas las representaciones posibles en é] (note que corta la mantisa de un
nimero en el esquema 4.1 pero puede cambiar algunos digitos de manera que cumpla
con el error y se ocupen los m digitos de la mantisa del esquema de FL(b, m,n}).

e en PF(b,m,n) es de redondeo si el error de de z y su imagen Z esté acotado por 367"
para todas las representaciones posibles en é1 (note que corta los digitos de un nimero
pudiendo cambiar el dltimo digito de manera cumpla con el error y que se ocupen los m
digitos del esquema de PF(b, m,n)).

Como consecuencia de la definicién anterior, para un sistema numérico dado, de punto
flotante o de punto fijo, sélo existe una funcién de truncacién, pero hay varias funciones de
redondeo, por ejemplo, dado z = 0.1234566666 y el sistema FL(10,4,2) se tiene que,

e ! = 0.1234 para la funcién de truncacién y
e 7% =0.1235 0 #% = 0.1234 son los dos posibles resultados de unas funciones de redondeo. -

Un ejemplo de un algoritmo que define una funcién de redondeo para b = 10 se descrxber
en el siguiente parrafo. Dado un niimero real

z =50.dyd,...d;b*%% % ¢ D C R

y un sistema de representacién FL(10,m n+1) La’funcién de redondeo”: D FL(lOV, m, n—i— :
1) esta dada por SR . : e el i

Sij<=m S : s
‘d;bad'ld;...dﬁ, ) .
£l

en otro caso, AT,
5 1 U
m..]dmb'd‘dr"d"
donde :
: si0 < dm+1 < 5

en otro caso

1Usit tdm < b terminar; se txene la representacxon
2. Se hace i=k

3. Secalculad; =0y 1+d;_;.
Si 1 + d;_; < b terminar; se tiene la representacién.
En otro caso se calcula 7 = j — 1, Si 7 > 1 se repite este paso, en otro caso se continda

en el siguiente paso.

4. Se suma 1 al exponente, se hace d; = 1 y se termina.
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" Fl algoritmo anterior es formal, hay garantfa de que siémpre termina 'y sus pasos estin
bien definidos (no hay forma de manejar una mantisa infinita, por ejemplo, la de \/5.)
FEl algoritmo anterior resuelve de una manera explicita el problema de que se pueda realizar
la representacién en FL(10, m,n + 1), ya que sélo permite niimeros en D C R,

D = (-10"", +10°").

La razén de tal restriccién se debe a que un sistema numérico (de punto fijo o de punto
flotante) s6lo puede representar un nimero finito de racionales dentro de un intervalo acotado
de R.

Definicién 4.4 Sea z € R un nidmero real, FL(b,m,n) un sistema de punto fotante y
PF(b,m,n) un sistema de punto ﬁ_)o z txene una representacidén en un sistema numérico

o FL(b,m,n)si su 1magen ba_)o la’ funcxon (de redondeo o truncacién) estd en el intervalo

' —o (b~— 1)’"b("")" 0.(b = 1)mpt-1"),

. PF(b,'r’n,i,z)"si" su ajo 1a_func n (de redondeo o truncacién) estd en el mtervalo

Fory

' (br"l)-(b?l)--'(b— 1.
ikLariﬁtersec'cién de las representaciones de FL(b,m,n) o PF(b,m,n} con el intervalo co-
rrespondiente forman el conjunto de las representaciones de ellos. u

Teorema 4.1 La cardinalidad del conjunto de las representaciones de un sistema numeérico

FL{(b,m,n) es 4 x (b— 1) x s"*™~! y para un sistema numérico PF(b,m,n} es 2 x ™.
Demostracién. El nimero de mantisas es 2 X (b— 1) x §™~! y el nimero de ezponentes es

2 x b, x

De lo anterior es claro que las funciones de redondeo o de truncacién sélo estdn definidas
para una parte de los ndmeros reales, por lo que, cuando se trata de representar un nidmero
v, lyl >> 0 (y € D), al igual que los sistemas aritméticos de computadora, utilizaremos
un simbolo especial llamado overflow oc. Desgraciadamente, para la gran mayorfa de las
computadoras el sfinbolo anterior significa parar la ejecucién del programa, ya que para él no
estan definidas las operaciones aritméticas.

En nuestro caso este simbolo no detiene la cjecucidn, se afiade para definir sin ninguna
excepcidn a las operaciones aritméticas.

Para construir funcionalmente un sistema aritmético sobre un sistema numérico, las defini-
ciones de las operaciones basicas (+, —, X, /) usan la composicién de funciones y las opera-
ciones aritméticas de los nimeros reales.

Usando todo lo que hemos expuesto, la siguiente definicién es un modelo funcional con el
cual el comportamiento de un sistema aritmético es completo.

Definicién 4.5 Sea SN un sistema numérico de punto flotante FL{s,m,n) o de punto fijo

Pf(b,m,n), D C R es el subconjunto apropiado para SN y 7: D ~ SN U{co} una funcién de

redondeo o de truncacién donde ~ se extiende a todos los nimeros reales de la siguiente forma:

dado z € R, si z no se puede representar en SNV entonces *(z) = oo, en otro caso, *(z) = I.
Dados z,y € SN las operaciones aritméticas se definen como sigue:



Capitulo 4. “Disefio y p;(}gfémacién de los métodos de tunelizacién ’ . 7 68..

e Lasuma @ : SN X SN+ SN U {oo} es &(z,y) =~(z + y).

o La resta ©: SN X SN — SN U {co} es S(z,y) = (z— v}
¢ El producto ® : SN x SN = SN U {oo} es ®(z,y) =7(z X )
e La divisién @ : SN x SN = SN U {c0} si y#0, ®(a:,y)

(2), en otro ¢aso oo,
La notacién de operacién binaria se define, e '
zOy= ®‘_(a.=';_-y)

donde ® puede ser 6,6,8,Q. i

A un sistema aritmético definido sobre el sxstema de Representac:on SN con la funcxon de
redondeo - y las operaciones: @, 8, ® y @, se'le denota- por : : :

(SN»"'*'i_»Xy/)-

Un elemento importante de un SN es el llamado épsilon del sistema aritmético.

Teorema 4.2 Sea (FL(b,m,n),%,+,~—, X, /) un sistema aritmético con m < b®-11",
Entonces 3¢ € FL(b,m,n), € # 0 tal que

16e=€edl=1.

Demostracion. La condicidn sobre el tamano de la mantisa garantiza la ezistencia y la
conmutacion se tiene de la conmutabilidad de la operacion suma de los nimeros reales. »

Note que para un sistema aritmético sobre un sistema numeérico de punto fijo no es posible
encontrar nimeros distintos de cero que cumplan la afirmacién del teorema anterior, en este
caso, el épsilon del sistema no es calculable.

Definicién 4.6 Dado un sistema aritmético (FL(b,m,n),*,+,—, X, /) se define ¢, el épsilon
del sistema aritmético, como

e =max{ec € FL(b,m,n)|e¢#0,1®e=1}.

Por el teorema anterior, es claro que, el € es calculable sélo cuando se trata de un sistema
aritmético sobre un sistema de punto flotante.
La utilidad del £ se da en el siguiente teorema.

Teorema 4.3 Dado un sistema aritmético (FL(b,m n), = x;/), a:,y € (FL{b,m,n),
z>>y, #0. ET .

o Si|f]<centoncesz=z @y f

* Si|E| >eentoncesz# @y

Demostracion. Es inmediata de la deﬁm'cio’n'deué“. e E g o
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‘ 4 3 Calculo de los parametros de un sistema arltmetlcd

Es utllﬂconocer los pardmetros del sistema numeérico de la computadora con® que se-tr aja, "

- ‘esto es'la base, el tamafio de la mantisa y si trunca o redondea. En los articulos’ de M hael o
I\'Ialcon, [Ma172] v [Mal74], se dan algoritmos para calcularlos.

: Los usos del épsilon del sistema aritmético, ver el teorema 4.3, son

. el error relativo pedido en el cdlculo de un resultado distinto de c
" iguala g

e los é'élculos iterativos de la forma
i : i : T+ Yn

donde z ;é 0y yn— 0, cuando n — oo se deben de detener en el momento que se tenga
lyn] < €lz.

" “Note que el primer punto no impide que el resultado tenga un error menor a €, pero si
evita que se pidan tolerancias menores a las que soporta el sistema aritmético. El segundo
evita que se realicen iteraciones y cédlculos que no mejoran el resultado.
En esta seccién se describe un algoritmo que calcula aproximaciones al épsilon, al menor
y al mayor de los niimeros de un sistema aritmético (FL(b,m,n),7,+,—,X,/). En adelante
- siempre que se hable de las operaciones ©,6,®, @ de un sistema aritmético se usaran por
comodidad los simbolos aritméticos usuales (+, -, x, /).

Definicién 4.7 Una variable numérica en SN se representa por un simbolo, por eJemplo ai, ': -
y se representa a € SN y esto significa que los valores de a son de SN o co.

Note que el sentido de nuestra definicién es que a toma valores numéricos:que. sor
representacién numérica de SN o bien se trata del simbolo oo (overflow). :

Un algoritmo para obtener aproximadamente € es el siguiente.

Sea (FL(b,m,n),% +, —,x,/) un sistema aritmético y ¢,£,a € FL(b m;n);:
unas de variables. i

1. Se hace E:%

2. Se calcula a = 1+ €. Si a = 1 se termina; se tiene una aproxunacxén al épsxlon Ex
En otro caso, se calcula ¢ = { y se repite este paso.

El algoritmo anterior estd bien definido y la garant;l'a. de paro esta dada por la condicién
sobre la mantisa.

La operacién a = 1 + € no estd demds, se incluye para evitar que la operacién se realice
en dispositivos especiales (acumuladores o registros aritméticos) y que por sus propiedades
cambien el significado del algoritmo al transcribirlo a un lenguaje de programacién.

De hecho se comprobd que el significado del algoritmo anterior no cambié. Se escribieron
varios cédigos en los lenguajes de programacién (FORTRAN, PASCAL y C), se ejecutaron
en diversos equipos de cédmputo {con coprocesador y sin él) y siempre se obtuvo una buena
aproximacién al épsilon del sistema aritmético del equipo de cémputo.

Para obtener las aproximaciones de los mimeros positivos mayor y menor de un sistema
aritmético, utilizamos que los exponentes se representan en un sistema de punto fijo.
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Teorema 4.4 Sea PF(b,m,n) un sistema de punto fijo. .Si'r es.el nimero poamvo mayor' o
entonces [—r, 1] es el intervalo de los nimeros representables. £
Demostracidn. El resultado se obtiene de la definicidn de un sistema de punto ﬁ]o

Aprovechando lo anterior, se puede definir perfectamente un algoritmo que calcule el .
nimero positivo representable més pequeio m. El mayor se obtiene de :
1

M=—.
m

El algoritmo tiene los siguientes pasas. Dados (FL(b m n), st
FL(b,m,n). : :

1. Se hace vg = 1.
2; Se hace vy = vy vo =% - R )
Si vo = 0 se continda en el paso 3, en otro. caso, se repite este paso.”

3. Secalculam=v; yM = %

El funcionamiento del algoritmo anterior se basa en que en la variable v; se guardan los
resultados de la divisién que son cada vez mas pequefios y termina porque llega un momento
en que la divisién debe de ser cero después de redondearla o de truncarla.

Se elaboraron cuatro cédigos basados en el algoritmo anterior para los lenguajes FOR-
TRAN, Pascal, C y MatLab. El cédigo en FORTRAN funciono con coprocesador y sin él para
el Compilador WatFort-77 V1.4. Los otros cddigos fallaron por {overflow) en todos los casos.

La razén de la falla es que los exponentes de la representacién en punto flotante de los
compiladores y programas: PC-MatLab V3.05, RMFort V2.11 con coprocesador y sin él, Turbo
Pascal V3.02A para coprocesador, Turbo Pascal V3.02A sin coprocesador, Turbo Pascal V4.0
con coprocesador y sin él, y Turbo C V2.0 con coprocesador y sin él, no cumplen los supuestos
del teorema 4.4 o sea que los exponentes no estdn centrados en un intervalo de un sistema de
punto fijo.

Modificando la forma de seleccionar y generar el valor mds pequefio se construyo otro
algoritmo que aproxima al ndmero positivo mds pequefio y al nimero positivo mds grande.

Dadas las variables m, M, vy, v;, v; € FL(b, m, n).

1. Sehace vp =05y v; = 1.0

2. Se hace v2 = vy, v = v ¥y vo = Up - Ug - vo. Si vg = 0 se continda en el paso 3, en otro
caso, sc¢ repite este paso. i

3. Secalculam=v,y M = %

Los cédigos basados en este algoritmb‘f icionaron perfectamente para los compx]adores y
programas mencionados en el parrafo antenor (usando coprocesador o sin usarlo).
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4.4 Manejo de nimeros grandes

Los métodos de tunelizacién generan mimeros muy grandes en las cercanias de los polos, tales
célculos, cuando no son controlados pueden detener la ejecucién por generar un overflow.

Con el modelo de los sistemas aritméticos de la seccién anterior se obtuvieron las siguien-
tes reglas prdcticas para evitar que en el cdlculo de las funciones de tunelizacién ocurra un
overflow.

o Escalar de manera que los cdlculos se realicen dentro del rango del sistema numérico.

o Utilizar el inverso multiplicativo cuando se realicen cilculos que puedan generar valores
positivos o negativos muy grandes.

Para ejemplificar el uso de las reglas, se muestra en el siguiente teorema un algoritmo para
evaluar el factor exponencial

A
exp(ﬁ).

Teorema 4.5 Dado un sistema aritmético sobre un sistema de punto flotante, sea M una
aprozimacion al nimero positivo mds grande, sea exp{-) la funcidn ezponencial y sea In(-) la
funcidn logaritmo natural.

Entonces el sigutente algoritmo estd bien definido y no termina en overflow.

1. Sead*€ SN
d?

2. Se calcula a = .

. _ el 1
Sia < €, entonces se hace r = M, en otro caso, se calcular = exp(n) donde ¢, = vy

Demostracion. La afirmacidn se tiene de lo sigutentes argumentos

¢ El ndmero ¢, es calculable y no es cero, ya que, es mayor al nimero positivo mds pequenio
y menor al nimero positivo mds grande.

e El cdlculo de la funcidn ezponencial estd condicionado a que

-‘l\‘ > €
d? !
de dondc

A
M > exP(u_:c———;:T[F)’

o sea, el factor exponencial no sobrepasa el rango del sistema numérico.
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4.5 Detalles del diseno y programacmn de los metodosi i
de tunelizacidén s

Los cédigos de los métodos de tunelizacidn, original, cldsico y exponencial, se elaboraron en
el lenguaje FORTRAN.

El programa del método original elaborado por Antonio Montalvo (ver su tesis doctoral
[Mon79]) casi no se modifico en su estructura. Se le corrigieron errores en la programacidn
que ocasionaban que no terminara en ciertos casos y se le incluyeron las rutinas: CONMIN y
RANDOM.

La rutina CONMIN, que se usé para resolver en forma local el problema 1.1, es del tipo de
métrica variable (BFGS) y del tipo gradiente conjugado?, y fue escrita por D.F. Shano y K.H.
Phua®., La rutina CONMIN original es para resolver el problema de optimizacién local sin
restricciones, la copia qu se tiene en la biblioteca del departamento de métodos Matemadticos
y Numéricos es una versién adaptada, probada y documentada por el Matemdtico Apolinar
Calderdn Segura. Para este trabajo fue modificada para resolver el problema de optimizacién
local dentro de un hipercubo.

Las versiones de los programas de los métodos cldsico y exponencial se diseiaron modular-
mente. En el disenio de los médulos se consideraron los siguientes aspectos:

¢ el objetivo del médulo bien definido, es decir, o termina con los resultados de los cdlculos
o comunica por medio de una variable que los cdlculos que no se pudieron realizar;

e se usan las reglas dadas en la seccién 4.4 para evitar el overflow.

¢ la definicién de los ciclos es legible y fueron revisados cuidadosamente para evitar iterar
indefinidamente, y

e las variables se dividieron en dos clases: de comunicacién (para las entradas y las salidas
del médulo) e internas (para uso exclusivo del médulo).

Otros factores que influyeron el disefio son la transportabilidad, las facilidades para la
introduccién de la funcién objetivo y de su gradiente, y la facilidad de poder usar otras
rutinas, por ejemplo, de optimizacién local.

Para hacer transportables los c6digos se usé el lenguaje FORTRAN en la escritura de los
médulos. Los programas resultaron totalmente compatibles con los compiladores de FOR-
TRAN de los equipos: IBM43xx, Cyber, Burroughs, Vax y PC Compatibles.

Por otra parte, se ha comprobado experimentalmente que no es neccesario adaptar los
cédigos para los pardmetros de los sistemas aritméticos de los distintos equipos de cémputo,
va que, gracias a la rutina EPSMAQ, basada en los algoritmos de las secciones 4.3 y 4.4, los
cédigos se adaptan automaéticamente al sistema aritmético del equipo de cémputo.

La introduccién del problema se realiza a dos niveles: con una rutina FORTRAN con el
subprograma de la funcién y su gradiente (la rutina del gradiente es opcional), y con dos
archivos uno con los datos y otro con los pardmetros de la corrida.

"Mayor informacién de los métodos de optimizacién local de la rutina CONMIN se da en las secciones 1.3.1
y 1.3.2.
8Ver el articulo {Sha78}.
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La introduccién de la rutina no modifica ni requiere alterar al resto de los médulos, salvo
 en'el caso de que la dimensidén del problema requiera de un mayor nimero de variables.

“Los archivos de datos y de parametros de la corrida se puede escribir directamente usando
un programa de edicién de textos en cédigo ASCII o se pueden generar mediante el programa
TUNDAT.

El programa TUNDAT es un programa que funciona amigablemente, realiza una serie de
preguntas acerca del problema y de acuerdo a las respuestas escribe los archivos de datos y
de pardmetros, todo la informacién acerca del programa TUNDAT se encuentra en el manual
de referencia de los programas de tunelizacién, manual [Bar91].

El poder usar otras rutinas fue una gran ventaja, ya que, de otra forma la programacién
de todo el método no se hubiera realizado tan rdpido. En particular, se utilizo una versién de
la rutina CONMIN (ver el articulo {Sha78)), las modificaciones que le hicieron son: manejo de
regiones de factibilidad con la forma de un hipercubo y que termine cuando los cambios del
valor de la funcién en forma consecutiva sean muy pequefios®.

Los programas del método cldsico y exponencial son: CLASICO y EXPONEN, respecti-
vamente. Las diferentes rutinas que utilizan se muestran en el diagrama de la figura 4.1.

De las rutinas mostradas en la figura 4.1 las rutinas que cambian segin el método son:
TUNNEW, MOVIL, TUNELO y TUNELX.

PROGRAMA DE
TUNELIZACION
_——:—_‘—J
| EPSMAQ |
l 1

T
| sEGUND] [GENPTO

-
[—-E——— - TUNNEW
CONMIN|  [MINL]

T /o ]

I 1
| Fnc| [DIRBULl [MOVIL] [BUSLI]
LTUNELO? 'TUNELX | { VECARR]

T 1
'FoB] [GRADIE! [GRANUM!

Figura 4.1 Diagrama de bloques de los programas de tunelizacién

Las rutinas GENPTO y la rutina GRANUM no tienen nada que ver con los métodos de

9El que los valores de la funcién cambien muy poco no significa necesariamente que se encontré un mfnimo
local, sin embargo, para funciones muy planas o con apéndice muy estrecho este criterio evita que se realicen
iteraciones de mas.
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segunda para calcular numéricamente el gradiente..” .

E} funcionamiento de los programas CLASICO: . E}\PON
en los que son diferentes se marcan con el nombre .del.; progr
que realizan los programas son los siguientes.

1. Lectura y validacién de los pardmetros. En caso. d er je decuado
y se detiene la ejecucidn. _ _ T T
2. Lectura y validacién de los datos del problema

el mensajé
adecuado y se detiene la ejecucién. o ;

3. Célculo de la funcién en el punto de arranque dadc; por_el it

4. Se llama a la rutina de minimizacién CONMI\I

Si la rutina CONMIN termina con éxito y siel valor de la funclon disminuyés contmua
en el siguiente paso. En otro caso, se llama a la rutma MINI

(EXPONEN) Se continua en el siguiente paso:

(problema 2.7 o problema 3.2 respcctwamente) se contmua en el pa.so 6.

En otro caso se repite el proceso a partir del paso 4.
6. Se escriben los resultados obtenidos.
Observaciones del algoritmo anterior.

e Para el programa CLASICO. Se debe tener en cuenta que no siempre que falle este
programa en la fase de tunelizacidon es por que se tiene la solucién del problema 1.1. En
dos casos hay que tener cuidado, cuando aparcce el mensaje de que no pudo calcular
la potencia del polo y cuando aparece el mensaje de que fallo la fase de minimizacién.
En ambos casos es probable que el 1iltimo punto encontrado en la fase de minimizacién
no sea un punto minimo local. Si no aparccen estos mensajes es muy probable que se
termino en un PMG.

e Las rutinas de minimizacién:CONMIN y MINI, indican por medio de una variable la
condicién con que terminan. Se marcan con un O los puntos gue tienen gradiente casi
nulo y con otro valor los que no. En la descripcién de CONMIN y MINI se describen
fos nimeros de condicidn con que terminan estas rutinas.
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4.6 Rutinas de los programas: CLASICO y EXPONEN

En esta seccidn se describen las rutinas de los programas de tunelizacién: CLASICO ¥
EXPONEN.

Para mayor informacién de como ejecutar los programas de tunehzacxén, de como mo-: -
dificarlos para resolver problemas inuy grandes, de como introducir la funcién del problema y‘ :
de como construir el archivo de pardmetros consultar el manual [Ba.r91] : : :

Las rutinas de los métodos de tunelizacién son: :

Rutma C ONI\HN

condicién y su sxgmﬁcado son:
0 V(M)
Se sobrepaso el niimero de evaluaciones.
La busqueda de linea fallo.
El vector de biisqueda no fue de descenso.
4 Los valores de la funcién en 4 iteraciones han sido muy pcquenos
Los nimeros de condicién pueden tener las siguientes causas.

W ot

e La condicién 2 puede ser ocasionada porque {a funcién esté mal codlﬁcada

¢ La condicién 3 puede ser ocasionada por problemas de redondeo o bien porque la toleran-
cia de la solucién de minimizacidén e, es demasiado pequena.

e Las condicién 1 es ocasionada cuando el nimero de evaluaciones es pequefio respecto
a la dimensién del problema o puede ser ocasionada por usar BFGS en problemas con
funcién objetivo de muy complicada evaluacién.

Las condiciones 0 y 4 se consideran éxito, aunque no necesariamente signifique que se
encontré un punto minimo local.

El nimero de variables de memoria que se requieren segin el método de minimizacién
local que se seleccione se calcula como sigue

gradiente conjugado Sxn-+ 2,
métrica variable n*(n+7)/2,

donde n es la dimensidn del dominio de la funcién objetivo.

La rutina FCN es la que introduce la funcién objetivo y su gradiente.

Con los programas de tunelizacién no requiere modificarse el llamado de la rutina CONMIN
y la rutina FCN ya estd incluida.

El cédigo es una versién ligeramente modificada de la que aparece en el articulo [Sha78].

Rutina TUNNEW.
Objetivo: Esta rutina resuelve el problema de tunelizacién (ver las ecuaciones 2.7 o 3.2)
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que consisten en la bisqueda de un punto para’el cual la funcxon de tunehzacmn €s Imenor €
(nimero pequefio positivo o negativo).

La programacién se basa en los algoritmos e.\puestos en Ias seccxones 2.4.2 y 3.2.1 para
el método clisico y para el método exponencial. Debido a que los algoritmos son ligeramente
diferentes se considero adecuado realizar dos rutinas una para el método clisico y otra para
el método exponencial. Las diferencias se describen en la seccién 3.4.

La rutina del método exponencial termina:

s porque encontrd la solucién del problema de tunelizacién o
e porque no Ja encontrd.

Bl segundo caso lo indica asignando el valor 999999999 en la variable FLIMO del bloque
SALID. En otro caso la variable FLIMO no cambia y el valor de la solucién del problema se
da en la variable FMIN y en el arreglo de variables XINIT . Por medio de la variable IBPRIN
se le indica a la rutina que imprima los resultados parciales que se vayan generando.

La rutina del método cldsico termina como la anterior, pero ademds puede escribir el
mensaje de error de que no pudo calcular la potencia del polo.

Las rutinas que utilizan, la versién cldsica y la exponencial, son: GRANUM, BOUND
RANDOM, DIRBU}, VECARR, MOVIL, BUSLI1, TUNELO, TUNELX, FOB y GRADIE.

Observaciones:

e La rutina DIRBUI construye una direccién de bisqueda de acuerdo a las férmulas 2.8
y 3.3.

e La rutina BUSLII realiza una bisqueda unidimensional usando el método de la biseccién
en la direccién construida por la rutina anterior.

Estas rutinas se pueden reemplazar por otras similares como por ejemplo una bilsqueda
unidimensional por interpolacién cuadrédtica Las variantes que se pueden desarrollar de
estas rutinas para mejorar el funcionamiento de la rutina TUNNEW son muy amplias.
No se incluyen los resultados obtenidos usando otro tipo de direccién de busqueda o
basqueda unidimensional en este trabajo.

e Las rutinas TUNELQO y TUNELX contienen los cddigos de las funciones de tunelizacién
cldsica y exponencial, y de sus gradientes.

e La rutina MOVIL varia de acuerdo con el método de tunelizacién {ver la seccién 3.4).

¢ La rutina RANDOM es una rutina que genera nimeros aleatorios y se usa para generar
aleatoriamente los puntos de arranque del polo mévil vy los puntos de arranque alea-
torios de la fase de tunelizacién {estos puntos se generan después de haber generado 2n
puntos de arranque alrededor del ltimo punto minimo en la direccién de los ejes de
coordenadas).

¢ La rutina BOUND se usa para transformar la direccién de bisqueda en una direccién
de biisqueda factible (ver la definicién 1.7}.

e Las rutinas FOB y GRADIE contienen la codificacién de la funcién del problema y de
su gradiente.
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e La rutina GRANUM se usa para aproxxmar numerlcamente ol g gr dlente :

Salvo por la posibilidad de cambiar DIRBUl y BUSLIl el usuar no puede modxﬁcar el :
funcionamiento de TUNNEW. : :
Rutina MINI, .

Objetivo: Minimizar una funcién por el algoritmo de Fletcher—Revees“’ ‘Se usa cuando la
rutina CONMIN falla o bien cuando el valor del minimo encontra.do ‘por CONMIN ‘es mayor
que el valor de la funcién de la dltima fase de tunelizacién, A

La rutina avisa por medio de una variable la condicién con que termina. Las ndmeros de
condicién y su significado son :

0 [Vi(=h)ll<e
1 Se sobrepaso el niimero de evaluaciones de la bisqueda unidimensional.
4 Los valores de la funcién en 4 iteraciones han sido muy pequerios.

Las causas probables de los nimeros de condicién son:

e La condicién 1 ocurre cuando el niimero de evaluaciones es pequefio respecto a la di-
mensién del problema, cuando el problema tiene respecto a la direccién del dltimo
gradiente una especie de apéndice y cuando el 4ngulo del gradiente respecto a la direccién
del punto minimo es oblicua ocasionando que no se pueda determinar con mayor precisién
el valor minimo. Para evitar esta condicién se debe de dar un nimero grande para las
evaluaciones de la biseccién. Generalinente al hacer esto se obtiene el niimero de con-
dicién 4 y en el mejor de los casos el niimero de condicién 0.

e Las condiciones 0 y 4 se consideran éxito, aunque no nccesariamente signifique que se
encontré un minimo local.

Las rutinas que utiliza son: BOUND, FOB, GRADIE o GRANUM.

La rutina BOUND sirve para que la direccién del gradicnte se convierta en una direccién
factible. Las rutinas FOB y GRADIE contienen el cédigo de la funcién objetivo y su gradiente
respectivamente. La rutina GRANUM calcula numéricamente una aproximacién del gradiente.

Rutina EPSMAQ.
Objetivo: Calcular el épsilon y una aproximacién al mayor nimero positivo del sistema
aritmético del equipo donde corran los programas. Su programacién se basa en los algoritmos
de las pdginas 69 y 70.

El uso de la rutina es opcional, por medio de los pardmetros de entrada los programas de
tunelizacién pueden llamarla o bien usar valores de default.

Esta rutina evita que el usuario adapte los programas para los distintos sistemas aritméticos
de sus equipos, sin embargo, debe tener en cuenta dos cosas:

e primero, el uso de la rutina puede variar el nimero de iteraciones al resolver el mismo
problema en dos computadoras distintas y

e segundo, el uso de los valores de default puede generar un error de overflow si el sistema
aritmético del computador resulta tener menor rango de mimeros reales.

10Para informacién del algoritmo de Fletcher-Revees ver la seccién 1.3.1.
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Los programas de tunelizacién reportan los valores de épsilon y del mayor nimero positivo
como parte de los resultados que generan.

Rutina GRANUM.

Objetivo: Calcular numéricamente el vector de la funcién gradiente de la funcién objetivo.
Se incluye para que el usuario no tenga forzosamente que codificar la funcién gradiente. El
usuario se encarga de indicar que se use esta rutina en lugar de la rutina GRADIE.

La rutina GRADIE, que corresponde a la funcién gradiente de la funcién objetivo, es
opcional y debe codificarla el usuario.

Rutina DIRBU1.
Objetivo: Construir la direccién de busqueda (ver la pagina 15) usando las férmulas 2.8 y 3.3
segdn se trate de la funcién de tunelizacién cldsica o de la exponencial.

Las rutinas que utiliza son: VECARR, TUNELO y TUNELX.

Esta rutina siempre construye una direccidén de bisqueda; en el caso de que el punto resulte
ser un punto estacionario, la rutina activa un polo mévil o bien incrementa la potencia del
polo mévil.

La rutina se llama cuando en los pardmetros de la corrida se da el valor de 1, ya que con
el valor 2 el programa llama a la rutina DIRBU2.

La rutina DIRBUZ2 genera una direccién de bdsqueda usando una combinacién lineal de
la dltima direccién y la de las férmulas 2.8 y 3.3. Esta rutina es una nueva opcién que
investigamos al final de este trabajo y no se incluyen los resultados obtenidos (en los pocos
experimentos que se realizaron no se noté que disminuyeran las iteraciones de la fase de
tunelizacién).

Rutina MOVIL.
Objetivo: Calcular la posicién del polo mévil. El polo mévil se sitda en la recta que une al
dltimo punto de la fase de tunelizacién y el polo del dltimo punto minimo.

La distancia del polo mévil cambia segin se trate de la funcién de tunelizacién cldsica o
de la exponencial (ver la seccién 3.4).

Rutina VECARR.
Objetivo: Generar un nuevo punto de arranque cuando se encuentra un punto estacionario de
la funcién de tunelizacién.

De igual manera que la rutina MOVIL esta rutina tiene dos versiones una para ¢l método
cldsico y otra para el método exponencial (ver las seccién 3.4).

La heurfstica que utiliza en sus dos versiones ¢s similar en que la posicién del nuevo punto
de arranque es aleatoria.

Un estudio de la distancia a la que se debe de poner un nuevo punto de arranque para el
método cldsico se da en la tesis de Alfredo Cortés, [Cor85).

La heuristica del punto de arranque se reporta en el trabajo de Gémez, et.al, [Gom87b| y
[Gom87a).

Rutina GENPTO.
Objetivo: Generar puntos iniciales factibles distribuidos uniformemente dentro de la regién
H.
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Esta rutina se usé para generar los puntos d alg
su uso es opcional. i o

El usuario puede resolver su problema sin usar esta. rutma mcluyendo la.s coordenadas delv -
punto de inicio en el archivo de datos del problema: .

S e’xperimentos que-se realizéroh "

Rutina BUSLI1.
Objetivo: Realizar la bisqueda unidimensional usando el método de la Biseccidn.

Las rutinas que utiliza son: TUNELO y TUNELX.

La rutina requiere como pardmetro el nimero de veces que puede bisectar en la direccién
de bisqueda hasta lograr que la funcién de tunelizacién (cldsica o exponencial) disminuya.

Cuando no disminuye el valor de la funcién de tunelizacién la rutina lo informa por medio
de una variable que toma el valor de 1 y el valor 0 en caso contrario.

Existen otras dos rutinas de busqueda unidimensional: BUSLI2 y BUSLI3. Las rutinas
BUSLI2 y BUSLI3 realizan una bisqueda unidimensional de tipo cuadrética y de tipo cibica
respectivamente. Estas rutinas se incorporaron para mejorar el funcionamiento de la fase de
tunelizacién (disminuir el nimero de iteraciones). No incluimos en este trabajo los resultados
del uso de estas rutinas, ya que, junto con la rutina DIRBU2 son parte de una investigacién
futura. Algunos experimentos que se realizaron mostraron que la rutina BUSLI1 funcionaba
mejor que las otras dos.

Los parametros del nimero de bisecciones y de la seleccién de la rutina de bisqueda
unidimensional se dan en el archivo de pardmetros.

Rutina RANDOM.
Objetivo: Calcular niimeros aleatorios. Su cddigo se basa en el articulo [Chi89].

Esta rutina es un generador uniforme de nimeros aleatorios en el intervalo (0, 1). Sus
caracteristicas son adecuadas para computadoras que manejan los nimeros enteros en 16 bits.

Esta rutina se puede sustituir por otra similar, por ejemplo, la que trae la biblioteca
estandard de FORTRAN, sin embargo, se prefirié usar ésta ya que las pruebas estadisticas
que le aplicamos demostraron que las series de nimeros que genera tienen una distribucién
uniforme, no se estacionan, no se repiten (tienen un ciclo grande) y la serie se puede volver a
obtener a partir de la misma semilla.

Su transportabilidad a equipos grandes estd garantizada por el tamarno de ndimero entero
que mancja . El tamafio del ciclo de la serie es de alrededor de 2.

Rutina BOUND.
Objetivo: Calcular el factor y la direccién para transformar la direccién de la rutina DIRBU1
en una direccién factible. i

Esta rutina se disefio para evitar salirse de la regién factible durante la fase de tunelizacién
y durante la fase de minimizacién de la rutina MINI:(ver la' definicién 1.21 de la funcién Py).

Rutina FOB.
Objetivo: Calcular el valor de la fun 16

Rutina GRADIE.
Objetivo: Calcular el gra.dlente de la funcién objetivo.
El usuario se encarga de codlﬁcar esta.' rutma“ :
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En la codificacién de estas dos ltimas rutinas se sugiere tomar en cuenta lo expuesto en
las secciones 4.2, 4.3 y 4.4. Un ejemplo de una corrida y de como codificar e incluir estas dos
dltimas rutinas en los programas de tunelizacién se muestra en el manual [Bar91].



Capitulo 5

Experimentos numeéricos

En este capitulo se dan los lineamientos que se usaron para el diserio de los experimentos y para
la evaluacién y comparacién de los métodos. La segunda seccién describe las caracteristicas de
las funciones de los experimentos, la siguiente da los resultados de la sensibilidad del pardmetro
A* del método de tunelizacién exponencial. Las secciones finales son un resumen comparativo
de los resultados de los experimentos con los tres métodos y con el método de las funciones
de relleno.

5.1 Una forma de evaluar los métodos de optimizacién
global

No se tiene una forma establecida y generalizada para reportar y evaluar los resultados de
los programas de métodos numéricos. La gran mayoria de los autores de métodos numéricos
elaboran programas rapidos y en sus resultados destacan sélo los aspectos que consideran
importantes.

El articulo de Jackson et.al., [Jac91], de reciente publicacién se expresa una serie de reglas
acerca de la forma de reportar los resultados de los experimentos numéricos. Estas reglas
resumen el sentir de un grupo de autores con distintos puntos de vista e intereses.

El articulo es interesante porque destaca que medir la eficiencia de un método numérico a
través de un programa del método y de los resultados obtenidos con éste para unos cuantos
experimentos no es en general suficiente.

Los principios bdsicos que se establecen en el articulo son

e los resultados que se publiquen deben de ser suficientes para justificar las expectativas
expresadas;

s se deben de dar todos los detalles necesarios para permitir la reproduccién de los resulta-
dos.

Para medir la eficiencia computacional se deben de tener en cuenta

e la seleccién de los problemas de prueba, su complejidad, su tamaiio y la variedad de
estos, ’

81
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s es conveniente usar una seleccién de problemas de prueba de colecciones conocidas del
drea en cuestién,

o la seleccidén de las medidas de eficiencia deben de incluir: el esfuerzo computacional, por
ejemplo, el nimero de evaluaciones de la funcién, el nimero de iteraciones, el tiempo
del procesador, etcétera; la capacidad de poder corregir entradas de datos invalidas; el
rango de problemas que puede resolver y la facilidad de usar el cédigo.

Para cumplir con estos principios, en este trabajo, se brindan todos los detalles tanto de
los métodos, como de la elaboracién de los cédigos.

Y para reportar los resultados, en este trabajo, se usaron criterios similares y una seleccién
de los ejemplos del articulo de V. Levy y Montalvo, {Vel85).

Se utilizaron en todos los experimentos los mismos puntos iniciales que ellos reportan. Se
reporta un experimento que cllos no reportaron pero que se realizé con una versién corregida
del programa del método original de Antonio Montalvo.

Como no se puede estimar para los métodos de tunelizacién un nimero promedio de
evaluaciones de la funcién partiendo s6lo de consideraciones tedricas (esto si se puede estimar,
por ejemplo, para los métodos Estocdsticos), se tomé el promedio del ntmero de evaluaciones
de los puntos iniciales como una medida heurfstica para comparar y medir la eficiencia de los
métodos de tunelizacién. Concretamente se selecciond el promedio del nimero de evaluaciones
de la funcién, el promedio del niimero de evaluaciones de su gradiente y el éxito en la resolucién
del problema.

No se usé el tiempo de computadora ya que varia muchisimo y depende de la carga de
trabajo externa y del tipo de mdquina.

5.2 Descripcidon de los experimentos numéricos

Los doce primeros experimentos se seleccionaron del trabajo realizado por Alejandro V. Levy
y Antonio Montalvo!.

El experimento 5.13 se disefio usando el programa MatLab. Los iltimos experimentos
son problemas de Bioquimica que fueron planteados en la reunién Large Scale Applications of
Global Optimization to Bichemical problems celebrada en el Centre National de la Recherche
Scientifique (CNRS) de Paris, Francia del 14 al 30 de junio de 1990. Esta reunién fue organi-
zada por Francesco Zirilli de la universidad de Roma, Italia y por Robert A. Donnelly de la
universidad de Auburn, Estados Unidos.

De todos los experimentos se describen la funcién objetivo, el hipercubo, el nimero de
6ptimos locales, el nimero de 6ptimos globales v los puntos iniciales usados en las corridas.

Experimento 5.1 (Funcién de Goldstein) *
f(z) = 2% — 15z + 2727 + 250, —-4<z <4,

Este problema tiene 3 minimos locales, 2 de los cuales son. minimos globales Los puntos
iniciales que se usaron son -3, 0 y 3. :

YMayor informacién de los expcnmentos se encuem.m en Ia tesis [Mon7QI yen el uticulo [Ve185]
#Ver el articulo |Gol71}.
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Experimento 5.2 (Funcién de Shubert en [R)3 ER

f(z) = Ztcos{ i + 1)1:

l_l N
El problema tiene 19 ml'nimos ‘localé s puntos iniciales
que se tomaron son -8, 0'y.8:' N

La funcién de Shubert?® en'R?

Experimento 5.3 (F\lncxén de
y la regién factible

0.5 y la regién factxble
—-10 < 7,y <10

tiene 760 minimo locales. Con el factor g = 0. 5 exhxbe un mmlmo global Los puntos iniciales
que se tomaron son (7.0, 7.0), (7.0, -7.0), (-7.0, 7.0) ¥ (0.0, 0.0). .

Experimento 5.5 (Funcién de Shubert en R*;# = 1.0} La ecuacién 5.1 tomando f =
1.0 y la regién factible : .
~10 < 7,y < 10.

Este problema tiene las mismas caracteristicas que el anterior y se usaron los mismos puntos
iniciales. N

Experimento 5.6 (Funcién del camello de 6 jorobas) ©
J(z9) = (4= 212 + 2/3)2 + 2y + (4 + 4"),

-3<z<3, -2<y<2

Este problema tiene 6 minimos locales, dos de los cuales son 2 minimos globales. Los puntos
que se usaron son (-2.9, -1.9), (-2.9, 1.9}, (2.9, -1.9) y (2.9, 1.9). .

3Ver el artfculo [Shu72].
4Ver el articulo [Shu72|.
¥Ver el articulo [Dix78].
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Los dos experxmentos sxgmentes uszm 1 neidn objetivo;: T

flynya.p,) = : 7r/n{ksm(1ry1

puntos iniciales que se usaron son (-8.0, 8.0), (8 0, 8.0); (-5.0, 5.0) y (8.0, -8. 0)

Experimento 5.8 Para este experimento se usé la férmula 5.2, fijando k = 10 A = 1 0 y la. B
dimensién del problema en n = 4. La regién factible es L s

—10<5; <10, i=12...,4.

En este caso se tienen aproximadamente 625 minimos locales (5*) ¥ un minimo global. Los
puntos iniciales que se usaron son (-5.0, -5.0, -5.0,-5.0), (5.0, 5.0, 5.0, 5.0}, (-5.0, -5.0, 5.0,
5.0) ¥ (5.0, 5.0, -5.0, -5.0). : . S Cn T o

Los experimentos siguientes usan'la funcio’n,

Mz1,22,...,2,) = —{l..sm(-rrz,)2 + E{ (z: = AL + ksin(mzip)?] +

i=1

(zn— A)*}, i=1,2,...,n. (5.3)

Experimento 5.9 Se usa la férmula 5.’3 y los pardmetros con los valores; k =10y A =1.0.
La dimensién del problema se fija en n = 8. La regién de factibilidad es

~10< 2, <10, i=1,2,...,8.

La funcién exhibe aproximadamente 10 minimos locales y tiene un tinico minimo global. Los
puntos iniciales que se tomaron son (8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 8.0, 8.0), {-8.0, -8.0, -8.0, -8.0,
-8.0, -8.0, -8.0, -8.0), (-8.0, 8.0, -8.0, 8.0, -8.0, 8.0, -8.0, 8.0) y (0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.0). "

Experimento 5.10 Se usa la férmula 5.3 y los pardmetros con los valores: k¥ = 10y A = 1.0,
La dimensién del problema se fija en n = 10. La regién de factibilidad es

~10<; <10, 7=1,2,...,10.

La funcién exhibe aproximadamente 10!° minimos locales y tiene un vinico minimo global. Los
puntos iniciales que se tomaron son (0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0), (2.0, 2.0, 2.0,
2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0}, (6.0, 6.0, 6.0, 6.0, 6.0, 6.0, 6.0, 6.0, 6.0, 6.0) y (-1.0, -1.0, -1.0,
-1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0}. .
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'Losidos experimentos:que sigien usan la funcién.”

f(zh

valores: ko = 1, A., *01 A-— 1 l{;
factlble es

ninimo g]véb‘ixvl.v Los puntos
,5:0) v (5.0, 0.0, 0.0, 5.0).

Experimento 5.12 Se usé para este “experimento:la’ formula;5.4 'y los los pardmetros con
los valores: kg =1,k =01, 4 = 1 lyi= 3 y l, =90 La dlmensmn de problema es 7, la regién
factible es ; :

‘1,2,..'. 7.

La funcién tiene aproximadamente 307 minimios locales-y u‘n"sérlo minimo global. Los puntos
iniciales usados son {-3.0, -3.0, -3.0, -3.0,-3.0, -30—30) (30 -3.0,/:3.0, 0.0, 3.0, 3.0, 3.0),
(3.0, 3.0, 3.0, 0.0, -3.0, -3.0, -3.0) y (30 3.0, 30 30 30 30) ] l'

—5S$i$5,

Experimento 5.13 {(Funcién con apendlces) La. func nde este xperunento se. creé u-
sando el programa MatLab. La funcién original es i :

J(z) = —cos(8z) - 2ezp(~

La regién factible que se tomo es

z'l)"*’:‘

-2<z<L2,

La grifica de esta funcidén se muestra en la figura 5.1. En esta gréifica se aprecia que el minimo
global es -3 y esta localizado en el punto 0.

Para hacer mds complicado el problema a la funcién anterior se le modificé por medio de
las funciones apéndice (ver la seccién 1.2.1) en los puntos -1.196039 y 0.758525.

En el primero de los puntos se le aplico una funcién A, y en el segundo una funcién A4,.
La grafica de la funcién resultante se muestra en la figura 5.2.

La funcidén resultante tiene el minimo global en otra localizacién. En la figura 5.3 se
muestra una amplificacién de la gridfica de la funcién modificada en donde se distinguen los
dos minimos agregados.

Los minimos que se agregaron son:

¢ —3.3 en el punto 0.758525 (minimo global) y
e —3.18 en el punto —1.196039.

El problema de optimizacién global con esta funcién es dificil de resolver numéricamente,
ya que, la funcién objetivo tiene minimos agregados que no son faciles de localizar y la diferen-
cia entre los minimos agregados y el minimo original es minima (0.3}, ademads, los minimos
agregados (uno de ellos es la solucién) tienen valles muy pequefios y con una curvatura no
muy suave respecto a la curvatura de la funcién original. "
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Figura 5.1 = Funcién original ‘del experi-" /. Figura 5.2 Funcién del experimento 13
mento 13 . modificada con dos apéndices

El modelo matemdtico de Lennard-Jones 12-6 descrito en la seccién 1.5 se utilizé también
en los experimentos numéricos. La funcién de Lennard-Jones 12-6 (ver el articulo [Len32] Y
el libro {Wat76]) para cuantificar el potencial V entre N particulas es

y L
2 v s (5.8)

i>521
6
Tij

..\ 12
vy = 4£{<_aﬂ.) -
Tis
1
vij = 5(0: + ),

donde

es el potencial entre las particulas ¢y j;

€> 0,0k, k=1,2,...,N son constantes que dependen del tipo de particula y r;; es la distancia
entre las particulas 1y j,

ri = {lm— )t + (v - v;)?),
(zx,yx), £k =1,2,..., N son las coordenadas de las particulas en el plano X x Y.

La funcién de Lennard-Jones es complicada de resolver, ya que, tiene una infinidad no
numerable de minimos locales y la funcién no es continua (cuando al menos dos particulas se
enciman el potencial crece infinitamente).

El caso mas simple es con dos particulas idénticas en el plano en donde el minimo global
ocurre cuando la distancia, entre éstas, es r* = ¥/20. Las soluciones en el plano [0, ¥o] X |71, 11}
donde zy +r* < zy, yo + r* < v, son infinitas, por ejemplo, son puntos minimos globales todos
aquellos que tengan coordenadas de la forma (a,b) y (a,b+ r*) donde a,b € |zq, yo} X [z1,31)
y en general todos los puntos (a,b), (¢, d) € [zq, yo] X |21, 1] cuya distancia sea r°.

A continuacién se describen los experimentos planteados usando la funcién de Lennard-
Jones 12-6.
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Figura 5.3 Minimos de la funcién del expériméhféy lé?moj;‘iiﬁcada: con dos apéndices

Experimento 5.14 (Lennard-Jones simétrico) Se usa.la funcién de la ecuacién 5.5 to-
mando € = 1 y suponiendo que se trata de 7 partlculas esfencas ldentlcas, se fija 0;; = 1. La
regién factible es :

- 1,2, 0 7. E
La dimensién del problema es 14. Las coordenadas de las 7 pnrtlculas que se tomaron como
puntos iniciales son :

L. (0,0), (2,0), (1,1), (8,1), (0,2), (2,2):(1,3),
2. ('310)7 (-2,1), (-1,0), (011)! (1,0); (2;1)1 (310)'

-3 < Ziy Yio < 3

Experimento 5.15 (Lennard-Jones no-simétrico 7) Se usa la funcién de la ecuacién 5.5
tomando ¢ = 1 y suponiendo que se trata de 7 particulas esféricas distintas, se toma o; = 1+3‘;,
i{=1,...,7y se calcula gy = —1 La reglon factlble es

—3<a:.,y, <3 1—1 2,...,7

La dimensién del problema es 14 y las coordenada.s de las 7 particulas que se tomaron como
puntos iniciales son

L. (0,0), (2,0), (1,1), (8,1), (0,2), (2,2), (1.3),
2. ('310)1 ("2y1)7 ("I’O)t (0:1)1 (1:0)1 (211)‘! (3’0)

Experimento 5.18 (Lennard-Jones no-simétrico 72) Se usa la funcién de la ecuacién
5.5 tomando € = 1 y suponiendo que se trata de 72 particulas esféricas distintas, se toma
oi=1+g,1=1,...,72y se caleula 05 = —'—+—‘—’1- La regidén factible es

—12 <z €12, 1=1,2,...,72
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Tabla 5.1 . Andlisis de sensibilidad del pardmetro A* del método de tunelizacién exponencial

. experimento 1, n = 1, PMG=1
A* Teval.f(z) | feval.V f(z) | fmin.loc. | % de éxito
0.12 4] 5 2.33 100.00
0.24 7 6 2.33 100.00
0.48 6 5 2.33 100.00
experimento 2, n = 1, PMG=3
A | feval. f(z) | feval.Vf{z) | fmin.loc. | % de éxito
Q.12 559 147 3.67 100.00
0.24 336 141 3.33 77.78
0.48 501 178 3.00 77.78
experimento 3, n = 2, PMG=18
A* | feval. f(z) | feval.V f(z) | $min.loc. | % de éxito
0.12 10,009 3,865 17.25 75.00
0.24 8,933 3,441 14.75 65.28
0.48 10,950 4,376 17.25 76.39
experimento 4, n = 2, PMG=1
A* | feval.f(z) | fevalV f(z) | §min.loc. | % de éxito
0.12 1,317 618 6.00 100.00
0.24 787 348 3.75 75.00
0.48 492 246 3.60 50.00
experimento &, n = 2, PMG=1
At | feval.f(z) | feval.Vf(z) | §min.doc. | % de éxito
0.12 958 357 5.75 75.00
0.24 510 263 4.75 100.00
0.48 1,167 556 6.5 50.00
experimento 8, n = 2, PMG=2
A* | feval. f(z) | feval.V f(z) | fmindoc. | % de éxito
0.12 145 79 3.50 100.00
0.24 64 46 3.50 100.00
0.48 188 102 3.00 160.00

‘que se tomaron.como
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_TﬁBla. 5.2 k»,AnkéliSis dé sensibilidad del pardmetro A* del método de tunelizacién exponencial

(cont.)

experimento 7, n = 2, PMG=1

x‘

fleval.f(z) | feval.V f(z) | fmin.loc. | % de éxito
0.12 327 147 2.25 100.00
0.24 94 48 2.25 100.00
0.48 248 118 3.50 100.00
experimento 8, n = 4, PMG=1
At [ feval.f(z) | fleval.V f(z) | §min.loc. | % de éxito
0.12 1,261 444 1.75 100.00
0.24 525 214 2.00 100.00
0.48 622 271 1.75 100.00
experimento 9, n = 8, PMG=1
A* | Heval f(z) | feval.V/(z) | §min.loc. | % de éxito
0.12 5,992 1,916 6.25 100.00
0.24 4,978 1,624 5.25 100.00
0.48 9,553 2,052 4.75 100.00
experimento 10, n = 10, PMG=1
A* | Heval.f(z) | feval.V f(z) | fmin.loc. | % de éxito
0.12 303 144 3.50 100.00
0.24 1,608 514 4.25 100.00
0.48 4,889 1,233 4.25 100.00
experimento 11, n = 4, PMG=1
A* | feval.f(z) | feval.Vf(z) | #min.doc. | % de éxito
0.12 2,766 828 7.00 100.00
0.24 3,678 1,165 10.50 100.00
0.48 1,490 643 9.00 100.00
experimento 12, n = 7, PMG=1
A* | feval.f(z) | feval.Vf(z) | imin.loc. | % de éxito
0.12 9,311 2,978 11.00 100.00
0.24 1,425 701 8.75 100.00
0.48 2,675 793 7.75 100.00
experimento 13, n = 1, PMG=1
A* | feval.f(z) | feval. Vf(z) | fmin.loc. | % de éxito
0.12 1,190 449 6.00 100.00
0.24 230 114 4.75 25.00
0.48 749 337 4.50 25.00
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5.3 Analisis de sen51b1hdad del metodo de tunehzacmn
exponencial

La seccidn estd dedicada al método exponencial, los primeros 13 experimentos de la seccién
anterior se tomaron para comparar que tanto afecta el valor del numerador del factor expo-
nencial al resolver el problema 1.1.

Para cada problema se usaron los puntos u-ucna.les menclonados en la definicién del experi-
mento.

Las columnas de las tablas del andlisis de sensibilidad son los promedios respecto al ndmero
de puntos iniciales y los titulos de las columnas son: feval. f(z), feval.V f(z), fmin.loc. y % de
éxito, donde feval. f(z) es el promedio del nimero de evaluaciones de la funcién, feval.V f(z) es
el promedio del nimero de evaluaciones del gradiente de la funcién, fmin.loc. es el promedio
del nimero de minimos locales encontrados y % de éxito es el promedio del porcentaje de
éxito.

La interpretacién de las columnas feval. f(z) y feval.V f(z) es clara, el método se considera
mas eficiente cuando realiza menos evaluaciones (siempre que la columna del % de éxito tenga
un valor parecido).

La columna de % de éxito se introduce para medir cuando se resuclve el problema 1.1. Su
interpretacién no es tan directa, ya que, se refiere al promedio del % de éxito obtenido para
cada uno de los puntos iniciales de la corrida. El éxito para un punto de inicio se define como
el cociente entre el nimero de éptimos globales encontrados y el ndimero de dptimos globales
del problema. Es decir, por ejemplo, para el problema de la funcién del camello de seis jorobas
los porcentajes de éxito para un punto de inicio son 0%, 50% y 100%, cuando no encuentra,
cuando encuentra uno y cuando encuentra los dos de los minimos globales respectivamente.
Por otro lado, si el valor que aparece en la columna % de éxito es 50% para dos puntos
iniciales, significa que al menos en los 2 obtuvo 50% o bien obtuvo 100% en uno y 0% en
el otro. Es evidente que un valor grande del % de éxito implica que el problema se resolvié
satisfactoriamente un mayor nimero de veces. Es importante destacar que, el sentido que le
damos a resolver un problema no es el de encontrar un minimo global, sino que, se trata de
resolverlo de manera que se encuentren todos los puntos minimos globales.

Las tablas 5.1 y 5.2 muestran los resultados obtenidos de los 13 primeros experimentos
con distintos valores del pardmetro A* (numerador del factor exponencial).

Se puede apreciar que :

e en particular para los experimentos 2, 3, 4, 5 y 13, el valor de A* influye notablemente
el % de éxito,

* en general se observa, que el valor de A* influye en el niimero de evaluaciones y hay
casos en los cuales el problema se resuelve con % de éxito de 100 % y con un nimero de
evaluaciones muy pequefio, por ejemplo, en los experimentos 6, 7, 8, 9, 10, 11 y 12.

Los experimentos mds dificiles de resolver fucron el 3 {con 18 PMG) y el 13 (funcién
modificada con dos apéndices). En estos experimentos es en donde se aprecia mayor variacién
en la columna % de éxito. Curiosamente para A* = 0.48 se alcanza el mayor % de éxito (76.39
%) en el experimento 3 y para A* = 0.12 se alcanza el 100 % de éxito cn el experimento 13.
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Otro aspecto que se observa en las tablas es que no necesariamente ¢l niimero de evalua-
ciones es proporcional al nimero de minimos locales encontrados. Los experimentos en donde
es notorio que no hay proporcién son el 6, el 8, el 9y el 10.

Hay algunos experimentos en los cuales el %% de éxito disminuye conforme aumenta ef valor
de A" (experimentos 2, 4 ¥ 13}, pero también hay otros en los cuales no pasa esto, ni aumenta
ni disminuye el % de éxito (experimentos 3 y 5) y en los restantes parece que los distintos

valores de A* no afectaron el % de éxito.

Por otro lado, clasificamos en cuatro rangos el %% de éxito (100-66, 66-33, 33-0 y 0) en la
tabla 5.3. Para esta tabla, la columna 100-66 contiene el nimero de veces que el % de éxito
fue mayor a 66 y menor o igual a 100, las demds columnas son similares. La columna del 0 es

importante pues contabiliza los fracasos en la resolucién de los problemas.
Se aprecia en la tabla 5.3 que para A* = 0.12 el método exponencial siempre resolvié

los problemas con un % de éxito mayor al 66% y en el otro extremo, para A* = 0.48 sélo s¢

obtuvieron 10 soluciones en este rango de % de éxito.
Los valores 0.12 y 0.48 de A* no fucron tan satisfactorios, pero en ningin caso se fracaso

en la resolucién de los problemas.

Tabla 5.3 Método de tunelizacidn exponencial, % de éxito por rangos de los 13 experimentos
para distintos valores del pardmetro A*

% de éxito

A* 1 100-66 | 66-33 { 33-0 1 0
0.12 13 0 00
0.24 11 1 1{0
0.48 10 2 110

La tabla 5.4 se refiere al nimero total de éptimos locales que se encontraron en los 13
experimentos para los distintos valores de A*. Hay un comportamiento curioso, no hay gran
diferencia entre el nimero de éptimos locales encontrados para A* = 0.48, que fue el que tuvo

menor % de éxito, y A* = 0.24.

Tabla 5.4 Método de tunelizacién exponencial, total de Sptimos locales de los 13 experi-
mentos para distintos valores del pardmetro )\*

A* | opt.oc.
0.12 76.25
0.24 70.16
0.48 71.08

De los resultados de las tablas no se distingue un comportamiento bajo el cual seleccionar
el valor de A* adecuado para resolver el problema 1.1 con el 100:% de éxito y con el menor

nimero de evaluaciones. i )
Los resultados de la tabla 5.3 sélo muestran que puede ser adecuado usar valores pequeiios

de A* para obtener un mayor % de éxito.
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La tabla 5.4 se refiere al nimero total de éptimos locales que se encontraron en los 13
experimentos para los distintos valores de A*. Hay un comportamiento curioso, no hay gran
diferencia entre el niimero de éptimos locales encontrados para A* = 0.48, que fue el que tuvo
menor % de éxito, y A* = 0.24.

Tabla 5.4 Método de tunelizacién exponencial, total de dptimos locales de los 13 experi-
mentos para distintos valores del pardmetro A*

A* | opt.loc.
0.12 76.25
0.24 70.16
0.48 71.08

De los resultados de las tablas no se distingue un comportamiento bajo el cual seleccionar
el valor de A* adecuado para resolver el problema 1.1.con el 100 % de éxito y con el menor
nimero de evaluaciones.

Los resultados de la tabla 5.3 sélo muestran que puede ser adecuado usar valores pequefios
de A* para obtener un mayor % de éxito.
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~+Tabla 5.5

Experimentos numéricos -

Comparacién de los métodos de tunelizacién

3 experimento 1, n'=1, PMG=1
método feval. f(z) | feval.Vf(z) | fmin.loc. | % de éxito
original® 4 3 2.33 100.00
, clasico 5 4 2.33 100.00
Exp. A* =0.48 6 5 2.33 100.00
experimento 2, n = 1, PMG=3
método feval. f(z) | feval.V f(z) | §min.loc. | % de éxito
original® 234 69 4.33 100.00
cldsico 866 142 4.33 100.00
Exp. X* =0.12 559 147 3.67 100.00
experimento 3, n = 2, PMG=18
método deval. f(z) | feval.V f{z) | §min.loc. | % de éxito
original 12,160 1,731 17.00 94.44
clasico 7,650 2,220 14.50 58.33
Exp. A* =48 10,950 4,376 17.25 76.39
experimento 4, n = 2, PMG=1
método feval.f(z) | feval.V f(z) | fmin.loc. | % de éxito
original® 2,912 390 3.00 100.00
cldsico 1,178 289 4.00 100.00
Exp. A* =0.12 1,317 618 6.00 100.00

experimento 5, n = 2, PMG=1

método feval. f(z) | feval.V f(z) | #min.loc. | % de éxito
original® 2,180 274 3.00 100.00
cldsico 549 180 5.00 100.00
Exp. A* =0.24 510 263 4.75 100.00
experimento 6, n = 2, PMG=2
método feval. f(z) | feval.V f(z) | tmin.loc. | % de éxito
original® 1,490 148 2.00 100.00
clasico 549 180 5.00 100.00
Exp. A* =0.24 64 46 3.50 100.00

experimento 7, n = 2, PMG=1

método teval. f(x) | teval.V f{z) | §min.loc. | % de éxito
original’ 2,443 416 2.75 100.00
cldsico 210 84 3.25 100.00
Exp. A* =0.24 94 48 2.25 100.00

%Estos resultados fueron obtenidos de un programa del

método original.

Estos resultados se tomaron del articulo {Vel85].




Tabla 5.6 Comparacién de los métodos de tunelizacién (cont.)
experimento 8, n =4, PMG=1
método feval.f(z) | feval.Vf(z) | fmin.loc. | % de éxito
original’ 4,881 1,371 ] 4.25 100.00
cldsico 875 184 2.75 100.00
Exp. A* =0.24 525 214 2.00 100.00
experimento 9, n = 8, PMG=1
método feval. f(z) | feval.Vf(z) | fmin.loc. | % de éxito
original® 19,366 2,370 | 2.50 100.00
cldsico 12,196 2,137 9.75 100.00
Exp. A\* =0.24 4,978 1,624 5.25 100.00
experimento 10, n = 10, PMG=1
método feval.f(z) | feval.V f(z) | fmin.loc. | % de éxito
original® 23,982 3,272 2.50 100.00
clésico 371 182 4.00 100.00
Exp. A* =0.12 303 144 3.50 100.00
experimento 11, n = 4, PMG=1
método teval. f(z) | feval.V f(z) | min.loc. | % de éxito
original® 3,861 588 3.75 75.00
clésico 7,243 1,255 11.00 100.00
Exp. A* = 0.48 1,490 643 9.00 100.00
experimento 12, n = 7, PMG=1
método teval. f(z) | feval.V f(z) | fmin.loc. | % de éxito
original® 16,063 2,792 7.50 75.00
cldsico 10,433 1,854 12.50 100.00
Exp. A* =0.24 1,425 701 8.75 100.00
experimento 13, n = 1, PMG=1
método feval.f(z) [ feval.Vf(z) | fmin.Joc. [ % de éxito
original® 296 78 5.25 50.00
clésico 653 164 5.00 0.00 |
Exp. »* =0.12 1,190 449 6.00 100.00

9Estos resultados fueron obtenidos de un programa del

método original.

Estos resultados se tomaron del articulo {Vel85].
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‘5.4 Comparacién de los metodos de tu iehzac1on. ori-
N ginal, clasico y exponenmal -

Las tablas de los resultados de las corridas que se hicieron para’comparar las tres versiones
de los métodos de tunelizacién tienen las mismas columnas que las que se explicaron para la
seccién anterior.

Las tablas 5.5 y 5.6 contienen las columnas feval. f(::), feval. V f(z), fmin.Joc. y % de
éxito y los renglones son los promedios de los tres métodos para los puntos iniciales (para cada
experimento se usaron los mismos puntos en los tres métodos).

Lo primero que resalta de las tabla 5.5 y 5.6 son las variaciones que se tienen en casi todos
los resultados de los experimentos (el experimento 1 es la excepcién pues las tres columnas
tienen valores muy semejantes). Hay valores muy diferentes en la columna de % de éxito de
estas tablas respecto a las tablas 5.1 y 5.2.

La columna de éptimos locales presenta grandes diferencias, pero lo mds sobresaliente es
que el método original tiene casi siempre el menor valor (esto se debe a que su % de éxito es
casi siempre el menor).

Se nota que el método exponencial alcanza siempre el 100 % de éxito.

Es muy singular que los métodos original y cldsico tengan una distribucién muy parecida
a este nivel de detalle (la dnica diferencia estd en el experimento 13).

Este resultado no es tan sorprendente, ambos métodos usan la misma funcién de tuneli-
zacién, la funcién de tunelizacién clasica y son muy parecidos los pasos que realizan al resolver
el problema 1.1 (las diferencias entre estos métodos se dan en la tabla 2.1).

Para notar la diferencia se requiere comparar en las tablas 5.5 y 5.6 el nimero de evalua-
ciones y el % de éxito entre los métodos cldsicos y original. Aqui se aprecia que los cambios
entre estas versiones hacen que la versién cldsica sea la que alcance un mayor % de éxito y sea
la mds eficiente en el sentido de que realice un menor nimero de evaluaciones de la funcién y
del gradiente.

Tabla 5.7 Comparacxon de los métodos de tunelizacién, % de éxito por'rangos de los 13
experimentos

% de éxito
método 100-66 | 66-33 | 33-0 | O
original. . [ . 12| 1.1 0fo0
cldsico 11 1 0]1
exponencial 13 0 010

La tabla 5.7 separa en cuatro clases al % de éxito de las tablas 5.5 y 5.8, (las clases tienen
el mismo significado que en la tabla 5.3). En esta tabla se puede apreciar que el método mis
efectivo resulto ser el exponencial.

Finalmente y de acuerdo con los resultados de las tablas 5.5 y 5.8, sin lugar a dudas, el
método exponencial es el mis eficiente, ya que, tiene los valores mds grandes en la columna
% de éxito y los valores mas pequeiios en las columnas de las evaluaciones de la funcién y del
gradiente.
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5.5 Comparacion de los métodos de las funciones de
relleno y de tunelizacién: cldsico y exponencial
Una parte adicional de este trabajo fue la comparacién de los métodos cldsico y exponencial

con el método de las funciones de relleno del investigador Ge Renpu (ver la seccién 3.1.2).

Para esta comparacién se tomaron los resultados y los puntos iniciales que reporta en el
articulo [Ren90}.

Tabla 5.8 Comparacién de los métodos de las funciones de relleno y de tunelizacién

experimento { n | cldsico® | exponencial® relleno®
4 2 234 748, A' = 0.249 990
8 2 53 51, A* = 0.245 375
g 5 1,171 | 769, A* = 0.245 1,075
10] 1,692 | 985, A" =0.245 1,253

¢ Los puntos iniciales se tomaron del articulo [Ren90].

‘1 Se reporta el promedio de la suma del nimero de evaluaciones
de f(z) con el niimero de evaluaciones de V f(z) para alcanzar
un PMG.

En la tabla 5.8 los experimentos cambiaron un poco, los puntos iniciales que se usaron
son los reportados por Renpu y del experimento 9 se obtuvieron dos resultados cambiando la
dimensién por 5 y 10 respectivamente. El éxito en la resolucién de los problemas consiste en
alcanzar un MG (no tados los PMG como en las secciones anteriores).

Las columnas de la tabla 5.8 reportan para cada experimento: la dimensién (n), la suma
de los promedios del némero de evaluaciones de la funcién y de su gradiente (feval.f(z) +
feval. V f(z)) para alcanzar un MG.

De los valores de la tabla se nota que el método exponencial fue el que realizé el menor
ntimero de evaluaciones de la funcién y del gradiente.

Lo interesante de esta comparacidén es que ¢l métlodo de las funciones de relleno no resulta
mejor {al menos para estos experimentos) que los métodos de tunelizacién cldsico y exponen-
cial,

Esto contrasta con los resultados reportados en el articulo de Renpu en donde la compa-
racién era muy favorable al método de las funciones de relleno respecto del método tunelizacién
original.
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57.67 El potencial de Lennard-Jones 12—6 y los métodos
de tunelizacidén: cldsico y exponencial

Los 13 primeros experimentos son relativamente sencillos, comparados con los experimentos
que usan la funcién del potencial de Lennard-Jones (del que no se conoce la solucién).

3 - 3
-2 2
1 5 6

S0t 0

Figura 5.4 Cohﬁgurnc:féﬂ “uno’ ‘:de"7hd_él" “Figura 5.5 .:F.Cdﬁﬁguxr'm::iéhr'ads de 7 de

particulas - particulas

Los experimentos con la funcién del potencial de Lennord-Jones 12-6 (ecuacién 5.5) son
de dos tipos: para particulas esféricas idénticas y para particulas esféricas diferentes. Los
experimentos de 7 particulas se corrieron para las dos configuraciones que se muestran en la
figuras 5.4 y 5.5.

Tabla 5.9 Potencial minimo de Lennard-Jones 12-6 de 7 particulas esféricas idénticas alcan-
zado a partir de un configuracién casi éptima
V' =-12.529230 V*=-12.534867
|VV||2=1.2884740 IVV]|*=2.7486210 10~°
E) @)

0.000000 0.0000000 | 0.00000057 0.00000000
0.561231 0.9720800 | 0.55923060 0.96861484
-0.561230 0.9720800 | -0.559229486 0.96861484
-1.122460 0.0000000 | -1.11845950 0.00000000
-0.561230 -0.9720800 | -0.55922946 -0.96861484
0.561231 -0.9720800 | 0.55923060 -0.906861484
1.122462 0.0000000 | 1.11846060 0.00000000

..Para esta seccién se trato de resolver con los tres métodos el problema de Lennard-Jones,
pero los resultados de experimentos preliminares mostraron que el método original no lo
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“experimento 5.14

“cldsico . exponencial
ey feval. j'(:c)—66 781 | feval. f(z)=26,001
punto inicial min.loc.=7 min.loc.=5
Y-”-B 6779 | -V *=-12.534867 V' =-12.534867
(z,9): (=", y") {z*y")

0.0, 0.0 1-0.7827 2.1058 | 0.3380  1.6327
2.0 .00 |-0.7054 0.1701 | 2.0081 0.6511
1.0.0.71.0 -|-1.9003 2.0612 | 0.8897  0.6597
3.0 - 1.0 “|-1.3028 1.1156 | 2.5748  1.8153
0.0 20 {-2.4204 10710 | 0.9047  2.5969
2.0 20 {-1.8230 0.1255 | 1.4564  1.6240
}-1.0--. 3.0 |-0.1853  1.1602 | 2.0231  2.5882
s feval. f(z)=124,464 | feval.f(z)=33,939

"I"punto inicial min.loc.=11 min.loc.=3
V'=-4.9841 V*=-11.501291 V*=-12.534867
{z,9) (z*,¥°) (z*,y°)

-3.0-... 0.0 -0.4681  0.2862 |-0.9113 0.2577
20~ 1.0 0.8459 2.2187 1-0.2572 1.1650
-1.0 0.0 0.0069 1.2491 |-0.4526 -0.7623
0.0 1.0 0.0906  -0.6830 | 0.2015  0.1449
1.0 0.0 1.2155 0.1251 0.6602  -0.8752
2.0 1.0 -1.0175 1.2637 0.85566  0.1052
3.0 0.0 0.6548  -0.2823 1.3142  0.0321

Para el experimento 5.14 se muestra en la tabla 5.9 la pequefia diferencia que se tiene
entre el potencial de la solucién encontrada por la conjetura 1.1 y la solucién encontrada a
partir de este punto usando la rutina de minimizacién CONMIN.

Aqui se puede apreciar como la precision en las coordenadas es muy significativa respecto
al valor del potencial de la solucién de este problema.

Enla tabla 5.10 se dan los resultados del experiinento 5.14. El objetivo de este experimento
es alcanzar el potencial éptimo partiendo de las configuraciones iniciales 1 y 2.

En los resultados de la tabla 5.10 se aprecia que el método exponencial alcanzo el potencial
éptimo en ambos casos y con un nimero menor de evaluaciones de la funcidén.

Es notable el aumento, que se nota en la tabla, en el nimero de evaluaciones de la funcién
por comenzar en un punto alejado del potencial éptimo, ya que, aparentemente entre mas
alejado se empiece del potencial ptimo mis evaluaciones de la funcién se realizan.

Para el experimento 5.15 de 7 particulas distintas se dan los resultados en la tabla 5.11.



vuumo de Lennard-Jones 12-6 de 7 partfculas esfenca.s dxferentes )
ir d as conﬁguracnones 1y2 :
e ~-experimento 5.15

cldsico exponencial
iy | Beval. f(z)=242,647 | feval.f(z)}=101,640
.’} 'punto inicial min.loc.=12 min.loc.=9
V=-8.6779 V*=-12.5388 V*=-12.4856
(ziv) (z*,¥%) (z*,y7)

0.0 0.0 0.8090  -1.5463 | 2.1167 1.8445
2.0.: 00 1.8307 -0.9999 1.2103 1.2808
1.0, 1.0 0.8101 -0.3557 0.9637 2.14068
3.0 1.0 -0.2613 0.2672 0.3957 0.0876
-0.0. 2.0 1.9268 0.2183 1.2994 0.9561
“122.0 2.0 -0.2852  -1.0022 2.5542 0.6836
1.0 3.0 | 0.8386 0.9320 1.6437 -0.2972
fleval. f(z)=20,327 | feval.f(z)=158,488

: "';:)n'nt'o inicial min.loc.=7 min.loc.=11
“V-=-4.9841- V*=-12.3871 V*=-12.5407
. (=z,9) (z*,v") (z*,y°)

-3.0- :0.0 0.2661 1.8953 | -1.0304 -0.1718
-2.0 1.0 2.2098 1.0332 {-2.0166 -2.3568
-1.0 0.0 1.4542 1.9896 | -1.5276  -1.25635
0.0 1.0 | -0.2607 0.7063 | -0.8138 -2.2665
1.0 0.0 1.8088  -0.1527 |-2.7747  -1.3983
2.0 1.0 0.9949 0.8316 [-0.2627 -1.1225
3.0 0.0 0.4926  -0.3755 |-2.2668 -0.1995

En los resultados de la tabla 5.11 se puede observar que los dos métodos alcanzaron los
valores del orden de -12.54. Siendo el método exponencial el que obtuvo el valor mds pequeno
del potencial, pero, por tan sélo una diferencia de 0.002.

En la misma tabla se aprecia que los valores del nimero de evaluaciones de f(z) de los
métodos cldsico y exponencial son muy diferentes, el método cldsico realizé casi el doble de
evaluaciones que el método exponencial.

Para el experimento 5.16 de 72 particulas distintas no se conoce la solucién. La corrida
que se realizé para este experimento fue para una sola configuracién.

La tabla 5.12 muestra en sus columnas el nimero de evaluaciones de la funcién, el ndmero
de 4ptimos locales y el potencial que se alcanzd hasta que la fase de tunclizacién no obtuvo
solucién.

En la tabla 5.12 se aprecia que el método exponencial obtuvo la mejor solucién y con sélo
la cuarta parte del nimero de evaluaciones de la funcién que realizé el método cldsico.
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Tabla 5.12 Potencial minimo de Lennard-Jones 12-6 de 72 particulas esféricas. diferentes

alcanzado a partir de una configuracién inicial

experimento 5.16

punto inicial, V' =-100.7439

cldsico

exponencial

(:z:;,y_,-),z.-:i, I'=0,..‘,11
y;i =27, 7=0,...,5, si z; es par
y;=2j+1, 5=0,...,5, si z; es impar

fleval. f(z)=322,611
min.loc.=41
V*=-194.2690628

fleval. f(z)=58,996
min.loc.=20
V*=-200.713784
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Conclusiones

Una vez terminado el trabajo de escritura’ y de experimentacién de esta tesis han surgido
nuevas inquietudes, como por ejemplo, la posibilidad de continuar investigando el problema
de las particulas, para luego pasar a problemas mds realistas de moléculas, etcétera.

Este documento es la culminacién de la investigacién que nos propusimos, la Dra. Gémez
y un servidor, para desarrollar como tesis.

Del trabajo desarrollado concluimos en los tres puntos siguientes:

1. Funcionamiento de los programas de tunelizacién.
2. ¢ Qué es un método o algoritmo numérico ?
3. Métodos de tunelizacién o metodologia de tunelizacién.

1. Se menciono que el método exponencial, representado por el programa EXPONEN,
resultd ser el mas eficiente. En teoria los tres métodos son semejantes y una comparacién
tedrica para deducir cual funcionard mejor en la resolucién del problema 1.1 esta fuera de los
limites de este trabajo. Por tanto, nuestras conclusiones estdn respaldadas por los resultados
de los experimentos numéricos y los resultados de los experimentos los aceptamos con base a
que los tres programas claborados tienen la misma calidad (el programa del método original
es una versién revisada y corregida del programa de Antonio Montalvo y Alejandro V. Levy,
ver la tesis doctoral {Mon79]).

En el disefio de la evaluacién de los métodos {ver la seccién 5.1) se busco resaltar que se
resuelva el problema con un alto % de éxito y con un pequenio nimero de evaluaciones de la
funcién y del gradiente (ver las tablas del capitulo 5), cuya finalidad cra ampliar la justificacién
acerca de la eficiencia (en el sentido de evaluaciones de la funcién conjuntamente con el % de
éxito).

De los resultados experimentales se ve que el funcionamiento de los programas de los tres
métodos no fuc el mismo. En todos los experimentos numéricos el método exponencial obtuvo
las soluciones de los problemas y, sin lugar a dudas, su funcionamiento fue el mds satisfactorio.

La versién cldsica resulto mejor que la versién original. La diferencia se noto en el %
éxito y en que hubo una disminucién efectiva del niimero de evaluaciones de la funcién y del
gradiente (ver la seccién 5.4).

A nivel experimental la conjetura 3.1, de que 3 A* tal que el método exponencial es mds
eficiente que los métodos original y cldsico, se comprobé.

100
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De paso y también en forma pragmatxca se comprobo que el metodo clasxco es mds eﬁcxente
que el método original.

El método exponencial resultd ser el mis eﬁcxente de los-tres en el sentxdo de la conJetura
y de las medidas de eficiencia y % de éxito.

Ademds, la comparacién que se hizo con el método de las funciones de relleno del mvestlga—
dor Renpu (ver la seccién 5.5) resultd ser favorable para los métodos cldsico y exponencial, pero
aqui, sélo se consideraron unos cuantos experimentos, pocos puntos iniciales y se desconoce
la calidad del programa que represento al método de la funcién de relleno.

Resulta satisfactorio haber llegado a resultados tan buenos para el método exponencial,
sin embargo, debemos de notar que, de antemano, no se tiene el valor de A' que garantiza
que se realizardn el menor nimero de evaluaciones de la funcién objetivo con el mayor % de
éxito para un problema dado. El valor adecuado de este pardmetro depende de la funcién
del problema y una mala seleccidn afecta la eficiencia del método exponencial, tal como se
observa en algunos de los casos de las tablas 5.1 y 5.2.

2. Ya se menciono cn la seccidn 4.1 que el uso de la palabra algoritmo para describir la
forma de resolver un problema numéricamente no coincide con el concepto formal de algoritmo
(mdquina de Turing, autémata o conjuntos regulares). Realizar un cédigo de un algoritmo
numérico no es una tarea sencilla, requiere de una buena formacién matemdtica y tener una
buena experiencia en la programacién de métodos similares. No estd demds que también
conozca las bibliotecas de rutinas de métodos numéricos: MINPACK, LINPACK, MODULEF,
etcétera.

Actualmente, como no hay herramientas computacionales para la especificacién formal de
los algoritmos numéricos, la eficiencia de un cédigo {funcionamiento adecuado para algunos
problemas) depende enteramente de la habilidad del programador.

Falta mucho por hacer para introducir mayor formalismo computacional en los llama-
dos métodos o algoritmos numéricos. Dentro del drea de métodos numéricos el concepto de
algoritmo o método numérico que se maneja actualmente es del estilo de la siguiente definicidn.

Un algoritmo numérico es un conjunto de pasos bien definidos para resolver un
problema numérico en un tiempo finito.

La definicién anterior es tan formal como una receta de cocina.

En el capitulo 4 se dio un panorama de los lenguajes de programacién y de los ambientes
para la experimentacién numérica y se explicé porque se seleccioné ¢l lenguaje FORTRAN.
También se expuso una formalizacién funcional de los sistemas aritméticos bajo un punto de
vista funcional y con base a esta conceptualizacién se expusieron algoritmos numeéricos formales
que inclusive al codificarlos funcionaron tal como se especificaron. El resultado prictico fue
la rutina EPSMAQ que permite transportar los programas de tuneclizacién sin necesidad de
readaptarlos manualmente a la estructura del sistema aritmético del equipo de cémputo.

3. El cambio que sc introduce al sugerir nuevos factores para generar nuevas funciones de
tunelizacién trajo consigo una ampliacién del concepto de tunelizacién. En particular, este
trabajo se distingue de los anteriores por el sentido con que maneja el término: metodologia
de tunelizacién. El sentido (ver seccién 3.5) se refiere a la introduccidn de otras funciones para
construir polos y no es el mismo que se manejaba en el método clisico, que era respecto a su
aplicacién a problemas particulares de optimizacién, como por ejemplo, el llamado método de
tunelizacién para el problema de minimos cuadrados.
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El nuevo enfoque se refiere a otras funciones para construir polos. Esta idea posibilita
nuevas lineas de investigacién para continuar este trabajo, una de las mas inmediatas es
probar el factor exponencial en las mismas aplicaciones del método de tunelizacidén cldsico:
problemas de minimos cuadrados y problemas de optimizacién global con restricciones.

La linea de investigacién que se abre con la metodologia de tunelizacién es extensa, una
parte es la creacién de nuevas funciones de tunclizacién, otra es la seleccién de la funcién de
tunelizacién adecuada para un problema particular, otra es el andlisis de convergencia, otra
los efectos de los polos méviles, etcétera.

Tal labor va més alld de los fines de este trabajo y aqui sdlo se plantearon los primeros
cimientos de la metodologia.

El teorema 3.9 muestra que el factor

1
({z =z)TB(z— zmin))"’

donde z* es un punto minimo de f, B es una matriz n X n definida posmva y )\ &5 un nimero
positivo, sirve para construir la funcién de tunelizacién

1(=) - J(z')
{{z — z*)TB(z - zmin)}*’

Tp(z,z*,\) =

Tal funcién puede ser muy adecuada para resolver problemas en donde se utilice en forma
natural el Hessiano o una aproximacién de esta matriz, por ejemplo, en la resolucién de
problemas de minimizacién global sin restricciones por el método BFGS.

Por otro lado, no es dificil ver que esta nueva funcién de tunelizacién genera polos cuyas
curvas de nivel no son de forma circular y que por tanto puede rellenar! mejor el valle del
minimo. Las curvas de nivel de los factores ﬁz—f—t’-«\T y e\p(‘—lz—*z——;) son circulares.

Con una conjetura acerca de cuando usar la )’uncxon de tuneqtzacxon Tp terminamos este
trabajo.

Conjetura 6.1 (Ty) St la matriz B es una aprozimacidn al Hesstano en el punto minimo
z* resulta mds aproptado usarla en lugar de la funeion T, en el método de tunelizacidn cldsico
para problermnas con funciones cuyos valles alrededor de los puntos minimos no tengan curvas
de nivel circulares. "

El sentido de “mdas apropiado” es en el de realizar menos evaluaciones de la funcién objetivo
durante la fase de tunelizacién con el mismo % de éxito que cuando se usa la funcién de
tunelizacién cldsica.

YEl termino rellenar es en el sentido de que un polo destruya el valle'de un punto mfnimo de manera uniforme. 7
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Apéndice A

Ambientes computacionales para la
investigacion

En este anexo se describen las funciones que deben ofrecer los ambientes computacionales para
la investigacién. La forma de trabajar de los investigadores tiende a evolucionar debido a los
avances tecnolégicos de los equipos de cédmputos y del software.

La labor del investigador empieza con un planteamiento y termina en los reportes o
articulos que escriba. El planteamiento se escribe, se disefian los experimentos, luego se
realizan los experimentos y se juntan todos los resultados en una primera versién de la publi-
cacién. Cada etapa del trabajo requicre distintos recursos, que desgraciadamente, no siempre
estdn a la mano o no son los més adecuados. Los recursos inadecuados o su ausencia ocasionan
una enorme dependencia de otras personas y la publicacién se demora. Las demoras se deben,
entre otras, a las transcripciones, a las revisiones del trabajo, al tiempo que se tarda en anali-
zar los resultados de los cdmputos de los experimentos, a la tarea de integrar manualmente
resultados y documentos, etcétera.

Para auxiliar al investigador, cada vez aumentan mds el nimero de equipos de cémputo y de
programas que ofrecen las herramientas necesarias para que realice todas las etapas, incluyendo
la labor de edicién, en una forma mds interactiva e integral. Por ejemplo, las estaciones de
trabajo SunSparc 1 tienen: programas de procesamiento de texto de alta calidad:TpX y INTEX;
compiladores para los ienguajes FORTRAN, PASCAL, C, etcétera; mancjadores de bases de
datos: SunINGRES, SunUNITF'Y; programas de cdlculo simbdlico: Mathematica; programas de
sistema operativo y manejadores de ventanas: UNIX, X11, SunView; programas de graficacién:
SunGKS, SunPHIGS; programas de comunicacién: SunLink; ctcétera.

En el IIMAS no existe un dnico ambiente para elaborar reportes, articulos, libros, etcétera.,
En general, los distintos departamentos del instituto utilizan recursos muy diversos para desa-
rrollar y generar las publicaciones: VAX, Macintosh, PC compatibles, impresoras laser, Word
Start, ChiWriter, Ventura, Perfect Writer, Epsilon, ficil TEX, IATEX, etcétera.

Hasta ahora, no se han planteado claramente los recursos que se deben tener en un ambiente
para facilitar el desarrollo de las investigaciones y de la escritura de Textos Cientificos y esto
acarrea distintas formas de trabajo, dificultades en la elaboracidén de los reportes, falta de
normas para la elaboracién de los documentos, una gran dispersién de recursos de cémputo.

La solucién estd lejos de ser ficil, sin embargo, se proponen dos ambientes, uno ideal basado
en las estaciones de trabajo y otro practico basado en los recursos disponibles en el Instituto
y en la UNAM.
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La problemdtica de la elaboracién de documentos ya ha 51do tratada.en el IIMAS y se han :
escrito, acerca del tema, varios trabajos ‘que tratan de a a |
textos cientificos y de la elaboracién de la documentac n-de lo programas :

e Manual de lenguaje y tipografia clenhﬂca
editorial trillas, México, 1984.

e Facil TEX, Max Dfaz, Comunicaciones tecmcas del IIM A S sene a.rnanlla Desarrollo,
No. 32, México, 1982.

e Disefio de un formateador general de programas, Juan Osorio y Alfredo Cortés, Comu-
nicaciones técnicas del .LM.A.S. serie amarilla: Desarrollo, No. 96, México, 1988.

Para el drea de computacién se tienen los lenguajes para tipografia automatizada, arreglo y
disefio, de documentos (por ejemplo, TEX) y existen sistemas mds claborados como el sisterna
WEB, el cual estd descrito en el articulo de D.E. Knuth Literate Programming. El sistema
WEB permite obtener de un solo documento el articulo {en TEX ) y el cédigo del programa
(en lenguaje Pascal) correspondientes.

Las bases de los ambientes de las actuales estaciones de trabajo surgieron hace varios
afios como una seric de programas de software que se denominaban Sisternas Integrales. Los
paquetes de este tipo ofrecian bdsicamente

¢ un moédulo para la escritura,
¢ un médulo para realizar cdlculos, generalmente del tipo de Hoja Electrénica y
¢ un mdédulo para comunicaciones.

Este tipo de paquetes de software evoluciono de tal forma que se unieron equipos de
cédmputo y software bajo el titulo de estacién de trabajo. Actualmente, las estaciones de
trabajo proporcionan un ambiente que facilita la investigacién y la elaboracién de los reportes
correspondientes.

La figura A.1 muestra e¢] modelo del ambiente ideal para escribir textos cientificos. Las
funciones que se pueden realizar son

¢ administracién centralizada de archivos,

e generacién de grificas,

e operacién sencilla del sistema,

e intercomunicacién entre aplicaciones,

e edicién para generar documentos de alta calidad,

e generacién de cédigos 100 % compatibles en distintos lenguajes de programacion,

generacién de experimentos y de prototipos de pequefia y de gran escala,

generacién de estadisticas.
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Figura A.1  Ambiente ideal para la investigacién y la elaboracién de reportes

Las estaciones de trabajo son el futuro, por ejemplo, las de tipo Sun ofrecen un ambiente
basado en el sistema operativo UNIX, el manejo de las aplicaciones se realiza usando X11 o
SunWindow (ambos tienen una fuerte orientacién a ventanas de trabajo). Es muy probable
que la supercomputadora que va adquirir la UNAM tenga un ambiente UNIX por lo que en
el futuro se tendrd un ambiente de trabajo muy cercano al modelo ideal en toda la UNAM?.

Con todas las funciones anteriores las investigaciones que se realizan, por ejemplo, en el
desarrollo de métodos numéricos se harian de la siguiente manera

1. se escribe un borrador de la investigacidn,
2, se generan los programas correspondientes,
3. se disenan y se escriben los e‘:perimentos numéricos,

4. se empicza a experimentar para aﬁnar los programas en el equlpo de cémputo local, y
cuando se tienen listos los cddigos,

) 5. se e*cpemnenta en el equipo de computo grande, :

6. se elaboran las tablas o las graﬁcas usando fos resultados‘dlrectamente, se junta todo y

7. se termina de escribir el articulo.

Con los recursos adecuados todos los puntos antenores se desarrollan en el ambiente ideal
de la siguiente forma N

'Los aspectos técnicos de redes de comunicacién se omiten por estar fuera del alcance de este apartado. Cabe
mencionar que, la red de comunicaciones de la UNAM es'un proyecto vital para la universidad, afortunadamente,
se cuentan con algunos avances al respecto.
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¢ la escritura se realiza du'ectamente en los equlpos de computo local: rmcrocomputadora.' .

portétil (LapTop) o estacién de traba_lo (se ahorra la transcnpmon ¥ se reauza[ n la. I

oportunidad que se quiera, ya sea en la oficina o en'la casa),

¢ ¢l paso del equipo de cdmputo local al equipo de cémputo grande es transparente (
hay dos sistemas operativos distintos, sino uno solo),

los resultados de los experimentos son incorporados al artxculo en( e?ijabla’. [
de gréfica con las herramientas adecuadas (mdependlentemente de los distintos tipos
de archivo, se tienen las facilidades para intercambiar datos y calcula.r estadxstxcas) v
finalmente :

o el articulo es terminado en los equipos de cémputo locales por el autor (la mayor parte
de la escritura se puede realizar sin apoyo secretarial).

La realizacién de esta tesis no fue como en el ambiente ideal o en los ambientes de las
estaciones de trabajo. Se trabajé, en lo que nombramos el ambiente prictico, con una gran
variedad de productos que no estaban integrados y que no eran disponibles en un sélo equipo.
Esto ocasiond que se tuvieron algunos conflictos en la intercomunicacién, en el manejo de
archivos, en los distintos sistemas operativos, etcétera. A pesar de estos conflictos, las fun-
ciones que se dieron para el modelo del ambiente ideal se realizaron con el equipo y software
siguiente:

e Para la administracidén y manipulacién de archivos:

el emulador de la terminal IBM 3270 instalado para manejar los comandos
SEND y RECEIVE en lote, el programa FastWire, el editor de Norton, el sis-
tema operativo DOS, el sistema operativo VM de la IBM 4381 y los programas
Xedit, Filel, los programas de compactacién y descompactacidn de archivos
Pkarc y Pkxarc.

¢ Para la generacién y manipulacién de grificas:

una microcomputadora del tipo PC con video de alta resolucién VGA,
un mouse, un scanner, el programa MatLab, el programa LOTUS 123, el
programa Paint Brush, el programa Picinf.

~+ Para la operacién de equipo IBM 4381: el sistema operativo VM y para la operacién de
las microcomputadoras PC Compatibles: el sistema operativo DOS.

e Para la intercomunicacién entre aplicaciones:

el emulador de la terminal IBM 3270 instalado para manejar los comandos
SEND y RECEIVE en lote, el programa FastWire y programas en FORTRAN.

¢ Para generar documentos de alta calidad tipogrifica: TrX bajo IATRX.
¢ Para la generacién de los cédigos de los métodos:

el compilador de FORTRAN WatFort-77, el compilador de FORTRAN
RMFort v el compilador de FORTRAN de VS2 para IBM 4381,
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e Para elabdrir estadisticas: é'ly programa LOTUS 123 y programas en FORTRAN.
o Para el disefio de experimentos y de prototipos de los métodos: MatLab.

Los recursos anteriores son diversos, algunos son poco conocidos, pero en conjunto dieron
un buen soporte para el desarrollo y la escritura de esta tesis. Muchos de los recursos men-
cionados fueron prestados por el departamento de Computacién, por la Secretaria Técnica del
IIMAS y la DGESCA.

La forma en que se integraron los resultados de las corridas de los experimentos numéricos
con el documento final fue de la siguiente forma:

1. Seenviaron de la microcomputadora PC al computador 4381 los fuentes de los programas
de los métodos y los datos usando el comando SEND.

N

Se escribié un archivo de comandos de VM en la 4381. Este archivo contenia los coman-
dos para realizar los experimentos numéricos.

3. Se escribié un archivo de comandos de DOS en la PC. Este archivo contenia los comandos
RECEIVE necesarios para traer los resultados a la microcomputadora PC.

4. Por medio de un programa escrito en FORTRAN o usando LOTUS se calcularon las
estadisticas y se generaron las tablas y las grdficas. En la generacién de las tablas se
anexaban las instrucciones necesarias de IATRX para poder agregarlas al documenteo final.

5. Las grificas se generaban en LOTUS o en MatLab y se copiaban directamente del video
usando el programa FRIEZE de Paint Brush o se dibujaban en Paint Brush o, bien, se
digitalizaban por medio del scanner usando, también, Paint Brush.

Es poco recomendable seguir tratando de juntar piezas de equipo de cémputo y de software
para construir el ambiente prictico de trabajo. La posibilidad de construir un ambiente que
funcione lo demuestra este trabajo, pero hay demasiados aspectos que se opondrian (costos,
capacitacién, politicas, pertenencia de los equipos, etcétera) como para pensar en establecerlo
como una forma de trabajo institucional.

Por todo lo anterior se debe tener claro que las formas de trabajo evolucionan y que es
necesario hacer un esfuerzo para mantenerse actualizado en los nuevos recursos de la tecnologia
computacional.

Mientras esto ocurre, en este apéndice se dan los recursos necesarios para trabajar en una
imitacién del ambiente ideal®...

2 Al terminar de escribir esta tesis, llegaron estaciones de trabajo Sparc 1 de Sun al IIMAS: una a la maestria
en Ciencias de la Computacién, otra al departamento de Ciencias de la Computacién, una mas al departamento
de Matematicas y Mecdnica y una al proyecto de Sistemas Distribuidos {Victor G. Sanchez y Hanna Oktaba).



	Portada
	Contenido 
	Prefacio
	Capítulo 1. Panorama de la Optimización Local y Global sin Restricciones
	Capítulo 2. Métodos de Tunelización: Original y Clásico 
	Capítulo 3. Método de Tunelización Exponencial 
	Capítulo 4. Diseño y Programación de los Métodos de Tunelización
	Capítulo 5. Experimentos Numéricos
	Capítulo 6. Conclusiones
	Bibliografía
	Apéndices



