
UNIVERSIDAD NACIONAL 
AUTONOMA DE MEXICO 

Facultad de Ciencias 

Introducción a la Geometrodinámica. 

TESIS 

Que para obtener el Título de: 

Físico 
Presenta: 

Alejandro Corichi Rodríguez Gil 

México, D.F. 1991. 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INTRODUCCION 

CAPITULO l 

1.1 Introducción 

1.2 Desarrollo Conceptual 

1.3 Desarrollo Formal 

1.3.1 Encejarniento de una Hipenupertlcie en una Variedad 

1.3.2 Derivadaa Covariantea Inducidaa 

1.3.3 Curvatura Extr!nscca 

1.3.4 Descompoeici6n del Eapacio-tlempo en 3+1 

1.3.5 Escalar de Curvatura 

1.3.6 Principio Variacional 

1.3. 7 Formulación Hamiltoniana 

1.4 Aplicaciones 

1.4.1 Gravedad Cdntica 

1.4.2 Geometrodinámica 

CAPITULO 2 

2.1 Introducción 

2.2 Supermétrica 

2.3 Variedad N 

2.3.1 Conecciones atlnea en N 

INDICE 

6 

11 

g 

12 

14 

16 

20 

23 

24 

30 

30 

31 

33 

33 

33 

38 

40 



2.3.2 Tensores de curvatura en N 

2.3.3 Geodésicas en N 

2.4 Variedad N 

2.4.1 Conecciones afines en N 

2.4.2 Tensor de Riemann en N 

2.4.3 Tensor de Ricci y Escolar de Curvatura 

2.4.4 Geodésic08 en N 

CAPITULO 3 

3.1 Introducción 

3.2 Dinámica de Part!culas y Geometrodinámica 

3.3 Superespacio y Geodésicas 

REFERENCIAS 

2 

40 

46 

52 

52 

55 

59 

60 

70 

70 

70 

79 

88 



INTRODUCCION 

Desde que Einstein publicara su Teoría de la Relatividad General (RG(, surgió la 
gran interrogante de tratar de entender cual era su significado. Una de aua ca.racter(sticaa 
más evidentes es el que generaliza a la teor!a de Newton en el sentido de que bita ae 
recupera como un lbite de la Relatividad General. Por otra parte, loe poetuladoe de loe 
que parte bita son totalmente diferentes a loo que suatentan el modelo Newtoniano. Se le 
d! un cara.cter totalmente diferente al espa.cio y rJ tiempo: no son conceptos aislados per 
ae 1 sino que dependen e interactu&n con la energía y materia que ae encuentre en ellos. 
En loo intentoe por entender a esta Teoría ha habido doe corrientes principales: una que 
trata de encontrar soluciones pMticulues a las Ecuaciones de Ei.n.stein y de esta. manera 
contruir modelos realistas para tratar de entender el sistema flsico; la otra ha. tratado de 
hacer un estudio geométrico de una variedad en general de espacio-tiempo investigando 
sobre sus propiedades de simctda. y su estructura tanto geométrica como topol6gica. Aqu( 
queremoa llamar la atcnci6n de que estas doe corrientes no han trabnjado directamente 
con las Ecuaciones de Einstein en toda su magnitud, han tratado de comprender conceptos 
y propiedades generales de las soluciones que tienen lu Ecuaciones de Einstein. Estos 
enfoques son similares al utilizado en el análisis de un sistema cuántico (por ejemplo el 
átomo de Hidrógeno) estudiando sua propiedades dinámicas como espectro de energ(a, 
momento angular, etc. sin considerar a la ccuac6n dinámica que define al si.iitema1 a saber, 
la ecuación de Schroedinger (ih¡j'¡\'11 >= H\'11 >). 

Existe una tercera corriente que surgiera a finales de los SO's que se ha avocado a 
estudiar directamente a las Ecu&eiones de Eimtein en sf1 por medio de una reformula.ci6n 
del objeto dinámico relevante, permitiendo ver a la Teoría de la Relatividad General como 
una teoría dinámica, con constricciones, en la que se puede definir un Ha.miltoniano. A 
ou vez, aqul ha habido dos grandes tendencias, una que ha estudiado la estructura de las 
ecuaciones ya como teoría dinámica de ecuaciones diferenciales y otra que basándose en esta 
nueva formulación postula la exi!ltencia de un Espacio de espa.cioe:, es decir un espacio donde 
cada punto es a au vez un espacio tridimensional. Este concepto ha recibido el nombre de 
Superespacio (por Wheeler), y en él las Ecuacionea de Einstein se traducen en estudiar la 
evoluci6n de loa trea..espacioe, un concepto más llamativo y comprensible, en principio. La 
Relatividad General recibe con esta formulación el nombre de Geometrodlnámlca. 

Esta manera de ver a las Ecua.dones de Einstein enriquece conceptualmente el con
tenido de la Teorfa de la Relatividad General y el estudio geométrico del Superespacio 
deberla contribuir al mejor entendimiento de ella. Sin embargo, como ya ha podido sospe
char el lector, las dificultades matemáticas y conceptuales de esta reformulación han sido 
enormes, haciendo que en la prActica ae hayan obtenido pocos éxitos, entre loe que cabe 
mencionar el de la aplicación a modeloo coomológicoa conocidoo como Minisuperespacioo. 
Pero el premio es grande: mejor comprensión de las Ecuaciones de Einstein e inclusive 
un ca.mino posible para cuantiza.r a la teoda gravitadonal, por lo que se ha mantenido el 
interés por parte de la comunidad de fisicoe en au estudio y aplicaciones que, por cierto, 
ae ha incrementado en loa últimos años. 

El presente trabajo trata de presentar una visión global de la última corriente mencio-



na.da anteriormente, le. Geometrodinámica, partiendo desde la formula.cíón Hamiltoniana 
de la Relatividad General hasta la. introducción de las geadésicaa de} superespacio como 
las soluciones a las e<:uadonea de Einstein. 

El trabajo consiste de tres capltuloe, eetando el primero de e1los dedicado A la coll! .. 
trucción de la formulación ADM de la Relatividad General, introdutiendose loo conceptos 
geométricos necesarios para tal fin. Se construye un Hamiltoniano constricción a.a{ como 
otras tres constricciones 1 que en au corJunto aparecen como responsables de la. dinámica. 
El capítulo dos toma como punto de partida Ja constricción Hamiltoniana y el tensor ge
neralizado que involucra ésta pa.ra. estudiar y explotar las propiedadCl!I geométricna de una 
variedad que tiene por métrica a tal tensor. Se cetudian lM geodésica..s de dicha varie
dad y e:e sugiere que todu toee..n irremediablemente la frontera de la vr..riedad haciendo 
que ésta no sen. geodésica.mente completa. Fina.lmente el capítulo tres aborda la teoría de 
Hamilton.Jn.cobí que permite un mayor entendimiento de la teorla. y es un puente entre l& 
posibJe formul&.d6n cuántica de la Geomctrodinámica.1 en su aproxima.ci6n scmiclá.sica a. 
la teoría. clMica. Postcriomcntc se define formalmente al superespa.cio y se muestra. que se 
puede definir una Supermétrico (en base al tensor del capitulo dos) en él, con la propiedad 
de que lM trayectorias de espacio-. tiempo son congruencias de geodésicM para ella. 

Eate trabajo .. una revisión de loo tcmaa \ratadoo y tiene como uno de los objetivoo 
presentar de manera tiara e integral las ideaa y deoarrolloo algebraicoe expllcitoo. Se ha 
trat!ldo dentro de lo pooible de introducir la.a ideas hMicas y hacer las construeciones 
ma.tematicas sin presuponenie muchos conceptoe asimilados de a.ntema.no, por lo que se 
.. pera que la lectura del presente trabajo sea de utilidad para el lector. 

México D.F., Septiembre 1001 Alt\landro Corichi Rodríguez Gil 



CAPITULO 1 

1.1 Introducción 

La formulación de la Tcorla de la Relatividad General dada por Einstein tiene como 
uno de sus conccptoe centrales el Principio de Equivalencia: "las leyes de la Física son 
independientes del estado de movimiento del observador". Este principio implica que 
dichas leyes deben ser descritas de manera covariante, es decir, independiente del sistema 
de coordenad88. 

La íormulaci6n covariantc es natura.) y pennite expresa.r a la interacci6n de la materia 
con la geometría de manera simple y elegante: 

{1.1.1) 

donde a1w es el tensor de Einstein y TJW el tensor de energ{a momento. 
Una característica de la covarin.ncia de las Ecuaciones de Einstein, es el que algunas 

de estM ecuaciones representan conatricciones en las variables dinámicas. Dichas constric· 
ciones están estrechamente relacionadas con las identidad~ de Bianchi 

(1.1.2) 

que además expresan que estas constricciones ae preservan cuando las ecua.cianea dinámicas 
11e satisfacen. 

A pesar del alto grado estético que dá la formulación covariantc a las ecuaciones de 
Einstein en la práctica, el aislar a las ecuaciones con contenido diné..m.ico de las que son 
constricciones, se ve obscurecido precl'11amente por esta forma covariante de expresarlas. 

Una manera de desentrañar a la dinámica de la Relatividad General es tratar de ver 
a ésta como un problema de Cauchy, es decir analizar a la dinámica como la evolución 
de una hipenmperflce tridimensional donde estén definidos los campos. Esta mAnera de 
reformular a la Relatividad General fué d.,.arrollada por R. Amowitt, S. Dcser y C. W, 
Misner y tom6 su forma completa a principioe de los añoe 60 fl) y se conoce como la 
formulacion ADM de la Relatividad General. 

Este fonnaliamo ha tenido un deaarrolo continuo a lo largo de sus CB.BÍ 30 años de cxis· 
tencia1 11in embargo el interés por parte de Ja comunidad de fisicos téoricos en la realización 
de investigaciones sobre aplicaciones del formalismo ADM ha sufrido altibajos. Desde me
diados de loa BO's, ha habido nuevamente un creciente interés tanto en el formalismo mh1mo 1 

como en sus aplicaciones en diferentes úeas. Por mencionar algunos ejemplos: ha servido 
como bBBe para el desarrollo de las variables de Ashtckar l2J; se ha utilizado en problemBB 
relacionados con la cuantizaci6n de la gravedad por medio de integrales de trayectoria [3J¡ 
ha servido como medio para determinar por métodos numéricos soluciones a las Ecuaciones 
de Einstein l4J; ha sido la base para el desarrollo de la teorla del Espacio de espacios ISJ. 

En este capitulo se tratará de dar una introduci6n, lo más accesible posible al for~ 
malismo de ADM, as[ como a I• formulación Hamiltoniana. El presente capitulo tiene la 



siguiente estructura: en )a sección 2 se exponen las ideas y conceptos necesarios para la 
construcción del formalismo ADM 1 con un mínimo de ecuaciones, con el objeto de arre. 
cer un panorMnA global del método. En la sección 3 se presenta el desarrollo rormal, 
deduciendo las ecuaciones de manera explícita, y finalmente en la sección 4 se presentan 
algunos ejemplos de aplicación del fürmaliamo y se mencionan algunas árcaa que se ha.n 
desarrollado utilizando al formalismo ADM. 

1.2 Desarrollo Conceptual 

En esta sección se explican a grn.ndes rasgos los pasoe a seguir para la construcción 
del formalismo ADM, con el propósito de tener a este nivel, siu haber entrado en detalles, 
una idea relativamente clara de cual será el procediuüento a seguir. 

Como mencionamos en Ja introducción, las variables ADM muestran explícitamente 
el contenido dinámico de las Ecuaciones de Einstein y pemúten coIU1truir un Hamiltoniano 
en el que todos los términos tienen una interpretación relativamente clara, a más de que 
una vez que ac puede definir un Ha.miltoniano, CB posible, en principio, proceder a la 
cuantización de la teoría una vez que se han aislado los gradoo de libertad verdaderos. La 
obtención de las Ecuaciones de Einstein a través de la formulación ADM tiene su forma 
más clara, desde nucato punto de vista, haciendo uso del principio varie.cional. 

El principio va.riacional, como uno de los poaiblcs ca.minoe para llegar a las Ecuaciones 
de campo de Einstein, consiste en encontrar loe extrema.les de un füncional de acción, en 
eate caso, de la acción gravitadonal. La funcional de acción debe ser expresada como la 
integral sobre el capacio--tiempo (con el elemento invariante de volumen) de una runci6n 
escalar. Paralelamente a los trabtjoe en los que Einstein diera a conocer su íonnulación, 
Hilbert poetuló el principio variacional para la teoría gravitacional expresando a la accion 
de la forma: 

s =1 d:r'AR, (1.2.1) 

donde la densidad Lagrangiana está dada por f. = AR, g es el determinatc del tensor 
métrico y R es el escalar de curvatura. 

La integral en (1.2.1) es sobre la totalidad de la (-variedad (espacio-tiempo). La acción 
es una funcional del tensor métrico S = S fgµ.f, por lo que el tensor métrico a<eptable debe 
ser aquel para el cual la acción sea. un extrema!. En otra.a palabras, se debe variar a la acción 
rcapccto a las componentes del tensor g"'.., para obtener las ecuaciones de movimiento. Al 
erectuar tal variación (teniendo cuidado con loe términoa de frontera) e igualarla a cero, 
se llega a las Ecuaciones de Einstein en el vacío: 

(1.2.2) 

La construcción c/cúica de la teoría hamiltoniana a partir de este punto, implicaría 
la construcción de 108 momenta canónicamente conjugados a las variables dinámicas, i.e. 
a las 10 componentes del tensor métrico, tomando la derivada parcial de la densidad 
Lagrangiana respecto de las veloeidade.. Pero¿ como dcfinimoo a tales velocidades ? Para 
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h&eer eso, nos damos cuenta que ea necesario privilegiar a alguna de laa coordenadas como 
el tiempo para poder definir velocidadea. Eato rompe la cova.riancia1 pero ademú eatá 
cortando el espacio-tiempo en rebanadas de %0 = c. La complicación algebraica a la que 
lleva tal procedimiento e8 enorme. Podemoe darnoe una idea de dicha complejidad, con el 
hecho de que P.A.M. Diriu: dedicara mil.o de una década en tal intento sin llegar a re8ultadoe 
satisfactorioe. 

Es relativamente claro que se necesita at:parar en el sentido de hacer diferente, a alguna 
de las coordenadas, o bien a una dirt:ctión en el espacio-tiempo, para la corustrucción de 
un Hamiltoniano. La manera que se diseñó para hacer esto fué el coll8idcrar rebanada.a de 
el espado-tiempo, de manera que cada rebanada sea una hipersuperficie de 3 dimensiones 
con una métrica positiva definida en ella. Si consideramOG al espacio-tiempo como formado 
por la colección de rebanadas, donde a cada una de estas se le etiqueta por un número 
t (no es necesariamente el tiempo, es una etiqueta), donde pedimos que ninguna de laa 
rebanadM se intersecte, podemoe entonces penear en la cvoluci6n como el cambio de estas 
hipersuperficies en el parámetro t y cubrir de ésta manera al espado-tiempo completa· 
mente. Dotando a cada hipcrsuperficie de una métrica tridimensional '1ij determinada por 
la forma como cortomoa al espacio-tiempo, es poeible considerar a la. métrica "Yi;(t) de la 
hipersuperflcie que evoluciona con t, como la variable din&mica. 

Además de las seis componentes de 1i; que forman dicha variable dinámica, se deben 
definir otrM 4 variables para tener un total de diez, que es el número de componentes de 
la antigua. variable g.,~. Estas cuatro variables ee definen de manera natural al considera.r 
la foliación de hipersuperficies en el espacio-tiempo. Estas nuevas variables que ee denotan 
por N, función Lapso, de intervalo, que se relaciona con la aepa.ro.ción entre cada hiper
auperflcie y Ni, funciones Shlft, de desplazamiento, que se relacionan con el movimiento 
de un punto al pasar a la siguiente hipersuperficie. Estas cuatro funciones describen como 
p<gar las bipersuperficies para formar In foliación. 

Poeteriormente se procede a reescribir al elemento de linea en términos de las nuevas 
variables cú2 = ci.5 2 h¡;, N, NiJ, relacionado as! a la.s nuevas variables con las antiguas. 

El siguiente paso consiste en reescribir la acci6n gravita.cional en términos de las nue-
vaa variables, es decir, necesitamos expresar al escalar de curvatura del espacio-tiempo, 4 R, 
y al invariante de volumen, .¡=gd4z 1 como función de objetos geométricos en la hipersu
pcrflcie y de las nuevas variables N, Ni. Pa.ra esto es necesario estudiar el encaja.miento 
(embedding) de la.s hipersuperfl.cies, es decir, la manera en que la. hipersuperficie hereda 
la estructura geométrica, tanto del espacio-tiempo como del cncajamicnto particular re
alizado, i.e. cómo se efectu6 el corte. Asf mismo, es necesario estudiar la forma en que 
los tensores del e.apa.cio-tiempo se proyectan sobre la hipersuperficie y sobre la dirección 
ortogonal a ella. 

En este paso, jugará un papel importante la curvatura extrlnseca K¡; a la hiper· 
superficie: K¡; = K¡¡IN, N¡i;, i'i;), con "·", la derivada con respecto al parámetro "t", y la 
"barra" la derivada covn.riante en la hiperauperficie. Con la ayuda de este objeto se logra 
escribir n.l tensor de curvatura de Riemann, y por lo tanto al escalar de curvatura R, como 
funciones de '1ij , '11¡ , N y N¡li. Queremoe enfatizar el hecho de que la nueva densidad 
Lagrangiana no dependerá de las derivadas reapecto a t de las funciones Lapse y Shift. Se 
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llega finalmente a expresar a la acción de la forma: 

Sj7;;,N,N'J= J dt/ d3 x,j1N(K;;K;;-K'+R) (1.2.3) 

donde ,,f=g = N ,¡;:¡es el nuevo elemento invariante de volumen 1 con respecto a transfor~ 
maciones en la hipcnmperficie. 

La no dependencia de la densidad Lagrangiana en las velocidades de N y Ni, nos 
permite entonces considerarlas como variables diná.micn.s no relevantes. Este hecho nos 
sugiere entonces que las verdaderas variables dinámicas son las seis componentes de ;¡;(t). 

De esta manera obtenemos la reformulaci6n del principio varia.cional de la Relatividad 
General con un contenido dinámico más claro, que es lo que se pretendía. Podemos ir 
mM adelante y construir la densidad Hamiltoniana, '}/, a partir de la nueva densidad 
LagrangiMa de Ja manera usual, definiendo los momenta can6nica.mente coajuga.dos a las 
¡¡¡ de la forma: 

(1.2.4) 

y efectuando la transformad6n de Legendre sola.mente sobre laa variables dinámicas rele
vantes y sus momenta de la forma: 

(1.2.5) 

Esta densidad Hamiltoniana tiene la forma 

JI = N !lo+ N' JI;. (1.2.6) 

Laa densidades escalares )10 y JI; jugarán un papel muy importante al analizar la 
dini!.mica de la teoría. 

Como se mencion6 al principio de esta secd6n, en la Relatividad General existen 
conatriccionea entre le.a variables (cawadas. por tratarse de una teoría cova.riante). Ahora 
es clara con la introducci6n del formalismo ADM 1 la forma que tienen las constricciones y 
a las variables que involucran. De esta manera ee tienen cuatro constricciones primarias, es 
decir, aquellas que son consecuencia de la forma de la densidad Lagrangiana: loe momenta 
conjugados a las cuatro variables N y Ni. Estos momenta 

pµ = .!..!:_ 
BNµ' 

(!.2.7) 

son débilmente cero, pues L no depende de Ñµ (llamamoa Nµ al conjunto de variables 
N y N', pero no se implica con cato que sean la.s componentes de un campo vectorial). 
Podemoe con la densidad Hamiltoniana reescribir a la densidad Lagrangiana donde ahora 
las variables dinámicas acan tanto los "Yab como los momenta 11'ªb y asi tener un principio 
varlaciomJ de primer orden. La ncci6n se escribe entonces: 

(1.2.8) 

8 



Esta expresión para la acción está en forma paramctrizada como co11Becuencia de la ccr 
variancia. Las ecuaciones de movimiento se obtienen al variar respecto a las diferentes 
variables. Si se varian 18.IJ N" 1 se obtiene que loa cuatro JI,,. deben eer cero. 

A estas expresiones que relacionan a las variables dinámicas bt;i 71'
1;) entre s{ se les 

conoce como ConstrJccJonea HamlltonJanaa. 
De ésta manera hemos prC8entado IM ideas funda.mentales para la conatrucci6n del 

formalismo ADM as( como para la formulación Hamiltoniana. En la siguiente eecci6n 
presentaremos el desarrollo formal, explicito, de las ideas aqu( presentadas. 

1.3 De1arrollo Formal 

1.3.l Encl\famiento de una Hipeniuper8cie en una Variedad. 

Consideremos al cspacicrtiempo dado por una variedad 4·dimeruional M con una 
métrica definida en ella 9µv de signatura(-,+,+,+). Denotemos a lu coordenadaa de esta 
variedad por xA • Definimos ahora el enci\lamiento de una hipersuperflcie 3-dimeruional 
m de la siguiente manera: 

(1.3.1) 

donde µ = 01 1, 2, 3 y a = 1, 2, 3. Estas cuatro funciones Bon las que determinan el enea· 
jamicnto. Para que se trate de un encaja.miento debemos pedir que la hipersuper8cie, con 
coordenadas intrínsecas €ª 1 no se intcraecte a sí misma, es decir, el mapeo X: m ~ M 
debe ser uno a uno [6J. 

La métrica de M induce una métrica sobre m si consideramos al elemento de lrnea 
restringido a la variedad m: 

d•' = 9µ.(xAJdx"dx"lm 

donde la m~trica inducida es entonces 

De6namos1 ax• 
x: = aea 1 

g 

(l.3.2a) 

(l.3.2b) 

{1.3.3) 



nótese que Xf: es la µ-ésima componente en laa coordenadas z" del a-esimo vector de l& 
base coordenada natural sobre m dada por, 

a 
ea:;:: aea 1 

(1.3.4) 

ya que el vector debe escribirse formalmente como, 

(1.3.5) 

Tenemos entoncea que la definición de la.s componentes de la métrica 1ab sobre m es 
la definición natural dada por: 

'"Tab = 9,u; x: xr 
(1.3.6) 

Parn. el estudio de la dinámica del espacio-tiempo, en en marco que aqui interesa, la 
hipenuperflcie encl\Íada debe ser de tipo espado (spacelike), por lo que pedimoe que la 
métrica en ella 10 6 sea pooitiva definida(+++). 

Loe 3 vectores e0 fonnn.n una base para el espacio tangente a la variedad m en el 
punto p denotado por Tpm. Este espacio es a su vez un aubcspacio del espacio tangente a 
M, TpM. Para completar la base de cate espacio corustruimos el complemento ortogonal 
al Tpm definido por la métrica g""' Este subespacio será generado por el vector ortogonal 
a loe e111 que denota.rem08 por n. Este vector de componentes r¡" en la base a,. satisface 

(1.3.7) 

pedimos además que esté normalizado, 

(1.3.8) 

Estas doe condiciones determinan totalmente al vector n. 
Tenemos entonces que el conjunto de vectores (e11 , n) forman una bue de T pM para 

cada punto p. Con ell06 podemoo expresar a cualquier vector del T pM como la combinación 
lineal de la base de la hipersuperficie m y el vector normal de la siguiente manera: 

(A)"= (A"e0 + A.Ln)" 

=A"X:+A.J..r¡", (1.3.9) 

10 



donde 
(1.3.10) 

Si el vector A está aobre la hiperaupcrficle aerá entonces de la formA A = Aª e0 • Loe 
eacalaru Aª se comportan como escalares bajo una tr&IU1formaci6n de coordenadas del 
espacio..tiempo X"' .._.... X'"', ya que ante tales cambi0& de coordenadM, tanto loe vectores 
ea como el vector A se mantienen 6joe, por lo que loe Aª no cambian. Sin embargo, 
Jos podemos ver como componentes contrava.riantcs de vectores sobre T pm, dado que se 
transforman como tales ante cambios de coordenadas tª .._.. e'ª en la hipersuperflcic: 

Aª a Aª ae"' a 
ae· = ae• ae·~ 

:::::: A'ªe~ 1 (1.3.11) 

por lo que las nuevas componentes ecrá.n 

(1.3.12) 

Definimos la metrica contravariante en m como la matriz inversa a "'/ob, es decir, 
1'ªb = (;ab)- 1, de manera que podemos usar Ja métrica para bajar y subir índices de la.a 
componentes: 

(1.3.13) 

Laa componentes contrava.ria.ntes del vector las podemos reescribir de la siguiente 
manera, 

(1.3.14) 

donde estamos definiendo al objeto 

(1.3.15) 

que nos permite ancontrar la a-ésima componente contrava.riante del vector A. 
Dado un vector de espacio-tiempo a.rbitrario A con componentes A", sabemoe ya Ja 

manera de encontrar sus proyecciones en la hipcrsuperlicie IAa = (A • e.)J en la base 
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natural de Tpm. Queremos ahora encontrar una relacioñ que nos exprese a esta misma 
proyección en componentes de la hase 8µ. Pa.ra. tal fin, observamos que de la igualdad 

(A)"=AªX~-(A·n)q", (1.3.16} 

tenemos que la componente µª'esima del vector proyectado sobre la hiperauperficie es 

AªX:=A"'+A"'11 ... 11"' 
(1.3.17} 

=A" (6"v + qvq"). 
Por lo tanto, hemos encontrado el operador de proyección que manda a un vector de 

cap&eio-tiempo a uno sobre la hipersupcrBcie. A cate operador lo denota.remos por: 

{1.3.18} 

Ea fácil ver que este opcr&dor satisface las siguientes propiedades haciendo uao de 
(1.3.7} y (1.3.8}: 

(1.3.19} 

1.3.2 DerivadM Covariantes Inducidas. 

La derivada covaria.nte, definida por la métrica g""' de un vector sobre m, en la 
dirección de otro vector que también esté en m no será en general un vector tangente a 
la hipersuperficie. La forma natural de definir una derivada covaria.nte en m sería pedir 
que ésta sea también un vector de T ,m !7J. En este punto es conveniente considerar el 
ca.so en que las primerllB 3 coordenadas x"' coinciden con las e1

\ es decir 1 tenemos que 
xª = eº. A catas coordenadas se les denomina coordenadas adaptadas. Notem06 
que en cate caso, las vectoret'I Ca coinciden con tres vectores de la base coordenada. de 
T,M, por lo que sus componentes son triviales: x: = 6:. El tomar este sistcmn. de 
coordenadas para m simplifica en general el a.n&.lisis, ya que lo.s expresiones obtcnids.a son 
mú simples, sin perderuc generalidad. Esto se debe a que siempre es posible tomar a las 
trca coordenadM intr{nsccas de m como tres de las coordenadn.s del espacio tiempo. A 
partir de ahora, en todo el análisis se usarán coordenadas adaptadas. Tomem08 un vector 
10brc la hipersupcrficie A = Aª e0 • Podemos entonces considerar la derivada covariante 
(de espado tiempo) en la dirección de loo vecto""' base de la siguiente forma: 

•v •• A= •v.A = •v.(e•A•J 

(1.3.20} 
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Como caso particular, la derivada covariante de 106 vectores base está dada por 

(1.3.21) 

Tanto en la ecuación (1.3.20) como en la (1.3.21), exi!te un término fuera de la hiper
auperftcie: 

('r0
,,. A') (•o· n), (1.3.22) 

que, en general, no se anula. Podemoe desha.cernoe de ese término proyectando al vector 
sobre la hipersuperft.cie, a manera de tener un vector en Tpm· De este modo obtene
mOB la derivada covviante intr(nscca a la. 3--geometrla de la hipersuperficie. De ahora. en 
adelante denota.remos al operador asociado a esta derivada por 3 V ;:: V. En términos 
de componentes A.º en Tpm lo. componente contravariante de la derivada covarlantc se 
expresa: 

(1.3.23) 

donde 
3rc'"" =•re'"'. 

Si ahora consideramos a la c-ésirna componente covuiante de la. derivada del vector 
A en la direccion de e0 , ésta será. de la forma: 

('V.A),= e,· 3 'i7 •• A, (1.3.24) 

que se puede también expresar como 

= A,,.-3r ... A'. 
(1.3.25) 

Notemoe que la forma que toman 1 ... expresiones de la derivada tanto en •llll compo
nentes covariantes como contravaria.ntee es la miema que laa derivadas en el espacio-tiempo. 
Eate hecho se debe a que la derivada covariante en I& hipersuperficie est& dad& por la co
necci6n a.fin en la variedad m 1 como consecuencia de que la. derivada covariante en la 
hipersuperflcie del tensor métrico oe &nula [6\. L& conecci6n afln qued& definid& " pulir 
de I& métric& en 1& form& usu&I: 

3 - 1 ( l r abe = 2 "')'a fue + "lac 1ft - "')'bc1a , (1.3.26) 

y con la siguiente interpretación: 

(1.3.27) 
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Con el objeto de fadlitar Jos cálculoa, notemoe que la derivada covariente puede igual· 
mente expres&r8e (para A." = A b X6) en términos de componentes de la siguiente manera, 

A6¡e = (A~,.x:J 6 

= x!w,.x:J (1.3.28) 

=X!X~A"w· 

1.3.3 Curvatura ExtrÚUleca. 

Definimos ahora Ja curvatura extrln1eca a Ja hiperauperficie como, 

(1.3.29) 

ea decir, la componente (ah) de la curvatura extr(naeca ea igual a la proyecci6n en la 
direccl6n b de la derivada covariante del vector normal en la direcci6n a (salvo signo). 
Notcmoe que Ja curvatura está bién definida sobre la hiperauperBcie, ya que el vector 
'Van es un vector en Tpm: 

O='V.(n•n), 

de donde, 
0= 4 V 0n·n, (1.3.30) 

por lo que K 0 ,, es un objeto geométrico de la variedad m. La noción de curvatura extrínseca 
no tiene ecntido para una variedad en sí misma, solo toma significado cuando dicha variedad 
se encuentra encejada en una de dimenai6n mayor, ya que de la misma deflnici6n 1 la 
curvatura K., depende de la geometría de la vuiedad grande (a través de la derivada 
cova.riantc de espacio-tiempo y del vector normal a la hiperaupcrficie). 

Una interpretación goométrica de la curvatura extrínseca ea que dá una medida de qué 
tanto se curva la hiperaupcrficie respecto de la variedad M 1 o (!O otran pa.Jabraa, noe: dice 
qué tanto los vectores normales para doe: puntee ccn:anoe: en m se alejan de ser paraleloe: 
(ver figura 1). Existe una forma de reescribir a la curvatura que se sigue de la ortogonalidad 
den respecto de Ja hipersuperficie, es decir, (e11 ·o)= O. Tenemos entonces que, 

(1.3.31) 

Esta última exprcsi6n y la ecuaci6n (1.3.27) nos dicen c6mo escribir al vector 'V••• 
en termin08 de sus componentes sobre la hipersuperficie y la dirccci6n ortogonal: 

(1.3.32) 
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Figura l. Representa.ción esquemática de la curvatura extrlnaeca, la cual da una me
dida de la diferencia entre loe vectores normales en puntos cercanoa sobre la variedad m. 

dP dP = K(n) 

n 
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La ecua<:i6n (1.3.32) e• conocida como la ecuación de Gauu. 
El conocimiento de la derivada covariantc de espacio-tiempo de los vectores base e0 

nos permite escribir entoncee a la derivada de un vector arbitrarlo sobre T pm: 

(1.3.33) 

Para. finalizar esta sccd6n eacribamoa a. la. curvatura ex:tr{nsccn. en componentes, 

(1.3.34) 

de manera que en coordenadas adaptada.a toma la forma: 

K,,,, = -FJG¡b. (1.3.35) 

1.3.4 Deocompo•ici6n del Espacio-Tiempo en 3 +l. 

Ha.ata ahora, hemoe definido de manera. precisa la íorma de enc2',ja.r una. 3-geometrfa 
en el espacio-tiempo, ae ha encontrado la métrica 1ob aobre esta hlperauperficie, la de
rivada covariante &obre ella (por lo tanto la ooci6n de transporte patalclo), asf como la 
descomposición de un vector de capado-tiempo en componentes proyectad&& y ortogonales. 

El 1iguiente paao conaiote en afirmar que la totalidad del espacio-tiempo .. puede 
generar por 18.8 hipersuperfieies (cada una de ellas corrf"tllponde a un encajAmiento) sin 
que se intenecten &tM. A la totalidAd de las hiperauper6ciC11 gencradorM se le denomina 
una foliación. Como ejemplo, el espacio euclidiano R3 se puede ver como generado por 
esferas de radio a; cada esfera es una hiperauperficie (dim=2) enc!\Íada en R3 (dim=3) y 
la totalidad de IM CBferas constituye una foliación de R3. 

La foliación estará dada por una función t en el espado-tiempo de forma tal que a 
cada hipenmperficíe le corresponde. un v.ilor contante de t, es decir, las hipersuperficies 
están definid .. por l=etc. Rccordemoo que 1 es simplemente una etiqueta. En el ejemplo 
de IM esfcr88 tal función puede su la función radio r = r(:t, y, z) que a cada CBfera le asigna 
r::;;: a. 

Dada. una hipersuperficie con etiqueta t ~ to, un punto p sobre ella está cara.eterizado 
por sus tre& coordenadM €ª;este punto reptt~nta un evento. A cate punto Je corresponde 
un punto p' sobre la hipcrauper6cie de etiqueta ta + dt, de ta.1 forma que los dos puntos 
están identificado•. La dirección en la que CBté el punto p' reapecto de la hipersuperficie 
~o depende de la. función t: el punto p' tendrá las tnlsmaa coordenadas. intrínsecas sobre 
la hipcrsuperficie lo + dt que laa que tenla el punto p en la hipersuperflcie original, pero 
aua coordenadas de et1pndo-tiempo aerá.n diferentes según sea la fwiei6n t. 

Para ilustrar esta idea tomemOB al punto p sobre la esfera. de radio a coma el polo 
norte (ver fig II). E&te punto tendrá &obre l& CBfera las coordenadas (9 = O). El punto 
p', sobre In. esfera de radio a+ dr que le corresponde a p no ti~mc porque ser también el 
polo norte de la esfera. (visto como el punto sobre el eje z de R3

}, aunque le correspondan 
las miamM coordenadas intrínsecas ( 6 "::;;: O} sobre su esíera. Habrá entonces un vector 
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que contde a los puntos p y p' basado en el punto p (estamos considerando que dt es 
infiniteaima~, que no es necesariamente ortogonal a la hipersupcrficie. Para las csícras, el 
vector será ortogonal sólo si p' es también el polo norte. 

La íolin.ci6n está dada analíticamente por laa íunciones, 

x• = x·(~ª,t)' (1.3.36) 

donde el vector que conecta a loe puntos de d06 hipersuperficies C8tá dado por 81, con 
componentes en la base ª" dadas por 

a dX• a 
a¡= -;u ax• 

- t• _!!_ 
- 8z"' 

dX" 
sus componentes son por lo tanto t" = ~. 

X 

(1.3.37) 

'+di 

Figura II. Se representan dos esferas de la foliaci6n de R 3 en las que los puntos p y p' 
están identificados. Se hace notar que el punto p' no se encuentra necesariamente sobre el 
polo norte de la csíera exterior. 
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De ta sección 1.3.1, sabemos cómo descomponer a un vector en parte proyectada sobre 
la hlpersupertlcie y en parte norma.J (1.3.9) y (1.3.10), por Jo que podemoo escribir en esa 
forma al vector a,: 

t" = -(t · n) ~· + ,•• (t ·•o) x:: 
= -(t ·n)q" + ,••g.,. xt t" x:: 

= -(t ·n)q" + ¡x:t") x:: 

; Nq" +N"Xt:. (1.3.38) 

Al escalar N se le denomine. función lapse, y el vector sobre la hipersuper6cie Nª se 
le conoce como vector 1hlft. Estas, junto con la métrica 1ab constituyen la.a llamadas 
variables ADM. Como se puede ver claramente del ejemplo de !&e esferas, la función 
Lapse representa qué tanto se aepara In. nueva esfera¡ la separación en cate CMO es In. 
misma pare. en.da punto de la esfera ya que todas las hipersuper6cies son esferas, pero en 
el caso general la separación no será constante. Por otro lado, el vector ahift indica que 
tanto rotó In. esfera, o en otras palabras, que tanto se deformó. La interpretación para las 
hipcrsuperficics tipo espacio es similar y entonces toman sentido loa nombres de la.s nuevas 
variables N y Nº: la función Lap3' dá información del lap•o de tiempo entre loe eventoa p 
y p' {para un observador sería el tiempo propio transcurrido), ya que la dirección normal 
a la hipcrauperficie C6 en algún sentido la dirección temporal {recordcmoe que el capado.. 
tiempo tiene signatura(-,+,+,+)); el vector Shi/t representa que tanto se d<8plaza el 
punto p sobre la propia hipcrsuperficie y por lo tanto, vista ésta globalmente, qué tanto se 
deforma. 

Eo claro de la ecuación {1.3.38) que aJ especificar las cuatro funciones N• queda 
determinada complet11.mente la foliación de las hiperaupertlcies que darán lugar aJ cspaci<>
tiempo¡ pe.ra que éste quede totalmente determinado es necesario encontrar la métrica 
inducida sobre cada hipersuperficic, la cual estará dada por las ecua.cionca dinámicas que 
se derivarán más tarde. 

Veamoe ahora la forma de reescribir el P.lcmento de linea del espacio tiempo (es decir, la 
diatancia entre dos eventos) en tcrminoo de las nuevas variables, ca decir, de iab y de N, Nª. 
El elemento de linea entre dos eventos del espacie>-tiempo p (xº,t) y q (xª +dxª, t +dt), lo 
descompondremos en doe partea: el cuadrado de la distancia sobre la hipersuperficic que 
contiene a p menos el cuadrado del tiempo propio entre hipcrsuperficics: 

d•' ='loo (dxº + N" dt) (dx• + N' dt) - (N dt) 2 

(1.3.39) 

donde (dxª + Nº dt) es el desplazamiento sobre la hipersuperficie base y N dt el tiempo 
propio entre ellas (ver figura Ill). Esto se puede ver más claramente si notamos que en 
el caso en que Nª = O el elemento de linea tendrá contribuciones de:i) la distancia sobre 
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Ja hipenmperficie base y ii) e) tiempo propio, ya que la evolución de las hipersuperficies 
es meramente temporal ( t" es en este caso normal a la hipersuperficie). De la última 
expresión {1.3.39) se desprende la relación entre las componentes cavariantes de la metrica 
g"..,en coordenadas adaptadas y lu variables 10 1,,N 1Nº: 

900 = (N" N0 - N 2
) 

(1.3.40) 

Uob = 1all 

Laa componentes contravariantes se encuentrn.n invirtiendo la matriz g11..,de forma que 
tenemos: 

g•V = ( -~, N" 
N' 

El elemento de volumen esta dado por 

t+dt 

{1.3.41) 

(1.3.42) 

Figura III. Se muestran las proyecciones del vector 81 sobre la hipersuperflcie t y sobre 
el vector normal n, identificandose a éstas con las funciones Nº y N, respectivamente. 
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La.a primeras dos ecuaciones de {1.3.40) noe dicen que laa componentes goµ de la 
métrica de espacio--tiempo y lM va.riablea N" están reJacionadas direct8.IIlente, por lo que 
podem06 reemplazar a lu primera.a por estas últimu. Se desprende de igual forma que 
laa componentes g0"' son variables dinámlcas no relevantes, pueato que laa N"' deben ser 
impucstu desde /u era para construir la folia.ci6n. 

1.3.5 Escale.r de curvatura. 

Habiendo introducido el nuevo conjunto de variablca ADM, estamos ahora en posibi
Jidad de reescribir al e&ealar de curvatura • R en t.Srminot1 de estas variables, con el objeto 
de reeecribir el principio vui&eioniü. Como primer puo rel&eionaremos a la cut'Vatura 
extr!rue<:a definida en la sección 1.3.3 con las variabl .. ADM. De la ecuación ( 1.3,35) 
podemos C8cribir 

Kab:: -'la;b 

(1.3.43) 

en coordenadas adapte.daa qµ = -N (1,0,0,0), por lo que usando 188 ecuaciones (l.3.41), 
(l.3.26) y (1.3.25) tenemos: 

= -N [- 2 ~' (Na,b + Nb,a - "lab) + ~' N' r,.b] 

= 2~ (Nalb + Nb¡o - "lab} • 

NotelllOll que Kab no depende de IM derivadM respecto a 1 de Nµ. 

(1.3.44) 

Existe un sistema de coordenaa de alguna forma privilegiado. En este sistema, !iC toma 
la elección N = 1, Na :::: O. EstBS se conocen con el nombre de Coordenadas Normales 
de Gauu. Notemos que en tal en.so la expresi6n para la curvatura extrínseca se simpJiBca 
siendo entonces igual a 1a derivada respecto a t del tensor métrico. En el ejemplo de las 
esfera.a, esto implica.r{a que el vector tµ es normal a las esferas, de manera que si tencmOB 
una esfera s'nicial y a Ja sucesión de puntos sobre todas las esfera.e que están identificados 
con el punto inicial Po las pegamos para formar una curva en el espacio euclideano, estas 
rectas serán ray06 que salen del origen y cruzan por Po· 

En el caso del espacio-tiempo y le.s foliaciones ocurre exactamente lo mismo: En 
coordenadas normales de Gauss la trayectoria en el espacio-tiempo que describen todos 
los puntos identificados con el punto inicial sobre una hipersupcrficie inicial forman una 
geodésica del espa.cio--tiempo. En otras palabra.s, 1a evolucion de cada punto a partir de su 
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respectiva hipersuperficie es normal a ésta (recordemos que está dada por la direcci6n del 
vector t"). Como se mencion6 en el párrafo anterior la curvatura extrfuscca coincide con 
la derivada de la métrica por lo que podemos interpretar a aquella en cierta forma como 
una derivada normal. En efecto, se ha demostrado !26J que precisamente la curvatura 
extrlnseca es igual a la derivada de Lie del tensor métrico sobre la variedad m a lo largo 
del vector normal. 

A continuaci6n reescribiremos al tensor de Riema.nn "R" "'"P restringido a la hipersu
per6cie1 es decir, de componentes "Rªbcd en terminoe del teDBor de Riemann intrínseco a 
la hiperauperflcie (construido a partir de la derivada covariante intrínseca a ésta), 3 Rªbcdi 

a.sí como de la curvatura extrínacca IBJ. Para e11to cambiaremos de hMe del espacio-tiempo¡ 
en vez de tomar al vector e0 = a, como huta ahora, tomarem06 al vector normal n. 

El tensor de Riemann está definido por 

[Vo,VpJA" =R•.apA", (1.3.45) 

por lo que si al vector A lo tomamos en la hipersuperficie (en particular un vector hMe) 
y las derivadas son también en la dirección de loe vectores e0 tenemos, usando la ecuación 
de Gauas {1.3.32), que la segunda derivada covariante será, 

{1.3.46) 

Calculando de igual rorma 4 V•• 4 V •• ec y tomando la diforencia tenemos: 

(1.3.47) 

De )a ecuación (1.3.47)tenemos directamente las proyeccióncs sobre la hipersuperficie 
y la normal, por Jo que podemos escribir: 

ecuación de Gauss - Codaul. 

4 RJ. cab = Kca!b - Kcbla ' 

ecuación de Codaul - Malnardl. 
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El e&c&lar de curvatur• 'R e&tá dado por, 

'R:: 4R" ... "" = 4Rº"'ab + 2 4R11J. 11 J.. (1.3.50) 

Conocemos ya el primer término de ésta última expresión, pero hace falta encontrar el 
segundo. Utiliz&remoo el lengu&ge de componente& puesto que se simplifican los c&Jculoo. 

El conmutador de lu derivadaa cavariantes del vector normal está dado en tenninos 
del tensor de Rlcm&nn por, 

(1.3.51) 

que en componentea ae escribe: 

(1.3.52) 

SI ahora proyectamoo el tercer Indice del tensor sobre la normal, y contraemos el 
segundo y cuarto indices obtenemoa 1 

Jr.i".111 ::11" RJ.".,,. 

= r¡" (r¡\,. - r¡\,,) 

= (r¡" r¡\,J.., - (r¡"r¡\.l,, - r¡""' r¡\, + r¡",. r¡• ;v 

(1.3.53) 

sin embargo, 

(1.3.5() 

con lo que podemos escribir, 

(1.3.55) 

con .6..\ ='l.\ 11" . .,.. - '1" '1.\·v · 
Usando las 'ecuacion.;, (1.3.50),(1.3.48) y (1.3.55) expresamoe entonces al escalar de 

curvatura como: 

(1.3.56) 

En esta sección hemos expresado tanto al tensor de Riemann como al escalar de 
curvatura en función de las nuevas variables, con lo que podemos reescribir al tensor 
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de Einstein G"" = R1.w - ~9µv R., y por lo tanto a la.a ecua.e.iones de Einstein en el 
vacio: G1111 == O. Este procedimiento se utiliza para resolver las ecua..ciones en forma 
numérica (ver {4\). Nosotros no seguiremoo este camino, ya que ""tamos más interesados 
en la construcción de un Hamiltoniano para lo cual se necesita considerar un principio 
variacional. 

1.3.6 Principio Variaciona1. 

Habiendo definido el nuevo conjunto de variables ADM y reescrito el escalar de curva
tura, a.a{ como el invariante de volumen en términos de ella.a, podelll08 entonces reíormular 
el principio vuiacional que dá lugar a las ecuaciones de campo. La acción del campo 
gravitacional está dada por la expreaión: 

s = I '"'' ,¡=g R. (1.3.57) 

que &e puede entonces recxpresar haciendo uao de los resultados de la.a secciones anteriores 
como: 

(1.3.58) 

Es necesario hacer énfasis en el hecho de que no sola.mente la expresión para el la
gre.ngiano se ha modificado con In. nueva formulaci6n, sino que también es necesario hacer 
una reinterpretación de la integral de acción. En lo. ecuación (1.3.57) lo. integral es sobre la 
variedad completa es decir, sobre la totalidad del cepa.cio--tiempo. Esto impiica que cuando 
se realiza la variación, los ténnin08 que están evaluados E:n la frontera se cancelan por el 
hecho de que ee pide que la vo.riación de la métrica ( 6g"") y de sus derivadas sean cero 
sobre la frontera de la. variedad (o sea, que el valor de g1111y sus derivada.a están determi
nados sobre la frontera). En general no se tiene a prion· una topologia para la variedad 
M, por lo que no está determinado de anteOlAllo si ésta tiene frontera o n6, hecho que en 
general complica el tratamiento de los términoe de frontera. 

En la expresión (1.3.58) se tiene una diferente interpretación, ya que en ésta se en· 
cuentran dos integraciones de diferente naturaleza: la primera integral es sobre la hiper· 
superficie m, de manera que la función Lagrangiana está dada por una integral sobre la 
hipersuperficic de la forma: 

L= J d3 x,¡;yN(3R+K •• K••-K'+(A1
),1 ), (1.3.59) 

por lo que la acción está. dada por la integral de la Cunción Lagrángiana entre un tiempo 
Inicial lo y un tiempo final t1 : 

!. '· S = Ldt. 
lo 

(1.3.60) 
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En otras palabras, se está especificando a la métrica sobre la hipenuperficie inicial (to) 
y oobre la final (ti), por lo que la variación será sobre todas lao pooibles hipersuperficics 
(aua métricas) que contcttn a las dos hiperauperflcica de loa extremos. La divergencia que 
aparece en la integral que define a la Lagn.ngiana se transforma en una integral sobra 
la frontera de la variedad m. Estos términos no aportan ninguna informacion para la 
diná.mica del sistema, y por lo tanto pueden dcispreciarse. 

Ea conveniente precisar que ésta cxpresi6n para la acción de la gravitaci6n está. Ji. 
mitando la topologfa del copacio-tiempo, ya que ella será entonces de la forma (m X R), 
ml!ma que se mantiene durante toda la evoluci6n de lu hipersuperficies. Es decir, no se 
permite cambios de topolog(a de las hipcnrnperficics (por ejemplo, un universo será siempre 
cerrado o siempre abierto). 

1.3.7 Formulación llamiltoniana. 

Ha.ata ahora hemos reescrito rJ funcional de acci6n de manera que podemos encontrar 
laa ccuaci6nea de campo en el vaclo tomando la variaci6n de la acci6n e iguala.ndola a cero 
(65 = O). La denoidad lagrangiana .C contiene derivadao espacialeo de segundo orden de 
'i'abi por lo que en principio, laa ecuaci6nes de Eulcr·Lagrange deberian ser de cuarto orden. 
El hecho de que la densidad Lagrangiana contenga loo t~rminoo de segundas derivadas en 
forma linea hace que estos se transformen en términDt!I sobre Ja frontera que en general se 
anulan (ver 171 y !O)), de tal forma que las ecuacioneo de campo resultantes son de segundo 
orden (como oe eoperarfa que fuesen lao ecuaciones dinámicas). 

Si se quiere reducir el orden de Ju ecuaciones de campo con el objeto de tener exclusi
vamente ecuaciones de primer orden, existen varioa ca.minoe posibles. El primero confl:iste 
en tomar la acci6n a la Palatini f7J 1 que consiste en considerar tanto a la.a 10 componentes 
de g,...,como a laa .(Q componentes de la cooección afTn r" "'P como variables independientes 
y hacer laa variaciones respecto de todas e1lu. Con este procedimiento se obtienen las 
mismas ecuaciones de Einstein u( como la relación entre la métrica y las conecciones. 

El otro camino consiste en definir unu nuevas va.riable1J 1 loa momenta1 a partir de la 
Lagrangiana, y tratar de reescribir a la Lagrangiana en ténninoa de laa variables originales 
y loa momenta 1 tomandolas como variables independientes (el número de variables inde
pendientes se duplica), donde wio de loe pasoa intermedios involucra la construcción de 
la función Hamiltoniana. Eate último paso en general no se puede hacer cuando existen 
constricciones que ligan a las va.riablca1 por lo que se ha desarrollado toda una teorfe. pa.ra 
tratar talco oiatemas, conocidoo como oiatem .. singulares o restringidos (ver ¡10¡,¡11¡ y 
¡12J). 

Con el formaliamo que hemoa desarrollado hasta &hora, la contrucci6n del Hamilto
niano se podrá hacer de forma directa, ya que como se ha mencionado anteriormente, la 
densidad Lagrangiana no depende de lu derivadas temporales de las N", haciendo que 
está.a variable8 no formen parte de la dinámica del campo. 

Definimos entonces a los momenta canónica.mente conjugados e. las seis "'/ab por la 
aiguiente expresión: 

ob a.e 
"' = Biae.' 

(1.3.61) 
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Loe momenta asociados a las variables NI' aerá.n claramente iguales a cero: 

(1.3.62} 

Con el objeto de calcular los momenta de la definición (1.3.61), introducimos un objeto 
con 4 indices de la forma 

(1.3.63) 

A este objeto se le denomina Supermt!trlca. Podemos entonces reescribir a la La
grangiana de la forma 

t. = N ( Gª"'d Kab K,d + ,,f'T 3 R) . (1.3.M} 

Construimos entonces a los momenta. a partir de su definición y de la expresión ante-
rior: 

·• ar. " =--ª"·· 
= N ( 2 G'''d K,d ªa1:·1 J, .., .. 

de la ecuación (1.3.44) se aigue que 

por lo que ae tiene que 
{1.3.65) 

Como se puede ver de la definición de la aupermétrica y de la última expresión, los 
momenta •ºb son densidades tensoriales de peso uno sobre la hiperauperficie. 

Para realizar la transformada de Legendre de la Lagrangiana 7 definir el Hamiltoniano, 
necesitamos deapejar a las velocidades como funciones de los momenta. Las velocidades 
Ñ" son funciones arbitrarias y por lo tanto no se pueden expresar en terminas de IBB 
coordenadas y momcnta. Las velocidades de la métrica "tab se podrán expresar de tal 
forma si ea poaible invertir la ecuación (1.3.65), es decir, expresar a la Kab en términos 
de los momenta. Para esto necesitamos encontrar la inversa de la supcrmétrica, o sea, el 
objeto Gobcd tal que al contraerlo con la. supennétrica dé la identidad: 

La forma. más general que se puede pedir para la inversa es 

Gal><d = ,;, [A~('!., "lbd + 1ad 11><) + B "I•• 'J,d] 
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Inaertando (1.3.67) en (1.3.66) se encuentra que los valores que deben tomar los co
e8cicntes A y B son A = 1 , B = -t, La curvatura extrínseca &e podrá expresar entonces 
como 

K.i. = -a ... ,,,••. (1.3.68) 

De las ecuaciones (1.3.44) y (1.3.68) escribimos a las velocidades 1a• de la forma 

1a• = N0 1• + N•I• -2N Ka• 

= N0 1• + N•I• + 2NGao.dw'd. (1.3.69) 

Estamos entonces en posibilidad de escribir el Hamiltoniano donde la transformación 
de Legendre se hará solamente sobre laa variables i'o.6 tomando entonces el Hamlltoniano 
la siguiente íormA: 

H= / d3:t(wºb.i0.-!), 

La densidad Hamiltoniana es entonces 

{1.3.70) 

El aegundo término se puede integrar por part.,, (teniendo en cuenta que se trata de 
densidades tenaorialee) quedando el hamiltoniano de la forma 

donde 

H = / d3 :t [N J7(K •• x·•-x• -R) + Nº (2w!1.l] 

= / d3:t 1 N llo + Nº ll. J . 

Jlo = J7(K •• K•• - K 2 - R), 

J/0 = 2w!1 .. 

(1.3.72) 

(1.3.73) 

Podemos entonces escribir la densidad Lagrangiana de primer orden a partir de 
(1.3.70) y (1.3.72) 

{1.3.74) 

La integral de acción a partir de esta Lagrangiana, será funcional de la métrica espa
cial "'fab a.e{ como de los momenta 7rab y las funciones N"'. De la 'forma de la Lagrangia.na 
{1.3.74) son de notarse dos puntoe: Las funciones N" juegan el papel de multiplicadores 
de Lagrange y la acción está escrita en forma ya parametrizada. Aclara.remos estos puntos, 
Si va.riamos respecto a las funciones N" encontramos que tanto No como Nri son cero por lo 
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que las NI! al estar multiplicando a funciones que toman el valor cero tienen la funci6n de 
108 multiplicadores que introdujo Lagrange y son, en principio, funciones a.rbitra.rias. Las 
ecuaciones de movimiento para las demás variables dinúnica.a estar&n dadas a partir de las 
variaciones de la a.c:ci6n respecto de ellas. Laa variables "lob y wºb no son independientes 
entre ellas, ya que est&n ligadas por lM cuatro relaciones JI,... =O. A estas relaciones se les 
conoce con el nombre de Conatrlcclonea HamUtonlana1. A partir de las cuatro cons-
triccioncs y de la densidad lagrangiana de primer orden podemos encontrar loe equivalentes 
a las ecuaciones de Einstein. La.s constricciones Hamiltonia.nas corretiponden precisamente 
a lr.11 cuatro ecuaciones de Einstein iniciales en decir G0 ,... = O. El resto de las ecua.cione8 de 
Einstein (6) son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton para la densidad Lag1a.ngia.na 
{1.3.74). Seis ecuaciones están dad .. por la cc.(1.3.69) y corresponden excluaivamente a 
la definici6n de los momenta a partir de la Lagrangiana1 es decir, en sentido estricto no 
contienen información dinámica. LM seis ecuaciones restantes se obtienen a partir de la 
acción escrita a partir de la de11Bidad {1.3.79) al variarla respecto a las componentea del 
tensor métrico espacial. Dcspues de usar IM propias constricciones en el calculo, estas 
ecuaciones toman la forma.: 

(1.3.75) 

La forma de la acción (1.3.74) está expreaada en forma pararnetrizada ya que la La
grangiana de primer orden no esU. en forma canonic:a, forma que tendr(a si loe term.inoe del 
Hamiltoniano contuvieran exclusivamente variables contenidas en los términos (1fªb 1 i"ob)· 
Como en este caso loe términos Hamiltonianoe contienen a las NI! 1 se dice que la acci6n 
no está en forma can6nica. 

Pa.ra ilustrar esta distincion entre forma can6nica y parametrizada, tomemos a una 
particula no relativista con coordenadas qi y velocidades respecto al tiempo qit, La Acci6n 
de primer orden a.e escribe 

/. ,, J." S = Ldt = (q'' p¡ - H(p;,q')) dt. 
to to 

(1.3.76) 

que está en forma canónica. Si ahora toma.mos al tiempo como otra coordenada qo, y 
hacemos que todas IB.B coordenada.s sean funciones de un parámetro r, podemoe identificar 
al Hamiltoniano H como un momento can6nicamente conjugado a la coordenada q0 de la 
forma: 

Po= -H(q',p,)' (1.3.77) 

De esta igualdad se desprende que el momento po no es independiente de las demás va
riables; la ecuación (1.3.77) es una corntn'cción entre las variables. La acción (1.3.76) se 
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puede reescribir despucs de haber elevado a la categoría de coordenada al tiempo de Ja 
siguiente fonna: 

/." S = ro 4" pjldr, (1.3.78) 

Sin emblU'go, existe la constricción (1.3.77) entre lae variables, que se puede escribir como 
11 = Po - H(q; ,p¡) = O. Este t~rmino debe agraga.rsele al Lagrangiano junto con un 
multiplicador IU'bitrario N, para tener el Lagrangiano completo de manera que la acción 
ser de la forma: 

L = ti"P• -N 11. (1.3.79) 

Este Lagrangiano está en forma plU'ametriz&da. Para paslU' a la forma canónica, ser{a 
necea&rio hacer loe pasos en sentido inverso. El primer paso coruistc en despejar de )1 o 
reeolver la constricción haciendo p0 = -H. Esto hace que la acción sea 

/.
,, 

S = (4' p¡ - H 4º) dr, 
'• 

(1.3.80) 

que se puede reescribir de forma que desaparezca la dependencia en el parámetro r, 

!. .. dq; 
S = (;¡op;-H)dqº. 

•• q 
(1.3.81) 

Eeta forma de la acción es independiente del parámetro r (ya que no aparece en la 
expresi6n) y por lo tanto no se modificar&. ante un cambio de parámetro. En la pró.ctica, lo 
que se hace para pasar de (1.3.80) a (1.3.81) es especificar una relación entre el parámetro y 
la coordenada q•. Se puede hacer esto ya que ae tiene la libertad de elegir arbitrariamente 
al parámetro (libertad de norma). Si ae impone una condición coordenada de la forma 
q• = r por <tiemplo, la acción toma la forma (3.81) con el cambio de notación q• ,_. r. Con 
este ejemplo se puede entonces afirmar que en términos generales, la manera de reducir 
una acción para.metrizada a la forma canónica es insertar la solución de IBB constricciones 
e imponer condiciones coordenada.e. 

Veamos con un poco más de detalle que ocurre dentro del formalismo si la acción de 
la teoría et1U. en forma pa.rametrizada. En este ca.so, el formalismo Hamiltonia.no no es 
manifiet1tamente invariante relativista ya que un observador se distingue por la elección de 
una variable de tiempo. 

Considercm08 doe observadores con diferentes tiempos t 1 y '2 en la c"uación de m<r 
vimiento de Hamilton 

dA = cJA {AH) 
d1, a1, + ' · (1.3.82) 

De la relación funcional 12 = 12(11) se tiene, 

dA = cJA +di, {A,H). 
d1, at, d1, 

(1.3.83) 
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Solo si el paréntesis de Poisson se anula oerá esta ecuad6n compatible con (1.3.82). 
Esto ocurrirá únicamente si H = O, lo que implica (para un número finito de grados de 
libertad) que 

aL .; L O a.¡; q - = . (1.3.84) 

Un Ha.miltoniano cero no dará dinámica a menos que se anule débilmente, es decir, 
que haya constricciones. Este es precisamente el ca.so, ya que si derivamos (1.3.84) respecto 
a q• tenemos, 

82 L .; aL aL W .; ( ) 
a.¡• a,¡• q + a.¡• - a.¡• = ;• q = o. 1.3.85 

La matriz W¡1; ca aquella cuyo rango dá iníonnaci6n acerca del número de constriccio-
oea primarias (o sea que aparecen por la forma del Lagrangiano). Por lo tanto, de {1.3.85) 
se ve que la velocidad q' es un vector propio con valor propio nulo, de manera que existe 
una constricción primaria U (cosa que además ya sabíamoe). 

El Hamiltoniano será entonces de la forma H = )..U con .\ un multiplicador arbitrario. 
Lo. ecuación (1.3.84) es una condición nece5aria y suficiente para que el Lagrangiano sea 
homogeneo de grado uno en laa velocidades, 

(1.3.86) 

que se debe al teorema de Eulcr. Esto implica adcmM que la acción sea invariante ante 
t ...._ t'. En conclusión, solamente en tas teorías invaril!.Jltes ante rcparamctrizaciones la 
invariancia relativista del Hamiltoniano se vuelve manifiesta. 

Estoe argumentos se pueden generalizar a teorÍaa de campo donde la acción tiene la 
forma general 

(1.3.87) 

Para que esta acción sea invariante ante rt:!parametrizaciones, la siguiente condición ea 
necesaria y suficiente: 

{1.3.88) 

siempre y cuando In. densidn.d Lagrangiana no dependa cxplÍcitamcnte de las coordenadas 
%•. 

La condición {1.3.88), que ea consecuencia inmediata de la generalización de {1.3.86): 

{1.3.89) 

dá lugar a unas identidades generalizadaa de Bianchi. Contrayendo las derivadas de Euler
Lagrange 

.. at. at. 
L = aq,. -a.a(a.Q,.¡' 

con 8&Q A, se tiene 

.. . ar. at. ( ar. ) 
L abQ.< = aQ,. abQ.< + a¡a.Q,.) a.abQ. - a. a¡a.Q,.) abQ.< . {1.3.90) 
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Insertando (1.3.88) en (1.3.00) y derivando se obtiene 

(1.3.01) 

Estas son cuatro identidades gencra.Jizadu de Bianchi para una acción invariante ante 
reparamctrizaciones de la forma (1.3.87). Estas identidades señalan la existencia de cuatro 
constricciones prima.rías. 

La acci6n de Is. Gravitaci6n está expresada en Is. ÍOl'IDA de Is. ecuaci6n (1.3.70). Par& 
poder ha.c:er más mencjab1cs )as ecuaciones, cowo primer paso habría que transformar a 
la íorma canónica, es decir, al equivalente de la ecuación {1.3.76), o en otras palábras, 
resolver las conatricciones e imponer condiciones coordena.das. Este procedimiento solo ha 
sido pooible en casos muy particular.,., pero en general solo se ha hecho formalmente [llj. 

1.4 Apllcaclone• 

En esta sección pre!entamos brevemente algunos de los campos que se han desarrollado 
utilizando al formalismo ADM. 

1.4.1 Gravedad Cu6.ntica. 

Hasta ha.ce poco tiempo, una de las principales motivaciones para la contrucci6n 
de una íormulación Ha.miltoniana, es deci.r, la identificación de un conjunto de va.ria bles 
canónica.mente conjugadas a partir de una íunción Lagrangians y la obtención del Hrunil· 
toniano como la transformada de Legendre en la.a velocidades de Ja función Lagrangiana, 
consistía en la posibilidad de cuantiza.r Ja teor(a. Esto es, uociar a cada variable canónica 
un operador sobre un espacio vectorial e imponer reglaa de conmutación entre pares de 
variables conjugadu. El operador Ilamiltoniano toma ahora el papel de generador de 
translaciones en el tiempo, ca decir 1 es responsable de la dinámica del sistema. 

Sin embargo, para la Relatividad General, el procedimiento de cuantización no es 
directo a partir del Hamiltoniano construido, ya que existen 4 contricciones (3.73) entre 
las va.riables ca.nónic:M. Para tratar de salvar esta dificultad, se han seguido dos caminos 
diferentes, que son a grandes rasgos: 1) Tratar de aislar los verdaderos grados de libertad 
de Ja gravitación (que, a partir de la linea.rización de las ecuaciones, se sabe que es de dos 
grados por punto), objetivo que tenian en mente ADM al comenzar su programa. Una vez 
aisladoa loe grados de libertad, se proceder(& a su cuantización. Este procedimiento como 
se mencionó anteriormente solo se ha logrado realizar de manera formal. 2) Considerar a 
todas las variables, pero imponer condiciones sobre el vector de estado dadas por las cuatro 
constricciones, esto es, pedir que las constricciones (ahora como operadores) al actuar sobre 
el vector de estado, lo Mulen. Este es el punto de vista adoptado por Dirac y De Witt. 

En años recientes se ha tratado de cuantizar al campo gravitacional utilizando la idea 
de suma sobre trayectorias es decir, se consideran todas las posibles evoluciones de las 
3·gcomctrhu; entre dos de ellas fijas dándo a cada una de aquellas un pe30 proporcional a 
la acci6n clásica evaluada a lo largo de esta trayectoria [3J. 
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Asf mismo, se han construido formula.dones can6nicM de la relatividad, alternativas 
a la ADM, como por ejemplo el formaliamo de Aohtekar !2J. 

1.4.2 Geometrodinámica. 

Geometrodlnámlca es el nombre que ee la ha dado a la Relatividad General cuando 
es vista como una teoría dinámica l13J. Como se mencionó en la introducción, la formu
lación cova.riante de la relatividad general no es la más apropiada pa.ra apreciar el carácter 
dinámico de esta. La introducción de nuevas variables y el considerar al espn.cio-tiempo for
mado por la evolución de métricna 1.-,.(t) noe sugiere entonces quién ea la variable dinámica 
que evoluciona. Sin cmba.rgo1 al analiza.r la. expresión que se obtuvo para la n.cción (3.58), 
se observa que esta es invariante ante difeomorfismoa en la hipcrsuperficie m(t) por lo que 
no depende del sistema de coordenadas usado en esta. Este hecho sugiere que la propiedad 
verdaderamente relevante pa.ra cada hipersupcrficie m(t) no es la métrica definida en ella, 
aino la propia geometría intrinseca de la. variedad, es decir el objeto g independiente de 
coordenadas. 

Eata conclusión ca relativamente clara si se considera. el ejemplo presentado en la 
sección 1.3 con las esferas generando al espacio euclídeo. Si se quiere ver a R3 formado 
por el conjunto de esferas, no importa qué sistema de coordenadas intrlnsecas se dé a cada 
esfera, siempre que siga. siendo una esíera. 

El espacio-tiempo es entonces la evolución (o el conjunto si se prefiere ver así} de 
3-geometrias. El objeto que evoluciona es la geometría de una 3-variedad m y ésta es 
la variable dinámica de la Relatividad General, por lo que queda claro el nombre de 
geometrodinámica. 

Si lo que evolucionan son 3-geometríaa es natural preguntarse: ¿ en que espacio evo
lucionan las geometrías ? La respuesta es ca.si tonta: "En el espacio de lns 3-geometrías,,. 
Eote es el conjunto en el que cada pun!o es una 3-geometrla y en él están todas lM 3-
geometr{a.s posibles para la. variedad m. A este espacio se le conoce como Superespacio 
!13) y •e denota por M. · 

Existe una a.nalog(a entre la evolución de uná partícula y de una gcomctrfa. La 
partícula vú1e en el espado-tiempo y su evolución es una trayectoria en él. De igual forma, 
una 3-geometrfa vive en el Superespacio y su evolución es una trayectoria. en él. Esta 
analogia no es, sin embargo, totalmente literal, ya que las trayectorias en el superespado, 
que definen al espacio-tiempo, no son curva.a unidimensionales (parametrizadas por los 
reales), sino que son subvariedades del superespacio. Veamos con un poco de detalle la 
raz6n por la que no son curvas unidimensionales. 

Supongamos que se tiene un espacio-tiempo conocido. Las foliaciones que se pueden 
construir para tal espacio-tiempo son infinitas, ya que habrá una foliación para cada función 
t(:z:µ) que se defina en el espacio-tiempo tal que las hipersupcrficies dadas por t = cte no 
se intersecten. Es claro que el número de funciones que se pueden definir es no numerable. 
Cuando ee elige tal funci6n, es decir, se escoge una foliación particular, el espacio-tiempo 
estará entonces formado por una curva de hipersuperficies parametrizadas por el valor de t. 
El espacio-tiempo es entonces una curva una vez elegida la Follacl6n. Resulta ta.mbien 
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claro del argumento expuesto que el conjunto de tode..s le..s foliaciones para tal espacio
tiempo representan una subvariedad del supercspacio. A tal subvariedad se le conoce con 
el nombre de Hlpereapaclo l14J. 
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CAPITULO 2 

2.1 Introducción. 

En el capitulo anterior se presentó el fonnaliamo Hamiltoniano de la Relatividad Ge
neral, y se lleg6 a escribir la acci6n para aquel en el cual apa.reci&.n laa cuatro constricciones 
Hamlltonianaa JI" = O. La constricci6n Jlo = O, conocida dentro del lenguage de la geo
metrodinámka como el SuperhAmlllonlano es especllllmente importante ya que e• res
ponsable no solo de reparametrizaciones en el tiempo, 11ino tambien de la dinámica misma 
de laa hipereupcrficies. Esta constricci6n puede ser escrita en términoo de la supermétrica 
definida en el capitulo 1 de la siguiente manera: 

Jlo = G;;•1 n•;nor + ,¡1 !3l R =o. (2.1.1) 

La forma de esta ecuaci6n nos sugiere fuertemente la constricci6n Hamiltoniana de 
una pa.rticula libre rela.tiviata, 

JI =o •• P"P"+m' =O, (2.1.2) 

con la diferencia de que en (2.1.1) el término de ma•a (./'i (3) R) no es en general una 
coru1tante. Para la pa.rticula libre en un espacio tiempo con métrica g~..,, las ecuaciones de 
HamJlton naociadns al hamiltoniano JI conducen prcci!amcnte a la ccuaci6n de geodésica.e 
de la variedad con métrica g,.v. Podemos entonces preguntamos si ocurre algo similar con el 
Superhamiltonia.no y la. Ecuación de Gwdbicaa en el Supere~pacio. Primero trataremos de 
aclarar que aentido tiene hablar de una ecuación de geodésicas aaociada a la Supermétrica 
G;;•r· 

Para comenzar, las coordenada.3 sobre In.a que actua no son puntoe como en el ca.so 
del espaci<>-tiempo, oino que se trata de funciones definidas sobre la variedad m (1;;(:t~)). 
Por el momento no tomarem08 en cuenta este hecho y consideraremOB que las ¡¡; son 
simplemente puntos sobre una variedad de seis dimensiones que denotaremoe por N, olvi· 
dandonos de su caracter funcional. Eatudiaremos entonces las propiedades geométric .. de 
tal variedad impuestM por la métrica G¡;Ji:r definida en ella, y poet.eriormente retomaremos 
la pregunta antes formulada tomando en cuenta la. estructura más complicada que tiene la 
variedad. 

3.3 Supermétrlca. 

Consideremos a la variedad Riemanniana que denotarcmoa por N 1 como el espacio 
con coordcna.das 1•i y con métrica contravari&nte dada por 

(2.2.1) 
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Llama.remos contravariante cuando los indices están abajo y covariante cuando están 
arriba. Tomaremos en lo que reata del cap[tulo 2 a laa entradM de la matriz ·y;¡ como 
punloa sin fijarnos que cada una de ellas BOn (unciones sobre la variedad m. Eetudiaremoa 
a la variedad N y encontraremos algunM propiedadea geométricM que poseé. 

Como primer paso observemos las aimetrias de la aupermétrica a partir de su de6.nici6n 
(2.2.1): 

G¡;u = Gu¡i, 

G¡¡1rl = G¡¡1i1 = G¡;11 = G¡¡u. 
(2.2.2) 

El nUmcro de componentea linealmente independientes ea entonces 

En el caao de las hipcnuperficies encajad.as en el espacio tiempo n = 31 por lo que el 
nWnero de componentes es 21. Es el mismo número que tendría un tensor g~,,, simétrico 
en seis dimensiones. 

Con el objeto de encontrar el determinante, observemos que la aupermétrica tiene la 
propiedad que sus variaciones aon 

(2.2.3) 

Podemos encontrar a pa.rtir de la propiedad general para matrices Mª~ con dctermi· 
nante M: 

M •P6M - 6M (224) .p- M' .. 

de donde concluimos que 
6G 61 
-¡¡=--;:¡ 

donde G : det c•;u. Integrando (2.2.5) ae tiene que 

G= -01-1 , 

con a una constante. 
Enuncfamoa ahora algunaa propiedades de G;;u: 

G¡;u Glr.lmn = 6¡j" ' 

G¡¡1i1Gi;t1 = 6. 

G¡¡u ,u = - ~ ,-i/'J "'ti;, 

G'jkl 1ll = -2,1/2 ,•;. 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

Ex&m.inaremoe: ahora la signatura de la supermétrica 1 la cual ~ta.rá dada por los sign0& 
de loa eigenvalores de Giill. Estos se obtienen de resolver la ecuación de vn.Jores propioe:, 

(2.2.11) 
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Loa eigenvalorea se determinan a partir de la coadici6n 

det(G;¡u - M!i} =O, 

donde la matriz Gii ti ae define como 

Gii Jd ;:: Gijrrtn "l'ml:"l'nf 1 

(2.2.12) 

(2.2.13) 

El número de valores propios positivos y negativos es mismo que para el ca.so en que la 
métrica 1ii es la más sencilla poeible dentro de Ja.a positivas definidas, a aaberse, la Wetrica 
cartesiana. 6¡;. Tomando esLe en.so particular, la ecuación de eigenvalores toma la forma, 

(2.2.14) 

Si la matriz A.¡; ea simétrica y de traza nula, se satisface la ecuaci6n con un valor propio 
uno. El espacio de matrices simétricas de traza nula tiene cinco dimensiones, por lo que 
tenemos cinco veetorfa linealmente independientes con valorea propios positivos para el 
caso de IIWtricas más generales. Tomando ahora a A¡; = 6¡;, se satisface la ecuación 
(2.2.14) con >. = -2. Por lo tanto el oexto vector propio tiene un valor propio negativo y 
la variedad N será entonces de signatura (- + + + ++). Esto ademáo nos dice que exi.ote 
un único vector temporal que nos augiere la poaibi1idad de foliar la variedad. 

Ea :una propiedad interesante que la supermétrica tenga una signatura Lorentziana 
estando construida a partir de métricas positivas definidas, y se justifica en algún sentido 
el hacer la analog[a entre las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2). 

En vez de tomar a las seis entradas de 1i; como coordenada.e, definiremos nuevas 
coordenadas que noa ayudarán a encontrar objetos geométricoa sobre N. La utilidad de 
introducir nuevati coordenadas consiste en que podremos definir loe objetOlli geométricos 
usuales (conecciones, tensores de Riemann, etc) en tenninos de estas variables y deepues 
regresamos a expresarlos con las variables originales 1ii. 

Definamoe a la coordenada f de la forma 

(32)'/' 
f"' 3 1

1
''· 

(2.2.15) 

Las hipersuperficiCt!ll definidas por r =etc, tienen tra.yectorias ortogonales a ellas, cuyos 
vectores tangentes son proporcionales a 

~ = (:!:)''' _!_1'''. 
81;¡ 3 81;; 

= ~ ! 1-3/4 !!J._. ( )
,,, 

3 4 81;; 

= ~r1¡;, 
4 
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Reescribiendola en forma contravariante: 

(2.2.17) 

Identi8quemoe a.hora a lu trayectoria.a con cinco coordenadas adicionales, es decir, 
del!nlmoo cinco coordenadaa ortogonale1 ar, que llamaremos r", A = 1, .•. , 5,de tal forma 
que uaando (2.2.16) 

=O. (2.2.18) 

Pedimos ademáa que el vector 8Jt aatiafaga la relación de ortogonalidad 

(2.2.19) 

De laa anterioree ecuaciones se eiguen las siguientes: 

por lo que 

(2.2.20) 

El inverso será 

(2.2.21) 
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donde 

Tenemoe ademú que con (2.2.22) 

T. 8)A - ~ ) /J-r¡; 8)A 
., /J-t;¡ - 4 8) /J-t;; 

3 8)A 

= •" "'(% 

=º· 
Usando (2.2.18) y la dellnici6n (2.2.1) podemoo calcular: 

donde 

0 ,,.k, 8'11; a·w = ~ 'l''' b'k ,.,;1 + ..,;k ..,., _ 2 ..,,,. ..,k, ) 871; a.., u 
8)A 8)8 2 8)A 8)8 

= i "'11/' ("11 
• ..,,., + ..,,.k "111 )'l;¡,A "lkl,B 

= "11/2 "llk ·i1 "llj,A "'tkl,B 

= ..,•!• trb"'' "11¡,A ..,f' "11k,s) 

= ..,•!• tr¡..,-1 "f,A ..,-• "l,s). 

"f E:"'fif· 

(2.2.22) 

(2.2.23) 

(2.2.24) 

Tomando a ~ = "l,o y ~ = "l,A como loo aeia vectores baae de la variedad N, de 
las ecuaciones (2.2.16), (2.2.17) y (2.2.20) oboervamos que podemoe Mignar una mfüica 
covariante a la variedad N de la siguiente manera: 

(
-1 o ) 

GnA = (_;¡_) ,.,. , 
0 32 ) llAB 

{2.2.25) 

donde 
(2.2.26) 
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Las letraa mayúsculas griegaa corren de cero a cinco, mientraa que las mayúac.ulaa 
latinaa de uno a cinco. 

La forma de la nu!trica (2.2.25) nao sugiere que la variedad N, en el lenguoje del 
cap(tulo 1, está formada por una foliación de variedades N de cinco dimensiónes y cada una 
de ellaa con la misma geometr!a dada por la nu!trica (2.2.26) y diferenciandooe entre ellaa 
por un factor de escala ( f,) ~·. Loo objetoo con una barra son objetoo en la variedad N, 
mientras que objetoe sin barra viven en la vaxiedad completa N. Tomemoe como analogía 
a la foliación de esferaa descrita en el cap(tulo anterior en el que la métrica de R3 en 
coordenadaa esl'éricaa ea análoga a (2.2.25), donde cada lúpersuperficie (esfera) tiene la 
misma geometría salvo un factor de escala que es el radio. 

2.3 Variedad N. 

Comenzaremos estudiando la geometría de la variedad N para posteriormente estudiar 
e la variedad N. Podemoo darnoo cuenta a partir de el análisis de hiperbolicidad que la 
variedad (N,GAo) es pooitiva definida, ya que el complemento ortogonal a el!&, es decir, 
el vector fc es un vector tipo tiempo. 

Coilltruiremos a continuación las conexiones en la variedad N, aaf como el tcnaor de 
curvatura de Riem.ann y sus constracciones para despues escribir la ecuación de geodésicas 
en la variedad N. Todo este análisis será deapuea de utilidad para la construcción de loa 
reapectivoo objetoo geonu!tricos en la variedad completa N. 

Obtengamoo una aerie de identidades útiles para cálculoo poeteriores. Por la regla de 
la cadena tenemoe que 

(2.3.1) 

(2.3.2) 

De !& ecuación (2.2.14), 

(2.3.3) 

Derivando (2.3.3) respecto a r8 y haciendo uao de laa propiedades de linealidad e 
invariancia cíclica de la traza se tiene que 

0 = tr('J- 1 7,Al.B 

= trb- 1,B 7,A + 1-I 7,AB) 

= tr b-'('1,AB -7,B 7-17,A)] • (2.3.4) 
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ya que 
1-1,B = -1-11,B 1-I • (2.3.6) 

Por la regla de la cadeno., 

por lo que u.ando (2.2.12) y (2.2.18) 

(2.3.6) 

Bu.cando la métrica inveroa contravariante G"8 
tal que IL1 contraerla con la métrica 

G,<a ae tenga la identidad, es deci:r, 

proponcmoo a G" 8 
de la forma 

o"ª ( ª>" ª'ª) = tr 1a,1¡¡;¡ 

ª>" ª>ª = 1;; 81,.. 1•1 
811

, • 

Tomando el producto (2.3.7) tenemoo 

G"8 G ( ª>" 8>ª) ( '"" ·• ) BC = 1i; a,j. 1.U 
81

,. 1 1no,B 1 'lp,,.,C 

... ª>" a1... ( 6u i 1,) = 1;; 1•11 1op 81;• -¡¡¡e •• - ¡¡ 1no 1 

... op ª>" a1,... 1 ... ª>" !!:!.E 
= 1;.1•.1 1 a1;• T;C - ¡¡1 1•1 a1i• ª>ª 

a1,. ª>" 
= ª>ª a1,. 

(2.3.7) 

(2.3.8) 

Por lo tanto el objeto dado por la ecuaci6n (2.3.8) es en efecto la métrica inversa. 
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2.3.1 Conecciones Afines en N. 

Calculamoe ahora la conexión afin definida a partir de la siguiente expreai6n: 

1 r ADC = 2 (GAn,c + GAc,n - Gnc,A). 

El primer término es de la forma 

GAn,c = [ trh- 1 "Y,A ..,-• ..,,n)J.0 

(2.3.9) 

=Ir ( "Yp1 "Y,A ..,-• ..,,n +..,-• ..,,Ao"Y-1 "Y,n +..,-•..,,A "Y,c' "Y,n..,-• ..,,A..,-• ..,,ne) . 

Permutando lndic"" para obtener loo otroa términoe y haeiendo la 1um.a (2.3.9) obtenemos 

r 1
t ¡ -•¡ -• -• +2 ¡ - 1 1 ¡2310¡ ADC = 2 r "Y,A"Y -"Y,c"Y "Y,B -"Y,B"Y "Y,c "Y,CB .., . . . 

Subiendo el primer lndice con la m~trica inversa 

rA BC = GA0 1'anc 

= ! [N a,A "Ykl 8'º] ¡.., .... a.., ... (-..,••.C ..,,,. "Yq•,B 
2 81;k 811• 

-"Yop,B"Y"'"Y,,..,c + 2"Y.,,cn) "Y''")• 

expreoi6n que loma la 1lguiente forma, haciendo uao de de (2.3.6) y (2.2.19) 

i'A 1 8,A 
no= 2 

81 
.. (2 .., .. ,en - 2"Yop,B .., .. ..,,,,e). 

Por lo tanto, 

¡;A [8'A ( -1 >] 1 BC = tr a;:¡ "Y,BC - "Y,B.., "Y,c • 

2.3.2 Ten.ores de Curvatura en N. 

(2.3.11) 

Encontramos ahora el tensor de curvatura de Riema.nn, usando la siguiente definición: 

R.° CBA = rº BC,A - rº AC,B + rº AE rE BC - rº BE rE AC. (2.3.12) 

El primer término es de la forma 

i'D DC,A = tr [ ("/,BCA - "Y,DA 1-I "Y,C + "Y,D ..,-I "Y,A 1-I "Y,C 

_, ¡8'º -•¡ (8'º) ] -1,B"Y "Y,CA B +"Y,B1 ,C"Y B 
"Y 1 ,A 

(2.3.13) 

40 



de donde 

-rº AO,B = tr ( (-'7,AOB + '1,AB ,-1 '1,o - '7,A -y-I '7,B ,-1 '1,o 

_, l Brº ( -•¡ 1arº¡ ] +'7,A '7 '7,0B -¡;;:¡ - '1,A '7 ,O '7 -¡;;:¡ ,B • (2.3.14) 

Tomando la diferencia encontramos 

-D -D [ -1 -1 -1 fJ'D l r 80,A - r AO,B = tr h,s '7 '1,A - '1,A '7 '7,B) '7 '7,0 -¡;;:¡ 

[( -1 -1 ) ª'º l + tr '1,A '7 '7,0B - '1,B '7 '1,0A -¡;;:¡ 

Encontramoe ahora al tercer término de (2.3.12): 

desarrollando y reacomodando términos se llega a 

[ 
-1 Brº] 1 [ _, -1 Brº] - tr '7,A '7 '7,0B -¡;;:¡ + 2 tr '1,A '7 '7,B '7 '7,0-¡¡;¡ 

(2.3.16) 
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Por lo tanto, 

[ 
-1 ª'º] 1 [ _, _, ª'º] + tr '1,B '1 '1,CA a;¡ - 2 tr '1,B '1 '1,A '1 '1,C a;¡ 

Tomando la diferencia de (2.3.16) y (2.3.17): 

-O i'tE -O -E [ 1 1 ) ª'º] r AE l BC - r BE r BC = -tr ('l. .. .,- '1,CB - '1,B .,- '1,CA a;¡ 

(2.3.17) 

i t [e _, -1 J _, ª'º] - 2 r '1,B'I .,, .. - '1,A '1 '1,B '1 '1,c a;¡ 

1 [ -1 _, ª'º] - 2 tr 'l,B'I '1,C'I '1,A a;¡ · (2.3.18) 

Ob1ervemoe que I01 ténninOI 

[ 
-1 _, ª'º] - . " . jp ª'º tr 'l,A '1 '1,C '1 '1,B a-y - '1•1,B '1 '111,C '1 'lp•,A a.,¡; 

[ 
_, -1· ª•º] =Ir '1,B'I '1,C'"I 1,A a;¡ , 

por lo que los dos últim01 términOI de (2.3.18) oe cancelan. 
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Haciendo la suma de (2.3.15) y (2.3.18) para obtener el tena6r de Riemann obtene!JlOll: 

- D 1 [ -1 -1 -1 ª'º] RABC = 2 tr ( 1,B 1 1,A -1,A 1 1,B )"I 1.C ¡¡;¡ 

+tr[("l,c1-l),B1 (ª;~),A -("l,c1-l),A1 c;~t] 

(2.3.19) 

AnaUzemoa ahora de la ecuación &nterior los aiguientes términos: 

lm [(ª'D) ª'E ª'1•• a,D ] 
= [("1¡1,c 1 ),B 1mi] a1¡¡ ,A+ a1ij ª'E ª'A a1,. ' 

(2.3.20) 

Deaarrollemoe el segundo factor de la ecuación (2.3.20): 

( ª'º) ª''º a.., •• a..,,; ,A = a.., .• a1;; a,A · (2.3.21) 

Por otra parte, tenemos 

1 (( ¡ ) · · ª'E = ¡' 3 ,- 1to ,A 1" + 1to,Af' a1;¡ 
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puea r = º· ... '5, por Jo tanto, 

ª'" a ( l i ;¡ 8"1ij "'IJu,AE = 8"Yij 1'.h,A - 31.1:.,A. 1 • (2.3.22) 

Con eatoo N!aultad011, podemoo entonces escribir al segundo factor de (2.3.20) de la 
siguiente manera: 

(ª'º) ª'" ª'º a•,
0 

a-,.t - +-"1h,AE:--=-----+ a-,;¡ ,A a-,,1 a-,.t a-,.t a.,,1 a,A 

en virtud de (2.2.14). 

= ...!.._6f- !-,•i óf 
él-,;¡ 3 

1 .. D 
=-3-r''óA• 

=O. 

(2.3.23) 

De la milma forma se eliminan IOll otroo dos términoe de la ecuación (2.3.19), en donde 
están intercambiadoo loe Indices A y B, por lo que el tensor de Riemann toma la forma: 

-RD 1 t [e -1 -1 ) -1 ª'º] CBA = 2 r "1,B., "l,A - "1,A.., "l,B .., "1,c ¡¡;¡ 

i [e lm lm l..,,,. ª'º] = 2 1jl,B 1 imp,A - "'(jl,A 1 1mp,8 ' 'l1i,C B"1ij 

_1[ ··e mi mi ¡aºa J - 2 1i•,C 1 "fpm 1A 1 11j,8 -1pm,B 1 1lj,A. ( 1ij 1 
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Por lo tanto, 

-RD 1 [ _1 ( _ 1 _ 1 ) ª'º] CBA=2tr '1,c'I '1,A'I '1,s-'1,B'I '1,A a:¡. 

El Riemann con Jos índices abajo es entonc:ea, 

= tr('l- 1 1,E'l-1 '1,D ~tr h,c1-• ('1,A .,-•.,,e -

-1 ) ª'El - '1,B'I '1,A T, 

1 ij 1:1 mn( op = 21 "Jjlc,D 1 ilm,C 1 1no,A 1 'lp9,B-

lt [ -1 -1 _, ( -1 -1 l] = ¡¡ r ., '1,D ·'1 '1,c., '1,A., '1,B - '1,B., '1,A • (2.3.24) 

Definimos al tensor de Ric:ci de la siguiente forma: 

RoA;; R.0 
scA = -R° BAC, 

de manera que toma la siguiente forma a partir de (2.3.23): 

-R lt [ -1 ( -1 -1 ª'ªa l BA = -2 r 'l,B'I '1,C'I '1,A -'1,A '1 '1,c T '1 

1 [ ''! '"" '"" ) ª'ª ] = -2 "Yij,B "l 11rn,C 1 1no,A -11m,A "1 1no,C 8"Joi 

1 { ji [ '"" ('º' 1 °') = -2 1ij,B1 1 1na,A "lm - 311m 1 -

'"" (6°' 
1 º'l] } -11rn,A "'I no - 31no 1 

que se puede reescribir como 
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- l{l( ..;.... 1¡ .. ) - -2 2 1-;,a·r 1 1AO,A +1tj,8"7 1 ,...,,A 

l 'I ·} + 3 '''tij,B T 11•,A , •• 

l { 3 t [ -· -· J } = -, -, r 1 1,A 1 1,B 

(2.3.25) 

Finalmente podemoo encontrar al eocalar de curvatura de la forma 

(2.3.26) 

Por Jo tanto, oe trata de una variedad de cinco dimeruiiones con métrica poeitiva 
definida '1 cllfY&tura constante. Si calcul&IDOI el tensor de Einstein para Ja métrica GAB• 

áte senl entonces proporcional a Ja propia métrica: RAB - ! GAB R = l GAB· 

La variedad N ea ul un espacio de Einstein. Sin embargo, la métrica deJlnida en la 
variedad Ñ no tiene porqué aatlsfacer unu uuacionu de Ei,..lcin. En principio, la métrica 
G AB ead. dada y huta ahora hemoo tratado de encontrar propiedades de la variedad 
dellnidu a partir de ella. 

2.3.3 Geodúicaa en N. 

La ecuación de geodáicaa en Ja variedad N puede ser escrita en 1 .. coordenadu rA 
respecto al parámetro i de la forma uaual, ea decir: 

(2.3.26) 

Procederemos a reescribir a Ja ecuación (2.3.26) en términos de las variables 1;; (que 
en ocasiones abreviamoa como i). 
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utilizando (2.3.6) tenemoe 

Ahora bien, el termino ik• dJ;, aerá de la forma: 

=4r-• ~. 
di 

(2.3.28) 

Si la geodésica está sobre la variedad N, que es el caso que ·estamos considerando, Ja 
coordenada r será una constante, ya que cada corle de r =ele de la variedad grande define 
una hipersuperficie caracterizada por G AB y por lo tanto, la expresi6n (2.3.28) se anula. 
Con esto, la ecuación (2.3.27) se simplifica un tanto. 
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Por otra parte, podemos d .. arrollar el primer término de (2.3.27) de la oiguiente 
manera: 

Entonca, la expreoi6n (2.3.27) la podemOI eocribir como: 

0 = 8~ d21u + ~ d1,. d1u _ d1;; 
1

., d11 .. K+ 
a,., a a,,. a1u di a di a a.,,.., 

ª'B a,c 8(A d1•• d1,1 
+ 11 .. ,sc 81., 81.., a., .. , -¡¡ -;¡¡- . 

La expreai6n 1;..,,ac :!A. podemos encontra:la a partir de la igualdad: 
v¡"'' 

derivando reapecto & ÍC de la siguiente ÍOnn&! 

por lo tanto, 

Insertando la ecuación (2.3.31) en (2.3.30) tenemoo 
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(2.3.31) 



a>,A [d'TI• d"fu 1 d"f;., ,1 d"f,1 1 d"fu ª' d"f., 1 d"fa• ••] 
- a"I, .. aw 43 4i" - 3 43 "fu '1 4i" - 3 4i 'Y; .. '1 di + ii di '1 ' 

(2.3.32) 

Por lo tanto la ecuación de geodéaicaa 11e remcribe: 

(2.3.33) 

Sin embargo, notemoe que ~ta expre8i6n son cinco ecuaciones pero contienen aun la de
pendencia en las coordenadas ~A. Nec .. itamoo entoncea tranaformar a eate 1J.tema un 
otro cuya dependencia 1ea exclusivamente en laa coordenadu 'lii· Para esto, tomemos 
la ecuación (2.3.33) y multipliquélllOlla por el factor "f.,,A. Obtenemoo aal la siguiente 
exp ..... i6n: 

(2.3.34) 
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Analizemos el último término de la expreai6n (2.3.34). A partir de la ecua<:i6n (2.3.28) 

('¡'i d;;;; ), oi la derivamoo respecto al parúnetro l obtenemoo la oiguiente expre!i6n: 

o - ;¡ d'"lij '}:Jjj_ d..,•; 
- .., di" + dl -¡ji' 

(2.3.35) 

Por lo tanto, el último término de (2.3.34) ae anula y la forma que toma la ecua<:i6n 
de geod&lcu en la variedad N oerá: 

d'"T - '!::!. ~-1 '!::!. =o ( ) di di , 
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, 2.3.36a 

cate sistema consiate de aeia ecutLCionea 1 pero aabemoe que no son independientes entre 
ellu ya que solo ae tienen cinco gra.doe de libertad. Recordamos entonces que tenemos una 
reetricc16n entre lao "1;; y ouo derivadu dada por (2.3.28) de manera que tenemoo: 

..,•; ~; =o. {2.3.36b) 

Tratemoo ahora de encontrar una ooluci6n para lao ecua<:ioneo (2.3.36). Para eoto 
propongamoo que la 10luci6n general eotá dada por una matriz de la forma, 

"1(•) = M •"' M' (2.3.37) 

donde Meo la tranopueota de M. Eotamoo ouponiendo que lao matrices oon realea. En 
principio tanto la matriz M como N aon matrices no 1ingulares arbitrarias. 

Veamoo que en efecto (2.3.37) eo ooluci6n de lao ecua<:loneo (2.3.36) e impone ciertao 
condicloneo en la matriz N. Calculando lao derivadas reopecto al parúnetro ii de {2.2.59) 
tenemoe 1 

i = ~ = MN'e"1 M, 

La innroa de la matri• "T(i) oerá 

'l(i)-1 = M-1 ,-m -;J-1, 

Por lo que podemoo eoeribir 

;..,-1 i= M Ne"' M M-1,-N•'iJ-1MNe"1 M, 

= M Ne"' ,-Ni Ne"' M, 

=i· 
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Por lo tanto se satisface la primera ecuaci6n de (2.3.36). Debemoo además imponer 
la condici6n tr(1- 1 i) =O a la soluci6n (2.3.38): 

tr¡,- 1 i) = tr [M-1 e-N"i 'j;i-• M N ,m Mj , 

= tr [M-1 ,-m N ,m M] , 

= tr [ N ,-m eH1] , 

= trN. (2.Ul) 

Por lo tanto, N debe ser una matri1 de trua nula. El pedir c¡ue 1(i) aea aimitrica 
impone otra condici6n en la matriz N: 

pero 

= (eN"iM) M, 

=M (•H'l M, 

(•N"i) = ,Ñ'I. 
por lo c¡ue la condlci6n 1(i) = 'i(i) se traduce en 

¡¡,m M= ¡¡,m M. 

Por lo tanto, 
N=Ñ. 

El hecho c¡ue la exponencial de una matriz aea una funci6n analltica para cualquier 
valor del par"'1etro 3, asegura c¡ue la variedad Ñ sea una variedad geodésicamente com
pleta. Por lo tanto, la forma (2.3.37) para 1 restringe mucho el tipo de espacio c¡ue se 
tiene. 

Por simplicidad tomemoo matrices c¡ue tengan determinante uno: 

a; 1 -11>1 . (2.3.43) 

En la solución de la ecuaci6n de geodésicas (2.3.37), podemos reemplazar a la matriz 1 
por la matriz a siempre y cuando M tenga determinante uno. · 

Para encontrar la geodésica que conecta dos matrices a1 y a2, hagam06 i = O en a1 
y elijamos M de la forma: 
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donde O ee una matriz ortogonal que diagonaliza. a 1 y d~/2 ea la ra(z cua.drada. diagona.l 
de la matriz diagonal resultante (ea decir, Oa10 =di). Si i12 ea la distancia entre a, y 
•2 entonces la 1'.QAtris N ~tiaface: 

(2.3.45) 

por lo que, 

N- 1n [d- 1
'

20 o- d-1/JJ "12 = l ª2 l t 

elevando al cuadrado y tomando la trua, 

(2.3.46) 

Pidiendo que trN 2 = 11 tenemos entoncee que la diata.ncia iu entre las matrices ser': 

(2.3.47) 

Huta ahora hemoa .. tudiado a la variedad N as( como las geodésicas en ella. Proce
denmoo al e1tudio de la varieded CH!imenllonal completa N. 

:a.o& Variedad N 

2.4.1 Coneccione1 A&n .. en N. 

Comensaremoe eota sección encontrando las conecciones a6nea en la variedad N, dad u 
a parilr de la métrica GnA de la forma usual 

n 1 nn ( ) r AA = i G GnA,A + Gn1,A - ª"''·º . (2.4.1) 

donde 

GoA =O, (2.4.2) 

Goo = -1. 

La métrica inversa la enconlramoa CM:ilmente a partir de la definición. 
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De la forma de GnA se concluye que 

a00 = -1, 

aA• =o, 

GAB _ 32 -2 -,;AB 
-3r " . 

(2.4.3) 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

Por lo tanto,podemOfl calculu las conecciones afines a la métrica. Gn¿ de la forma, 

i) Encontramoe primero )08 (ndicc3 latinea de lu coneccionea de la forma, 

A 1 AO ( 1 AD ( ) r sc=2G ... )+2G Gsn,c+Gco,s-Gsc,o, 

(Gsn,c + Gco,a - Gnc,o) , 

=i'ABC• 

ii) Calculemos la derivada respecto a í de GAs. 
3 -,; 3 2iJ 

GAn,o = 322íuAB + 32r AB,o. 

pero, 

GAB,O = (1"11 ... ,A 1"'"1ni,B) ,o ' 

+ 1il 11M1A 1"'" 
1
0 "/ni,B + 1 11 

"Jlm,A 1"'" 1ni,80 • 

Loe términoe de la forma 1;.,co loe podemos reescribir: 

'Jjp,CO = 'Jjp,OC 1 

(
4 -1 ) 

= 3' 1jp ' ,e 

4 _, 
= 3 Í 1jp,C • 

AdelllÁa, 
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Por lo t&nto, 

(l 4 -t ¡ ti "'n + il "'" AB,O = 3' -1 1'IM 1A 1 1ni 1D 1 1'1rn,A 1 1'ni1B-

- 1
11

'llm,A1"'" 1ni18+1il 1hn,A 'l"'" 1ni18} 1 

=O. (2.4.0) 

Entone ea, 
6 

GAu,o = 32 'GAu. (2.4.10) 

Con este re!lultado, podemos co!llltruir laa conexiones del tipo 

rº AB = i Gºº (GOA,8 + Gou,A - GAs,ol + ~G"A ( ... ) ' 

1 ººG = -ÍG AD,O 1 

1 6 
~ -z (-1) 32 'ªAD, 

3 -
= ñ'GAB· (2.4.11) 

iii) 

1 (32) _,.,..so ( 3) ,,. =z 3 ' u 2 32 '"DA• 

(2.4.12) 

iv) 

r• AO = ~ G00 (GoA,O + Goo,A - GAo,o) + i GºA ( ... ) =o' 

A 1 AO ( 1 AD ( ) r 00 ~ 2 G .•• ) + 2 G God,O + God,O - Goo,D =o' (2.4.13) 

o 1 ,..OQ ( roo=2u- Goo,o)=O. 
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2.4.2 Tensor de Riemann en N. 

Encontraremoo ahora laa componentes del tensor de Riemann RA rnn en la variedad 
N. 

i) Comencemoe calculando loo [ndicee latinoe. 

iii) 

Rº CBA = rº BC,A - rº AC,B + rº BC rº BO. 

= 1i
0 

cBA + r• serº"º - r• "ª rº Bo, 

=R
0

csA+ (iir) ,-• [GBc6f-G,.c69), 

-D 3 (7i D 7' D) =R CBA+32 "BC6A -u .. c6B . 

RºcBA = rºsc,A - rº AC1B + rº 80 rº AO - rº AC rºso' 

- rº AC rº 80 - rD AC rº AC rº BD, 

= (ii r) [Gsc,A - GAc,B + r ABC - rs .. c] • 

= ~ r [2Gsc,A - 2GAc,s + GsA,c + ~CA,B - Gsc,A

-G,.s,c - GcB,A + G,.c,s] , 

=O. 
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y, 

iu) 

Veamoe que pasa en la eeuaeión (2.4.16) para todoe loo valorea poaiblea de Il. 
Cuando Il = o tenemos: 

Si n = D tenemos, 

Rºono = rºno,o - rDoo rºsn =O, 

Rº OBC = rº BC,O - rD OG rº BD 1 

Por lo tanto, 

= ~ (Goc-Goc) =O. 
32 

Rºonr =O. (2.4.17} 

Tomando diferentes valores para n tenemos, 

Rº AOO =O, 

ademáa, 

Por lo tanto, 
Rº .tor =O. 

Por otra parte, 

o o o 3 -G -t<D 3 -G -l<D O 
R "ºº = r ºº·" - r "º·º + 32 ~ .. v ~ ªº - 32 ~ ov ~ º" = . 
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v) 

vi) 

Con loe resultados anteriores se concluye que 1 

RºAnr =O. 

Rºoor = rºor,o - rºor,o + rºor rºon -rºor r 0on, 

=O. 

Rºonr = rº Br,o - rºor,B + rº Br rºon - rºor rº Bn' 

= rD Br,o - rºor,B + rE Br rºoE - r 8or rD BE o 

Tomando diferentes valorea para r en (2.4.20) tenemoo 

R 0ono = (,- 16Jl),0 +,-16NrºoE, 

=O. 

Aaf miamo 1 

Roseº= rº BC,O - (r-168) ,B + rE BC ,-16E - ,-1rº BC' 

(2.4.18) 

(2.4.19) 

(2.4.20) 

(2.4.21) 

(2.4.22) 

Desarrollemoo ahora la ecuación (2.4.22) a partir de lo que se sabe de las secciones ante
riorea. 

rºnc,o = f'D BC,o = (GDE r&ec),o. 

Calculemoa GAB ,o a partir de su definición: 

4 -1 -AB (ª'A ) ª'B 4 -1 -AB ª'A = -
3

' G +"w -8 - 'Ymo -8 . + -3 ' G +'1;1-8 -'Ymo 
~m ~ ~. ~m 

8 -I -AB ( a,A ) a,B ª'A 
= -3 ' G + '1;1 -8 - 'Ymo a--: + 'Yól -8 'Ym• 

"flm ,O 1n1 1hn 
(a,n) 

a"'tni ,o t 
(2.4.23) 
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Sin embargo, 

( 
8,A ) 4 - 82 'A -- =-' 1~.;----. 

811m o 3 81.; 811m 
(2.4.24} 

Con el objeto de encontrar una relación para la oegunda parcial de (2.4.24), tomarenoo 

la ecuación 1;; 
8'A = O y la derivaremoo respecto de 1tl teniendo entonces la oiguiente 
81;; 

expresión: 

Por lo tanto, 
81,A 8,A 

1'' 8'!.1 8111 = - 8111 . 

Suotltuyendo (2.4.26) en (2.4.24} obtenemoo, 

( 
8,A ) 4 -1 8,A 
8'!tm o = - 3 ' 8111 ' 

Imertando (2.4.27) en (2.4.23) ae llega entonces a 

GA 8 ,a =o. 

Por lo tanto, 
fD BC,D = Q, 

y ouatituyendo (2.4.W} en (2.4.22) concluimoo que 

R0 aac =0. 

uíi) Finalmente encontramoe: 

Rº ABO = rº DD,A - rº AO,D + rº 80 rº AO - rº AO rº DO' 

=,-• (rºAa-fºBA) =O. 
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Resumamos 1011 resultados encontradoe huta ahora pa.ra lu conecciones afines y el 
tensor de Riemann en N: 

re AB = r° AB, 

o (3) -rAe= 32 ~GAB> 

rª..to = ~- 1 6f, (2.4.32) 

D - D (3) :ñ D - D RABO =RABO - 32 (uAo6B - GBo6A). 

Loe demú objetos, tanto conecciones como Riemann 11e anulan. 

2.4.3 Tenaor de Ricci y Escalar de Curvatura. 

Construimos a continuación el teruor de Ricci en la variedad N definido de igual forma 
que en le. variedad N. 

= - (Rº ABO+ R0 Ano) , 

(
- 3- ) = - RAn+ sªAB • 

(2.4.33) 

Ademila, laa otraa componentes serán de la forma, 

( 
o O O A) = - RooA + llOcA • 

=0. (2.4.34) 
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La componente 00 también se anula: 

Roo = -Rr oro , 

= - (Rºooo + R".,.o) , 

=O. 

Calculamoe ahora el escalar de curvatura: 

<•l R = G60 Ro.o , 

= 000 Roo + G"8 R,rn 

32 -•a"ª (3) 0 = 3í S .<B 

(2.4.35) 

(2.4.36) 

A diferencia de la variedad N, en eete caao el tenaor de Ricci no es proporcional al 
tensor métrico, por lo que no ae trata de un espacio de Einstein. Sin embargo notemoe que 
cumple un.a curioea propiedad cuando se le ve como un espacio aoluci6n a las ecuaciones de 
Einstein. En este cuo1 al contruir el tensor de Einstein a partir de la métrica, obtenemos 
el tenaor de Energla Momento, es decir, laa propiedades que debe cumplir la materia para 
que se tenga tal geometrla. Calculando la componente 00 de tal tensor observamos que es 
de la íorma:Too = - ~ Goo R = 10 r- 2

• 

Esto querría decir que si interpretamos a la componente 00 del tensor Tnd como una 
densidad de energfa, éeta es Inversamente proporcional al cuadrado de la coordenada r y es 
ademas directamente proporcional al escalar de curvatura. Esto diría que ai una partícula 
imaginaria se aproximara por una geodésica hacia la írontera de ' = 01 cosa que sucede 
para toda geodésica como se verá má adelante, entonces no solo la curvatura del espacio 
tiende a infinito, sino que la densidad de energía del espacio también Jo hace. 

2.4.4 Geodésicas en N. 

Analizaremos ahora laa geodéeicaa en la variedad N. Denotaremos por • al parámetro 
de r.quellaa. Encontraremos las ecuaciones de Geodésicas y au relación con las corres
pondientes en la variedad N, con el objeto de poder escribir íádlmente la solución de I• 
ecuación de geodéeicaa en la variedad N haciendo uso de Jaa soluciones ya conocidas en 
Ñ, y la relación entre ambas ecuaciones. F.a neceaario así mismo encontrar una relación 
funcional entre 106 pa.rámetroe :; y a de 1M dos variedades. 

La ecuación de geodésicas en N cons~te en un sistema de seis ecuaciones diferenciales 
respecto de a para seis coordenada.a independientes, a saber, ~r. En este cuo no tene
moe restricción alguna con respecto a la coordenada ~ como se tenía en el análisis hecho 
anteriormente para N. 
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La ecuación en general se escribe: 

r dr dr" r dr8 dr" 
+ r "º ;¡:; T. + r "º T. T. . 

La ecuación para la coordenada tipo tiempo r, ea decir, cuando r =O ea, 

d'r ( 3) dr8 dr" 
O= d.'+ 32 rG"ºJ.J.' (2.4.37) 

Con el objeto de encontr&r una relación entre amboe par!metroa, podemos llamu a la 
e:xpreolón 

(2.4.38) 

que de alguna forma ee puede interpretar como un elemento de lútea sobre Ja variedad N 
con reapecto al parámetro de la variedad grande. Tenemos que (2.4.37) se puede reeacribir 
como 

O=~~+ (Ü) r (~)' 
Para las denáa coordenadas, r =A, Ja ecuacion de geodésicas se lee: 

d'r" _,. drº drª _, dr dr" 
o=-;¡;¡-+ r oc T. T.+ 2r ;¡:;T.. (2.4.39} 

Derivando (2.4.38) respecto del parámetro ., tenemos, 

di d'• d - dr8 dr" (d'rº dr" drº d'r") 
2;¡:; .t.'= ;¡:;ª"ºT. y,+G,.o -;¡;¡-y,+ y,-¡;> . (2.4.40) 

Multiplicando Ja ecuación (2.4.39) por G,.o d~: tenemos, 

_ d'r" drº .,., - drª dr8 drº _, dr dr" dr8 

O-ª"º "'d.' T. +r ºªª"ºT. T. T.+ 2r ;¡:;ª"ºT. T.. (2.4.41) 

Utilizando (2.4.40) en (2.4.41) obtenemos: 

di d'• 1 d dr8 dr" drª dr8 drº _, dr (a.)' 
O=;¡; d., - 2 ;¡:;ª"ºT. T.+ roce T. T. T.+ 2r ;¡; ;¡:; , 

(~)' d• ' 
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Por lo tanto, 

(2.4.42) 

Integrando (2.4.42) 

1n(~) =-21nr+lna, 

(2.4.43) 

donde a: es una constante de integración. 
Notemoe que si ( - O entoncea ~ ...... ex>. Podemos entoncea relacionar a las derivadas 

respecto al parámetro " con las derivadas respecto a :; de Ja siguiente manera: 

(UH) 

La segunda derivada está dada entoncea por, 

(2.4.45) 

insertando en (2.4.30) tenemoo: 

a 2 d'í" 2a2 dí díA a 2 -A dr8 díC 2a2 dí díA 
O=rcdi'-7didi°+rcr se-¡¡¡- d;; -7didi°' 

a
2 (d'í" -A dí

8 
drª) =re 7+r BCdldl • (2.4.46) 

Como se ve 1 se recupera la ecuación de geodésicas en Ja váriedad N. Esto significa 
que si las componentes >" del punto '1 sobre la variedad N satisfacen Ja ecuación de 
geodésicas en N y loa parámetros están relacionados por la ecuación (2.4.43), entonces 
eaaa componentes r" también satisfarán Ja ecuación de geodésicas en N (2.4.39). 
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Veamoo ahora como ae ha tran.aformado la ecuación para la componente r deapuea de 
laa relaciones que hemos encontrado. Su.atituyendo (2.4.43) en (2.4 .37) tenemos, 

d'r ( 3) - dr,. drº d•'+ 32 rG,.o-;¡;--;¡;-=O, 

(2.4.47) 

Eata expreaión Cl!I directam.nete una ecuación para la coordenada ' en la que se ha qui
tado toda dependencia en laa demu coordenadaa, por lo que procederemos a lnte¡rarla. 

Definiendo k = ¡"1; ae tiene, 

d2r k' a' 
d.,+7=º· 

multiplicando por ~ e integrando, donde denotaremoe ' ::::: ~ 1 

;.: + .1: 2 a 2 i = O ) > ,3 t 

1 . 
'2 {f') + .1: 2 a'f. =O, 

!t• - k'a' = 6, 
2 2r2 

donde 6 e& una constante de integración. Por lo tanto, 

"= k'a' +26 r r' . 

con P otra coDAtante. 
Si escribimos el clcmcn!o de lineo de la forma: 

ª"º dr" drº = Goo ~ ~ + G,.o k'r' dr,. drº 
d. d• d• d. d. d. 

={J. 
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Por lo tanto, el aigno de {J determina el carácter de la geodésica. Si fJ = O, la geodésica ea 
nula. Si {J = 1 aer& eapaclal y finalmente, al {J = -1 la geodésica ea temporal. 

Analizamos cada uno de los casos anteriores encontrando expHcit&mente la coordenada 
' y la relación entre loe parAmetroa. 
i) fJ = -1, Geodésica tipo tiempo, con condicionea de frontera dadaa por ¡(O) = O y 
i(oo) =O. En eate caao, la ecuación (2.4.48) toma la forma: 

por lo que. 

Integrando, 

• = ../k'a' + '' - VkY, 
por lo que deap~ando a'' 

,, =(•+ka)' - k'a', 

'=../•(•+2ka) 

Suatltuyendo (2.4.50) en (2.4.42) tenemoo, 

de donde 

integrando, 

a 
= •(•+2ka) 

iü-a--"-
- •(•+2ka)' 

•(•) = ~ ln (2k:+.). 
Loe ran&os para cada una. de IM variables son loe siguientes, 

-oo :S:; <O, 

0<,<oo. 

(2.4.50) 

(2.2.51) 

(2.4.52) 



De (2.4.51) podemoo despejar • de l• siguiente forma: 

por lo que, 

2k• =In--·--' 2ka+a 

--ª-- =e21r;¡ 
2ka+• ' 

2k•'º 
.s=a1-e2•1' ... 
"= -2ka cki -e-l:i • 

• = -aketicoch{ki). 

Suotituyendo a (2.4.53) en (2.4.50) podemoo encontrar r{l): 

r{l) = 1•(•){2 ka+••)!''' , 

= [-ake.,cech{ko) (2ka-kaeucsch{k•l)J'1', 

[
2ake•U ( 2kae'")]'" = --- 2ka + ---1 - c'ltl 1- eUl 

= acoch (k:i). 

{2.4.53) 

{2.4.54) 

Notemos que cuando " :::: O, entonces ~ = O. Eato significa que el detenninante de ""tij se 
anula y la 3-geometrla deja de ser válida. El escalar de curvatura de la variedad N tiende a 
oo y por lo tanto .. trata de una singularidad en tal variedad. A estoo puntos se les asocia 
con una frontera de la variedad por lo que ee sugiere de laa wluciones obtenidn.s para 1& 
geodésica que ésta toca la frontera en a = O. Cabe mencionar que esta .singulan·dad puede 
no ser esencial y deberse única.mente a la elección particular de coordenadas, a saberse, de 
la coordenada temporal\. Sin embargo, se conocen c8808 concretoe dentro de lr.u1 soluciones 
a las ecuaciones de Einstein como la solución de FRW, para la que se aplica perfectamente 
el formalismo equi expuesto, en la que se sabe que existe una singularidad física en el 
origen. 
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De acuerdo a la ecuación (2.3.43), la matriz 1 puede aer escrita como 

1(•) = 11/3 MeNi M' 

=(krJ''3 MeN•M. 

donde se pide que M tenga determinante uno. 

(2.4.55) 

Por lo tanto, la geod&icn. en N puede expresa.ne en términoa de laa geodésicas en Ñ 
de la siguiente me.nera: 

ii) /1 = O Geodésica Nula. En este caso se tiene, 

eligiendo a =O y 2ka = 1, 

~ = k2 a2 •+a, 
2 

La relación entre los parámetros estará dada por, 

por lo que 

De aqu{ se concluye que 

d:i=a~, • 
i=a lna, 

1 •=v:ln•, 

,, = e2l'i. 
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El rango de 1 .. variables es entonces: 

o ::5" < oo, 

-00 ::5 ¡ < oo, 

O<r<oo. (2.4,5g¡ 

La geodésica toca nuevamente la rrontera en a = O. 
Esta tendra ademú la forma: 

(2.4.60) 

iii) {J = l. Geodésicas tipo espacio. En este caao, deben tomarse ambas raices de la 
ecuación (2.4.48) y habrá un punto de retomo en r = ka. Eligiendo como condiciones de 
frontera r(O) =O, •(ka) =O, • <:O, se tiene: 

de donde 

Por lo tanto, 

Por lo tanto, 

que se integra 

~=Jk'a' _ 1 
d.o r' • 

• = :¡:./k•a• - r' +ka. 

r' = k'a' - (• - ka)'. 

=-.s,+2,,/i:Q, 

r = v•(2ka- •). 

ál Q 

d.i = •(2ka - •)' 

rll=~. 
•(2ka - •) 

•(•) = ii In (2k:- ,) ' 
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d .. pejando • de (2.4.63) y ouatituyendo en (2.4.62) oe llega a que 

f(i) = ka oech ( ki) . (2.4.65) 

La geodésica se escribe entonces 

(2.4.66) 

El rango de laa variabl .... entonceo, 

O<•$ 2ka, 

-oo :5 i ::S 00, (2.4.67) 

o< r::; ka. 

La geodéoica loca a la frontera en amboe IÍmit .. (• =O, 2k), 

Podemos ahora encontrar una expresión para Ja distancia. geodéaica entre dos matrices 
11 y..,, en N. La geometrla de N puede ser escrita de acuerdo a la ecuacion (2.4.49) como 

(2.4.68) 

Si ahora introducimoe las variables 

t = r coohk•, 
(2.4.60) 

:i: = r •inhki, 

la ecuación (2.4.68) •• puede escribir entone .. como 

d.!2 = -dt' + d:i:2 • (2.4.70) 

que .. juotamente el elemento de linea de un espacio bidimensional de Minl:owaki. Por lo 
tanto la distancia oerá de la forma 

u("1i.1,J"' ~(•u)=-~ (ti - t,) 2 + ~ (:i:1 - :i:2) 2 , 

1 2 2¡ = 2 (2r1 r2 coeh kiu - r1 - r2 , 

= ( ~) { 2(·11 ..,,¡ 1t• cooh [ ( ~) 
112 

i 12] - ..,1 112 - 1 21
/
2} , (2.4.71) 

donde i 12 está dada por (2.3.47). 
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Hemoe estudiado la geometría de la va.riedad N MÍ como de la N encontrandose que 
esta última es un espacio de Einstein de curvatura constante. Se encontró que N es una 
variedad geodésicamente completa, mientrM que la va.ricda.d grande parece no serlo, puesto 
que tu geodésicas, ya sean tipo espacio, tiempo o nulM, se aproxiIDAn inevitablemente a 
la frontera. E.etc hecho se puede intcrprctu como una sugerencia que la evolución de 
una 3-geometría acaba.ría en una singularidad. Sin embargo, debemos recordar que ambas 
variedades son espaci06 hasta ahora de dimenBión finita (5 y 6 respectivamente). Tomar 
en cuenta el hcc:ho que cada 1•i ce en realidad una función de la variedad a los reales, 
trae grandu dificultades a la teoría. Como primer punto pudem06 señalar el hecho que 
la variedad, forma.da por las 1i, (z) será ahora de dimeruiión infinita, puesto que incluao 
el ejemplo más simple de espa.cioe de runciones (por ejemplo L2

), e.a de dimensión in6aita 
(contable en ese ca.so, pero aun infinita). 

Como ae mencion6 en el capítulo uno, al eepac.io donde a cada punto se le asocia una 
3--geometría, se le conoce como Superespació. Es natural entonces tomar a este superes
pa.cio como la generalización de la variedad N a dimeruión infinita. LM geodésicas en 
N se pueden peruiar como generalizables a la.s geodél!ica.e en el Supereepacio y que estas 
correspondan precisamente a la evolución de las 3-geometrias que, como se vi6 en el capi
tulo 1, generan a un eapacicrtiempo soluci6n a W ecus.cioncs de Eirutein. Suponer esta 
generali%aci6n 008 permite entonces eapecular en torno al hcc:ho que la evolución en general 
de las 3--geomctriM esten destinadas a terminar en una singularidad del Cl'!pacio-tiempo (al 
identificaroe aquellllB con la frontera de N). 

E11 necesario recordar sin embargo, la di&eWlión del final del capitulo 1 en el sentido que 
la tra11ec:ton'a generadora de un espacio tiempo en el SuperCl!llpacio no es necesariamente una 
curva para.metrizada por un real. Se demoetró que en realidn.d de trata de una aubva.riedad 
del superupacio con dimensión infinita (el número de p0&ibles foliaciones para el espacio
tiempo dado). 

Con el objeto de oclara.r la analogía entre la mecánica clMica de partícula.a y la 
dinAmica de las 3-geometriu, analiza.remos en el siguiente capÍtulo la rormula.ción dinámica 
para amboe c .. oo dentro de la teor(• de Hamilton-Jacobi. 
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CAPITULO 3 

3.1 Introducción. 

En loo doo capftuloo anteriores hemoo introducido la formulación ADM para la Rela
tividad General, en donde se hizo menci6n al carúter dinámico de la teoría vista como 
evolución de 3-geometriBn (Goometrodinámica). Se llegó a una expresión para la cons
tricción llamiltoniana que en Íonn& ae o..oemeja a la de la partícula libre relativista en un 
espacio curvo. En el capitulo 2 ae tomó como punto de partida la forma de la métrica que 
aparece en el Hamiltonia.no con el objeto de estudiar la geometría inducida por ést& y la.s 
geodésicas en tal espacio, Quedó abierta la pregunta de en qué forma puede pensarse que 
Jaa geodésicB.11 de la Supcrmétrica, generaliz&du al Supere&pacio, se pueden relaciona.r con 
la evoluci6n de las 3-goometrias en a.quel. Es decir ¿50n las soluciones de las ecuaciones de 
EiW1tein las geodbiicaa en el Supere?8pacio? 

Trataremoe en este capítulo de pr~ntar argumentos que hagan plausible una res-
puesta afirmativa a esta pregunta. Para tal C06& necesitamoe en primera instancia hacer 
un análisis un poco máa detallado del contenido dinámico de Ja fonnulaci6n llamiltoruaoa. 

Posteriormente se prC8enta.rá el trat&mienlo de la Geomctrodiná.mica a la Ha.milton
Jacobi. Será a traVe8 de este fonnAlismo, en donde la analogia con la dinámica de p&rlfculu 
es directa, que se hará la conecci6n entre geodésicu y ecuaci6nes de Hamilton mu clara. 
El formalismo de llamilton Jacobi es además, dentro de las fonnulaci6nes de las teoriu 
cJúicaa, aquella que permite con mayor facilidud hacer el 3aJtCJ a la teoda cuantica1 por lo 
menoe en lo que a su aproxiIIlACi6n semicláska se refiere. Se ha.ra mención entonces de la 
versión cuántica de Ja Geometrodinámica y del pano de éota de regreso a la teor(a clásica. 

Finalmente concluircm<>& el capítulo con una expoeici6n fonn.&I del Superespa.cio y su 
estructura matemática con el objeto de redondear el estudio de éste desde varios puntoa 
de vista diferentes. 

3.:Z Dinámica de PartfculaJ1 y Geometrodlnámlca 

En el estudio de la mecánica de partlculu, la entidad dinámica relevante es preci
samente Ja partícula. La propiedad de é!:ta que es objeto de estudio es su poeici6n en el 
espacio-tiempo. La descripción de la p05ición de la pa.rtrcula se ha.ce con la especi6cadón 
de cuatro coordenadas en el espa.cio-.tiempo z"(r). Dar un valor numérico a Ju cuatro 
coordenadas significa marcar un evento y reciproca.mente, a cada evento le corresponden 
cuatro coordenadas (distintas parn. diferentes evcnt011). Da.do que existe esta corresponden
cia entre coordenadas (en una 4-variedad) y eventos en el espacio-:tiempo (para un sistema 
de referencia), se puede afirmar que la particula vive en la 4-variedad con coordenadas z". 
La historia de Ja partlcula en el espacio-tiempo, está dada por la curva en la 4-variedad 
z.\(r). Esta puede vene como una sucesión de eventos f'(gado3 que forman a la historia. 
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Para la Gcometrodinámka podemoe hacer una descripci6n similar. En este caao 
la entidad dinámica ea el espacio (3-dimeruional). La propiedad que interesa conocer 
de éste ea su gcometrfa, por lo que a cada geometría del espacio se le uocia una 3-
variedad Riemanniana con metrica poeitiva definida (en realidad ae le MOCia todas aquellas 
variedades (m,1 0;) que dea<:riban la m;..ma geometría). A todas estas variedades con la 
m;..ma geometría es a lo que ae denomina 3-geometría 3 g. &te ea el equivalente de 
un evento para una partfcul&. El eapacio en el que vive eate evento (3-geometría) es el 
Supcrespacio. La historia de las 3-ge.ometrÍAB es una "-geometría, es decir, el espacio
tiempo. &rte es entonccs 1 al igual que la hia:toria de una putícula, la succsi6n de 3-
gcometrias pegada.a entre eUM. 

En el caso de una partícula, la. propiedades geo~lricas de !& 4-variedad en !& que 
vive determinan en gran parte el comport&m.iento dÍOÁm.Íco de aquella, determinando la 
trayectoria (geodésica) que seguirá sobre la variedad. Para la geoll.K!trodinám.ica surgen 
d0& preguntM inmediatas: ¿Que estructura tiene el Supcrcspa.cio? , es decir, ¿es una 
variedad? 1 y ¿determina la estructura del aupercspacio a la dinámica de las 3-geometrias'? 
Dejaremoo ealaa preguntas para el final del capítulo. 

Seguiremoo ahora para la dinámica de partfculaa las ideas que concctao las diferenlea 
formulacionea, a saber, la Lagrangiana, Hamiltowana y la de HamUton-Jacobi. El camino 
más directo (o desde el punto de v;..ta estético, más agracl&ble) para llegar a la formul&ción 
Lagra.ngiana consiste en poetular un principio va.riadonal. Eatc procedimiento consiste en 
afirmar que la.s trayectorias de las putículas en el espacio-tiempo (o bien de las coordenada.a 
gentralizadaa en el e.spa.cio de configuraciones) son a.quelJu que hacen que la Acción a Jo 
largo de ellaa sea un extrema!. 

La acción es por lo general la integral de ca.mino de una función escalar a lo largo de la 
trayectoria. La funci6n escalar o íunci6n Lagrangiana puede depender de IM coordenada.s 
q,.,. (coordenada.s sobre la variedad de con8gll!'aci6n donde se puede incluir al tiempo como 
otra coordenada máo [15)) y de las velocidadea respecto a un parámetro ajeno. La acción 
es una funcional pues depende de Ja trayectoria en el espacio de configuraciones¡ a cada 
trayectoria la asigna un número real. Pedir que dicha integral sea un extremal implica que 
a lo largo de la trayectoria se cumplan ciertas relaciones entre Jaa derivadas de Ja función 
Lagrangia.na, es decir 1 implica un sistema de n (el entero n es la dimemi6n de la variedad 
de configuración) ecuaciones diferencialeo para la. funcioneo q•(r) de segirndo orden en el 
parÁmetro r. El que sean de segundo orden es una necesidad si se quiere que la formulaci6n 
coincida con la dinámica de Newton en la que se sabe, como po&tulad.0 1 que la dinámica 
de las partículas está totalmente determinada por relaciones de a lo mM segundo orden en 
las dcrivada.s (es decir, no entran terceras derivadas). 

Este aÍlltema de ecuaciones diferenciales, conocidM como de Euler.Lagra.nge1 deter· 
mina totalmente la evoluci6n dinámica del sistema. Las ecuaciones de Euler·Lagrange 
tienen propiedades interesa.ntea1 como Ja invariancia de íorma ante cambio de coordenada.a 
116). En particular, se pueden reescribir en!& llamada Forma Canon!ca, para lo cual se 
introducen n nuevaa variables (los momenta) y se realiza una tra.iisformación de Legendre 
entre laa velocidades y )06 momenta, definiendose así una nueva íunci6n escalar que juega 
un papel similar a la Lagrangiana para definir Ja.s ecuaciones de movin:llento. La nueva 
función llamada Harniltowana ca una función escalar pero eotá definida sobre otro espacio 
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diferente a1 de configuraciones. Este nuevo espacio tiene el doble de dimeMioneB que el 
de conftguraciónes (es una vuicdad de dim=2n) y tiene como coordenadaa tanto a laa 
coordena.da.s originales q"' como a. loe momenta conjugadoe p.,,. Laa ecuaciones de Euler se 
reescriben en este espacio de faaee como un 1iatema de 2n ecuaciones de primer orden en las 
deriva.du respecto al par!metro. Estas ecuaciones, llun.a.daa de Ha.mHton1 son tota.lmcnte 
equivalentea a la.s de Euler-Lagrn.nge y aon adem&.11 derivables de un principio varia.dona\. 
Este principio es similar al original en el sentido de que la& traycctoril!L8 rtalea son tambicn 
extrema.Ice de una integral de Acción, pero ahora la función Lagrn.ngia.nn. está definida en 
el espacio fll.l'e y la. trayectoria extrcmn.l está igualmente en dicho C:9pa.cio. LM ecuaciones 
de Euler-Lagrange para tal Lagrangiana aon preci44lllentc las ecuaciones de Hamilton. 

Vea.tnoe ahora la conccción con la teorla de Ha.m.ilton-J acobi. Existen variu formas 
de introducir tal teoría, pero la. má! conveninete pa .. n. nuestros prop6eitos de ejemplificar 
la conccci6n con IM dcmM formulaciones ca introducir la idea de Función Dlatancla 
Geodi!olca. 

Supongamos que tencmoa una solución a IM ecua.dones de Eulcr-Lagra.nge donde 
la solución particular depende de la. poeición inicial q~ y de lM velocidades inicia.les q~. 
Supongamoo ademáa que la oolución pMa por el punto P¡ con coordenadaa q~. La integral 
de acc16n a la largo de la trayectoria extrema!, 

!.
PJ 

S= L(q",q")dr, 
P, 

(3.2.1) 

1erá función de loo doo puntoo extrcmoo. Tomando al punto inicial como fijo, la integral 
(3.2.1) es íunción unicamente del punto final S = S(P¡). Nótese que ya no se trata de 
una funcional, puesto que ya se conoc:e (en principio) la trayectoria sobre la que se está. 
integrando, a aaber, sobre la solución a ID.B ecuacionce de Euler. A esta funci6n ae la conoce 
con el nombre de Función Diatancia Geodésica. Conaiderem06 ahora el valor de la función 
para puntoo extremoe cercanoo al punto P¡. Denolaremoe por (10 , %0 ) laa coordenadaa del 
punto P, y por (1, %) laa de P¡ (tomaremoa el caso unidimensional y r = 1 para ilustrar 
la idea búica). La variación de la diatancia geodéoica o r.,,., geométrica toma la eiguiente 
íorma al hacenic una traalación de (%, 1) a (" + ¡;,,,, t +Al): 

/.

s:+As,l+AI f."' 
65 = L(%, :i:, t) di - L(r, :i:, t) dt, 

so,lo •o,lo 

/.

s+Az,I 

=L61+ 6L(%,:i:,l)dt, 
:10 110 

!.º"'•' (ªL aL ) = L 6t + --:- 6:r: + - 6:r: dt, 
•o,lo ax ar 

aL 1.•+"•·1 
(ªL d 8L) = L6t + -

8
. fj.,, + -8 - -d -8 6r dt. 
x 20 ,10 r t :r 
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El término entre paréntesia se anula por tratarse de trayectoria.a extremales, y el factor Liz 
tiene la forma Ax= 6% - :i:6t. Por lo ta.oto la variiu:ión de la fMe geométrica será, 

aL (· aL ) 6S = a:r 6% - x a:r - L 61, 

= p6x- E6t. (3.2.2) 

con lo que podemos concluir que lu variables dinámicas momento y energ{a están rela.cio-
oadaa con la diata.ncia geodésica a través de l&a reliu:Iooeo: 

6S ¡; = p, 

6S Tt =-E. (3.2.3) 

Eate resultado se puede generalizar cuando se toman incrementos infinitesimales de llUUlCra 

que ee tenga, 
as 
ax =p y 

as 
fJt =-E. (3.2.3) 

En conclusión, los momenta canónicamente conjugadoe a la.a coordenadas generalizadas 
corresponden a las derivn.dn.s parciales de S respecto a las coordenada.a, incluso en el cMO 

en que el tiempo sea una coordenada más pueato que, como se vio en el capítulo 1, el 
momento conjugado correspondiente ates igual a -E. 

Asociado al aiiltema dinámico en estudio exi.!lte una función HamHtoni.ana H, o au 
equivalente en el caao en que la teoría tenga conatricciones. Dicha función relaciona en 
terminos generales a la.11 coordenadM y momenta: H = H(q1\p,.). Si rcemplaza.moe a 
loa momenta por ln.s parciales correspondientes según la ecuacion (3.2.3) obtenemoe una 
ecuacion diferencial parcial para la íunci6n S de la íorma: 

(3.2.4) 

Estaco la ecuación de Hamllton-Jacobl. 
Hemoa viato hBllta ahora que asociado a un problema dinámico que puede .ser expre

sado a trav& de un principio variacional existe una función de todas laa coordenadu que 
satisface una ecuación diferencial parcial de primer orden en lu derivadu (pero que en ge
neral es nc>-lincal). La ecuaci6n de Hamilton.Ja.cobi se relaciona por su parte directamente 
con IM ecuaciones de Hamilton a través de la teoría de ecuaciones parcialCB de primer 
orden l17j que afirma que cada ecuiu:ion del tipo de (3.2.4) tiene Mociada un si.tema de 
ecuaciones ordinarias que en el caso de Ja función geodésica coinciden precisamente con la.a 
ecuiu:ionm de Hamilton. 

La trayectoria solución del problema q•(r) se puede encontrar a partir de una solución 
completa de Ja ecuación de Hamilton·Jacobi resolviendo para las coordenadas y momenta 
2n ecuaciones algebraicaa del tipo, 

aS(q",a.) y /3" = aS(q",a.) 
Pµ = -aq;-- aaµ , (3.2.5) 
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donde (P' y a:,. aon 2n constantes de integración. De esta ÍOrmA se cierra el ciclo por decirlo 
asf1 y se llega a lu trayectorias soluciones de la.a ecuaciones dinámicM. 

Este análiaia de las diversaa formas de formular la dinÁmica de partrculaa puede ser 
practicamente calcado a la geometrodinámica teniendo cierto cuidado. Como se diacutío en 
el capítulo 11 la formulación lagrangiana a partir de un principio variacionaJ es justamente 
la forIDA convencional de derivar las ecuaciones de Eins~in a partir de la acción {1.2.1} y 
la.s ecuaciones de Euler·Lagrange son la.s ecuaciones de Eirutein. La transición a la formu· 
laclón Hamiltoniana fué objeto de estudio en el capítulo 1, y se llegó a las ecuaciones de 
Hamilton (1.3.69) y (1.3.75) para 6 grados de libertad y el resto de las ecuadones de Eins
tein, las llamadas ecuaciones de valores Iniciales, corresponden a la.s cuatro contricciones 
Hamiltoni11.11aa (1.3.73). 

Podem~ suponer que tenemoe una :J.geometría inicial 3 g¡ a la que ac le asigna un 
valor del parámetro t igual a t¡. podemoe integrar hacia addantt: cm d tiempo la expresión 
para la integral de acción (1.3.58) hasta una una hipersuperficie final 3 g ¡ a lo largo de las 
soluciones a las ecuaciones de movimiento. Si conaider8.Ill06 nuevamente a la 3--geometrfa 
inicial como fija, la integral de acción será entonces una función de la 3--geometrfa final. 
Es decir, a cada hipcrauper6cie final (cerca.na a la que es solución a las ecuaciones de 
movimiento) le asocia un numero real. F.scribimoe entonces S = Sj3 g¡, para decir que la 
función diatancia geodésica S asignará a cada punto del auperespacio (3 g E .M(m)) un 
número real. 

En el caso de partículas la función S, definida sobre el espacio de configuración M, 
asigna un real a cada pwito, ce dcclr 1 ea una función de la variedad a los reales: Span : 
M -.. R. Para la gcometrodinám.ica ocurre lo mismo en el sentido de que la función 
geodésica asigna a un pwito del espa.cio de configuración a loe reales, S1rara : M{m) --t R. 
Sin embargo, un punto en el superespacio puede verse, si se distingue a un sistema de 
coordenadas sobre m 1 como seis funciones 1.:;(z) de la variedad a los rea.les. En resumen, 
la función distancia geodésica de la gcometrodin&mlca es en realidad una íuncional. 

La funcional di.st&ncia geodéaica satiliíace tambien unas relaciones del miBmo tipo 
que (3.2.5) en donde laa derivadaa parcialea ae sustituyen por derivadas funcionales de la 
siguiente forma: 

"'; = !.!._ 6..,,,. 1 

donde la derivada funcional 
6
65 

está definida a partir de, 
1ij 

/ 
65 3 

65 = -6 61ijd ::;, 
'lij 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

La relación entre laa derivad .. funcionales (3.2.6) que noo lleva a una ecuación de 
Hamilton Jacobi están dadas por laa constricciones Hamiltonianas de la formulación ADM, 

3 1 ¡1 1 l .... , R + -,- 2 (-,,k'J;1 + 'ru11k) - 2 'ri;'Jkl ir''" =O, 

a sab~r, 

(3.2.8) 
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Al sustituir (3.2.6) en {3.2.8) obtenemoo laa ecu...:ionea de Elnateln·Hamllton·Jacobl, 

3 R + ,-• [-2
1

{1;1111+1w11t) - -2
1

1;11•1] ( 
6

S ) ( 
6

S ) - O h;; 61u - ' 

(.!!...) =o. 
61;1 " 

(3.2.0) 

Aparentemente la introducción que hemos hecho hasta &hora de la ecuación de Ha
milton Jacobi C11 totalmente innecesaria, ea decir ¿Para q~ 11irve la ecua.ci6n de Hamilton· 
Jacobi? Dentro de la teoría de la GeometrodinAmiea Clásica no ea especialmente útil desde 
un punto de viata operacional, ya que la ecuac:i6n de E-H-J no e& de ninguna manera mM 
simple de resolver que las ecuacionea de Hamilton (Einatein). Un primer obstáculo eatí. en 
el hecho que ac trata de una ecuación diferencial parcial F\Jnciona/, es decir, que la solución 
no es una función sino una funcional. 

Dentro de la dinámica de partkulM la ecuación de Hamilton Jacobi ea Importante 
por w.riaa razones, pero enfatizaremos doa principalmente: 1) A pegar de tratarse de una 
ecuación parcial, que no neceea.riamcnte se resuelve má.s íácilmente que el sistema de Euler
Lagra.nge, 11i se cumplen ciertas condiciones sobre la forma de la ecua.ci6n, entonces está 
garantizada la existencia de la solución a partir de la solución de un sistema de ecuaciones 
de primer orden (ecuaciones de l!amilton) l16J. Operacionalmente no •e gana mucho, pero 
11( conceptualmente, ya que la teoría permite ademá! la generalización dentro del calculo 
variacional a la teorÚt. de campoe (de cxtrcmalea). 2) La ecuación de H-J es precisamente 
el puente entre la mecánico. cuántica y la mecánica clá.sica. Si adopta.moa el punto de 
vista de Whccler, que toma como punto de partida e1 hecho que el mundo es cuántico, 
es de 11uma importancia deJD08trar que la tcorla. el.Mica es un Hmite de su contraparte 
cuántica. De cata forma, se justifica la vtracidad de la mecá.nica de Newton. La ecuación 
de Hamllton-Jacobi ca equclla que satisface la fw geométrica de la función de onda cuando 
se coruidera la aproximación semiclaaica de la mecánica cuántica (ai!tema.s para 106 que la 
acción es grande comparada con el cuanto fundamental de acción h). En esta aproximación 
se considera que la función de onda es de la forma, 

(3.2.10) 

donde A.(z, t) es una función que varía lentamente, mientras que la exponencial varía muy 
rápidamente porque S > h. Pidiendo que (3.2.10) satisfaga la ecuación de Schrocdinger 
y tomando h - O se llega a la ecuación de H-J para S(x,t), 

as= H (ras) ª' . ax 

= ( 2~) (:!) +V(x), (3.2.11) 

para un sistema en un potencial V(:r). 
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En la teoda cuántica no existe tal cosa como la trayectoria para una. partkula¡ la 
amplitud de probabilidad .¡.(z, t) está definida en todo el espadcrtiempo, y ea fuente de 
Información de 1 .. propiedades diná.mic .. de la par tic ul&. Solamente en el limite oemiclásico 
e9 que se empieza a recuper&r la noción de trayectoria. Se necet1itan d06 p06tula.doe para 
recuperar totalmente la trayectoria cl&.aica: La (ase S(z, t} satisface la ccuaci6n de H.J y 
•e cumple el principio de Inteñerencla Conatructlva \lBJ. 

Aclaremoe en que conai!te tal principio. En mecánica ondulatoria, un paquete de 
o.adA11 /ocali1ado que se intupreta comunmente con una partícula, ae obtiene de aupcrponcr 
ondu eepacialee con diícrcntes frccuenc:iu. SabemOR que la frecuencia de la funci6n de 
ondas cal& íntimamente ligada a la energ(a que se la aaoc:ia a la partkula. Por otra parte, 
la ooluc16n completa de la ecuación de Hamilton-Jacobl, que para la ecuación (3.2.11) es 

S(z,t) =-Et+/' ¡2m(E - V(z))J'i' dz + º", (3.2.12) 

depende de doe coMtantes de integraci6n (que dcnotamoe anteriormente por a y /J). En 
(3.2.12) la única co1111tanle relevante es la encrg(a E 1 que 11abcmoe que ea la cantidad que 
noe ayuda en la teorla clásica a encontrar la trayectoria clásica z(t) a travcs de (3.2.5), es 
decir de la ecuación a = ~. Dentro de la mecánica cuantica la ecuación anterior &e 

Icé de la Corma:la trayectoria dlisica e.otá dada por 106 puntos {x,t) en donde la fund6n 
de onda jnterBere constructivamente. EBl06 puntoe corroponden a la ere.da del paquete de 
ondM formado por la superp06ici6n de todas le.a ondas de diferentes frecuencias (soluciones 
a la ecuacion H-J para todoe loo valor .. de la conatante E). 

La tror(a cuántica de la Geometrodinámica se llama Geometrodlnamlca Cuántica 
y la denotaremoe por GMDC. E• la generalización al aupereop!.cio de la teoría cuántica 
pa.ra partícula.a. Primeramente en la GMDC se pierde la noción de trayectoria en el Su· 
perespacio, lo que implica la desaparición del espacio-tiempo como tal¡ no existe dinAmica 
de !J..geometriaa. Lo único que queda ea una función 'Ir definida en el 11upcrespacio pa.ra. 
caracterizar al utodo cudntiro: 

(3.2.13) 

La noción de eBpacio-tiempo (trayectoria en el 11uperespacio) aparece 11olamcnle en la 
aproximaci6n aemiclásica, en la cual se pide que ~ sea de la íorma1 

(3.2.14) 

donde A va.ria lentrLIDente. 
En la GMDC caben pcñectamcnte loe cambioo de topologl .. de la variedad m, es 

decir 1 que lu a.mplitudee que interfieren pa.ra formar el paquete de onda,, están evaluadas 
sobre punloa que pueden bien tener düitintaa topologi .. (por ejemplo E 3 o 53 ). Esta 
riqueza en la e11tructura del 11uperei1pacio debida a las poeibles Buctuacioncs topológicas 
llevó incluso a Whecler a proponer que Ju partículas y la.a interacciónes podián verse como 
tluctuaciones cuántic .. de la geometr!• \lBJ. Al tomanae el Hmite de la Geometrodinámica 
clásica en la que la topología C!tá fija 1 se tendría que imponer de manera externa a las 
partkulas y campos. 
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La trayectoria clásica se recupera a partir de los miamos doe poetulad08 que para 
IM partfculas, a saber: i) Ecuación de E-H-J en donde el funcional S1,.m sea funcional 
exclusivamente de la 3-geometrla g¡ ii) Principio de Interferencia Constructiva. Se pide 
además que la variedad (m,1) sea cerrada o asintóticamente plana !lOJ. 

La aftrmad6n que hemoa venido haciendo en el sentido que el funcional distancia 
geométrica depende aol&mente de la 3-geomctría es equivalente a laa tres últimn.s ecuaciones 
de H-J (3.2.0), como mootraremos a continuación. 

Demostraremos que ae cumplen las tres identidades, 

(__!!___) =0, 
61;;(x) ¡; 

(3.2.15) 

suponiendo que, 
s = s¡•g¡. (3.2.16) 

Tomemos a 3 9 expresada en un sistema de coordenadas por el tensor métrico 7¡;(%) 1 

y haga.moa una transformación inH.nitesim.al de coordcn&d.M, 

(3.2.17) 

que inducen un nuevo tensor métrico para la misma geometría, 

donde 
61;¡ = -•({;¡¡ + {¡¡;). (3.2.18) 

La variación de la fMe geométrica está dada por la ecuación (3.2.7), de manera que 
tenemoe 1 

f 65 3 
= - 2• 61;;(x) {;¡; d "'' 

=2•/(665()) {;d'x. ,,, :r lj 
(3.2.10) 

Sin embargo, la 3-geometrla 3 g no ha cambiado para nada. Concluimoo entonces que 
65 =O para {(:e) arbitraria y por lo tanto se sigue (3.3.6). 

Tomando las hipótesis que hemoo ID<!ncinado, Gerlach !19] demootr6 que: 
1) existen cuatro íunciones N y N1 que junto con 1ij da.n lugar a una métrica de 

espacio-tiempo, 

d.o 2 =1;;(N;clxo + dx')(Nid:cª + dxi) - N 2 (dx0 )2, 

= 1;¡d:idxi + 2N;d:c'd:c0 + (N;Ni - N 2 )(d:cºJ', 
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que aatisfa.ce laa ecuaciones de Einstein. 
2) La.a ecuaciones de la Geometrodinámka muifiestamente cova.riutes, 

6-r;;(z) 6H .. ;; (z) 6H 
--¡;-;;- = 6ir;i(z)' -¡;- = - 6-r;;(z)' (3.2.21) 

aon conaecuencia de la aproximación aemicláaica de GMDC. En (3.2.21) H ea un funcional 
de -r;; y,,;; eatá dada por (3.2.6). El parámetro u es el parámetro man~·lime de Tomonaga
Schwinger. 

An&tizemoe ahora como se puede introducir el concepto de Paréntesis de Poi.sson 
dentro de ln. teor!a. Sabemos que en una teoría de ca.mpoe, el poder definir un Ha.miltoniuo 
para el campo permite escribir a la evoluci6n temporal del campo y su momento conjugado 
en términos de loe paréntesis de Pois.son con el Hamiltoniuo 1 obteniendose una exprC8ión 
que se asemeja mucho a laa ecuacionCft de movimiento para part!culas. La construcci6n de 
los p&rentesis de Poisson entre las va.ria.bles dinámkas permite además pMa.r a un postulado 
dt cuantización en el que loe paréntesis se convienten en conmutadores entre loe operadores 
a loe que se han elevado l.aa vuiablcn dinámicas, 

En geometrodinámica tenemoe un Hamiltoniano nulo y cuatro constricciones Ha.mil· 
tonia.nas. Sería. interesante que a ta.lee constriccionea &e les pudiera dar una interpretación 
como generadores de algún tipo de traslaciones. Justo es el caso, puesto que las trce 
constricciones }/¡ son generadoras de tatiramicntoa de )B.B 3-geometrlas 1 mientras que la 
constricción Jlo ea la responsable de la.a deíormaciónes puras. 

Definiendo a Jos paréntesis de Poi.Bson entre dos variable dinámicas como, 

{A(z), B(z')} = ¡ d>u { 6A(z) 6B(z') _ 6A(z) 6B(z1 } , 
611; 6'K'' 6w•J 61.-; 

(3.2.22) 

ae encuentra que laa variablea dillÁmicas cumplen con la relación quo se eBpcrar(a l5J, 

{-r;;(:r), ,,rm(z'Jl = 6fj 6(z, :r'). (3.2.23) 

La evolución temporal de In.a variables está dada por 

(3.2.24) 

Se han calculado a au vez loe pa.réntesia entre la.a constricciones encontrandose Ja.s 
aiguient"" expr.,..ionca l5J: 

{J/o(z), J/o(z')} = J/;(z)6¡;(z,z') - J/;(z')6¡;(z',z), 

{J/;(z), Jlo(z')} = J/o(z)6¡;(z, :r') 

{Ji;(:r),Jl;(:r')} = Jl,(:r')6¡;(z,z') + J/;(:r)6¡;(r,z'). 

(3.2.25) 

Estas relaciones de conmutación son importantes, ya que son las mismM relaciones 
que 11atisíacen Jos generadores de estir&mientoe y deformaciones puraa de IM 3--geometriaa. 
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Se ha inclll3o dem08trado que si no se conoce la íorma íuncional de 1u constricciones pero 
se parte de laa relaciones {3.2.25} y se exige que las constricciones sean tilles que generen 
deformaciones y estiramientos, se llega de tDA.nera única a IM conocidas constricciones 
HamiltoniluiM (esto representlla otro ca.mino poe:ible pa.ra llegar a lu ecuaciones de Einstein 
en donde ae está partiendo de ouponer la existencia de loo generadores) [24J. 

ll.ll Superespaclo y Geodésica.a 

Ao( como la geometr(a del espaci<>-tiempo es el espacio de configuración natural para 
hacer el análisis del comportamiento de la materia y energía, el Superespacio es el espacio 
de configuración natural en el que las geometriaa espaciales evolucionan. Es el espacio de 
todas la.a posibles gcomctriM¡ un punto en el 1mperespa.cio es una configuraci6n instanta.nea 
del espacio mismo. 

De las ecuaciones de Einatein sabemos que materin.·energía y geometría se encuentran 
relacionadas de m&nera correnpondida: la geometría dice a la materia como moverse y e5ta 
dice a su vez a la geometría como curvn..rsc. De igual forma, la geometría del superespacio 
actua sobre la conflguraci6n instantanea del t!:pacio 1 diciendole a la geometría del espa.cio 
c6mo moverse. ¿podra pa.sa.r lo inverso?, es decir, ¿Podrán IM gcometriM reaccionar y 
actuar sobre la geometría del supercspacio? Cual es el objeto básico, ¿La geometría del 
espacio-tiempo o la geomctrCa del supcrespacio? Procedamos a continuación a estudiar la 
estructura del aupcrespacio miamo. 

Uno de Ion principales problema.s con 108 que l5C enfrenta el estudio del supcrcspacio 
es que éste, a pesar de ser un espacio topológico no tiene una estructura de variedad. Al
gunas 3-geometrias son más simétricas que otra.s. Tales geometrías no tienen vecindades 
homeomorías a vecindades de geometriaa con menos simetrías. Por lo tanto, laa geometrías 
aimétricu aon puntoe aingulues del superespa.cio. Su presencia impide que el supercspacio 
sea. el espacio de configuración para un aná.Haia dinámico. Esta dificultad se supera !!in em
bargo, al mostrarse que a pesar de no ser una variedad, el supercspa.cio posee una partición 
en variedades de geometrías, o cstratoo1 que se pegan en forma totalmente regular. Las 
geometriaa con grM. simetría están complete.mente contenidas en lo. frontera de geometrias 
con menos simetrías. Por lo tanto, el limite de una geometría de un tipo en particular 
debe ser del mismo tipo o más simétrica [20J. 

Veam06 como se relacione. el 11uperespacio con el problema de la indeterminación de 
un sistema de coordenadas en el laboratorio en Relatividad General. Sea ¡¡¡(zk) una 
métrica espacial cualquiera. Esta métrica es el resultado de un experimento relativo al 
sistema de coordenadas (xi) y le l!amAttmoe la métrica de laboratorio relativa al sistema 
de coordenadas xi. Para otro siatema de coordenadas xi = xk(x1

) 1 la métrica asociada 
será 

- ( •¡ - ax'(x•¡ axi(x•¡ . ·( '(~)). 
1 rnn X - Oz"' éJX" i11 X X , (3.3.1) 

Los nuevos coeficientes serán düerentes funciones de laa nuevas variables, pero describirán 
IM mismM propiedades fisieM del espacio. Si consideramoo todM IM posibles transforma-

79 



cioneo de coordenadu de (z•J aplicadaa a la métrica -,;¡(z•J generaremos una cadena de 
metrie.aa de laboraton'o: 

(3.3.2) 

Como cada métrica de laboratorio en la cadena de8cribe las mismas propiedades 
intrínaecas del espacio (no se pueden diferenciar por métodos fisicoe), la cadena ea identi
ficada como un solo eetado físico. Considerando todas las poeible cadenas generadas por 
todaa Ju pooiblea métricas de laboratorio, una métrica arbitraria -,:.,.(r) debe caer en 
por lo menoe una cadena (la que ella misma genera} y no puede catar en más de una. 

Como cada cadena representa un único estado fisico, identificamoe a todas laa métricas 
de laboratorio de una cadena en un único punto, en algún espacio de geometrias. El 
espacio resultante ea el conjunto de tod06 loe eatadoe fraicoe distinguibles, conocido como 
1uperespado .M(L) del laboratorio L. Como IM coordenadao han sido ya eliminad .. , la 
fCaica en M(L) es automaticamente invariante a.ntc cambios de coordcnadM. 

En apariencia la Fíaica 1e harfa m.M sencilla introduciendo .M (L) como el capado 
de configuraciones en vez del conjunto de métricru1 de laboratorio, sin emhargo1 M(L) es 
m.M complicado que el eapacio de métricao. Loo campoo {"l;;(z')} forman un coajunto 
abierto en un espacio de Banach (en la topologfa C') y por lo tanto tienen una estructura 
diferenclable, hecho que loo vuelve ideales para un análisis dinámico. Por otra parte, .M(L), 
1iendo un eapa.cio de idcntiflcn.ciones1 comparte poca.s de las propiedades de la variedad 
{'Yi;(zl)}, La mayor desventaja consiste en que no es una variedad, de manera que la física 
(ecuaciones diferenciales) no puede hacen.e sobre ella. 

Veamoo ahora la razón por la cual .M(L) pooeé puntoo •ingularea. Supongamoo que una 
métrica 'lii posee un vector de Killing, es decir, al hacerse una trlUllliform.a.ción infinitesimal 
de coordenadas a la largo de tal vector, la metrica nueva (vista como seis funciones de las 
coordenadu) -,:.,. tendrá juoto la misWA dependencia funcional. Por lo tanto Ja métrica 
se queda fiio b~o la trZLru1forma.d6n y ambas métricaa se encuentran en correspondencia 
isométrica. Puede incluso darse el caoo que IM tranoformaciones de coordenadas que 
dejan la métrica invariante dependan de varioe parámetros continuos, de manera que la 
correspondiente geometría asociada a la cadena de métricas exhiba una simetría continua. 
Dentro de la cadena de mltricas se identificarán entonces a todas aquellas que tengan la 
misma forma como si fueran la mi.ama métrica, por lo que la correspondiente cadena será 
máa corta que las cadena.s asociadas a geometrías con menDB simetrias. Cuando la cadena 
máa corla esta asocia.da a un punto de M(L), un& vecindad de este punto eR diferente (no 
homeomorfo) a vecindades de otl'08 puntoe. Estas geometrian simétricas son loe puntoe 
1ingulares de .M(L). 

Presentaremoe ahora al eapa.cio de gcometriaa para una varieda.d 3-dimen.eional 6ja. 
Este espacio de geometrías es el auperespacio, M(m), del& variedad m, que ser& una ge
nere.lizaci6n del eupercspacio de laboratorios. El n.náli.sis de un espacio de geometrias para 
una unica 3--topología es de interés, como se ha visto en los capítuloe anteriores, pa.ra Ja 
geometrodinámica clásica donde no se permiten cambioe de topología. El superespacio se 
construye como un espado de órbitas (o identificaciones), cuyos puntos son clases de equi· 
valencia de métricas Riema.nnianas isométricu. El supercspacio coincide con el conjunto 
de eatadoe que aón fisicamente distinguibles. 
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Enunciemos algunaa definiciones: 

DEFINICION. Se dice que m es Superespadal si es una variedad de 3 dimensiones 6in 
frontera, suave (c00

), compacta, conexa, orienta.ble y HausdorlT. 

DEFINICION. Si 1 es una métrica Rieman.ni&na 0 00 en una variedad superespa.cial m, 
entonces a (m•r) también•• le denomina Supereapacial. 

Laa condiciones de cerra.dura y orientabilidad tienen íundamentoe: meramente aubjeti· 
vos (llameaele Fé, Filosolla, etc.). Si la variedad mes aupereepacial, entonces denotaremos 
por Rlem (m) al espacio de métricas Riemann/anas e~, y como Dllf (m) al grupo de 
düeomorB.smos C 00 de /a variedad m que pia:ervan /a orientación. 

Dllf (m) actua como un grupo de transfotmACiones en Rlem (m) por la acción de 
pullback de métricas en Rlem (m), 

Dllf (m)x IUem (m) - Rlem (m), 
donde la acción manda Cf•r) - f'-r, f E Dllf (m), 'I E Rlem (m). 
El grupo Dllf (m) será el análogo del grupo de transformacionce de coordenadas, 

Rlem (m) el espacio de métricas de laboratorio y la acción del grupo corresponde a la 
tranaf"orma.c:i6n de métricu de laboratorio bajo trana(orma.ciones de coordenadas. 

Para una 'I fija en Rlem (m), la acción encaja Dllf (m) en Rlem (m) mediante el 
mapeo de órbita 

, :Dllf (m) - Rlem (m) , 
,(!) = f'-r y la imagen de Dllf (m) bajo la acción es /a órbita por 7, 

O¡,¡ = {/'-r/ / E Dllf (m)} . 

Si doo métricas 'I y 'j están ea la misma órbita entonces existe un dilfeomorfi.omo f 
de m en ar mismo tal que 1 = /•1. Ea:ta el!ll la condición para que dos métricas sean 
isometrica.s 1 por lo que doa métricas son isometricas si y solo si está.a en Ja miama órbita. 

La acción de Dllf (m) introduce una relación de equivalencia en Rlem (m) y más 
aun, para cada 'I puede haber algunos difeomorflamos que dejen 1 fija, es decir, /''! = 1· 
Estos difeomorfiamos forman un aubgrupo cerrado de Dllf (m), e/ grupo de iaotropfa de 
la acción, 

L,(m) ={///E Dllf (m), /'-r = -r}. 
El espacio de órbitas de la acción, denotado por 

.M( ) = Rlem (m) 
m Dllf (m) ' 

ae obtiene al identificar (o colapear) cada órbita en Rlem (m) a un solo punto en M(m). 
Definimos Ja proyección de orbita, 

U: Rlem (m) - .M(m) 

como aquella que identi8ca a todas )u métricas Ricmannianas isométrica.s en una sola 
clase de equivalencia. 

La imagen de 'I E Rlem (m) bajo Il, 1• = Il('I), es /a geometría de m &Bociada con 
"J, y 1 representa a la. geometría '7'. 
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DEFL"i!CIO!'I . .M(m) es el coD,junto de geometriM de M, o el Superespado de m. 

Como un fúiico puede determinar solamente propiedades métricas del espacio, IM 
métricM i.oométricM (•ic) deben estar identificades con el mi.mio estado llsico, o dicho en 
otras pal&brM, loe puntos del •uperespacio son aquelloe estad06 fúiic06 distinguibles. 

Una vez definido el Superespacio podemoe preguntarn06 •i la acción del grupo de 
alguna forma induce una forma de aeparar a Rlem (m)de manera burda. en una ~e y un 
espacio ortogonal. En tal caso se dice que se tiene un corte. Más precisamente, un corte 
en mes un nubeepacio ortogonal & la orbita que pua por m, con la propiedad de que junto 
con la vecindad de Ja 6rbita llena completa.mente una vecindad de m. 

Si tomam.08 a espacios como Rlem (m) en 10& que el grupo que a.ctua es no compacto 
y es de dimenai6n infinita, y a.demú tratamos de verlos como generalizaciones de un haz: 
tlbrado principal /21J, entonces un corte llerla el a.o&logo a una eección local (la analogía 
no es completa ya que G no actua libremente). 

Tenemoe el siguiente teoreIDA que asegura la cxllitencia de tales cortes ¡20;. 

TEOREMA. Para cada 7 E Rlem (m), existe una subvariedad contracti/ S de Rlem (m) 
conten;endo a 'T tal que, 

(1) / E L,(MJ ==? rs=s 

(2) I '! L,(M) ==? !" S n S = 0 

(3) Existe un aubcoqjunto abierto Q de la orbita 

que pasa por 1, l,., conteniendo a ""f, y U.Da sección local 

r : Q --. DllT (m) tal que F(q,•) = (r(q))' • 
sea un difeomorfismo de Q x S en una vecindad abierta U, de 7. 

Noe proponemos ahora a da.r argumentoe que sugieren que eJ aupercspacio puede ser 
extendido de t&I ma.nera que sea una variedad Riemanniana. 

Una :J..geometría da.da pude identificarse 11i se hace explícito el tensor métrico cova
riante "1i;(z) en un sistema de coordenadas particular. De igual forma se puede especificar 
dando el correi!pondiente tensor contravariante 1•; (z) en el mismo sistema de coordena.daa. 

Podemoe coDBiderar a Rlem (m) como una especie de variedad difcrenciable fuociooa/ 
con una dimensión que denotaremos dei!puea de un abuao de notación como dim(Rlem 
(m))= 6 x 003 • La especificación de un punto en Rlem (m) dando 185 seis funciones 
7;;(:i:) corre•ponde a la adopción de un oistema particular de coordenadas en Rlem (m). 
Siguiendo este punto de vista, la acción de DUJ' (m) en Rlem (m) se puede \"er como 
difeomortlsmoe funcionales de Rlem (m). 

¿Se podr& dotar a Rlem (m) con una métrica Riemanniana de forma que sea una 
variedad Riemania.na? Para responder a Ja pregunta, tomemos una variación indniteaim&I 
e~ de una 3-métrica '!;;(:i:) en m, que denotaremoe por ó7;,(:i:). 

Escribimos una expresión para la longitud de a.reo 6 S entre lbs puntos 1i; y 1t; + 67¡; 
en Rlem (m) de la forma, 

(3.3.3) 
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donde 
(3.3.4) 

y 9ii•'1' son un conjunto de distribuciones en M x M, conatruidu a partir de lu funcionee 
"li¡(%)1 11ujeta.s a 1a realricci6n de que sean invertib1ee, ea decir, existe 9ijk'I' que aatisf'ace, 

/ 
........ •1• ",. .. ( ') 9iim"n" 9 a-z- = 6¡; 6 %1 % • (3.3.5) 

El 1iguiente punto que hay que superar es el encontrar una métrica g¡;•' 11 para Rlem 
(m) que .. a por proyección sobre .M(m) una métrica llllptable en el supereapado. To
memoe doo desplazamienl<>o inllnit.esimales donde el punto 'J;; en Rlem (m), uno de elloo 
sobre la órbita que pasa por 'J;;, que denotaremos por 6¡¡'1;¡, y otro desplazamiento que 
sea perpendicula.r a la órbita, 6J..1ii· Tenemos entonces que, 

6111•; = e.1; + e11• • {3.3.6) 

para algunas funciones inllnlteaimales f¡. Ademas de el hecho que los deaplazamientoo 
.ean ortogonales tenemoe, 

/ 
3 / 3 1 "t'I' 0 = d :C d :C 9'1 f;¡; 6.l 'Jt'I" 

pan. (¡ arbitraria, y por lo tanto, 

(3.3.7) 

Tomando a (¡ como las componentes de un vector cova.riante y a loe índices no pri .. 
mados de la métrica 9•;•'1' como aqueUoo de una denaidad tensorial de peso l [22j. 

Los puntos 1;; y 'Ji; + 6111•; están oobre la misma órbita, mientras que loo puntoe 1;; 
y 6.l 'J;; están en doe órbitas distintas. El cuadrado de la distancia perpendicular en el 
punto rr.-; entre las dos 6rbitu a.nterioru será, 

(3.3.8) 

Si fuera posible elegir a 9;;•'1' de forma que la distancia perpendicular (3.4.8) per
maneciera constante al moverse a otra.a posiciones &abre las do5 órbitas, tendriamOfl en
tonces una estructura Riemanniana definida naturalmente en .M(m). La distancia entre 
dos 3-geomelriM intlnitesimalmente cercanas en .M(m) quedaría definida como la distancia 
perpendicular {constante) entre las correspondientes órbitas en Rlem {m). 

83 



La conatancia de 6l.S 2 queda garantizada gracia.e al siguiente argumento: tómese un 
elemento de Dllf (m), /. La a<ci6n de/ oobre loo puntoe 1ii y 1ii + 6J.1ii cansí.ole en 
truladarloe a otros punt.oe aobre ambas órbita.a, a saber, a loe punt06 /•;¡;y J•6l. 'lii rca-
pectlvamente. El nuevo desplazamiento ¡•6l. "1ii induce una nueva di!ta.ncia perpendicular 
dada por, 

(3.3.9) 

Si gt;•'t' pudiera ser elegida de manera que la acción de Dlfr (m) fuera isometria de 
JUem (m), entoncea esta di.otancia perpendicular, y por lo tanto todaa laa longitudes de 
arco, permanecerían invariantes bojo la acci6n de Dllf (m). 

La condición necenria y suficiente aobre g•i•'f para que IM accfonea de Dllf (m) 
aean i8ométri .. de Rlem (m) es que la loogitud de arco (3.4.3) •ea invariante ante trana
formadoncs de coordenadas. Como 6'1ii se tra.narorma como un tcnnor covariante se sigue 
que gii•'I' debe traruiformarae, bajo la acción de nur (m), como una densidad bi~tensorial 
de peso uno eanto en .t: como en x', 

Cuando oe cumple la condici6n anl.erior J.l(m) queda dotada de una eatructura Rie
manniana. Sin embargo, M(m) no &e convierte en una variedad Riema.nniana por el 
problema que ya se mencionó anteriormente en el Bentido de que .M(m) no es una varie
dad. Afortunada.mente el 1upercspacio puede ser estratificado, es decir, que a pesar de no 
ser por a( mi.Bmo una variedad, se descompone en variedades de geometrías que poscén el 
miBmo tipo de simetrias. Eetas geometrías tienen vecindades bomeomorfas y por lo tanto 
estructura de variedad. Laa geometrias de grAn aimetría está.u completamente contenidas 
en la frontera de aquellaa geometrias con menoe eimetrias1 por lo que una aucesi6n de 
geometriaa con una cieta simet[n. convergen a geometriaa con la.s mism.a.s ó mM eimetriaa. 

Analizamoe ahora la relaci6n entre las ao1ucionea de las ecuacionea (3.2.9)i laa solu
cionea a laa ecua<ionea de Einatcin y loe gradoe de libertad del campo gravitacional. En 
esta diecuai6n haremoe frecuente abuso de nota.ci6n con el objeto de tratar de entender la.a 
conecciones entes mencionada.a. Las ecuaciones (3.2.9) representan un conjunto de 4. x 003 

ecuaciones diferenciales funcionalea de primer orden, simultaneas en la.a 6 x 003 variables 
independientes 1i;(.t:). Su aoluci6n general involucra 2 X 003 + 1 coru1tantes de integración. 
Una ea afmplemenl.e una conatanl.e aditiva. Por lo tanto, laa ecuacionea de Hamilton-Jacobi 
poseen 2 x 003 famfliaa paramétricaa de soluciones düerentes. 

Supongamos que tenem<>l!I una de esaa soluciones y que además, elegimos un sistema 
de coordena.das tal que fija N y las funciones N¡ son ciertaa funciones de las 1t;, tales 
que se traruforman bajo la acción de Dlfl' (m) como Wl escalar y un tensor covariante 
reapectivlllllente. 

Cada punto de Rlem (m) define una curva unidimenaional en Rlem (m), que se 
obtiene comenzando del punto en cuestión e integrando lu ecuacionea de H&milton. Como 
todos loe puntos de ca.da una de cstaa curvas define a la misma curva, se sigue que la soluci6n 
de laa ecuaciones de H~J Uunto con laa condiciones coordenadas) define una congruencia de 
curvaa en Rlem (m) dependienl.e• de 6 x cx>3 -1 parámetros. LM ecuaciones de Hamilton 
(Einal.ein) son invarianteo ante la acción de DIO' (m), por lo que la congruencia se proyecta 
oobre J.l(m) en una congruencia de curvaa dependiente de 3 x 003 - 1 parámetroe. 



Cada curva de esta última congruencia representa tanto un espado-tiempo solución a 
laa ecuaciones de Einstein como una foliación particula.r de tal espacio tiempo. 

Elegimoe una curva de tal congruencia y denotamoe por n al espacio-tiempo que 
genera. Sea U el subconjunto de M(m) que consiste de todao IM pooibleo rebanada• 3-
dimerusionalca del espado-tiempo O. Entonces ca.da curva en la congruencia que intP.rsecte 
a U genera.rá igualmente a n y efltará por Jo tanto en U. Esto se debe a la completa 
a.rbitrarieda..d de N y N¡ en la deriva.ci6n de IM ecuaciones de Einstein a partir de las 
de H-J, y del hecho que cada auceaión de rdanadaa de un espacio-tiempo dado se puede 
obtener por elecciones apropiadM de loe Lapu y Shift. Claramcnte 1 una vez elegid06 éstos, 
se fija Ja congruencia, y se restringe la clase de sucesiones de rebanadas a que la.e curvas 
dan lugar. Sin embargo, ca.da rebanada de un espacio-tiempo se puede encontrar en por 
lo menoo una de CSM curvas que genera a ese espacio-tiempo. 

Este razonamiento sugiere la idea de de&eomponer a laa congruencias dadas en hace~ 
o manojoa. Cada haz comiste de todas la.11 curva.e que generan el espacio-tiempo dado. 
Por ejemplo, todas las curvBB que interscda.n al subconjunto U conforman un solo ha.z. 

La dimensionalida.d de U es 003 ya que es el número de íuncionCB escalares N en m 
y por lo tanto el número de cortes rebanada.a poeibles. 

Como cada curva que intersecta a U está contenida en éste, el conjunto U contiene 
ex>3 - 1 fn.m.ílias pa.ramétricas de curvas. Cualquier otro haz contiene similarmente 003 - 1 
familias para.métricas. 

Como cada hu en la congruencia corresponde a un eepacio--tiempo distinto y como la 
congruencia en e:í una familia con 3 x 003 - 1 par&.mctroe, se sigue que cada solución a las 
ecuaciones de H.J poe~ una familia de 2 x 003 paramétroe de cspacioe tiempoe: diferentes. 
Finalmente, como tas ecua.cion&11 de H·J p08eén 2 x 003 soluciones diferentes, vemos que las 
ecuaciones de Einstein poeeén una familia de soluciones diferentes con 4 x 003 parámetroe, 
que corresponde a loe 2 x 003 gradoe de libertad que poseé el campo gravitacional (2 por 
punto). 

Exi!te un número infinito de demidades bitensoriales g¡;1c't' entre las que se podría 
en principio elegir alguna para .M(m). De la formula.ci6n Hamiltoniana presentada en el 
capítulo uno tenemoe un objeto, la Supennétrica (1.3.63) con la que podremos definir una 
Supermétrica en el Supercspado. 

Eeta métrica debe ser escogida de manera que la congruencia de curvas in .M(m), 
definida a partir de una función distancia S dada y una elección particular de de N y N¡,, 
sea una congruencia de geodéoicao en M(m). 

Eligiremoe sin pérdida de generalidad a Jaa funciones Shift que se anulen, 

N¡=O, (3.3.10) 

ya que esta elecci6n corresponde a una elección de coordenadao (normales de Gauoo). Ma.. 
aun, podemoe imponer una condici6n de tipo global sobre la funci6n N 1 puesto que un 
cambio de ésta simplemente significa un cambio en el parámetro t. Eligiendo la siguiente 
normalización, 

2 f N .,Fj 3Rd3x = ±!. (3.3.11) 
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Podemos multiplicar a Ja. ecua.ci6n 

por 2N e integrar sobre Ja variedad para obtener, 

Donde 

I 6S 6S I 2 NG;;.,-
6 

-d'z=2 N..f1'Rd'z=±I. ..,,,. ..,., 

1,, f' •r. 6S 6S a~.z: dx;,,1"61'-
6 

-=.:rl. 
1ij 1lr'l1 

g;1 .,,. = 2 N G,1., 6(z, z'). 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

(3.3.14) 

Si elegimoe a g como la métrica de Rlem (m) entonces la ecuación (3.3.13) .., con
vierte en la Ecuación Elconal para Rlem (m). Esta elecci6n de la métrica garAnfiza 
que el campo gradiente de S defina una congruencia de geodésicaa en Rlem (m). 

La tangente a una geodésica por cualquier punto está da.da por 

d7;, I 6S J ' =- = g., •. ,. -6-d z. 
uu , •• ,. 

6S 
= 2 N G;,., 

67
., . 

Podemod observar que la última expresión se puede reeacribir como, 

= 2~v K,,. 

(3.3.15) 

(3.3.16) 

Expresión que ea consistente con la interpretad6n que a.e hi.Jo en el capítulo l sobre la 
cul"Y'8.tura extrínseca como una velocidad normal. Para el si.!tema de coordena.daa utilizado1 

la curvatura coincide con la velocida.d de la métrica1 po~ lo que al parámetro o lo podem06 
identificar con t. 

Tomemoe ahora lu tres últimaa ecuacionas de Ha.milton.Jacobi y reinterpretem0&lu 
en términoe de lo que hemoe vi.ato. Tenemoe 

(~) =O, 
67¡¡ !i 

(3.3.17) 

de la expre9i6n1 
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podem0& despejar al momento de la aiguient.e manera, 

!!.....- ...!...cr¡ud·w 
6;;; - 2N da ' 

= J g;,.•1• d-:::,1· d'z:'. 

Por lo tanto, la ecuación (3.3.17) oe escribe como, 

J g·;•'f d;.,1• ., ' - o li---;¡;;- a-z: - • 

(3.3.18) 

(3.3.IQ) 

. d • ( ) d1t·1· . En virtud e la ecuación 3.3.7 tenemos que -¡;;- es ortogonal a /a orb1ta que pasa por 

cada punto de Rlem (m), por lo que la Geodéska et:itá constreñida a cruzar ortogona/. 
mente a todos las órbitas, de ma.ner' que el campo gradiente de S deBne en realidad una 
congruencia de geodésicaa en .M(m). 

Con este argumento ac completa el circulo lógico del presente trabajo, puesto que 
hemoe visto que de una formulación Lagra.ngiana se puede pasar a una formulación Ha.· 
miltoniana donde en el Ham.iltoniano aparece una métrica que da lugar a una ecuación 
de Hamilton.Jo.cobi que como se vio, es equivalente a IM dos íormula.cionC:!I antcriores 1 

y a.demás es el generador de camp0& gra.dientct1 que a.e relacionan con las Eiconales o 
Geodésicaa en el espacio donde está definida la Supermétrica1 misma.a que minimizan la 
acción expresada a través de tal Supermétrica. 
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