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INTRODUCCION

Desde que Einstein publicara su Teorfa de la Relatividad General [RG], surgié la
gran interrogante de tratar de entender cual era su significado. Una de sus caracterfsticas
més evidentes es el que generaliza a la teorfa de Newton en el sentido de que ésta se
recupera como un limite de la Relatividad General. Por otra parte, los postulados de los
que parte ésta son totalmente diferentes a los que sustentan el modelo Newtoniano. Se le
dé un caracter totalmente diferente al espacio y al tiempo: no son conceptos aislados per
¢, 8ino que dependen e interactuan con la energi{a y materia que se encuentre en ellos.
En los intentos por entender a esta Teorfa ha habido dos corrientes principales: una que
trata de encontrar soluciones particulares a las Ecuaciones de Einstein y de esta manera
contruir modelos realistas para tratar de entender el sistema fisico; la otra ha tratado de
hacer un estudio geométrico de una variedad en general de espacio-tiempo investigando
sobre sus propiedades de simetria y su estructura tanto geométrica como topolégica. Aquf
queremoe llamar la atencién de que estas dos corrientes no han trabajado directamente
con las Ecuaciones de Einstein en toda su magnitud, han tratedo de comprender conceptos
y propiedades generales de las soluciones que tienen las Ecuaciones de Einstein. BEstos
enfoques son similares al utilizado en el andlisis de un sistema cuéntico (por ejemplo el
dtomo de Hidrégeno) estudiando sus propiedades dindmicas como espectro de energla,
momento anguler, ete. sin comnderu ala ecuacén dindmica que define al sistema, a saber,
Ia ecuacién de Schroedinger (ih$;|¥ >= Hi¥ >).

Existe una tercera corriente que surgiera a finales de los 50's que se ha avocado a
estudiar directamente a las Ecuaciones de Einstein en af, por medio de una reformulacién
del abjeto dinimico relevante, permitiendo ver a la Teorfa de la Relatividad General como
una teorfa dindmica, con constricciones, en la que se puede definir un Hamiltoniane. A
ou vez, aquf ha habido dos grandes tendencias, una que ha estudiado la estructura de las
ecuaciones ya como teorfa dinfmica de ecuaciones diferenciales y otra que baséndoec en esta
nueva formulacién postuls 1a exiatencia de un Espacio de espacios, es decir un espacio donde
cada punto es a su vez un espacio tridimensional. Este concepto ha recibido el nombre de
Superespacio {por Wheeler), y en ¢l lsa Ecuaciones de Einstein se traducen en estudiar la
evolucién de los tres-espacios, un concepto més llamativo y comprensible, en principio. La
Relatividad General recibe con esta formulacién el nombre de Geometrodinimica.

Esta manera de ver a las Ecuaciones de Einstein enriquece conceptualmente el con-
tenido de la Teoria de la Relatividad General y el estudio geométrico del Superespacio
deberla contribuir al mejor entendimiento de efla. Sin embargo, como ya ha podido sospe-
char el lector, laa dificultades matemaéticas y conceptuales de esta reformulecién han sido
enormes, haciendo que en la préctica se hayan obtenido pocos éxitos, entre los que cabe
mencionar el de Ia aplicacién a modelos cosmolégicos conocidos como Minisuperespacios.
Pero el premio cs grande: mejor comprensién de las Ecuaciones de Einstein e inclusive
un camino posible para cuantizar a la teor(a gravitacional, por lo que se ha mantenido el
interés por parte de la comunidad de fisicos en su estudio y aplicaciones que, por cierto,
se ha incrementado en los dltimos afios.

El presente trabajo trata de presentar una visidn global de la dltima corriente mencio-
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nada anteriormente, la Geometrodindmica, partiendo deade la formulacién Hamiltoniana
de la Relatividad General hasta la introductién de las geadésicas del superespacio como
las soluciones a las ecunciones de Einatein.

El trabajo consiste de tres capltulos, estando el primero de ellos dedicado a la cons-
truceién de la formulscién ADM de la Relatividad General, introduciendose los coneeptos
geométricos necesarios para tal fin. Se construye un Hamiltoniano constriccién ssf como
otras tres conatricciones, que en au conjunto aparecen como tesponsables de la dindmica,
El capftulo dos toma como punto de partida la constriccién Hamiltoniana y el tensor ge-
neralizado que involucra éata para estudiar y exploter las propicdades geométricas de una
variedad que tiene por métrica a tal tensor. Se estudian las geodésicas de dicha varie-
dad y se sugiere que todas tocan irremediablemente la frontera de la variedad haciendo
que éata no sen geodésicamente completa. Finaltente el capitulo tres aborda la teoria de
Hamiltor-Jacobi que permite un mayer entendimiento de 1a teorfa ¥ es un puente entre la
posible formulacién cudntica de Ia Geometrodindmica, en su aproximacién semiclisica s
1a teorfa clésica. Posteriomente se define formalmente al superespacio y se muestra que se
puede definir una Supermétsica (en base al tensor del capitulo dos) en €1, con le propiedad
de que lns trayectorias de espacio-tiempo son congruencias de geodésicas para elia.

Este trabajo es una revisién de los temas tratados y tiene como uno de los objetivos
presentar de manera clers ¢ integral las idees y desarrollos algebraicos explicitos. Se ha
tratado dentro de lo posible de intreducir las ideas basicas y hacer las construcciones
matematicas sin presuponerse muchos conceptlos asimilados de antemasno, per lo que se
eapera que la lecturs del presente trabajo ses de utilidad para el lector.

México D.F., Septiembre 1991 Alejandro Corichi Rodriguez Gil



CAPITULO 1

1.1 Introduccién

Ls formulacién de !a Teorla de la Relatividad General dada por Einstein tiene como
uno de sus conceptos centrales el Principio de Equivalencia: “las leyes de la Fisica son
independicntes del estado de movimiento del observador”. Este principio implica que
dichas leyes deben ser descritas de manera covariante, es decir, independiente del sistema
de coordenndas,

La formulacién covariante es natural y permite expresar a la interaccién de la materia
con In geometria de manera simple y clegante:

G** = nTH, (1.1.1)

donde G* es el tensor de Einstein y T#Y el tensor de energ{a momento.

Una caracteristica de Ia covariancia de 1a8 Ecuaciones de Einstein, es el que algunas
de estas ecuaciones representan constricciones en las variables din&micas. Dichas constric-
ciones estdn estrechamente relacionadas con las identidades de Bianchi

G*, =0, (1.1.2)

que ademé&s expresan que cstas constricciones se preservan cuando las ecuaciones dindmicas
se satisfacen.

A pesar del alto grado estético que d4 la formulacién covariante a las ecuaciones de
Einstein en la préctica, el aislar a las ecuaciones con contenido dindmico de las que son
constricciones, se ve obscurecido preclsamente por esta forma covariante de expresarlas.

Una manera de desentrafiar & la dindmica de Ia Relatividad General es tratar de ver
a ésta como un problema de Cauchy, es decir analizar a la dindmica como la evolucién
de una hipersuperfice tridimensional donde estén definidos los campos. Esta manera de
reformular a la Relatividad General fué desarrollada por R. Arnowitt, S. Deser y C. W,
Misner y tomé su forma completa a principios de los afios 60 [1] y se conoce como la
formulacion ADM de l1a Relatividad General.

Este formalismo ha tenido un desarrolo continuo a lo largo de sus casi 30 afios de exis-
tencia, ain embargo el interés por parte de Ia comunidad de flaicos téoricos en la realizacién
de investigaciones sobre aplicsciones del formalismo ADM ha sufrido altibajos. Deade me-
diados de los 80’s, ha habido nuevamente un creciente interés tanto en el formalismo mismo,
como en sus aplicaciones en diferentes &reas. Por mencionar algunos ¢jemplos: ha servido
como bazse para el desarrollo de las variables de Ashtekar [2]; sc ha utilizado en problemas
relacionados con la cuantizacién de la gravedad por medio de integrales de trayectoria [3];
ha servido como medio para determinar por métodos numéricos soluciones a las Ecuaciones
de Einstein [4]; ha sido 1a base para el desarrollo de la teorfa del Espacio de espacios [5].

En este capitulo se tratard de dar una introducién, lo méds accesible posible al for-
malismo de ADM, asf como a la formulacién Hamiltoniana. EI presente capitulo tiene la
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siguiente estructura: en la geccién 2 se exponen las ideas y conceptos necesarios para la
conatruccién del formalismo ADM, con un mfnimo de ecuaciones, con el objeto de ofre-
cer un panorama global del método. En la seccién 3 se presenta el desarrollo formal,
deduciendo las ecuaci de manera explicita, y finalmente en Ia seccién 4 se presentan
algunos ejemplos de aplicacién del formalismo y se mencionan algunas éreas que se han
desarrollado utilizando al formalismo ADM.

1,2 Desarrollo Conceptual

En csta seccidn se explican a grandea rasgos loa pasos a seguir para la construccién
del formalismo ADM, con el propéeito de tener a este nivel, sin haber entrado en detalles,
una idea relativamente clara de cual serd el procedimiento a seguir.

Como mencionamoa en la introduccién, las variables ADM muestran explfcitamente
el contenido dindmico de las Ecuaciones de Einstein y permiten construir un Hamiltoniano
en el que todos los términos tienen una interpretacién relativamente clara, 8 més de que
una vez que se puede definir un Hamiltoniano, es posible, en principio, proceder a la
cuantizacién de la teorfa una vez que se han aislado los grados de libertad verdaderos. La
obtencién de lns Ecuaciones de Einstein a través de Ia formulacién ADM tiene su forma
més ¢lara, desde nuesto punto de vista, haciendo uso del prineipio variacional.

El principio variacional, como uno de los posibles caminos para llegar a las Ecuaciones
de campo de Einatein, consiste en encontrar los extremales de un funcional de accién, en
este caso, de |a accién gravitacional. La funcional de accién debe ser expresada como la
integral sobre el espacio-tiempo (con e! elemento invariante de volumen) de una funcién
escalar. Paralelamente & los trabajos en los que Einatein diera a conocer su formulacién,
Hilbert postuld el principio variacional para la teorfa gravitacional expresando a Ia accion

de la forma:
s =1 dz' /=g R, (r.2.1)

donde la densidad Lagrangiana estd dada por £ = \/=¢g R, ¢ ca el determinate del tensor
métrico y R es el escalar de curvatura.

La integral en (1.2.1) es sobre la totalidad dela d-variedad (espacio-tiempo). La accién
es una funcional del tensor métrico § = Sg,,, |, por lo que el tensor métrico aceptable debe
ser aquel para cl cual la aceién sea un extremal. En otras palabras, se debe varsar a la aceién
reapecto a lag componentes del tensor g, para obtener las ecuaciones de movimiento, Al
efectuar tal variacién (teniendo cuidado con los términoa de frontera) e igualarla a cero,
se [lega a las Ecuaciones de Einstein en el vacfo:

1
Ry ~ 5 Rguw =0 (1.2.2)
La construccidn eldsica de la teorfa hamiltoniana a partir de este punto, implicarfa
Ia construecién de los momenta canénicamente conjugados a las variables dindmicas, i.e.
a las 10 componentes del tensor métrico, tomando la derivada parcial de la densidad

Lagrangisna respecto de las velocidades. Pero  como definimos a tales velocidades ? Para
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hacer eso, nos damos cuenta que es necesario privilegiar a alguna de las coordenadas como
el tiempo para poder definir velocidades. Esto rompe la covariancia, pero ademés esté
cortando el espacio-tiempo en rebanadas de z, = ¢. La complicacién algebraica a 1a que
lleva tal procedimiento es enorme. Podemos darnos una idea de dicha complejidad, con el
hecho de que P.A.M, Dirac dedicara més de una década en tal intento sin llegar a resultados
satisfactorioa.

Es relativamente claro que se necesita separar en el sentido de hacer diferente, a alguna
de las coordenadas, o bien a una direcesdn en el espacio-tiempo, para la construccién de
un Hamiltoniano. La manera que se diseié para hacer esto fué ¢l considerar rebancdas de
el espacio-tiempo, de manera que cada rebanada sea una hipersuperficie de 3 dimensiones
con una métrica positiva definida en ella. Si consideramos al espacio-tiempo como formado
por la coleccién de rebanadas, donde a cada una de estas se le etiqueta por un nimero
t {no cs necesariamente el tiempo, es una etiqueta), donde pedimos que ninguna de las
rebanadas se intersecte, podemos entonces pensar en la evolucidn como el cambio de estas
hipersuperficies en el parfémetro t y cubrir de ésta manera al espacio-tiempo completa-
mente, Dotando a cada hipersuperficie de una métrica tridimensional ~y;; determinada por
la forma como cortamos al espacio-tiempo, es posible considerar a la métrica «;;(t) de la
hipersuperficie que evoluciona con ¢, como la variable dindmica.

Ademsés de las seis componentes de +;; que forman dicha variable dindmica, se deben
definir otras 4 variables para tener un total de diez, que es el niimero de componentes de
Ia antigua variable g,,,. Estas cuatro variables se definen de manera natural al considerar
Ia foliacién de hipersuperficies en el eapacio-tiempo. Eatas nuevas variables que se denotan
por N, funcién Lapse, de intervalo, que se relacnonn con 1a separacién entre cada hiper-
superflcie y N¥, funciones Shift, de despl , que se relaci con el movimiento
de un punto al pasar a la siguiente hipersuperficie. Estu cuatro funciones describen como
pegar las hipersuperficies para formar la foliacién,

Poateriormente se procede a reescribir al elemento de linea en términos de las nuevas
variables ds? = ds? [¥ig» N, N*), relacionado asf a las nuevas variables con las antiguas.

El siguicnte paso consiste en reescribir la accién gravitacional en términos de las nue-
vaa variables, es decir, necesitamos expresar al escalar de curvatura del espacio-tiempo, *R,
y al invariante de volumen, /=g d*x, como funcién de objetos geométricos en la hipersu-
perficie y de las nuevas variables N, N'. Para esto es necesario estudiar el encajamiento
(embedding) de las hipersuperficies, es decir, la manera en que Ia hipersuperficie hereda
la estructura geométrica, tanto del espacio-tiempo como del encajamicnto particular re-
alizado, i.c. c6mo se efectud el corte. As{ mismo, es necesario estudiar la forms en que
los tensores del espacio-tiempo se proyectan sobre la hipersuperficie y sobre la direccién
ortogonal a ella,

En este paso, jugara un papel importante Ia curvatura extrinseca Kj; a la hiper-
superficie: Kij = Kij[N, Nyjj, s}, con %, la derivada con respecto al pardmetro “”, y la
“barza” la derivada covariante en la hipersuperficie. Con la ayuda de este objeto se logra
escribir al tensor de curvatura de Riemann, y por lo tanto al escalar de curvatura R, como
funciones de 7, 4y, Ny Nyj;. Queremos enfatizar el hecho de que |a nueva densidad
Lagrangiana no dependeré de las derivadas respecto a t de las funciones Lapse y Shift. Se
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llega finalmente a expresar a la accién de la forma:
S [1is N, Ni| = /m[d’zﬁw(x-’ix.-,» —K*+R) (1:2.3)

donde /=g = N /7 es ¢l nuevo elemento invariante de volumen, con reapecto a transfor-
maciones en la hipersuperficie.

La no dependencia de la densidad Lagrangiana en las velocidades de NyN¥ nos
permite entonces considerarlas como variables dindmicas no relevantes. Este hecho nos
sugicre entonces que laa verdaderas variables dindmicas son las seis componentes de 7;j(t).

. De esta manera obtenemos la reformulacién del principio variacional de la Relatividad
General con un contenido dindmico més claro, que es lo que se pretendfs. Podemos ir
més adelante y construir la densidad Hamiltoniana, ¥, a partir de la nueva densidad
Lagrangiana de la manera usual, definiendo los momenta canénicamente conjugados & las
~i; de la forma:

i = Ok (12.4)
iy
y ¢fectuando la transformacién de Legendre solamente sobre las variables dindmicas rele-
vantes y sus momenta de |a forma:

H=x74,-L. (1.2.5)
Esta densidad Hamiltoniana tiene la forma
K=Nlo+N¥. (1.2.8)

Las densidades escalares No y N; jugardn un papel muy importante al analizar la
dindmica de la teorfa,

Como se mencioné al principio de esta seccién, en s Relatividad General existen
conatricciones entre las variables (causadas por tratarse de una teor(a covariante). Ahora
es clara con la introduceién del formalismo ADM, la forma que tienen las constricciones y
a las variables que involucran. De estn manera se tienen cuatro constricciones primarias, es
decir, aquellas que son consecuencia de {n forma de la densidad Lagrangiana: los momenta
conjugados a las cuatro variables N y N'. Estos momenta

Pt = i.['—, (1.2.7)
N,
fon débjlmcnte cero, pues L no depende de N,. (llamamos N* al conjunto de variables
N y N¥, pero no se implica con esto que sean las componentes de un campo vectorial).
Podemos con la densidad Hamiltoniana reescribir a 1a densidad Lagrangiana donde ahora
las variables dindrmicas sean tanto loa 7o como los momenta #°® y asi tener un principio
variacional de primer orden. La nccién se escribe entonces:

S[‘y.,-.N,N‘]: /dt/daz(x'—j"y,‘,‘—N){o-f-Ni AN (1.2.8)
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Esta expresién para la accién estd en forma parametrizada como consecuencia de la co-
variancia. Las ecuaciones de movimiento se obtienen al variar respecto a las diferentes
variables. Si se varian las V¥, se obtiene que los cuatro ¥, deben ser cero.

A estas expresiones que relacionan a las variables dindmicas (v, 7'7) entre sf se les
conoce como Constricclones Hamliltonfanas.

De ésta manera hemos presentado las ideas fundamentales para la conatruccién del
formalisme ADM asl como para la formulacién Hamiltoniana. En la siguiente seccién
presentaremos el deaarrollo formal, explfcito, de las ideas aquf presentadas.

1.3 Desarroilo Formal

1.3.1 Encajamiento de una Hipersuperficie en una Variedad.

Consideremos al espacio-ticmpo dado por una variedad 4-dimensional M con una
métrica definida en ella g, de signatura (—,+,+,+). Denotemos a las coordenadas de esta
variedad por z* . Definimos ahors el encajamiento de una hipersuperficie 3-dimensional
m de la aiguiente manera:

* = XH(e°), (13.1)

donde 4 = 0,1,2,3 y a = 1,2,3. Estas cuatro funciones son las que determinan el enca-
jamiento, Para que se trete de un encajamiento debemos pedir que la hipersuperficie, con
coordenadas intrinsecas £° , no se intersecte a af misma, es decir, el mapeo X it m— M
debe ser uno a uno [6].

La métrica de M induce una métrica sobre m si consideramos al elemento de linea
restringido a la variedad m:

d-!l = g”y(x'\) dz# dx",m

A a b
Quu(x ) af“ d€ afb df
(1.3.2a}
[y X% 0K 0
= [gn"(x ) T I a¢rdg
= Tab dg° de®,
donde la métrica inducida es entonces
3x» oxv
YTab = Fpv G aev (1.3.2b}
Definamos, ax
b=
Xt= e (1.3.3)
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nétese que X! es la p-&sima componente en ias coordenadas z* del a-esimo vector de la
base coordenada natural sobre m dada por,

3

3 (1.34)

eg =

ya que el vector debe escribirse formalmente como,

ax+ a
X438, = 2% 9X5

(1.3.5)

|o

P

e

Tenemos entonces que [a definicién de las componentes de Ia métrica 4,5 sobte m es
la deflnicién natural dada por:

Yab = Guw X Xy
= (ea-ey). (1.3.6)

Para el estudio de la dindmica del espacio-tiempo, en en marco que aqui interesa, la
hipersuperficie encajada debe ser de tipo espacio (spacelike), por lo gue pedimos que la
métrica en ella 7,y sen positiva definida (+ + +).

Loa 3 vectores e, forman una base para el espacio tangente a la variedad m en el
punto p denotado por Tpm. Este espacic es a su vez un subespacio del espacio tangente a
M, TyM. Para completar la base de este cspacio construimos el complemento ortogonal
al Tpm definido por la métrica g,,.. Este subespacio serd generado por el vector ortogonal
a los e, que denotaremos por n. Este vector de componentes n* en la base d,, satisface

gu Xan¥ =0, (1.3.7)
pedimos ademés que esté normalizado,

Gt n’ =-1, (1.3.8)
Estas dos condiciones determinan totalmente al vector n.

Tenemos cntonces que el conjunto de vectores (¢4, n) forman una base de TpM para
cada punto p. Con ellos podemos expresar a cualquier vector del TpM como la combinacién
lineal de la base de la hipersuperficie m y el vector normal de |2 siguiente manera:

(A)* = (A%e, + Aln)*
= A XS+ AlnH, (1.3.9)
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donde
At =~(A-n). (1.3.10)

Si el vector A est4 mobre la hipersuperficie serd entonces de la forma A = A%e,. Los
escalares A® se comportan como escalares bajo una transfor ién de coordenadas del
espacio-tiempo X# +— X', ya que ante tales cambios de coordenadas, tanto los vectores
e, como el vector A se mantienen 8jos, por lo que loa A? no cambian. Sin embargo,
los podemos ver como componentes contravariantes de vectores sobre Tpm, dado que se
transforman como tales ante cambios de coordenadas £ ~— €'° en la hipersuperficie:

0 _ e 0

ST T T

= A"”el, (1.3.11)

por lo que 128 nuevas componentes serdén

- aelﬂ

LA
A = ETG

AL, {1.3.12)

Definimos la metrica contravariante en m como la matriz inversa a ., ca decir,
ot = (728) ™', de mancra que podemos usar la métrica para bajar y aubir fndices de las
componentes:

A= 'YubAb

oo ooy (13.13)

Las componentes contravariantes del vector las podemos reescribir de la siguiente
manera,

A® = ,1ab Ab
= (A o)
(1.3.14)
= ,’nb Tuv Xl‘r‘ Av
=X 4",
donde eatamos definiendo al objeto
X2 =19, XL, (1.3.15)

que nos permite ancontrar la a-ésima componente contravariante del vector A.
Dado un vector de espacio-tiempo arbitrario A con componentes A*, sabemoa ya la
manera de encontrar sus proyecciones en la hipersuperficie [da = (A - eq)] en la base
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natural de Tpm. Queremos ahora encontrar una relaciofi que nos exprese a esta misma
proyeccién en componentes de Ia base du. Para tal fin, observamos que de la igualdad
(A} = A°X¥ - (A n)n*, (1.3.18)
tenemoa que la componente u-'esima del vector proyectado sobre la hiperauperficie es
AP XM = A% + AV, ¥
(1.3.17}
=AY (6% + nun*) .
Por lo tanto, hemos encontrado el operador de proyeccidn que manda a un vector de
espacio-tiempo a uno sobre la hipersuperficie. A este operador lo denotaremos por:
A, =8, 4 ntn,. (1.3.18}
Es fécil ver que este operador eatisface las siguientes propiedades haciendo uso de
(1.3.71) y (1.3.8):

nh¥, =0,
h“uhvp = h”m (1.3-19)
k¥, =3,

1.3.2 Derivadas Covariantes Inducidaa.

La derivada covariante, definida por la métrica g,., de un vector sobre m, en la
direccién de otro vector que también esté en m no serf en general un vector tangente a
la hipemuperficie. La forma natural de definir una derivada covariante en m serfa pedir
que éata sea también un vector de T,m [7]. En este punto es conveniente considerar el
caso en que las primeras 3 coordenadas z* coinciden con las £°, es decir, tenemos que
x® = £% A estas coordenadas s¢ les denomina coordenadas adaptadas. Notemos
que en este caso, 1as vectores e, coinciden con tres vectores de la base coordenada de
TpM, por lo que sus componentes son trivialea: X% = é%. El tomar este sistema de
coordenadas para m simplifica en general el andlisis, ya que las expresiones obtenidas son
m4és simples, sin perderse generalidad. Esto se debe a que siempre es posible tomar a las
tres coordenadas intrinsccas de m como tres de las coordenadas del espacio tiempo. A
partir de ahora, en todo el andlisis se usardn coordenadas adaptadns. Tomemos un vector
sobre la hipersuperficic A = A®e,. Podemos entonces considerar la derivada covariante
(de espacio ticmpo) en !a direccién de los vectores base de la siguiente forma:

Ve A=V, A =47, (epAd)

b
=ep BA + (‘I‘“M ey) Ab,

az° (1.3.20)

AL
a‘:ﬂ + (‘T ec + T eq) A°.

= ep
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Como caso particular, la derivada covariante de los vectores base estd dada por

a0 = TPy e,

1.3.21
=4T% e + ‘T%qe0. ¢ )

Tanto en la ecuncién (1.3.20) como en la (1.3.21), existe un término fuera de la hiper-
superficie:
(*r%, A®) (e0 - m), (1.3.22)

que, en general, no se anula. Podemos deshacernos de ese término proyectando al vector
sobre Ia hipersuperficie, a manera de tener un vector en Tpm. De este modo obtene-
mos la derivada covariante intrinseca a la 3-geometria de la hipersuperficic. De ahora en
adelante denotaremos al operador asociado a esta derivada por 3V = V. En términos
de componentes A en T,m la componente contravariante de la derivada covariante se
expresa;

A%l 23V A% = AT, 975, AT, (1.3.23)

donde
ar\ch = I].-u:b‘l .

Si ahora consideramos a la c-ésima componente covariante de la derivada del vector
A en la direccion de e,, ésta serd de 1a forma:

(VoiA)e =e. 3V, A, (1.3.24)
que se puede también expresar como

Aa = ec- VaA

— Aoa =T A", (1.3.25)

Notemos que la forma que toman las expresiones de la derivada tanto en sus compo-
nentes covarisntes como contravarientes es la misma que 1as derivadas en el espacio-tiempo.
Este hecho se debe a que la derivada covariante en la hipersuperficie estd dada por Ia co-
neccién afin en la variedad m, como consecuencia de que la derivada covariante en la
hipersuperficie del tensor métrico se anula [6]. La coneccién afin queda definida a partir
de s métrica en la forma usual:

1
srnbc = 5 ("Yahr. + Tacrd _'Tbcm) ) (1.3-20)

y con la siguiente interpretacién:
3labc = Tabe = €q - Veey. (1.3.27)
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Con ¢l objeto de facilitar los cdleulos, notemos que ia derivada covariente puede igual-
mente expresarse (para A* = A® X}') en términoa de componentes de la siguiente manera,

A‘[c = (A”;v X:)b
= X5 (4%, X2) (1.3.28)

= XEXLA, .

1.3.3 Curvatura Extrinseca.
Definimos ahora la curvatura extrfnseca a la hipersuperficie como,
Kap = ~ep + *Von, (1.3.20)

es decir, Ia componente (ab) de Ia curvatura extrinseca es igual a Ja proyeccidn en la
direccién b de la derivada covariante del vector normal en la direccién & (salvo signo).
Notemoa que la curvatura estf bién definida sobre la hipersuperficie, ya que ¢l vector
4¥an es un vector en Tpm:

0=4Y,(n-n),

de donde,
0=4%Von-n, (1.3.30)

por lo que K,; ez un objeto geométrico de la variedad m. La nocién de curvatura extrinseca
no tiene sentido para una variedad en sf misma, solo toma significado cuando dicha variedad
se encuentra encajada en una de dimensidn mayor, ya que de Ia misma definicién, la
curvatura Kap depende de la geometria de la variedad grande {a través de la derivada
covariante de cspacio-tiempo y del vector normal a la hipersuperficie),

Una interpretacién grométrica de la curvatura extrinseca es que d4 una medida de qué
tanto se curva la hipessuperficie respecto de la variedad M, o ¢n otras palabras, nos dice
qué tanto los vectores normales para dos puntos cercanos en m se alejan de ser paralelos
(ver figura I}. Existe una forma de reescribir a Ia curvatura que se sigue de la ortogonalidad
de m respecto de la hipersuperficie, es decir, (€4 - n) = 0. Tenemos entonces que,

K =n: *V.e,. (1.3.31)

Eata dltima expresién y la ecuacién (1.3.27) nos dicen cémo escribir al vector Ve
en terminos de sus componentes sobre la hipersuperficie y la direccién ortogonal:

‘Vaey = —Kayn +°Iia e, (1.3.32)
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Figura 1. Representacién esquemaética de la curvatura extrinseca, la cual da une me-
dida de Ia diferencia entre 108 vectores normales en puntos cercanos sobre 1a variedad m,

dP dP = K(n)
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La ecuacidn (1.3.32) es conocida como la ecuacién de Gauas.
El conocimiento de la derivadn covariante de espacio-tiempo de los vectores base e,
nos permite escribir entonces & la derivada de un vector arbitrario sobre T, m:

V.A =AY ey - Ky APn. (1.3.33)
Para finalizar esta seccién escribamos a la curvatura extrinsecs en componentes,
Kop = ~ X4 X{ 1y (1.3.34)
de manera que en coordenadas adaptadas toma Iz forma:

Koy = ~ab - (1.3.35)

1.3.4 Descomponicién del Espacio-Tiempo en 3 4 1.

Huata ahora, hemos definido de manera precisa 1a forma de encajar una 3-geometria
en el espacio-tiempo, se ha encontrado 1a métrica 7,p sobte eata hipersuperficie, la de
rivada covariante sobre ella {por lo tanto Ia nocién de transporte paralelo), 2af como la
descomposicién de un vector de espacio-tiempo en componentes proyectadas y ortogonales.

El siguiente paso consiste en afirmar que s totalidad del espacio-tiempo se puede
generar por las hipersuperficies {cadn una de ellas comresponde a un encajamiento) ein
que se intersecten éatas. A la totalidad de las hipersuperficies generadoras se le denomina
una follacién. Como ejemplo, ¢} espacio euclidiano R® se puede ver como generado por
eaferas de radio a; cada esfera e5 una hipersuperficie (dim=2) encajada en R? (dim=3) y
la totalidad de las esferas constituye una foliacién de R>.

La foliacidn estard dada por una funcién t en ¢l espacio-tiempo de forma tal que a
cada hipersuperficie le corresponds un valor contante de t, es decir, las hipersuperficies
estdn definides por t=cte. Recordemos que ¢ es aimplemente una etiqueta. En el ejermplo
de las esferas tal funcién puede ser Ia funcidn radio r = r(z, y,z) que a cada esfers le asigna
r=a.

Dads una hipersuperficie con ctiqueta £ = t5, un punto p sobre ella estd caracterizado
por sus tres coordenadas £%; este punto representa un evento. A este punto le cosresponde
un punto p’ sobre la hipersuperficie de etiqueta to + df, de tal forma que los dos puntos
estén 1dentificados. La direccién en ln que esté el punto p’ respecto de la hipersuperficie
to depende de Ia funcién t: el punto p’ tendré las mismas coordenadaa intsinsecas sobre
la hipersuperficie ¢p + dt que las que tenfa el punto p en la hipersuperficie original, pero
sus coordensdas de espacio-tiempo serén diferentes segin sea la funcién ¢,

Para ilustrar esta idea tomemos al punto p sobre la esfera de radio a como el polo
norte {ver fig II). Este punto tendré sobre la cafera las coordenadas (0 = 0). El punto
p', sobre Ia esfera de radio a + dr que le corresponde a p no tiene porque ser también el
polo norte de la esfera (visto como el punto sobre ¢l eje z de R*), aunque le cosrespondan
las mismas coordenadas intrinsecas (@ = 0) sobre su esfera. Habrd entonces un vector
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que conecte a los puntos p y p’ basndo en el punto p (estamos considerando que dt es

infinitesimal), que no es necesariamente ortogonal a la hipersuperficie. Para las esferas, el

vector serd ortogonal sélo si p’ es también el polo norte.
La foliacién estf dada analfti e por las funci

= XH(E%1), (1.3.36)

donde el vector que coneeta a los puntos de dos hipersuperficies estd dado por 3, con
componentes en la base 3, dadas por

3 _dx* 8
at - dt dz¢
(1.3.37)
w2
dzn’
dx*

sus componentes son por lo tanto t* = -

t+ dt

Figura IL. Se representan dos esferas de la folincién de R? en las que los puntos p y p'
estdn identificados. Se hace notar que el punto p' no se encuentra necesariamente sobre el
polo norte de la esfera exterior,
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De la seccién 1.3.1, sabemos cémo descomponer a un vector en parte proyectada sobre
la, hipersuperficie y en parte normal (1.3.9) y {1.3.10), por lo que podemos escribir en esa
forma al vector 8;:

tH

~(t-n)n* + 47t (t-ep) XE

I

—(t-m)n* 4+ 1P g, X2 1 XP

It

—(t-n}n¥ + (XTe) X8

Nnp* ¢ N° X2, (1.3.38)

Al escalar N se le denomina funcién lapse, y el vector sobre la hipersuperficie N* se
le conoce como vector shift. Estas, junto con la métrica ~g constituyen las llamadas
variables ADM. Como se puede ver claramente del ejemplo de las esferns, la funcién
Lapse representa qué tanto se separc la nueva ecsfera; la separacién en este caso es la
misma para cada punto de Ia esfera ya que todas las hipersuperficies son esferas, pero en
el caso general la separacién no serd constante. Por otro lado, el vector shift indica que
tanto rotd In esfera, o en otras palabras, que tanto se deformd. La interpretacién para las
hipersuperficies tipo espacio es similar y entonces toman sentido los nombres de les nuevas
variables N y N¥N®; la funcién Lapse d4 informacién del lapso de tiempo entre los eventos p
y p' (para un observador scrfa el tiempo propio tranacurrido), ya que la direccién normal
a In hipersuperficie es en algin sentido la direccidn temporal (recordemos que el espacio-
tiempo tiene asignatura (—,+,+,+)); el vector Shift representa que tanto se desplaza el
punto p sobre la propia hipersuperficie y por lo tanto, vista éata globalmente, qué tanto se
deforma.

Es claro de la ecuacibn (1.3.38) que al especificar las cuatro funciones N* queda
determinada completamente la foliacién de las hipersuperficies que darén lugar al espacio-
tiempo; para que éste quede totalmente determinado es necesario encontrar la métrica
inducida sobre cada hipersuperficie, la cual estard dada por las ecuaciones dindmicas que
se derivardn més tarde,

Veamos ahora |a forma de reescribir el elemento de linea del espacio tiempo (es decir, ia
distancia entre dos eventos) en terminos de las nuevas variables, es decir, de va y de N, N°.
El elemento de linea entre dos eventos del espacio-tiempo p (z°,t) y ¢ (z® +dz°,t +dt), lo
descompondremos en doa partes: el cuadrado de la distancia sobre Ia hipersuperficie que
contiene a p menos el cuadrado del tiempo propio entre hipersuperficies:

ds? = oy (d2° + N°dt) (dz® 4 NP dt) ~ (N dt)?

= a _ N\ 42 a a 4-b (1'3'39)
= (NaN? — N¥)dt? + 2 N, dz? dt + qqp dz® dz

donde (dz® + N°dt) es el desplazamiento sobre la hipersuperficie base y N dt el tiempo
propio entre ellas (ver figura IIl). Esto se puede ver més claramente si notamos que en
el ¢caso en que N° = 0 el elemento de linea tendra contribuciones de:i) la distancia sobre
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1a hipersuperficie base y ii) el tiempo propio, ya que la evolucidn de las hipersuperficies
es meramente temporal { t# es en este caso normal a la hipersuperficie}, De la dltima
expresién (1.3.39) se desprende la relacién entre las componentes covariantes de la metrica
guven coordenadas adaptadas y las variables 44, N, N%:

goo = (N“N., - Nz)
goa = No (1.3.40)

Gab = Tab

Las componentes contravariantes se encuentran invirtiendo la matris g, de forma que
tenemos:
1 N
N N
M= (1.3.41)
Ne L NeAb
M 7 N3
El elemento de volumen esta dado por

V=gd'z = N Ad’zdt. (1.3.42)

e Nl NTXK

t+dt

Figura II1. Se muestran las proyecciones del vector 3, sobre 1a hipersuperficie ¢ y sobre
el vector normal n, identificandose a éstas con las funciones N® y N, respectivamente.
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Las primeras dos ecuaciones de (1.3.40) nod dicen que las componentes go, de la
métrica de espacio-tiempo y las variables N*# estdn relacionadas directamente, por lo que
podemos reemplazar a las primeras por estas tiltimas. Se desprende de igual forma que
las componentes go, son variables dindmicas no relevantes, puesto que las N# deben ser
impucstas desde fuera para construir la foliacién.

1.3.5 Eacalar de curvatura,

Hablendo introducido el nuevo conjunto de variables ADM, estamos ahora en posibi-
lidad de reescribir af escalar de curvatura ‘R en términos de estas variables, con el objeto
de recscribir el principio varincional. Comeo primer paso relacionaremos a 1a curvatura
extrinseca definida en la seecién 1.3.3 ¢on |na variables ADM. De la ccuacién {1.3.35)
podemos escribir

Kap = ~faip
= ~tla + T¥ap 1 (1.3.43)

en coordenadas adaptedas n, = ~N{1,0,0,0), por lo que usando las ecuaciones (1.3.41),
(1.3.26) y (1.3.25) tenemos:

Ko = -Nr%,

]

—N (9% Togp + g% Leat)

1 . 1
==N TyNI (Nﬂ.ﬁ + Moo~ 'h:b) + Ff”ercnb]
1 .
= g7 (Mats + Noga ~ Fab) - (1.3.44)

Notemos que Kgp no depende de laa derivadas respecto a t de N®,

Existe un sistema de coordenas de alguna forma privilegiado. En este sistema, se toma
Ia eleccidén N = 1, N, = 0. Estas s¢ conocen con el nombre de Coordenadas Normales
de Gauss. Notemos que en tal caso la expresidn para la curvatura extrinseca se simplifica
siendo entonces igual a la derivada respecto a t del tensor métrico. En el ejemplo de las
esferas, esto implicarfa que el vector (¥ es normal a las esferns, de manera que si tencmos
una esfera fnicial y & la sucesién de puntos sobre todas las esferas que estén identificados
con el punto inicial py Jas pegamos para formar una curva en el espacio euclideano, estas
rectas serdn rayos que salen del origen y cruzan por pg.

En el caso del cspacio-tiempo y Iss folisciones ocurre exactamente lo mismo: En
coordenadas normales de Gauss la trayectoria en ef eapacio-tiempo que describen todes
los puntos identificados con el punto inicial sobre una hipersuperficie inicial forman una
geodésica del espacio-tiempo. En otras palabras, 1a evolucion de cada punto a partir de su
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respectiva hipersuperficie es normal a ésta (recordemos que esté dada por la direccién del
vector t#), Como se mencioné cn el pérrafo anterior la curvatura extrinseca coincide con
Ia derivada de la métrica por lo que podemos interpretar a aquella en cierta forma como
una derivada normal. En cfecto, se ha demostrado [26] que precisamente la curvatura
extrinseca es igual a |a derivada de Lie del tensor métrico sobre la variedad m a lo largo
del vector normal.

A continuacién reescribiremos al tensor de Riemann *R*,,,, restringido a la hipersu-
perficie, es decir, de componentes ¢R%.4 en terminos del tensor de Riemann intrinseco a
Ia hipersuperficie (construido a partir de la derivada covariante intr{nseca a ésta), > R%.d,
25{ como de la curvatura extrinseca (8], Para eato cambiaremos de base del espacio-tiempo;
en vez de tomar al vector eq = J; como hasta ahora, tomaremos al veetor normal n.

El tensor de Riemann est£ definido por

[Va, Vg A" = R*,ap A%, {1.3.45)
por lo que si al vector A lo tomamos en la hipersuperficie (en particular un vector base)
y las derivadas son también en la direccién de los vectores e, tenemos, usando la ecuacién
de Gauss (1.3.32}, que la segunda derivada covariante serd,

VetV e = Ve, [~Keon+ *T¥peq)
= ~Kapan— K'YV, n+°Tpaes + T4V, e
= ~Kupan+ Ko Kdeq + 3%, aeq
+30%, [-Kgan+°T0e,] . {1.3.48)
Calculando de igual forma ‘V,, 4V, e, y tomando la diferencia tenemos:
YV, Vilec = =0 [Keba = Kab TPeq = Kae *Ta ~ Heap + Kaa T + Kue *T5)
+ (Ko K3 — Koo K§ +°R%05] ea
=0 [Keajp = Kopja ] + [PR%ab + Kes K3 - K. Kf] ed- (1.3.47)

De la ecuaci6n (1.3.47)tenemos directamente las proyeccidnes sobre la hipersuperficie
y la normal, por lo que pedemos escribir:

‘Rdcnb = :‘Rdcnb + Ko Kdn ~ Kea de ’ (1.3.48)
ecuacién de Gauss - Codazri.

‘Rtios = Keap — Kepja s (1.3.49)
ccuacién de Codaerl - Mainardi.
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El escalar de curvatura 4 R estd dado por,
‘n= ‘R‘wuv = ‘Rdbab +2 GR)AL“L B (1.3.50)
Conocemos ya €] primer término de ésta §itima expresién, pero hace falta encontrar el
segundo. Utilizaremos el lenguage de componentes puesto que se simplifican los edleulos.

El conmutador de las derivadas covariantes del vector normal esté dado en terminos
del tensor de Riemann por,

[VayValn” = ‘R",,ap n° = RYap, (1.3.51)
que en componentes se escribe:
RYvap =Nviap = Mviga- {1.3.52)

Si ahora proyectamos el tercer {ndice del tensor sobre la normal, y contraemos el
segundo y cuarto indices obtenemos,

ey, =0Y R,
=¥t —n'an)

= n*a), = (1M n’L), — e it F ety

=", —n" 'IA‘-V);.\ =0Vt bntunt,, (1.3.53)
sin embargo,
e =-K% = -K,
Aoy = Koy K, (1.3.64)
con lo que podemos escribir,
R, = Koy K — K4 (%), (1.3.55)

conA":qn',, "r;‘\ .
Usando las ecuaciones {1.3.50),(1.3.48) y (1.3.55) expresamos entonces al escalar de
curvatura como:

‘R=R+ K - K K +2 (K K* - K* + (8%),,)

=R+ Ka K — K +2(a%),,. : (1.3.56)

En esta seccién hemos expresado tanto al tensor de Riemann como al escalar de
curvatura en funcién de las nuevas variables, con lo que podemos reescribir al tensor
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de Einstein G, = R,, - —;-g,,.,R., y por lo tanto a las ecuaciones de Einstein en el
vacios Gy = 0. Este procedimiento se utiliza para resolver las ecuaciones en forma
numérica (ver [4]). Nosotros no seguiremos eate camino, ya que estamos mds interesados
en la construccién de un Hamiltoniano para lo cual se necesita considerar un principio
variacional,

1.3.8 Principio Variaciona!.

Habiendo definido el nuevo conjunto de variables ADM y reescrito el escalar de curva-
tura, as{ como el invariante de volumen en términos de ellas, podemos entonces reformular
el principio variacional que d4 lugar a las ecuaciones de campo. La accién del campo
gravitaciona! estd dada por la expresidn:

§= /dz‘ v-¢R, {1.3.57)

que se puede entonces reexpresar haciendo uso de los resultados de las secclones anteriores
como:

Sl N N = /dt /d“: VAN R+ Kap K°® — K7 + (8%) ). (1.3.58)

Es necesario hacer énfasis cn el hecho de que no solamente la expresién para el la-
grangiano se ha modificado con la nueva formulacién, sino que también es necesario hacer
una reinterpretacién de la integral de accién. En la ccuacién (1.3.57) Ia integral es sobre la
variedad completa es decir, sobre la totalidad del espacio-tiempo. Esto implica que cuando
se realiza la variacién, los términos que estdn evaluados en la frontera se cancelan por el
hecho de que se pide que la variacién de la métrica (6guw) ¥ de sus derivadas sean cero
sobre la frontera de la variedad (o sea, que el valor de g,y sus derivadas cstdn determi-
nados sobre la frontera). En generel no se tiene a priort una topologia para la variedad
M, por lo que no cstd determinado de antemano si ésta tiene frontera o nd, hecho que en
general complica el tratamiento de los términos de frontera.

En la expresién (1.3.58) se tiene una diferente interpretacién, ya que en ésta se en-
cuentran dos integraciones de diferente naturaleza: 1a primera integral es sobre la hiper-
superficic m, de manera que la funcién Lagrangiana estd dada por una integral sobre la
hipersuperficie de la forma:

L= /d’:ﬁn CR+ Kap K — K? 4 (8%),), (1.3.59)

por lo que Ia accién estd dada por la integral de la funcién Lagrangiana entre un tlempo
inlcial {y y un tlempo final ¢;:

S={ Lat. (1.3.60)



En otras palabras, se estd eapecificando a la métrica sobre la hipersuperficie inicial (to)
y sobre Ia final {t;), por lo que la variacidén serd sobre todas las posibles hipersuperficies
(sus métricas) que conecten a las dos hipersuperficies de los extremos. La divergencia que
aparece en la integral que define a la Lagrangiana se transforma en una integral sobra
la frontera de la varicdad m. Estos términos no aportan ninguna informacion para la
dinémica de} sistema, y por lo tanto pueden despreciarse.

Es conveniente precisar que ésta expresién para la accidn de la gravitacién estd li-
mitando la topologia del espacio-tiempo, ya que ella serd entonces de la forma (m X R),
misma que se mantiene durante toda la evolucién de las hipersuperficics. Ea decir, no se
permite cambios de topolog(a de las hipersuperficies (por ejemplo, un universo seré siempre
cerrado o siempre abierto).

1.3.7 Formulacién Hamiltoniana,

Hasta ahora hemos reescrito al funcional de accién de manera que podemos encontrar
las ecuaciénes de campo en el vaclo tomando la variaci6n de la accién e igualandola a cero
(6S = 0). Ls densidad lagrangiana £ contiene derivadas espaciales de segundo orden de
“abs Por lo que en principio, Ias ecuaciénes de Euler-Lagrange deberian ser de cuarto orden.
El hecho de que la densidad Lagranginna contenga los términos de segundas derivadas en
forma linea hace que estos se transformen en términos sobre la frontera que en general se
anulan (ver [7] y [0]), de tal forma que las ecunciones de campo resultantes son de segundo
orden (como se esperarfa que fuesen las ecuaciones dindmicaa).

Si se quiere reducir el orden de las ecuaciones de campo con el objeto de tener exclusi-
vamente ecuaciones de primer orden, existen varios caminos poaibles. El primero consiste
en tomar la accidn a la Palatini [7], que consiste en considerar tanto a las 10 componentes
de gu.como a las 40 componentes de Ia coneccién afin I'¥,, como variables independientea
y hacer las variaciones respecto de todas ellan. Con este procedimiento ase cbtienen las
mismas ecuaciones de Einstein asi como la relacién entre la métrica y las conecciones.

El otro camino consiste en definir unas nuevas variables, los momenta, a partir de [a

Lagrangiana, y tratar de reescribir a la Lagrangiana en términos de las variables originales
y los momenta, tomandolas como variables independientes (¢l nimero de variables inde-
pendientes se duplica), donde uno de los pasos intermedios involucra la construccién de
la funcién Hamiltoniana. Este dltimo paso en general no se puede hacer cuando existen
constricciones que ligan a las variables, por lo que se ha desarrollado toda una teorin para
tratar tales sistemas, conocidos como sistemas singulares o restringidos (ver [10},[11] y
12]).
l Con el formalinmo que hemos desarrollado hasta ahora, la contruccién del Hamilto-
nisno se podré hacer de forma directa, ya que como se ha mencionado anteriormente, la
densidad Lagrangiana no depende de las derivadas temporales de las N#, haciendo que
estés variables no formen parte de la dindmica del campo.

Definimos entonces a los momenta candnicamente conjugados a las seis o por la
siguiente expresién:

o 0L

= ; 1361
3Yab ( )
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Los momenta asociados a las variables N# serdn claramente iguales a cero:

Pt = ;.L =0. (1.3.62)

M

Con el objeto de calcular los momenta de Ia definicién (1.3.61), introducimos un objeto
con 4 indices de la forma

o 1 ac
Gl = 7 | 5 (%M 42 ) —1“"1“’} - (1.3.63)

A este objeto sc le denomina Supermétrica. Podemos entonces reescribir a Ia La-
grangiana de la forma
L=N(G* Ko Kea + J3°R). (1.3.84)

Construimos entonces a los momenta a partir de su definicién y de la expresién ante-
rior:

a_ 9L
T B

3K,
=N(26 K425,
( o ab )

de la ecuacién (1.3.44) se sigue que

8K, _ 1.1, 7 « I — 1 o
a;hl = ZN[2(6u6b +6b6¢)]— 2N Bab
por lo que se tiene que
%% = _God . (1.3.85)
Como se puede ver de la definicién de la supermétrica y de la 1iltima expresién, los
momenta x°® son densidades tensoriales de peso uno sobre la hipersuperficie.

Para realizar la transformada de Legendre de 1a Lagrangiana y definir el Hamiltoniano,
necesitamoe despesar a las velocidades como funciones de los momenta, Les velocidades
N¥ son funciones arbitrarias y por lo tanto no se pueden expresar en terminos de las
coordenadas y momenta. Las velocidades de la métrica ~,p se podrén expresar de tal
forma si ea posible invertir la ecuacién (1,3.85}, es decir, expresar a la K5 en términos
de los momenta. Para esto necesitamos encontrar la inversa de la supermétrica, o sea, el
objeto Gabed tal que al contracrio con la supermétrica dé la identidad:

Gabea G9! =67 (1.3.68)
La forma mas general que se puede pedir para la inversa es

1 1
Gabea = —= | A3 (ac T8d + YadYoe) + BYap ”Ied] . (1.3.67)

Vi
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Insertando (1.3.87) en (1.3.66) se encuentra que los valores que deben tomar los co-
eficientes Ay Bson A=1,8 = -—%. La curvatura extrinseca se podrd expresar entonces
como

Ko = _G‘h‘d":d_ (1.3.88)

De las ecuaciones (1.3.44) y (1.3.68) escribimos a las velocidades 4,3 de la forma
Jab = Nojp + Nyja = 2N Kap
= Nojs + Nija + 2N Gapeg n°9. (1.3.60)
Estamos entonces en posibilidad de escribir el Hamiltoniano donde la transformacién

de Legendre se haré solamente sobre las variables 4,, tomando entonces el Hamiltoniano
Ia siguiente forma;

H= / Pz (r* 30— L), (1.3.70)
La densidad Hamiltoniana es entonces
(%° Sap = L) = —C*>* K. {Najy + Noja — 2N Kos) - N (G4 Kop Koa 4 J7°R)
=N 5 (Kap K* ~ K* — R) - 22" Ny (L3.1)

El segundo término se puede integrar por partes (teniendo en cuenta que se trata de
densidades t isles} quedando el hamiltoniano de la forma

H:/ &z [Nﬁ(KabK°°—K’ -R)+N°(2’f:[b)]

= / Bz (N No+N°Ha] . (1.3.72)

donde
No = JA(Kep K~ K? - R),
(1.3.13)
Hy = ZN:I,.

Podemos entonces escribir la densidad Lagrangiana de primer orden a partir de
{1.3.70) y (1.8.72)

t('Ynh':lubv ”°b|NlNu) = *ﬂb"hb ~N}g+ NN, (1~3-74)

La integral de acci6n a partir de csta Lagrangians, serd funcional de la métrica espa-
cial 4,p asf como de los momenta 7% y las funciones N¥. De la‘forma de Ia Lagrangiana
{1.3.74) son de notarse dos puntos: Las funciones N* juegan el papel de multiplicadores
de Lagrange y la accidn est4 escrita en forma ya parametrizada. Aclararemos estos puntos.
Si variamos respecto a las funciones N* encontramos que tanto Ny como X, son cero por lo
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que las N* al estar multiplicando a funciones que toman el valor cero tienen Ia funcitn de
los multiplicadores que introdujo Lagrange y son, en principio, funciones arbitrarias. Las
ecuaciones de movimiento para las dem4s variables dindmicas estarén dadas a partir de las
variaciones de In aceién respecto de ellas, Las variables 4,3 y 7°° no son independientes
entre ellas, ya que estn ligadas por las cuatro relaciones X, = 0. A estas relaciones se les
conoce con el nombre de Constricclones Hamliltonlanas. A partir de las cuatro cons-
tricciones y de la densidad lagrangiana de primer orden podemos encontrar los equivalentes
a las ecuacioncs de Einstein. Las constricciones Hamiltonianas corresponden precisamente
a las cuatro ecuaciones de Einstein iniciales en decir Go, = 0. El resto de las ecunciones de
Einstein (6) son cquivalentes a las ecuaciones de Hamilton para la densidad Lagrangiana
(1.3.74). Seis ecuaciones estin dadas por la ec.(1.3.80) y corresponden exclusivamente a
la definicién de los momenta a partir de Ia Lagrangiana, es decir, en sentido estricto no
contienen informacién dindmica, Las seis ecuaciones restantes se obtienen a partir de Ia
accién escrita a partir de Ia densidad (1.3.70) al variarla respecto a las componentes del
tensor métrico espacial. Despues de usar las propias constricciones en el calculo, estas
ecuaciones toman la forma:

ab _N,1l11 (Rub . %,,ab R) + %N,Y—I/H ‘7“(*“*7“1 _ _; '2)
— ZN"J_]“ (K°°X° _ 2 ,”rab),rlﬁ(Nlnb — ,755 NCI )

+ (n P N o — N oad - WO xe, (1.3.75)

La forma de la accién (1.3.74) estd expresada en forma parametrizada ya que la La-
grangiana de primer orden no estd en forma cononica, forma que tendrfa si los terminos del
Hamiltoniano contuvieran exclusivamente variables contenidas en los términos (2%, 4,,).
Como en este caso los términos Hamiltonianos contienen a las N*, se dice que la accién
no esté en forma candnica,

Para ilustrar esta distincion entre fatmn candnica y parametrizada, tomemos & una
pn.rhcuh no relativista con coordenadas ¢* y velocidades respecto al tiempo ¢*'. La Accién
de primer orden 8¢ escribe

s= va | :'(q-" pe— H(pn g} de. (1376)

que eatd en forma candnica. Si ahora tomamos al tiempo como otra coordenada gg, ¥
hacemos que todas 1as coordenadas sean funciones de un pardmetro r, podemos identificar
al Hamiltoniano H como un momento canénicamente conjugado a la coordenada qo de la
forma:

ro = —H{g',pi), {1.3.97)

De esta igualdad se desprende que el momento po no es independiente de ins demés va-
riables; la ecuacién (1.3.77) es una constricesdn entre tas variables. La acci6n (1.3.76) se
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puede reescribir despues de haber elevado a la categoria de coordenada al tiempo de la
siguiente forma:

n
s=/ ¢* pudr, (1.3.78)
™

Sin embargo, existe Ia constriccién (1.3.77) entre las variables, que se puede escribir como
X = po — H{¢',p;) = 0. Este término debe agragarsele al Lagrangiano junto con un
multiplicador arbitrario N, para tener el Lagrangiano completo de manera que la accién
ser de Ia forma:

L=¢"p,-NK. (1.3.79)

Este Lagrangiano esté en forma parametrizada, Para pasar a la forma conénica, serfa
necesario hacer los pasos en sentido inverso. El primer paso consiste en despejar de ¥ o

resolver la constriccién haciendo pg = —H. Esto hace que la accién sea
"o
s =/ (¢’ pi~ H®)dr, {1.3.80)
fo
que se puede reeacribir de forma que desap a la dependencia en el pardmetro 7,
Y g 3
S = —p; - . 1.3.
f' . ( g ) dq (1.3.81)

Esta forma de 1a accibn es independiente del pardmetro r (¥a que no aparece en la
expresién) y por lo tanto no se modificard ante un cambio de pardmetro. En Ia préctica, lo
que se hace para pasar de (1.3.80) a (1.3.81) es especificar una relacién entre el parémetro y
la coordenada ¢°. Se puede hacer esto yn que se tiene Ia libertad de elegir arbitrariamente
al par&metro {libertad de norma). Si se impone una condlcién coordenada de la forma
@ = r por cjemplo, la accién toma la forma (3.81) con el cambio de notacién ¢° — 7. Con
este ejemplo se puede entonces afirmar que en términos generales, la manera de reducir
una accién parametrizada a la forma canénica es insertar la solucién de las constricciones
¢ imponer condiciones coordenadas.

Veamoe con un poco més de detalle que ocurre dentro del formalismo si la accién de
Ia teoria estd en forma parametrizada. En este caso, el formalismo Hamiltoniano no es
manifiestamente invariante relativista ya que un observador se distingue por la eleccién de
una variable de tiempo.

Consideremos dos observadores con diferentes tiempos £, y {7 en la cruacién de mo-
vimiento de Hamilton

dA a4
T T +{A.H}. (1.3.82)
De la relacién funcional 3 = {5(t,) se tiene,

dA _ 84 di:

a4 _ 24 ). 1.3.83
oo ta (A (13:83)
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Solo si el paréntesis de Poisson se anula serd esta ecuacién compatible con (1.3.82).
Esto ocurrird inicamente si # = 0, lo que implica (para un nimero finito de grados de
libertad) que

AL . .
Fgi -L=0. (1.3.8¢)

Un Hamiltoniano cero no dard dindmica a menos que se anule débilmente, ea decir,
que haya constricciones. Este es precisamente el caso, ya que si derivamos {1.3.84) respecto
a §* tenemos,

o’L ,, 8L AL
oaxd Y eE s
I oGk 9% ~ 3¢k

La matriz Wiy es aquella cuyo rango d4 informacién acerca del nimero de constriccio-
nes primarias (o sea que aparecen por Ia forma del Lagrangiano). Por lo tanto, de (1.3.85)
se ve que |a velocidad ¢* es un vector propio con valor propio nulo, de manera que existe
una constriccién primaria If {cosa que ademés ya sabfamos).

El Hamiltcniano serd entonces de la forma A = AU/ con A un multiplicador arbitrario.
La ecuacién (1.3.84) es una condicidn necesaria y suficiente para que el Lagrangiano sea
homogeneo de grado uno en {as velocidades,

L(g' k') = kL(¢,¢"), (1.3.86)

=W =0. (1.3.85)

que se debe al tearema de Euler. Esto implica ademés que la accién sea invariante ante
t = t'. En conclusién, solamente en las teorfas invariantes ante reparametrizaciones la
invariancia relativista del Hamiltoniano se vuelve manifiesta,

Estos argumentos se pueden generalizar a teorias de campo donde la accién tiene la
forma general

510 = f d*2 £(Q4,0.94), (1.3.87)

Para que esta accién sea invariante ante reparametrizaciones, Ia siguiente condicién es

necesaria y suficiente; or
e Q4 = 62L, 1.3.88
aB.an 9 =% (1:359)
siempre y cuando la densidad Lagrangiana no dependa explicitamente de las coordenadas
.
La condicién (1.3.88), que ¢s consecuencia inmediata de la generalizacién de (1.3.86):

L{Q4,25 35Q4) = det(dap) L{Q4,3aQ4]), (1.3.89)
d& lugar a unas identidades generalizadas de Bianchi. Contrayendo las derivadas de Euler-
Lagrange ar s
A=k 5, 2L

aQ4 3(2.Q4) "
con 3yQ 4, se tiene

. L aL al
L43Qa = 30, 3Qa + 379.04) 3a34Qa ~ 3a (m 3aQA) . (1.3.90)
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Insertando (1.3.88) en {1.3.90} y derivando se obtiene
L43,Qa =0. (1.3.91)

Estas son cuatro identidades generalizadas de Bianchi para una accién invariante ante
reparametrizaciones de la forma (1.3.87). Estas identidades sefialan Ia existencia de cuatro
constricciones primarias,

La accién de la Gravitacién estd expresads en la forma de la ecuacién (1.3.79). Para
poder hacer mAs mencjables las ccuaciones, como primer paso habria que transformar a
la forma canénica, es decir, al equivalente de Ia ecuacién (1.3.78), o en otras paldbras,
resolver las constricciones e imponer condiciones coordenadas. Este procedimiento solo ha
nido posible en casos muy particulares, pero en general solo se ha hecho formalmente [11].

1.4 Aplicaclones

En esta seceién presentamos brevemente algunos de los eampos que ze han desarrollado
utilizando al formalismo ADM.

1.4.1 Gravedad Cuéntica.

Hasta hace poco tiempo, una de las principales motivaciones para la contruccién
de una formulacién Hamiltoniana, es decir, la identificacién de un conjunto de variables
canénicamente conjugadas a partir de una funcién Lagrangians y la obtencién del Hamil-
toniano como la transformada de Legendre en las velocidades de la funcién Lagrangiana,
consist(a en la posibilidad de cuantizar la teorfa. Esto cs, asociar a cada variable canénica
un operador sobre un eapacio vectoriel e imponer reglas de conmutacién entre pares de
variables conjugadas. El operador Hamiltoniano toma ahora el papel de generador de
translaciones en el tiempo, es decir, es responsable de Ia dindmica del sistema,

Sin embargo, para la Relatividad General, el procedimiento de cuantizacién no es
directo a partir del Hamiltoniano construido, ya que existen 4 contricciones (3.73) entre
las variables candnicas. Para tratar de salvar esta dificultad, se han seguido dos caminos
diferentes, que son a grandes rasgos: 1) Tratar de aislar los verdaderoa grados de libertad
de la gravitacién (que, & partir de la linearizacién de las ecuaciones, se sabe que es de dos
grados por punto), objetivo que tenian en mente ADM al comenzar su programa. Una vez
aislados los grados de libertad, se proceder(a a su cuantizacién. Este procedimiento como
se menciond anteriormente solo se ha logrado realizar de manera formal. 2} Considerar a
todas [as variables, pero imponer condiciones sobre el vector de estado dadas por las cuatro
constricciones, esto es, pedir que las constricciones (ahora como operadores) al actuar sobre
el vector de estado, lo anulen. Este s el punto de vista adoptado por Dirac y De Witt.

En afios recientes se ha tratado de cuantizar al campo gravitacional utilizando l1a idea
de suma sobre traycctorias es decir, sc consideran todas las posibles evoluciones de las
3-geometr{as entre dos de ellas fijas déndo a cada una de aquellas un peso proporcional a
la accién clisica evaluada a lo largo de esta trayectoria (3}
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Asf mismo, se han construido formulaciones candnicas de la relatividad, alternativas
a la ADM, como por cjemplo el formalismo de Ashtekar (2],

1.4.2 Geometrodindmica,

Geometrodindmica es el nombre que se la ha dado a la Relatividad General cuando
es vista como una teorfa dinimica {13]. Como se mencioné en la introduccién, Ia formu-
lacién covariante de ln relatividad general no es 1a mis apropiada para apreciar el cardcter
dindmico de esta. La introduccién de nuevas variables y el considerar al espacio-tiempo for-
mado por la evolucién de métricas v,5(t) nos sugiere entonces quién ea la variable dindmica
que evoluciona. Sin embargo, al analizar la expresién que se obtuvo para la nceidn (3.58),
se observa que csta es invariante ante difeomorfismos en Ia hipersuperficie m(t) por lo que
no depende del sistema de coordenadas usado en esta. Este hecho sugiere que la propiedad
verdaderamente relevante para cada hipersuperficie m(t) no es la métrica definida en ella,
sino la propia geometrfa intrinseca de la variedad, es decir el objeto g independiente de
coordenadas.

Esta conclusién es relativamente clara si se considera el ejemplo presentado en la
seccién 1.3 con las esferas generando al espacio euclideo, $i se quiere ver a R® formado
por el conjunto de esferas, no importa qué sistema de coordenadas intrinsccas se dé a cada
esfera, siempre que siga siendo una esfera.

El espacio-tiempo es entonces la evolucién (o el conjunto si se preficre ver asf) de
3-geometrias. El objeto que evoluciona es ia geometria de una 3-variedad m y ésta es
la variable dindmica de la Relatividad General, por lo que queda claro el nombre de
geometrodinémica.

Si lo que evolucionan son 3-geometrias es natural preguntarse: } en que espacio evo-
lucionan las geometrias ? La respuesta es casi tonta: “En el espacio de las 3-geometrias”.
Este ea el conjunto en el que cada punio es una 3-geometrfa y cn €| estdn todas las 3-
geometrfas posibles para la variedad m. A este espacio se le conoce como Superespacio
[13] y e denota por M.

Existe una analogia entre la evolucién de und particula y de una geometria. La
particula vive en el espacio-tiempo ¥ su evolucidn es una trayectoria en él. De igual forma,
una 3-geometria vive en el Superespacio y su evolucién es una trayectoria en él, Esta
analogia no es, sin embargo, totalmente literal, ya que las trayectorias en el superespacio,
que definen al espacio-tiempo, no son curvas unidimensionales {parametrizadas por los
reales), sino que son subvariedades del superespacio. Veamos con un poco de detalle la
razén por la que no son curvas unidimensionales.

Supongamos que se tiene un espacio-tiempo conocldo. Las foliaciones que se pueden
construir para tal espacio-tiempo son infinitas, ya que habré una foliacién para cada funcién
t(z*) que se defina en el espacio-tiempo tal que las hipersuperficies dadas por t = cte no
se intersecten. Es claro que el niimero de funciones que se puederi definir es no numerable.
Cuando se elige tal funcién, es decir, se escoge una foliacién particular, el espacio-tiempo
estard entonces formado por una eurva de hipersuperficies parametrizadas por el valor de t.
El espacio-tiempo es entonces una curva una ver elegida la Foliaclén, Resulta tambien
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claro del argumento expuesto que el conjunto de todes les foliaciones para tal espacio-
tiempo representan una subvariedad del superespacio. A tal subvariedad se le conoce con
el nombre de Hiperespacio [14).
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CAPITULO 2

2.1 Introducclién.

En el capitulo anterior se presenté el formalismo Hamiltoniano de 1a Relatividad Ge-
neral, y e llegd a escribir la accidn para aquel en el cual aparecian laa cuatro constricciones
Hamiltonianas N, = 0. La constriccién ¥p = 0, conocida dentro del lenguage de la geo-
metrodindmica como el Superhamiltoniano es especialmente importante ya que es res-
ponsable no solo de reparametrizaciones en el tiempo, sino tambien de la dindmica misma
de las hipetsuperficiea. Esta conatriccién puede ser esctita en términos de la supermétrica
definida en el capitulo 1 de la siguiente manera:

No = G.‘,’ggnﬁn" +\/"1' (p=o. (2,1.1)

La forma de esta ecuacién nos sugiere fuertemente la constriccién Hamiltoniana de
una particula libre relativiata,

¥ =g, P*PY+m? =0, (2.1.2)

con ls diferencia de que en (2.1.1) el término de masa (/7 **R) no es en general una
constante. Para la particula libre en un espacio tiempo con métrica g, las ecuaciones de
Hamilton asocindas al hamiltoniano N conducen precisamente a la ecuacién de geodésicas
dela variedad con métrica g, Podemos entonces preguntarnos si ocurre algo similar con el
Superhamiltoniano y la Ecuacidn de Geodésicas en el Superespacio. Primero trataremos de
aclarar que gentido tiene hablar de una ecuacién de geodésicas asociada a la Supermétrica
Giskl-

! Para comenzar, las coordenadas sobre las que actua no son puntos como en el caso
del espacio-tiempo, sino quc se trata de funciones definidas sobre la variedad m (’1;,~(:“)).
Por el momento no tomaremos en cuenta este hecho y consideraremos que las ~;; son
simpiemente puntos sobre una variedad de seis dimensiones que denotaremos por N, olvi-
dandonos de su caracter funcional, Estudiaremon entonces las propiedades geométrices de
tal variedad impuestas por la métrica Gyjx; definida en ella, y posteriormente retomaremos
la pregunta antes formulada tomando en cuenta la estructura mis complicada que tiene la
variedad,

2.3 Supermétrica.
Consideremos a la variedad Riemanniana que denotaremos por N, como el espacio

con coordenadas ,; y con métrica contravariante dada por

~-1/1

1
Giju= 31 (yik vt + vit v = Yz vet) - (2.2.1)
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Llamaremos contravariante cuando los indices estdn abajo y covariante cuando estin
arriba. Tomaremos en lo que resta del capitulo 2 a las entradas de la matriz 4;; como
puntos sin fijarnos que cada una de ellas son funciones sobre la variedad m. Estudiaremos
a la variedad N y encontraremos algunas propiedades geométricas que poseé,

Como primer paso observemos lns simetrias de la supermétrica a partir de su definicién
(2.2.1):

Giint = Guriy (222)
Gijkt = Gjimt = Gijix = Gyuk

El ndmero de componentes linealmente independientes es entonces

] g

En el czso de les hipersuperficies encajadas en el espacio tiempo n = 3, por fo que el
nimero de componentes es 21. Es el mismo nimero que tendrfa un tensor g,, simétrico
en seis dimensiones.

Con ¢l objeto de encontrar el determinante, observemos que la supermétrica tiene Ia
propiedad que sus variaciones son

Ciju§G ™ = —ofT oy, (2.2.3)

Podemos encontrar a partir de Ia propledad general para matrices M®? con determi-
nante M:

MP M op = % \ (2.2.4)
de donde concluimos que
% = —%’1 s (2.2.5)
donde G = det G/, Integrando (2.2.5) se tiene que
G=-avt, (2:26)

con ¢ una constante.
Enunciamos ahora algunas propiedades de G,ju::

Gijra GHI™ = 51, (227)
GijuG™ =6, (2.2.8)
Cijur = —:1,- Wy, (2.2.9)
GiiM g = =22, (2.2.10)

Examinaremos ahora la signatura de la supermétrica, la cua! estard dada por los signos
de los eigenvalores de G*/*. Estos se obticnen de resolver la ecuacién de valores propios,

Gy My =AMy, (2.2.11)
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Los eigenvalores se determinan a partir de la condicién
det (G4 - A8} = 0, (2.2.12)
donde la matriz Gy se define como

Gl = GI™ it

=6 — ¥, (2.2.13)
El némero de valores propios positivos y negativos es mismo que para el caso en que la

métrica 4,5 es la més sencilla posible dentro de las positivas definidas, a saberse, Ia thetrica
cartesiana §;;. Tomando este caso particular, la ecuacién de eigenvalores toma |a forma,

[% (658 + 618i) - 6“6..5] Ay = %A;,- + %A,—; ~trAéy. (2.2.14)

Si la matriz A;; es simétrica y de traza nula, se satisface la ecuacién con un valor propio
uno. El espacio de matrices simétricas de traza nula tiene cinco dimensiones, por lo que
tenemos cinco vectores linealmente independientes con valores propios positivos para el
caso de métricas més generales. Tomando ahora a A;; = §;, se estisface Ia ecuacién
(2.2.14) con A = ~2. Por lo tanto el sexto vector propic ticne un valor propio negativo y
Ia variedad N serd entonces de signatura (— + + + ++). Esto ademés noa dice que existe
un Gnico vector temporal que nos sugiere 1a poaibitidad de foliar la variedad.

Es una propiedad interesante que fa supermétrica tenga una signatura Lorentziana
estando construida a partir de métricas positivas definidas, y se justifica en algin sentldo
el hacer la analogfa entre las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2).

En vez de tomer a las seis entradas de +,; como coordenadas, definiremos nuevas
coordenadas que nos ayudarin a encontrar objetos geométricos sobre N. La utilidad de
introducir nuevas coordenadas consiste en que podremos definir los objetos geométricos
usuales (conecciones, tensores de Riemann, etc) en terminos de estas variables y despues
regresarnos a expresarlos con las variables originales ;.

Definamos a la coordenada ¢ de la forma

1/3
¢= (%) AN (2.2.15)

Las hipersuperficies definidas por ¢ = cte, tienen trayectorias ortogonales a ellas, cuyos
vectores tangentes son proporcionales a

3 2\ 2
.L=(_) ST

iy 3 vy
(321 ey
T3 4 i 85"
= %m"" , (2.2.16)
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Reescribiendola en forma contravariante:

a¢ 1
Giju ool zs’G-'jm“ .

1 1 _
=if ('E"I I/"h'j) }
4
=-3f Loy (2.2.17)

Identifiquemos ahora a las trayectorias con cinco coordenadas adicionales, es decir,
definimos cinco coordenadas ortogonales a ¢, que llamaremos ¢4, A = 1,...,5,de tal forma
que usando (2.2.16)

-1 8 9y

i5 8%j
-l . 9%j
VoA T a aeh

-1 9

=4 g

=9, (2.2.18)

Pedimos ademé&s que el vector a—‘;’;—l satisfaga la relacién de ortogonalidad

9 -akal
fedl T;l F‘-‘} =0. (2.2.19)

De las anteriores ecuaciones se siguen las siguientes:

i 4 3 3 ag
=gy = == |~- ikl o
3 =y [‘ 8'7-';'] [ ‘qukl 3 “] '

d¢ 8¢
= —-3Gijp—— — N
ikt iy O1n

por lo que
Cun 52 _ . (2.2.20)

El inverso seré

Y d ¢ \7!
okt 3781 _ (o _f_f) -_1 2.2.21
¢ 3¢ 3¢ (G"“ 5 Fal ! ( )
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donde

My _ g O
P Ll
‘.
=56 % (2.2.22)

Tenemos ademfis que con (2.2.22)

g B4 3 07 06
Yoy 4 3 vy
8 a4
=0. (2.223)

Usando (2.2.18) y la definicién (2.2.1) podemos calcular:

iied 905 Ot _ X ypap ik gt gkt i k9% Sk
G 5k 38 =37 (vt ety -2 V3.4 5P

1 ) )
=371 (0™ 7+ ) va e
=R gl A e

=9 tely™ 95,4 1 1ix,m)

Bl (O FE LTI R (2.2.24)

donde
1=E%5-
Tomando o 95"—“4 =90y %ﬂ,{- = 7,4 como los seis vectores base de la variedad N, de

las ecuaciones (2.2.15), (2.2.17) y (2.2.20} observamos que podemos asignar una métrica
covariante a la variedad N de la siguiente manera:

-1 0
Coa = , 2295
na ( o (3)¢ E,.B) (2.2.25)

Gap =ty 477 18y . (2.2.26)

donde
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Las letraa mayisculas griegas corren de cero a cinco, mientras que las mayiisculas
Iatinas de uno a cinco.

La forma de Ia métrica (2.2.25) nos sugiere que la variedad N, en el lenguaje del
capftulo 1, est& formada por una foliacién de variedades N de cinco dimensiénes y cada una
de ellas con Ia misma geometrfa dada por 1a métrica (2.2.26) y diferenciandose entre ellas
por un factor de escala (%) ¢. Los objetos con una barra son objetos en la variedad N,
mientras que objetoe sin barra viven en la variedad completa N. Tomemos como analogfs
8 la foliacién de esferas descrita en el eapftulo anterior en el que la métrica de R® en
coordenndns esféricas es andloga & (2,2.25), donde cada hipersuperficie (esfera) tiene la
misma geometria salvo un factor de escals que es el radio.

2.8 Variedad N.

Comenzaremos estudiando la geometrfa de la variedad N para posteriormente estudiar
e Ia variedad N. Podemos darnos cuenta a partir de <! andlisis de hiperbolicidad que ia
variedad (N,G4p) es positiva definida, ya que el complemento ortogonal a ella, es decir,
el vector 3’—‘ es un vector tipo tiempo.

Construiremos a continuacién las conexiones en la variedad N, asf como el tensor de
curvatura de Riemann y sus conatracciones para despues escribir la ecuacién de geodésicas
en la variedad N. Todo este andlisis seré despues de utilidad para la construccién de los
respectivos objetos geométricos en la variedad completa N.

Obtengamos una serie de identidades vtiles para cdlculos posteriores. Por 1a regla de
Ia cadena tenemos que

el Mt L) R NI ¥
L T T
es decir,
tr (»M ‘313) =62, (24.)
3
Dela ién (2.2,10) t que
N Y O/ O
Yij i tr ('7 > =0. (23.2)
De Ia ecuacién (2.2.14),
i 9%is -
+ # =tr{y~ v4) =0. (23.3)
Derivando (2.3.3) respecto a ¢& y haciendo uso de lss propicdades de linealidad e

invariancia ciclica de la traza se tiene que
0=ty aln
= "[’V_l,n 7a+77 " 48]
=t [y (s - 1877 14)] (2.3.4)
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ya que
1T 'e=-1tq87". (2.3.5)
Por Ia regla de la cadena,

a¢ A 35"‘ R

por lo que usando (2.2.12) y (2.2.18)

1
A Bym = O 3'7'77 . (2.3.8)

Buscando [a métrica inversa contravariante EAB tal que al contraerla con la métrica
Gap oe tengn Ia identidad, es decir,

4% T = 54, (237
AB
proponemos a G de Ia forma
A .8

T G ™ B!

i

(2.3.8)

Tomando el prod (23.7) ¢t

AB ]
G Gpo = ('1., a': o] a:, ) (™" ¥no,8 17 Ypm,c)
l

at @ ;1 ;
=% W™ Yep 3 ,i — ;:é" (6,'.‘., - = o '1")

3
6; 9 L mp agh 97pm
—'7101kn1 " P aTk acc 3'7 'nla”k a‘c
a'bk af
afc a",l
=64,

Por lo tanto el objeto dado por Ia ecuacién (2.3.8) es en efecto la métrica inversa.
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2.3.1 Conecciones Afines en N,
Calculamos ahora Ia conexién afin definida a partir de !a siguiente expresién:
Fanc = % (Ganc +Caca - Guc,a) - (2.3.9)
El primer término es de la forma
Gapo = [trly " pavy~! ‘7.2!)]@
=tr ('1;;' 747 e+ vaer s 1 a1 A ’I.Bc) .
Permutando fndices para obtener los otros términos y haciendo Ia suma (2.3.9) obtenemos
Fanc = ;" [rar (-7e71 18 - 187" Y0+ 2900) ) (2.3.10)
Subiendo el primer {ndice con |a métrica inversa
™ Bo = ot Tosc

— 1 . 3;‘ a;D o op,C
=3 [-m o M | 1m0 7™ (7P C 1% 70

rm] ,

~%op,8 1 Vr,G + 2Vor,cB) Y
expresidn que toma la siguiente forma, haciendo uso de de (2.3.6) ¥ (2.2.19)
A 13¢4
e = 537% (2 Yer.c8 = 2%0p,8 7 Tarc) -

Por lo tanto,
A I -1
T po=tr a_q("'”" -1e7 ' 10)| . (2.3.11)

2.3.2 Tensores de Curvatuza en N.

Encontramos ahora el tensor de curvatura de Riemann, usando la siguiente definicién:
=D D =D D =E D <E
R cpa=T BcAa—T ace +T AT g ~T BT ac. (2.3.12)
El primer término es de la forma

=D - - -
T pca=tr[(15ca — 1847 1+ 1,877 a7 0
a¢P oD
gyt %~ -1 %~
%871 1,04) 3, T8 ).01(37 e (2.3.13)
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de donde

D _ - -
“T aes =t [(—race + 1487 10~ 147 87 0

4 3¢D
+7,47 1 7,68) % -(raT e (—;;).a] . (2314)

‘Tomando la diferencia encontramos

D =D _ - - a0
I poa~T ac=tr [('I.B T 4= 147 8) T e a‘»,_]
- a¢P
+tr [('1,4 T 08 - 187 104) ;—T]

_ acP _ a¢P
+tr [('1,0’7 l),B’Y(;_,’).A ~(re ’),4'7(;—_1).5]
(2.3.15)
Encontramos ahora al tercer término de (2.3.12):

D =K _ acF _ a¢P
FasT e =1tr [('1,0'1 Y7 aL_y] tr [(‘I.AB - 147" 1.8) ja%‘]
a‘E a‘D
= -1 = =2
=tr [(’Y.C’T )sv o ] tr [(‘7.As o
-{x ™), i/ 2" 250
51K C'7 B Tmi Top,A Tgt,.E 75— 61 a‘y“
desarrollando y reacomodando términos se llega a
T Azl go=tr [(’7.07 )B'r 3‘1] tf[’f,AE 3
-t 9 > + ! t. a;D
47 '70‘8 3y T |Tan '7.8'1 ‘7.c 3y

+3r Tav! c'r"'nagﬁ . {2.3.16)
PRl el 7 el 3.
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Por lo tanto,

=D =F - ac%® a¢?
- = —f 1 jut 2l A
I pel o= —tr [(’7,0'1 Jay e B [‘1,55' 3

+tr ['1..91 '1.04 ]— str ['vn'v 147t ¢ f_gf]
[: 2 ay
~Lufrpaiaertaa ). (23.17)
2 [ il l a,, » '»
Tomando Ia diferencia de (2.3.16) y (2.3.17):
wD =K =D = _ _ a¢P
F2us T - pe e = ~tr [(‘1.4 ¥ ycs — 187 v.04) '8(_1]
- P
Str [(7.5‘7" Ta = tarT e e _aL]
v
- aE 32
+tr [('7.0’1 Nen 'gf,y—] tr ['7,42 —;—;}
a8 8P
- -1 - =2
tr [(‘7,0‘1 Jay 3y ] tr [‘1,55 o
1 - - 3P
+3tr [’m'v Mer 18 _a%]
1 P
-3 tr [-1.5-1 167 14 o ] (2.3.18)
Obeervemos que loa términoa
- - 6("] i asP
tr 1 1 B} =y 0, . ip et I
[’7.4 777 .8 . Yit,BY Vi5.CT YpaA 8‘7}'5
1. @®
=tr {v,u'x" 167" 4 a%,] ,

por lo que los dos dltimos términos de (2.3.18) se cancelan.
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Haciendo Ia suma de (2.3.15) y (2.3.18) para obtener el tensér de Riemann obtenemos:

= Db _1 _ - - AP
Rase =§tr[('7.a’r tqa —rat ey "7,c%r-

+ir [("l.cv").av (%).A -(reran (%).a]

d¢ 3"
-1 rr— —r—
+tr [('y,c'r )87 £ ] tr [7'45 Fm

- ld 134
—tr [('Lc T a7 -5‘;,7-] tr ['mm 'a%] . (2.3.19)

Analizemos ahora de la ecuacién anterior los siguientes términos:

a1 (57) e an ] v s 7]
t ! (— +t ! 2t =
r[(‘7.c’1 )87\ %5 W (o) 55| U |aE 5

{2.3.20)

a” E P, P
Eyoslt B E 9eA
A5 A a'Tl'J' AE G¢A By

= {11, 7™).B Tmi) [(

Desarrollemos el segundo factor de la ecuacién (2.3.20):

6;0) 3D 9,
= = 22T 2.3.21
( ovij A Max a'fl'i afA ( )

Por otra parte, tenemos
a R
5;’;;(’1&.,.1) = Tke,AT ;-7

T N F
= Tke A0 3’1-':' Thka,AE 37'_,.

= (_1_‘,7.',‘) +m s'—asg
Tke,0A 1 "3A a’h‘;‘

Y £y i 5

=if (3 f 7"'),,4 TR G

_1 iy ack
=3 Tka, AT ke, AE 0'1.',' »
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pues T =0,...,35, por lo tanto,
il oAl = 77— (The,a) ~ ‘7n,A 'ad (23.22)
67 67

Con eastos resuitados, podemos entonces escribir al segundo factor de (2.3.20) de la
siguiente manera:
aP agk o2 %P dym
B +r'ﬂu,AEé——=*~——_‘j'5—;
N/ A Yy Yak Vax a'h} Y

a a1 i 9¢P
Fla(mea)) 30— = 5 Mea 1’ 30—
( o (1 ,A)) B 3T 5T

8 [8¢P ) 1 ;op
= —— e, -~ 5
iy (3'11:. Thea) =37

= 1 g
.54 3'7 54

- _% 496D, (2.3.23)

Por lo tanto, la ecuncién (2.3.20) se reescribe:

tr [(n- T )e (%‘TD) ,4] +tr [('v.c T )m %‘;] t [""“‘ 235’72] =
= {(567™),8 mi] (—g’ri" 5.?)

1 )
==z (e 1").a 88

=0.

en virtud de (2.2.14).
De Ia misma forma se climinan los otros dos términos de la ecuacién (2.3.19), en donde
estén intercambiados los fndices A y B, por lo que el tensor de Riemann toma la forma:

—p 1 - - - a¢P
Rona =5t |(1877 14 =747 18 )7 10 o
2 Cal
1 3P
=3 [(‘7:1‘8 P™ Ympa = %14 7™ Vmp,8) T Vi ____s'“]
2 i

1 m
= 3 [10c 1 (rom A T™ 3.8 = Tom,8 7™ 130 ) 0600%5]
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Por lo tanto,
=D 1 B - - P
B cpa=5tr|1e7 (147 8 = 1877 14) 5| -
2 a7
El Riemann con los {ndices abajo es entonces,

- —E — pu
Rpcea =CGpeR csa = Reapc =Rasco

- - 1 - -
=t(r e o gt e (ha T e -

- acE
- 1, ) 9”
7,87 1,4) 3

= ;-7"" 6,07 Ytm 2 1™ (Fne,a 1 Tpq, B
= Tno,A 1 Vpq,8)
= %tr CRE T RET-L el CPERE TR F-L L WY
Definimos al tensor de Ricci de la siguiente forma:
Rpas= ﬁcac.c = “Ecsu:.

de manera que toma la siguiente forma a partir de (2.3.23):

R 1 -1 -1 -1 3¢
Roa=—3tr 11877 (e ra = 1417 10 =07
! ) 3°
==z |rin7 i, 1™ Fnod — Yim,a 1™ e Fr
1 . ;1
=7z {'1-':'.8 7" [‘7'"" Tno (6im = 3 Mm1™) -
—fim,a Y™ (855 ~ 3 'h-n '1‘")]}

que s¢ puede reescribir como
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1{1 . .
~3 { 5 (i 2 7Y™ naa + W58 2 " Yo, 4)

1 . .4 .
= 3758 7" Tnoa 1™ = 3 Mnia T Yima 1™+

1 ) )
+3 %8 T Yim.a '7""}

L]

~% {—;tr Bt var el }

- %a s (2.3.25)
Finalmente pod trar al escalar de curvatura de la forma
-R‘ = EAB EAB 3
= 1‘5 (2.3.29)

Por lo tanto, se trata de una variedad de cinco dimensiones con métrica positiva
definida y curvatura conatante. Si caleulamos el tensor de Einstein para la métriea G5,
éate serd entonces proporcional a la propia métrica: Rap — %EAB R= ',!E,u,.

La variedad N es asf un espacio de Einstein. Sin embargo, la métrica definida en la
variedad N no tiene porqué satisf; unas 7 de Einstesn. En principio, la métrica
Gap estd dada y hasta ahora hemos tratado de encontrar propiedades de la variedad
definidas a partir de ella.

2.3.3 Geodésicas en N.

La ecuacién de geodésicas en Ia variedad N puede ser escrita en las coordenadas ¢4
reapecto al pardmetro 3 de la forma usual, es decir:

dler deB d¢C
&f’ + Aacf?f?ﬂ)_ (2.3.26)

Procederemos a reescribir a la ecuacién (2.3.26) en términos de las variables ;5 (que
en ocasiones abreviamos como 7).
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8;" dgB &€

dl
0= '};T + (-8 Nmc + 'nm,ac) = &

digh 965 dy, 3¢C dy 854
= i B & P
e + (=587 Wim,c + im,5¢) Sy, & By & By

utilizando (2.3.6) tenemos

di¢A 1 . 1 1.,
0=25 [; (6167 + 8:81) = ] [Ft6ron + o2 -

dry dve 8¢ 3¢ dyy, 96 dya 34

& &5 Oy T P Gy @ Oy &5 O

ded g fdvi 1 ke d7a (dum 1 e dree) 8¢
=2 [*’ (‘E'E"""" & (?‘5"“ )a7m.]+

_1
3 NmY

di¢h A [dwij ;d'n... 1 ke 910 im dyi
= o W (e e
1, dra\*| 3P dyus 3¢C dvyy 34

+g 7 Yij Vim (7kl e + Yim,BC m —E :9—'1'—' 5 -a—"—; . (2.3.27)

d7k J

- serd de Ia forma:

Ahora bien, el termino 7**

7&. s, 7] el ﬁ + 2l ‘_{i
& \A Tl B &

ke oy dg

=9 3 € Tke o

de
— g1 8
=4c' S (2.3.28)
Si Ia geodésica esté sobre la variedad N, que es el caso que estamos considerando, la
coordenada ¢ serd una constante, ya que cada corte de ¢ =cte de la variedad grande define
una hipersuperficie caracterizade por G4p y por lo tanto, la expresién (2.3.28) se anula.

Con esto, 1a ecuacién (2.3.27) se simplifica un tanto.
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Por otra parte, podemos desarrollar el primer término de (2.3.27) de Ia siguiente

manera;
df 4 (&) _ d (34 dw
T T da\ds) di\Byy &3
0 (%A dwr) dr
3y ds d3
_[ﬁ‘i_a_(iw)+__a’f‘ 521]5"_
3 e, ds sy di d3
A By A dqu dy,
= 9 —_ 2.3.20
B 437 B 45 a3 ( )

Entonces, la expresién (2.3.27) la podemos escribir como:

0= aA d | 3%A dye dywt % dym 3¢4 +
Oy df G,y di A8 45 3 Ovmi

) 3% 3 A dye dne
+ Yim,BC Pyl v~ (2.3.30)

A
La expresién im,Bc ;,f - podemos encontrarla a partir de la igualdad:
L]

Deh
'7-‘-.8""_' =6$v

a'yl'u

derivando respecto a ¢© de Ia siguiente forma:

2 {ims B inpe L s 2 (22 2
30 Tirm, 8 Frim = Tim,BC Fvim Yim,B 3 =V,

im
por lo tanto,
) a4 8 [ d¢h
Tim,BC Trim ==%%im,B afc T
Pet 2.3.31
= —%im,B mﬁu,c- (2.3.31)

Insertando Ia ecuacién (2.3.31) en (2.3.30) tenemos
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%t dha 3%t dy, da dyij dim

—67" da 39y O 48 d3

S Yim.B %2 Tt 267 das dva
[-5TY] a’h’m o as Y Oy dF 4B
-9t (_" Tt _ ATy i 'ivmr) Bt dres domt_
A \ d3 ds a5 rsOt 43 ds
a’f‘ d”" d‘yﬂl as 1 as rt 1 rt
T o (3 37m) (- e )
=& (_"'m _ 4T im dvmx) 3% dree dmt_
Oy \ d3 d3 ds Oy O di  dF
_ i Yim ‘_’ﬂ _ ld‘ﬁm e m _ 1“_’_15 ) 0
Himdm | 83 &3 3 d M @m T3iE T T;
Por lo tanto Ia i6n de geodéaicas se ibe:
g

t

dy dy _ydy)] _
'ta;(af'a”' ;s) =0

1dYas
+ s % ¥ ] )
(2.3.32)
(2.3.33)

Sin embargo, notemos que ésta expresién son cinco ecuaciones pero contienen aun la de-
pendencia en las coordenadas ¢A. Necesitamos entonces transformar a este sistema un

4. il

otro cuya dep ia sea exel

te en las coordenadan +;;. Para esto, tomemos

la ecuncién (2.3.33) y multipliquémosla por el factor vrq,4. Obtenemos asf Ia siguiente

expresién:

ot

(d”m _ 4y

o &
3 7’“%‘1) Tra, A

Ak im @ a 1 i
( d;“ - %T,m 'Z;‘l> (6:ln - 577:7“)

@ 1 (A ke 1 (drmn ke
@ 2\ @ @) i\aw ! &
21 a gl Tk DYk
2 Trst & s & —ﬁ f
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Analizemos el dltimo término de la expresién (2.3.34). A partir de la ecuacién (2.3.28)

2.
(7 dd;," ), 8i la derivamos respecto al pardmetro 3 obtenemos la siguiente expresién:
i Py dyi dy¥
= i) 1] LRl S
U H s @
odle Ay .

Por lo tento, el ltimo términc de (2.3.34) se anula y Ia forma que toma la ecuscién
de geodésicas en la variedad N sersk:

diy dy _,dy _
- ®5T'E5" 0, (2.3.36a)
cate sist iste de sein iones, pero sabemos que no son independientes entre

¢llas ya que solo ae tienen cinco grados de libertad. Recordamos entonces que tenemos una
restriccion entre lns ;5 y sus derivadas dada por (2.3.28) de manera que tenemos:

. dvig
2 3.
L~ 0. (2.3.36b)

Tratemos ahora de encontrar una solucién para las ecuaciones (2.3.36). Para esto
propongamos que la solucién general esté dada por una matriz de la forma,

(5) =M M, (2.3.37)

donda M es In transpuesta de M. Eatamos suponiendo que las matrices son reales. En
principio tanto la matriz M como N son matrices no singulares arbitrarias,

Veamos que en efecto (2.3.37) es solucién de las ecuaciones (2.3.36) e impone ciertas
condiciones en Ia matriz N, Calculando las derivadas respecto al pardmetro 3 de (2.2.50)
tenemos,

q= 5—;’- =MNe" M, (2.3.38)
s o ws
y= g =MN MM, (2.3.30)

La inversa de In matriz 4(3) serd
W) =M VM,
Por lo que podemos escribir
7 =MNNTMM T VM IMN A M,

=3. {2.3.40)
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Por lo tanto se satisface la primera ecuncién de (2.3.36). Debemos ademés imponer
la condicién tr(y™! 4) = 0 a la solucién (2.3.38):

tr(y14) = tr [M“'g'"’ﬁ“ﬁNe"’M] .
=tr[M e NN N M),
=tr[Ne NN,
=N, (2.3.41)

Por lo tanto, N debe ser una matriz de traza nuls. El pedir que 4(3) sea simétrica
impone otra condicién en la matriz N:

() = (Me M),
= (:"’Mfu,

=M (z"’)'-M,

pero ~
(M) = &,

por lo que la condicién (3) = F(3) se traduce en
MM =M cﬁ-' M.

Por lo tanto, .
N=N. (2.3.42)

El hecho que la exponencial de una matriz sea una funcién analitica para cualquier
valor del pardmetro 3, asegura que la variedad N sea una variedad geodésicamente com-
pleta. Por lo tanto, la forma (2.3.37) para 7 restringe mucho el tipo de espacio que se
tiene,

Por simplicidad tomemos matrices que tengan determinante uno:

a=y"3y, (2.3.43)

En la solucién de la ecuacién de geodésicas (2.3.37), podemos reemplazar a la matriz 4
por la matriz a slempre y cuando M tenga determinante uno.
Para encontrar la geodésica que conecta dos matrices a; y a3, hagamos 3 =0 en a,
y elijamos M de la forma:
M=dl0, (2.3.44)
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donde O es una matriz ortogonal que diagonaliza a; y d:ll es la rafz cuadrada diagonal
de la matriz diagonal resultante (es decir, 02,0 = d;). Si 313 es la distancia entre a; y
a; entonces la matris N satisface:

a; = 0d}%eNigllio, (2.3.45)

por lo que,
Niz=l [d;‘/’o.,ﬁd;‘/'] ,

elevando al cuadrado y tomando la traza,

te[N3]] = e [1a (4700, 547%) ] (2.3.46)

Pidiendo que trtN3 = 1, ¢ t que la distancia 3;; entre las matrices seré:
~ 3
#h=tr[n (47020 5477,

= tr[in(a;as)]’ . (2.3.47)

Hasta ahora hemos estudiado & la variedad N asf como las geodésicas en ella. Proce-
deremos al estudio de la varieded 6-dimensional completa N.

3.4 Variedad N
2.4.1 Conecciones Afines en N,

Comenzaremos esta seccién encontrando las conecciones afines en la variedad N, dadas
» partir de la métrica Gy de la forma usual

Ma = ;Gm ‘(Gna,n +Gara —Gara) (2.4.1)
donde
Gap=1""Crp= % $*Cas,
Gon =0, (24.2)
Goo = —1.

La métrica inversa la encontramos ficilmente a partir de Ia definicién.
CM @aa =65
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De la forma de Gna se concluye que

G = -1, (2.4.3)
G** =0, (2.4.4)
cAB = % ¢IT°. (2.4.5)

Por lo tanto,podemoa calcular las conecciones afines a la métrica Gna de la forma,

i) Encontramos primero los indices latinoa de las conecciones de la forma,

1 1
IMge = 3 GA%(...) + EG‘D (Gep,c+ Gep,s — Goc,p),

(32) [ 640 ( 2 ) (an.c-i-@co,o —ﬁnc.n) f

=TFpe. (2.4.8)
#f) Caleulemos la derivada respecto a ¢ de G435,
Gapo = 322fﬁAB + —s' 3Gane,
pera,
Gaso= (1" Nma 1™ Wnir8) g

=1 0 Yma 1" Toiy8 + 1 Yty a0 T Y5+
+ 9 Y d ™" 0 Vi, B + 1 Vi, A 7™ i B0 -

Los términos de In forma v;,,co los podemos reescribir:

Tip,C0 = Vjp0C»

4
= 5‘ Tip .cl

4 _
- 3 ¢ 1 1p,C (2.4.7)
Ademis,

o= =110,

-1 u

§ 'TIl'T ’

gt (2.4.8)
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Por lo tanto,

4 _ ] .
Gapo = 3¢ Ut Niemd 7™ i, B+ 1 Yt d T Ve, p —

=1 Um AT M8 + T Um, A 7™ i8]

=0.
Entonces,
Gapo = % sCap-
Con este resultado, podemos construir las conexiones del tipo

1 1
EGDO (Goa,p + Gop,a — Gapo) + 50“ (o}

#

0
Tas

i)
1
Pa= icuo ¢.N+ % GPP (Gpap+ Gpo,a — Gao,p):

1
= .;,GBDGDA.o.

RN A APEeYS T 3
—2(3)4 G 2(2)c€p4.
=¢7168,
i)
o Lo 1 04
a0=3 (Gono + Goo,n — Gaoe) +5C {.)=0,
TAo = 2 GA(..) + 3 GAP (Goao + Gaso = Gun,0) =0,
oo-——Go (Goo,o)“
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2.4,2 Tensor de Riemann en N.

Encontraremos ahora las componentes del tensor de Riemann R4pqn en la variedad

i) Comencemos calculando los fndices latinos.

RPcpa =TPpca-TPuca+Tpc 0,
=D
=R cpa+T°8eTP a0 —~T°4cTPp,

3
=R cna+ (32 ) ¢~ [Coc 82 - Cacts ]
= R CBA + - (Eac 6,4 64c63) . (2.4.14)

i)
R%s4 =T8ca — ;8 +I%8c %0 - I%c M0,
3
= (3—2 s‘) (Gbc,a—Gac,s) + TP T 40 +TPac T Ap—
=T°4c T80 —TPacT?4c a0,

TN

3 - - =D - =
2 C) [GBC.A —Gac,s+GapT pc~Gap rDAC] )

3 — - - -
2¢ ) [Gac.a = Gac.s +Tavc ~Trac)

N

$ [2@bca —2Cuce + Coac + Gan 8 — Gag,a—

2|'~

~Gapo-Geonat+ GAc.B] f
=0. (2.4.15)
i)
R%nr =Tnro — T%rn +T%0r %0 = I ra,
=T%rp ~ P Mqq, (2.4.18)
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Veamos que pasa en la ecuscién (2.4.18) para todos los valores posibles de T1.
Cuando TI = 0 tenemos:

R%or =T%r0 ~ P2r M.
Si Il = B tenemos,

R%po =T goo — TP Mpp =10,

¥
R%pc =T°peo =TPoc Map,
3 = - 3
=12 (¢Toc) , -5 68 32080,
= i (a-nc —Zv‘sc) =0.
32
Por lo tanto,
Roonr =0, (2.4.17)
)

R anr =Tnp,4 ~T%rn = T%e I%a0 ~ I%r Man
=TI = Tlrn = 535 ¢GapTPnr ~IP4r Mnp.
Tomando diferentes valores para IT tenemos,
R°a00 =0,
ademés,

3

_ 3
320A0+3—2'(GAD§ V2 =o0.

o
R’ 400 =~

Por lo tanto,
R%por = 0.
Por otra parte,
3

) gapp ;"62 =0.

3 = -
R®ap0 =T poa ~T%a0,8 + §§GAD§ 68 -
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Con los resultados anteriores se concluye que,

R®anp =0,

v)

RPoar =T%p0 —FPr,g + I [P — % ['P0q,
=0.
vs)
RPopr =TPpr 0 ~ TP, + T pr P00 —~ MPor T2 g,
=TPpr,e —FPor,p + TEpr 'P0g — PEr P e,
Tomando diferentes valores para I' en (2.4.20) tenemos
R%4g0 = (€~l5g),o +¢7 185 TPk,
=~¢"168 + ¢,
=0.
Asf{ mismo,
Ropc® =TPpcy — (f"&‘;’),u +T8pa¢™160 - ¢'T'Ppe,

=TPpc,.

(2.4.18)

(2.4.19)

(2.4.20)

(2.4.21)

(2.4.22)

Desarrollemos ahora Ia ecuscién (2.4.22) a partir de lo que se sabe de las secciones ante-

riores. b bE
MPpco =T Beco=(C Tebclo.

Caleulemos EAB'o a partir de su definicién:

i af
e ( .
K Vit 57— i 7 a'7nu

4 i mam 4 a8 e i
= sf G" "+ (a‘"m Tmn 53— s + 3 f G + Tit vt Imn

_ 8 _y=aB 34 ) a¢? 6(‘ (a;")
=3 G+ ( o Imn o — 3 + %o — 3 -'T_m' o )

O Tni @im
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Sin embargo,

a‘.A ) 4 . a:cA
wiar ==¢" ; —— 2.4.24
(3'71-. 0 3 L 94§ im ( )

Con el objeto de encontrar una relacién para la segunda parcial de (2.4.24), tomarenos

A
la ecuacitn ;5 g% = 0y Ia derivaremos respecto de 4 teniendo entonces ia siguiente
i§

expresifn:
. DeA .4
P A L ol
B Oy 345 9
agh FigA
= — i w——— . 2.4.25
v + % iy O ( )
Por lo tanto, A “
a's a¢
e ywadiadnsy oo 2.4.26
T e O ( )
Sustituyendo (2.4.26) en (2.4.24) obtenemos,
a4 ) 4 _, a¢4
_— = - _— 2.4.27
(6'1:... 0 it 27"} ( )
Insertando (2.4.27) en (2.4.23) se llega entonces a
%, =0. {2.4.28)
Por lo tanto,
F2pee = 0. (2.4.20)
y sustituyendo (2.4.29) en (2.4.22) concluimos que
RP4c =0. (2.4.30)
vii) Finalmente encontramos:
RP 450 =TPpoa = T240,0 + T80 TP 40 =T%40 T Pp0q,
= (st 5{,’).4 (7" 68) p + TEpoIPyp —TE o055,
= ¢ 6E T  ap - ¢V 65T 5,
-1 (=D =D
=¢t (I‘ asg—T BA)':O- (2.4.31)
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} Resumamos los resultados encontrados hasta ahora para las conecciones afines y e}
tensor de Riemann en N:

g r°

It

AB AB
3 —_
s = ﬁ) $GaB,
rBa=¢"187, (24.32)

rvo = I‘Aoo = rooo =0,
p_g D 3 D _F_ 5D
Rapc™ = Rapc - 7 {Cactp — Crcél),

Los demés objetos, tanto conecciones como Riemann se anulan.

2.4.3 Tensor de Ricci y Escalar de Curvatura.

Construimos a continuacién el tensor de Ricci en la variedad N definido de igual forma
que en la variedad N.

Rup=-Rf apr,

=~ (R® 450+ R®48¢)

]

3 - —
- (ﬁccuz t5 (Gagbg - Gcn@?)) )
_ 3
=-|\Rap+3Gan ),
==GCun. (2.4.33)
Ademés, 1as otras componentes gerén de la forma,
Rap=-Rora,
0 A
= (RgoA + Bioa ) )
=0. (2.4.34)
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La componente 00 también se anula:
Roo = —RTorg,
=~ (R%00 + R%o40) »
=0. (2.4.35)
Calculamos ahora el escalar de curvatura:

®R =G Raq,

= G% Ry + G*® Run
32 - 3\ =
=57 ¢’ (E) Gas

=20¢"2. (2.4.30)

A diferencia de Ia variedad N, en este caso el tensor de Ricci no es proporcional al
tensor métrico, por lo que no se trata de un espacio de Einstein, Sin embargo notemos que
cumple una curiosa propiedad cuando e le ve como un espacio solucién a las ecuaciones de
Binstein. En eate caso, al contruir el tensor de Einstein a partir de la métrica, obtenemos
el tensor de Energla Momento, es decir, las propiedades que debe cumplir la materia para
que se tenga tal geometrfa. Calculando Ia componente (0 de tal tensor observamos que es
de In forma:Too = —1 Gog R =10¢7%,

Esato querrfa decir que si interpretamos a Ja componente 00 del tensor Tna como una
densidad de energfa, ésta es inversamente proporcional al cuadrado de la coordenada ¢ y es
ademas directamente proporcional al escalar de curvatura, Esto dirfa que si una particula
imaginaria se aproximara por una geodésica hacia la fi de ¢ = 0, cosa que sucede
para toda geodésica como se verd m4, adelante, entonces no solo la curvatura del espacio
tiende a infinito, sino que la densidad de energfa del espacio también lo hace.

2.4.4 Geodésicas en N.

Analizaremos ahora las geodésicas en la variedad N. Denotaremos por s al pardmetro
de aquellas. Encontraremos las ecuaciones de Geodésicas y su relacién con las corres-
pondientes en la variedad N, con el objeto de poder escribir fAcilmente 1a solucién de la
ecuacién de geodésicas en la variedad N haciendo uso de las soluciones ya conocidas en
R, y la relacién entre ambas ecunciones. Es necesario asf mismo encontrar una relacién
funcional entre los parfmetros 3y s de lan dos variedades.

La ecuacién de geodésicas en N consiste en un sisterna de seis ecuaciones diferenciales
respecto de a para seis coordenadas independientes, a saber, ¢T'. En este caso no tene-
moe restriccién alguna con respecto a la coordenada ¢ como se tenfa en el anélisis hecho
anteriormente para N.
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La ecuacidn en general se escribe:

d%"  or
O-F-H‘

d* di"
Al!da ds '

La ecuacién para la coordenada tipo tiempo ¢, es decnr, cuando I' = 0 es,

d?¢ deP dy"
0= da,+(32) Gap — el (2.4.37)

Con ¢l objeto de encontrar una relacién entre amboa par&metros, podemos llamar a la
expresién 2
d;" dgA _ (ds
Gap — o c\n) (2.4.38)

que de alguna forma se puede interpretar como un elemento de linea sobre la variedad N
con respecto al pardmetro de la variedad grande. Tenemos que (2.4.37) se puede reescribir

como 2
dig 3 d3
-G+ (3) ¢ (3)

Para |as demds coordenadas, I' = A, la ecuacion de geodésicas se lee:

_digA 4 d; dc _p d¢ dgt

0= =5+ D po o o=+ 2670 2 (24.39)

Derivando (2.4.38) respecto del parémetro s, tenemos,

dids d. d;" d{ d’fﬂ d; a8 digA
2 L da? ~ daCAB Ty +Gan PR Y (2.4.40)
. . d;"
Multiplicando la ecuacién (2.4.39) por Gap ;- tenemos,
digA deB o . d¢C d¢P doP 1 dg deA dg

0-—645:—3,—2‘-}-1‘ CGAB_JJ_TJ—T+2f EAB d.s d.! (2.4.41)

_dsdls 1d d;”dg“+r d¢® d¢® d¢P -y as\?
Sdads? T 2ds 4P d.s—dT beB 43" ds ds ds \ds/ °’

5 d; d¢® dg? _, d¢ fd3\?
=£F"(§°” Coca) o i 0 mla)
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Por lo tanto,

d*3 2 d¢ d3
— =2l 2D 14,42
ds? ¢ ds ds (2442)
Integrando (2.4.42)
a3
ln(a) =-2In¢+ha,
<
ol ;2- . (2.4.43)

donde a es una constante de integracién,
Notemos que si ¢ — 0 entonces % — oo, Podemos entonces relacionar a las derivadas
respecto al pardmetro s con las derivadas respecto a 3 de la siguiente manera:

dh _ et da

r T

2 A
=%%‘ (2.4.44)

ds?  da\a ds
__2ad;a‘g"+ui dgt
T ds &5 Tds\ d3

=_TEE+$‘ pral (2.4.45)
insertando en (2.4.30) tenemos:
g LAt _2aldodet ol pa deP e 2o dg dt
Cd ¢ Tl L P dsds
ol d’g‘A —A de® ds.c
= (j‘—sr +T Bc—;— -E-) . (2.4.46)

Como se ve, se recupera la ecuacién de geodésicas en la variedad N. Esto significa
que 8i las componentes ¢4 de] punto 7y sobre la variedad N satisfacen la ecuacién de
geodésicas en N y los pardmetros estén relacionados por Ia ecuacién (2.4.43), entonces
esas componentes ¢ también satisfardn la ecuacién de geodésicas en N (2.4.39).
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Veamos ahora como se ha transformado Ia ecuacién para Ia componente ¢ despues de
Ias relaciones que hemos encontrado. Sustituyendo (2.4.43) en (2.4.37) tenemos,

dl¢ (3 = dgAdeP
Fri (:Tz) ¢CGan—g 45 =0
&% + 3 o
da? 32 ¢
Esta expresién es directamnete una ecuacién para la coordenada ¢ en la que se ha qui-
tado tods dependencia en las demas coordenadas, por lo que procederemos a integrarlia.

0. (24.47)

Definiendo k = (/3% se tiene,

d’c  kK'a?
et =0 (2.4.48)

multiplicando por % e integrando, donde denotaremos ¢ = 9,
1] L}

fi+ ke’ 5 =0,

1., Ko
3¢ 2¢ 8

f=dyf—— -8, (2.4.48)

con § otra constante.
Si escribimos el elemento de linea de la forma:

L deA " dede g g det dgP
Gan - g7 = Goo 3o 3, + Gask's" -0
, di\?
=+ k3 (Z) ,
ol k%ol
= ——f—,_+ + f‘ N
= 3. (2.4.49)



Por lo tanto, el signo de B determina el cardcter de 1a geodésica. Si 8 = 0, la geodésica e

nula. 5i 8 = 1 serd espaclal y finalmente, 81 § = —1 1a geodésica es temporal.
Analizamos cada uno de los casos anteriores encontrando explicitamente la coordenada

¢ ¥ Ia relacién entre los pardmetros,

i) B = —1, Geodésica tipo tiempo, con condiciones de frontera dadas por ¢(0) = 0 y

3(o0) = 0. En este caso, In ecuncién (2.4.48) toma la forma:

d¢ k*a?
:‘l: =+ ?— +1,
por lo que,
da= sd¢
+v/kTal +¢2
Integrando,

s = VBT - VETa,
por lo que despejando a ¢,
¢ = (s + ka)? = k%07,
¢=Va{s+2ka) (2.4.50)
Sustituyendo (2.4.50) en (2.4.42) tenemos,

a
Rl

&8

-
T s(s+2ka)

de donde ds
a=na(5+2ka)'

integrando,

2ka+a

3s) = ’lec o (—-’——) . (2.2.51)
Los rangos para cada una de las variables son los siguientes,
0<a<oo,
—e£3<0, (2.4.52)
0<¢ <00,
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De (2.4.51) podemos despejar s de Ia siguiente forma:

3
U=y

3 _ak
2ka+s

'

a(t-e**?) =2kac’*?,

2ke2%%
= oy aEs
k7
¢
=-2ka
por lo que,
5= —ake*? cach (k3). (2.4.53)

Sustituyendo a {2.4.53) en (2.4.50) podemos encontrar ¢(3):
¢(3) = |s(3) (2% o« + 53)} /%,

= [~ake*Tcach (k3) (ko - k ae T esch (ki))]l/2 .

_ [2ak ¥ " 2kacbi )]
= |7 (et 1o ,

&3
=2ka =
= acach (¥3). (2.4.54)

Notemos que cuando s = 0, entonces ¢ = 0. Esto significa que el determinante de ~y,y se
anula y la 3-geometria deja de ser vélida, El escalar de curvatura de la variedad N tiende 2
00 y por lo tanto se trata de una singularidad en tal variedad. A estoe puntos se les asocia
con una frontera de la variedad por lo que se sugiere de las soluciones obtenides para la
geodésica que ésta toca la frontera en 3 = 0. Cabe mencionar que esta singulandad puede
no ser esencial y deberse dnicamente a 1a eleccion particular de coordenadas, a saberse, de
la coordenada temporal ¢. Sin embargo, se conocen casos concretos dentro de las soluciones
a las ecuaciones de Einstein como la solucién de FRW, para la que se aplica perfectamente
el formalismo equi expuesto, en la que se sabe que existe una singularidad fisica en el
origen.
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De acuerdo a la ecuacién (2.3.43), Ia matriz 4 puede ser escrits como
v(s) = MM M,

= (k¢)¥* MeN M.

{2.4.55)
donde se pide que M tenga determinante uno.

Por lo tanto, la geodésica en N puede expresare en términos de las geodésicas en N
de la siguiente manera:

(s} = [~k acach (k3)] /> M eN* M.

(2.4.58)
¢} 8 = 0 Geodésica Nula. En este caso se tiene,
ds [k}
| ¢
¢d¢ =k a%ds,
2
%— =k als+a,
eligiendoa =0y 2ka =1,
¢ =3,
La relacién entre los pardmetros estarf dada por,
i _ «a
pril
d5=a e '
s
F=alns,
1
3= i-k- Ins,
por lo que
s = e3kT (2.4.57)
De aquf se concluye que
¢(3) = e** (2.4.58)



El rango de las variables es entonces:

0<s <00,
—0L¥< oo,

0<¢<oo.

La geodésica toca nuevamente la frontera en s = 0,
Esta tendra ademés |a forma:

(s} = (k)3 M ™ M,

(2.4.59)

(2.4.60)

i) B = 1. Geodésicas tipo espacio. En este caso, deben tomarse ambas raices de la
ecuacién (2.4.48) y habré un punto de retorno en ¢ = ka. Eligiendo como condiciones de
frontera ¢(0) = 0, 3(ka) =0, s >0, se tiene:

de donde

Por lo tanto,

Por lo tanto,

que se integra

d; _ [Ka
»=\Vea b
ds = s ds

cVPaca

ka3 —¢3+ka.

¢} =kl - (s -ka)?,

==’ +23ka,

¢=Vs(2ka—~3).

B¢

ds ~ s(Zka~3)’
ads

ﬁ—a(zka-—s)'

3a) = Sin [ =2
3() = 21" (2ka—-a) '
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despejando s de (2.4.63) y sustituyendo en (2.4.82) se llega a que
¢(3) = kasech (k7). (2.4.85)

La geodésica se escribe entonces

1ls) = [KPasech (k3)]/* MeM M. (2.4.86)
E! rango de las variables es entonces,
0< s < 2ka,
~00 <3 <00, (2.4.67)

0<¢<ka.

La geodésica toca a la frontera en ambos limites (s = 0, 2k).

Podemos ahora encontrar una expresién para la distancia geodésica entre dos matrices
41 ¥ 73 en N. La geometria de N puede ser escrita de acuerdo a Ia ecuacion (2.4.49) como

ds? = —de? 4 (3 dF?, (2.4.68)

St ahora introducimos las variables

t = ¢ cosh k3,
(2.4.69)

2 =¢ sinh k3,

la ecuacién (2.4.68) se puede escribir entonces como
da? = —dt? +dz?, (2.4.70)

que es justamente el elemento de linea de un espacio bidimensional de Minkowski. Por lo
tanto la distancia serf de la forma

1 1 1
()= 3 (s12) = =3 (- t)* + 3= - n)?,
1 1,1
= i(zh ¢ coshkdy; — % ~ %),

1/2
(?) {2(’11 72)"4 cosh [(%) 31:] -m'? *"721/’} , (24.11)

donde 3;; estd dada por (2.3.47).

1]
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Hemoa estudiado 1a geometria de la variedad N asf como de la N encontrandose que
esta Gltima es un espacio de Einstein de curvatura constante. Se encontré que N es una
variedad geodésicamente completa, mientras que la variedad grande parece no serlo, puesto
que las geodésicas, ya sean tipo espacio, tiempo o nulas, se aproximan inevitablemente a
1a frontera. Este hecho se puede interpretar como una sugerencia que la evolucién de
una 3-geometria acabarfa en una singularidad. Sin embargo, debemos recordar que ambas
variedades son espacios hasta ahora de dimensién finita (5 y 6 respectivamente). Tomar
en cuenta el hecho que cada 7,5 es en realidad una funcién de la variedad a los reales,
trae grandes dificultades a Ia teorfa. Como primer punto pudemos sefalar el hecho que
la variedad, formada por las 7,;(z) serd ahora de dimensién infinita, puesto que incluso
el ejemplo mis simple de espacios de funciones {por ejemplo L?), es de dimensién infiaita
(contable en ese caso, pero aun infinita).

Como se menciond en el capftulo uno, al cspacio donde a cada punto se le asocia una
3-geometria, se le conoce como Superespacié. Es natural entonces tomar a este superes-
pacio como 1a generalizacién de la variedad N a dimensidn infinita. Las geodésicas en
N se pueden pensar como generalizables a las geodésicas en el Superespacio y que estas
correspondan precisamente a ia evolucidn de las 3-geometrias que, como se vi6 en ¢l capi-
tulo 1, generan a un espacio-tiempo solucién a las ecuaciones de Einstein. Suponer esta
generalizacién nos permite entonces especular en torno al hecho que la evolucién en general
de las 3-geometrias esten destinadas a terminar en una singularidad del espacio-tiempo (al
identificarse aquellas con la frontera de N).

Es necesario recordar sin embargo, la discusién del final del capf!ulo 1 en el sentido que
la trayectorio generndora de un espacio tiempo en el Superespacio no es necesariamente una
ettrva parametrizads por un real. Se demostrd que en realidad de trata de una subvariedad
del superespacio con dimensién infinits (el nimero de posibles foliaciones para el espacio-
tiempo dado).

Con el objeto de uclarar Ia analogia entre la mecdnica clasica de partfculas y ia
dindmica de ias 3-geometrias, analizaremos en el siguiente capitulo la formulacién dinimica
para ambos casos dentro de la teorfa de Hamilton-Jacobi.
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CAPITULO 3

3.1 Introducclén,

En los dos capftulos anteriores hemos introducido la formulacién ADM para la Rela-
tividad General, en donde se hizo mencidén al cardcter dindmico de la teorfa vista como
evolucién de 3-geometrina (Geometrodin&mica). Se llegé s una expresién para la cons-
triccién Hamiltoniana que en forma se azemeja a Ia de la particuls libre relativista en un
espacio curvo. En ¢l eapitulo 2 se tomé como punto de partida la forma de la métrica que
aparece en ¢/ Hamiltoniano con el objeto de estudiar la geometria inducida por ésta y las
geodésicas en tal espacio, Quedé abierta la pregunta de en qué forma puede pensarse que
las geodésican de ln Supermétrica, generalizadas a] Supereapacio, se pueden relacionar con
1a evolucién de las 3-geometrias en aquel. Es decir json las soluciones de las ecuaciones de
Einstein las geodésicas en el Superespacio?

Trataremos en este capltulo de presentar argumentos que hagan plausible una res-
puesta afirmativa a esta pregunta. Para tal cosa necesitamos en primera instancia hacer
un andlisis un poco mis detallado del contenido dindmico de 1a formulacién Hamiltoniana.

Posteriormente s¢ presentard el tratamiento de la Geometrodindmica o la Hamilton-
Jacobi. Serd a traves de este formalismo, en donde 1a analogia con la dindmica de partfculas
es directa, que se hard la coneccién entre geodésicas y ecuacidnes de Hamilton mas clara.
E} formalismo de Hamilton Jacobi es ademés, dentro de las formulacidnes de las teorias
clésicas, aquella que permite con mayor facilidud hacer el salto a 1a teoria cuantica, por lo
menos en lo que a su aproximacién semiclédsica se refiere. Se hara mencién entonces de la
versidn cubntica de Ia Geometrodindmica y del paso de ésta de regreso a la teoria clisicn,

Finalmente concluiremos el capltulo con una exposicién formal del Superespacio y su
estructura matemaética con e! objeto de redondear el estudio de éste desde varios puntos
de vista diferentes.

3.2 Dindmlica de Partfculas y Geometrodindmica

En el estudio de la mecdnica de particulas, la entidad dinimica relevante es preci-
samente la partfcula. La propiedad de ésta que es objeto de estudio es su posicién en e}
espacio-tiempo. La descripcién de la posicién de Ia partfeula se hace con la especificacién
de cuatro coordenadas en el espacio-tiempo z*(r). Dar un valor numérico a laa cuatro
coordenadas significa marcar un evento y reciprocamente, a cada evento le corresponden
cuatro coordenadas {distintas para diferentes eventos). Dado que existe csta corresponden-
cia entre coordenadas (en una 4-variedad) y eventos en el espacio:tiempo (para un sistema
de referencia), se puede afirmar que la particula vive en Ia 4-variedad con coordenadas z*.
La historia de la particula en el espacio-tiempo, estd dada por Ia curva en la 4-variedad
z'\(r). Esta puede verse como una sucesién de eventos pegados que forman a Ia historia.
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Para la Geometrodindmica podemos hacer una descripcién similar. En este caso
la entidad dindmica es el espaclo (3-dimensional}. La propledad que interesa conocer
de éste es su geometria, por lo que a cada geometrfa del espacio se le asocia una 3-
variedad Rlemanniana con metrica positiva definida (en realidad se le asocia todas aquellas
vatiedades (m,y;;) que desctiban la misma geomettia). A todas estas variedades con la
misma geometrfa es & lo que se denomina 3-geometria >G. Este es el equivalente de
un evento para una particuls. El espacio en el que vive este evento (3-geometr(a) es el
Superespacio. La historia de las 3-geometrias es una 4-geometria, es decir, el espacio-
tiempo. Eeste es entonces, a! igual que la historia de una particula, la sucesién de 3-
geotnetrias pegadas entre ellas.

En el caso de una particula, las propiedades geométricas de la 4-variedad en la que
vive determinan cn gran parte el comportamiento dindmico de aquella, determinando la
trayectoria (geodésica) que seguird sobre la variedad. Para la geometrodindmica surgen
dos preguntas inmediatas: ;Que estructura tiene el Superespacio? , es decir, jes una
variedad?, y jdetermina la estructura del superespacio a Ia dindmica de las 3-geometrias?
Dejaremos estas preguntas para el final del eapftulo.

Seguirernos ahora para la dindmica de particulas las ideas que conectan laa diferentes
formulaciones, a saber, la Lagrangiana, Hamiltoniana y la de Hamilton-Jacobi. El camino
més directo (o desde el punto de vista estético, mis agradable) para llegar a la formulacién
Lagrangiana consiste en postular un principio variacionai. Este procedimiento consiste en
afirmar que las trayectoring de las particulas en el espacio-tiempo (o bien de las coordenadas
generalizadas en el eapacio de configuraciones) son aquellas que hacen que la Accién a lo
largo de ellas sea un extremal.

La accién es por lo general 1a integral de camino de una funcién escalar a lo largo de la
trayectoria. La funcién escalar o funcién Lagrangiana puede depender de las coordenadas
g* (coordenadas sobre la variedad de configuracién donde se puede incluir al tiempo como
otra coordenada més [15]) y de las velocidades respecto a un pardmetro ajeno. La accion
es una funcional pues depende de Ia trayectoria en el espacio de configuraciones; a cada
trayectoria la asigna un nimero real. Pedir que dicha integral sea un extremal implica que
 lo largo de la trayectoria se cumplan ciertas relaciones entre las derivadas de la funcién
Lagrangiana, es decir, implica un sistema de n (el entero n es Ia dimensién de la variedad
de configuraciéa) ecuaciones diferenciales para las funci ¢*(r) de segundo orden en el
pardmetro r. El que sean de segundo orden es una necesidad si se quiere que la formulacién
coincida con la dindmica de Newton en la que se sabe, como postulado, que la dindmica
de las partfculas estd totalmente determinada por relaciones de a lo més segundo orden en
las derivadas (es decir, no entran terceras derivadas).

Este sistema de ecuaciones diferenciales, conocidas como de Euler-Lagrange, deter-
mina totalmente la evolucién dindmica del sistema. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
tienen propiedades interesantes, como la invariancia de forma ante cambio de coordenadas
[18]. En particular, se pueden reescribir en la Hamada Forma Canonica, para lo cual se
intruducen n nuevas variables (los momenta) y se realiza una transformacién de Legendre
entre |as velocidades y los momenta, definiendose asf una nueva funcién escalar que juega
un papel similar a la Lagrangiana para definir ias ecuaciones de movimiento. La nueva
funcién llamada Hamiltoniana es una funcién escalar pero estd definida sobre otro espacio
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diferente al de configuraciones. Este nuevo espacio tiene e} doble de dimensiones que el
de configuraciénes (es una varicdad de dim=2n) y tiene como coordenadas tanto a las
coordenadans originales ¢* como a los momenta conjugados p,.. Las ecuaciones de Euler se
reescriben en este espacio de fases como un sistemna de 2n ecuaciones de primer orden en las
derivadas respecto al pardmetro. Estas ecuaciones, llamadas de Hamilton, son totalmente
equivalentes a ias de Euler-Lagrange y son ademéis derivables de un prineipio variacional.
Este principio es similar al original en el sentido de que las trayectorias reales son tambien
extremales de una integral de Accibn, pero ahora la funcién Lagrangiana estd definida en
el eapacio fase y la trayectoria extremal estd igualmente en dicho espacio. Las ccuaciones
de Euler-Lagrange para tal Lagrangiana son preci te las iones de Hamilton,

Veamos ahora la coneccién con la teoria de Hamilton-Jacobi. Existen varias formas
de introducir tal teorfa, pero la m4is conveninete para nuestros propésitos de ejemplificar
1a coneccién con las demés formulaciones ea introducir la idea de Funcién Dlstanclia
Geodésica.

Supongamos que tenemos una solucién a Ias ecuaciones de Euler-Lagrange donde
Ia solucién particular depende de la posicién inicial g} y de las velocidades iniciales ¢f.
Supongamos ademés que ia solucién pasa por el punto P, con coordenadas q';. La integral
de accién a la largo de la trayectoria extremal,

§= /P f' L{g", ) dr, (32.1)

serd funcién de los dos puntos extremoa. Tomando al punto inicial como fijo, la integral
(3.2.1) es funcién unicamente del punto final § = S({Py}. Nétese que ya no se trata de
una funcional, puesto que ya se conoce {en principio) la trayectoria sobre 1 que se estd
integrando, a saber, sobre Ia solucién a las ecuaciones de Euler. A esta funcién ee la conoce
con el nombre de Funcién Distancia Geodésica. Consideremos ahora el valor de Ia funcién
para puntos extremos cescanos al punto Py, Denotaremos por {tg, 7o) los coordenadas del
punto P y por (¢,2) las de Py (tomaremos el caso unidimensional y r = ¢ para ilustrar
Ia idea b&sics). La variacién de la distancia geodésica o fasc geométrica toma la siguiente
forma al hacerse una traslacién de (z,t) a (z + Az, t + At):

2+ A5 t4AL 2t
6§ = L(z, z,t)dt - L(x,z,t)dt,

za.1to 29,0

42t
=Lét +/ §L{z,%,1) dt,
z

oy fo
4Bzt
=L6!+j (2{1614-@6:) dt,
2a.lo az dz

aL ot (9], d 3L
_L6‘+;3?AI+/;,_,, (-5;—:1—:5;) ézrde,
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El término entre paréntesis se anula por tratarse de trayectorias extremales, y el factor Az
tiene la forma Ax = §z ~ 26t. Por lo tanto la variacién de la fase geométrica serd,

aL . 0L
65—5—;6z~(z5—14> &t,

=pbéz—Eét. (3.2.2)

con lo que podemos concluir que las variables dinfmicas momento y energla eatén relacio-
nadas con la distancia geodésica a través de las relaciones:

—-_—=p,

14
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— =-F, 3.2.3
1] E ( )
Este resultado se puede generalizar cuando se toman inerementos infinitesimales de manera

que se¢ tenga, a5 a5

=r vy = E. (3.2.3)
En conclusién, los momenta canénicamente conjugados a las coordenadas generalizadas
corresponden a las derivadas parciales de § respecto a ias coordenadas, incluso en el caso
en que el tiempo sea una coordenada mfs pueato que, como se vio en el capitulo 1, el
momento conjugado correspondiente a ¢ es igual a —E,

Asociado al sistema dindmico en estudio existe una funcién Hamiltoniana H, o su
equivalente en el cazo en que la teoria tenga constricciones. Dicha funcién relaciona en
terminos generales a las coordenadas y momenta: H = H{g",p,). Si reemplazamos a
los momenta por las parciales correspondientes segiin 1a ecuacion (3.2.3) obtencmos una
ecuacion diferencial parcial para la funcién § de la forma:

as
" (q“. 5()‘") =0. (3.2.4)

Esta ea Ia ecuacién de Hamllton-Jacobt.

Hemoa visto hasta ahora que asociado a un problema dindmico que puede ser expre-
sado a través de un principio variacional existe una funcién de todas las coordensdas que
satisface una ecuacidn diferencial parcial de primer orden en las derivadas (pero que en ge-
neral es no-lineal). La ecuacién de Hamilton-Jacobi se relaciona por su parte directamente
con las ecuaciones de Hamilton & través de la teorfa de ecuaciones parciales de primer
orden |17} que afirma que cada ecuacion del tipo de (3.2.4) tiene asociada un sistemn de
ecuaciones ordinarias que en el caso de la funcién geodésica coinciden precisamente con las
ecuaciones de Hamilton.

La trayectoria solucién de] problema ¢g*(r) se puede encontrar a partir de una solucién
completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi resolviendo para las coordenadas y momenta
2n ecuaciones algebraicas del tipo,

_ 38(¢%,0.) w_ 35(¢",a0)
= B = o (3.2.5)
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donde A* y a, son 2n constantes de integracién. De esta forma se cierra el eiclo por decirlo
asf, y se llega a lns trayectorias soluciones de las ecuaciones dindmicas.

Este andlisis de las diversas formas de formular la dinimica de particulas puede ser
practicamente caleado a Ia geometrodindmica teniendo cierto cuidado. Como se discutfo en
el capftulo 1, la formulacién lagrangiana a partir de un principio variacional es justamente
la forma convencional de derivar laa ccuaciones de Einstein a partir de la accién {1.2.1} ¥
las ecuaciones de Euler-Lagrange son las ecuaciones de Einstein. La transicién a la formu.
lacién Heamiltoniana fué objeto de estudio en el capitulo 1, y se llegd a las ecuaciones de
Hamilton (1.3.69) y (1.3.75) para 8 grados de libertad y el resto de las ecuaciones de Eins-
tein, las llamadas ecuaciones de valores iniciales, corresponden & las cuatro contricciones
Hamiltonianas (1.3.73).

Podemos suponer que tenemos una 3-geometria inicial *G; a Ila que sc le asigna un
valor de] pardmetro ¢ igual a 1, podemos sntegrar hacia adelante en el tiempo la expresién
para la integral de accién (1.3.58) hasta una una hipersuperficie fina! 3G, a lo largo de las
soluciones a las ecuaciones de movimiento. Si consideramos nuevamente a la 3-geometria
inicial como fija, la integral de accién serd entonces una funcién de la 3-geometria final.
Es decir, a cada hipersuperficie final {cercana & la que es solucién a las ecuaciones de
movimiento) le asocia un numero real. Escribimos entonces § = S[3§), para decir que la
funcién distancia geodésica S asignaré a cada punto del superespacio (3G € M(m)) un
nimero real.

En el caso de particulas la funcién S, definida sobre el espacio de configuracién M,
esigna un real a cada punto, es decir, es una funcién de la variedad a los reales: Spup :
M — R. Para la geometrodindmica ocurre lo mismo en el sentido de que Ia funcién
geodésica asigna a un punto del espacio de configuracién a los reales, Sgeom ¢ M{m) — R.
Sin embargo, un punto en e! superespacio puede verse, si se distingue a un sistema de
coordenadas sobre m, como seis funciones ~,;{z) de la variedad a los reales. En resumen,
Ia funcién distancia geodésica de la gecometrodindmica es en realidad una funcional.

La funcional distancia geodésica satisface tambien unas relaciones del mismo tipo
que (3.2.5) en donde las derivadas parciales se sustituyen por derivadas funcionales de ls
siguiente forma:

iy &8
= = 3.28
L (3:28)
: . &S N .
donde 1a derivada funcional 7 estd definida a partir de,
3]
85 = f 35 goidz (32.7)
by Y ' )

La relacién entre las derivadas funcionales (3.2.6) que nos lleva a una ecuacién de
Hamilton Jacobi estdn dadas por las constricciones Hamiltonianas de la formulacién ADM,
a saber,

- a1 1 ij o
SR+ [5 (et + Tame) = -*m"m] et =0,

2 3.28)

i =0.

7]
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Al sustituir (3.2.6) en (3.2.8) obtenemos las ecuaciones de Einstein-Hamllton-Jacobl,

FYS § SR S _‘i)ii-
R+q [2('1-t'1,1+'7.r1,x) 27.,7&:] (6—1.-,- o =0,

( (5] ) _
57-‘;‘ U

Aparentemente la introduccién que hemos hecho haata ahora de la ecuacién de Ha-
milton Jacobi es totalmente innecesaria, es decir ;Pars qué sirve la ecuacién de Hamilton-
Jacobi? Dentro de Ia teorfa de 1a Geometrodindmica Clésica no es especialmente 1itil desde
un puato de vista operacional, ya que la ecuncién de E-H-J no es de ninguna manera més
simple de resolver que las ecuaciones de Hamilton (Einstein). Un primer obstéculo estd en
el hecho que se trata de una ecuacién diferencial parcial Funcional, es decir, que la solucién
no es una funcién sino una funcional.

Dentro de la dinimica de particulas Ia ecuacién de Hamilton Jacobi es importante
por varias r , pero enfatizaremos dos principalmente; 1) A pesar de tratarse de una
ecuacién parcial, que no necesariamente se resucive més fécilmente que el sistema de Euler-
Lagrange, si s¢ cumplen ciertas condiciones sobre la forma de la ecuacién, entonces estd
garantizada ia existencia de Ia solucién a partir de la solucidn de un sistema de ecuaciones
de primer orden (ecuaciones de Hamilton) [16]. Operacionalmente no se gana mucho, pero
af conceptualmente, ya que la teorfa permite ademis la generalizacién dentro del calculo
variacional a la teor(s de campos (de extremales). 2) La ecuacién de H-J es precisamente
el puente entre Ia mecAnica cudntica y la mecénica clisica. Si adoptamos el punto de
vista de Wheeler, que toma como punto de partida e! hecho que el mundo es cudntico,
es de suma importancia demostrar que la teorfa clisica es un limite de su contraparte
cuintica, De esta forma, se justifica la veracided de [a mechnica de Newton. La ecuacién
de Hamilton-Jacobi es equella que satisface la fése geométrica de Ia funcién de onda cuando
se considera la aproximacién semiclasica de Ia mecénica cuéntica (sistemas para los que la
accién es grande comparada con el cuanto fundamental de accién k). En csta aproximacién
se considera que Ia funcién de onda es de [a forma,

(3.2.0)

¥(z,8) = AckSl=8) (3.2.10)
donde A(z,t) es una funcién que varfa lentamente, mientras que la exponencial varfa muy

répidamente porque § > h. Pidiendo que (3.2.10) satisfaga la ecuacién de Schroedinger
y tomando A — 0 se llega a ln ecuacién de H-J para S(z,1},

as as
5= H (:, E)

= (2_:6) (gé) +V(z), (3211)

para un sistema en un potencial V(z).

75



En Ia teorfa cudntica no existe tal cosa como la trayectoria para una particula; la
amplitud de probabilidad W(z,t) esté definida en todo el espacio-tiempo, y es fuente de
informaci6én de las propiedades dindmicas de la particula. Solamente en el limite semiclésico
¢s que sc empieza s recuperar la nocién de trayectoria. Se necesitan dos postulados para
recuperar totalmente Ia trayectoria clésica: La fase S(z,t) satisface la ecuacién de H-J y
se cumple el principio de Interferencla Constructiva [18].

Aclaremos cn que consiste tal principio. En mecnica ondulateria, un paquete de
ondas Jocalizado que se interpreta comunmente con una particula, se obtiene de superponer
ondas espaciales con diferentes frecuencias, Sabemos que la frecuencia de la funcién de
ondas eatf intimamente ligada a la energla que se la asocia a la partlcula. Por otra parte,
la solucién completa de Ia ecuacién de Hamilton-Jacobi, que para la ecuacién (3.2.11) es

S(z,t) = -Et+ /' [2m(E - V(2))|/? dz + 6, (3.2.12)

depende de dos constantes de integracién {que denotamos anteriormente por a y ). En
(3.2.12) Ia dnica constante relevante ea la energin E, que sabemos que es la cantidad que
nos ayuda en la teoria clésica a encontrar la trayectoria clésica z(t) a traves de (3.2.5), es
decir de la ecuacibn a = %ﬁl Dentro de la mecdnica cuantica la ecuacién anterior se
leé de la forma:la trayectoria clisica esté dada por los puntos (x,t) en donde Ia funcién
de onda interflere constructivamente, Estos puntos corrsponden a la cresta del paquete de
ondas formado por la superposicién de todas las ondas de diferentes frecuencias (soluciones
& In ecuacion H-J para todos loa valores de la constante E).
La teorfa cudntica de la Geometrodindmica se llama Geometrodinamica Cudutica
y la denotaremos por GMDC. Es la generalizacién al superespécio de 1a teorfa cuéntica
para particulas. Primeramente en la GMDC se pierde Ia nocién de trayectoria en el Su-
pereapacio, lo que implica 1o desapaticién del espacio-tiempo como tal; no existe dindmica
de 3-geometrins, Lo dnico que queda es una funcién W definida en cl supcrespacio para
caracterizar al estado cudntico:
¥ = Vg, (3.2.13)

La nocién de espacio-tiempo (trayectoria en el superespacio) aparece solamente en la
aproximacién semiclésica, en la cual se pide que V¥ sea de 1a forma,

() = Aexp (%lﬂ) . (3.2.14)

donde A varia lentamente.

En la GMDC caben perfectamente los cambios de topologias de 1a variedad m, es
decir, que lns amplitudes que interfleren para formar el paquete de ondas estdn evaluadas
sobre punfos que pueden bien tener distintas topologias (por ejemplo E® o §3). Esta
riqueza en Ia estructura del superespacio debida & las posibles fluctuaciones topoldgicas
llevé incluso a Wheeler a proponer que las particulas y las interacciénes podidn verse como
fluctuaciones cudnticas de la geometria [18]. Al tomarse el Hmite de la Geometrodindmica
clisica en la que la topologia estd fija, se tendria que imponer de manera externa 2 las
particulas y campos.

76



La trayectoria clésica se recupera a partir de los mismos dos postulados que para
las particulas, a saber: 1) Ecuacién de E-H-J en donde el funcional Sgeom sea funcional
exclusivamente de la 3-geometria §; 1t) Principio de Interferencia Constructiva, Se pide
ademés que la variedsd (m,7) sea cerrada o asintéticamente plana [10].

La afirmacién que hemos venido hatiendo en el sentido que el funcional distancia
geométrica depende 80} te dela 3-¢ tria es equivalente a las tres iltimas ecuaciones
de H-J (3.2.9), como mostraremos & continuacién.

Demostraremos que se cumplen 1as tres identidades,

(Wfﬁ?)),,- -0, (3.2.15)

§=5[g). (3.2.18)

Tomemos & 3§ expresada en un sistema de coordenadas por el tensor métrico 44;(z),
y hagamos una transformaci6n inflnitesimal de coordenadas,

suponiendo que,

=z +ef'(z), (3.2.17)
que inducen un nuevo tensor métrico para la misma geometria,
7' (2) = (=) + 8165 4
donde
6wy = —e(€ay + &1i) - (3.2.18)
La variacién de la fase geométrica estd dada por la ecuacién (3.2.7), de manera que
tenemos,

R P
6S—/mz—)6'y,,(z)d z,
- 65 . 4

= 2!,/.6’1.','(2) f.hd z,

=2¢[ (3%5) ; &dz. (3.2.18)

Sin embargo, la 3-geometria ® § no ha cambiado para nada. Concluimos entonces que
§5 = 0 para £(x) arbitraria y por lo tanto se sigue (3.3.8).

Tomando las hipétesis que hemos mencinado, Gerlach (19} demostrs que:

1) existen cuatro funciones N y N; que junto con «;; dan lugar a una métrica de
espacio-tiempo,

ds? = 4;;(N'ds® 4+ dr'}( N7dz® + d¥) ~ N(d2%)2,
= iydz'dz’ + 2N;dz'dz" + (N; N — N¥)(dz)?, (3.2.20)
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que satisface las ecuaciones de Einstein.
2) Las ecuaciones de la Geometrodinimica manifiestamente covariantes,

byii(z)  _6H  x¥(z)  §H
o~ bxi(z)’ b0 T bvi(z)’ (3.2.21)

son consecuencia de la aproximacién semicldaica de GMDC, En (3.2.21) H es un funcional
de vi; ¥ #*¥ estk dada por (3.2.8). El parémetro o es el parfmetro many-time de Tomonaga-
Schwinger.

Analizemoe shora como s¢ puede introducir el concepto de Paréntesis de Poisson
dentro de la teorfa. Sabemos que en una teorfa de campos, €l poder definir un Hamiitoniano
para el campo permite escribir a la evolucién temporal del campo y su momento conjugado
en términos de los paréntesis de Poisson con el Hamiltoniano, abteniendose una expresién
que se asemeja mucho a las ecuaci de movimiento para partfeulas. La construceién de
los paréntesis de Poisson entre las variables dindmicas permite ademés pasar a un postulade
de cuantizacidn en el que los paréntesis sc convienten en conmutadores entre los operadores
a loe que se han elevado las variables dinAmicas,

En geometrodindémica t un Hamilt nulo y cuatro constricciones Hamil-
tonianas, Serfa interesante que a tales constricciones se les pudiera dar una interpretacién
como generadores de algin tipo de traslaciones. Justo es el caso, puesto que las tres
constricciones N; son generadoras de cstiramientos de las 3-geometrias, mientras que la
constriceién Np es la responsable de las deformaciénes puras.

Definiendo a los paréntesis de Poisson entre dos variable dindmicas como,

" — SA(z) 6B(z') 6A(z) §B(<
(Ale) B(a) = [ oy (AL 82D S 2D )

se encuentra que las varinbles dinimicas cumplen con la relacién que se esperaria (5],

{vis(z), 2" (')} = 8[7 b(z.2"). (3.2.23)

(3.2.22)

La evoluci6n temporal de laa variables estd dads por
Alvi;e® | = (A, H} + 0. A. (3.2.24)

Se han calculado a su vez los paréntesis entre las constricciones encontrandose las
siguientes expresiones [5}:

{¥o(z), Ho(z')} = ¥¥(2)6i(z,2') — N¥(=') 8z’ ),
{Hi(2), Ho(=)} = No(2)4ji(z, =') (3.2:25)
(Hil=) Hi{ ')} = Ml @) (2. 2') + Nyl=)biy(=, )

Estas relaciones de conmutacién son importantes, ya que son las mismas relaciones
que satisfacen Jos generadores de estiramientos y deformaciones puras de las 3-geometrias,
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Se ha incluso demostrado que si no se conoce la forma funcional de las conatricciones pero
se parte de las relaciones (3.2.25) y se exige que lns constricciones sean tales que generen
deformaciones y estiramientos, se llega de manera (nica a las conocidas constricciones
Hamiltonianns (esto representaa otro camino posible para llegar & las ecuaciones de Einstein
en donde se estd partiendo de suponer la existencia de los generadores) [24].

3.3 Superespacio y Geodéslcas

Asf como la geometria del espacio-tiempo ea el eapacio de configuracién natural para
hacer el anélisis del comportamiento de Ia materia y energfa, el Superespacio es el espacio
de configuracién natural en el que las geometrias espaciales evolucionan. Es el espacio de
todas Ias posibles geometrias; un punto en el superespacio es una configuracién instantanea
del espacio mismo.

De las ecuaciones de Einstein sabemos que materia-energia y geometria se encuentran
relacionadas de manera correspondida: la geometria dice a la materia como moverse y esta
dice 2 su vez a la geometria como curvarse. De igual forma, Ia geometria del superespacio
actua sobre la configuracién instantanea del espacio, diciendole a Ia geometria del espacio
cédmo moverse. [podra pasar lo inverso?, es decir, ;Podrén las geometrias reaccionar y
actuar sobre la geometria del superespacio? Cual es el objeto bdsico, (La geometria del
espacio-tiempo o la geometria del superespacio? Procedamos a continuacidn a estudiar la
estructura del superespacio mismo.

Uno de loa principales problemas con loa que se enfrenta el estudio del superespacio
es que éste, a pesar de ser un espacio topolégicoe no tiene una estructura de variedad. Al-
gunas 3-geometrins son mis simétricas que otras. Tales geometrias no tienen vecindades
homeomorfas a vecindades de geometrias con menos simetrias. Por [o tanto, las geometrias
simétricas son puntos singulares del superespacio. Su prescncin impide que el superespacio
sea el espacio de configuracién para un andlisis dindmico. Esta dificultad se supera sin em-
bargo, al mostrarse que a pesar de no ser una variedad, el superespacio posee una particién
en variedades de geometrias, o cstratos, que se pegan en forma totalmente regular. Las
geometrias con grin simetr{a estin completamente contenidas en la frontera de geometrias
con menos simetrias, Por lo tanto, el limite de una geometrfa de un tipo en particular
debe ser del mismo tipo o més simétrica [20].

Veamos como se relaciona el superespacio con el problema de !a indeterminacién de
un sistema de coordenadas en el laboratorio en Relatividad General. Sea 1.»,-(::") una
métrica espacial cualquiera. Esta métrica es el resultado de un experimento relativo al
sistema de coordenadas (z) y le llamaremos la métrica de laboratorio relativa al sistema
de coordenadas z¥. Para otro sistema de coordenadas z* = zt(: )+ 1a métrica asociada
serh - -

az'(z*) 9z’ (z
Fnlzt) = % ai(" )’1-','(2'(5*))1 (3.3.1)

Los nuevos coeficientes serdn diferentes funciones de las nuevas variables, pero describirdn
las mismas propiedades fisicas del espacio. Si consideramos todas las posibles transforma-
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ciones de coordenadas de (z*) aplicadas a Ia métrica vj(z*) generaremos una cadena de
rretricas de laboratorio:
3zi (2*) B2I (z*
{Fmats! = 264 3 Fnnlsh) = I 25D e} (33.2)

Como cada métrica de laboratorio en la cadena describe las mismas propiedades
intrinsecas del espacio (no se pueden diferenciar por métodos fisicos), la cadena es identi-
ficada como un solo estado fisico. Considerando todas las posible cadenas generadas por
todas [as posibles métricas de laboratorio, una métrica arbitraria 4, (z°) debe caer en
por lo menos una cadena (la que ella misma genera} y no puede eatar en més de una.

Como cada cadena representa un dnico estado fisico, identificamos a todas las métricas
de laboratorio de una cadena en un dnico punto, en alglin espacio de geometrias. El
espacio resultante es el conjunto de todos los eatadoa fisicos distinguibles, conocido como
supcrespacio M(L) del Iaboratorio L. Como las coordenadas han sido ya eliminadas, la
flsica en M(L) es nutomaticamente invariante ante cambios de coordenadas.

En apariencia la Fisica se harfa més sencilla introduciendo M(L) como el espacio
de configuraciones en vez del conjunto de métricas de laboratorio, sin embargo, M(L) es
més complicado que el espacio de métricas, Los campos {‘y.—,'(z")} forman un conjunto
abierto en un espacio de Banach (en la topologfa C*) y por lo tanto tienen una estructura
diferenciable, hecho que los vuelve ideales para un anélisis dinAmico. Por otra parte, M(L),
siendo un espacio de identificaciones, comparte pocas de las propiedades de la variedad
{‘Ti,'(z")}. La mayor desventajr consiste en que no 8 una variedad, de manera que la fiaica
(ecuaciones diferencinles) no puede hacerse sobre ella.

Veamos ahora la razén por la cual M(L) poseé puntos singulares. Supongamos que una
métrica -1;; posee un vector de Killing, es decir, al hacerse una transformacién infinitesimal
de coordenadas a la lazgo de tal vector, la metrica nueva (vista como seis funciones de las
eoordenadas) 4/, tendré justo la misma dependencia funcional. Por lo tanto la métrica
se queda fija bajo la transformacién y ambas métricss se encuentran en correspondencia
isométrica. Puede incluso darse el caso que las transformaciones de coordenadas que
dejan la métrica invariante dependan de varios parimetros continuos, de manera que la
correspondiente geometria asociada a la cadena de métricas exhiba una simetria continua,
Dentro de la cadena de métricas se identificardn entonces a todas aquellas que tengan fa
misma forma como si fueran la misma métrica, por lo que la correspondiente cadena serd
mds corta que las cadenas ssociadas a geometrias con menos simetrias. Cuando la cadena
més corta esta asociada a un punto de M(L), una vecindad de este punto es diferente (no
homeomorfo) a vecindades de otros puntos. Estas geometrias simétricas son los puntos
singulares de M(L).

Presentaremos ahora al espacio de geometrias para una variedad 3-dimensional fija.
Este espacio de geometrias es el superespacio, M(m), de la variedad m, que serd una ge-
neralizacién del superespacio de laboratorios. El anflisis de un espacio de geometrias para
una unica 3-topologia es de interés, como se ha visto en los capitulos anteriores, para fa
geometrodindmica cldsica donde no se permiten cambios de topologfa. El superespacio se
construye como un espacio de 6rbitas (o identificaciones), cuyos puntos son clases de equi-
valeacia de métricas Riemannianas isométricas. El superespacio coincide con el conjunto
de estados que 86n flsicamente distinguibles.
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Enunciemos algunas definiciones:

DEFINICION. Se dice que m es Superespacial si es una variedad de 3 dimensiones sin
frontera, suave (c™), compacta, conexs, orientable y Hausdorff.

DEFINICION. Si < es una métrica Riemanniana C*™ en una variedad superespacial m,
eatonces a (m,) también se le denomina Superespacial.

Las condiciones de cerradura y orientabilidad tienen fundamentos meramente subjeti-
vos (llamesele Fé, Filosofln, etc.). Si la variedad m es superespacial, entonces denotaremos
por Rlem (m) al espacio de métricas Riemannianas C®, y como DIff (m) al grupo de
difeomorflsmos C™ de la variedad m que preservan la orientacién.

DIff (m) actua como un grupo de transformaciones en Rlem (m) por la accién de
puliback de métricas en Riem (m),

Diff {m)x Riem (m) — Riem (m) ,

donde la accién manda (f,7) — [*v, f € Diff (m), v € Rlem {m).

E! grupo DIff (m) serf el andlogo del grupo de transformaciones de coordenadas,
Riem (m) el espacio de métricas de laboratorio y la accién del grupo correaponde a la
transformacién de métricas de Iaboratorio bajo transformaciones de coordenadas,

Para una v fija en Riem (m), la accién encaja DI (m) en Rlem (m) mediante el
mapeo de érbita

o :Diff (m) —+ Rlem (m),
4(f) = 17 v Ia imagen de DIff (m) bajo la accién s la drbita por 7,

O ={/*v// € DIf (m)} .

Si dos métricas v y 7 estén es |2 misma Srbita entonces existe un diffeomorfiamo f
de m en sf mismo tal que ¥ = f°7, Esta es la condicién para que dos métricas sean
isometricas, por lo que dos métricas son isometricas 5i y solo 8i estdn en Ia misma érbita.

La accién de Diff (m) introduce una relacién de equivalencia en Rlem (m) y mis
aun, para cada 7 puede haber algunos difeomorflamos que dejen 4 fija, es decir, f*y = 7.
Estos difeomorfismos forman un subgrupo cerrado de DIFf (m), el grupo de isotropfs de
Is accidn,

L{m}={f// € DI (m), [*v=1}.

El espacio de 6rbitas de la accién, denotado por

_ Rlem (m)
Mm) = g m)

se obtiene al identificar (o colapsar) cada érbita en Rlem (m) a un solo punto en M(m).
Definimos Ia proyeccién de orbita,
M:Rlem (m) —— M(m)

como aquella que identifica a todas las métricas Riemannianas isométricas en una sola
clase de equivalencia,

La imagen de 7 € Rlem (m) bajo IT, 4* = I1{4), es Ia geometria de m asociada con
4, ¥ 7 representa a la geometria 4°.

81



DEFINICION. M(m) es el conjunto de geometrias de M, o el Superespacio de m.

Como un fisico puede determinar solamente propiedades métricas del espacio, las
métricas isométricas (sic) deben estar identificades con el mismo estado fisico, o dicho en
otras paldbras, los puntos del superespacio son aquellos estados fisicos distinguibles.

Una vez definido ¢l Superespacio podemos preguntarnos si Ia accién del grupo de
alguna forma induce una forma de separar 2 Rlem (m)de manera burda en una dase y un
espacio ortogonal, En tal caso se dice que se tiene un corte, Mas precisamente, un corte
en m es un subespacio ortogonal a Ia orbita que pasa por m, con 1a propiedad de que junto
con |a vecindad de la érbita llena completamente una vecindad de m,

Si tomamos a espacios como Rlem {m) en los que el grupo que actua es no compacto
y es de dimensi6n infinita, y ademds tratamos de verlos como generalizaciones de un haz
fibrado principal [21], entonces un corte seria el andlogo a una seccién local (la analogia
no es cotnplets ya que G no actua libremente).

Tenemos el siguiente teorema que asegura la existencia de tales cortes [20),

TEOREMA. Paracada~ € Riem (m), existe una subvariedad contractil § de Riem (m)
conteniendo a v tal que,

(1) feLM) = fS=5§
(2) /¢ L(M) => f'SNS=0

(3) Existe un subconjunto abierto @ de la orbita
que pasa por *, 1y, contenjendo a «y, y una seccidn local
T : Q — DT (m) tal que F(q,3) = (I'(g))" s
sea un difeomorfismo de Q@ x S en una vecindad abierta U, de .

Noa proponemos ahora a dar argumentos que sugieren que el supercspacio puede ser
extendido de tal manera que sea una variedad Riemanniana.

Una 3-geometria dada pude identificarse si se hace explicito el tensor métrico cova-
riante 7;;(z) en un sistema de coordenadas particular, De igual forma se puede especificar
dando el correspondiente tensor contravariante 7'/ (z) en el mismo sistema de coordenadas.

Podemos considerar a Riem (m) como una especie de variedad diferenciable funcional
con una dimensién que denotaremos despues de un abuso de notacién como dim{Riem
{m))= 8 x 0. La especificacién de un punto en Riem (m) dando las seis funciones
~ij(z) corresponde a la adopcién de un sistema particular de coordenadas en Riem (m).
Siguiendo este punto de vista, la accién de DIff (m) en Riem (m) se pucde ver como
difeomorfismos funcionales de Rlem (m).

iSe podrd dotar & Riem (m) con una métrica Riemanniana de forma que sea una
variedad Riemaniana? Para responder a {a pregunta, tomemos una variacién infinitesimal
C™ de una 3-métrica «,;(z) en m, que denotaremos por 8vy5(z).

Escribimos una expresién para Ia longitud de arco 6§ entre 106 puntos 75 y %5 + 675
en Riem (m) de la forma,

58 = / Bz / B2 G §oy Sy, (3.3.3)
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donde
b = Eviglx) o S = bqu(a'), (3.34)

¥ 5%t son un conjunto de distribuciones en M x M, construidas a partir de las funciones
~i5{z), sujetas a 1a restriccién de que sean invertibles, es decir, existe Gijir que patisface,

/9;,'".11":' g"‘""""'" &Py = 5” §(z,z') (3.3.5)

El siguiente punto que hay que supezar es el encontrar una métrica G para Riem

{m) que sea por pmyecclén sobre M(m) una métrica aceptable en el supereapacio, To-

dos d infinitesimales donde el punto 4;; en Rlem {m), uno de ellos

sobre la érbita que pasa por 7;;, que denotaremos por & vi;, ¥ otro desplazamiento que
sea perpendicular a la érbita, §) ;5. Tenemos entonces que,

Byriy = G+ Gy (33.8)

para algunas funciones infinitesimales ;. Ademas de el hecho que los desplazamientos
sean ortogonales tenemos,

= /d’: /d:zngiik'l' & 51k s

- Jesed [ s},

para £; arbitraris, y por lo tanto,
/9"1"‘"',,. Sy 2 = 0. (3.3.7)

Tomando a & como las componentes de un vector covariante y a loa {ndices no pri-
mados de la métrica §7*'" como aquellos de una densidad tensorial de peso 1 (22].

Los puntos 7ij ¥ 7y + §7; estdn sobre la misma érbita, mientras que los puntos i
¥ 617y estén en doa 6rbitas distintas. El cuadrado de la distancis perpendicular en el
punto vy entre las dos érbitas anteriores serd,

5,8 = /d’z /d’z'g"’.""' 855 6L Therr {3.3.8)

Si fuera posible elegir a §7*'' de forma que la distancia perpendicular (3.4.8) per-
maneciera constante al moverse a otras posiciones sobre 1as dos érbitas, tendrinmoa en-
tonces una estructura Riemanniana definida naturalmente en M{m). La distancis entre
dos 3-geometrias infinitesimalmente cercanas en M{m) quedarfa definida como la distsacia
perpendicular (constante) entre las correspondientes érbitas en Riem (m).
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La constancia de 5, §? queda garantizada gracias al siguiente argumento: témese un
elemento de DIff (m), /. La accién de f sobre los puntos iy ¥ iy + 617y consiate en
trasladarlos a otros puntos sobre ambas 6rbitas, a saber, a los puntos f*;; v f*6; ;; res-
pectivamente. El nuevo desplazamiento f*6, 7,y induce una nueva distancia perpendicular
dada por,

(F6.8) = / &Px / @2t (1 G9%) ([ bsw) () (3.39)

i 575V pudiera ser clegida de manera que Ia accién de DI (m) fuera isometria de
Riem (m), entonces esta distancia perpendicular, y por lo tanto todas [as longitudes de
arco, permanecerfon invariantes bajo la accién de DIff (m).

La condicién necesaria y suficiente sobre §7*'" para que las acciones de DIff (m)
sean isométrias de Rlem (m) es que Ia loagitud de arco (3.4.3} sea invarjante ante trans-
formaciones de coordenadas, Como 75 se transforma como un tensor covariante se sigue
que 5"“" debe transformarse, bajo la accidn de DIff {m), como una densidad bi-tensorial
de peso uno tanto en x como en 7.

Guando se cumple ia condicién anterior M(m) queda dotada de una estructura Rie-
manniana. Sin embargo, M(m) no se convierte en una variedad Riemanniana por el
problema que ya se mencion6 anteriormente en el sentido de que M(m) no es una varie-
dad. Afortunadamente el superespacio puede ser estratificado, es decir, que a pesar de no
ser por af mismo una variedad, se descompone en variedades de geometrias que poseén el
mismo tipo de simetrias. Estas geometrias tienen vecindades homeomorfas y por lo tanto
estructura de variedad. Las geometrins de grdn simetria estdn completamente contenidas
en |a frontera de aquellas geometrins con menos simetrias, por lo que una sucesién de
geometrias con una cieta simetls convergen a geometriaa con las mismas ¢ més simetrias,

Analizamos ahora Ia relacién entre las soluciones de las ecuaciones (3.2.9), las eolu-
ciones a las ecuaciones de Einstein y los grados de libertad del campo gravitacional. En
esta discusidn haremos frecuente abuso de notacién con el objeto de tratar de entender las
conecciones entes mencionadas, Las ecuaciones (3.2.9) representan un conjunto de 4 x co®
ecuaciones diferenciales funcionales de pritner orden, simultaneas en las 6 x 0o® variables
independientes ~,;{z). Su solucién general involucra 2 x c0® + 1 constantes de integracién.
Una es simplemente una constante aditiva. Por lo tanto, Ias ecuaciones de Hamilton-Jacobi
poseen 2 X oo famflias paramétricas de soluciones diferentes.

Supongamos que tenemoe una de esas soluciones y que ademés, elegimos un sistema
de coordenadas tal que 8ja N y las funciones N; son ciertas funciones de las =5, tales
que se transforman bajo Ia accién de Diff (m) como un escalar y un tensor covariante
respectivamente.

Cada punto de BRlem (m) define una curva unidimensional en Riem (m), que se
obtiene comenzando del punto en cucestién e integrando las ecuaciones de Hamilton. Como
todos los puntos de cada una de estas curvas define a la misma curva, se sigue que !a solucién
de las ecuaciones de H-J (junto con las condiciones coordenadas) define una congruencia de
curvas en Riem (m) dependientes de 6 x 0o® — 1 parémetros. Las ecuaciones de Hamiiton
{Einstein) son invariantes ante la accién de DIff (m), por lo que la congruencia se proyecta
sobre M(m) en una congruencia de curvas dependiente de 3 x 0o® — 1 pardmetros.
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Cada curva de esta tiltima congruencia representa tanto un espacio-tiempo solucién a
las ecuaciones de Einstein como una foliacién particular de tal espacio tiempo.

Elegimos una curva de tal congruencia y denotamos por 1 al espacio-tiempo que
genera. Sea U el subconjunto de M(m) que consiste de todas las posibles rebanadas 3-
dimensionales del espacio-tiempo (1. Entonces cada curva en la congruencia que intersecte
a U generard igualmente a {1 y estard por lo tanto ¢n U. Esto se debe a la completa
arbitrariedad de N y N, en la derivacién de las ecuaciones de Einstein a partir de las
de H-J, y del hecho que cada sucesidn de rebanadas de un espacio-tiempo dado se puede
obtener por elecciones apropiadas de los Lapee y Shift. Claramente, una vez elegidos éstos,
se fija la congruencia, y se restringe la clase de sucesiones de rebanadas a que las curvas
dan lugar. Sin embargo, cada rebanada de un espacio-tiempo se puede encontrar en por
lo menos una de esas curvas que genera a ese espacio-tiempo.

Este razonamiento sugiere [a idea de descomponer a laa congruencias dadas en haces
o manojos. Cada haz consiste de todas las curvas que generan el espacio-tiempo dade,
Por ejemplo, todas las curvas que intersectan al subconjunto U conforman un solo haz.

La dimensionalidad de U es co® ya que es el nimerc de funciones escalares N en m
y por lo tanto el nimero de cortes rebanadas posibles.

Como ¢ada curva que intersecta a U estd contenida en éste, ¢l conjunto U contiene
0o? — 1 famflias paramétricas de curvas., Cualquier otro haz contiene similarmente oo® — 1
familias paramétricas. .

Como cada haz en la congruencia corresponde a un espacio-tiempo distinto y como la
congruencia en sf una familia con 3 x 00® ~ 1 pardmetros, sc sigue que cada solucién a las
ecuaciones de H-J poseé una familia de 2 x 0o paramétros de espacios tiempos diferentes.
Finalmente, como ias ecuacionas de H-J poseén 2 x oo® soluciones diferentes, vernos que las
ecuaciones de Einstein poseén una familia de soluciones diferentes con 4 x 0o pardmetros,
que corresponde a los 2 x oo grados de libertad que poseé el campo gravitacional (2 por
punto).

Existe un nimero infinito de densidades bitensoriales §*'" entre las que ze podria
en principio elegir alguna para M{m). De la formulacién Hamiltoniana presentada en el
capitulo uno tenemos un objeto, la Supermétrica (1.3.63) con la que podremos definir una
Supermétrica en el Superespacio.

Eata métrica debe ser escogida de manera que la congruencia de curvas in M({m},
definida & partir de una funcién distancia S dada y una eleccién particular de de &¥ y Ny,
sea una congruencia de geodésicas en M(m).

Eligiremos sin pérdida de generalidad a las funciones Shift que se anulen,

Ni=0, (3.3.10)

ya que esta eleccién corresponde a una eleecidn de coordenndas {normales de Gauss). Més
aun, podemos imponer una condicién de tipo global sobre la funcién N, puesto que un
cambio de ésta simplemente significa un cambio en el pardmetro t. Eligiendo la siguiente
normalizacién,

Z/Nﬁ’kd’z =1, (3.3.11)
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Podemos multiplicar a la ecuacién

por 2NV ¢ integrar sobre la variedad para obtener,

fNG'.,u o d"z =2 /N VIR = %1, (3.3.12)
iy
es decir, 5 5
3.7 §
) e ———a = %], 3.
[d’z /d ' Gijv 67 THne (3.3.13)
Donde
Giypr = 2N Giju b(z,x'). (3.3.14)

Si elegimoa a § como Ia métrica de Rlem (m) entonces la ecuacién (3.3.13) se con-
vierte en la Ecuacién Eiconal pars Riem (m). Esta eleccién de la métrica garantiza
que el campo gradiente de S defina una congruencia de geodésicas en Rlem (m).

La tangente a una geodésica por cualquier punto estd dada por

dr
2y o /9.,k':-——l—d’ 3

5
=2NG, 3.3.15
Rl ¢ 4
Podemos observar que la 1ltima expresién se puede reeseribir como,
% = 2NG.,'H IH,
=2NK,. (3.3.16)

Expresién que es consistente con la interpretacién que se hizo en el capitulo 1 sobre la
curvatura extrinseca como una velocsdad normal. Para el sistema de coordenadas utilizado,
la curvatura coincide con la velocidad de la métrica, por lo que al parimetro o lo podemos
identificar con ¢.

Tomemos ahora las tres dltimas ecuacionas de Hamilton-Jacobi y reinterpretemoslas
en términos de lo que hemos visto. Tenemos

5 )
25Y o, 3.3.17
(6761' ] . ( )
de la expresién, s
lf‘1.‘, . N )
‘a;" =2N Gl;ll 6‘7‘1 '
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podemos despejar al momento de la siguiente manera,

6 1 cundw

&y, 2N do
— 144 dyep ’
=[g - [ oF R {3.3.18)
Por lo tanto, la ecuacién (3.3.17) se escribe como,

/g'i*'”U “_1:_“ &z =0, {3.3.10)

dypepe
En virtud de la ecuacién (3.3.7) tenemos que z:' es ortogonal a la orbita que pasa por

cada punto de Rlem (m), por lo que la Geodésica estd constredida a cruzar ortogonal-
mente a todos las Srbitas, de maners que el campo gradiente de § define en realidad una
congruencia de geodésicas en M(m).

Con este argumento se completa el circulo Iégico del presente trabajo, puesto que
hemos visto que de una formulacién Lagrangiana se puede pasar & una formulacién Ha-
miltoniana donde en e! Hamiltoniano aparece una métrica que da lugar a una ecuacién
de Hamilton-Jacobi que como se vio, es equivalente a Jas dos formulaciones anteriores,
y adem4s es el generador de campos gradientes que se relacionan con las Eiconales o
Geodésicas en el espacio donde estd definida la Supermétrica, mismas que minimizan la
accién expresada s través de tal Supermétrica.
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