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Introduccién

Es comin en las ciencias aplicadas como la Biologia, la Electrotecnia y
la Mecanica encontrarse con problemas relacionados con oscilaciones no
lineales. Para el estudio de tales problemas se requiere aplicar métodos
provenientes de la teoria de los sistemas dindmicos y de las bifurcaciones.

En la literatura aparecen muchos trabajos que modelan matemética-
mente, con éxito, el comportamiento de fenémenos correspondientes a las
ramas mencionadas anteriormente, y lo hacen mediante el emupleo de ecua-
ciones diferenciales ordinarias.

Por lo anterior, consideramos importante estudiar al menos uno de los
osciladores no lineales de amplia aplicacién en los modelos matemiticos y
que es el oscilador de Van der Pol (los otros son el de Duffing y las ecuaciones
de Lorenz). Con este trabajo se pretende mostrar, de manera compacta y
unificada, lo que es la teoria de los osciladores no lineales sin tener que
adentrarse en grandes volimenes dando a la vez los antecedentes necesarios
para su estudio y, finalinente, dar a conocer una de sus aplicaciones a otra
rama de la ciencia, la biologia.

El capitulo 1 presenta resultados sobre los sistemas de ecuaciones dife-
renciales mas simples: lineales con coeficentes constantes. En el capitulo 2
se demuestran teoremas muy importantes para la teorfa de las ecuaciones
diferenciales: existencia y unicidad de soluciones, continuidad con respecto
a condiciones iniciales y existencia de un intervalo mdximo de definicidn
de una solucién. En el capitulo 3 se definen el flujo de una ecuacién y
el concepto de sistema dinamico. Se demuestra que, en cierto sentido, cl
flujo de una ecuacién diferencial es un ejemplo de un sistema dindmico.
En el capitulo 4 se estudia la teoria local de estabilidad. EI capitulo 5
se dedica exclusivamente a la demostracion y aplicaciones del teorema de
Poincaré-Bendixson, que es una herramienta basica en el establecimiento
de soluciones oscilatorias de un sistema. Las principales caracteristicas del
oscilador de Van der Pol se exponen en el capitulo 6. Finalmente, el objetivo
del capitulo 7 es ilustrar brevemente una aplicacién a la biologia de la teoria
va desarrollada.



Capitulo 1: Sistemas lineales .
1.1. Definiciones y propiedades bdsicas .
1.2. Forma candnica real . C
1.3. La funcién exponencial de mamces
1.4. El retrato fase . . . . .
1.5. Sumideros y fuentes .
1.6. Flujos hiperbdlicos

Capitulo 2: Teoremas fundamentales .
2.1. Definiciones . .
2.2. Teorema de e\lstencm y 11I11C1dad . .
2.3. Continuidad con respecto a condiciones iniciales
2.4. El intervalo maximo .

Capitulo 3: Sistemas dindmicos
3.1. El flujo de una ecuacién dxferencxal
3.2. Teoremas sobre flujos
3.3. Diferenciabilidad del flujo
3.4. Definiciones .

Capitulo 4: Estabilidad
4.1. Sumideros no lineales
4.2, Estabilidad . .
4.3. Funciones de Liapunov
4.4, Conjuntos limite

Capitulo 5: El teorema de Poincaré-Bendixson
5.1. Definiciones
5.2. Lemas bdsicos .
5.3. El teorema de Poincaré- Bench\son .

5.4. Aplicaciones del teorema de Poincaré-Bendixson

Capitulo 6: El oscilador de Van der Pol

Capitulo 7: Una aplicacion a la biologia

Indice

WK

12
12
14
19
20

26
26
27
29
36

37
37
39
39
41

43
43
45
50
53

56
69



Capitulo 1

Sistemas lineales

1.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS

Definiciéon. Un sistema lineal de ecuaciones diferenciales es una
" ecuacidén de la forma:

x(t) = A(t)x(t) (1)
donde x(t) es un vector en R" y A(t) es una matriz en R"*". En otras
palabras:

21(?) an(t) an(t) -+ ain(t)
x(t)=| A(t) = api(t) azat) -+ aza(t)
.’L‘n(t) anl'(t) flnz.(t) .. anr;(t)

donde las a;;(t) son funciones reales de variable real continuas, definidas
en un intervalo de R. Una solucién del sistema (1) es un conjunto de n
funciones z1{t), ..., xn(t) diferenciables tales que la funcién vectorial x(t) =
[21(2),. .., 2 ()7, la traspuesta de [21(t),...,x,(¢)], satisface (1). (Tam-
bién se dird en este caso que x(t) es solucién). Se suele pedir ademds que
x(t) cumpla una condicién de la forma:

x(to) =x9 €ER" (2)

llamada condicién inicial.

El conjunto de soluciones del sistema (1) forma un espacio vectorial de
dimensién n.
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Definicién. A la matriz (1) se le llama la forma candnica real de T.

1.3. LA FUNCION EXPONENCIAL DE MATRICES
Para cada A € R"*" se define e? € R"*" como la serie:

.42 43 An
I+d+5r+5r++ 7+ (1)

Consideremos en R"*" la norma || 4|| = max<;, j<n{|A:;|}. Entonces
. SIS J
se tiene, para A, B € R"*"

HAB|| = |(AB)ig o | para algunos i, jo

< i [ diok||Buj, |
k=1

Aok Buj,

< D_NANIBI = nll 4l Bl
k=1

Para ver que (1) estd bien definido para cualquier matriz A4, defini-
m

mos Sp = P i—o thT*, y demostraremos que lim,,—.o(Sm)i; existe para
cualesquier i, j tales que 1 <i,j < n. Pues

m L. m k
\ A (A%)ij
sms=(23r) =2 %

k=0 k=0

¥y entonces

i AL)U Z—:_%__ i:: nk- I||A|| %g ”Il‘lu n”A[I

Por tanto Y ;o , —A——)—‘l es absolutamente convergente. Esto implica que e

estd definido para cualquler A.

Por lo anterior, dados cualquier vector x, € R"™ y cualquier matriz

A € R**" podemos definir una funcién x: R — R" como x(t) = e'4xy.
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entonces:
eA)

et =

(:‘A"

+B ALB

. ii) Si A y B conmutan, entonces e t? = e¢AeB,

iii) Si A = PBP~!, entonces e = Pe#P~!, donde P es cualquier
matriz invertible.

iv)
wk =|® b tA _ a]cosbt —senbt
4= [b a] v oe=e [senbt cos bt ]
v)
: 0
0 : .
A ' 0 = 14 ﬂ
= ) ) e = 3
10 2 o0
(n—1)t Z ot 0
Anélogamente:
.
| : tly 0
‘:y A= vl = et= ;I_
; I:Z 0 nwl 2 0
:" Vi GL th 0

Todo lo anterior se resume en el siguiente teorema:

Teorema 2. Cualquier entrada de la matriz ¢'? (y por tanto, cualquier
solucién del sistema de ecuaciones X = Ax) es una combinacién lineal de
funciones de Ia forma t"e® cosbt, t"e® senbt, donde a + ib es valor propio
de A, y n no excede a la multiplicidad de a + ib.

Demostracidn: Escribimos a la matriz A como A = PJP~!, donde J es la
forma canénica real de 4, y P es una matriz adecuada. Entonces, por las
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propiedades i)-v) de la funcién exponencial, las componentes de la matriz
e*’ tienen la forma descrita en el enunciado del teorema, por tanto también
las componentes de la matriz ¢! = Pe!Y P~! la tienen.

1.4. EL RETRATO FASE

Las ecuaciones diferenciales se pueden examinar también desde un punto
de vista geométrico. Notemos que cada solucién x(t) del sistema x = Ax
define una curva en R" parametrizada por {. Si interpretamos a la variable
t como el tiempo, la curva solucién x(t) describe el movimiento de una
particula en el espacio, que en el tiempo ¢ estd situada en el punto con
coordenadas x(t) y tiene velocidad 4Ax(t). En el caso n = 2, al dibujar unas
cuantas curvas solucidn, logramos una idea general del comportamiento de
todas las soluciones.

Definicién. A la curva que una solucion x(t) describe en el espacio R" se
le llama trayectoria, o bien caracteristica, del punto x(0).

Ejemplo. Consideremos el sistema:

X = 0 1 X
=10
La solucién general es:

RENGIE cost sent

x(t) = [mg(t) = _sent| 7| cost
y se cumple que z1(t)? + x2(t)? = ¢} + 3. Por tanto, en el plano z;z-,
la trayectoria de cualquier punto estd sobre una circunferencia de radio

v/} + c3 con centro en el origen, como se ve en la figura 1. Las flechas
indican la direccién de la curva cuando el pardmetro se incrementa.

1.5. SUMIDEROS Y FUENTES

Dado un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales ordinarias:
o) =anx; + a2+ -+ any

Lo = a21T + ao020 + - aTn

1

Ty = Qp1Z1 + Apala2 + -+ Apndn
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Figura 1
lo escribiremos en la forma matricial:

x = Ax (2)
Observemos cue la funcién constante x = 0 es siempre una solucién de (2).

Definicién. 0 € R" es un sumidero de la ecuacidn (2) si todos los valores
propios de A tienen parte real negativa.

Si 0 es un sumidero, el comportamiento de las soluciones de la ecuacién
(2) cuando t — oo estd bien determinado, en el sentido que expresa el
siguiente teorema.

Teorema 1. Sea 4 € R™"*", Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) 0 es un sumidero del sistema X = Ax.
b) Para toda norma en R™ existen constantes k > 0, b > 0 tales que

le! x| < ke™b!|x]

parat > 0, x € R". (Esto implica que toda solucidn x(t) cumple que
limy .o x(t) = 0)

Demostracion:
b) = a) Supongamos que A tiene un valor propio A = a + ib, donde
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Aqgui, 4 = [:‘3 _21] El polinomio caracteristico de A es A2 +4A 45y

sus valores propios son —2 + ¢, —2 —i. Por tanto, 0 es un sumidero de A.
La solucidn general de este sistema es:

_ Y 2cost BT 2sent
x(t) = cre {cost— sent] T e2e [sent—i—cost

y se verifica que lim;..0 x(t) = 0.

Definicion. 0 € R" es una fuente de x = Ax si todos los valores propios
de A tienen parte real positiva.

Tenemos un teorema anilogo al teorema 1 para fuentes, para demaos-
trarlo sélo necesitamos invertir las desigualdades en la demostracién ante-
rior.

Teorema 2. Sea A € R"*". Las sigulentes afirmaciones son equivalentes:
a) El origen es una fuente del sistema x = Ax.
b) Para toda norma en R" existen constantes L > 0, a > 0 tales que

o' x| 2 Le'*jx|

parat >0, x € R".

Ejemplo. Tomemos:

3 0 =2
4=1-1 1 0
2 1 0

Los valores propios de 4 son 2, 1+ v/2i, 1 —/2i. Por tanto, el origen es
una fuente del sistema % = Ax. Aqui, la solucion general es:

2005\/515+ \/§sen \/§t
x(t) = cret| cosv2t— /2sen 2t
cos V2t + 2\/§sen\/§t
V2 cos ﬁt—_?sen\/:?t 2
+eoel | —V2cos V2t — sen V2t | + czet | —2
2\/§cos\/§t—sen\/§t 1
Observemos que lim;_. o, |x(¢)| = oo si x(0) # 0, lo cual es implicado por
la condicidén b).
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1A
tA

se le llama con-
es una expansion.

Definicion. Si A4 tiene un sumidero en cero, a e
traccidn, y si cero es una fuente de 4| se dice que e

1.6. FLUJOS HIPERBOLICOS

En esta seccién consideramos un caso mds general que en la seccién anterior.

Definicién. e'? es un flujo hiperbélico si todos los valores propios de A

tienen parte real distinta de cero.

Claramente las contracciones y las expansiones son flujos hiperbélicos.
En cierto sentido, su estudio se reduce al de los casos mds particulares de
contracciones y expansiones.

Teorema 1. Sean A € R™*" y ¢! un flujo hiperbdlico. Entonces R"
tiene una descomposicion: R" = E° & E¥ en subespacios invariantes bajo
A, tales que el flujo que A induce en E® es una contraccién, y el flujo

inducido en E* es una expansidén. Tal descomposicién es tinica.

Demostracion: Sea B una base para el operador 4 en la forma candni-
ca real. Ordenamos a B de modo que la matriz en forma candnica tenga
primero los bloques correspondientes a los valores propios con parte real
negativa y después los correspondientes a los valores propios con parte real
positiva. Entonces E* serd el espacio generado por los primeros vectores y
E" por los segundos. Claramente R" = E° @ E*.

' Si denotamos

tA,

Como E* es invariante bajo 4, también lo es bajo e’
A|E® como A, y A| EY como A,, entonces claramente ¢! | B* = e
Por tanto, e'! | E° es una contraccién, y andlogamente ¢! | E* es una
expansién.

Supongamos que F* @ F* es una descomposicién de R™ con las carac-
teristicas deseadas. Sea x € F'°, entonces x = y+z, donde y € E*, z € £,
Como |e!4x| — 0 y |e!'y| — 0, tenemos que |e!!z| — 0. Pero !t | E
es una expansién, por tanto z = 0. Con esto demostramos que F* C E°.
De modo andlogo podemos ver que E* C F°, y entonces E° = F°. Con-
siderando e~'/, también podemos ver que E* = F¥. =



Capitulo 2

Teoremas fundamentales

En esta parte, empezamos a estudiar los sistemas no lineales, generalizando
los conceptos del capitulo anterior. En lo sucesivo, emplearemos J y U/

para denotar respectivamente un intervalo abierto de R y un subconjunto
abierto de R".

2.1. DEFINICIONES

Definicidén. Un sistema de ecuaciones diferenciales es una ecuacidn
de la forma:

x(t) = f(t,x) (1

donde £ : J x U C R"*! — R" es continua. Una solucién del sistema
(1) es una curva diferenciable x(t) definida en un intervalo J' C J tal que
x(t) € U parat € J' y con la propiedad:

x(t) = £(¢,x%(1))

para t € J'. Si se fijan de antemano tg € J y x9 € U, y x(t) cumple
ademds que
X(to) =xp € R" {2)

- decimos que x(t) es solucién del problema (1) con condicién inicial (2).
Si f es independiente de t al sistema x = f(x) se le llama auténomo.

En la siguiente definicién, denotaremos por f; a la funcién f;: U — R®

dada por f;(x) = f(¢,x).
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Definicidon. La funcion f(t,x) con dominio en J x U es de Lipschitz en
X si existe una constante I\ tal que

[f£(t,%1) ~ £(t,%2)] € K|x; — Xof

parat € J, X1, xo € U. En este caso I es una constante de Lipschitz
para f. Se dice que f eslocalmente de Lipschitz si para todo punto (t,x)
de J x U existen un intervalo cerrado Jy que contiene a t y una vecindad
Up de x tal que £ | Jy x Uy es de Lipschitz en X.

El siguiente lema nos proporciona los ejemplos mds sencillos de fun-
ciones de Lipschitz.

Lema. Sif(t,x) es de clase C'! (*), entonces f es localmente de Lipschitz.

Demostracidn: Sea (tg,%¢) € JxU. Sea Jy un intervalo cerrado tal que ¢ €
Jo C J. Si consideramos en L(R",R"*!) la norma: ||T|| = sup{|T(x)] :
[x| = 1}, el hecho de que f es C? significa que la aplicacién:

JxU — LR R?)
tal que (t,2) Df(t,x)

es continua.

Sea € > 0 tal que B.(x) =: Up C U. Sea K = max{|[Df(t,x)|] : x €
Up, t € Jo}. Como Dfy(x)u = Df(¢,x)(0, u), tenemos que A" > [|Dfy(x)||
para cualesquier x € Uy, t € Jy. Veremos que £(¢,x) con dominio en
Jo X Up es de Lipschitz en X con constante K,

Sean y, z € Uy, t € Jy. Sea u =z —y. Entonces y + su € U para
todo s € [0,1]. Definimos ®(s) = f,(y + su), por lo que & es una funcién
®:[0,1] — R". Por la regla de la cadena, se tiene: ®'(s) = Dfy(y + su)u.
Por tanto:

1 1
fi(z) — f;(y) = ®(1) — (0) = /0 ®'(s)ds = /0 Dfy(y + su)uds

(*) Una funcién de clase C! es una funcién tal que todas sus derivadas parciales existen y

son continuas, Un hecho equivalente se usa en la demostracicn.
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y entonces:

6(t,2) = £ Y) = J6e) = 6] = | | DECy + su(u)ds

1
< [ 1Dty + sl ds

1
< [ 108t + swillulds
0

1
< / K Julds
0

=K|lu=K|z~y| =

Observemos ahora que si x: J — R" (donde J es un intervalo abierto
en R que contiene a tg) satisface:

X(t) =£(t,x(t));  x(to) =0 (3)

integrando, tenemos:

t
x(t) = xp + / f(s,x(s)) ds (4)
to
Reciprocamente, si x(t) satisface la ecuacién integral (4), obtenemos que
x(to) = Xo¢ y que x(¢) = f(t,x(¢)). Por tanto, los problemas (3) y (4)
son equivalentes. La demostracion del teorema de existencia y unicidad se

basara en hallar una solucién a la ecuacién integral (4).

2.2. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Demostraremos una version del teorema que no es la mas general, pero si
suficiente para nuestros propdsitos.

Teorema. Sean f: JxU — R" una funcién C!, ty € J y xq € U Entonces
existen ¢ > 0 y una solucién tnica x: (to — c,to + ¢) — U de la ecuacidn
diferencial x = f(t,x) con condicidn inicial x(to) = Xo.

-~ Demostracién: Para xy € U escogemos una bola cerrada Uy con centro en
Xo ¥y un intervalo cerrado J' = [ty —d,tg+d] C J, d > 0 tal que f | J' x U
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sea de Lipschitz en x con constante K. Sea M una cota para f en J' x Ug.
Sea a > 0 tal que a < min {5, +}, donde b es el radio de la bola Up.
Sea Jy = [to — a,fo + a} N J'. Definiremos ahora una sucesién de funciones
{ur(#)} con dominio en Jp y codominio en R" del siguiente modo:

l U.(](t) = Xp
u(t) = xo + lf(s, ug(s)) ds

to

Suponiendo que ui(t) ha sido definida y que |ur(t) — xo| < b para toda
t € Jo (es decir uy(t) € Uy para toda ¢ € Jy), definimos

up41{t) = x0 + /t £(s,ur(s)) ds

Entonces: ' .
lllk.H(t) - X()l = / f(s, Uk(s)) ds
to
{
[f(s,uk(s))'ds
to
¢

< / M ds
ty

b
by l‘/-———:b
Ma < [M

Por tanto, la sucesién {u.{t)} estd bien definida.

<

IA

Ahora veremos que esta sucesién es una sucesién de Cauchy en el es-
pacio de funciones de Jp en R" con la norma del supremo.

Sea L = max;eJ, {ju1(t) — uo(t)}}. Entonces:

/tt £(s,ui(s)) — £(s,up(s)) ds

tua(t) — uy (t)] =

<K /t s (s) — ug(s)| ds

0

<akL
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Sean x,y: Jyp — U dos soluciones de (1) tales que x(#p) = y(0) = Xp.
Sea @ = maxsey, [X(t) ~ y(¢)]. Supongamos que |x(¢1) — y(t1)]
Entonces:

I
©

Q = [x(t1) ~ y(t1)| = / [(s) — (s)] ds

o

< /l [£(s,x(s)) — f(s,y(s))| ds

ly

151
< / I |x(s) —y(s)|ds
to :
<aK@

Como aK < 1, tenemos que Q < al{(@ es imposible a menos que @ = 0.
Por tanto:

x(t) = y(¢)
lo cual demuestra el teorema, tomando ¢ como el radio del intervalo Jy;. =

Observaciones. El teorema anterior tiene implicaciones interesantes
para el retrato fase de sistemas auténomos. Primero, dos trayectorias del
sistema % = f(x) no pueden cruzarse, como en la figura 1.

\\\ | d)
— 7
\Lf\

Figura 1
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Puessi :J — U, ¥:J — U son dos soluciones de x = f(x) tales que
®(t1) = ¥(t2), llegamos a que ®(¢,) no puede ser un punto de cruce, pues
definiendo la funcién ¥, (t) como ¥(ts ~ t; + t), tenemos que:

T (1) = Uty — t, + 1)
=f(U(ts — t, + 1))
= £(P1(t))

Por tanto, ¥; es solucidn, y ¥,(t;) = ¥(t2) = ®(¢;). Por unicidad, ¥y y
® coinciden en una vecindad de ¢,. Luego ® y ¥ no se cruzan en ®(t;).

Similarmente, una trayectoria no puede cortarse a si misma, como en
la figura 2.

O

Figura 2

 De hecho, si una solucién ®:J — U cumple ®(t;) = ®(t; + w) para
‘algunos t; € J y w > 0, entonces la trayectoria correspondiente es una
curva cerrada.
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2.3. CONTINUIDAD CON RESPECTO
A CONDICIONES INICIALES

El teorema de esta seccidn nos permite conocer cdmo se perturban las solu-
ciones al variar la condicidén inicial. La demostracién depende del siguiente
lema, que se usard varias veces a lo largo de este trabajo.

Lema. (desigualdad de Gronwall) Sea v: [to — a, 19 + @} — R continua y
no negativa. Supongamos que existen constantes C > 0, I > 0 tales que:

/t IKv(s)ds

to

v(t) < C+

para t € [ty — a,tg + a|. Entonces:
u(t) £ Cellt—tol
para t € [to — e, to + o].

Demostracion: Supongamos primero C' > 0y t > t5. Definimos

¢
/ Kv(s)ds
tg

Por hipétesis, v(t) < V(). Derivando, tenemos: V'(t) = Kuv(t), por tanto:

t
=C+ [ Ku(s)ds>0

to

V(t)=C+

V() Ku(t)

Vi) T V)

<K

de donde
4

<K
5 logV(t) < KK

luego, integrando:
logV(t) —logV(to) S K(t —ty) = logV(t) <logV(to)+ K(t—to)
Como V(t,) = C, tenemos, tomando exponenciales:

V(t) < Celili=to)
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y por tanto: ]
v(1) < V(1) < CeXli-t0)

Si t < g, entonces V{(t) = C — _[lto Kv(s)ds. Tenemos que

Vi) —Ku(t) . bd , £
= > - —_— 7 —
70 Ty 2 K= @ logV'(s)ds < /to Il ds
= log V(t) —logV{te) < ~LK(t — tg) = K|t — tq]

= ’U(t) < V(f) < V(to)eh'u-tol — Celylt—tol

Si C = 0, aplicamos los argumentos de arriba para una sucesién {C,} de
nimeros positivos que tiende a cero. Con esto se prueba el lema. =

Teorema. Sea f: Jx U — R" tal que K es constante de Lipschitz para f,
con t en el intervalo [tg — o, to +a] C J. Sean y(t), z(t) soluciones de x =
f(t,x) en el intervalo [to — a, to+ ). Entonces, para todo t € [to— a,to+ ]
se tiene: )

(1) = 2(t)] < |y(to) ~ 2(to)|e" 11!

Demostracidon: Sea v(t) = |y(t) ~ z(t)|. Como

¥(t) — 2(t) = y(to) — z{te) + / [£(s,¥(s)) — £(5,5(s))] ds

to

tenemos: ¢
Ku(s)ds

to

v(t) < vlto) +

Entonces, por el lema: ]
v(t) < v(to)e[‘“"f"I

como queriamos demostrar. ®

2.4. EL INTERVALO MAXIMO

A partir de este momento consideraremos solamente sistemas de la forma:
x = f(x) (1

Es decir, la aplicacién f que define el sistema es independiente de t.
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Lema. Seca f:U C R"™ — R" una aplicacién C'. Supongamos que dos
soluciones u(t), v(t) de x = f(x) estdn definidas en el intervalo abierto J
tal que tg € J y u(tg) = v(to). Entonces u(t) = v(t) para todo t € J.

Demostracion: Por el teorema de unicidad de soluciones, sabemos que
u(t) = v(t) en algin intervalo que contiene a t3. Sea J* la unién de
todos los intervalos abiertos Jy que contienen a ty v contenidos en J tales
que u(t) = v(t) para toda t € Jy. J* es un intervalo abierto (pues es unién
de intervalos abiertos con un punto en comin) y contiene a fy. Afirmamos
que J* = J. Pues si no, sca t; un extremo de J*. Entonces t; € J. Por
continuidad, u(t;} = v(t;). Por el tecorema de existencia y unicidad de
soluciones, existe J' un intervalo abierto centrado en #; tal que u(¢) = v(t)
en J'. Entonces u(t) = v{t) en J* U.J', que es un intervalo mds grande
que J*. Por tanto, J*=.J. =&

Lema. Con las hipétesis del lema anterior, para cada xq € U existe un
intervalo abierto mdxinio («a, 3) que contiene a tg en el cual estd definida una
solucion x(t) con x(¢y) = Xo, en el sentido de que si J es un intervalo abierto
tal que tqg € J v estd definida una solucién y de (1) tal que y(to) = %o,
entonces J C (&, 3). No se excluven las posibilidades o« = —co, 3 = 2c.

Demostracidn: Por el teorema de existencia, hay un intervalo que contiene
a to en el cual estd definida una solucién y(t) tal que y(to) = xo. Sea (a, 3)
la unién de tales intervalos. Definimos la funcién x en (a, 3) del siguiente
modo: Dado t € {«,3) sea y una solucién definida en un intervalo que
contenga a tp v a t. Entonces x(#) := y(f). Por el lema anterior, x estd

bien definida y es una solucién. Por construccién se tiene que (a,3) es
méaximo en el sentido descrito. ®

Corolario 1. Sea J el intervalo mdximo de la solucién x(t) tal que x(¢o) =
Xy y sea x(t;) = x;. Entonces J también es el intervalo mdximo de las
- soluciones y tales que y{t|) =y1.

~Demostracion: Sea J' el intervalo maximo donde esté definida una solucién

y(?) tal que y(t;) = y,. Como x(t) es una de tales soluciones, se tiene que
J C J'. Pero la contencién no puede ser propia, ya que se contradice la
maximalidad de J. Por tanto, J' = J.
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Lema. Sea f(#) una funcidn con valores en R" continua y definida en el
intervalo finito (a,b). FEntonces f se extiende a una funcién continua en
[a,b] si y solo si f es uniformemente continua en (a, b}.

Demostracion: Supongamos primero que f se extiende a una funcién con-
tinua en [a,b], entonces la extensién serd uniformemente continua en {a, ],
por tanto en {a,b).

Ahora, supongamos que f es uniformemente continua en {(«,b). Sea
{t,} una sucesién creciente que converge a b. Entonces {t,} es de Cauchy
en (a,b), y por la continuidad uniforme, {f(¢,)} es de Cauchy en R. Sea
¥ = limy—oo £(t,). Demostraremos en seguida que lim;_., (1) = y.

Sea ¢ > 0. Sea N > 0 tal que si n > N entonces |f(t,) — y| < ;
para £ sea é garantizada por la continuidad uniforme. Sea ¢, con n
y tn € (b— 6,b]. Entonces si t € (b~ 6,b}, tenemos que:

» ¥
N

[AYATILY

[£5) = 1 < [6(ta) = ]+ I8(8) = £(ta)] < £ +

:E

NN )

Por tanto, podemos extender continuamente £ a b definiendo f(b) = y. El
caso de f(a) se trata de manera andloga. =

Teorema 1. Sea f:UU C R™ — R" una funcién C*. Sea y(t) una solucidn
en un intervalo abierto médximo J = (o, 3) C R con 3 < oo. Entonces,
dado cualquier conjunto compacto I C U, existe t € (o, 3) tal que y(t)
no estd en .

Demostracidn: Supongamos y(t) € I para t € (o, 7). Como f es continua,
existe A > 0 tal que |[f(2)] < M para x € K.

Sea v € (@, 3). Demostraremos que y puede extenderse a una funcién
continua y:[y,8] — R". Por el lema anterior, basta demostrar que y es
uniformente continua en (a, 3).

Si g < t1, donde tg, ¢ € {(a,3), tenemos:

ty
/ y{s)ds
to

< [lnlas

< Mt —tg)

ly(t:) — y(to)l =
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donde M = maxyxe.|f(x)]. Por tanto, x* = y*. Por hipétesis, existe una
vecindad W de x* tal que f | W es Lipschitz con constante i'. Ademas,
existe un ntmero natural NV tal que x,,, y, € W para n > N. Por tanto,
tendriamos:

|f(X,,} - f(yn)l S. I\’ |xn - ynla n 2 ‘/V

fo cual contradice {2) para n suficientemente grande. &

Teorema 2. Sea f:U/ — R" una funcion C'. Sea y(t) una solucion de
x = f(x) definida en el intervalo cerrado {a,b], con y(ts) = yo. Entonces
existen una vecindad W C U de yo v una constante I\ tal que si zg € W,
existe una solucion z(t) también definida en [a.b] tal que z(to) = zp y
ademds:

ly(t) = 2()] < lyo — zoe” =" (3)

para t € [a,b].

Demostracion: Como [a,b] es compacto y y es continua, tenemos que
y{[a,b}) es compacto en U. Existe entonces ¢ > 0 tal que una vecindad
de radio 2e del conjunto y([a,b]) estd completamente contenida en U7. Sea
A la cerradura de la vecindad de radio £. Entonces, A es compacto, y de
hecho:

A={xeU|existet € [a,b]tal que [x —y(t)] <c}CU

Puesto que f es C!, entonces es localmente Lipschitz, por tanto tenemos
que f | A es Lipschitz con constante Ii.

Sea § > 0 tal que 6§ < ¢ y 6el't=% < ¢, Demostraremos que la
vecindad de yqo requerida es la bola centrada en yo con radio 8.

Sea zg tal que |zg — yo| < 6. Entonces zy € U, pues |29 — ¥(to)] < e.
Por tanto existe una solucién z(t) tal que z(to) = 2o y 2 estd definida en un
intervalo maximo (a, 3). Demostraremos que [a,b] C (@, 3). Supongamos
que 8 < b. Entonces tenemos que z(t) € A para todo ¢ € {«, 3). Pues de
no ser asi, existiria t* € («, 8) tal que z(t) € A para t € (a,t*] y 2{t") estd
en la frontera de 4. Pero entonces

¢
()= 310 < lao = ol + | [ Klats) = y(olds



Capitulo 3

Sistemas dinamicos

3.1. EL FLUJO DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Consideremos €l sistema
% = £(x) (1)

donde f(x) es una funcién C!, f:U C R" — R™.

Para cada y € U existe una tnica solucién ®(t) de la ecuacién diferen-
cial (1) con ®(0) =y definida en un intervalo abierto maximo J(y) C R.
Indicaremos la dependencia de ®(t) con respecto a y escribiendo:

B(t,y) := @(t)

Es decir, ®(0,y) =y.

Sea (1 C R x U el siguiente conjunto:

Q={(t,yyeRxU|teJ(y)}

Definicién. La aplicacién (t,y) — ®(t,y) es una funcién ®:Q - U, ala
que llamaremos el flujo de la ecuacidn (1).

Escribiremos frecuentemente:

®,(x) := ®(t,x)
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J(®:(x)), la solucién y*(r) = ®(r, ®,(x)) estd definida en (s — ¢,¢) para
alguna ¢ > 0. Por tanto, la solucién y(r) = ®(r — t, ®,(x)) estd definida
para r en el intervalo (s +t — &,t + ¢). Nuevamente z(¢) = y(t), de donde
como en el caso anterior, se tiene

B,(®4(x)) = (s, ®(x)) =y(s+t) =2z(s+1) = B(s+t,x) = Pspy(x) m

Teorema 2. El conjunto €} es abierto en RxU y ®:Q — U es una funcién
continua.

Demostracion: Sea (tg,xp) € §). Entonces la solucién ¢ — ®(t,xq) estd
definida en el intervalo J(x,) que contiene a 0 y a t5. Sea I = [a,)
un intervalo cerrado que contenga a 0 y a o contenido en J(xg). Por el
teorema 2 de la seccidén 2.4, existe una vecindad W de xg y una constante
K > 0 tales que para todo x € W, la curva solucién t — ®(¢,x) estd
definida en I y:

“I’(t,X) - @(t,){o)l < lx —_ X0|@I(M (l)
Por tanto, (a,b) x W C Q, de donde se obtiene que Q es abierto.

Para ver que ® es continua, sea {(f,,X,)}5%, una sucesién en  que
converge a (to.Xp). Entonces t, estd en I para n suficientemente grande,
y tenemos que:

|¢I>(t,,,x,,)—<1>(t0, xo)l < lé(tn»xn)"@(tnax0)|+lq’(tm xO)_Q(thXU)I (2)
Por la observacién anterior:
|® (0, Xn) = B(tn, Xo)| < |xn — xole™Mnl < |x,, — xp|eh max{-at}

entonces, el primer término del miembro derecho de la desigualdad (2)
tiende a cero cuando x, tiende a Xo. Como @(-,Xo) es diferenciable,
el segundo término también tiende a cero cuando t, — 5. Por tanto, @ es
continua. W

Si (t,x0) € Q, vimos que existe una vecindad W C U de xq tal que
txW C Q. Por tanto, ®,(x) estd definido para cualquier x € . Tenemos
entonces la funcidn:

tal que x — By(x)
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¥ que K es una constante de Lipschitz en x para f. Si x(t), y(t) son
soluciones de x = f(,x) y x = g(¢,x) respectivamente, definidas en un
intervalo J y x(tp) = y(to), entonces:

£ e
() — y()] < (e el 1)
parat € J.

Demostracion: Para t € J, t > 1y tenemos:

()= ¥(0 = [ 15(6) = 36N ds
= /i [£(s,x(s)) ~ g(s,x(s))] ds.

15}

Por tanto,
[x(t) - y(t)] € / |£(s,x(s)) — £(s,y(s)) | ds

+ [ 1o v(o) = glo (o)) ds

¢ t
Kix(s) —y(s)lds+ | eds.

to to

Sea u(t) = |x(t) — y(¢t)}. Entonces:

u(?) 51([ [u( ) + 1’] ds = u(t)+ £ T 1"/1 [u(s)-}--l%] ds

lo
En el caso de que ¢ < ty, considerando que

lo
y(t) - x(t) = / [i(s) - y(s)] ds

llegamos a que

, e € [t 1 €
u(t) + 7 < % + K /t [u(s) + ] | Ix A [u(s) + K] ds
Se sigue de la desigualdad de Gronwall que:
ilt—to]
ut+ g S

como queriamos demostrar. =
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se llama la ecuacién variacional de (1) a lo largo de la solucion y(s).

Sea y(s) una solucion de {1) definida en nn intervalo abierto J que
contienc al 0. Tenemos que A:.J — L(R"), definida por A(s) := Df(y(s))
es continua, pues es composicidn de las aplicaciones continnas y:J — U
y Df:U — L{(R"). Por tanto, para cualquier cnalquier uy € R”™ existe
una vecindad del 0 doude estd definida una solucién u(s) de (2) tal que
u(0) = up. Demostraremos ahora que si y(0) = yo € U ¥ up es pequetio,
entonces la funcion y-(s) = y(s) -+ u(s) es una buena aproximacién a la
solucién x(s) de (1) con condicidn inicial x(0) = yy + ug.

Usaremos la siguiente notacién: Para £ € R", denotaremos por
s+ uls. &)

a la solucidn de (2) que envia 0 a £. Observemos que u(s, « ) es una trans-
formacion lineal, por ser solucién de un sistema lineal. Si yo +£& € U,
denotaremos por

s = y(s.8)

a la solucién de (1) que envia 0 a yy + £. Es decir: y(s.8) = @ (ya + &).

Lema. Sea Jy = [a,b] C J un intervalo cerrado que contiene a 0 en donde
estd definida la solucion y(t). Entonces:

g (€)= y(8) — u(t.§)|
£—0 €]

para cualquier t € Jp.

Demostracion: Las ecuaciones integrales satisfechas por y(¢, €), y(t), u(t,€)
en [a,b] para & suficientemente pequenio son:

)= ) ds,
y(t) yu+/0 f(y(s))
Y(i»f)=)’0+§+/0 f(y(5.6)) ds,

t
u(t,&)=¢ +./0 Df(y(s))uls, &) ds.
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de donde:

t
9(t.€) < /0 No(s,€)ds | + Cele]

donde C = fob elslds, con b el extremo del intervalo Jy con mayor valor
absoluto. Aplicando la desigualdad de Gronwall, tenemos:

g(t, &) < Cse‘\'mlé' < Cfer’EI

Puesto que ¢ es un niimero positivo arbitrario, se obtiene que g(¢,£)/|€] — 0
como queriamos demostrar. ®

Teorema. El flujo ®(t,x) de (1) es una funcién C!, es decir, 3%/t y
0®/0x existen y son continuas.

Demostracion: Por definicién de ®, se tiene que
d®(t,x)/0t = £(®,(x)) = £(D(¢,x))

que es continua.

Sea (t,yo) € Q. Sean Jy = [a,b] y W como en los lemas anteriores,
tales que (¢,yo) € (a,b) x W. Entonces la derivada 0®(t,y)/0x es la
derivada de la transformacién @,: W C R” — R” en el punto yg. Es decir,
es la transformacién lineal L € L{R") tal que:

m |®(yo+ &) — ®i(yo) — L(E)]

=0
£—0 €]

Con la notacién del lema anterior, ®,(yo+£)~®:(yo) = y(1,€) - y(t).
Por tanto, D®,(yo) = u(t, ).

Ahora, para tener que ® es C!, debemos mostrar que la aplicacién

(@b)x W — LR
tal que {t,yo) +— D®(yo)

es continua. Pero esta es continua si y sélo si las aplicaciones

(@b)xW —  R"
tal que {t,¥o0) —  D®(yo)e;
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3.4. DEFINICIONES

Definicién. Un sistema dindmico es una funcién C!', ®: R x U — U,
donde U es un subconjunto abierto de R, tal que con la notacién ®(t¢,x) =
P,(x) se tiene que: a) ®o: U — U es la funcion identidad. b) &, 0 &, =
P, para s,t € R.

Ejemplo. Definamos ®(t,x) = e''x, donde A es una matriz constante.
Claramente ® es C! y ®@; es la identidad. Ademas:
‘bs("i't(x)) = *delix = elstt)dy q,s_H(x)
Por tanto, @ es un sistema dinamico.
Observacion. Dado un sistema dindmico ®, podemos definir un

campo vectorial f en R” de la siguiente manera:

f(x) = 4 P, (x)

dt),—o

Teorema. Sea f(x) como en la observacién anterior. Entonces, las curvas
definidas por y(t) = ®,(x), x € R", t € R son soluciones de la ecuacidn
diferencial auténoma:

x = f(x)

Demostracién: Es inmediata, pues:

d e By (x) = By, (x)
| w0 = pim St
= lim q)h(q)lo(x)) - @0(@10(}())
h—0 h
. d
= E tzoég(g’[o(x»

= f(‘plo(x)) n

Reciprocamente, segiin vimos en las secciones anteriores de este capi-
tulo, una ecuacién diferencial auténoma da origen a un sistema dindmico, a
saber, el flujo de la ecuacién, salvo que ®,(x) puede no estar definido para
todo t € R.



Capitulo 4

Estabilidad

En este capitulo introducimos los conceptos de estabilidad y de conjuntos
limite.

4.1. SUMIDEROS NO LINEALES

Consideremos la ecuacién diferencial x = f(x), donde f:U — R" es una
funcién de clase C! y U es un abierto de R".

Definicién. xo € U se llama punto de equilibrio si f(xo) = 0. En
este caso, decimos que Xy es un sumidero si todos los valores propios de
Df(xo) tienen parte real negativa.

Observemos que si xg es un punto de equilibrio, la funcién x(t) = xp
es solucién de x = f(x). Por tanto, si ®:Q — U es el flujo asociado, se
tiene que ®4(xp) = xo para cualquier t € R. Por esto, a los puntos de
equilibrio también suele llamdrseles puntos estacionarios.

Teorema. Sea Xo € U un sumidero de x = f(x). Supongamos que todo
valor propio de Df(xg) tiene parte real menor que —c, con ¢ > 0. Entonces
existe una vecindad W C U de xq tal que:

a) ®,(x) esta definida y en U para cualquier x € W, t > 0.

b) Para cualquier norma en R" existe una constante k > 0 tal que:

I@j(X) - XQ‘ S ke‘“[x - Xol

para cualquier x € W, t > 0. En particular, ®,(x) — X¢ cuando t — oc
para cualquier x € W,
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Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que xp = 0.
Definimos la matriz 4 como Df{0), y sea b > 0 tal que —b < —cyv -
es mayor que las partes reales de todos los valores propios de A. Por el
teorema 1 de la seccién 1.5, existe k& > 0 tal que:
’el.-\xl S ke—bflxl

para todo x y toda t > 0. Definimos g(x) = f(x) — Ax. Por definicién de
derivada se tiene que limx—o [g(x)|/|x| = 0. Sea £ = 232, Entonces, existe
6 > 0 tal que si [x| < 8, se tiene que x € U y |g(x)| < ¢]x].

Sea y(t) = ®(x), con |x| < £. La solucién y(t) puede representarse,
en donde esté definida, por

4
y(t) = e*x + / e(‘“s)"g(y(s)) ds
Jo

como puede verificarse al derivar, con lo que obtenemos

y = Ae!x + /o A= (y(s)) ds + g(y (1))

Por tanto, siempre que |y(t)| < §

ly(t)] < ke™*|x| +/01k6"’“'5)lg(Y(S))ldS
< ke x|+ ck /0’ e~t=9y(s)| ds
lo cual implica
ey (t)| < k|x|+ El.:/olebsly(s)lds
Aplicando la desigualdad de Gronwall (seccién 2.3, capitulo 2), obtenemos:
ey (®)] < klx|e™

Por tanto,
ly(t)] < klx]e**="" = ke~*'|x| < 6 (2)
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Como |x| < £ se tiene que y(¢) < & para todo t > 0. Entonces (2) es
valido para cualquier ¢ > 0. Con esto se demuestra b), y por consiguiente
a), tomando a W como la bola centrada en el origen con radio 6/k. =

4.2, ESTABILIDAD

Intuitivamente, un punto de equilibrio xg es estable si cualquier solucién
y(t} con y(0) cercano a X, permanece cercana a Xg.. Este concepto es muy
importante en las aplicaciones de las matemadticas debido a los posibles
errores en las mediciones.

Definicién. Sea xo un punto de equilibrio del sistema x = f(x). Entonces
Xg es un punto de equilibrio estable si para cualquier vecindad W de xg
existe otra vecindad Wy de xp tal que cualquier solucién y(t) con y(0) €
Wy es tal que y(t) € W para toda t > 0. Si puede escogerse a W, de
modo que limy_ y(t) = Xo, decimos que xq es un punto de equilibrio
asintéticamente estable. Si xo no es un punto de equilibrio estable, se
dice que es inestable,

Por ejemplo, un sumidero es un punto de equilibrio asintéticamente es-
table. Un ejemplo de un punto de equilibrio estable pero no asintéticamente
estable aparece en la seccidn 1.4.

4.3. FUNCIONES DE LIAPUNOV

El teorema de la seccidn 4.1. nos da un criterio de estabilidad asintética.
Sin embargo, es posible tener un punto de equilibrio xg que sea asintdtica-
mente estable, sin que se cumpla tal condicidén. Necesitamos por tanto un
método menos restrictivo para reconocer estabilidad, que daremos en esta
seccion.

Sea V:W — R una funcién diferenciable definida en una vecindad del
punto de equilibrio x¢. Denotaremos por V:W — R a la funcién definida
por:

V(x) = DV(x)(f(x)) = YV(x) - £(x)

Por tanto,

V= 5| V@)
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Entonces, si V(x) < 0, sabemos que V' decrece por la trayectoria que
comienza en X.

Teorema. Sea xg € U un punto de equilibrio del sistema x = f(x). Sea
V:W — R una funcién continua definida en una vecindad de xq diferen-
ciable en W\{xo} tal que:

a) V(xg) =0, y V(%) > 0 si x # xg;

b) V <0 en W\{xe}.

Entonces xo un punto de equilibrio estable. Si ademds:

c) V <0 en W\{xo}, entonces xo es un punto de equilibrio asintdti-
camente estable.

Demostracion: Dada W vecindad de xg, sea 6 > 0 tal que Bs(xo) C W.
Sea a el minimo de V en la frontera de Bs(xq). Por la condicidn a), tene-
mos que a > 0. Sea Uy = {x € Bs(xo) | V(x) < a}. Entonces ninguna
solucién que comience en U puede alcanzar la frontera de Bs(xq), ya que
V decrece a lo largo de trayectorias. Por tanto xo es un punto de equilibrio
estable. A ’

Alora supongamos que se cumple ¢), es decir, V' es estrictamente decre-
ciente a lo largo de trayectorias. Sea x(t) una solucion que comienza en Uy
sea {t,} una sucesién mondtona en R. que tiende a infinito. Supongamos
que X(t,) converge a 2o € Bs(xo). Esto lo podemos suponer, por la com-
pacidad de Bs(xo). Afirmamos que zg = xg. Pues V(x(t)) > V(zo) para
toda t, ya que V(x()) decrece y V(x(t,)) — V(2o), por la continuidad
de V. Si zg # xo, sca z(t) = ®,(2z¢) la solucién que comienza en zg. Para
cualquier s > 0, tenemos que V{®,(zo)) < V(zo). Por continuidad, para
todo y suficientemente cercano a zg se tiene que V(®,(y)) < V(zq) para
s > 0. Tomando y = x(¢,) con n suficientemente grande. tendriamos

V(x(s 4 tn)) < V(zo)

Pero ésto contradice que V(x(t)) > V(zp) para toda ¢ > 0. Por tanto,
Zp = Xg.

Ahora, si suponemos que liln;— . X(t) # Xg, podriamos construir una
sucesiéon monétona {t,} que tienda a infinito tal que x(¢,) no pertenece
a Br(xp) para toda n, con r > 0. Pero entonces ninguna subsucesién de
V (x(ts)) puede converger a V(xg) = 0, contra lo que hemos demostrado
arriba. Por tanto, lim;_, x(t) = Xo. =
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Por ejemplo, en la demostracion del teorema anterior se tiene que el
conjunto {Xo} es el conjunto limite de cualquier trayectoria que comience
en U;. En el proximo capitulo clasificaremos todos los conjuntos limite
posibles en los sistemas dindmicos bidimensionales,
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Definicidn. Una seccién (con respecto a f) es un segmento de recta
finito L tal que:

a) Todos los puntos de L son puntos regulares de (1).

b) En todos los puntos de L, la direccion del vector f es distinta de la
de L.

El siguiente lema proporciona las propiedades més elementales de las
secciones:

Lema.

a) A través de cualquier punto regular A = (2g,y0) en U puede trazarse
una seccién L que contenga a A en su interior, v L puede tener cualquier
direccion excepto la de f(wp, yo).

b) Cualquier trayectoria que interseque a una seccién L la cruza trans-
versalmente de un lado a otro, y todas las trayectorias que cruzan a L lo
hacen en el mismo sentido.

c) El conjunto

C={®(x)|a<t<b xcU}

cruza a L un nimero finito de veces, es decir, ®¢(x) € L para un nimero
finito de valores de t € [a,b] para cualquier X.

d) Sea A un punto en el interior de una seccién L. Entonces, dado
cualquier ¢ > 0 existe una bola T con centro en A, tal que cualquier
trayectoria que comience en x € I' interseca a L en un tiempo t(x), con
[t(x)] < e. De hecho, dada cualquier vecindad W de A podemos tomar a
I’ de modo que ®x)(x) € WN L para cualquier x € T

Demostracidn: Las demostraciones de a) y b) se siguen inmediatamente de
la continuidad de f. Demostraremos entonces c¢). Supongamos que existe
{t,}, n=1,2,... unasucesion de diferentes valores de ¢ tales que ®,,(x) €
L. Sean A, = @, (x). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢,
converge a tp. Sea Ag = ®,,(x). Por continuidad de @(-,x), se tiene que
A, converge a 4, y como L es cerrado, 4p € L. Si denotamos por Ag4d,
al segmento de recta que va de Ag a A, entonces {Ag4,} es una sucesién
de segmentos cuya direccién limite es la de la tangente a C en Ag. Pues la
direccién de Ay A, es la del vector 7:1—1—0-(3'(%) — 2(to), y(tn) — y(to)) que
tiende a (£(f0), #(20)) = f((to), y(to)) cuando n — cc. Pero como cada
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A, estd en L, la direccién limite es la direccion de L, lo cual es imposible
por la condicién b) en la definicién de seccidén. Con esto se demuestra c).
Para demostrar d), supondremos sin pérdida de generalidad, que 4 es
el origen y que L tiene la direccién del eje 2. Tenemos que las componentes
z(t, %0, y0), ¥(t, 2o, yo) de ®4(20,y0) son funciones de clase C' considerando
como variables a t, xg v yo. Ademds, por definicién de seccién sabemos que
0y(0,0,0)/0t # 0. Por tanto, usando el teorema de la funcién implicita,
la ecuacién y(t,xq,y0) = 0 tiene una tnica solucién continua t = (g, yo)
definida en una bola I' con centro en el origen. Puesto que ¢(0,0) = 0,
si escogemos I' de radio suficientemente pequeio, se tendrd |t(zq,y0)| < ¢
para (xo,y0) € I'. La ultima afirmacién se sigue de la continuidad de

®(t(z,y),2,y).
5.2. LEMAS BASICOS

En esta seccién supondremos que C = { ®4(x) | ¢ > 0} es una trayectoria
que comienza en x € U y que estd completamente contenida en un conjunto
compacto R del plano, que a su vez estd contenido en U/. En este caso, el
conjunto limite de C', que definimos en la seccién 4.4, y denotamos por C’,
debe ser no vacio, ya que para cualquier sucesién {t,} ue tiende a infinito,
la sucesién {(z(¢,),y(t,))} tiene una subsucesién convergente. Ademas,
claramente C’ C R.

Lema 1. El conjunto C’ es cerrado y conexo, ademads
1. 3

tl_i.rgd[(:v(t),y(t)),C'] =0 (1)

Demostracidn: Demostraremos primero que C’ es cerrado. Sea {A,} una
sucesién de puntos en C' que converge al punto A. Entonces, para cada n
existe una sucesién {s{}, que tiende a infinito tal que

lim (2(s1),y(s%)) = Au

k—oo

Por tanto, para cualquier n existe &, tal que Sp,>ny

d[(2(s ) y(sp ), An] < %
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Tomemos t, = s, . La sucesién {tn} tiende a infinito, y ademads:

1

cl[(.z:(tn),y(t,,)),.—l,,] < =

Por tanto, la sucesién {(z(t,),y(tn))} converge a 4, de donde A € C' y
C' es cerrado. '

Demostraremos ahora que C' es conexo. Supongamos que no, entonces

existen dos conjuntos A, N ajenos, no vacios y cerrados en C' tales que:

C'=MUN
Como C' es cerrado, M y N son compactos, por tanto existe entre ellos
) 1 y P

una distancia positiva 6. Tomemos ahora una sucesién mondtona {tn} que
tienda a infinito tal que

d[(2(tn), y(ta)). M) <
d[(z(ta), y(ta)), N] < para n impar
Si definimos u(t) = d[( (1), y(t)), M) — d[(2(1), y()), N], entonces u es

continua y cambia de signo en [ts,—1,t2,]. Por tanto, existe t/, tal que
tap—1 < th <ty paran=12 ...y

d(x(t), y(t), M) = d[(x(£), y(1})), V]

para n par

L (ORI

Ademas
6 = d[M, N] < d[(2(t,). y(t4)) M] + d[(2(t4), y(£4)), V]
= 2d[((t,), y(t,)), M)
= 2d[(2(t},), y(t,)), M U N]
Por tanto

l(a(t).y(1). M UN] 2 5 2

Ahora, la sucesién {(z(t,,),y(t4)) } debe tener una subsucesién convergente
a un punto (&, y) € C’. Por (2),

d{(z,§), M UN] >

fVE )

-~

lo cual es una contradiceidn, pues M UN = C’. Por tanto, C’ es conexo.
Finalmente, si (1) no se cumple, debe existir § > 0 y una sucesién {t,}
que tiende a infinito tal que

d(x(ta), y(ta)), C'] 2 6.

Entonces, como antes, existe una subsucesién de {(z(t.),y(t.))} que con-
verge a (I, §) € C', pero d[(z.7),C’] > 6, lo cual es una contradiccién. m
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Lema 2. Si C' contiene un punto regular 4 = (&, ), la caracteristica I’
que comienza en A estd contenida completamente en C".

Demostracion: Sea T'(t) = (Z(t), §(t)). Entonces.
(2(0), 5(0)) = (2. 7)
Sea {t,} una sucesién que tiende a infinito tal que
{®.(2(0).y(0)) } = (,7)
Sea x¢ = (z(0), y(0)). Entonces, para cualquier # se tiene

®(t, +to,X0) = ®(to, B(tn,%0)) — ®(t0,(Z, 7)) = (o)

Las demostraciones anteriores pueden generalizarse a mas dimensiones.
En particular, por el lema anterior, cualquier conjunto limite consta de pun-
tos de equilibrio vy trayectorias completas. De aqui en adelante los resulta-
dos en general sélo son vélidos en dos dimensiones, pues utilizaremos como
herramienta fundamental el teorema de la curva de Jordan.

Teorema. (de la curva de Jordan) Dada una curva simple cerrada
2
v:la,b} = R?

diferenciable por partes con imagen I', existen dos canjuntos canexos U,V
tales que R* = U UT UV, U es acatado (y se llama interior de ['), V es
no acotado; y cualquier curva continua que empieza en U y termina en V
intersecaa I'. =

Lema 3. Si una drbita cerrada interseca una seccién, entonces la interseca
en un solo punto.

Demostracion: Sea C' = {®(x) |t > 0} una trayectoria y L una seccién
tal que C' N L consta de mds de un punto. Veremos que C no puede ser
una trayectoria cerrada.

Sean x; = &4, (x), x» = ®,,(x) puntos distintos en la interseccién
de C con L, con t; < ty. Entonces hay un nimero finito de valores de ¢
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una sucesion mondtona infinita {t,} que tiende a infinito.

Sea A, = {(2(t.),y(ta)) }. Si 41 = As, entonces C es una trayectoria
cerrada, por tanto 4; = 4, para cualquier n. Ahora bien, el limite de la
sucesion {A,} (que es 4) debe estar en C'NL C CN L, por el lema 3.
Pero CNL ={A},portanto 4 =A4) = Ay =---,

Supongamos ahora #; $# 4. Por argumentos de unicidad, todos los
puntos A, deben ser distintos entre si. Por otra parte, la curva C no
interseca a L para t € (;,12), por tanto, el conjunto

{ (1), y(0) |1 € [t2, 1] JUTA;

forma una curva cerrada I' a la que puede aplicarse el teorema de Jordan.
Tenemos entonces dos casos:

Caso 1: Para t > ty, se tiene que C cstd en el interior de T'. La
situacién es la misma que en la figura 1 a la izquierda, con A; en el papel
de x; ¥ A5 en el papel de x3. Entonces, por el teorema de Jordan, el punto
Az debe estar en el interior de I'. Por tanto, A, estd entre 4, y Az, De
hecho, la curva C' debe cortar a L como se muestra en la figura, pues C no
puede cortarse a si misma y debe cortar a L siempre en el mismo sentido,
por el inciso b) del lema de la seccidn 5.1. Lo que resta del teorema se sigue
por induccidn.

Caso 2: Para t > t9, se tiene que C estd en el exterior de I', como en
la figura 2. En este caso, C no puede llegar al interior de I, y se aplican
los argumentos del caso 1 de manera andloga. =&

En la demostracidn anterior, observamos cue 4 es el tinico punto de
acumulacién de los 4,. Ya que al ser {4,} una sucesién “mondtona”,
sélo puede tener un punto de acumulacidn, que debe ser A, va que por
el inciso d) del lema de la seccién anterior, cualquier vecindad de 4 en L
contiene puntos de C, correspondientes a valores arbitrariamente grandes
de t, es decir, puntos de la sucesidn {4,}.

Lema 5. Ninguna seccidn L puede cortar a C' en dos puntos distintos.

Demostracidon: Supongamos y1, y2 puntos distintos en C'NL. Sean V, W
vecindades ajenas de tales puntos. Por el inciso d) del lema de la seccién 5.1.
existen puntos x; € V, xo € W de C correspondientes a los tiempos 2y,
to con t; < t;. Entonces entre los puntos x; y Xo hay al menos un y;,
1 =1, 2, o bien entre los puntos y;, y2 hay algin x;. Una consideracién
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Teorema 1. (Poincaré-Bendixson} Si C' no contiene puntos de equilibrio,
entonces C' es una trayectoria cerrada F.

Demostracion: Sea A un punto de C' y F la trayectoria que comienza en
A. Por el lema 2, se tiene que F' ¢ C'. Sea F' el conjunto limite de F.
Como C' es cerrado, F' C C'. Sea B € F'. Tenemos que B es regular
por estar en C’. Sea L una seccién por B. Por el lema 5, F' N L = {B}.
También C’ corta a L en solamente un punto, y como F’ C C’, ese punto
es precisamente B. Como B € F’, en cualquier vecindad de B existen
puntos de F correspondientes a valores arbitrariamente grandes de t, que
por el inciso d) del lema de la seccidén 5.1. se pueden llevar a L. Por tanto,
F corta a L, y como F C C’, se tiene que FN L = {B}. Por el lema 4, F
es una trayectoria cerrada, y por el lema 6, F=C'. =

Si C no es ya una trayectoria cerrada, entonces intuitivamente es claro
que debe presentarse alguna de las situaciones de la figura 3.

Figura 3

Definicién. Si F = C’, a F se le llama ciclo limite.

Los siguientes teoremas precisardn las conclusiones del teorema ante-
rior.
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Teorema 2. Con las hipotesis del teorema anterior, supongamos que C no

es una trayectoria cerrada. Sea A € F' = C’, L una seccidn por A y h el
) ) . g )

periodo de F. Sean A, los puntos de interseccién de C con L correspon-

dientes a una sucesion mondtona {t,} como en el lema 4. Entonces:

lim (t'l'H et tn) =h
n =0

Demostracion: Supongamos primero que A es el origen v que L estd sobre
el eje x. Entonces, si (2(¢,Zo,yo) y(t, %0, Yo)) = @+« 0, o), se tiene que
9y(h,0,0)/0t # 0, por definicién de seccidn, y y(h,0,0) = 0. Por el teo-
rema de la funcién implicita, existe una funcién continua o definida en una
vecindad del origen tal que ¢(0,0) = L y y(o(z0,%0),%0,%) = 0. Enla
notacién original, existe una funcion continua ¢ definida en una vecindad
W de 4 tal que o(4d) = h. Como A, — A, tenemos que a(4,) — o(4).
Pero o(A,)=tyy1 ~th yo(d)=h. =

La funcién x +— ®,(x)(x) considerada como definida en L y con valores
en L, es un ejemplo de una aplicacién de Poincaré. A cada punto de la
seccidn, la aplicacion de Poincaré le asigna el punto en qgue “regresa” a la
seccion.

Teorema 3. Supongamos que los puntos de equilibrio del sistema x = f(x)
son aislados y que C’ contiene al menos un punto de equilibrio 4. Entonces:

a) Si C' no contiene puntos regulares, entonces C' consta iinicamente
del punto A, y (x(t), y(t)) — A cuando t — oc.

b) Si C' contiene al menos un punto regular, entonces C’ consta de un
nimero finito de puntos de equilibrio {4,} v un conjunto de trayectorias
{C,.}, en donde si t — co, se tiene que cada C, se aproxima a un punto de
equilibrio.

Demostracion: Si C’ no contiene puntos regulares, por ser conexo se debe
tener que C’ = {4} y que C se aproxima a 4 cuando ¢ — oo por el lema
1. Si C' contiene un punto regular, entonces C’ consta de un conjunto
{A,} de puntos de equilibrio y un conjunto {C,} de trayectorias completas,
en donde {4,} debe ser finito, pues de lo contrario tendria un punto de
acumulacién, contradiciendo la hipétesis de que los puntos de equilibrio
estin aislados. Si algiin C? contiene un punto regular 4, sea L la seccién
por A. Entonces C'NL = {A}. Pero la trayectoria C. necesariamente
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corta a L (por el lema de la seccién anterior y el hecho de que 4 € C}), y
como C,NL CC'NL, setiene que CyNL = {4}. Por el lema 4 se deduce
que C, es una trayectoria cerrada, y por el lema 6, también C” es una
trayectoria cerrada. Pero ésto contradice la hipétesis de que C' contiene
un punto de equilibrio. Por tanto, C! consta de un punto de equilibrio al
cual se aproxima la travectoria C,.

Una observacién final de esta seccidén. Asi como definimos los conjuntos
limite de trayectorias, que en tratados mas generales se llaman w-conjuntos
limite, puede definirse el a-conjunto limite de la trayectoria que comienza
en X como

{y € U] existe una sucesién {t,} — —oo tal que &, (x) — y}
y se obtienen resultados anédlogos.

5.4. APLICACIONES DEL
TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON

En esta seccién, denotaremos el conjunto de w-puntos limite de la trayec-
toria que comienza en X como w(X) y el conjunto de «a-puntos limite de
la misma trayectoria como a(x). Claramente el conjunto limnite de una
trayectoria no depende del punto inicial.

Lema. Sea C un ciclo Ifmite, con C' = w(x). Entonces el conjunto:

A={y|C=uwy)}

es abierto.

Demostracion: Sea A un punto en C', y L una seccién por A. Consideremos
los puntos 4;, 45 ylacurva I’ de la demostracién del lema 4. En cualquiera
de los dos casos, la regién D entre la curva I' y la curva C es tal que la
trayectoria de cualquier punto en D estd completamente contenida en él.
De hecho, D C A, pues si z € D, las intersecciones de la trayectoria de z
con L estdn intercaladas entre los términos de la sucesién {A,}. Ahora,
siy € A, tenemos que ®,{y) € D para t suficientemente grande. Por la
continuidad de ®; se tiene entonces que ®,(x) estd en D para toda x en
una vecindad W de y. Por tanto, 1V C A, lo cual demuestra que A es
abierto. m
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X, € w(x) para todo n suficientemente grande y w(x) es cerrado, se tendia
que X € w(x}, lo cual implica que la trayectoria por x estd contenida en
w(x), lo cual contradice que la trayectoria por x es un conjunto distinto
de w(x). Sea entonces 7 la travectoria de x, que determina un drea S(v).
Suponiendo que el drea determinada por una curva cambia continuamente
al cambiar continuamente la curva, tenemos que lim, .o, S, = S(v). Por
tanto, S(y) = S. Entonces, la curva v no puede contener trayectorias
cerradas ni puntos de equilibrio, contradiciendo el lema anterior. =

Teorerna 3. Sea H una primera integral de un sistema dinimico bidimen-
sional (es decir, H es una funcion real constante sobre trayectorias). Si en
todo conjunto abierto H no es constante, entonces no hay ciclos Ifmite.

Demostracién: Supongamos que existe ua ciclo limite C. Sea x(¢) una
trayectoria que se aproxima a C, y ¢ = H(x(¢)). Por continuidad, H = c
sobre C. Entonces, por el primer lema de esta seccidn, se tiene que H es
constante en un conjunto abierto. @



- Capitulo 6

El oscilador de Van der Pol

- El propésito de este capitulo es exponer las principales caracteristicas
de uno de los osciladores no lineales mds importantes en las aplicaciones a
otras ramas de la ciencia. >

La ecuacién gue comtnmente se conoce con el nombre de oscilador
de Van der Pol es de la forma:

ite(x?~1Ni+a=0 (1)

Aqui consideraremos solamente el caso ¢ > 0. Si introducimos la nueva
variable

. 1
y =m+5(5:c3 ~ )
obtenemos el siguiente sistema equivalente

i:y—s(%xs—-x)

(2)

y=-x

Claramente el origen es el vinico punto de equilibrio del sistema. Ademas,
al denotar a (y — s(%ma —~ z),~2) como f(z,y) y a (z,y) como x, de
modo que (2) es el sistema x = f(x), podemos observar que, dado que
f(—z,-y) = ~f(x,y), se tiene que si x(t) es solucién de (2), también lo es
~x(t). Por tanto, el retrato fase en el plano zy es simétrico con respecto
al origen.
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A continuacidn, consideramos el comportamiento del campo vecto-
rial f(z,y) en cada una de las curvas y regiones anteriores, en donde &
y y tienen signo constante. (Ver figura 2).

+

4

g~ 4

Figura 2

La figura sugiere el comportamiento oscilatorio del sistema, que pre-
cisamos en seguida:

Lema. A excepcién del punto de equilibrio {0,0), cualquier trayectoria
cruza las curvas vt, v=, gt ¥ g, pasando por las regiones 4, B, C y D
en el sentido dextrdgiro.

Demostracion: Veamos la demostracion por casos:

Caso 1: Supongamos que x{0) = (0,y0) € vt. Como %{0) > 0, la
trayectoria (a(t),y(t)) = ®,(0,y0) entra inmediatamente a la region A.
Afirmamos que debe cortar a la curva g*. (Ver figura 3).

Pues si no, entonces la trayectoria estarfa contenida en la regién R

limitada por las curvas y = 2(0), y = &(4z — 2) y 2 = 0. Por el corolario

de la seccién 2.4, se tiene que x estd definido para todo ¢ > 0. Por ¢l
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X (O)

Figura 4

extiende continuamente. Pero ésto no es posible por la maximalidad de
(a,3). Por tanto, § = co. Ademds y{t) no estd acotada inferiormente,
pues de ser asi, x estaria acotada en un subconjunto compacto del plano,
y podriamos obtener una contradiccidn aplicando el teorema de Poincaré-
Bendixson como en el caso 1.

Tenemos entonces a la funcién @(¢) definida en [0,00), estrictamente
decreciente, con lim;_ ., 2(t) = 7. Por tanto, podemos definir una inversa
diferenciable ¢(z) en el intervalo (y,2(0)], ¥ luego a y como funcién dife-
renciable de = en el mismo intervalo. Por la regla de la cadena, tenemos:

dy y —a

de & y—e(lad —2)

Como |z(t)| estd acotada y lim;_.. y(t) = —oo, entonces se tiene que
. di 1
lim < = lim 4 =
z—ydr t—ocol

Por tanto, % se puede extender a una funcién acotada en [y, z(0)], lo que
implica que y(z) es uniformemente continua en (v, 2(0) ). Entonces, y(z) se
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puede extender continuamente a y. Pero ésto contradice que lim,_. y(z) =
—00.

Los casos restantes se siguen de la simetria del retrato fase. =

En lo sucesivo usaremos el siguiente lema elemental.

Lema. Sea f:[0,00) — [0,00) una funcidn inyectiva y continua tal que
f(0) = 0. Entonces f es estrictamente creciente. M

Para cada punto p € vt, ya hemos demostrado que existe un nimero
t1(p) con la propiedad de ser el menor nimero positivo tal cue ®,,(p)(P) €
v¥. Recordando los conceptos del capitulo anterior, como v+ es una seccién
con respecto a f, podemos demostrar que la aplicacién

o vt — vt
tal que p — ®,pp)

es continna. Por unicidad de soluciones, o también es inyectiva.

Lema. Sea p € v*. Entonces p es un punto fijo de o (es decir, o(p) = p)
siy s6lo si p estd en una trayectoria cerrada. Mas aun, cualquier trayectoria

cerrada interseca a v™.

Demostracion: Supongamos que o(p) = p. Entonces ®,,(p) = p para
algin nimero £; > 0, lo cual implica que ®(t + ¢,,p) = ¥(t,p), para
cualquier ¢t > 0, es decir, ®,(p) es una solucién de periodo ;.

Supongamos ahora que o(p) # p. Sea v* = vt U {{0,0)}. Tenemos
que o se extiende a una funcién continua o:v* — v* tal que ¢((0,0)) =
(0,0). Identificando a v* con el intervalo [0, c0) por medio de la coordenada
¥, podemos definir un orden natural en v* del siguiente modo: (0,2) >
(0,y) si y solo si z > y. Aplicando el lema anterior, obtenemos que o
es estrictamente creciente con respecto a ese orden. Por tanto en caso de
que o(p) > P, se tiene que o*(p) = o(c(p)} > o(p) > P, y en general
o™(p) > p. Por tanto, p no estd en una trayectoria cerrada. Lo mismo se
obtiene en el caso en que o(p) < p.

La tltima afirmacién se sigue del hecho de que cualquier trayectoria
distinta del origen interseca a v*. =

Usaremos la notacién siguiente. Para cada punto p € vt sea t2(p)
‘el menor nimero positivo tal que ®,,(p)(p) € v~. Definimos entonces la
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aplicacién continua

ot U+ — v
tal que P ~ @, ()

que podemos extender continuamente definiendo a((0,0)) = (0,0). Tam-
bién la aplicacién « es inyectiva. Definiremos ademas la funcién

& vt — R
tal que p + |ap)]?~I|pP?

Sea po el inico punto en vT tal que la trayectoria que comienza en py pasa
por el punto (v/3,0) (es decir, py = ®_,((v/3,0)) para algin ¢’ > 0). Sea
7 = |pol.

Para cada curva v:[a,b] — R? dada por ¥(t) = (2(t),y(t)) y cada
funcién F:R? — R, definimos

' b
/F(m,y) :=/ F(a(t), y(t)) dt

Si tenemos que dv/dt # 0 para t € [a,b], entonces y se expresa como
funcién de  alo largo de v, por tanto, se puede hacer el cambio de variable
z = x(t)

b 2(b) dt
Fz(t),y(t)) dt = Flz,y(z)) — dx
[ Pemsmya= [P g

x(b) Flz. ylz
/ F(z,y) = / —(;’Ty-g—;i)dx
5 z(a) 3‘/(

y de manera andloga, si dy/dt # 0 en [a,]], se tiene que
9 Fla(0).0)
Fla,y) = / T dy
»[7 O ey " dypa
Lema.

a)é(p)>0si0<|p|<r.
b) é(p) decrece mondtonamente a —co cuando |p| — oo, |p| = r.

de donde
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Demostracion: Sea 7(t) = (2(f),y(t)) con 0 < t £ ¢, = ta(p) la curva
solucién que une p € v* con a(p) € v~. Entonces:

6(p) = la(e)” - Ipl” = [ Zh(P

2
=2 (i 4+ yy)dt
o(: 1
= 2/ [(y - s(§w3 —a)) +y(-z)] dt
0
— /[2___ l‘(l"'?— . (if
=2/ ez z)dt
2 [, 2 2 2 2
= e / 2*(1)(3 — 2>(¢)) dt = —e/m“(B —a~)
3 Jo 37/,

Con ésto se prueba la parte a), pues en este caso se tiene que 0 < z(t) < V3,
v por tanto el integrando es positivo.

Ahora veremos el caso en que |p| > r. Dividimos a la curva solucién vy
en tres curvas vy, y2, v3 como en la figura 5.

)

P _

(O,ygj T

SN N

Oy /)]~

(&)

Figura 5
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Entonces
6(p) = 81(p) + 62(p) + 83(p)
donde
6i(p)=-§' / 2?(3 — 2%, i=1, 2,3
i

Puesto que y es funcién de x a lo largo de 71, tenemos

2 3 22(3 = 2?) 2 3 2%(3 —2?)
61(p)—§€/0 —_—d’l,/df (ll—gcl ——‘—""‘—y_s(%ma_m)dlzo

Notemos que cuando |p| se incrementa con p € v*, la funcién y—e(32%—2)
incrementa sus valores para (z,¥) € 71, mientras que x%(3 —z?) permanece
acotado. Por tanto, 6;(p) decrece cuando |p| — oco. De modo similar,
tenemos que §3(p) decrece en valor absoluto cuando |p| — oo.

Sobre la curva 79, ¢ es funcién de y y a(t) > V3. Por tanto:

Glp) = 5¢ [ =)= 20) dy = 3¢ [ al)(3-a%) dy <0
y

2

Observamos que cuando |p| aumenta, el dominio de integracién [y, ] se
hace cada vez mas grande y la curva 7o se mueve hacia la derecha. Por
tanto, &,(p) decrece cuando |p| crece, y de hecho limy,|_.o b2(p) = —co.
Esto completa la demostracién. =

A continuacién se enuncia el teorema principal del capitulo.

Teorema. Hay una solucién periddica no trivial de (2), y cualquier otra
solucién distinta del punto de equilibrio tiene como conjunto limite esa
solucion peridgdica.

Demostracion: Con la informacién del lema anterior, podemos trazar un
esbozo de la gréfica de la funcion 6(p). (Figura 6).

Por el teorema del valor intermedio, existe un tinico punto qp tal que
6(qo) = 0, por tanto existe un tnico punto qg tal que a(qy) = —qp. Por
la simetria del plano fase cada trayectoria cerrada de (2) se corresponde
con un punto q con tal propiedad. De ésto se concluye que existe sélo una
trayectoria cerrada no trivial.
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~ —f

Figura 6

Para estudiar el comportamiento de las otras trayectorias, definamos
la aplicacién B: v~ — vt tal que a cada punto de v~ le asocia la primera
interseccién de su trayectoria con vt. Notemos que ¢ = o, y por la
simetria, G(p) = —a(—p). Identificamos el eje y con la recta real, entonces
escribiremos p > q si p estd arriba de q. Por la unicidad de soluciones
y el teorema de Jordan, tenemos que la aplicacién o preserva este orden,
mientras que « y 3 lo invierten.

Tomemos p € vt donde p > qp. Como a(qg) = —qp, tenemos que
a(p) < —qo y que o(p) > qo. Ademds, §(p) < 0, lo que significa que
a(p) > —p. Por tanto

a(p) = B(a(p)) < B(~p) = —a(p) < p

Es decir, p > qp implica que p > o(p) > qp. De aqui se deduce que
{c™(p)} es una sucesién decreciente acotada inferiormente por qp. Sea q;
su limite. Entonces, por la continuidad de o, se tiene:

o(qi) = o( lim ¢*(p)) = lim o(c™(p)) = q
nN=——=0o n—od
Como qg es el tinico punto fijo de ¢, se concluye que q; = qp. Por tanto, la
trayectoria de p gira en forma de espiral alrededor de la trayectoria cerrada.
Si tomamos ahora p € vt, p < qq, se tendria similarmente que o(p) >
—~qo Y o(p) < qo, también 6(p) > 0 implica que ap) < —p, de donde

a(p) = B(a(p)) > B(-p) = ~a(p) > p
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De la ecuacion (4) se tiene que 29 = Acos7. Sustituyendo en (5) y efec-
tuando operaciones algebraicas se lega a que:

A3 A3
.1"1' + 2y = 2wy AcosT + [—-A + T] sen T + T sen 37 (6)
Como ml(i) debe ser periddica, tenemos que los coeficientes de sent y

cosT en el miembro derecho de (6) deben ser nulos, ya que tales términos
conducen a resonancia. De allf, se concluye que A =2,y que w = 1.

Con el método de lus escales de tiempo, se puede calcular también la
amplitud de la solucién de la manera siguiente.

Definimos nuevas variables Ty = ¢, T} = ¢t, Ty = &%t,... y supon-
dremos que la variables T; son independientes. Si F es una funcién de las
variables Tg, 71, T5,... entonces por la regla de la cadena

dF _ OF dIy | OF 4,

dt ~ 0Ty dt ' 0T dt
Si denotamos como D a 3‘17 ya a%. como D, laigualdad anterior se puede
escribir como

D=Dy+eDy+&*Dy+--- (7)

Sustituimos entonces (7) y el desarrollo = z¢ + c2y + - -+ en la ecuacidn

(1) escrita como
D2z 4+a2=¢(1-2%)Dx

obteniendo
(Do +eDy + ) (wo + ey + ) + (2o + €2y + )
=¢e[l=(vo+ex+ ) (Do+eDy+ )z +exy + )

Igualando términos semejantes con respecto a ¢ hasta primer orden, tene-
Mos:

Dz, + 21 = (1 = 23)Dowo ~ 2Do Dy 20 (9)

De (8) se concluye que z¢ = Acos(Tp + ¢), donde 4 y ¢ son funciones de
las escalas de tiempo posteriores a Ty, es decir Ty, T3, .... Entonces de (9)
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se obtiene lo siguiente, en donde se representa con una prima a la derivada
con respecto a 1.

D3z + ) = [24' - A + %AS] sen (Tp + ¢)
1
+ 2A¢ cos(Tp + @) + 1.43 sen 3(Tp + @)

Para evitar los términos que conducen a resonancia tenemos que

2

V14 Cle_Tl

24¢'=0 = P =cy

1
2A’—A+;A3=O = 4=

donde ¢; y ¢2 dependen de T», T3,. .. Por tanto, se tiene que si € es pequeiio

— cos(t + ¢2)

2
z(t) = wo(t) = e

y se concluye que |2(t)] — 2 cuando ¢ — co. La forma de la solucidn
periédica cuando el pardmetro £ es grande puede verse en Guckenheimer,

[1983].



Capitulo 7

Una aplicacion a la biologia

Una aplicacién importante de los osciladores no lineales se encuentra en la
cronobiologia, en los llamados ritmos circadianos.

En forma breve, diremos que los ritmos circadianos son fendmenos
bioldgicos de tipo periddico que se presentan en todos los seres vivos. Se
han definido como respuestas oscilatorias cuyas principales caracteristicas
son las de tener un periodo de oscilacidon cercano a 24 horas, ser susceptibles
de ajustarse a senales periddicas externas como la luz o la temperatura, ser
innatos, etcétera.

Ya desde los ailos 60, Kalmus y Wigglesworth (1960) y Klotter {1960)
identificaron a los ritmos circadianos con la existencia de ciclos limite, lo
cual empujé a los biomatematicos a emplear en la simulacién de tales sis-
temas osciladores no lineales, en particular, del tipo del oscilador de Van
der Pol.

Ruetger A. Wever, en la década de los anos 60, fue uno de los primeros
investigadores en usar un Van der Pol forzado que ajustd a datos experi-
mentales obteniendo buenos resultados.

De hecho, él usa un oscilador con pardmetros fijos (obtenidos mediante
experimentacion) del tipo siguiente:

» ]- 2 -2 . 3 2 . .
GHs YT =ty =i it (1)

donde el miembro de la derecha de la ecunacién corresponde a una funcién
forzadora, comiinmente de tipo periddico.

£STA TESIS HO OEBE
SAUR DE LA BIBLIOTECA
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En la figura 1, se muestran las soluciones obtenidas de la ecuacién (1)
cuando z es constante y por tanto # vy Z son nulas.

=

u

W oN
-}

o6

o
O~ NO-NO~-~NO=-NG -G =N =y

Figura 1. Se muestran 7 soluciones de la ecuacién (1) con diferentes valores
para la fuerza externa : que se sobrepone a la solucién de la ecuacién no forzada; los
diagramas superior e inferior representan soluciones que se escapan del intervalo
de oscilacién. Se ha dibujado, de cada solucidn, 10 ciclos sucesivos. Las dreas

sombreadas representan la “actividad” (arriba del umbral fijo en y=1).

Como se puede apreciar en este modelo, Wever usa un oscilador del tipo
Van der Pol forzado, donde trata de estudiar las propiedades que interesan
de los ritmos circadianos, como son: la sincronizacién?®, la estabilidad, el
enfasamiento?, etcétera.

Aparecen trabajos importantes en los ailos posteriores en los que se
trabaja con osciladores no lineales y sus diversos tipos de acoplamiento

1 . . e
Cuando las frecuencias de los osciladores forzador y forzado se parecen, la oscilacion del

forzado se hace igual a la del forzador
Se refiere a la recuperacién de la fase de un oscilador, en oscilacidén libre, después de una

perturbacién '
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para modelar los distintos aspectos de los ritmos circadianos. Destacan,
principalmente, los trabajos de A. Winfree y de T. Pavlidis quienes incluso
publican, por separado, libros al respecto; Pavlidis (1973), Winfree (1980).

Posteriormente, Eric L. Peterson (1980) trabaja con el ritmo circadiano
de la actividad del vuelo de un mosquito ¥ afirma que un oscilador Van der
Pol del tipo

F-ct(l=22)+z=0 (2)

simula, de manera razonable, el funcionamiento de un oscilador circadiano
en la oscuridad.

Hace notar que como todos los sistemas con ciclo limite son topolé-
gicamente equivalentes (ya que, como vimos en el texto, un Van der Pol
tiene un ciclo imite y éste es una curva cerrada, la cual es homeomorfa a
cualquier otra curva cerrada), y el estudio que hace es topolégico, trabajara
con un sistema que tiene ciclo limite circular y que es del tipo:

@ =y+ex(a® — 2% -y

(3)

i=—u+tey(a® -2t~y
Ambos sistemas, el (2) y el (3), tienen un ciclo limite estable y un punto
critico simple, dado cue el sistema (3) proviene del sistema en coordenadas
polares )
f=-1

P=cr(a® —1?)

donde se aprecia la afirmacidn, ya que r = @ es una trayectoria circular, si
T > a entonces 1 es negativa, lo que implica que r decrece, y si < a, se
tiene que i es positiva, por tanto r crece.

Resulta interesante observar que como cada punto, excepto el critico,
pertenece a una trayectoria que tiende asintéticamente al ciclo limite, el
plano fase se “particiona” en isocronas, Winfree (1973), que son el lugar
geométrico de los puntos que tienen la misma fase cuando retornan al ci-
clo limite. Las isocronas de un sistema Van der Pol tienen una forma de
“molinete” (ver la figura 2).

De esta figura podemos observar que las isocronas son lineas continuas
que emergen del punto critico y que cubren el plano. Guckenheimer (1975)



Una aplicacion a la biologia 72

Figura 2

prueba que esta distribucidn existe para los sistemas bidimensionales que
tienen un ciclo limite estable. En el caso que estudia Peterson en particular,
ciclos limites circulares, las isocronas aparecen como los rayos de una rueda
de bicicleta.

Peterson, en su articulo, estudia el efecto de la luz en el ritmo circa-
diano de un mosquito ya que la tnica prediccién, hasta ese momento, del
modelo con un simple ciclo Hmite era que un ritmo caracteristico deberfa
establecerse en la oscuridad dadas cualesquiera condiciones iniciales.

Con anterioridad, Bruce (1960) y Pittendrigh (1966), determinaron
que en contraste con el efecto de la oscuridad, la luz brillante, a menudo,
lleva a un oscilador circadiano a una posicién de equilibrio, lo que sugiere
efectuar una analogia matematica mediante un sistema con un solo punto
de equilibrio asintéticamente estable. Puede conjeturarse que el efecto de
las intensidades intermedias de la luz estardn suavemente graduadas entre
dos extremos.

Pavlidis (1968) predijo que en condiciones de luz continua tenue existe
un ciclo limite caracteristico de tal intensidad, que la amplitud del ciclo
limite es menor para intensidades luminosas mayores hasta llegar a un um-
bral de la intensidad luminosa en donde la dindmica cambia y el sistema
tiene un punto critico estable.
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En el modelo que presenta Peterson se observan las siguientes carac-
teristicas:

a) En cada intensidad luminosa el sistema tiene la misma distribucién
de “molinete”.

b) En cualquier intensidad luminosa dada, si estan definidas las iso-
cronas, entonces las nuevas isocronas también seran rectilineas y estardn
uniformemente espaciadas.

Todo esto significa que al deformar y torcer el espacio de estados de
manera adecuada tanto el sistermna que representa la oscuridad como el de los
sistemas que representan la luminosidad tienen aspecto simple. El sistema
que trabaja Peterson es el siguiente:

I

&= (y—b)+exfa® - 2% = (y - b)?]

2 2 4
j=-z+ely -0 -2~ (y~b)’] ()
con

a = exp(—kI)

b= yoo[l — exp(—kI)]

donde y« ¥ & son constantes 