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IHTRODUCCIOH 

En E:-1 arliculo "Sur les dif>lances des poinls des enscmbles do mesure 

posilive • r'und. Ma.th.1 <1920) .pp. 93-104 " Sto:-1nhaus probó que al 

conjunto A - B = ~ a - b J a e A , b t:: B ~ ~ un int.erv;d o 

con mtl'dida de Lt::l:..1:1sgue ¡:·os1t.iv;:.. 

ccnjunlo F' 
0 

) en [R Utilizando convoluciorlí6 , cm la prueba del 

Teorema de Sleinhaus moslrarerncs que la proyección medible de 

abierta • en la proyr:cci6n , S1empro que A y B sean 
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conjunlos ~con medida de Lebes.gue finita 

Ml?dia.nle ejemplas adecuados se muestra que los enunciados análogos no 

Vúrdaduros , cu.~ndo A y B l1 únt:n .:ur.bos la propi .::-d:..d de Bai re o , 

son conjunlos dt;: 1~>. ~"'gunda calegoria ,Sin emb.-=i.rgo , si suponernos que 

los conjuntos. A )' í3 pi:.sr:t'n , ~ l;i.s prop1t:d.::;.des a.nlt:riores 

.ornlonces l;t proy~cc1f!.n c~l•:-góric,l. c!e E lit-ne lnl!.o-rior ~ v;.cio . 

Finalmenlt:?,t.=-11 1.:-~ l•:.-rct.•ra. st?cción stio demostrará qtJe e-:<isle un conjunto 

residual E e :R • ccn medid.:; 7ornplola. , l.?.l que su proyecc16n lit!•ne 

interior ~ p;,.1-a C.3da funcién 11ne,:;.l f , t.-n conjunto~. 

Corno un Corol.:srio ur,¡.,c-rl.::i.nle , s~ sigu~ que tal conjunto~ contiene 

algún recl.~sngulo /:. :< B con A y B s.atisfacitmdo a alguna de las 

b) rr.t?.Jida. positiva 

e) propiEo-dJ.d df:!' 8."'lir·~ y d~~ la ~'?g1Jnda ca.le-goria 



GLOSARIO DE CONCEPTOS 

Conjunlo Uenso en ni11gu11~ p.::u·l1~ Un conjunlo S e [P.n se llama 

den.r;o CH\ lli1'1~lll1.::, fJ.1t•lf.• :<.i s n U + U piH'.'t cuaJquiet• COnjunlo 

pi.t.l'lt' . ( púl' t' jt-:lllpk.1 {J .>. 

E:-:: ~:iqu~l quf! 110 pued1~ 

l!!\'(•l'l.'~itl' COJIJO t111.:-t 1J11ió11 Cl..•l1l.dblt.• dt· (:!_•11j1111i.os t!PJ¡~(J~ f!ll 11i11r;un.a 

p.::wt.e. C poi• t> Jt..·mplo i:i~ , < BAmf.> ), 

A • cu.:tndo U S .;:. A 

ConJunlo F' 
0 

C:-; id tlldúu 1..:u1!.L~ti>l•_• dv C•)11jtJ11t...os CERRADOS . 

Cc111junl.o o
3 

Es )et inLt'l'Sl.'.'CCÍl°111 ~i,.·!~tl!k de• co11ju11los ABIERTOS 

Cunjuut...o r1 .. siúu"'l f:~ .:tqu"'I qutc- ~;,~; o cu11lie11a tJn conjuulu a6 

!JQ.DQQ. C fJOI• eji~mplo Jos 11·1•¿.¡t.:fonr.tles ) . 



n 
Pt·opied.:ld e.le Oa.ire Un conju11l.o /\ e tR se dice que tiene la 

donde O ~h: un c..:onjunt..o .'.~biertl!. y P e~ un conjunto de la Rr·ime.r.:::i. -

c.:tLt:!'~orla 

Convolucl6n ck~ funclonPs : Seétn f(s) y t;(X) 1~tmcionl;_'s int..er;:rabh,:a 

C?ll t.oi.Ja la t·ect.a Cnt.onces la función : 

hCs) = ( f • t;' ) ( X ) = J f ( S - y ) ~ ( y ) dy 

se 11.am.'.l l"' COX\'OLUGION d1i l.:..s fu11ciones: t' y r; . 

Función c.'lr.act.1~rlst.icd : S&.'111 X un esp~cio rn1;-dibli:.: y E e X ,entonces 

f si ¡: 

rE: ( ' ) = 

l o sl X e ¡: 

us u11.::t. fu11ciú11 ~ y sv le lla.llld función c~1·act.er1st.ica <lcl 

Espacio L z : Es t>l t-~pdcio de las funcJ01u;.s de cuddrc1tlo l nt..er;rab lo. 

uri éspi.tclo m8-dll;In X , est.o es , funciones 1 €•n X Lnles que : 



X 

F'IGV?.A 



En r;eneral, el ccmjunt.o R < C, E ) lo podernos vlsualizal" 

1. P1·opledaJes : 

.:)) Q < f E ) P ( 1' E > 

b> R < f E ) f' ( E > 

Dtmost.ración : 

.ct) Suponsamos que e -.= O ( f, E ) , enlouces , por definición 

\ ( n
1 

< íc..: íl E > ) > O , d~ tlon<le í1 < f en E > + 4' 

fc(lE+t· 

e ·: P < f, E > , 

Q C 1·, E ) e P < f, E > 

1.i) Aho1•a supollb<lll\os que,. e t R ( f, E ) , t-nLonces , 1io1• definición 

n 
1 

< fe n 8 ) t r.t• y .asi fe n E t ·t· 

co::P<f,E> 

R < f, E > .-::;: P < f, E ) . • 
EJvmplo t . Sr~itll A = V , A = i 3 } f<x> = x ( la l<lenl.idad ) , 

e11t.onc.:es t.~11€.•t11us quv 



E A A )( B 1'I { ( x, 3 ) € iR 

e; = ( 3 - X ) ¿ 0 p.::::tl'a X E Q , 

P<f,E>=C,QCf.E)<=r:,, y R<f,E)i;;r¡, ,dedond~ 

Q < f, E ) ~ P < C. E ) y R < f, E ) ~ f' ( f, E ) 

y 

/ 'f()():)( 

f 
rco1J: 1( ..-e l X 

J'JOIJRA 



Ejemplo 2 . Sean !' < x ) .,. " , b función idont.idad 1 y 

' ' E ~ { <x,y) " IR cx-1> +<y-~~>< t~ U 

U { <x,y> U< 1. i y ... -x + -1 • 2 .:o; ,.,: 5 4 ~ • 

Ent..01lc;í.>S t.enernos llllt:' 

~ C-4, 1+~J ,. P <C.E> , 

como po<lemos oliservd.1' en 1..:t sli;ulent.f~ ¡;r.Aflca : 

f'IOURA 3 

() 



OBSERVACIOliES : 

3) Q (f ,E) puedú ser un subconjunt..o prop 1 o de P Cf ,E) 

b) R <.f,E) puvdo subconjullt.o fH•oplo Lle P (f ,E) 

s~ poJr1.a pc.-os.:::ir , como lo h.:tce CEI>ER en (21, pó:.;111.a 207 , r¡ue Q<f,E) 

"llena." casi ~ P Cf,E) , en el senl.i<lo de tnE'dicla ($) , siempre 

r¡ue A. .z ( E ) > O • Sin 1?"mb.:11·r;o , osl.o no es ci€:'I'Lo , corno lo hizo ver 

A~ANTHARAJ.IAN 

Sean E = [ 1, 3 1 x [-1, O l U C 1, 3 1 ~ [ ·l, :l U 

2 

U j Cx,y) .a i?. 

y f < x ) = x , l.:• fu11cló11 i<Jetal.ld.:-u.1 l'.l'l1 tK 

Ent..onces l't!Sull..:i qu~ A.
2 

C E ) e1 ·I > O y , ~-trlr~111js , se Llene que : 

P (f,E) [-·4, ·I J rnii:nt..i·~ts que Q (f,f;) a. <-•1,-D U ( 1, •1 ) 

y l':st.e .!.!.2. "llE.>na" casi Lodo P<f ,E), l11l el SÚ'nt..ldo d~ lllt!Üld.:t, }-'.a que: 

C * ) : Sl~nifica qu·~ A.
1 

( f•Cf,E) - QCLE> ) =- O . 
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\ ( P<f,E) - Q<f,E) ) = \ { C-·1,-1 l - C<-·1,-D U < 1, 4 )) f = 

= >-, ( {-4 f U [-1, 1 l U { 4 f ) a 

• 2 +o 

y 

FJGUf...:A ·J 

¿ Qué p1·opiudaú!:'s de E 11os 6'L11·anLiza11 qt1r: Q(f,E> "lleno" casl t.odo 

P<f ,E> ? 

El aut.01• ANANTllARAHAN , t!TI ltl , Hfh·ma quH un.:1 condic16n nect:-sa1•J,:,e es 



~) 

proposición : 

, 
f'ROPOSICIOH LO : Si C e: rR LJcJw me<llda cwnipl~t..'t , entonces Q<f,E> 

P.D. >.
1 

( P ( C, E ) - Q ( f, E > > ~ O 

y 

y 

!'!OURA 5 

/rc<•>•mx<c 

/ x' 

cos Cl :: 
h 

-¡¡-

-ot h ;:: C CO& O(. 

X 



1 () 

Demost..1•ación : Corno E t.iene medida cornplet.a , eut.onces E t.ien~ medi 

e 
CERO • Por- el Teo1~e11w Je ~ Sdbc-mos qua Ex: t. i ene rnedt da CERO 

p;u'a Lod.;l x , except.o , t..;tl vr .. z , por un conjunt.o A llnual, t..:d que 

A
1

CA>=O. 

Al ,;Ir-ar t::l pl..'ino car•t.c:::i.:mo un tinbulo a= Arct.;in Cm) , t.e-ncmo::: que 

E se transf'orma 
e 

e 1 conjunto Eh 

e e 
E:, 

e 
t..r.:Jnsform.:. ton 1?1 co11junt.o ex E..:h ~con PCf,Eh) 1 

e e 
de donde E QC r ,Eh) 

'h 

Como ¡" mcdld;1 Ju Lcbes¡;UH J f1\•.:11• l at1 l..1.- L;1jo t·ot.ac iones • ont.onces 

e 
t.i;-nemos qta ... • ·' , ( f: ) = ). 

Aplica111.Jo 11u~v.~111t..>11l.r"" ul T1 .. ot·l~llla dt.- rubJni 1•.,..s:ull.¿,¡ que 

e 
>..

1 
( E:x ) :z O y i1o.Sl ),

1 
( QCf,Eh) ) "' U , piu•.;:1 todo Xh , u:i.:cept.o 

tal vez , poi· cunjur1t.o l l 11eiil Ah de rm,odlú..t CERO 

t? y , por l:i llno?alidad de In 

Ll"ansf'orm~cl611 • Q (í,F.> Llene t..:.111bión rm:dida cotnpleta on IR 

Puesto que Q Cf ,E) e: f' Cf ,E) entonces , en parLicuiar , Q <.r,E> 

l.it:!-ne tnodida comp l&t.il 1..·11 P ( f,E) y asi : 
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\ < P<f,l:D - Q<f,f;) ) =- O . • 

ut.t Jidad 

PROPOSJCJO~\ !.1 : S:."?~1n A y I.¡ ~\Jl•t:onJ1..mLo~ di"' tR , E el r~ct~fm~u!o 

A • O 

j) f• e f.t:.i ~ n - 1 tA) , 
'" p t.f,F,) ;;o +í(A)c~'r 

e) 1) ( f.i:!J J x., ( Anf~ 1 (D)) >O}· 

doode A y O ~ .. v11 cu11j1Jnf.u~ Hl',,.dil>les 

!::up<>11r;.:-i1n0s qu.-:- e .. ;;: P <f ,f:) , t!r1t.oricbs fe n E t •/.J ,de cl0nde se s1i;ue 

Como (J.., y) ~ f i.; , t!td .. 011cé1~ y "" f (...,.) + e 

X "d A y -= [J , y as i res u 1 t..:. 

que e = y - f<x> E B - fCA> 

P U,f:) e O - f(A) 



1 /. 

AlioJ•.:t. !:itJpons.;¡mos: qUl!' e E B - f(A) , enl.011cc..~s e es de la f'o1·ma 

y - f(>.:) • donde y € a y X .:;: A esl.o t·B • Cx,y) t E "" A X B 

pe1•0 e a y - f<x> y = r<x> +e • de donde <x,y> e re 

ex.y> E fe nE y .:S::il fe nE +.:i 
e G: P (1~ ,E> y , pop cOhF;i~uleot,e n - f<A> e P cr,E> 

f' Cf,E) = B - f(AJ 

' 
I' tf ,C) " ~ e "" -~ 1 r., n E: " ,¡. t . 

s~~ c.·.= P Cf,E') , 1•11Lor1ce~ se slbue que- ::3. (,..,y> 

(,..,y) Y. E = A " B 

Como Cx,y) 6 fe , enl.0111..:es y ~ f<.x) + e y ~.s:\ , p:-t.J•a c.ada x ..::; A , 

Lcw~mus qt1ci y t¡! O C pu""s "'°n c.-,jso co11l.t•ar·lo <x,y> "';'; E ) , e!:>l.o es , 

. 
y ¿: B 

"' f (X) + C € fl 

y , pot• cunsiculo11le , f<.A> + 1:: e ll 

e e ~ L: .¿- iR e + f <A> e lJ } 

e -: !?. ! e + f<A> e n' ~ 



. 

I " .1 

Inversarnent..e supon~amos que e E ~ e -: ::R J e + f(A) e B ~ , ent.onces 

. 
para cada x A , t..~nemos qut..t y ~ e + 1· (x) o 

PuusLo qu~ p.a.t•a CLl<l¿-t y e [l , Lt'Ti'.!nlOS" que y ~ B , cnt...oncas result..a 

que <x,y> ~ E .,. A x B 

. . 
e E P <f,E) y asi {e ~ 1 e + r<A> e n 

c+f<A>cB
1

} 

P1•ueba de e) : 

Como por <l8flnicl6n Q Cf,E> = {e~• [R j >.. 1 < TI 1 < fe O E>>> O~, 

Supont;éilll!Jb <-¡Ut" X ~~ n 1 ( f l.! n E ) ' ~11 LonCéS fe n E + </; de Jonde se 

slsue quu 3 <x.y> ·~ :r'. Ldl qwi Cx,y> 

Y <x,y) E E A 11 B 

Como Cx,y) € fe , t.,.nLonct;os y ~ fe (X) = f (x) + e 

Como (,..,y) ~ C ss A )( 0 , tt11Lonc8s X ..,; ,\ y El 



X E f'- 1
(8) __ e __ _ 

X'= A íl f"~ 1 CB> Y asl ns< rG nE) e A nf~ 1 CB) 

Per-o r <.'() ~.; l~ < r- 1 <B>> f (x) -=: B 
e e e e 

y = f (x) -= O 
e 

(X• y) ·~ f 
e y 

<x,y> G f 
e n E 

A n f- 1 <8> 
e e 

n ( f n E ) g . e 

1::f"(x)+c<eB 

<x,y> E f: ~ A . B 

y asl n ( f 
1 e 

n ( f n E ) . e 

A n f~ t CB) 

n E 

Entonces P cr.E> ~ ~ p;.il';t c:1da f1111c16n litu:"'aJ continua f , no 

idt:11Llca/llE<J1l.e 

Pr•uc:ba : 

) 

fCA) ef>: df.c' sut;;ur1t.ld cnt..ei;:or•18. y as1 lo t:-s t..amlilón la t.raslaci6n dada 

pot"' e + .f(A) 



IS 

Corno D ~s uu t.:onjunt.o 1·esidual , F-•nt.oncL•ti: su ~p 1 f:'lnent..o D , ü~ de 

Por c-1 inciso b) du la P1•oposlción 1.1 F.>itbJo<111os quB : 

Pero siendo e + fCA> co11ju11t..o de 1.:l se&unda cat..¡;¡l)ot~iu y D de la 

cl~ro quo e + f{A) ~ B 

. 
P cr,E> = ~ , de donde P Cf,8) e ~ 

PROPO$ICION t. ~1 : ~t.·;rn P. e R y f" función lir1t<dl y cor1t..lnu.::i 

Ent.011ces P <f,E) = r/• st y !.;ola s:1 E cont..Jene un conjunt..o denso 

PruelJa : 

P ( f, E) 
1 

"" { e E tí! 1 e + f (A) e D 
1 

} • { 

o 
+). Supon:;.:1mos ql1e P (f,E) = ~ , ent.oncE-!.i P (f,E) 

conjunt.o denso ~ , dt- donde.· se s J bUI:! que fe 



E conli~ne un conjunto denso d~ rectas p~ral&las a r 

f e E ) 
e 

4- ) • Supongamos qw-'° E conll""ne una familia dl;'n~a de r>-'.?cl:.i.~ 

par.'1.lela~ a f , •:nlonc~·s , liC:c>ne que 

? e r. 2) = { 

o 
li'.: ..:•$lO t=>S , P (f,E) 

LEMA 1 , !fa.y .l lo rn:.~ •.:c:-n;unlo~ abt=-rto·;. 

lli 

En ..:-t'i=-clo , p:..rit cc.d;., conjLinlo .:..blert.o U do'! í>? , si p ':::; U cntoncEt<:::. 

t::oXislen "1,b t~ 0 l;ilL•s qu,_,. p --::: C.:.,b) e U , y el conjunto 

E { e a. b) e IR I a, b e C f , 
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as llama.do una~ num~rable d8 l~ lopologia de ~ 

Si un espacio liene una ba?:;e nur.,erable D , la lopologla '"-. C famili;:i. 

da inlerv~tlos abiertos ) e~ de card!_r1alid.1.d menor o igual a e , ya 

que : 

11 

,:> e ¡p CB) j v J $ J ~ CB) J = 8 ° 

h.'ily ,t lo rn:.is conj1Jnlo$ -"bio::-rloz. 

G~ residuales o 

En tof~clo , cons1dt:oremo::. la .'iplic.:.t'=ión 

11 

) 

Final menl e como ~ - { r 

2 

"' u,, } n:• -------> 

11~ 
' e • y 

r:c.njunlo G
6 

res1dual para cada 

r -= íR y 1 { ~ - { r } ! r •.:: ~ } 1 = e , t:mlonci::s- hay vxac lamen le e 

conjuntos G6 residuales 
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DEMCSTRACI 01' 

Supon94mcs qti¿o O t .. !t:·nof.a .:i.l conjunlo de los nur.ii:ros raciona.1€.'S y 

0 a v -.. n s 1 en.pr •:J que u , v < ~ 

U j G •~ • D / g < 0 1 

1>~ l .• <;1y'.Jlt-r11.~1 .~fir111:0.ci~,11 

-+ , •• ,,,,.-, .. 

1; ó < e } 

En ... ~f,o'•:l..:·. :l ..,-;.:i~l.1~·1·.'i .~i' . .J'-ui:~ 1,:.cl . .:1 d1:_• l.i. formd v-" + ~ qu~ 

l~ndrla qut:f 

G A 



1 ~J 

Suslit.uyendo oblenemos ra~ + s = ªó e A , por consiguienle (J < ó 

Por olra. p.:ir lu , ra
11 

+ s = :i.6 

= ª(J E A , y asl 

.. 
ó < (l ., 

o 

!Jo o:-:isle inl€:-rSl!'cción dt;o A"' A cr"..1n r•;-cl.:,::; <lb> la forma y= rx + s • 

par.l. r,s E:; O 

?or co11sigui í:'nlr'1' l:l proy.:cc1ón de ,'",. ,.. A sobre cualquier recla con 

pendi i::.r.'...B r.::i.ci cn;ll y orcJunad.::i. al or i 98n r d.Ci on.'.i.l conli en'-=" números 

racionales y , pc.-r lo l.tt1lo , ~ cor,l1cn.:;o ningún 1nlt-rv;slo 
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S E G U H D A P A R T E 

\'.-111,0$ i\ t;>sludi.o.r las- p1·u¡..i1Hdndt.:s d-=1 PCf.E) y C.<í',E) cuando E 

; ¡¡; ¡p c..onliou.i. 

' tR lal que : 

e = y - fC:.U 

.J.~d.-... p,_1· ,.~ C.-:,y) - y - fC:·:) p;..ra 

y CE) i:.:o;r.p;.cto 

y - fe:~) ! C;-,;,y) ..: E ~ :::; 

~ 1 3 Cx,y) e En 1
0 

; e •y - fCxl 1 ?Cf,E) 

?C f. E) ¡:,.._<;. CQff,p.:.clo 



~I 

Si E ~es compacto , 1.. .. ntonces P !2.::. es necesar1amt:conl8' compacto como 

puede ¡¿.! siguienl"=' t>j~mplo 

z 
Ejemplo : S"-éan E :o { (:-:,y) -.= to? 1 x + '/ < 1 ~ y !'(:.-:.) ::=. :..: l~ 

identidad en. ~ 

P Cf ,E) = j e ~ ~ 

quo cor.1pi:1Clo ~n ¡,.o. 

f(,J = ;( 

f(<I: x.--1'[ 

---~x 

E={c>f,y1.;:; L?.
2

!x
2

• y 2 <t~ 

F'I GtJ;:~J~ 6 



Si E es un comp;,,clo y f conlinu::i. , escribamos P := P Cf,E) 

Entonces por la pro¡::..osicion ::i.nlerior , ? es cotr.pa.ct.o en {R 

Por ser ? compa.clo contiene a sus v.;oilores mb.ximo y mínimo 

Se.an .;.... inf P y (J :o_t.:p ? la.les v.'llcrcs 

.:1, (J J -- ::R por ,; Cc) -= .\
1

( l\C fe n E)) 

para e -E ( ,;,, (1 l 

Va.mos ·"l 

LEHA 1 • Par.':!. CtJ.':Llqu1t"r ~E:'C(:'~ll.!n 

Prui.::rba 

Cc1ns1d.,.rC:"mos VCp) un.a. ·1~ci11dad arbitraria de p 

es claro, i:-nlor1C8:7. , qt.:e VCp) n Ak + 9, par.'.:l un.:i. infinidad de k'a 

Poro .}:;;leo úll1mo implica quo p-: Ls t~lc 

Lema 2 E )) 



F p~r .:1. un núrr.-=-ro f i n1 lo de 

F' - •\, a pa.rlir d0 cierta n ~ . 

W 1.:1. d<:i.irüc.i•~'n .~r·l~.·r·1c.w ~l yu-= qu"-' 3 IJ lal que 

X.,¡ n 

}. (8) f < lim J 
' u F 

- ACB) - f, X ~ - ~ s >: lim .l..( ¡; 
N 

) 

F .. 
N 

).( rrm A ' . >- CF - 8) >.(F) - ),( 9) ~ ~( !') - l i '" ~ e BN) 
n 

íl 1 ( f íl E )) 



?-.ra cu:.ilquier ~uc,¿.~i6n '"K ~ de ccnjunlcs c,,.n un espacio métrica X , 

el limite ;.upurior 

Ls "k { X X 1 3 una :;;ubsucBsi6n '·, f de Ak y X A 
' 

par.'"!. 
' 

o:.:<.·.d.'l i l3l que X 

' 
~ :..; cu.,.ndo 00 f 

t.fir 1r,.:in,os qtJ•:.- Ls ~ e ,. n E ) e n . e f 
e n E ) . 

Supor:g.:..r;.o..-; 4u.: .,; L.::. í1
1 

C enlcrn:°"'s e:dsle subsucesión 

j e, f d~ e 
• 

t • .al que 

CL'IJ¡Q n, 1:-s l.'1 prim~-,.¡-.'i proy""cc16n • 

/ ·~ :i' . ' 

:e:-:\> ... e\ • y y.:. qu•::t runcit!m 

cc.•nv>?rg~ ,;s y f(:.:) .. e 

Pcr 

(X, y) E 

.·. e:.-;, y::. fe n E y ~s 1 :-: íl 1 C fe n E ) 



•• 1> Ce) >-,e n . ( f e n E )) ~"' . ( 

<=- ~ ( . 
;: í1fñ 

Ls n e f nE . e, 

iliñ n ( f . e 
k 

~ ( n ( f 

' ' e 
l. 

= ITffi 'Í' Ce ) 

' 

nE 

n E 

)) 

)) 

)) 

2 

') r. 
(.~ 

(Lema 1) 

(Lema 2) 

y as 1 ip es s1::-m1conl1 nua. super i cr como ~e ascgur .:-1.ba 

Ahora biün sl h~cen10~ Q :::: Q:í. E') = e .,::: ¡;: 1 1> (e) ) o } = u Q ,, 

en do11d1? 0. { e " 
¡;: ¡ .¡, Ce) :: l 

C.l.di1 nl'.Hni.:~ro n;:ilural 
" " 

p:.,.r ~' 

un cooj unt.o 

cc;::.::;¡_,!,.t:Io 2.. 21 (R , entone.tos 

Q Cf, E) 

llOT:.S 

a J Cr:rr~1dur.'.1 de Q (f,E) 

La concl u=;it!Jn ~ s.:~ pueCt:." a.mpl 1 a.r al c.;.$0 el qu·~ Q (f,E) sea un 

conjunto cer1-dclo , cc•m•:> !.e pued~ obst:-rvar el ejemplo dado en la 



?. (j 

s¿.cci6n 1 , figura 4 . En ésle lenla.mo~ que 

C<f,E) = C-.1, -!) U Cl, 4) 

En gi=ner:d, un conjunto ~ ~e put:-de t~:--:presar como un conjunto F 
0 

L J Cor,t.ir-.uid.:td de Lt fun•:ion <t· 



Tt:onl:.'mos qu~ E comp~1.r:lo y a$.1 P (f",E) 1 -3 ¡-;: ' 3 r;: J 

Por consi 9u1 t0:•nl e •t• : ( -3 .¡--¡-- . 3 r;: l ---+ :?. esla. dada por : 

h
1

C íl
1

C fe n E)) o , p.:.r;-i e e c-2 r;:, 2 r;:, 

;-, Ce) 

S.i11 '='mb:.r.:;:o , .!, c,.:c .. ccr1l1n•...1.:. 1-'~;.z-a. 

l-3r;:,-2r;:J u 

u 1 2r;:, 3r;:l 

rt-cldn.,;¡wl o ¡¡,,._·di b1 e E = A x B 

.:..Li•..-rt.;.; .J•: ;:·,:¡,E,:. f-'-"-I .... c.:..da. iunc1cn lln!i?.:il conl1nua no 

Pr11;,.~·ro .S'd.:i f(;..;) 

l?. pc·r l.:i COHVOLUCIOH de las funciones 

L 



(1) 4' Ce) 

Tenemos que x A Ce + y) xu C -y) = 1 ... > e + y t A y -y € B .. > 

y .-::;: -e + A y y .:: -B -+ y t C-c + A) n C-B) 

El inltograr.do Cl) ti•~ne FCr ~oporle el conjunto 

(-e -.. A) f) C -B) '/ 3S1 lunern::is qui:-

A 
1 

( C -e ... A) n C -8) l 

.·. ? C: e) > o "4 >-.,~e -e ... t..) l) e -a) 1 :,.. o 

ya quE:JO >~ t 

r e y.) = -:..: 
e fe(-:.:) = :·: -t- e -+ f- 1 Cf (- ....... .., 

e e 

;rn 

t""' lo .:;.nl&r1c.r i nt" l t?re qt;~ l 3. 1 r;,.'>gfjn 1 nver sa de a es la dada por 

r~'c a ' a 

,:, Ce) ;. O e:.-: f 'E.) C Propos1c.;lón 1.1 inciso e) 

F'Ut><Slo que 1• ~s conlinu"' , 'l'i'nt.cnct.:"s su ~oporte C..Cf,E) es un 

ccnju11lo ob1erlo 



m +O 
Poi· •::.Ol inci!.o (e) dt" la Pri::ipo:;.i.cit~ll l. l , len~mos que 

Q C f, E) = { e "~ >-,e ,\ n f~ 1 CB)) ) o } 

e., 
1 { G (R >-.,e A n --m e [l - e )) o } = 

tR A.
1
t 111( A n + C B - e )) l > O ~ 

= { e •..: :r'! \ >.
1
C mA íl C B - e )) ;. O ~ 

p.<ira complt.,.l."!.r 14 pr1Jt"b.<t 

CORCL/'.RIO 2. 4 : S'1?at1 A y 8 conjuntos m.,.,.dlbl""°s. i?. , con medida 

finil.l. pos1t.1v::1 , y 1 l!n.?:Ü cont.inu:. !25;' ~ • Entonces Q Cf.Ar.B) 

Prut-b.'1. 

conjunlo conl~blt> e ~ dt- r~ 

e.,.;¡ : T~ .. n""'n··-·;; qr;~ fe.(:.:) .:=. m:-: ... i:.: --t f~ 1 CCcC..<J) ~ f~ 1 Cm:< +e) ~ 

x;:. f~ 1 Cm:< +e) -++.ex - e) ""f~ 1 Cm t~:.-: - c)J ""e) 

~x.··c) f~ 1 C:.:-c+c) .. " ~:-:-e) f~ 1 (;.:) f~ 1 CB) -;.\-ca-e; 



:m 

Con esle- i"in , fl.j~rno::; un ~1Jbco11junlo conli'.:1.ble C , dc,-n:;o t-~n ll! • y 

~upongamos que Q n e ~ ~ EnlOl)Ct'S para c:ida e .¿ e lene-mos que 

:.; " A i f( ;.;) + e " 8 f ) o 

Por consiguionte 

E = { :' e J .. ¡ CCx) + e e B , e -= e } 

Pu0slo qua >-. 
1 
(A) o unlc-ncBs ~ s subconjunto ~ de 

;. - E: l•l qut:Jo " ($) > o 
' 

F'or l~ Proposic1ón l. 1 ::t) SJb~rnos qUt> ? (f .s . B) = B - f(S') y 

.'IS1. B - f(S) cor•lí~r.~ i.nt•.·rv:.lo , ..i s:=.bt:tr· , Q (f,S )( 8) , p.:;-r el 

Tt.0oCl'i:tlfld 2. $ 

C n CC. - ICSJ) + ,p lo cual significa que t:.-Xis.len 

:.;; A t ... l•.!-" q'J•.:! b ""f(s) ... e 

s -::: t.• lu cu,d e:-::. una cc,nt.r;,.dicci6n 

Q (f,A ."(U) cor1li8-nt3' un ifll(,,orvalu 

p.:..ra loso cu.:..~t:s =iguio.?r:.,. :..112-ndo v.';.lida la ccnclusión del Teor1.?tna. 2. 3 



a saber , que Q Cf,E) ~.::-a un subconjunto abi..:.-rlo dt.i P Cf,E) . Una 

posibilidad serian los conjuntes de~ 

Un conjur.to E :::<::> dice qu•.: lif:'íH:< l.:;. propled.td d•~ Dairt:.• , sl E = G A P 

dond& G 

calegor 1 a Lit c:l;..s"1 dtt le~ C'-nJUnlos que lif'..•ne:-n la propied.1.d de 

Saire ló'S la ~iqm,~-;.lgebr.·, gt>Jl'"°r.:,d.l. por le.•!:: cc11junlos abierto~:;; junLo 

con los ccnj1..:nlc!'; d._. 1~.,. pr1 r:.~·ra. c,:,,lL'-9t..!rl.::.,. E11 g""n(:'r al , l O!: 

.<.. J Si A y El ll.L-r,•:fl 1.1 proplod:td d.;;- Bair12 , enlorices l.:-1 

~.e.:.n A iitl conjunto 0 dtt le~ r1úm~ro:;:; r.:.cion.::tlt:.+S, a el conjunto I 

clu los 11Urr.o..:"ro:. irr:.c_;nr1.=1lt-·~ y l : ~ --- l2 una f unci 6n 1 i n-=-al y 

conli nua , d12-f i ni d.::t pr..'r fC :-:) !K y .'l.1 guna rn e li! . 

Por el inciso -") d .. ~ 1.::1 Proµc~l.Cl.ón 1.1 , lenE,,'troos qur:.• 

P C í, E) 8 - f CA) I - f( 0) 1 - m O • y asl resulta que 



¡ I si m = o 

P (f,E) i· - <D si /ti-= o y m +O 
{;! si me O 

P Cf,E) e I ~ieir.prc qu~ rn t:: G} y , por consiguiente , P (f,E') 

llene inli:rior YACIO 

b J Si A y 8 s.cn conjunl..o~ l.k· 1."l 5.t'..•gu:-ida calegorla. , 

nto0c1~sarl.lmenle !::.€:' sigue la conclusión 

del Teoreu.;i. 2. 3 , como p1H~de 

; Cu~ndo P Cf,C:) c':Jnlit•n8' un .inlerv.1lo? 

El ~iguii:-1·.tt" lt='or~m.3 ¡¡,.!il.:i.bl~c·~ cond1cicn~·s !':.uf1c112nl,_:,.s para lo:; 

conjuntos A y S 

propit:?d<:i.d de a.aire , y E A .>< B Entonces R ( f, E) + •/J par a cada 

función line~l continua no idénlicamqnlec-~ 

Prueba : 

$1.?an A = G ¿. ? y a = H h Q , donde G y H son conjuntos abi•~rlos 

y ? y Q son conjunlc.is d•.:t la primera calegorla 



Como por hipólesis A y 6 son conjuntos de la st-gunda. calegorla 

enlonct&s G y H r.o ~en vac1cs y :ts1 E.•:-dslt-n inlt-rvalos :tbierlos no 

vacios y t a.l l':s qu~~· :; e G y J e H 

li: • lt-nemos: qt..:t- : 

Cc+m.'U n 6 Lc..-mCG:.. F)) n (H ~ Q) [c-+CmG h. mP)l n CH b. Q) • 

Como E ::;. F' = CE - F) U C F' - E) , '2r1lc-nces: E ~ F ::> E - F' y as1 

tc+r:,(G - P)J n CH - Q) = 

te .. me G n P ) l n CH 0 Q ) 

(c ... rr.G) n (C"f"U.? ) f1 H íl Q 

::. íCc+mG) n H l 0 íCc•mP) n Q l 

((c .. rnl~) n H n íCc ... mP) U Q l 

[Cc ... r.;G) íl H l - tCc+rn?) U Q l 

Cc+mA) íl í:3 [(c;.mG) nH} - {(c..-rr.P) UQ] 

P~ro l.;-.nemos qur.! G :=;, Ce ... rr.G) :::-- Ce ... rrJ) y como H :::> J • ""nlorices 

resulla que 

Cc+mA) n B :::> tCc+m!) íl J l - (Cc+rr.P) U Q l 



.se sigue • erat.onc~s , que !?;dst.e un int.E-rva.lo .:i.biert.o O l.:i.l que para 

c~da e e; O E-1 conJunlo Cc+m!) íl J ~ un inf..,¿.rvalo no vacio 

Por COn$igu1.:.-t.Li:..- • .,.¡ conjunto (C"t;t.A) n B cont!une un !nli=-rvalo 

.abic-rlo , no v.'1.clo ~un conJllnto de la. prim<;:ra. calc-gor!a , es 

dlo'Ci r , p .... r ._1 c.;,.d._"'l e ~:: Ó el COílj Un lo (e +m/...) n D es; de l .'l. ~c .. gunda 

Cal~gor!a , t.:-Slo (e>$ , •~l CCílJUf"ll.o A n + CB - C) .__.5 l..tr.iblén de la 

d"3' la S""l]Unda c.alt'l'gorl.a 

d.,.- l.l. ~·.:"]'Jnd.1. c.:~t·.:gc·rl .... ~ , 

;) e ?. (f,E) y a.~i í! Cf,E) + r¡.. 



TERCERA PARTE 

En esla s1~cci~>n t;;tSlablE:-ceren·,os ..:.·l resul lado principal dtó-l lrab;:sjo , 

cor,l.inu.<as µut-de S.•:o>r ldt.•nll f1c.:.do con \?. . 

TEOREMA 3.1 : E>-:isle un ..::or1junlo r't'~idual 2 con medida 

donso d1:1 fun.:i..:it1·~·<... llnl:'..:.l""s 

?rud: .. a 

r G ~ , dufir111nos L 
in, r 

, 
Lm,r ::... ~ C;-:.:1) ..; J:: J :-: .::; ~ y= rr.x.,. r 

Como ~· 

f1Ja , ~1 conjunlo 

""~~ d~ ¡:·r l n,.;,or a ca •,o.:•gcr l ."i en :R y , a.dern.\s , 

t.hc.r;. bit-n , r:o1ioO .. .;.. wr11ón conl.<1.bl~ d~ conjun1.os cont.;..bles 



:rn 

contable , o:nlonct...•s. , al df".'fi111r : 

E t?:i lambién d~ 1:-+. prirr,o.?ra ca.lt-gorl-'!. tR y dt.> me-di da ct>ro 

O !':'l cc-nJunlo E ~onll"'°ne tm 

conjunto~ d'=" 1 .:icl.~s P<•r.::i.l<:!Lt::> .'.'!. y "" mx C y.a qu,,,. los racion.::tles 

!'or m:.n un conjunto d""n:::.o V: ) 

d.•.o- pé-ndJ."°"r.l·~ y ord .. :n.:;.da .:11 cr1g ... n 

r.:..c1on.:>.li:s • p~r ¡..._ Prc-posici6n l. 3 . 

e) pr opl 1;.d.'3.J do,,. B<ü r "=' y de 1 a. !:""gund.a. calegor 1 a 

Pr u~ba. 

s.:i.a E el conJ1.HllO G
6 

denso (rc,.!:1dual), construido e-n al T&orema 3.1. 



:u 

Supong~rr,o:i q11-: E ~~ un r~r:l.'.11gulo A !-! B dende A y B son 

c:onjunlQS G
6 

1.h.on!:.o~ ( r es.!.d1J,:,,l..,.s) c-nlonc.,.s por el Corol;"rio 1.2 

L cn.:m::;s. qUt.!' ? C f , í::) iJ! p.:.ira cada función lin&;;.l y continua. no 

~ lo cU.ll conlr~dic~ al 

Teor 1?fn.3. 3. 1 

21 "· 1;.1xit¡ • .,.¡,~ tJn r.:-ct:-..r.gulo A 

Q Cf, E) t.::1 :..uUccr,jL.:.n'_o ;d:-1L-rlc.i d•_• ? Cf,E) p.::-..r::i. cad;'l función 

lineal y conl11~1Ja f • nu idü11tic~-..m1::<1,Ltf 

? (f ,E) + .:,, , lo cu.:sl •.::; , nu.,,.v;,.rno:-r1L~t , una 

,\ y a siendo 

d~ 1.:i. ::€-gt.:rda c:..l•::"J·c:rl.'\ y t.·?:'lto:-r.do l~'\ prc·µit. .. rJ.::i.d d•.!< Bairi:- , enlences 

conjunt.o ~ O , disli.nto del t <'1 l que O <.:: R C f, E) 

Como R (f,iD e? Cf.EJ • t-r1tonct?s O e? (f,E) y a~1 P Cf,EJ + tp 

lo cual es und cor1tr.:t.d1cc1ón con úl Teorr.,.ma 3.1 



:rn 
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