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INTRODUCCI ON

En el arliculo “ Sur les distances des poinis des ensembles de mesure
positive . Fund., Math.1l (1S20)>.pp. 93-104 " , Steinhaus probd que el
conjunte A - B = { a-b j as A, beB } contiene un {ntervalo
sienpre gque A y B ctean subconjunteos medibles de la recta resl R,
con medida de Lebesque positiva

En el presente Lrabajo , basade en un articule de B Anantharaman y

JoP.lee o {11, esteblecerenos las condiciones bajo las cuales las

algunoes conjuntos plancs contienen ¢ no un inteéervalo

En la primera secclin establecemns las deliniciones y propiedades

£ de lay proysccic conjuntos planve , en las cuvales
=3

se bagsa el prezente trabajo

En la segunda parte probaremos

quer 1x proveccidn (proyeccion medipled

2

deoun conjunto compacte e B, wes compacta (reapectivamente un
conjunto Fu Jen R . Ulilizando conveluciones . en la prueba del
Teorema de Steinhaus , mostraremes que la proyeccién medible de

E = AxB es ablerta ., en la proyeceiébn , sienpre que A Y B scean



conjuntos medibles con medida de Lebesgue finita

Mediante ejemplos adecuados se muestra que los enunciados anil ogos no
son verdaderocs , cuande A y B tienen ambes la propiedad de Baire o
con conjuntos de la segunda categoria . Sin embargo , sl suponemos que

los conjuntos A v B poseen , ambos las propledadez anterfores ,

entonces la proyeccidn cateqgdrica de E Liene interior no vacio .
Finalmente,en la tercera seccidn oo demostrard que existe un conjunto
2

residual E <« B . con medida completa , Lzl que su proyeczion tiene
Interior vaclo para cada funcién linsal [, en un conjunto denso .
Coms un Corolario impertante , se sigue que tal conjunto neo contiene
algun rectsngule A x B con Ay B catisfaclendo a alguma de las
sigutenles prepredades

a2 G5 denzo .

b medida pogitiva

c) propiedad de Baire y de la segunda categorfa



GLOSARIO DE CONCEPTOS

Conjunito denso en ninguna parte : Un conjunte 8 < R"  se llama
denzo en ninguna parte =i S nU 4+ U para cuaiquier conjunte

ablerto  no vacio U

Confunto de L Imepa  categorias @ Bw

que  se puede
representar como la unidn coentable de conjuntos densos on ninguna
parte . C por ejemplo O 0.

Conjunto de ln segunda categeria @ Es aguel que e se  puede

eNpresar como una wulon contable de o

juntos  densos  en nfoguna

parte. ¢ por ejemplo B, (BAIREY ).

Conjunto de medida cero : Un conjunta A 2 !, { no necesariamente
acot.ada D, se dice que tiene medida cero , i para  cada & > 0

existe un

dee A, digamos, S‘. 5.

2 por un numero

contable de reclangulos , tales que el volumen total

@
z v C S\ ) € £ . Recovdemos ijjue

(£

soor Se dice gue cubren
4 cubren

A, cuande U S o= A

Conjunto Fa B da anlon contable de canjuntos CERRADOS .

Conjuntu G, : Es la inLerscccion o
&

Conjunto residual @ BEs aguel que  és o contiens un conjunto G‘5 -

denzo . ¢ por ejemplo los irracionales 2



n
Propledad de Baire : Un conjunto A = R se diece que tlene lta =
propledad de Balre , 51 s¢  puede éxpresar en la forma @ A = G A P,

dende G es un conjunto abierta y P es un conjunte de la primera -

calegorin

Convelucion de funciones @ Sean i)y g<xd funciones integrables

en toda la recta |, Entonces la funclén

h(x) = ( £ &£ £ > Cx D= f raex-yd>g Cyd>dy ,
se ama la CONVOLUCION de las funclones £y g .

Funcién caracteristica @ Sean X un espacio medible y E ¢ X ,entonces :

t =t x e E
r (x J = H

£ L D sit xekE
es una funcion medible y se le ilama funcion caracteristica del
conjunte E
Espacio L : Es e} espacio de las funciones de cuadrade integrable en

un espacio medible X , esto es , funciones  en X tales que @

J fFexran ¢ v
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En general, el conjunto R < r, E D

no  lo podemos visualizar

geométlricamente , de manera simple

{. Propledades -

a) QCf,E> = PCT

b RCF,ED> = PCT,ED>,

Pemostracion :

A Supongames que ¢ €  Cf, E ), entorices , por definicién @

AL CC n E > >> 0, de donde
1 1 <

> l'c n e Lo

ﬂltfcn E)+ ¢

ca P CfE D,
L QO ED>cecP O, ED

b) Ahera supongamos que < & R £, E ), entohces , por definfeién ,

tenemos que ﬂl < fc ne»> de la segunda categoria en R

ﬂ‘(‘l‘cnr—:)-i-q‘» v asi fan + %

W o ee P Cf, ED

RO, B>z P O, ED .

Ejemplo 1 . Sean A = @ , B = { 3 by f(xd & x € la identidad >

’

entonces tetemos que



[59]

2
E®w AxBau {(x,a)-:m | xe0 } v I‘c(x)-x"'c

Por otlra parte , f‘cn E  esta Jdado por

X+e=2d » c=03=-xD3a0Q para x € @ ,

y esi © o E P s oo e @
Por conslguiente , Lehemos que
P ACEY = G, QLB = ¢

2 ¢ v RACEY = ¢, de donde

QR EX>gPMPCI ED> vy

R(F,E)gi'(f,E)

Tiwyex

Texazn,

. A S

FIGURA 2



Ejemplo 2 . Sean  ( x > = x , la funclon ddentidad , ¥

2 z 2
Ea{ydeR | Cx=-1) + Cy=-2> < 1} U

9] {(x,y)ﬁi’r‘:ziyn-x'*»-&,zSa'S-% o

Entonces tenemos gue @

— —m
Q OB = RALEY = ¢ -7 2 |, 14/ 2 > og 4,14/ 2 1= P B,
como podemos cbgervar en la sigulente grafica :

foxazxegte VT

X

FIGURA 3



OBSERVACIONEYS :

ad Q (B> puede ger un subeonjunto Eroplo de P (B>

L) R «(L,E) puede ser un subconjunto propio de P <,E)

Se podria pensar , conmo to hace CEDER en [2], pagina 267 , que QCf,E>

“Ilena” casi todo P (L,E) , en el sentido de medlda (*) , slempre

fjue )\z CE>> 0. Sin embargo , esto no es clerto , como lo hizo ver

ANANTHARAMAN  on 111 con el sigulenle e jemplo

Sean E = (¢, 31«[-1,03 U 4, 231«04,351 U

2
U {GweR | xa2 y 05y<4}
y £ Ox 3= x,la funcidn identidad en R

Entonces 1esulla que )\z CEDd>= 4 >0 y, ademias , se Liene que :

PUE = (-4, 4 1 mientras que Q (FE) = 4 =10 U C 1, 4 >

»

éste no “Hena™ casl todo PLE), ¢n ¢l sentido de medida, ya que;
y ne

C % 2 : Significa que )\‘ CPCOLEY - QULEY 2 = 0,



f

)\. C PCOLEd - QUALED O = ,\| { =44 3 - -2 U1, 403 } =

ax (=4} U =1,13 U {4})>=

=2 +0.

B

[RETEFER]

fi{x)=xv1
foxaizx
Fiwy=n-g
/ flulzn-4
4 5

FIGURA -+

& Que propledades de B nws garantizan que  QUFLE) "llens" casl todo
PLOLEY 7

El autor ANANTHARAMAN |, en (1] , afirma que una condicién necesaria es



que E seds de medida complets . usando el hecho de que kz es IRVARIANTE
bajo rotaciones y el Teorema de Pubidni , cume se probard en la sigulente
proposicidn

z
PROPOSICION {0 : 81 £ <« R Llene medlda complets , entonces Q,E>

“flena” cast Lodo P (GEY |, en el sentido do medidas .

P.D.J\‘CP(A‘,E>-Q((‘,E>)=0

Y

Y $ cwrz=mxig
<

X'

fix1=mx

(=}

FIBURA &
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c

Demostracidn : Como E tiene medida completa , entonces E  tienc moedi
[

CERO . Por el Teorema de Fubini sabemos que E‘ tiene medlda CERD

para Loda x , excepto , tal vez , por un conjunto A lineal, tal que

)\‘(A>=0.

Al glirar el plano cartesiano un 4dngulo a = Arctan (md> , tencmoz que

c (4
E se transforma en el conjunte Eh )

< c c c
E =se transforma en el coh junto Ex ¥ E,‘ colncide con P(f,Eh) ’
x Al d~dclinied
h h
= [
de donde Ex o> O_(f.Bh) .
h

Como la medida de Lebesgue es {nvariante bajo rotaciones , entonces

[54 c

Leriemos que .\l € BED>= ).2 < Eh > = 0

Aplicando nuevamente ol Teorema de Fubini resulta que

< c
A < B > a0 ¥ Aast )\. < Q(’l‘.Bh) > w 0, para todo x

1
)

ho* excepto
tal vez , por un conjunto Hineal AL de medida CERO

Q(F.Bh) tiene medida completa «n Py , por la linealidad de !a
transformacidn . Q@ C(If.E> tiene tammbién medida completa en R

Puesto que ¢ C(f,E> < P C(f,E) , entences , en particular , Q (f,E>

Liene medida completa en P (f,E> y asi



>».‘ CPUOEY - QUOLEY O = 0, [

La slguiente proposicidn  establece propledades gque nos seran do

Gt g lidad

PROPOSICION 1.1 : Sean A y B subconjuntox de R , B el recténgulo
Ax DB y £:R ~—— R una funcion lineal cantfnua

Entonces

ay P OREY = R~ 1GR)
3 ’
by PAULEY =4 cald | e+ lCAd) B b e
- Ry e - BN
€r QB m e d | X CANSf B >O L.

donde A y B son conjuntos medibles |

Prueba de s>

Supeongamos g © = P F . BEY | entonces l‘c AE +# de donde se sigue

que 3 (kv & x‘u e, esto es , (X, y3 & f vy (x,y> % E

Como  CR,y2 % fc > wntonges vy = fIN) + c 4 a =y -~ [(x)

Por otra parte , (N,¥>» s E 2 A x B &+ N e A v yaB , vy asit resultc

que © = ¥y - f(x) = 8 -~ <A

P, EY e B - £CAD
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Ahora suponganos que ¢ € B - fCA) , entonces ¢ es de la forma @

Yy - f{xd ,donde ¥y 2 8 y X< A estoes, v eEBes AxiB

pero ¢ =3 ¥ = (%) o y = f(x) + e, de donde (N,9) & fc

(x,y)efcns Yy asi t‘an+Jz

ca P OB vy , por consiguiente , B - (A « P (F,ED

P EY = B - [CAY

Prueba de  b)

f
Tenemos ue PUrL,E) { c o R fc NE=¢®}

1
Sea o = P OLEY , entlonces se sigue que 3 (x,y) & o tal que

Ry) L E= AxB

Como  (nyd = fc » entonces Yy 8 XY + ¢y ast , para cada x5 A

Len:mos que ¥y & B puss en caso contrario  y) = E D) , esto es

Para cada N & A Lenemos gue y @ (x> + ¢ =« B,

’
y , por censigulente , A + ¢ < B .

ce{ue?|c+r(A)cU'}

s PUE c {ceR [atradrcn}
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,
Inversamente , supongamos que C € { c = R | e+ fCAY ¢ B ) , entonces
r

para cada x = A, Lenemos que y = ¢ + (x> =B

(x,y) = rc

’
Puustlo que para cada y < B, Lenemos que vy & B, entonces resulta

que (x,y) « E = A x B
. e ez tal que fan=q‘)

’ : ’
. e eP (rE) y asi {ceR [ e+ taden } « PU,ED

. f
PCAE) = 4 ¢ R |+ rfeAY cB } .

Prueba de e

Como por definicion Q (r.B> = { ¢ «® | )\’C TT‘< (’c ne» »o } ,
e " N - =1
entorices basta probar (ue ﬂ‘( fc n E )= A N fc [§: 5 TN
:

Supongamos Jue X e ﬂl( f’c NE > ., entonces fc NE & ¢ de donde sc

2
sigue que 3 (X,yY =2 B Lal que (8,yd = l‘c n E , esto es , X,y & I‘c

Yy Guyd) e E= AxB

Coemo  OL,y) = l‘c , entonces y = l‘c(x) = f(x) + o

Como (x> e BEm A x B, entonces X e Ay ¥y

i
w



I

Pero y=f x> e B = "¢ (> e £ B » xef (B
c o L] c <

woxe At yast Mor, nEY © Aprlta

Ahora supengamos que X 2 A f;‘(B). entonces X € Ay x < F:(B)
Pero x &
c

¢y s f -1 =
(BY =» fc(.\) o lc( fc (B> =» rc(x) < B «»

-yyut‘c(.\')eﬂ-'y'=r(x)+cr.s[i .

(x,yd ch y (x,y) €« E = A x B

(x,y)efcns ¥y asi xeﬂlcran) .
-1

.-.Anrc(B)cﬂ‘(fcﬂE) .

1

l'll(fan)nAnfc(B) . ]

COROLARIO 1.2 : Sean A de segunda categeria , B residual y E 2 A x B .,

I:?xn(.onces P OB R para coda Tuncién lneal continua ¢, no
fdenticamente cero

Prueba

Como [ es Hneal | entonces 0 preseryva a los conjuntos de segunda
categoria ,en particular, siendo A un conjunto de segunda categoria ,
(A es de segunda categoria y asi lo es tambien la traslacién dada

por o + rCAd



B
Come B es un conjunto residual , entonces su complemento , B , e de

la pr([_nera cibegoria
Por el fneiso b)Y  de la Propostcion 11 sabemos que @
’
PCLEY s {ceR|c+CADcB } .
'
Pero siendo e + f(A> un conjunto de la segunda categoria y B de la
primera categorfa , es claro que c + f{AD ¢ B
¥
W P ALLEY = ¢, de donde P (F,E> =R L]
z
PROPOSICION 1.8 : Sean E cR® y  una funclén lineal y continua
o ’
Entonces P (f,E)Y = ¢ =t y solo st E  coptiene un conjunto denso
de lineas paralelas a4
Prueba
Por ¢l inclso b)Y  de la Pruposicion 11 suabemos que !
L} »
PUMEY ={ceR |Jec+riaAdeB }m{caR]|T
o r
=» ) . Supongamos que P (C,E) = ¢ , entonces P (r,E) es un

con junte denso en R, de donde se sigue que [ es una

familia densa de rectas paralelas a
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~ E contiene un conjunteo denso de rectas paralelas a

C puss f < E D3 .
[~

¢ 2 ., Tupoengamos gue K contiene una familia densa de rectas

', entonces |, cono fc < & . e tiene que

PCI‘.EJ.={ceR]Fccr_} .

o
5 un conjunto denso en R, «sto es , P (LB = 40 [}

trurr un o wenjunto A, de la

A Continuacdaon veremms e

weguinda tategeria o tal gue la ployecctdn de A x A Sobre cualguier
recta con pendientle racionzl v ordenada al origen racional no centiene

un intervalo . Para wlio necesilames conlar con un buen ordenamiento

Ios subconjuntos Gé residusles de la recta real .

Los es lemas nos servirasn de :
LEMA 1 . Hay a lo mas ¢ conjunles ablertos
En efecto , para cada conjunto abierto U de R, s{ p e U entonces

gﬁisten a.b e © tales gque p = Ca,bd) ¢ U, y el conjunto @

B = {CabdcR |[abed} .



es llanmado una bace numerable de la topologia de R .
Si un espacio tiene una base numerable B, la topologla ¢ C familia

de intervalos ablertos > es de cardinalidad menor o igual a c , ya

qQue
"
v o P o [p|x|P |=2°=c¢
Por consfguiente , hay a 1o nmis ¢ conjuntos abiertos . L]
LEMA 2 . Hay < conjuntos Gé residuales .
En efecto , consideremoz la aplicacidn
N
3 —_— -
2 P B P ox Pox Go
w o
[
( Un } ns1 n Un
Nz 3
FPero tenemos gue
2
n. n_n ny
ngi=c°:CC"J"EE = ¢, v asl es claro guse 3y &% Uuna
aplicacidn suprayectiva , luego hay a lo mds < conjuntes G‘5

Finalmente , cowms R - { r } ez un cenjunto G residual para cada

L]
relR vy | { n - { r } [ roe= R } [ = ¢ , entonces hay exactamente o
conjuntos 65 residuales . L



iy

DEMOSTRACICN
Supongancs que @ denota al conjunto de los numeros racionales y
un kuen ordenamiento do Lodeos los subcenjuntos 66

residuales Jde 1a recta rreal

a = 3~ O, Supongaiaos que henes =legido a, € Gq para
« < «

Lada a3 3 de Lal mans=ras que
a & @ a0 siempre que W, v < 3 .

C por la mansra de definir & cada "'a ., &stoz con irracionales B

Ahiora wlijamss a, = G, - U { @ a +4@ ] acp } .

Da:cfin

A= { a1 1w f . oentences el conjunto A =g de la
£

Lovae aie Lhberoecha a cada conjunto residual G, .
threiema JRCEE AL L, 5
e lo sulericn zur e la Saguiente afirmacidn

(:‘~{:fu“dé:".ikr. e 3, 6¢e b .
i :

corlowRietinra alyguna Jechs de la forma Yy s rx ot oo Que

Lara al canjunte A x &, enlonces se (endria que

Cuayd =

MyPX +t 82 2 A x A, en donde e Ay W v s €A

implican quae > = aL Y Fx v 5 = “6 .



1)

Sustituyendo cblenenvs r.‘aﬁ +s =a. e A, por consigulente < &

5 .
Por otra parte |, ra, + 5 = a % ra, = a —s»a=1—a"i.
It & el ] £l r & T
'.—La——i—=a A, yast & <p v
r (=3 r 7 °
o Ho exigle interseccidn de A x A con rectas de Ja forma y = rx + €
para r,s € Q@
Por consigulente . la proyeccién de A x A sobre cualquier recta con

pendiente racicnal y ordenada al origen racional no contiens nuneros

racionales y . por lo tanto , no c¢ontiene ningun intervaleo . -
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SEGUNDA PARTE

Viamos & esludiar las propiedades de POFL,E) y QOf,E) cuando E es

un conjunto GO

2
PROPGHICICON 2.1 ¢ St E  ws un conjunto conpario +n F . entonces

para cada fupsien 7 B ——— F conlinua
PCELEDY s compaclo en R
Pruszba

z
UROhgshol Que ¢ «2 POLL,ED |, wntoness 3 (x,¥y) € R tal que

MNeyd e T 2 Jdoncds s f{wl . =y - (a
Cre ¥yl ez x‘: neE. de donde v x5 v T Y oD

P3

Dl iniaon P e B0 deda per e (aavd s ¥y - 0D para
2

vl & I L Enbunews o ws Sohlinua yYa giie 1 es continua

D dra s Lrabsd o aclor entinuas 1a 1ms

de un conjunto

codpacto e

Mapacia o, ehtobees B conpaclo - ¢ (B> compacto

={-:»i£?|3Cx.y)eEnfc;c=y-l‘Cx> b= perLE

& POFLEY  we compacto . []



Y

Si E no es compacto , entopces P nu es necesariamente compacto como
se puede ver =n el siguiente ejemplo

2 2 2
Ejemplo : Sean E = { G4,y a2 ® fx +w <1 } y 0wy = 1, La
identidad en R
Entonces Lenemos que

P ={ceR | pnEde p=c-Ya ./ 2o,

que ro es compacto en

fra= 24T

foi= %

f) e x-§7

FIGURA &



Sf E es un compacto ¥y  continua . escribames P = P Cf,E)
Enteonces , por la propos{cien anterlor , P es compaclto en R

Por ser P conpaclo contieng a sus valores maximo y minimo

Sean a =1Int P y 1 = =zup P tales valeores

sfinamos @@ L 31 —— R por ¢ () = ,\‘C H‘C tc ne»» .,
para © e [ o, 3] .

Vamos a ver que & s cembcontinua superior , y para establecer

Gato necesitarenss de los stqgulentss lemas

LEMA 1 . Para cualquier secesidn | Ay } tenemos que
Ls AL D Tm A_r_
Prueba
Sea posE laid "‘;» L owOAOnCces NERY Una tnfxmd.ad des Lérminos Ak tales
que P = A . Gonsideremos  VOp2  una vwecindad arbitraria de p o,

es claro , entonces , que VOR) n Ak + ¢ . para una infinidad de k'g

Poro #ato dltimo 1mplica que p < Ls Ak .

s Mm A‘_ < Le Ak . ]

Le 2 . D = 2 .
ema & A C 14 ﬂCf)In E))._lln\‘(ﬁ‘tf:in E 22



N
o

Frueba @ Tenemos qui

- Om oA =

o]

S A para un numere finite de n's } =
s meF | weF - A, a partir de cierta n }
e la definicion anberlor we sigue gques 3 N Lal que

el wh
X ONCF—A 3= B wen dowde Boc B .B-'Ni-Jia.

Por consigulenis | lehenos gus

L &->1 :f T 2 lim I x = kim» CBN?' » por 2l Lema de Fatou .

"
1
.

ot
El
v
~
o

oo ME = - [y o2 - iim | ox
L3 n
X Iim AD = N CF - B> = MF - W8 2 NFY -

=iim € A - B D & I1m AIF - B D =
N N

Tefezines . pues . la fi1guiente Fropcurcion

FROFCIICION 2.2 ¢ 4 e & & O ﬂl( 1‘,; N E 2 e zemicontinua cupericor ,

boodna sucesion en [oag 31 gue converge 4 oo [oay 31 L
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Para cualguier sucesién { Ay } de cenjuntos en un wspacio métrico X

el limite superior . Lz "‘x . esta dado por

Ls Ak 2 { o= % 1 3 una subsucesidén { i‘.i} de Ak y =% & AL para

cuada 4. tal que A ] euands & ——— o } .

Afirmamos que Lo n‘c . nNE> ¢ n‘c fc ne J

Supongamos gque M oe Lz 7 C T
Suponga gue —.eLn‘ e N

o
-
@
3
2
o
3
3
&
iy
&
58
n
9
[
c
=l
x

subsuces ion

para cada | tal gue

+ w . Cumno ﬁ‘ &5 la primera proyecciédn

enlomces

Nd LW [tk SR 1 E pa ada [ .
EN 1 e (;‘ N o—fcn para cada I
v
Azt Letenos gue w5 £ # 1T e . ¥ yaque f es una funcién
+

conlinua o entonces la sucesidn { y\ }- COnNveErgs 3 v = I€xd) v c

For consiguiente Cuov¥d o

=3

Eoun conuntio o

3 o en particular es cerrado y

asl conliene a Loios a

Gl panb@n de adundianisn

For cersiguiente . puesho gue 1a sucesién {C:-'. Y )} esli contenida
VT

en £ v cunverae a (i) L enbtohces se sigue gue Cu,y) < B

C',:.y)ercnﬁ Yy ast :-».eﬂ'( fan) -
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oo Ced = L‘( ﬂl( fan)D 7_')\‘( Ls ﬂ1( fc NED> 2

- Ls H‘C t‘c n 22 < H‘( 1‘c NE? como se alirmaba

k
zacimncs_ nE N CLema 12
1 1 Cy
zlim X C 0OCTF neE?» ClLema 2)
L i C‘_
= 11im 4 Cck) '
Y asl ¢ &8s semicontinua supericr coms ¢ asegUraba L]
w
Ahera bien , st hacemos Qu QI,Ed) ={ce® {@c>>0 = U Q,
n=g
en donde : Q= {ee® { &Cd 2 —?‘-‘—- } para cada nuwero natural

n

entonces O £% un coenjunto Fa ya que, por la proposicidn anterior

d e semdconlinua supericr ¥ por 1o tante cada Q
n

&5 un

cerrade . Ask pues , Lenemes <l siguiente corolario

CLRSLARTIO 2,81 @ P 2 ez un conjunlso conpaclo eh
Q CFUES es un conjunto o,
HOTAS

a g Cerradura de Q €f.ED

La ¢onclusidn no se puede ampliar al caso en el que

2

cenjunto

B . entonces

G CFLED

gea un

conjunto cerrado , como €@ puede observar en el ejepplo dado en la
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seccién i1, figura 4 . En dste tenmtamos que

KLWEd = C~4, -3 U <1, 4
En general ,un conjunlo abierto se pusde evpresar como un cenjunto Fa

b 1 Cortinuidad de la functén ¢

Considurandoe el nizno ejenplo de la secctdn |y girando el cenjunto

E up angulo de 95 oo sentido contrario a las manecillas del reloj

y dejando 2in alleracidn lag dends hipsdtesis . sucede que la funclidn

¢ DO es coRllnUa como S& muestra a continzacion

Y

£ fo=x

FISURA 7
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Tenemos que E es compacto y asi P (B = (-3 W/‘EH , 3 '/—; ]
For consiguiente , ¢ : [-3 /—? . 3 */_; } ——— R esta dada por
)\IC n‘c l‘anJ) =0, p;raceC-Zw/—?. E/_‘;) .
& Ced = E NN rcna>v=/a__‘. para ce(-'sw/T.—Ev/_E_‘JU
utaedz.3/ 21 .

enbonces « claramente , ¢ s discontinua
.

Sin enbargo . &2 es cenlinug para un rectiangulo nedible E = A x B

de medida posf{tiva . come ve

nws en la prueba del Teorema 8.3
TECREMA 2.3 ¢ Sern A y B cenjuntes nedibles en B con medida

findta positiva ¥ s=a B = A x B . Entonces KF.E) es un subcenjunto

abiwg s de FUFVES para cada funceién lineal continua f no

fCxY © = w0 para =% a ®

.
Cefinimos ¢ ¢ B —e——p B por la CONVOLUCION de las funciones

caracteristicas EN y ooz, ¢ dee los conjuntos A y BD en L



At

£1d $ Ced = X, * ¥, Ced = I _'"cACc - ¥ :Cnc—y) d)\‘(y)
Tenemos que xAt:c + yd ey =1 a4 s ryeAd ¥y ~yeb o
ye-=c+A y y=-B 4 yel=c+ B
~ El lntegrando en (12 tiene per soporte el conjunto

f ‘(ALC - yd (nL-y)

s % Ced 5 0w )\‘CC‘C + A U831 2 0

Ya que ‘a“

Crae + A nC-B)

Vv asi tenemds due

d‘.‘(y) )\‘[C—c T A nC-BY) .

x
s

- cApnde -8 >0 ,

es invaritanle bajo traslacicnes

Por otra parle . para o < B, tenemss gUe
-1 et )
WY = e Y = o - —any = .
fCC/J K orc e l‘c( w2 M orC - l‘c CfCC >3 fc Cx + ) =
[ AT e - P - - — o= Y,
“ .CC,.+c3 -» (2 =} fCCC.n [=9] c) o < Fd I‘CC.O
D lo antericr o infllere que la imagen inversa de B esta dada por
-1 -
H C 832 =c¢c -3
=
Por consiguiente , X C AnCc -33)3%0 @ ACA n Ty v 0
1 1 c
S led v O & c e O ,ED ¢ Preoposiclan 1.1 tncise ¢ D

Puesto gque ¢ es continua ,

copjunto alierto

enlences SU SopoOrte

CL£L,E> es un



2%

Para wvl caso general |, zea £ = mp x con m 4+ O
FPorr el inciso () de la Froposicidn 1.1 , tenemos que

Qer,® ={ce®JACAntcE 0} =
S leeRINCAR S CB=-c3 504} =
N
= 1 -
={c¢.=u.1)\[:n(.‘\n——r-n~(8—r:.")]>0}—

mA M CB-¢dO 0}

&

-
n
i
b
>
~

Y puwsto que A,Ccd ¥ 0 @ A,(med ¥ O, entonces solamente tenemos

que reerplazar A por mA  w=n el caso especial considerado primerao

para complelar la prueba | L]

CORCLARIO 2.4 @ Sean A y B conjuntos medibles en R, ¢on medida

finita positiva , ¥ I lineal continua po cero . Entonces  Q O, 4B

contiene un inhtervalo abierlo

Prueba
Sea Q= QT AED L Es zullclents wostrar que G <+ @ para algun

cenjunle contable € denso de R

. - . - < s
CHy 0 Tenwemos aue § (w2 = mx ¢ o T CF Cx3) = £ Cm + c) w»
c [ < c

Ro= r;'me +t Cc) ——}I—Cx - c3 = YCm K—vll—f.:': -3l v o -
—l—(x"c) = MCumcred o ~i—{:4“c) =
m c m
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Cen este fin . fijemos un subconjunto contable C , denso en B .y
supongamos gque Q€ = ¢ . Entonces para cada c < C tenemos que

AC{meA | GO +e =B D=0 .
Por consiguiente , tenemos gue

E={:&e,‘\.‘{(x3*ce8.cec}.
también tiene medida Lero

Fuesto que )\.’CA) 7 O, entonces exniste S, subconjunte cerrado de
A - E . tal gue ?\‘(S) >0

For la Froposicién 1.1 a2 . sabemos que P (f,S x B) = B - (5 y

asl B -~ FUE) conbliefs Un intervalo , a sabker , Q {(§,S x 8) , por el

Por consiguiente , C (8 - T -:- @ 1o cual significa gque existen

beB,caC ¥y 3 =

talwes que b o= f{s) r ¢

s «= ¥ lo cusl es una conlradiceién .

QCf,A x B contiens un intervalo | L]

Serta de interds Lralar de encehlrar conjuntes Ay B, mis generales ,

para los cuales ziguiers siendo valida la conclusion del Teorema 2.3,
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a saber , que Q (f,E) sgea un subconhjunto abierto de P (£,EY . Una

posibilidad cerian los conjuntos de Baire

Un conjunto E se dice gqus tiene la propledad de Baire , s1 E =G AP,
donde G &% un coenjunlo abierto v Poog un conjunto ode la prinera
categoria . La claze de lcs cenjuntos que tienen la propledad de
Baire es la sigma-algebra generada por lee cenjuntos abliertos junte
con los cenjuntes de la primera categeria o En general , los
conjuntos Fa Y Gc Lien=n la propiedad de Baire
CBSERVACICHES 2.9

a gy g1 Ay B tienen la propiedad de Balre , entonces la
conclusidn del Teorena 2.3 no necesariamente se sigue
como hostrakenst a contintacidn
Sean A €l conjunto @ de lcs humeros racionales, B el conjunto T

de lous nlmeros irraciocnales y @ &

e . una funcidh ifneal y
continua , definida por ICx) = me¢ para » = ® y alguna meR .

Por el inciso a) de la Propesicion 1.1 , Lenemos gque

PCLWED =B ~ fCA) = T - (C0> =1 -~ m Q@ , y asi resulta que
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P CCEY = I -Q sim

i

Q y mbo

s PCLVEY € I siempre que m e @ y , por consigutente . P (T, ED
tiene interior VACIO
by Si Ay B son conjuntos de la segunda categorla
entontes  no  nhecesariamente e sigue la conslusien
del Teorema 2.3 , como puede verse en el Teorema 1.4
Dw manera natural surje la siguiente pregunta
o
4 Cuando P (f,E> contiene un intervalo 7
£l siguiente lLeorema estublece condiciones suficientes para los
conjuntos A vy B ¢
TECFREMA 2.6 : Sean A y B conjuntes de la segunda qategerfa , con la
&
propiedad de Baire , ¥y E = A x B . Entonces R Cf,Ed 4 ¢ para cada
funelon linpwal continua  noidenlicamente cero
Prueba :

Sean A G AP y B=HAQ., donde Gy H son conjuntes ablertos

y Py Q son conjuntos de la primera categoria



[
.

Como por hipétesis A y B son conjunieos de la segunda categeria
entopces G ¥ i no con vaclies y asi existen intervalos ablertos
vacios I v J tales gue I G y J <H .

Sea m + Q . entonces . para cada ¢ <= B, tenemosz que

CermAd N B = fe=mlG A F2) <H &8 Q) = [e+CmS & mP2) | CH & WO .

Como E AF =(E - F) UCF - E) |, entences E L F o & - F y as!

leslmG & wP2) o & O = (el - afd)l qdH - @ =

b

ie+mlG ~ P)) qCH - @ =
E-F=EnQF — =len(EG N PO ntH QD =
= Cerm> lenP D ppHAQ =

lerm3 A H I iCem®d Q1 =

"

[

{Corm> nH i ermPd Uaeg =

1

fCerm® nqH ) =~ {CermP> Uald .

o CermAad n B o (CeymGd n H 3 - (CermPd U Q) .

Pero Ltenemos que 3 51~ Ccv® o (cwml) y como H D J . entonces

resulta que

Ce#ma) 4B > (Cesmld yJ 1 - (Cc+mPd U Q)

13



Se sigue . entonces

34

que existe un {ntervalo abierto O tal que para

cada c© ¢ O el conjunte Cco+ml) 4] J <contiene un intervalo no vacio .
Por consigulcile , =1 conjunto  Co+mAl A B contiene un intervalo
ablerto + no vacio , menes un conjunto de la primera categoria . es
deelr o para cada © &« O el conjunts (e+mAd 3 es de la cegunda
categorta . vsto es , wl conjunto Ay - CB - ©) ex tambié¢n de la

zegunda calegoria

Puezlo que A N —:_1--

per ba Frosoaicasn

1,

<«
D < RONLE yast ROOLE 4@

B~ cd=An fc CB) , entonces ce Sigue que
3! s sz g a =
w B} AR RED es de la seaunda calegoria 1
v T)llxc N B ez de la gegunda categoerla I
I inciso e



TERCERA PARTE

En esta swccidn establecerenos =l resultado principal del trabajo ,
para esto recordenos gue ¢l espacio de todas las funciones llneales
continuas puede ser identificado con R

TEOREMA 3.1 : Existe un conjunto residual £ wen R , con medida

complela . Lal gue P (9, tiene intepior vacio para un conjunto

denso de funciones lineales 1

Prueba
Denctenos got L al conpunbo de los numeros raclonales y por E O al
conpl einenle Je T,
FParta cada ma By 1 e &, definines Lm p como el conjunlo :
z
- Cour 3 em B [ = e
l.m‘r =d i aR | weR vy =me~r } .

Comen & e= un cenjunto 1a primera categorta y de medlda ceros ,
entonces « para cada m ija , el conjuntoe

2

Lo=Ud | r 2@ } os de primera categoria en Ry , ademas

Ahera bien o cons la unmidn contable de  conjunlos contables es
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contable , entonces , al defimr : E = U { Lm [ meQ } . vemes gue
m

. 2
£ wes también de la primera categoria =n # vy de medida cero

z
E s residual en B cen medlida cempleta .

'
2l cenjunto B centlene un

Por conslgutente , para cada m

conjunto denso de rectas a ¥y = mx C ya que les racionales

2 ¢ para un conjunto denso de funciones
lin@ales [, de pendlente y ordenada al origen

racionales |, por la Preoposicidn 1.3 . -

GORCLARIO X.@ : EBruste un conjunto E . 3. denso . con medida completa

en B, 2l cual ho contiens un reclénguio medible A x B con A Yy B

prepiedades

B medida positiva .
cd) propiedsd de Baire y de la cegunda categoria
Prueba

Sxa E 2! conjunto G& denso (residuald, consiruido en ¢l Teorema 3.1.
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Supongasmos que B contiene un rectidnguio A x B donde Ay B son

conjuntos Gy ddunsos (restduales) , entonces , por el Corolario 1.2,

Ltenemss gque P C0L,EY = B psra cada funcion £ lineal y continua no

>

fdénticamente cero , ¥y ast P Of,E) & ¢ 1o cual contradice al

Teorema 3.1
. .

Pl £ conlizne un rectingulo A x 8 tal gue los conjuntes A v B

Lienen nedida corema 2.3, resuita que

tiva . entences , por el

QAR w5 un subceonjunito ablerto de P (0, Ed  para cada funclén

lineal ¥y continuwa . no fdénticamente cwro

@
PCLVEY 4+ ¢ o 1o cual =8, NUsvanEnle , una
contradiceidn con <l Tweorema 3.1
Finalmente , =1 E contiens un rectangules A x B con Ay B siendo
de la zegunda categertia ¥y tentands (A prepiedad de Batre , entonces
pcr el Tecrema 2.6 , sabemos gque R (FL,E) 4+ @ ¥y asi exizte un
conjunto ablerto O . distinto del vacio . tal que O < R Cf,Ed
o
Como R CrEd € P (f.EY . entonces O < P (F,E> y astl P CLL,E) 4 ¢

lo cual eg una contradiceien con el Teorema 3.1 . -
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