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- INTRODUCCION

Para conprender las propledades y fendmenos on las estructuras
metdlicas cristalinas tales comoc el calor especifico, la expansidén
volumstrica, la conductividad térmica, otc, , es necesario
comprender las vibraciones de los jlones o 4Stomos de 1la red
cristalina. D ahi que en lcs dltimos afos un buen numerc de

1-3

modelos fencmencldgicas hayan sido propuestos para intentar

eoxplicar o discutir las vibracionhes de la red on los metales, perc

también hay serics 1 ntentog’ ¢-24!

por desarrollar modelos basados
on primercs principioe y en 1la teoria de aproxisacidn del
pseudapotencial, sin embargo el trabajo por realizar am es

considerable.

Existen investigaciones donde se ha trabajade con

pssudopotenciales en 1os metales alcalince’ o> 293

(29-33)

on particular

on potasio s+ on ol que existen leves desacuerdos entre los

resultades tedricos y experimentales, razdén de japortancia de este
trabajo para tratar de contribuir a la discusidn.

Este trabajo se basa en un potencial obtenido por L.F.Magafla vy

13,.21)

G J.Vizquez via teoria peseudopotencial de primercs

principios, que ha sido empleado con éxito en el célcule de

propiedades termodindmicas de alguncs _“_‘“u:-zu_



En ol capitulo 1 se exponen algunas consideracicnes comunmente
onpleadas on 1a Leoris clisica de sdlidos, adenis s presenta Jla

aproximecién aradnica en la cual se consideran deeplazaaientos

soquefics alr del punto de equilibric de los iones, y 1la
energia potencial del cristal se desarrolla en serie de Taylor
hasta segundo orden. Téraincs adicionales a l1a aproxisacidén
arsdnica, especialmente de tercer y cuartc orden en el desarraollo
on serie del potencial son conocidos cama térainos anarsdnicos,
detos se discuten en capitulo 2, En el capitule 3 se seflals la
relacidén entre la expansidén téraica y ol pardmetro de Oruneisen,
desarralléndose ol 4lgedra para calcular las frecuencias y los
pardimetiros alcroscépicos de Gruneisen para el potasico. En o)
capitulo 4, mostramos la comparacidn con resultados experimentales
repartados en la literstura cientifica y los calculados eon el
presente trabajo, asf{ como caon un cdlculo tedrico. Por Gltiso, on

ol capitulo 3 se presentan 1as conclusiones.



CAPITULD 1

L ACRQXIMACION ARMONICA

Es c»enccldc que lcs slectrones de conduccidén son casi libres en
los metales siaples, mientras que loe electrones del carozo estén
ligados firaemente a los icnes. Clésicamente, los aetales a
tenperatura cerc se condensarian en un arreglio regular inmovil
formando una red cristalina, sin embargo, realsente lcs iones no
cosan de oscilar, dando lugar a un problems dindmico. Es
importante entonces que tratemcs de entender lag vibraciones de
los lones de la red cristalina, para ello, inicisresmcs con la
oxposicidn de la aproximacién arsdnica, suponiendo desplazamientos
pequefios de los iches alrededor de sus posiciones de equilibrio,
on esta aproximacién 1a snergia potencial puede desarrollarse en

serie de Taylar hasta ssgundo crden,

Esta aproximacidn es el punto de partida de casi todas las teorias
de redes dinsmicas, por su sencillez y la cantidad de informacién

que® s0 puede cbtener de las estructuras cristalinas.



1.1 ALJUNAS CONSIDERACIONES EN LA TEORIA CLASICA DE SOLIDCS
CRISTALINCS.

Harouos dos consideracianes para los sélides cristalines can red

de ravals.

Cad.- La red de Bravais nc sufre deformacidn a pesar de los
moviatientos iéniccos, donde las oscilaciones de cada Ldn son
sieapre alrededor de su posicldén l‘ on la red, ésta o3 la
posicidn de equilibric del idn correspandiente, '

<O, -~ ademis, supongamos que tales oscllaciones son pequefias para
temperaturas muy por abajo del punto de fusidn del sdlido.
Para cada 16n, 1a deaviscidn de su posicidn de equilibrio

o8 pequefia comparada con Los sspacios interidénicos,

Asl, si las posiciones asdlas de lce iocnes son l‘ y u‘CI‘D os la
desvisciin de la posicidn de equilibrio del i-¥simo i6n, entances

ls posicidn instantines de los iones (o ftomos) we
r‘u‘n -R o+ vﬁl‘) 1.2
23 el sdlido posee sdlo un ftomo por celda unidad y con una base

formada por los vectores 8.8, y &, entonces las posiciones de
oquilibrio de lox stomos son



.* - h‘.‘ * naae + h3l3 1.2

on 1a cual Rys Ry ¥ Ny son enteros.

Con esetas consideraclones en mente, SUPONgamcs GQque un par de
Stomas, separados una distancia r, contribuye en una cantidad ¢Crd
a la energia potencial del cristal Csiendo Q un potenclial de
paAres?, cuands los Stonce fe desvian de las posiciones de
equilibrio 1a energia potencial total del cristal es la suma de
las contribucionss de todus ios pares de 4dtomcs distintos., ésta
adquiere 1la forma

U3 Z &ryorpd - 5 Z R, R ru ~u)d .
-J 'J

donde pusde cbeervarse que la energia potencial depende de la

variable dindaica u .

1.2 APRCXINACION ARNONICA.

Al suponer que los Stomos NO s desvian aprecisblesente de sSuUs
podiclones de equilidric, esto es, todaw las u, son pequelias.
sntonces a la energia potencial U se le pusde desarrollar
alrededor de su valor de equilibrio usando la forma tridimensiocnal

del teorema de Taylor, que al aplicarlo a (1.3 resulta



Ue -S—Z“.R’%-;w‘ uy) V4R RO+
1"
1 2 1)
TZ [Cu‘-ujb~'] “l‘-l_')qu Pl 1.8
vd
donde ol primer término e 1a energia potencial de equilibrio

CU‘). i1a cual s una constante {ndepandiente de u, .
B segundo térainc lineal

Zv‘: -2
ot}

o8 }a fuerxza ejercids por todow Jos Stomos sodre el i-deime cuando
88 SnCUSNLra on la posicidn de equilibrio, por consiguients dse
tdrainoc se anuls.

S congiderancs el tercer términoc y omitimos los de orden superior
Xu™, se tiene la sproximacidn armsnica, ¥y 1a energia potencisl
total adquisre ia foras

U-U°OU.'_. U.%

an 1a que ol término armdnico tu.r-) on

L
Uy ® TZ:Iuacn‘)-uaclJJ]chu‘ -2 [uncu‘:n—uﬁcnﬁ] .8

ﬂ:ﬂ ® KoY



on el cual

‘2 rd
up<r> * —-‘-—rﬁ—r-n— l a.?m

us=0

donde r = .L-.j' La energia potencial armcnica (1.6 pusde

®XPressrse en su foraa mis Usual como sigue:

i 1 a

Upra ® TZ z UROID SR -ROUCR D = TZ z CIROY SIS
i a. f? i e

con

DCr> © —f;ﬁ'-"?- | ct. 9
Su, & u=0

1 0y

Al considerar que el movimiento de¢ los nuclecs de los iches
contribuyen a la fuersza interidnica efectiva total, entonces la
energia potencial ¢ del cristal es una funcién de la posicién
instantdnea del 1an, Consideremos que oL cristal tiene N celdas
unitarias y un idn por cada celda, podemcs escribir

rEL - n“’ + ucne 1100

PArs 91 vector poslcian del {-ssimo Lén al tiespo U, donde l: e
la posicidén de equilibric y u es la desviacidn de esa posicion.

En 1a aproximacién arménica, dado que para 1a energia potencial ¢



del cristal salo se tosa hasta segundo arden en ol desplazamsiento
g9 3U desarrvilc en ferie de Taylor., o! hamiltonianc semicldsico

e la red e

W org) ¥ BchOng) gca e an
a

La
o

donde ¢, es la energis potencial de equilibrioc eststico, N es la
mSs o) 160, a = $,2,3 soh 1as coaponenies cartesianss, ¥y

" 1—“-;-5‘1"’—..-,;1'!* Rt

son las canstantes de fuerza intecatdamicas. Do las ecusciones

hamtitonianas y cde C5.33), obt ia idn semicldsica de
moviniento
mCh - - : LEIuCE L . -; ;;n“,uf“ €1.4%

al suponer uns salucidn a C1.13) de la forme

v le
w /3

u sty - op(Ke-ay - wtd) 01.18

© blen
IR 0 - K POP(LY-R - wL)



donde @ o8 ¢! vector de polarizacién del sodo normal de vibracidn
Yy describe la direccidn en 1a cual se mueven los jfones, QC{) &= un
vector de onda, y 8§ se usa ia condicidn de frontera periddica
Born-von Karaan que requiere que mILJ - l‘l‘ﬂl‘ali para cada uno
Jde los tres vectores primitivos a de la red directa dende las Nx
son enterce que satisfacen N = "1“8”3 Cos e niserc total de
celdas primitivas on ol cristald, esta condicidn restringe al

vector g & tamar la forma

q-_?i_b‘o—;:—bao-;:—b’ €1.1%

con n, enteras; y s su vz los veciores b‘ de l1a red reci{proca

satisfacen b‘-.J - zna“ on 1a cual 51 o3 1a delta de Kronecker;

J
luege la ecuacidn de sovimiento €1,.130 se pusde escribir como

Fewu e - ;ch-punc.p c1.18y

donde Dﬂﬂ os la matriz dindmica expresada por

De® = -a—;’m(l;l’)ow(hntl:. -2p) 1.7

ia cusl e heraitiana o independiente de {, dado que Qancl;l': os
dnicasente funcidn de '~ ¥y no & y ¢ por separado.



Comc puede observarse, o problems original e resolver 3N
ecuscianse diferencisles acopladas C1.130 =-una para cada una de
1as cosponentes de los desplazamientos de los N iohes~, se puesde
reducir a la disgoralizacidn de una matriz Dqu) o9 A para cada
valor de 0> y { son fracciones de 21’4 Cs es ls constante cde la
reds.

Los eigenvaloree uztp. de ls matriz dingmica, son Jlos cusdrados
de las frecuencia del fondn Cmodo normal), y los esigenvectores
oK@ son los vectores de polarizacida de] fonén, correspondientes
al fondn del vecior de onds 4.

Por otre lado, debemos hecer notar gque si calculawos las
constantee de fuerzs interatémicas ’wtl;lu -1s cual da 1a fuerza
sobre @l Stomo { en la direccidn a debide a un desplizzamiento
unitario dei dtomc & en direccidn (I, seriasos capaces de
CONStruir Ia matri{z dindaica on cads puntoc q do 1s primer zona de
iliouin y se cbtendria uns especificacidn coapleta de la red
dinémica.

X0



CAPITULO 2

CONTRIPUCIONES ANAFMONICAS

Hemcs expuestoc ya la aproximacidn arsénica, en ta cual el téramino
Uo de ia ecuacidn (1.9 puede omitirse en alguncs problemas
dindmicos, y frecuentemsente se trabaja comc si la energia
potencial total fuera sclamente U"-. Las correccicnes adicionales
a la energia potencial U, especialmsente las de tercer y cuarto
orden en las u son conocidos como téralnos anarmdnicos  que
contribyyen a la comprensidn de varios fendasncs fisicos. Estcs
térainocs son generalmente tratados como perturbacicnes pequeiias
del téraino armidnico dominante. En este capitulo, se discute esta

aproxd macién.

En la aproxtmacisn arsénica heace supuestc una red cristalina
cuasiestitica por lo que o3 natural esperar que todavia falle en
la explicacidén de clertas propiedades del cristal. estas sdlo se
pusden entender al tomar en cuenta las vibraciones de la recd

cristalina en una forma ads completa.

De hecho no h t do el delc de red estética de iones sinc

que hemos supuweto que los iones no esstin confinados rigidamssnte a
sus lugares de equilibrioc y sus desplazamientos U cscilaciones scn
poquefios alrededor de ése lugar, por 1o que bastaba considerar el
término armdnico para calcular las propledades de los sdlidos

11



cristalinos.

Perc dichas cscilaciones son razonables para muchos sdlidos a
Leomperaturas auchco msncres que del punto de fusidn, y podria
pensarse que las correccionss & la aproximscidn aradnica son
dnicamente de interds en célculos de alta precisidn, lo cual es
orrdnec, pusstc que on los términos anarmdnicos se encuentra la
s@licacidn de algunas inconsistencias respecto de la teoria
cldsica, por ejemplo el cdlculo dei calor espescifico y la
®PAMLan téraica 90 108 cristales, principalmente,

Al considerar correccionss al término armdnico en funcidn de los
desplazanientos U y 1a suposicidn de que las oscilaciones son
poquelias, 1a expresidn (1.5 pusde secribirse

U-U.QU"-QU ce.1>

anars

y ol término de correccidn anaradnico es

Z—-r ):v.‘.“.’... (B By, (B) oy, (2) @2
ve .l

nﬁ"_’“- ... - o u 2.

12



Yy eos evaluada en u=), Por estar considerando cscilaciones
pequelas, o3 suficiente trabajar con ios Léral nos cObicos

anarmdnicos en este desarrollo.

13



CAPITULO 3

€L PARAMETRD RE GRUNEISEN

En este capitulo seflalasog la relacidn existente entre 1a
®Ppansidn téraica y ol pardmstro de Gruneisen. ademis Se expons @)
dlgebrs necesaria pera calcular las constantes de fuerza
interatdmicas, las frecuencias y los pardoetros alcroscépicos de

drineisen partiendo de prissros principios.

3.1 EXPANSION TERMICA DE UN CRISTAL Y £l PARAMETRO DE GRUNEISEN.
Pars una setruetura cristalina, podesos escribir la presidn como
P -("’/’V).r a temperatura constante, donde F o8 la energla libre

de Helmholtz dada por F = U-TS, de donde la entropia S y la

onergia interna U estdn relacionadas por

1-[_;51,.]v | - [_:Vr]v €3.12

s volumsen V canstante, y podemcos expresar & la presidn P en

términos deo la energia interna, on la forma

... _offar 8
P w—[u TIOT  , ur .V)] [+ By ]

14



por lo gque la energl{a interna U de un cristal armonico a

temperatura T es

1 1 1
U= Un Al = Awqu) + TZ Mqub nquD 3.2
% 9
daonde
1 1
n Cqg) = O
* KaT
-xp[lhusfqb} -3 ]

n’(q) oz ¢l nimerc promedio de fonones de tipo gs en equilibric
térmicc a temparatura T, y KBT es la energia promedic de los

fonones. Sustituyende la ecuacidn €3,3) en (3.2 se cbtiene,
Pl ¢ ) Snecef e -2 ] ncep e
aV | o s av s s :
qe

donde e primer téraino #3 el negativo de la derivada respecto el
volumen de la energia del estadec base; para temperaturas mayores
que cero gradas xelvin el segunde término es diferente de cerc Yy
os ol negativo de la derivada, respecto del volumen, de la energia
del fonédn. la suma aqui o8 scivre los sodos normales qs. En
ecuacisn €3, 40 1a presidn sélo depende del volumen, ¥y al cambiar
ol volumen, sn un cristal completamente arsdnico, Ja frecuencia

del modo noraal no os afectada, adenis, la presidn necesaria para

18



mantener un volusen dado no varfa con la tesperatura, por lo que

(opsot),

s R @

entonces o) volumen de equilibric no vari{s con la temperatura a

preaidn fijs., Por lo que e8! coeficiente de expansidn térmica

a- '?W'[—;Vr],, - %—[—:H, 3.8

eo% corc Clo que implicaria ancaalias terscdindmicas al tomar la
spraxdimacidn armdnicad, asi que reaimente la frecuencia del fondn
de un cristal real depende del volumen de equilibrio, por lo que
al coeficiente de expansidn térmica a se punde oxprosar,
suatituyendo la forma de presidn (3,40 en 3.€83, de la sigulente

Kanera
- %rz ["%r ”‘".“"] I r® a.7m
-
donde ol msdulc B = -V(#P/8V) a tesperaturs constante .

Si comparamos C3.7) con 1a expresién para el calor eapecifico de
la teoria cuéntica del sdlido armdnico dada por

c, = +Z —;r[m_c.p n'CQ)] ca®

1e



1a cual puede ser escrita como

M’Cq) s
Cu = — T n‘Cqb (3.0
qs

entonces se puede sugerir la siguiente forma para el ccoeficiente

de expansidn tdrmica:

En principio, definir una cantlidad

M.Cq) °
Cu.(q) . —y— nSCtp €3.102

que constituye la contribucidén del modo normal q al calor
especifico 8, enseguida se define otra cantidad rq’ conocida como
ol pardpetro de Gruneisen para e! modo gs, como el negativo de la
derivada logaritmica de la frecuenclia de! modo respecto del

volumen, esto es

Yas =~ v(_) 0'-'::"‘!3 .- 2Ll 2ace) €3.11>
- “gtq oy

y por Gltimo, se defline un pardmetro de Gruneisen total cosmo

z rq’ C“Ctp

q.8

T cuco

q.8

(S Fp ¥=2 )

17



o)l prosedic pesadc de las rm on la que cada modo norsal
contribuye al calar especifico. Usandc estas tres Gl timas
ONPrasianes, podemos reescribic C3,7) de foraa als siaple

a-ycu/a (3.1

Do oata manera, podescs obtener la relacidn entre el pardastro de

Grunaisen y el coeficiente de expansidn téralca.

En scdelos simples como ol mxielo de Debye, la relacidn entre las
frecuencia del modo norsal con la frecuencia de corte w, o=
lineal, por lo que s8 cbliene una expresidn para el pardsetrs
micrascédpico de Oruneisen de la forsa,

a(in wy)

r B o e (3.14
A aen v)

o8 decir todss las Tt " o3te modelo, son las mismas para todos
los aodos norsales.

St y. en ecuacién (3,130, no depends fuertenente de la
temperstura, ¥y ya que B (sddulo de valumen) depende Buy poco de la
teaperatura, entoncss ol coeficiente de expansidn téraica tiene la
missa dependencis con la temperatura que el calor especifico. En
particulsr a se sproximaria a una constante a temperaturas grandes
comparadas con .n Ctemperaturs de Debye) y decaeria comc ‘13 cuando

T tienda & cero,

i8



3.2 CALCULO DE LCS PARAMETROS MICRCSCOPICOS [E GRUNEISEN.

Se ha expuesto la relacidén entre el coeficiente de expansion
térmica y ol parsimetro de Grimeisen, dada por la ecuacidn €3.13,
on la cual se pusde notar la importancia del cdlculc de los
parimetros de Grineisen, puesto que a3 partir de ellos podencs
conocer, por ejemplo, ése coeficiente.

Este cdlculo es el primer paso que nis adelante nocs permitird, en
principio, evaluar el coeficients de wexpansidén volumetrica,
principalmeente. Asi misso, nuestro célculo constituye una prueba
para ol potencial de G.J.Vézquez y L.F.Nagafia antes empleadc para
cantribuciones puramente armsnlcas.

Ahcra, consideremos la aproximacidn armdnica més la contribucidn
anarménica de tercer orden, para determinar la expresicon gue nos
peraita calcular lcs pardmetras microscoplcos de Gruneisen para el

petasio,

3.2.1 LA HNATRIZ DINAMICA Y LAS CONSTANTES [€& FUERZA
INTERATOMI CAS,

Dado que contamos con el potencial interidnico (de pares) de
G. J.Vézquez y L.F.Magaiia Cver apéndice B) de primercs principics
que ha sido utilizado con éxite para el cédliculc de propledades

ti12-24] .

termadindmicas de alguncs setales cobtendrencs lcs valores

de las frecuencia de los modos normales de vibracidn y sus

i8



derivadas volumsétricas para con ello obtener las curvas de
dispersidn faondnicas y lcs pardmelrcs de Oruneisen eon las
direcciones principsles de sisstria. Para poder realizZar esto
debenss conocer la matr{z dindmica, que comc vimos en el capltulo
i o] diagonalizar ésta sustituye ol problema criginal de resalver

AN ecuacianes acopl adas.

Construiremos, la matriz dingsica correspondients en térainos de
las conatantes de fuerza Iinteratcdmicas ¢°‘,cl;¢'>. dada per la
oxpresidn (1.12, déatas son las derivadas del potencial
interidnico menclionado, Coms veresos adelante se llega a una
oxpresidn de esta matriz dindmica para cristales con simetria

cdbica, sinilar a la reportada por Varshni y S’tukln[:“'g]

quienes
usan un sodelo de simetria axdal.

Anfloganente construireans otra “matriz” para obtener los valores
de los pardseirus microscdpicos de Gruneisen, que tiene una forma
siailar a la matriz dindaica pero #sta incluye las contribucianes
de las terceras derivadas del potencial. La forma de esta matriz
oS permite incluly cualquier Rémero de capas de vecinos para el
cdlculeo de estos parsmetros de Griuneisen en una forsa sencillia.
Cabe hacer notar. gque no se encontrd alguna exgpresidn similar en

1a literatura que tuviese eata caracteristica.

Considerencs un cristal cibico centrado en @l cuerpo o en l1a cara
Cbeec © fee) con constante de red 22, que tengan un {dn o dtoa de
masa N idéntica en cads celda unidad,



Ahcra, por comodidad reescribames la ecuacidn de la matr{z

dindmica C1.17) de la sigulente manera

o, - Z "§o 0 SP(-iarco) 3.1
4

donde M o3 la masa atémica, la suma prima sobre { indica Que se
consideran todos los ¢ dtocmos vecinos excepto el dtomo origen (en

lo sucesivo sdlo nos referiremos como origen), y cambiemos la suma

sobre ¢ por una dobhle suma para tener, mis adelants, una expresién

AN

on eosta doble suma la s dencta una “capa’ de ftomcs, a la mnisma

adn mis clara, es decir,

distancia, alrededor del origen. La notacidén nCs? indica que la
suma os hasta la s-¢sima capa de Stomos vecines, Ja capa s

contiene nls ftomos los cuales equidistan en r del crigen en

sy
una red dcc. Para referencia, en la figura I, se selalan la
canstante de la red, la distancia fcs Y dos capas de vecincs
respectc del origen para una bec, asi{ como dos plancs. Si se
considera una capa s con nis) dtoscs, sus coordenadas scn
Czhza. 3"2‘- xhaab ais las pernutaciones de las h incluyendo los
signos., Los valores de ha'.ha.l':3 y nCs) dtomos vecinos, hasta la

doceava capa 3 de vecinos para cristales cibico centrade en el



cusrpo, sstin dados en la tabla T.

Figurs 1. Red cristalina bece con dos capas de vecinos, donde 2a o
ol parédmetro de la red, fom *® l1a distancia desde el &tomo
aorigen hasta cada vecino, l1as o son segundos vecinos, ads un Stomo
snfrente y strés Cafuera y sdentro del papel respsctivassnte), del
dtomo origen, Eil cusdrads y ol trifnguio inscritos en el cubs,

correapanden 8 fos planos (1110 y (2002, respectivaments,



Tabla 1. Valores de hyohg,hg ¥y nCsd de acuerdo a las
Capas $ para un cristal beoe.

3 hyhghp nCsd
1 1113 ]
2 200 L3
3 229 i2
[ 2 311 24
L] 222 -]
8 400

7 3314 24
| ] 420 2¢
-] 4622 24
10 333 | ]
1 s11 2¢
12 440 12

Realizado el cambio a la dobie suma, la ecuacién (23,15 adgquiere

la expresién

WM - Z; ’;’om(-ﬂ-rncn) €3.1®
s [ >



dande 1a constante de fuerza ws congiderada hasta la capa s, ¥ de

acuerdo con (1.12) la constante de fuerza hasta s es

9 2*
4 ’FT‘*‘" €3.17>

o X

evaluads en L donde
[2 1‘ }‘/ CA. 1
can 3, ® b s

Haciendo 1as derivadas de Ia ecuscidn (3,17, dsta puede

emcribirse de la forms

Xy X »* XX, 1
u» [ = [! ‘l‘ - ,_a(’ :Qr "‘7."";!?6.:{)]

or

mh-dlonr'.ahimcw

( ‘i l! [’( »_ *'l ’l.) o C3 1

CUyom Lérminos son

tasbién evaluados en L



Ahcra, considerencs al vector ros=|h|a de coordenadas (h,a.h,;a.hja)

v sl usamos (3.100 podemas escribir la matriz:
s i |
hl 3 73 {8) i h h 18 ) 18 h h 3 3 i 1)
- (R b B -;.—' &) —;,—' (ALK )
h.h n? h_h
o — W e ST 5 74
nh hh n
SN 2@ 2 -

L 4

c3. 20

estas constantes de fuerza, también puwden expresarse de forms

compacta, para s = 1,2,3 se tiene la aatriz
e = A a® nt €3 21>

ol subindice 123 indica que l!a matr{z corresponde a! vecter

rg = (hja.haa.ha2).



Do forma sinilar para las otras 24 matrices diferentes -cuatro
matrice= por cada matriz original-, incluyendo las combinaciones

de 8 y sus signes.

Veamos ahors que la sula s3otve ni(s2 en ecuacidn (3.1 pusde

resscrihirse, usando (2,189 y 3,18, como

; [ (¢|s) m) . :mow] op(-ia-r, ) 3. 22
[}

dande debescs notar que 4%,

Q"’ y r, son las missas para todss
las nC3) on la misma capa 8, por lo que se pusden factorizar, asf

€3.220 adquiere como expresidn

’m) "’ ’exp(-iq-r . )
{ ] [m. %, %, nll ’-n;:?(—q'r""')

eapleandc esta Ultima expresidn podemcs escribir la ecuacidn

€3.10 eon 1la forma siguiente:

0y - 'z {0;'j:0:'] .:: =, z ""P("""nm)] .

nes)



3. 23

¢:s,bmn z op(-a-r )

nes:

Usando las valores de ﬁ?. n: b r!: de la ecuacidn (3.21) y (3.200,

después de un poco de dlgebra, ios elementos fuera de la diagenal

de la matriz dinsnica quedan como:

o, = Z«-E: {lt:coc(nh.qz)[son(ah-qx)son(-h'qy) -
)
son(.h.qx)son(nh'qy)] + n:cca(;h.qz)[scn(ah'qx)s-n(ah.qy) -

son(ah‘qx)son(ah'qy)] + ﬂ:cos(‘h.qz)[son(-h‘q*)son(ah:qy) -

lon(lh.qx)s-n(ahlqy)] } 3. 24>

Para los elewentos de la diagonal de la matriz dindmica.
utilizando €3.23 y haciende las derivadss sefialadas en esa

oxpresidn, se obtiene

n* ¢: - ‘: 23
MO, = - ) 5 —T— {a h'cos(-hqu) cos(ah‘qy)cos(uh'qz) -
s
s



cos(an,g, Joos(aha,) * :m(ah'qy)[n’h:ccs(nh.qz)cm(lh'qx) .
a’nlcos(anq, Jece(anq, )] + cos(an,g,) ["h:cau(ah.qx)
cos(ang, ) * -’n:cn-(-n.q,)ce-c-h.q,)]} . ot{eo-(ah,q,‘)
[co.(.h a, Jco(ah,a, ) + cos(ah,a, Joos(ah,q, )] + cos(ah,a,)
[costan e, decm(ana,) + contan,a, decntan,a,)] + contana,)

[cns(lh.q!)col(ah.qy) . ca(nh.qx)ccs(nh'qy)]} } 3. 2%

osta dltima relacidn también pusde escribirse andlogssente a

€3. 260, pero haciendo u-oo.a:. a: y a: de (321> y <3 20,

de l1a forma:

ZT [ a-cm(nh 95 ) cm(ah q )cal(ah.q’) « cos(ah q,)

cm(nh.q’)]} . a:{z-cn-(nh.qx) eu(nh.qy)cu(nh.q‘) .

cu(ah‘qy)col(ah.q’)]} + a:{z-cal(nh.q’) cu(:h.qy)



cos(ah,q ) cac(ah.qy)cm(nh.qg )]} 3. 28

para los slemsntos de la diagonal.

3.2.2 FRECUENCIA Y VECTOR DE POLARIZACION.

Tonemos ya ¢Xpresionss para 1os elemsntos de la matriz dindmics,
QUe nos aywudardn a obtener los valores para las frecuencia de los
RGOS NOrAM e d8 Vibracidn., Esto lo haremos de la siguiente

BANKGTS.

De la ecuacidn de moviaiento C1.130, para un sistema con un Stomo
por ceida unidad, se obtuvo la relacidn (1.18 para los msodos
normsles de vibracidn de 1a red cubica que tashién puede

«Xpresarse como

R N ;ow(c ¥0,(5.3) ca.2m

on esta expreaidn Dm(C) o8 la matriz dindmica cuyos elessntoa
eatdn dados por las ecuaciones C3.24) y (3.28), y [ son fracciones
de 2flva. Para cada vector de onda q(({) -restringidc a la primera

zona de Brillouin-, se cbtienen Jloa vectores de polarizacién



»([.}) cuyas componentes son e (0.J) ¥ cﬁ([.J). asi como las
trocuencias w({.§) correspondientes.

Cuando una onda se propaga a 1o largo de alguna direccidn, en los
cristales cGbicos, los planos de &lomos se mueven en fase con
desplazanientos ya sea paralelc o psrpendicular a la direccidn del
vector de conda q.

Para cada vecior de onda, hay tres sodos normales de vibracidn,
uno de polarizaclién longitudinal, y dos de polarizacidn
Lrantversal ; ambos cascs se auestiran en las Plguras 2 y 3. Las
coordenddas v miden »l desplazamientio de las plancs 8, y a o8 la

distancis entre plance.

‘.__
- m——

ey

TN
K

IR SR

T e
g
1

Figura 2. Las lineas punteadas y las continuas, indican
las posiciones de 1o stomos en equllibric v
despl azados. respectlivamente. cuandc una onhda
longitudinal se ha aplicado. £n este caso el
vector de polarizacidn @ es paralele al vector
de onda q.
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Figura 3. Dwsplazamientc de lcs plancs de dtomos al pasar
una onda transversal. El vector de polarizacidn
® o8 perpendicular a q. Los vectores e se pusden
observar con mis detalle en la figura O.

Do 1a ecuacidn C3.27), si el vector de polarizacién ef.)) esta
noraalizado, el cuadrado de las frecuencia de los modos noroales

de vibracidn adquiere la expresidn
R T EDY W (3 IR IR (¥p ¢3.28
a.f?
Esta ecuacidn nos indica que para cbtener las frecuencia de los

modos normajes de vibracidn, sdlo tenemos que diagonalizar la

matriz dinfmica Cver apéndiced.



3.2.3 PARAETROS NICROSCOPICOS DE GRUNEISEN,

Do scuerdc con la ecuacidn £3.14) el parsaetro de Grineizen s la

®@residn dada por

¢ in 0.5 v &L v Yeg. g3
FELJ> & e ey g * TS RO,
3.2

doncde o ([.1) eets dads por C2,.280. \Milizando 1a scuscicn €327

s® obtiene

d Wi, 4P _(0)
~ .z__gq__.p(:.;) »,(C.4)

)

LN ) C
Liasseos G (C) » —#l cuyss expresiones serén similares a

las de Dﬂ' pero cambisrdn las constantes n:,a:.c:.ﬂ:.ﬂ:.n: por b:.

o)

matriz GM(() son:

Bg: ¥ £5.05.1; respectivamente, esto es, los slessntos de 1

.n“ - Z—i— -%;- {r::::s(nh.q’)[sm(.h.qx)ton(m.qy) + sen(ahg )
s

son(;h‘qy)] - r:ea(uslq:) son(ah.g, Jeen(anq, ) + sen{anq,)
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s-n(ah.qy )] - r:ccs(ah'qz ) [son( ah g, Jsen{ ahq, Jsen( m.qy) S

s'n(ah.qx)son(ah.qy)]} €3.30)

Z_i_ _;;_ {b:{a-ce.( anq.) {cos (an,gy)cos(anga,)

cos(ah q, )]} . b:{z-:u(m’q*)[cac(.h’qy)cm(nhlqz) .

cc-(uh'qy)cm(nh.qz)]} . b:{a-cu(ah'qx)[cu(ah.qy)

con(ahq ) + m-(ah.qy)::::c(.mlqx )]}} 3. 3>
b'® 'flm av a'% ‘IS)
i ] o 3 r
€3, 32>
g® h\ﬂhl 'lh‘ a’v (¥ 3]

¥ las derivadas son evalusdas en fg'



Con los slementos de esta satriz "un que tiene forma similar a la
matr{z dingmica-. se pueden obtener los valcres para o'/dv de
menera similar a Ja que antes se obtuvieron las frecuencias
wedlante la ecuacidn 3,28, o8 decir, también diagonalizaremos
euta matriz.

Calculados 1ce valores de o y dwPdv podemcs ahora obtener los
pardmetros alcroscépicos de GrUneisen, mediante la scuacidn

s a’(C.4)

3. 3
BU'(E-J) ay

<l 4> = -



CAPITULO &

BESIALTADQR

El potencial interidnico necesaric para calcular las frecuencias
fondnicas y los parfmstros aslcroscdpicos de Oruneisen pars
potazio, que hemos eupleado, ha sido calculado por L.F.Magafia y
0. J. Vézquez utilizado anteriorments pars el cslculo de propisdades
o metales que solo incliuyen contribucionse armenicas del
pt“‘ulll-ﬂ).

Eate potencial se susetra en la figura &, donde puede observarse
un poxo profundo cevrca de la posicidn de los prissros vecinos,
re4. 240" ca. En la figura ® se exhibe una amplificacién del
misno, en ol cusl 88 cbserva y puesds concluirse que ia
contribucidn del potencial e isportante salo para las primeras
capas deo vecinos, J1uego se vuel ve suy pedgquelis.

for ejeuplo, pars las frecusncias fondnicas, ol casbio debido a 1a
Anclusidn de Una NUSVA Capa o9 aprodimadanents menor al 1%

partir de la cusrts capa ¢ vecinoa on adeliante,

En nuestro célculo pudimos evaluar de forme sencilla las
frecusncia do jos modos pnorssles de vibtracidn de la resd para el
potasjio, recordando que 1a diagonalizacidn de la matriz dindmica
nos Jdp modos norselss de vibracién. Asf , ropetisos el
procedimionto seflalado por L.F.MagaKs y G.J, quuu'a’ ¥

abtuvisos 1as curvas de dispawaidn de fonones on las tree



direcciones principales de simetria, fq O 0, tgqqq) ylagqg ©3
obltentendo resultados idénticos s lom reportados en su trabajfo,
lom plance y ios vectores de polarizacidn corrsspondientes a satas

direccionss los podeacs ver en ia figurs 8.

Con 1a finalidad de hacer 1as coNparacionss de wsetos resultados,
OPLANDS PXOf CONPATrAr PUSBLra CArva de dispersion fondnica cobd los

cbtanidos ewperimsntalments por Cowlsy: ™07

ot al, euta comparactén
.0 aetra on la figura 7, en donde obssrvamcs gue 1a aayor
discrepancia porcentual presentads o8 de aproxi sadamente del 10N

o piusde obdervar, eon general, b dancia entre los

cllcuion realisados y ol eogperinsntoc.

Siguiendo la filosofis preasentsds en el capitulo 3, obtuvisocs

finainents ios perdsetros micr fpicas de Oruneisen en las
direccionss principsies de simstria {q 0 01, [qqq! ¥y Iq q 0).

Debigo & que no w9 encontsrd en ls  literatura resultados
sperisentales suficientess que aldan estos pardsetros, tuvisos que
COSpArAr nteetraos resultados con 108 sxperissntales cbtenidos por

1333 ot al, que fusron 108 ONICOR QUE SNCONLTABLS reportados

Moyw
o is Siteratura.
Nusstros resul tedos calculados y los detos de Meyer et al, se

msstlran on la Pfigura O,

La sscasex de datos esperimentsiss dificuits la discusidn, con &l
£in & hacer otra comperscidn de nusstros resultados, sn la figurs



D mostramos la gréfica de los datos calculados teédricamentes poar
Tayler y Glyd.‘an. En esta gr&fica, también coloxcamos los datos
exparimantales de Neysr et al para una aejor referenclia con los
nuestiros. De esta dltima griéfica se pusde apreciar la similitud de
nuestires datos con la de los parsmetros microscépicas de Geunelsen
calculada par Taylor y Glyde, vemcs que tenemos un acuerdo
cualitativo,

Cansul tando trabajos de otros nu!.urn“’"'a‘w’.

ellos tasbién
obtienen discrepancias muy sinmilasrexs a las nuestras cuandao
CORpAran sus resuitados con los de Meyer et al. Luege entonces,
cabe 1a necesidad de cbtener maywsr informacicon experimental en las
direcciones principales de simetria del cristal, l1os gue serian de

gran interde en la validacidn de resultados.
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Figura 4. Potencial interiSnicc $#{r), calculado por L.F.Magafla y 5.J.Vdzque:
(ref.21), en funcidn de_Ya separacién idnica r para potasio (K},
con r, =4.B69 y a=5.233R. Las flechas indican la primera, segunda,
tercera y cuarta capas de vecinos.
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Pigura 5. amplificaci®n del potencial interilnico para K. Se indfcan
la tercera (3) y cuarta (4) capas de vecinos,
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Figura 6. Esquematizacidn de planos y vectores de polarizacidn en la red toc,
Lo5 nimeros 1,1,2,2,3,3,4,3, solo indican les vecinos.
En {a), el plano {regidn sombreada) corresponde a la direccidn
principal de simetrfa [g00). Los vectores de polarizacidn son e=
(1,0,0}, e,=(0,1,0) y e,={0,0,1). EiL primerc es longitudiral y los
dos filtimos son transversales, los tres vectores ccinciden con lcs
ejes principales,
En (b) el plano pertenece a la éireccidn [ggg), agul los vectores
de polarizacidn son e =(1,1,1), e,={-1,-1,2) y e =(1,-1,0). E1
primer vector es lergitudinal y los dos restantes son transversales.
En (c) el plano carresponde a la direccidén de simetria (gqC}, dcnde
e =(1,1,0), e =(0,0,1) vy e.=(1,-1,0), El vector transvercal e,k es el
L1 S : v 2
ufiico gue coincide con un eje principal de simetria,
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Pigura 7. Curvas de dispersidn de la frecuencia del fondn en K, con a=s5.2338.

Los puntos sefialados con & son los datos calculados en este trabajo,
y #son frecuencias medidas por Cowley et al a 9K, las curvas tedri-

cas obtenidas coinciden con 1as reportadas por L.F.Magafa y 6.J,
Vizquez (ref.21),
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figura 8. Parimetros de Grineisen en K, Las curvas cantfnuas son les

valores calculados en este trabajo {con el potencial de
primeros principios de L.F.Magafia y G.J.Vizquez, ref.21},
mientras que los puntos experimentales son 1os observadas

por Meyer et al: o son longitudinzles, y a son transversales,
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Pigqura 9. Parametros de Grineisen en K, calculados por Taylor y Glyde.
Las datos experimentales son de Meyer et al (& para los modos

transversales, @ para los longitudinales).
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CAPITIRO S

CANCLUSIONES

En wsate trabajc, congirul mos una matri{z dindmica. cuya
diagonalizacidn nas llevd al célculo de las frecuenclia del mode
normal de vibracidn de la red cristalina, conh esa diagonalizacidn,
comin ya en los célculos de frecuencias fondnicas, evitascs
rescolver 3N ecuaciones acopladas. De forsa similar, construlmos
otra "matriz dinsmica”™ en 1a que se incluyen las contribuciones de
las terceras derivadas del potencial, con sata Gltima, obtuvisos

los pardsptros microgedépicos de Oruneisen,

Los resultadcs en esta tesls, via cdiculo de priasras principlos,
creomcs. soh lo suficientemsnte bushos pussto que eetén de acuerdo
can los fonones medidos por Cowley et al, y reprodice lce
reportados en ol trabajo de L.F.Magefia y 0.J.Vézquez, asunque 1os
valaorss calculados para los pardsetiros de Orineisen no coinciden,
CONO UNC esperaria, con los datos experisentales disponibles,
nuestros resultados tienen una siallitud cualitative con lcs
caleylados por Taylor y Qlyde.

La diferencia nusfrica qQue existe, entre lom resultados pars los
parsmetros de UrUneisen odtenidos por Taylor y Giycde y los
nusstros, podriascs atridbuirla al hecho de que en el potencial
interidnico empleadc en este trabajo no se incluye una
caontribucidn a 1a funcidn dieléctrica debida a la polarizacidn de



los electrones del carczo de los tones de la red periddica, que
usualmente no @5 tomada en cuenta. Una forma de inclulr esta
contribucién es haciendc un escalamientoc de la funclidn dieldctrica
que aparece en la expresién para el potencial. Este tipe de
trabajo ya se esti haciendo, pero creemcs ests fuera del objetivo
4® enta tesis.

Hay que hacer notar que para probar la metodologia Cpara cbtener
los parfmetros de Grineisen). espleada en este trabajo. se
reprodujeron los resultades de Tayleor y Glyde usandc el petencial

de Dagens, Rasclt y Tayler[m’.

Con este trabajo creo que se han cumplido varics copjetlvos;

- Elaborar una astodol ogia para obtener les Par smetros
microscéplcos de JdruUneisen, cosc un primer paso hacia el
estudio de las contribuciones anarménicas del potencial
interidnico al cdlculo de las propiedades termodinamicas en
setales siaples.

- Investigar la aplicabllidag del potencial interidnico
desarrollado par L.F.Magafia y G.J. Vizquez. al célculec de los
parfmetros de Gruneisen, y

= weontrar on un primer contacto con la investigacidn en 1a fisica
del estado sélido con el pretexto de hacer una tesis de

licenciatura en Fisica.

El trabajo gque sigus ez bastarte, por ejemplo. inclulr el
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eacalantonto de la funcidn dieléctrica para qus el potencial
interidnico represente aejor al metal; calcular el coeficiente de
XPANnS) Bn volumdtrica, donde ia contribucicn anarsénica

que hemos caonsideradc o& taabién importante, on &#ste. eSPperamcs

tener b corr dencia con los rssultados experisentales

reportadcs aspliamente on la literatura cientifica.



ESTAR TESIS MO pesE
SRR 3Z 18 miduorEe)

APENDICE A
RIAGONALIZACICN OE A& MATRIZ RIMAMICA

Para una red de Bravals con una base, la matriz dindmica D es

horn.lu.na‘”l. Consideremcs la scuacisn (3, 270

Do = J'e CA. 1D

omitiendo por comodidad las coordenadas ({.)) y los subindices a,p
correspondientes. Donde o o8 un eigenvalor, # o8 el eligenvector
correspondients, si D o8 heraitiana sus eigenvalores son realss y
SUR ®igenvectores or!.oconaln‘?”.

Supongamcs que e es .nu.\up“cado por la matriz wunitaria I,

sntonces podemos escribir CA.1) como
(D -u'1)e =0 A2

la cual tiene solucionses no triviales si el detersmunante de los

cosficientes o3 cero,
D - J1)| =0 CA D
y dado que D es hermitiana se llega a 1a ecuacidén secular,

1D(q) - Bl ., = O CA. &
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Desarrallade este determinante nos conduce a una ecuacidn cubica
on ', con tres raices reales, para un valor dado de q tendremocs
tres soluciones, las que usualmente se escriben como m:(q) con
i*1,2,3. Sustituyendo una de ssas raices en CA.2) encontramos Jlos
esigenvectores correspondientes a los eigenvalores. Donde los
ejgenvectores nos dan los wvectores de polarizacién e, y los
eigenvalores Clas tres raices? son las frecusncia w de los modos

norsales de vibracidn de la red.

Ahora, podemcs formar una satriz de transformecidn para canvertir
a la matriz herattians © —cuycs elementos eetén dados por las

ecuaciones (3.24) y (3.200~-, a su forza diagonal.

Sea B una matriz forasda de trés vectores cclumnas ortogonsles

3‘.;" y;’ de la forma

f * .
0 L . 1
[} ] )
Ra o .y oy CA. B
s ? L]
L ® *z J
on la cual cada columna {0:..:.0:} o8 un eigenvector :‘.
Debido & que
e = & <
.‘o‘ i A



R os unitaria. Ahora, podemcs escribir su matriz conjugada:

t ] L ] L]
let o o)
A (] 3 s
Re o o o AT
L] C] (]
L ., o, ., J
Entonces, haciendo DR, se tiene,
T . s s}
z o,e, ; o,% ; o,e,
s 2
z 5, ; o, 29
s 2 »
ZD".' zbvo' ;D"o’ 1
de donde gl formamos R'u cbtenemos la siguiente matriz
r [}
z’o”o_ ., LD-’.- o' D,,% * 1
20”0.0’ zb.’._c' ZD o o CA. B

lz‘Dno- .' LD“O- .' z’ .' ]



Wsando {a propledad (A. ), llegamcs a

ru: [~ L] 7
2
[o] LA (4] CA. &
3
Lo [} w.j
donde sclo quedan los sisasntcs de 1a diagonal, esto es,
\g 2 [ L]

(='om), =1 - g"w'a o = o CA.102

Entonces l'l* o8 una matriz diagonal con eigenvalores w:. de donde

obtenemcs las frecuencia del mcxic normal,

Do ostla manera. hescs diagonalizado 1a matri{r dinsmica para la
ecuscidn C3.200.



APENDICE B

EL EDTENCIAL INTERIONIGO

El célculo de la densidad electrénica desplazada alrededor de un
ntcleoc on un gas de elecirones, S8 Jlleva a cabo usando el
formalismo de la funcional de dmudldr“ »42) y ®! nsodelo del

nucleo inmersc en una vacancia Jellium.

Do las tecrias del pseudopotencial y de respuesta Unonlr‘s’, ol
potencial interidnico ests dado portalz
dq sen(qr) «(]) (sntq ¥
*(")‘Tz" 1+ 8 r ce. 1
nztlo q(1-5(q))

donde £ o8 la separacién entre los dos lones, Z es la carga del
ién metal, £(q) o3 la funcidn de respuesta dieléctrica del gas de
electrones y &n(q) es 1a transformada de Fourier de la
pseudodensidad de 1a carga inducida.

Para este modelo de niclec inmerso en una vacancia., la densidad

inducida se calcula haciendo la diferenci nl phe

a
#n(a) = n(r) - n(r) - 2 z % (1 8.2
ve
donde n(r) es la densidad de carga total calculads que corresponde
al niciec localizado en el centro de la vacancia, y n (f) es 1a

densidad electrénica alrededor de esa vacancia. La suma es scbre



los estado base (bsd, é3te Se representa par Vb(r )
Las transformada de Fourler de 1la pseudodensidad electrénica

f21) tomande 1a transformada de Fourier

desplazada, o8 calculada
de la densidad dada par (5. 2 despuds de un alisasiento. En este
suavizado, s® imponen las condicicnes de que la carga electrdénica
se conserva, adesds que Sn(r) y (8/0r }(&n(r)) sean continuas® ¢4),
Es conveniente mencionar que en la foraulacidn pseudopotencial, la
pseudodensidad no debw tener rizos cerca del origen, y ia densidad
inducida calculada de Ja tecria de Ja funcicnal de densidad,
contiens estos rizos on #%a reyidn deblde a la ortogonalizacién
ontre los sstados de los electrones de conduccidn y los del
carazo,

El factar de forma, v{q), eati relacionado con 6n{q) de ia forma
siguiente:

v(q) = M B, 2>

a’{1-s(q9))

Esta dltims ecuacidn se usa para obtsner un pseudopotencial 1ocal
ofectivo, el cual en respuesta lineal darfa wxactamente la
densidad electrénica inducida desplazada fusra de la regidén de
alisaniento. De esta manera, algunos de los ofsctos de
apantallamiento no linsales se incluyen en el potencisl de par
calcul ado de este pseuwdopotencial.

La funcidn dieldctrica wusada satisface por construccidn, el

tecrems de compresibilidad ol cual es lmpostante en conexidn con



{44, 498) !“.“J:

el potencial interidnico ., ®8ta ests dada por

£(q) =1 + (en/a")o(q)

donde

o(a) = S(a)/[t - (e, oy(a) (1-1)

¥ Go(q) o8 la usual polaridad de Lindnard, h" es la constante de

apantallamiento de Thomas-Fermi, ¥y L es »l radic

L = (oufor,)/C08 /o0 )

donde 4 es el potencial quiaico, 2' o5 la onergia de Fermi y

H(r,) = E(r) + 1, (1))

on ésta relacién y“(r.) o8 la contribucidn de intercambio y
correlacién al potencial quimico.

Al usar la expresicn de Cunnparson y l..undqvn'.“ﬂ.

para
Antercasbio y correlacidn (la cual es una de¢ las usadas por
L.F.Nagafs y O.J.Vézquez' 2}

electrénica inducida), el correspondiente valor de L es

on el céiculo de 1la densidad

L =1 - (8pn*)”® r (1+0. 82130 /(r +11.4))

donde el valor de »(q=0) es -(—}—)E'. F, 3 la energia de Ferm
© o



del gas de siectrones, y la correspondients suma de Friedel s la
valencias del id4n metal.

r
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