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IR TRETIOTON 2

Cen frecuencia, lu solucidn de un nroblema de
Ingenieris (uimice se obtiene a partir de la resolucidn
de un modelo matemdtico cue nretende representar con tep
ta precisidén como es deseable a un cornjunto de fendmenos
fisicos o cuimicos. Tal modelo a veces corresponde a una
o verias ecusciones diferencizles (generalmente de segun
do orden) y en much2s ocasiones su resolucidn rio puede
ser obtenid: comodumente nor el camirio analitico er vir-
tud de cue gran parte de estos nroblemas no tierer solu-

ciones @naliticas sencillas cornocidus.

Pcr lo #rterior necs svocamos ¢l problema de ana
lizar 1z ~lterncstive (aplicacidn de soluciones numéricas),
desde el purto de vista de la rrecisiodn de la resnuesta
cue ni ra ur esfuerzo dado podamos obtener. 'l compromiso
eri cuanto a l¢ precisidr se hard a combio de obtener una
solucidn prédectice, 1¢ cucl solo cumplird con esta propie
dzd si er a2lguns forma se nuede conocer su confisbilidad,
cs decir, si existe #lgun criterio eficiente nors estime r

el error cue se introduce ¢l uplicur el nétodo numérico.
Algunos ejenplos son:

.- J& ecuicidn diferencial

‘;?azzf —-/44; ;; + /»;E WX-=o0
=

cue corresaonde 1 modelo e un rezctor emnuzcado tubular,

isotérmico, er. la cuul Aég es el ndmero de Teclet, Z

es ¢l didrpetre s#dirensioni 1 M 1l perticuls de cotilizador

i w c: ~1 térmire ecirétiec zoulo homogéneo.



2.- Ta ecuacidn

dc 5
ok re +;272(r' k;'c -

cue se derive del modelo es-

férico de difusidén para par-

? Sl ticulas de catalizador ; en
'\ N | , la cual C es la concen-
"N tracion del reactivo, qﬁs es

" el médulo de difusidn de

Thiele, R es el radio de
la pirticuls de catclizador,
FIGURA No. 1, 7T es l¢ distancia del
centro dc¢c lo particule al 1lu
gar donde se cfcctue el balance de materic. (2), (34).

3.~ 11 modelo de un poro cilindrico idecl
con unz reaccidén de primer or
S= a7 Tax dern en la superficie interna
del poro puede representarse
S por la ecuacidn,

:;-;r_,!r‘l
TS _&_( e 5
c[)(‘

4—“—u en 1la cunl €4 es lu concen-
FI"UP: Fo. 2 tracidér del reactivo, 7 el
radio del poro (cilindrico),

ls es la constante cinétice de le recccidn y 2 & cong

tante de difusidén. La variable X es la longitud del poro (3).

4.- Para un nodelo de secado en el nerio-
do de decrecimierto en la renidez de secado, de perticulas
esféricos, se unlica la ecuncidn.

_Jgnx Do 4 +_Z_.Eﬁgzx
Dt r DT



donde F g es la vorichle tieuane, T la veriable nosi-
cidr, Q. €5 1l¢ mesa cue se trorsfiere ; 2w 1t cons-

tente de difusividad. (5)

5.— 1 modelo pura le: difusidn de un
fluide en cstodo goseoso se represents por 1l ecuncidn

QC __.Drg_ DCa 9(
57 797(? ) p?f*

donde €4 es 1l cencertrecidn, 7 el tiempo, 7 el ra-
1io, A 1a longitud, D, 1l¢ constoente de difusidr ro-—
dial , 2, 1l& constente ¢ difusidn axiul.

6.- Iz ecuuciones rue se deriven de la
teorie de 1l cune de sensirecidn prra urn flujo er dos di-

recciones sobre un:t nlace son:

2x 2y ?'
’a")( 9}1
en lz¢ cusles 4 y U~ son

1lrs compenentes de li velo

cidnd v er dos direcciores
£ lo dersidad, ~f 1la visco
FISURL Tos e sided cinendtica + 1o pre

sidn. (6)

T7e= 71 rodelo ni:rie: dos direccicnes e
un recetor catulitico tubular nroporcions lis ccuwciores

Aifererecisles simultdress siguientes:



nare el balance de energic:

pare el bilance de meésa

9>< f_/£_<,/;:9_&+zfzs 75 fo M
£ \T T 5’y

: donde icb es la velocidad de

=0

reaccidén globsal por unidad de
masa de catelizador, /f; es
la densidad del catalizador,
AL la velocidad sunerficial
en la direccidén axial, 7~ es

FIGURE Yo: 44 el radio del elemerto anular,
KX es la concentracién,

(}f}” es la velocidad de reaccidn por unidad de area de
reuctor, ;/1- el peso moleculer promedio, Pn J Pe._ los
numeros dc Teclet en direccidén redial , axial definidos
por les ecuiiciones

P x(aﬂp P _adp

&R - EL JpL

dorde 2, eos 1o difusivided radial 4y 2,  la difusividad
axicl, Z es el esnesor del elemerto anulur, aH la en
talpia de rercecion Cp 1t cupucided calorifica y itg la
constinte cinédtice. (4).

8.-

2
44: ___;? 2<C P 7
Ax Vi ort T 7 7/
F's 1o ecuacidr cue represerte el belirce de mate-

riales pore une recccidn cue ocurre er la sunerficie del



| jr o
! catalizodor dentro de un tubo de
| radio X y largo [/ en un pro-
R i ! ceso isotérmico, pare un gas (ue
x pesa & velocidad V y sigue una
dx i L reaccidén del tipo 4 —b B’
| A L“ donde P es lc difusividad.
% {29 ).
4 R,
. 4 .,

FINURA Fo. 5

Tara resolver los ecuaciones anteriores lo cue se
hace en la prédctica es emnlear =»lgur método numérico (si se
conocer las condiciones ern la frontera o las condiciones 131
mite), pues los coeficientes de estus ecuuciones pueden ser
variables y estdn defiridos por funciones con lus cuiles se
dificults el obtener una solucidn analitica.

Los coeficientes varichles de lis ecuaciones ante-
riores pueden aproximerse a ls ecuzcidn de una pardhols si

s

consideramos cue de su naturaleza se puede decir cue los 11
mites de lu ecutcidn son cercoros y, er el rango de integro-
cidn los coeficientes sean cortiruos, @nlicando un criterio
seme junte =1 de lo regla de Simpson, con lo cuzl nodrianos

representar las ecuaciones nntes mencioncdas en li: forme:
W wtL / wee
4 +B/B<+x) Vs c(cc-/x) 4 =0
de la cual podenos hscer las siguientes consideraciones:

Siwt=wit=0 1la ecuacidén se convierte er uns ecua-—
cidén diferenci#l de segurndo orden con coeficientes consten-
tes, de la que es fdcil compar:r su solucidn nor 7lzun mé-
todo rumérico eorn su corresnondiente solucidn enalitien, 1e

cu:l no present: dificultades pnora ser obterida,



Siwtto , wuw#o se trensforma en une ecui.cidn
con coeficientes vuritbles en le cue se dificulta compa-
2r Jos resultedos por tener uné solucidén nés complicada.
Sin embargo es nosible hacer una comperecidn zcecesible si
se hacen wl=wte=1, s se obtiene un# solucidn analiti-

ca empleando el método de series de Taylor.

El objeto de este trabajo ecs detectar el mejor
método numérico de integrecidén, pera lo cue selecciona-
mos los mds usueles dertro del cempo de 1z Ingenieria Qui
mica 4 son el de Euler, el Fuler modificzdo o de Heuns,
el Punge, el de Milme, el Runge-Kutta y el de Merson.

También es muy importante el obtener estimacio-
nes cuslitatives de les condiciones determinentes del
error en que se incurre al aplicarlos y si es posible en-
contrer slgune regle prdctica pura conocer el error que
se derivs de le anlicacidn de cada método numérico.



£1 uszr métodos nunéricos pera la solucidn de mo-
delos en Ingenieria Cuimic#, nos damos cuenta, por la natu
raleza de acuellos cue er la realidad obtenemos no una so-
lucidn sino una aproximecidrn a ella. A la diferencis entre
la solucidr , la aproximecidn se le denomina comunmente co
mo error. Fs obvio cue este error puede ser conocido con
precisidn solo después de tener tanto la solucidén como la
aproximacidn y por consiguiente su naturaleza es experimen
tal o empirica. Por lo anterior, el conocimiento preciso
del error es casuisticeo, 1o que ros limita en cuanto a las
decisiones de seleccidn del método numérico mds convenien-
te y en 12 estimacidn del tiempo razonable para obtener
ura respuesta buena.

Con frecuercia se cnfrenta uno a problemas en los
cuales el desconocimiento de la magnitud del error y de
sus propiedades pueden dificultarnos mucho la solucidn del
modelo planteado o bien dediciemos demasiadas energias en
busca de un resultado cue rio podremos obtener después de
todo o puede no tener sentido.

¥ste trabajo representa un esfuerzo para tratar de
enterider los origenes del error, sus propiedades y de des-
cubrir en lo posible, relaciones entre las variables de los
modelos a resolver , las variables de los métodos numéricos
cue nudieran darnos a priori una luz sobre el comportamien-
to del error en casos “dazdos y cuye solucidn nos interesa.

La solucidn y le aproximacidn son finalmente un
numero y en este trabajo los denomirareros en la siguiente
forma: A1 numero ue renresert: la solucidn exacts el cuel
denot&éremes como F;, se le asocia el valor de un nunero f

que corresnonde a le solucidn aproximada al nimero ¢ . Tr-
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tre los dos valores mercionados en el parrafo snterior,
existe una diferencis 2 la cuzl se le conoce como ERRCR
£BSCINTC §y se denota nor [ .

1l numero f tiere m cifras decimules exactis si
su error absoluto no supera a la mitad de la unidad deci

mal de orden enésimo.

g Si al error absoluto se le divide entre el va-
lior ( , Se obtiene como resultado lo c¢ue es llamado ERROR
RELATIVO 4 se denota por g .

Ambas representaciones de la medicién del error
reflejan el grado de confiabilidad de los resultados.

CrUSAS DEL HBROR:

Ias causas cue introducen errores en los procesos
matemdticos aproximados son:

I.- Cuendo los dutos originales contienen error 4
lo hacen repercutir sensiblemente en los resultados del pro
ceso matemdtico aproximado. Tumbién en coriocido este tipo
de repercursidn del error cuando «fecta mucho al resultado
fincl , entonces se dice gue el problema estd mal condicio-

nado.

II1.- Cuando urn. furcidn infirita o complicada se
representa por una finite o mfs sencilla pare poder obte-
rer una solucidr uproximad:d del problems original se presen
ta ur error cue se deromina por TRUMCACION. T& magnitud de
este error Jdepende de un nardmetro N , tul cue s{ N-veola
solucidn se acerce =z lo reul, es decir cue el error tiende

8 eeros

V1 error por truncecién también se presenta cuando



en un vroceso de iteracidn se elimina alguno de sus pasos

cue se recueria para terner una solucidn exacta.

Solo es converiente introducir un error por trun
cacidr. en el coaso de noderlo controlar o cue por alguna
razén se pueda considerar desnrecisble en compuracidn con
los resultedos exazctos, siendo un ejemplo de este nroceso
el caso de una serie convergente, la cusl se puede calcu-
lar tomando en cuerita sélo sus primeros términos, pues a
medida cue se cnlcula un término sunerior, éste se ucerca
mds al valor de cero. Para determin:r hasta gue término
se debe calcul#r es necesario snzlizar conjuntamente el
grado de exactitud reruerido y la megnitud de los térmi-
nos inmedistos al escogido como ultimo del cdlculo de la

serie.

II1I.- Cuando se recuiere limitar una expresidn a
un cierto ndmero m de digitos, proceso cue se deromina EE
NerNEN,

Para efectuar un redondeo se han establecido lus

siguientes reglas:

Cuando el digito m+/ es nmenor de 5, el digito
N ro se altera (oneracidn (ue se denomin: redondeo hucia

abajo).

Cuando el digito #+/ es de 5, el digito 2 se au-
menta en una unidad si es non, no se aumenta si es per.

Cuando el digito 274/ es mayor cue 5, se aumenta 37

en uno, lo cue se denomina redondeo hacis arriba.

las anteriores reglas fijan el valor del digito
-~ , faltendo sqQlo merear el criterio nure escoger el nu

mero de términos cue deben ¢uedar en el redondco.
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551 EA_, EM ,EAS ,...,Em son los limites de

los errores absolutos de los numeros aproximados A ﬁ;,

Fs ,...,6; 3 €1 limite del error absoluto del resultado

de sustituir los valores aproximados er la funcidn F (de
los numeros exactos) estd dasdo por:

£= 25 e [25

QF

-—

+
o

IQF

Etn

donde:

F=4F,¢.¢....C)

Esta ecuacidn proviere de las siguierntes conside
raciones:

F+E,.={(7,6,

f = C}’L E,

h=RA+E

fg = F§'+ EZa
=@+ Em

s i)

donde E,)Ez ES)'- Y 1_ son errores de redondeo para

los valores ",’;E,Ps,--u - /,,fz/ /SJ.--:

como se representan en 1a sugulente ecuacidn:

/(ﬁ; /2, @,..', ,.‘):7//51#5)/21*5). 3 (’7"*57)

expandiendo por series de Taylor tendremos:

A2.8.8,...6)=dEEk.. A+ESE

IQF,[_%/f_F...-[K//’ﬂF
"95 —32@ f;n/WKr



&

si se czonsldera cue E,, E,_) Es,e-s, Ey son nime-
s s 4 . . .
ros pecuefos serdn nimeros a
oS pecu °’£x,Ex, TR ran mero un

mds pe
c¢uefios y pueden ser despreciables, razdén por la cual el
error total en el redondeo de una funcidén estd dado por:

9FE+

2F
2F = 2 <

PYA En

é
El error relativo estard dado por: ’
Ey =

OF | En
9/3 5—7 F_‘ ?

Esta férmuls presenta un inconveniente, el de no
poderse conocer F

;s problema que se resuelve obtenien-

él1 y es F*Ep , con lo cunl se obtie-
ne una aproximacidn del error relativo.

do un valor cercano a

Los alcinces de la anterior fdrmula ruedardn acla
rados si la aplicamos pire

la obtencidn de un resultado
aproximado en a2lguna expresion.

Supongamos, se cuicre obterer el valor de la ecua-
cidn

F= o+be b +/< g
pare cusrdo los valores son

A= ¥43.24532/723...
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b= 4021339

N
1

= .00493952...

teriendo como limitzcidn ¢ue el error absoluto no pase de

.000/,

Eq< 000/

De lz ecuacidrn se obtiene:

PE 4 HE. i EHE.L
= o4 4 2c =/
q

Ahora bier. si redondeamos hast: la cuurta cifra

decimal
2= 437453
,-/—Iz 4/‘02/3
< = .oco¥3

De donde una eproximecidn del error de li:s diferen

cia de los datos originiles & los empleados serd:
- \ e
£;q-la~—o\l—,oooos

E“’.L =l.6—~,d~' = .%000¥%

5’,‘ ’:!C- c' ,: .00005
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Pera el cdlculo de estos errores se efectud un
redondeo por arriba, considerando este error como limi-
te ma,or de las diferer.cias entre los datos.

De lo anterior se puede obtener una expresidn
par: el error 1imite mdximo cue puede terer la ecuscidn
s el cunl serias como sigue:

l.
4023

(. 00003) s (.00 004) 2

E =l

EF = ,00003 +,0000099 + 0003812 =,00095

de acui se puede concluir cuc el primer redondeo fue ma-
lo, es decir, no tiene los resultasdos con la suficiente
exactitud como psra ser esa lz respuesta con una incer-
tidumbre menor de ,000/ . Por lo tanto nos vemos en

lz necesidad de aumentar el numero de cifras para los dz
tos eproximudos y si lo hacemos hasta la cuinta cifra de-
cime#1l tendremos:

'~ Y3 74532

N 8
"

4.02/33

0
"

00435

£y, =-000002

M
-
I

L00005

£;c = .000005

/ -
- gl 4 1= ! -°°°°°5>
EF = 000024 Y02/33 (.0000057 t W T l(



14

[F = ,000001 +.00000/2 +.00003

&
EF .000/

Tor lo tento se puede concluir cue las oneracio-
res a efectusrse, pura obterer F con el grado de aproxi-
macidn antes descrito, deber llevarse a cabo realizindo
el redordeo hasta la cuinta cifra decimal.,

Parc los efectos de este trabajo vale la pena
aclarar cue la meécuira computadors, en cue se efectud la
nirte experiments:l, redondea cutomaticamente hest:s la oc
teva cifra significetive , cusndo se emples la doble pre

cisidén hasta lz décimo sexta cifra.

Firalmente como causz del error en la aplicacidn
de algin método numérico terdremos:

IV.- Cuando se separn en partes el intrrvalo con-
tinuo de une funcidn , se representa por una 8 rie finita
de puntos, proceso denominado DISCRUTIZACION, motivo por
el cu~l su error ceorocteristico es llamedo por el mismo
rombre.

la 1égices ros dice cue este error disminuird si
en el nroceso numérico se hace meror la diferencia entre
el modelo tedrico , el rumérico, es decir, a mcyor frac-
cionamiento del intervalo de 1ls funcidn el error serd me-
ror. Tero loc criterios cue modriar conducir a resultados
er much#s ocuciores ro sor aplicahles, lo cual se exnlica-

’

ré er. forma mds ¢mnlis cusrdo se treter lus furciones de

Jas)

errors
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»1 andlisis de este tino de error es prudente
efecturrlo en nroceusos numéricos de diferenciacidn e in

tegrecion.



FUNCIONES DF ERROR PARL LA
FORMULA DE NE®TOM-COTES.



PIINCTIONES T "RRCR,

Iste trab: jo partid de la idex nrevaleciente en
la literature, cue piro cada método numérico se puede en
contrar alguna fdérmula, la cusal nos proporcione el error
méximo en cue se incurre al anlicar el método sobre un
problema. Ia magritud de este error estimado dependerd
fundamentalmente de la excctitud del método y ademds de
las condiciones del problema ccmo son las cordiciones en
la frontera, velor de los coeficientes, etc....

A la fdérmula cue nos proporciona la cuantifica-
cidén del error para cada método numérico y serie de con-
diciones del problema se le deroming funcidén de error.

Los casos mds sericillos de la obtencidn de fdér-
nulas de error corresponden a los métodos de integrtcién
derivados de la 2pliczcidn de 1l¢ fdérmule de Newton-Cotes.

PEGIL DE TOS IPAPECIOS:

Las integrales definidas puedern ser interpreta-
dzs como el drea bejo la curva y de ésto que algunos mé-
todos buscuer el area, puru con ella conocer el valor de
le integral.

Tl método de la regls de los treépecios o regla
trapezoidal recibe ese nombre porcue el criterio con el
cuzl se llega 2 conseguir el valor del zreuz es el de ha-
cer la sumatorit del area de una serie de trupecios en
cue se puede descomnoner el area totnl. Purs cada trape-
cio se calculs el valor dnblr altur:. dc cus ledos utili-
zendo la funcidn a irtegrar y se nultiplica el promedio
o medic de los alturas de cade trapecio por el tamafio de
cala subdivisidn del intervalo en el cucl se desea obte-

rer el valor de l¢ integral.



i

b
Supongamos la funcidn #(XLQX de 1o cucl se
O
’ 3 . 3 /\
cuiere conocer su vealor rumérico, S5i se grafica {YX) se
obtendrd ura curvs le cunl nodri: renresentarse por la
figura Tos. 5«

A esta grdfice podemos hncerle la rerresenta-
cidn de la divisidén de su intervalo [a:l-] en par-
tes igu: les, obteriendo travecios cuye superficie se pue

de cilculer mediante su fdérnule:

A= (1) + fx)

/0
donde oX es el arncho de cada trepecio , estd dado
nor:

aXu iy o
o / ) ”

pero devendiendo de su msyor o meror viélor se puede sunen
tar o disminuir el error de este método. En forma grdfica
se nuede exnlicar como el error proveniente de las cress
cue escanarn & ser cuuantificadas &l celculer lzs superfi-
cies dec les trapecios y se encuentran b:jo 1 curva. "ue-
de distirguirse el area rue ro se cuantifica como lo su-
perficie sombreade en le figura l'o. 6.

La figura Mo. 6 y lu To. 7 corresporder a l& in-
tegracidér de la misme curva, pero en el primer caso se em
plean un rimero menor de trapccios, en el segurdo caso se
hace la integracidn con un numero mayor de trapecios; 1lis
superficies sombreadas corresponden @& las areas b jo la
curva que rno tuedan comprendidas ern liés superficies de los

travnecios.
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Como nodrd roterse cuertos mds seuar los trupe-

cios, el error de le integracidn serd meror.

!

| i
.;(L) {&

1) l fe) xz

o - o b

FIAUPA Tos 5 FIGUR! Vo. 6 FICURA lo. T

Se rueden colcular les 2reas cue escapan de con-
siderarse, en forme de uns funcidén del erea y las condicio
nes determinantes del area, a la cual se denomina funcidn
de WRFOR PAPPA LA RWALA TRAPEZOIDAL, misma cue puede expre
strse como sigue:

e 2t

Pera determinar le funcidn de error con mayor pre
cisidén haremos su deduccidn.

El area de cada trapecio es:

2% )+ fi4))

/3
s la suma de todas estes vress serd:
A
p(x)a!x i —A%({(a)+.2/(aux)+2/(a+zax\+-—-*fa*))
o
& 4

dorde el error € cue se origiro por lag areas r.o sumades

(SRS

€ = AX(fo)s 2 fb)s 2 flits ..o JB))- | 00y

s se npueder hacer laes siguientes consideraciones:

15

v
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’ y I i

i (X) es linezl €=0Q pues #Q‘) es constante y ,ﬁ(x):o
para todo vilor de X . Tg posible cue pars uns funcidn
general 4()() sea ura consternte , si m=l J X:,{,

= A== (Q@wg(ﬂ) Q@a

d1fprenc1 ndo

e,(:{({(a)+/(f))+(* A2 gty 40h)
Elaies ') = k-a)4(H) ,

s este es el error Gue ha, er un trepecio; si tomamos el

6

trapecio ccn meyor error posible , llamemos &1 méximo va

lor de /'a‘) como -,_ o €l mirimo valor de /[f/ como

I, er a<l < tendremos:

‘ZL(J“'Q)MZ < %7 = EL(’?Z—Q)MZ

integrando obtendremos: "
Gl-a)m, < (P < L (HF-a )M,
EW-<ha)= c'(h) €'(a)=0
7’{4{3 = €@ f,{)‘ AM, .

- E@z=0 , F=ard | A=ax e nm

s i
ffr, deas ok
leal o 2 e 2 b
Aot -a)ors 2 € = Ll
Lon,, < &% /3”’/’/ -




2C

g pare ceda nroblema especifico, el muyor-valor de Aﬂ;
estd dotormjnudo,ﬂé‘a) tombién muestra invarisncie, por
lo cusl el error solo serd funcidr directa de aX o de e

c- {5 )

De lu enterior ecuacidn, si se fij: el error md

es decir:

ximo permisible pore el problerma se puede deterrdinur el
vielor de = ue nos da resultados con el rungo de in-
certidumbre antes fij«do.

PEGLE DT SIYOSON:

Ctre forme de obterer el drea ba jo la curva es
nor la aproximccidén @ urna secuencia de arcos pzrabdli-
cos er cada tres nuntos corntinuos. Tn este cuco el inter
valo se debe d4ividir er un ndmero par.

"1l arco perzhdélico de unu perte de l2 curve se
ilustre en la figure € , considerandola como unz sec—
cidr de una pardbole deber: seguir ls ecuvcidrn:

4=ax+bx+c
misma cue es fdeil de irtegrer Cirectimerte vara ese sub-

intervalo.

71 aree brjo le curve sord: Y )

A= (axsdx+)dx = (—% ax3s & A-x%+cx)
4~ ok

z. 3 26
A= 'j—a”( 2 ch Como se corocen cn ca
da sub-intervelo treo
T - ’4‘ puntos se nueden obte
rer tres ecuiuciones
simultdreus con tres

ircégrnitas:

?g ::CZ4{2”‘444( * C
FINURE Yo. 8. ;; :ac_{z + 4L+ c

-k lo A

v
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resolvierdo simultaresmente las ecuaciones Mo. 28 se ob

Aad®=got fo ~<F.

s de 1l¢ ecuacidn Yo. 29 podenos deducir cue:

A= L (4 + 4e-29) +249, .

y finelmerte obteremos:

A= £ (prty +4) .

la ecuacidn ro. 31 es conocida como la férmuls prismoidal

tiene:

29

y la suma de las areas seria:

(y +9‘/+y)+—/n(%f¢y,+%,)+ + -"—((%ﬂ-f%_/ Z)

ecuacidén cue arreglads cuedaris er laz forma

= _5_(% *Y4,4 2444 24+ .. T, 47:-)

cue es conocite como la QREGTA DT SIMPSCF,

Ahora bien, para obterer su fdérmula de error: si

A=x

£=g6 = //f)/f L (flenyrofle)+ /VC*XJ)

X
serd el error mdximo € bajo una pardbola y pora la suma

de los errores tendrl 1108 ¢

S( ‘Q(,(.H‘{- :&-.( (0.)+4/@h€)+ (a+2d)+
T 2fat rph + A fern0d) +/(4))

35
si )zﬁ(es una funcidn tal (qu f(x)oobrogx C+~(‘7 er.tonces
S 6)dx = Flc +x)- F(c-x) 5 xe& (o,N)

I = Flc+x)—F(e—x) - L(&(C**)-f‘ﬂ(f-)*‘kc-ﬁ)

obterierdo por difererciacidn



sy e )
b0 (fnf e S{ftemes) -
3",)( ‘__3_(1! " ox) //cx)) (4 (CH)—lLC-‘x))

v b
como {' existe sobre [Q ‘{r] podemos aplicar el teorema
del valor medio para obtener:

gh)=2L ) Aclxen

'd . ” ' .
si ﬂ‘, es el mdximo valor de / (2‘) v €l velor minimo de

I‘(i):/’”v 2
)! 2% % oy < ?”I(X) i 2_X3Mg.

como (o) = ca(o\ =q) = *
f%“‘(*)o?i j - 2 M«,«H = ZHm,
g‘}"(*)at _fm It = f’ My
qx) = go(\ (*Mi’ S z"’Mqu* = —«j’qu )

Si tomamos los msubintervulos, cue deben ser un

ndimero par,

A -a .

*:‘Q"" ” (Z"-/) 96

o ) A

sumando desde L =/ hesta L= Z
Cuy = F % 4{5"/7_7 - ———/4 ~a)My -

L4

Exsl = "'[ ‘l l % 4”"9’ 98
Tas regles trapecioide 1 v dp Simpson son los ca-

sos més corocides de lu férmul: de Newton-Cotes, pero cxis
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ter muchos mds, nuecs se he estoblecido:

mk
160dy = kAGR A0 +kJi - Rfa)+. 24 find)

ecuscidr en la cual ,&, \»&1‘# St #m-ol son constantes
que se pueder hallar mediante una expansidn por la serie
de Taylor.

Como ejemplo seffalaremos el caso particular de
la regla de Simpson, para la cusl la expansidn se efectua
ria de le siguiente forma:

Se debe fijer al numero de constintes en la féz
muls de Mewton- Cotes, dandoles o les constintes cue so-
bren el valor de cero; efectusndo esto nodemos escribir:

'{(x)Jx =k Je)+ A f) + R A0 5

emnplesrndo ls férmula de la serie de Taylor, la cuul estan

blece:

L6)= Jopsx floye 40+ S L6+ ..

s/
se vnuede obtener cue el térmirno de la derechaz Jde la ecua-—

ciodr Fo. 50 muestira la siguiente ecuivalercia,

{&)Jx 2fto) +%; (o)+f,/%)+...

52
si consideremos que el término de la izquierds cn le ecua

cidr To. 50 puede modificirse «1 emplear lo estiblecido

por la ecuacidn Fo. 51 nodremos obtener lo siguicnte:

A1) A fo)- b, L 10)+ 2L o) -
Eadde

s3
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/J%O,ZVb) ==-4€i ’/?3)
A A0)=A L)+ k[ 10)+ £ /”(o)+ /@,.

/, [/
si igualcmos los términos en %(0))4/(0):{ fa_) de lo ecuecidn 5C
una vez sustituidos sus valores por lo sefalado en la ecua

cidr No. 52 y To. 53 tendremos nor lo tanto:
2000+ 5 0+ 51 1)+ 5 T = A f6)-
46 /{0)4 __i/”/) __i_/”’/)’,_l/ /IV/)
Ao o)y h J0)s 4 f10+ Ao+ e f )+

O L
de donde se ohtiene:

2=4,+4+ %,

o :—-Jé_, v"»é,

’Z_,__ - A—I ’f *éz -
S/ 2/ 2/ ss

ecuaciones cue al ser resueltes nos dan:

sS4

b= %
’é-v "’éf
"6 = é s¢
pronorfionando estos resultados la fdérmula
(o0dx = £ (2/e9+af)+2/0)
pd |

la cusl corresponde @ lié férmula prismoidal, nero en este

caso se obtuvo & o rtir de 1z fédrmula de Mewtorn- Cotes,



N
(8]

Tosotros truricimos ¢ purtir del término 22—/
de l& ecuacidn lTo. 54, nero nodenos notor cue el coefi-
: 11 e
ciente de f?ﬁ@) dcl lado derecho de la ecuncion es cero,
por lo cuzl podemos eliminarlo sin introducir error. Lue
go lo gue ros interese c#lculdr es el error nor trunca-
" . " . ;¥
ciorn & partir de los térmiros 7/ o

Los errores introducidos @1 truncer las series
pueden exnresarse en la siguiente forma, a nertir de la

ecuecidr l'o. 50

Joodx = I({(o)d/?o) + K lo)r Y (o)t )AA
J '
- ({(oyru lo)+4*{ @) ) dx -+ __Fq(i)aM
1@(4 VA= 2 i

5(4/ 5(40)

er. 1¢ ecuacidr No. 54 solo se truncaron d

o)
series por lo «ue el error de truncacidn serd:

<=y £) = md

71 cédlculo el error results relativamente fdcil

6o

nire estos sistemes sercillos nero cuando llegamos a te-
ner lz recesid:=d de calcular ura ecuacidn diferencial con
corficientes viriables como las sefaladas en la introduc-
cidn de este trabojo, resulte ruy comnlicedo el obtener su
funcidn Ae error , ros ercontramos sir ringun criterio efi
ciente nire corocer le raturoleze del error gque ros d& en

sus resultslos.

Par: los métcdeu emnleados er 1o nirte experimen-
tel haremos mercidr de su error ¢l desceribirlos ern el si-

guierte canitulo.
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Al igual que pura este cuso se pueder calcular
los coeficientes para muyor ndimero de términos en la fér
mula de Mewton- Cotes, dendo conjuntos de coeficientes J
pudierdose calcular el error en cue se incurre emnleando
la expresidn parn el residuo en 1la serie de Taylor.

La table siguiente nos renorts los coeficientes
cue pueder. ser empleados en la férmule de ewton-Cotes y
el error méximo posible para czdn conjunto de coeficien-
tes,

TABLA NO. |

A=A A0k fH)+ .. + £, k) + <

Ky | Ao| Az | Ky | £y | A | A, |£=cecor
1 0 o 0 o L AM
y 4 / Vi o o | EA My
/| 3 / 0 o | Z£My
32 | 72 | 32 7 o LM,

191 75 | 50 | 50 | 75 | 19 | B A?Me

9
26 | 27 | 276 | 27 | 276 | 750 A7 Ms

g:183 29
75/ | 3577 | 1323 | 2789 | 2987 | /323 ﬂvoojl‘ Mg

S phe «hE\* NN '5\“ S\ ol fot
2

H

o / / o o o %4{,3M;
o | 2z | | 2 o o | £ A%my
o /7 / / /7 o | 22 A5My
| & | e v |74 126 |19 | o |H&AM




las primeras siete fdrmules se conocer como ce—
rradas , las Ultimas cuatro como abiertas, debido @& cue
les nrimerss utilizor el valor de lo fancidn en su limi-
te iniciul , final. Tes fdérnmulas cerradus tienen coefi-
ciente cero aplicado a los volores de lé funcidn ern sus

limites inicinl 4, finsl de le integreal.

Lz aplicecidn de les fdérmules de error de la ta
ble egnterior presentan entre las dificultades cue tienen

pard su empleo las sipguientes:

A veces es necessrio aplicar alguna fdérnmula de
integracidén sobre algin problema, del cuzl no se puede
obterer el valor de la derivada (de tercer 2 noveno or-
den) pues no esté defirida. Brn este ceso no se podra apli

car la férmula de la funcidn de error.

Otro inconveniente es el hecho de cue estas fdér-
mulas reportan el error mdximo posible, es decir, se em-
rlez el valor mdximo de la deriveda de orden marcado por
la funcidén de error, mismo cue estd lejsro de un valor
promedio de dicha deriveds 4, en consecuencia se obtienen
nredicciones del error incurrido demasiado exageradas.,

Tste resultado nuede sugerirnos volver a hacer
el célculo de le integral er un intervalo con mayor can-
tidad de subirtervalos , ci la realidad nodemos haber ob-
terido ya una buens solucidn.

El error por truncacidn de un: serie de Teylor
estd dado por la fdérmul: del residuo de Lagrunge, 1o cual
estoblece cue el error m€xino por truncecidn desde el tér
miro g estd dado vor:

71

K. = =




FOICION2S D DRROR Y RF TE-
LONeE DR UF MR Y PAEOS

MULTIPITES.



Nertro de los métofos numéricos existen dos gru
pos, los cuales se har derominzdo métodoc de un paso y

métodos de nasos muiltioles.

Tos primeros preserntur. como propiedad fundamen
tal la caracteristica de solo recuerir informacidn del
punto anterior nura obterer los datos del nunto siguien-
te, lo cuel permite el cambiur el tamafo o sepurucidn en
tre los puntos original y resultente CA), conforme con-
venga, sir mds limitacidn que el tamefio de ﬂﬁ)sea lo su-
ficientemente pnecuefio pare obtener una solucidn exacta y
a la vez sea lo suficientemente grande pare cue la solu-

cidn sea prdctica.

Joc segundos necesitan mds cue la informacidn
er un solo onunto anterior, es decir de dos o mds, nars
obtener el siguiente, motivo por el cual ﬂl} no pdede cam
biarse con la libertad de los primeros.

Tentro del primer grupo podenmos sefialur los méto
dos de Fuler, Heuns, Runge, Runge-Kutt: y Merson. Todemos
sefialar como integrarte del segundo grupo los métodos de
Milme.

Yétodo Ae Tuler:

71 método de "uler es el mds sercillo de todos
los de urn peso 4y leé interpretacidn mds scereilles de 61 es

1&é peométrices, 1t e ) € comé oi_Les

~

e wiiere lé slueiny # #2 dpdesTa e Zﬁi;);7<ﬁ o
Gre Gow 3dr TiFemrrair 1 dodeo gy WG BY Gae por ¥ santo

irdieial X, ucic piitree e Liagerte o 1o solucidr

L EEF] B 38 e 3 D st O .y/:y/().
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Pn 1s fizure Toe 9y se tdm e reprewes 1eds Fichs
corve (solucidn gerertl) , 1le linen tongernte (ue pusa por
el puntce (X,)V) I nrediceidr el valor de y en X,
ls polemog Jdorotir nor //4’) J v Adetermireda nor el
velor del rurto que est siobre la lines tergerte , la cusl
tiere como primer elemento ls :hriss X= )Q-ﬁ.,{ por eso el

punto ce nueler derolrr coro afl) ?(“w}) (X,)y(x ))

I rerdiet e de 1o lives te1 _erte ecutird Awade por
10 derive  fe 1+ furcidr en el punto Xo , misma ue se

esecribe er l: forma y’(Xo).

A
m f.— Como »anto < derotarenos

en 1l figure Yo. 9 al va-

lor de 1s solucidr rumdéri
2 i -
L (%o, 0R)

¢ Snroximsds 5 ocono ,6_

a4 la solucidn exucta.

YTATTY Po, 9
Tote proeedimiento es eruivilerte 2 emplear la

glh)= o)+ Y o) h

ecuscidr

dry Ap

A= X-Xo

(X,)y()(,)) o b rye eul T e 30 Ar g (-1,-1,7 die 1o ferie.
215) = Yta) = g 5L + L, LB s,

¢ j . o ar
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truricacidn cstd dado por el residuo de Legrarnge cue ser:

= ) g2 KQ;}‘ A+ y_’_’"%} A%

Dorde y/%} es el valor de y’A'/ que es

mdximo er el intervilo.

I:# integracidn de 1o ccuacidn difererncicl se pue
de hacer subdividiendo el intervualo en 2 partes iguales
de t¢l forme cue A= )(:."—X: J /&'_,y(xlj)=m*(¢.-l)‘) 7(’:))

o3

Se efectua el nrimer paso consisilentc ern obterer
/4\’:,7,) partierdo de lous vi:lores (X,,M), a contiruacidn
el nunto (Xz‘yng»puede ser ctlculedo si se considere al pun
to condicidén iniciul pure obterer (xz)9(&ﬂ).

'n esta integrucidn paraz obtener (XMJg%Xm» se
recuerirdn 2z pesos arteriores, por lo que el error puede

ser estimedo en la siguiente forma:

Para cuda paso se calcula el valor del error con
z ecuucidn Yo. & alculados dos los errores
lz ecuucidn To. 66 y una vez calculados todos los errores
par: coda paso se suman y nros da como resnhuests el error

méximo nosible de 1l: integracidn par: ur valor de .4£‘

Bl objeto de calculsr el error serd el determiner
si el tamafo de 4( es lo suficientemente necuefio como pera
obtener buenos resultzdos, por lo cunl el nrocedimiento se
puede modificar en la siguiente forma:

Se cuzlculz el error en ci da paso, pero si este
error rebesa el valor “del error mi ximo nermisible entre el
rndmero de pasos, se necesite reducir el vilor de A B )

cue por lo regulsr se hece al cambicr 8u velor por gu mi-
tad.
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Existe otro procedimicrto el cuul consiste en mul

tiplicar el mdximo error er un peso, el cu:l debe ser el

maycr de todos, por el nudmero de nasos lo (ue se puede es-—

presa2r como sigue:

€, = -/;— -4 II/*&)“(L

8

ecus:cidn cue se puede escribir en le forma:

54

-y 2o

/
Si observimos cue para un problema dado 5/%") J
/)(,,,-X,) son constantes se puede reducir estea ecuacidn a
&, = /1/
Jo
de donde ce nueder calculir los errore: totules con una so

le ecuscidn.

Ml gunos autores (32) deducer nor otro cemino ung

fdrmula ecuivelernte , estd dada nor:

é :_ﬂ_ — donde
L=Xy=-Y= mh Mz |y -
e /)0‘ *
Kly*-y 1=\ g 9-460) =(%’%) [y

I'n ambos c#sos se puede observir cue lu forma

de

Yeduecir el error es disminuyerdo el vulor de ,é es deeir

j—PO 4—»0

72

nurs ern estos nrocedimiertos /,/”4/(/, L son constrrtes.
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Ta: Toras de ¢ “lieer I eruseion Toe. 70 ®are: an
arobleme, ¢1 cusl tiere up v lor /éé s LUE W eopbYaiita,
ru obterierndo dow rceluciones nunérices, le primer: ennlean
do ,{ g en le segurda 24 cor 1o curl se cumnlen las
ecur-ciones ciguientes:

é(ﬂkgz =:;?qckm/'+ &,
S(Xn)y = 5K )+ &, 7

las cutles se pueder modificar empleendo la ecuecio To. 69

Aka;& =:§Zf14a,)¥-142/;4:)
z/x")z =4(Xn) +.a(24)

po?)

per:

~
.

mismzc que 21 resolverse simultaneunente implican:

— ) o= LK)y
o~ o

79
s con este velor Jde A se nuede cilculer el error nmdximo

pogible azre un velor dado de 4{ .

T

"étodc de lleur

)
4
..

/ eote método tenbiédr se le conoce comn el nétode

9

de tuler modificedo , corsiste esercitlmente ern anlicer el
método de Tuler cor un velor promedio pare ?JOO ern el in-

tervelo de cuda pEso.

Tste prome-lic nuede rewrcsertsrse nor la ecusecidne

%:%a +,//44é*/édéz) 15
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donde ,,é _—,//45)%/ i ,,éz_ ://t{,#a/)y, +4f(4é}

ecuazciones er. lus cusles @y lison constantes que se pue-
der obterier de efectucr la exnarnsidn de ,Ai mediante 1la
serie de Teaylor, lé cutl establece:

A, = fle, )+ kf (o, 4 )+ L AL ) by (Xa,;é)w?% 7

de donde

4 =Hor 4k [9//%, %)+ B// %, y.,)]dz[&/x(x,y.)
+BLL(X )ty (o) | + 5

78

y como

#orh) = 40%)= 505) + A /Ac, %)+ E";/ (o) R,
A loii)= Al )+ fy (ot f00)

se pueder. igualar los térmiros gue tienen iguzl poterncia
de 46 planteandose el siguiente sistems de ecuaciones si-

A+B=/
TP, .

BY =

y como este sistema tiere un grado de libertad se puede re

mul térieas:

NN N

80
solver fijendo algun valor. Si fijamos 5= -é—

se obtieren

B=L =l Ho=
Mbter.iérdose cue la ecuscidr Yo. 75 ce traruaformo

g =g L[H065)+ L0,47)]

er:

8z
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donde %’:% +X//45,%’)

La interpretacidn geométrice de este método se
rresenta en lu figura lT'o. 1C y consiste en promediar la
pendiente en (X"V’) s en (X.,l/,) pere obtener una represen
tatividad mayor del intervalo que se 1ntegra.

De 1lu forme ern que se planted obtener los coefi
cientes podemos decir que ésta no es la Gnice solucidn y
como ejemplo podemos mencionir que si hubierzmos fijado
B=/ se habria obtenido (1uoﬂ=gd€&=£ dando como resul-

tados las fdérmules

4=+ Rl ot %, 7)
7=p LAl g o

ambas soluciones tienen una funcidn de error semejante,
pues se obtuvieron de la micma serie truncada, sin embar
go es ildégico esperar cue umbas soluciones tengan la mis

ma exactitud.

En la pirte experimental de este trubajo, se di
sefio la sub-rutina Heuns con una modificacidn del método
de Heuns cue consiste ern efectucr el promedio varics ve-

ces como puede indicarse con el conjunto de ecuaciones si
Yo+ AL %o, &)
-2 7 "——[//"" 9+ 0,7/
Te =4 + £ [H00, 99+ 4 0,72)]
71 = 4o+ 0o 0]
9=tor Hlbogje bl

guiente:
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este modificucidn vermite reducir el error, con resultados
me jores, siendo menor el error reul cue el de truncaciodn de

la serie el cual estard dado nor

& /”’//Ku%’&)) A3 = kA2
! 3/

8s

s como te rnecesita calculnr el error del método nara des-

.
1

nués de integrsr con 4 pasos, el error total serd:

&, =mtA®

esta fdérmule nos hacer ver que para velores pecuefos de
debe trrer meros crror este método cue el de 'uler, es de-

cir, tiene ms,or grado de convergerncia.

Come existe una propegecidr del error la forme de-—
firitive pere el error totil pere e pasos del método de
Heuns seré €,= L“z*Mf‘a férrmula que se nuede &@proxi-
mer & é,_-.-Léz pues nura vilores de £ pecuefos el segun
do término es despreciable.

Las férmules Yo. 85 5 89 se pueden anlicer en for
me idéntice & les ecuaciones l'o. 67 y 70 respectivagontn.

k S 'S :j;‘
4 s
o) %

wh)—*

s | e .
»

X,
FINUPA MNos 10

¥étodo de Runge:

~

51 nreterdencs otterer le solucidn pori: lo expan-—
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sidén con tres términos, es decir, requerimos obtener los

velores de lis constantes nira le ecuacidn
Yl)=gin)+ A (14 + 5L, + 4,

nodemos expander por series de Teylor para obtener el si-

87

guiente conjunto de ecusciones simultdress:
A+B+C =/
Ba +C£~—='zz_'
Ba* + C 43= 5§

o
CQC = é

g0
misma que 2l resolverse simultdneamente, fijondo alguno de

los vilores para slguna variable, nos da como resultado

les siguientes ecuaciones:

4 =tor L4194+ 4,)

£ =% 1)
A= Kot iAo+ L 44£)

A //42 +A, % + 2L A - A4 )
este conjunto de ecuaciones presentord una funcidn de error

del tipo
E,.= ML+ vd?

1

{

172

DEYEG g DESOS

Te interrretacidn geométrica de este método nuede
anrecicrse en la figur: To. 11 , es s6lo un vnromedio mon-

dercdo de lag derive’das er el intrrvilo fe integrecidn.
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Cube hacer rotzr aque si la funcidn
y:/(x) , es decir, solo inter-

{L
vieren los valores de la varieble

)( , entonces este método se redu
/////' i by ce al método de lu regla de Simp-

; ' | . v

' A son y adends le furncidn de error

se ]E(hl('( & t— 44 q

3

|
|
L >
X,

X
FIGUR: Yo. 11

?] error loc:l serd 6, = ‘/a()(‘) V(x'));x{;‘ = K,&‘/

y le forme de unlicer estas fdérmulis es idéntic: & la segui
Az er. el método de Duler con las ecuaciones To. 67 5 70.

18

Se puede hacer uns simnlificacidrn debida a que si

o . ; 5 .
4l es nequefa entonces el término /4 es desnrecieble

junto a 47

Método Ae Punsce-Kutta:

Para ¢l cuso de obtener una solucidn de cuisrto or-

den, l¢ cuzl seris del tipo:
7= o "“(/'41)*31(1*543 +D4,)
a4

después de efectuar la expursidén se puede pléntear un sis—

tema de rcucciores simultdrecs si consideraros:
A = L%, 1)
A=t (hra, 4, g0t AE)
4 -l oray A, ot a LA+ 2 A X,
/é, _—_/ xo+43/4)% #a,,_Jaé,vﬁdas%l,f
4344’43) 95
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condicionns gue innlicar el sipguiente conjunto de ecuscio-

rnes:

A+ B + C + D=
Ba//%CQZ/-*‘pa-ES/ =

Z 2z L s
B, Py, +Pc23/ =

o B vk >

3 3 3
Ba] +ca, +Pas, =

/
Ca,ayy + D (@33t Pz, 2sy) = z

2 2 2 A
Cq;/az3 + -D(d// qgg'fqg, Q) = 7z

Ca,a,,q,5 * _D(q,, D33+, q,.,)ag, - Jg

La, 2233y = 2y
&, =,z
Xyy = Az * Aoz

76

o 81 se fijs una verisble se puede obterner el siguiente sis

o z\
tema como solucidn /a,,:—i—,

o = g6 * §(4+34¢;+3463 +4)
4~ L% 4)
b Pl 44, gr b AA)
b= v+ 2 A, %4 Al AL
£, =//Xa+4{)g,f/4,—-/«éz+/43)

77
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Otre solucidn es cuindo se fija a3¢==/ , dando

7, = %4%/46 +z,éz +24é3 +4éq)
A = f%, %)
A = A+44) (044 4)
A= (0645 4), (g 5 44)
Ay =///¥a +4), /yo*'("‘s))

Tas anteriores soluciones se deben a Kutta , en

78

general es més aplicede la segundea.,

Exister otreg voluciones al sistema To. 96 4 @

continuacidén se escribe la cue se debe @& Grill.

g =tr £ lhen- ) koo (1o i) ]
«'é = /’Q, o)
A, ‘-'—'///Xo "‘y‘zl"l/ %+ f'{*é)
A= {105 44, o (4o Ao~ AR
A =flieh Ll o ) )

Todos estos métodos presentan una fdérmul: de error

7

para un unico paso procedente de la truncacidn en la serie
de Tayler , estd dada jor
v,
e - LV gl [f5_ 1 p*
1= 7 -
:5; /00

Tara el caso del error total nora g poscs tiere

una ecuacidén del tipro !
&, = bid®

A le el verundo términ s desnreociable en meracion
donde segundo termino es degnrecidah r comneracior con

& 4 £ ~ ~
el primero si el tamafo de A es pecueto.
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Scraton (2) pronone el cdlculo de é& con 4{ ¥ 74.
con 2‘ suponierdo cue %—//, = 30F para un paso.

Collatz (1C) propone como criterio piira conocer £
s{ el teamafo de 4{ es lo

suficientemente pecuefo paré ob
tener una solucidén buenw

el calcular 1 __462 »
A -,

s 81 el resultado cs grande (mds de un ciento) el tamafio

debe reducirse.

Método de Merson:

Para el caso de expander la serie hasta el tér-

mino de4{5haJ soluciones como la de Merson, misma que se
renresenta por lazs ecuaciones

Y =G *F (& Ay r#s)
4 =L f,4)
b=L 4L, prAt)
4(3-_-4./(,\1,,&%_)%*{1_-*'!})
by =L it ot 24+ 5 4,)
Ay = L f(o+4, Yor 34T b+lt)

Hlavacek (11) plantea el siguiente procedimiento
pera celculer el error.

¥l error puede estzr dado por

E=th-Tk+ L4 -7 4

05
. o ofe
si el error maximo nermisible

F cumnle [E<€,se debe con-
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vertir l en la mitad. 81 é‘é% se debe dunlicarJ\.

Scraton (12) preserta alterrnativa para ecuacio-
res diferericiales lireales, los cuales cumplen:
30e =2k, -9k, +8BR, - Ry +L(4°)
loe
ecuacidn con la cuual puede cialcularse el error de un so-
lo paso, mismo cue corresnonde al orden de,/ty cubriendo
con exceso los valores de EE, (son del orden de 4‘55.

Fl método Merson segun Scraton estd restringido
a ecuaciones diferencizles lineales, dado lo cual el error

pare un neso también se puede cuzlcular con

= é?(;éz ‘44&/)3 7/ 1
S

Call y Feeves (12) sugieren cue si 21 es non

107

se regrese el nroceso de irtegracidn con un valor de 4£
cue debe ser negativo del emnleado primero pare integrar.
La diferencia de este recultado con la condicidn inicial
del primer proceso de integracidr serd anroxin:damerte

el doble del error de la primera integracidén. Tsta suge-

rencia no es adecusds per: cuinrdo A2 es par. Este crite-

rio puede ser aplicado a todos los procesos de integracidn.

Método de Milme:

Fl método de I'ilme es un ejemnlo tinico de méto-
dos de pusos multiples.

Fn este método se nueden tener ecusciones de cuar

to y sexto orden, cue son como sigue:

y‘/::%-l- %j/.?’)rl,"o"’z""z”"S) s03
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Je=go+ 24 (Yor, =9ty 42smy — /oy >y
/09
donde e, -_-F(Xuy,)) 1, = F/Xz,y.)lm_;’-F&s'%):
g = Fllgy) | s =Fls fs)

lo primera férmula tiene una funcidén de error
€. = K2
\ 110

y la segunda
e = KAF

para un paso.

i

Si cueremos una férmula para los »m Dpasos tem-
dremos yq s
€. =LK +ML

Hnz

para la férmula de cuarto ordern y en la de sexto orden se

é.f:l-_t\e‘.”‘\‘\“\?

ria:



SOTUCTONES APATISICES,



SOLUCIOIES AFALITIC!S:

¢{ deseamos comperar entre si los resultados nu-
méricos de cada uno de los métodos escogicdos pure efectuar
la investigceidr, con los resultados de una solucidén anali-
tica, necesitumos implementar un procedimiento mecdrico de
célculo pzro cue la computadors, dependiendo de cada caso
obtenga parnlelamente las soluciones gener:les correspon-
dientes , de ahi nuede alcanzar el valor rumérico.

SOLUCTOr TtRS Th BCUACION COIN GOEFICITIEYNS COFSTAPTES:

Si analizamos el caso de la ecuacidn

L

y"+B( 3¢+x)my ') c(cc+x)"“$, =)
vers la cuul WlL= WLL=0 tendremos una ecuaciér diferen-
cial de segundo orden con coeficientes constantes de la for
ma :

d(/”+ By'+ cy=o

"Hs

misme ecuacidén (ue presentard 1a.propieded de ser homogénea
y por ésto debe ternr urna solucidn del tipo

y=c,et qel

ern la cual #, Y ‘lz sor las raicec de la ecuacidn

X+ BYX+C =0 W -Bijxiéf%

s

¥
Dsta solucidén hace pensar en dos casos:

B fe 7O
Bt —4c <O

Yare el primer ceso, si tenemos las cendiciones en

la frontera (Xa) )C:o,, ,(Xo) nodenos decir
gxe), . %,Xc Fres

18
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, A
g’ﬁe) Ace 2a +4,5,€E ’re

mismas ecuaciones que pueden ser resucltes simultaneamente

5/(&;)44;"5/7651
Cf*‘iXQ(gg.,4éi) /120

J) o™

e-&)‘.

para dar

Lot

< =

/2|

velores cue sustituidos en la ecuscidn To. 116 ros dan la
solucidn general par# cuslcuier valor de la variable )( "

Si cueremos obtener el valor numérico de lia solu-—
cién pare curndo X'—’*;—, lo dnico ¢ue recesitamos hacer es
sustituir el valor de X por X*en la ecu#cidn Mo. 116, en-

pleendo las ecuaciones Vo. 120 y 121 pore conocer Cz J C, .

Para el segurndo cuso, tendremos dentro del radical
de le ecuacidén Mo. 117 un rudmero imuginario, por lo cual em
pleendo le relecidr de Euler podremos eceribir la solucidn
en ls fornma

y é (x%@x) +,€m(gX)) 12z
de la2 que se obtiene

Yo pET (wcoa () 1 i @))€ 70400 )~ g-en(@))

donde

_ VA
P8 g AE

si corocemos las corndiciores er 1t frortera 5«%»)}2:{3
5/465) a2l resclver obtendremos,
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 Y) —ET e (7X)

e tow (2 %) 124

. D) s Y)Y (16) e (@ %) + J56)2 208 %)
g2err

Siguiendo lo estallecido en la ecuscidn Vo. 122

/25

s emplezrdo le ecuscidn To. 124 4, 125, se puede obtener
lz solucidr. de lu ecuteidn purs cunlcuier valor de X .

cuindo ésta forme parte del grupo del segundo ceso.

Siguiendo el procedimiento en la SUB-RUTINA ANA-
IIT de lo purte experimental de este trabsjo, se obtiene
el velor para 5Zﬁ, , denendiendo solo su resolucidn de los
vi:lores que se suministrer a la sub-rutira para ias varia-

bles B, C, y(x,)) ?’(X,)J X%, i ) S

Ta computadora renorterd los resultados en nota-
cidén ciertifica, con guarismos significitivos hesta la oc
tava cifre (e2si se lo indicefmos) y resulta lo mfs corvenier
te nues le mdcuin: ern que se desarrolld este trabajo efec—
tua hasta la octlava cifra les operaciones , adends el exten
sisimo rurgo er el cual se puede obterer la respuesta solo

lo cubrimos en es:s notacidn.

SCTTIPIOr Dew* [P BEIRFOIET 60 COVPICINT'GTS VARIABLES:

Si WlL=WI(l=B¢c=c - er la ecuscidr To. 114.

podenos reduecir a

4" 4 ay(1+x)g"+ 4. (r+x)g =0

s 1 =vlicer 1o solueidr nor Series de Tiylor tendremos

/26

é(,mx C,X+CX +CX+CX+... o

=0
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e 3
y/= = m i = C, +2C K~ 3c3x7'+4C,,X+,..

m=0 128
g"= ::2(’"‘")("")(MXM-1= 2 Cp +CCg X+ 128y Xt Yy Cn, .

rag
s lo ecuacidn To. 126 sustituida nor los vulores de las

ecueciones Yo. 127, 128 y 129 en:

%(m-')MCMX“‘% Ae(V-%) Zm o™ A (0 —x)fé K=o

30
vy deszrrollendo er series ternemos:

& +6 CaX +12CyxF+20¢5 X3+4.(/+x)fcz+7~fz>< +3c3x1+¢/¢,,,@_§+
Lo (19X) § G+, X+ x24Eax3 G = O

factorizerdo las potercivs ern W e igusxlerdo 2 cero en

virtud gque es 1o unicn solucidr de la ecuacidr To. 131

terndremos:

2E, + € Qs + Calbo=0
K6y +CiQo+ 2C€280 + Codro +<,4,)=0
(1 Gy +2€:8+3Gas+C by, +Co dry) =O
X320 Cs +3C500+4C4A0 +Coho+ Cabo) =0
Ko (sl eyn,+6y -Qr.,)—-o
resolvierdo simultznesmerte:
Cz= - Cc-\Qo'*'CO'\N) /7_.
Ca= —(C1Q+Coho +26,a,+ c,»{’r,)/c,,
By = —(zcz_q°+Bcaac+C,—?ro+C,_£o)/lz.
cs= = (3C3a+4G A +Codm+Ca b J2 0.
donde (o y C, , 8e obtienen de las condiciones en li fron

T g ar G, = = yeo)
412

S +¢(0)+... —» & =9%10)

/3¢
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rearreglnrdo

(=~ (C/ Qo+ Co‘g'o)/z.
C3= -(Zcﬁzczadc,#,)/ ¢. = -z 1+q,)+c,lr)/é.
Cy=~((26+35)a0 + (c+c) ) [ 12.

s = - ((BC,+4C)as +(C2#¢5) ) [zo.

entonces intuimos

Com m(m., Dt 3, S *%M*CMJS;‘}
y por lo tanto la solucidr es

=0
donde cade C;“~ se defire por la ecuacidén Mo. 136

/135

Como es imnosible obtener l# sumetoria para todos
los términos, en la sub-rutina AMNATIT, pera le resolucidn
de lo ecuscidn l'o. 114, solo se obtiene hasts el término
décimo octavo. Si la serie es corvergerte como en este caso
el error mdximo er. cuc se nuede incurrir al truncarls puede
obtererse de compars:r la solucidr de 1t ecuzcidn Fo. 136
con la serie de Taylor.

A0 i o) LS, .. /ZZJ
donde {k)
.. (X ) A@lﬂ/_a )”"‘

y se denomineg residuo de Lagrange. Como se desea 1lu solu-

cidn cornociendo a=o ga(_s‘o)r_{;(o\) y AQ‘(*O):#\(CL\
- AT06) 5)'
T

s er vist: de cue el limite hrst: el cual se cuiere integrar

/738

/39
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=\ : o e
es X= y serd el mayor valor que nuede adcuirir ‘X .

Be1) ;47
RiaX) = ;%/—(// d

/50
4 /9,
f /
- L A B ettt 3 A
2V Frrer8csSat fa 7§]
79/

Fste error podemos ennlesrlo er el nrograms de
cdflculo par: zccgursr no tenga importunci: t¢l, como pa-
ra modificsr sersiblemente los resultados, con lo cual
el programa funciore nears cuando el grado de convergen-
cieg es lo suficierntemente buerno como pura no recurrir al
cdlculo de mayor carntidad de términos.



RESTICIDOS Y CORCLUSIOKNFES.



PESTTI ADCS 2
Yure poder dar oniniones cue se apojarsn en evi-

dercia, se disefo un programa computacionzl con el cusl se

obtuvieron las soluciones ruméricas nzra virios métodor a

l¢ ecuncidrn diferercicl.

/9?//4_ B/BA'I'X WL#/_/_ C(CL-*)()WLLy - D

Cada método de irtegreeidn se nentuvo como unsa
sub-rutirne, l:o cw les te lerominaron en lé siguiente for-

e e
i

]

FUREGICIIN T PR,
ACRNCRCTET U,
SIMPCTTINT PIMGE.
SURBOIS IFE KUSTE,

SURFOUTINE KUTTA2.
SUMROUTIPE MITME,

SURPOUTINE MERSCN,

SUBROUTINE AFATIT.

£l nombre de cad: sub-rutina corresnonde 2l Adel
método emnleado, aclerando que er el cuso de la sub-rutina
Kutts se usaz el nrimer método de Runge-Kutta, en la sub-ru
tin: Kutta2 se utilizn el segundo método de Runge-Kutta 4
ls sub-rutins Arnnlit estd reliacionada con les soluciones

anzlitices.

Taru efectuar lz integracidn por un método tan
solo eraz necesario llam:r a 1l¢ sub-rutina indicardo los vy
lores de las variables , consteéntes de la ecuzcidr ern orden

s ésta proporciona la solucidn corresnondierte,

Para mogyor claridad, les variables cue reruicren
czds sub-rutina tienen el sigrificado siguiente:
ky By BL, WI, €, €IL; WIL g D son determincdas por



el valor cue tienen en la ecuzcidn diferencial.

X0, YO y Z0 sor lts corndiciones iniciales, siendo
7Z0=Y'0 , en la prdctica estdn determinados en ceda problema.

Wl es el nimcro de subdivisicrnes en el intervalo
cue se integra, cantidad cu,o0 valor critico nos ocupa cono-
cer.

XN es le condicidn final y

YN la solucidén para cuando se alcanza XN.

Se pueden wnelizar en este programa nueve series
de condiciones inicinles, se utiliz:in cinco valores distin-
tos para WF y veinte series de numeros pars A, B, C y D cue
prirncip=zlmente se hacer variar en B y C.

Todos los valores cue adquieren las variables en
el programa aparecen en las tublas siguientes:

wMi) | 7 20 18 So g0
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TABLA NO. 3,
SERIES DE COEFICIENTES

(Y

s

cL()

N

o.

<

BL

.0/

0/

/%,

/%0,

A

/0,

0/
-0/

0/

-0/

/00,

/00,

/00,
Lo

-0, |

/0,
~/d.

AQLKL) [BQLE, U [, 1% L] BL(1)

/

/

i

/0
//

/72
/3
/4
/5
/¢
i

/8
/9




TAB\.'\ NQ.% ((oNfin:uu.ion)
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A B ¢ | BL|cL D
T @ik QL) (01D | BL@) | ctl=) | DO)
/ / 0/ 0/ / ! 0.
Z / . J / 0.
3 / o ./ / / 0.
4 / = il ! / 0.
5 / A 0/ / / A
6 / -/ | .ol [ / 0.
7 / /. /. / ! 0,
8 / A / / 0.
7 / .0l ] / / 0.
i / —af | /. / / 0,
/" / [ | Jo. | 1 / 0.
#Z / =l | j00. | 1 / 0.
/3 / /00, | Joo. / / 0
H /| -loo, | s00. / / 0
/5 [ /00- | ), / / 0
/6 / /s % / [ 0
/7 | | —/oo. | /. | / 0
/8 / /0, Jo 1 ) / 0
/9 / =/0. | /9. | [ | 0 |
26 / . | /4 ‘ l / 0
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TABLA NO 4.

COND/C/oWES Jw/clales y Fina/es

I Xo(L) | Xw(T) Yo(r) |Yo'=Zo()
/ o A .00/ Loo/

2 o Zs o/ .o/

3 o 7 .00/ L0/

4 0 /o L0/ 00/

5 0 A i ./

6 0 i Joof ./

? 0 /e .o o

g ] /. of ,oo/

; 4 0 A .0/ .o/
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Toda laz informacidr se almacena mediante un sis
tema de c¢rreglos matriciales los cuales permiten dar re-
sultados ern forme mds prdctica y de esa manera obtener una
conclusidn rdpida sobre el comportamiernto de los métodos
empleados.

Fl programa principal, cue constituye la forma
de ordenacidn de los datos y resultados, la sub-rutina de
célculo y las funciones suxiliares para la obtencidn de
los resultados anarecen a continuacidn, en el apéndice I,
tal como fueron suministradas a le mdcuina. Jos datos fue-
ron proporcionsdos & le computadora por una terminal de te
letipo y, dado que se ordend ejecutar el programa desde la
misma terminel variss veces, los datos fueron por convenien
cia guardados ern una sub-rutina, misma cue sigue al progra-
ma principal.

De todas las soluciones obtenidas (no fué posi-
ble conocer algunas por llegar a numeros fuera del alcance
de la mdcuina) se pueden resaltar los siguientes resulta-
dos:

A medide que WN aumenta se presenta cue todos
los métodos tienen la tendencia general a converger ¢1 va-
lor de la solucidén, pero cabe hacer notur que para los mé-

todos acui tratados los errores en ocusiones oscilan y a

veces crecen sensiblemente al aumentar WM, en contre de lo

cue la ldégica nos hace pensar. Esto implice que las funcio-

nes de error de estos métodos ro operan como debia esperar-
se; ademds ros hace perisar er la invalidez de las fdrmules

propucstas para otros métodos, pues éstas se obtiener a par
tir de los mismos razonamientos gue originaron les primeras.

Il problema de ercontrer un velor de WN critico,

después del cual todos los métodos den resultados acepta-
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bles, no puede ser resuelto por el camino de las funciones
de error propuestas , en efecto se puede observar cue el
error npor la integracidén numérica no sigue esas funciones,
para ninguno de los siete métodos cue sirvieron par: este
experimento.

Vale la pera sefialar cue le solucidn por series
de Taylor no siempre converge al resultado real, dependien
do de las condiciones y; constuntes de la ecuacidn diferen-

cizl suministradas a esa sub-rutina.

De todos los métodos mencion:dos podemos consi-
derur: el de MMilme, no da soluciones satisfactorias para
el tipo de ecuacidn cue se pronone; el de Runge-Kutta (en
cuczlcuiers de sus dos formas) es el que mayor velpcidnd de
convergerciaz presenta, ademds de ser el mejor respecto a
la precisidn cue #leeanza comnarado con los otros, siguien-

dolo el de Heuns ;, el de Merson.

TLos dos métodos de Runge-Kutta dan resultados muy
cercunos, casi iguales, cue nos h«cen corsiderarlos como
del mismo grado de aproxims:cidn, es decir, sus velocidades

de conrvergercia o le solucidn exact: son semejantes.

Je verlocidad con cue el método de Runge-Kutta se
acercs inicislmente ¢ 1o solucidn es la mds altan de todos
los métodos, nero cuendo estd cercaro a la resnuesta, su
velociled disminuye. 'l método de Mersor prescrnta un fend-
mero similar meros mirceado. Tl método de lleuns mintiene una
velocidad de acercamiernto inferior ¢1 método de Runge-Kutta
currdo WM es baja, pero cusrdo el método de Runge-Kutta con
verge sobre lo solucidn el de Ileuns no tards en hascerlo ré-
pidamente. Cuando el método de Runge-Kutta llega & un resul
tado aceptable le sigue el de Heuns.

La regle prdctica de mumentor WP si lus solucio-
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nes de un método no son iguales a distintos vilores de VIN,

no es adecusada nues se pueden observar casos en los cuales

el error se mantiene constante o aumenta auncue se cambie

W Tsta conclusidr tambiér le cuita validez a la aplica-
cidr de este criterio sobre los otros métodos, pues auncue

resulta 16gico, se comprobd su falta de operancisa.

Entre las soluciones cue se obtuvieron y de las
cuales anarecer algunas de las mds significatives en el
apendice II de este trabajo, podemos mencionar muy esne-—

cialmente la determinada por los siguientes valores:

TABLA No.5

B < 2 Bl | €L
% 2 /0., o. o Y

WL | WLt | Xo )/0 20 | XN
/o /o o. G /o

Tarac estos valores se puede observar cue el me-
jor método de los tratados en este trabujo (el de Runge-—
Kutta) sufre un crecimiento de error al agrandarse VN,
Tambiér aumentz el error er. el método de RTuler , ern el de

Runge con estes condiciones.

Dentro del mismo apéndice se puede ver tumbién
cue el error crece cuendo se cument: Y para el método de

de Heuns con los datos siguientes:



TABLA No.&

B < D BL | cl
/’ /mo /00, O.

&
AN

Wl | wie| Xo | Yo | Zo | Xw
0 0 0 i | wd &

Y para el método de Mercon se presentu igual si-

tuacidén en los dutos siguientes:

TABLA NO.+

Vo c 2| BL | €L
/| . | so. 0. P /.

WL \wil | Yo | YO |Zzo |XNV
2, . o, 00/ |00/ | /.

Para algunos métodos este ferndmero se presenta
varias veces en los resultados, pero considero solo nece-
sario mencionar le¢s condiciores con cue sucede una vez,
para poder llegar & las consecuercias acui sefalades,
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De lo crnterior podemos lleger a les siguierites
COMCLUSIOMES ¢

I.- F1 método de integracidén numéricu, de los
acui analizados que mejores resultzdos er cuanto a excc-
titud , rapidez obtiene, es el de Runge-Kutta, en cusl-

cuiera de sus dos formeas.

Existe una diferercia despreciazble en las solu
ciones, indicerdonos ¢ue la segunda sub-rutina de Runge
Kutta las ohtiere mejorcs, pero er lu prédcticas esta dife
rercia es muy pecuefe, lo cucrl se deduce de comparar los
errores relativos, mismos cue aparecern ceélculados en los
resultados del nrogram¢ , en pirte estdr conteridos en

el anérndice II de este trabajo.

Cuarido el método de Punge-Kutts llega a lu res
puesta el método de Heuns lo sigue en precisidr y o medi
da que se sumenta VN los resultalos de @mbos métodos tien
den a scr igueles, propieded gue tambiér. prescentarn los
otros métodos pero més lentumerte, es decir la solucidn

se #lcirza mds raridamerite por el método de Runge-Kutiu

y des»nués por el de Heuns.

IT.- X1 nrocedimiernto de crcontrir el valor de WF

critico por fdérmulss de error para el método emnleado, po-

demos considerirlo poco util, pues se hern nodido detectar

resultados con los cue se denuestra su falta de eficiencia

y de los cuales ,&¢ henos heclo mercidr.
II1.- Como criterio par# saber si VWM es suficiente-
mente pgrarde pare der resultados corfiables se puedern pro-

pcner el siguiente:

Se dcbe cerlculer la solucidr nor el método de
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Furge-Yutte 5y por el de Heuns. Si la solucidr de uno es

igusl @l otro, YW es suficiente,

51 no son igu«les los resultzdos es necesario
sumentar VI, repitiendose estc aumento haste el momento

de obtener soluciores iguales.

Como medida de seguridad se podria @umentar WN
» volver & calcular la solucidn pars obtener asi un resul

tado cue posea mayor grado de certeza.

Este procedimiento se basa en aplicar los resul
tados obteridos, los cuales nos indican cue el ahorro de
tiempo de cdlculo se hard mejor si se emnleen los métodos
cue llegen a la resvuesta mds ranidamente y en este caso
resultan ser los de Runge-Kutta , el de Heuns.

Es admisible en el caso de igualarse los resul-
tedos por los dos métocdos, el afirmar hiaber encontrado la
respuesta, lo cue se puede comprobar con los resultados
obtenidos en el progrem: comnutzciorel efectuado para es—
te trebajo.

También podenoc ver er los resultados la veloci
dad de convergercia sobre la solucidn de estos métodos, la
cusl es distinta , de la cue podcmos esperar se iguale,
cuardo se acercs @ cero, por eso Adebemos considerar cue sus
resultados son cercenos pure cuando esa velocidad de apro-

ximacidn llegue a ser desnreciable.

Si al obterner las soluciones por los dos métodos
resul tarn iguiles , ademds si &l recalcularlas par: un velor
de WM muyor no varia ese resultodo, estermos ern un caso de
coinciderciz de resultzdos y de velocidedes de convergencia,
que ros huce sunoner el haber obterido la resolucidn busca-
fa .
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“xiste ure vrobabilidad nu, pecuefia para cue am
bos métodos coincidan en un resultado sin cer éste la solu
cidén, pero pura coineidir edemds las velocidades de conver
gercia de estos dos métodos se requiere que los resultados
esten muy cerca de lc respuesta verdaders, pues ambos méto
dos tienen velocidades de convergercis distintos cuando se
encuentren lejos de la solucidén, debido @ sus diferentes

estructuras.

Resumiendo lo anterior, si queremos fijar el va-
lor de V" con el cunl obtendremos una buena respuesta se
deben celculsr 1lus soluciones pare el método de Heuns y

el de Runge-Kutta sumentando WN hasta cue ¢mbos métodos

igualen sus resultados. Y pura obtener meyor seguridad de

cue esa es la resnuesta correcta se debe aumentar nueva-
mente WN para efectuar los calculos y comparer las varia—
ciones existentes entre los dos resultados con los mayores
valores de WI' puare cada método; si esa diferencis es pecue
Fa, mejor dicho despreciahble respecto a l¢ resnuesta, en-

tonces hemos ohterido le solucidn.

¥n esta form¢ podemos contar con un criterio pa-—
ra sazber si ya# s¢ ha llegodo & uni solucidn satisfactoria,
problema cue podiemos considerar no resuelto «1 hiiber com-
probado le falts de efectividad de los métodos nublicados
en tribe jos sobre esta moteria y los cusles fueron mercio-

nados anteriormente.
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PROGPLATA DI CFLCULO.



: CALCULA (11/21/75) 7:49 PM

SRCSET FREE
DIMENSTON X0(9),Y0(9),20(@),B(7,20,9,9),C(7,20,9,9),YN(7,20,9,9),
1€A(7,20,9,9),ER(7,20,9,9),X1(9),WN(9),JN(20,9)
wL=1,
1H=1,
114=20,
110 CONTINUE
CALL DATOS(X0,Y0,Z0,XN,"IN,A,B,C,D,BL,CL,WL,WLL)
DO 20 I=IN,IM
DO 20 K=1,9
no 20 J=1,5
CALL EVLER (XQ(K),YU(R),ZQ(K),XN(K), wN(J),A,B(1,1,J,K),C(1,I,J,K]},
10,Yiv(1,1,Jd,K),BL,HL,CL,WLL)
CALL HEUNS (X0(K),YO(R),ZOC(K),XN(K),wHN(J),A,R(2,1,J,K),C(2,1,J,K),
ID,YN(2,T,J,K),BL,HL,CL,WLL)
CALL RUNGE (XO0(K),YU(K),Z0(K),XN(K),WN(J),A,B(3,T,J,K),C(3,1,J,K),
1D, YN(3,I,J,K),RL,4L,CL,NLL)
CALL KITTA (XO(K),YU(K),ZO(K),XN(K),WH(J),A,B(5,1,J,K),C(5,1,J,K),
1P, YN(5,1,J, K),3L,wL,CL,WLL)
CALL KITTA2(XO0(K),YU(K),ZO(K), XMN(K), ¥iliCJ),A,B(4,T,J,K),CCU,T,J,n),
1D, YNCU4,I,J, KI,BL,WL,CL,ULL)
CALL MERSOM(XO(K),Yu(R),ZO(K), XN(K),WlL(J),A,B(6,T,J,K),C(6,1,J,K),
1D, YN(6,T,Js K),BL,WL,LL,HWLL)
20 CONTINUE
DO 25 I=IN,IN
Do 25 L=1,9
CALL AMALIT(XOCL),YUCL),ZOCL),XNCL),WHNC1),A,BR(7,1,1,L),C(7,1,1,L),
1D, YNC7,1,1,L),BL,uHL,CL,ULL)
25 CONTINUE
DO 30 I=1,6
DO 30 J=IN,IM
0O 30 L=1,9
Do 30 K=1,5
EalCl,J,K,L)=YNCL,J,n,L)=Y(7,J,1,L)
YwsYN(7,J,1,L)
IF (Yw=0,0)40,50,40
40 FR(I,J,K,L)=FACL,J,K,L)/YN(T,J,1,L)
GO TO 30
50 ER(I,J,K,L)=10001.01
PRINT 4,J,L
4 FORMAT (10X,39H30LUCTIUN ALALITICA CON VALOR CERO EN J=,12,21iL=,11)
30 CONTINUE
PRINT 5§

S5 FORMAT(43X,46HRESULTAULNS DI FRPOR EN LA THTEGRACION NUMERICA,//,
152X, 28HPARA LA CCUACIOMN DIFEPFMNCIAL,//,44X,44HAxY +Bx((BL#X)*xxnL)
LaY +Cx((CL¥X)** JLLI*YSED  ,////,3Xe6HNETODO,6X, 3THCONSTANTES DE LA
1ECUACION DIFFRENICIAL,3X,31HCNNIDICINNES IYMICIALES Y FINALFS,daX,

1 9HRESULTADD,S5X,25HERKOR ARSOLIITN Y RELATIVO )
DO 60 I=IN,I™

DO 60 K=1,9
L=K

DU 60 J=1,5

PRINT 6

6 FORMAT (15X, 1A, 6X,1Hb, 8X, 10, 4X, 1HD, 2%, 2HRL, 1 X, 2HCL, £ X, 2HYL s 1 X,
13HWLL ,5X,2HX0,6X,2HY0,7X,2H20,5%,2HiN,3X,2HXH, TX,2HYN,12X,2HEA, 12X
12HFR )

PRINT 7.A,’3(l:I'le)l('(11IIJIK)IDIRLICLIWL{N[LIXO(L)IYO(L)r
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8

9

11

12

13

14

60

120

100

1Z0CL), ANCd) , XNCL) , Y1, T,J,K),FACL,1,J,K),ERCL1,1,J,K)
PRINT 8,A,R(2,T,J,K),0(2,T,J,K),DsBL,CL,WL,WLL,XOCL),YOCL),
1ZO0CL) (I, X (L), YN(2,1,d,K),EAC2,1,J,K),FR(2,1,J,K)
PRINT 9,A,B(3,1,J,K),C(3,1,J,K),D,BL,CL,WL,WLL,XOCL),YOC(L),
1Z0CL) ,WNCI) , XulL),yne3,1,d,K),FAC3,1,J,K),FR(3,1,J,K)
PRINT 12,A,8(5,1,J,%),0(5,1,J,K),0,BL,CL,WL,WLL,X0CL),YO(L),
1Z0CL) pWNCI) p XHCL) y YN(S, T,J,K),EA(Ss1,J,K),ER(S,1I,J,K)
PRINT 11,A,B€4,1,J,r),C(4,1,J,K),0,BL,CL,WL,WLL,XOCL),YOCL),
1ZO0CL) pWHCI) , XHCL) YN(4,I,J,K),FAC4,I,J,K),FR(4,1,J,K)
PRINT 13,A,B8(6,1,J,K),C(6,1,J,%X),D,BL,CL,ViL,WLL,XOCL),YOCL),
170CL), NI, XHC(L) , YNCO,1,J,K),EA(6,1,J,K),ER(6,1I,J,K)
PRINT 14,A,8(7,1,J,K),C(7,1,0,K),D,BL,CLyWL,WLL,X0(L),YOCL),
1Z0CL) , 9l CI) o XECL) , YNCT,T,1,K),EACT,1,1,K),ER(T,I,1,K)

FORMAT (3X,SHEULEP b TX,F200, X, FB 3, X, FB 3, X, F2,0,X,F2.0,X,
IF2,0, X, FP o0 X,F3,1,4X,F5,3,X,FB,3,X,FB8,3,X,F4,0,X,FS,3,X,E14,7,
1X,E14,7,%,F11,7)

FORMAT (3X,SHHEUNS dTX F2.0, X, FB.3,X,F8e3,X,F2,0,X,F2,0,X,

1FZ-OIX.F?.0'X1F3.1'“X'F5.3'X,FR.K:XpFG.S'X.F“.O,X,FS.},X;EI“.7,
1X,E14,7,%X,F11,7)

FORMAT (3X,5HRUIGE ¢t TX FRa0oXoFBe3yXsFB o3, X,F2,0,XeF2,0,X,
1F2,0,X,F2e0,X,F3,1,4X,F5,3,X,FB,3,X,F8,3,X,F4,0,%X,FS,3,X,E14,7,
1X,E14,7,X, Fll 7

FORMAT (1x BHR-KUTTAZ 4x,F2,0, x FBe3,X,FB3,X,F2,0,X,F2,0,X,
1F2,0,X,F?2.0,%X,F3,1,4%X,F5,3,X,FB,3,X,F8,3,X, ra 0,X,F5,3,X,E£14,7,
IX,E10.7'X,F11.7)

FORMAT (3X,11HRUNGE =KUTTA, 1X,F2eNsX,FB8,3,X,F8,3,X,F2,0,X,F2,0,X%X,
1F2,0,X,F2,0,X,F3,1,4X,F5,3,%X,F8,3,%,F8,3,X,FU4,0,X,F5,3,X,E14,.7,
1X,F14,7,%X,F11,.7)

FORMAT (3X,6HMERSOHN rOX)F2,0, X, FB 3, XeFB3,X,F2,0,X,F2,0,X%,
AF2 0 XsF2 D XuFRul o9 aF S8 XoFBBeX,FB 3,8 Fll 0, %, FS5.3,%X,E14,7,
1X,E18,7:%,F11,7)

FORMAT (3X,9HANALITICA p3IX,F2,0,X,FB8,3,X,FB3,%X,F2,0,X,F2.,0,X,
1F2e0s X o FPa0sXaF3 o otXeFS:3eXoFB 3N, FB8,3,X,FU, 0, %X, FS,3,%XsE14,7,
1X,E14,7,%X,F11,7,/7)

CONTINUE

IF (WL=0,)50,100,120

COMTINUE

WL=0,

GO TO 110

CONTTNUFE

END

SURROUTINE DATOS(X0,Y0,20,XN,WH,4,8,C,D,BL,CL,WL,WLL)

DIMENSTON X0(9),Y0(9),20(2),B8(7,20,9,9),C(7,20,9,9),X11(9),WN(9)

X0(1)=0,3X0(2)=9,7X0(5)=0,7X0(4)=0,;X0(5)=0,

X0(6)=0,7X0(7)=0,7X0(B)=0,iX0(9)=0,

YOo(1)=,0017Y0(2)=,015Y0(3)=,001;Y004)=,015Y0(5)=,1

Yo(6)=,0013Y0(7)=,015Y0(8)=,1;Y0(9)=,01

Z0(1)=,001720(2)=.01:720(3)=,01720(4)=,001720(5)=,1

20(6)=,1:20(7)=,1720(8)=_,001720(9)=,01

XNC1)=1 .o XH(2)=1 s Xiv(3)=1 ¢ XN(S)=L s X(6)=1 i XN(T)= 1o Xr1LBY=1,

Xw(#):l.,XU(Q) 1

8(1.1,1,1)=.01:n(1,2,1,1):-.01,8(1.3,1,1)=.1:u(1,4,1,1):-.1
R(1,S5,1,1)=1,iB(1,6,1,1)==1,;R01,7,1,1)=1,iB(1,8,1,1)=~1,
A(1,9,1,1)=,01:0C1,10,1,1)==,0158C1,11,1,1)=1,iB(1,12,1,1)==1,
B(1,13,1,10=100,78C1,14,1,1)==100,7B(1,15,1,1)=100,7B(1,19,1,1)=1.
R(1,16,1,1)==100,:B¢1,17,1,1)=10,78(1,18,1,1)==10,7B(1,20,1,1)==1,
C(1,1,1,1)=,017C(1,2,1,1)=,017CC1,3,1,1)=,1;C(1,4,1,1)=,1
c(1,5,1,1)=.01;C(1,0,1,1)=,013C(1,7,1,1)=1,;C(1,8,1,1)=1,
C(1,9,1,1)=1,;CC1,1v,1,1)=1,.:CC1,11,1,1)=100,;C(1,12,1,1)=100,
C(1,13,1,1)5100.7CC1,10,1,1)=100,+C(¢1,15,1,1)=1,7CC1,16,1,1)=1,
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C1,17,1,1)=1,3Cr1,18,
W (1)=10,509502)=20,4
Do 16 1=1,7

no 10 J=1,29

DO 10 K=1,5

P 10 L=t,°
R(T,J,K,L)=0C1,0,1,1)
C(I,J,K,1)=CC1,J,1,1)
CONTINIIE

A=1,

D=0.0

RL=1,

cL=1,

viLL =L

RETURN

END

-~

1,19,1,1)=210,70C(1,20,1,1)=13,
E4)YEH0 IR (S)y=RY,
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SURROUTIMNE EULE® (X0,Y0,Z20,xN,N,A,B,C,D,YN,BL,WL,CL,WLL)

REAL N

X01=X0

Yo1=Y0

201=20

1=0
DX=(XN=X0) /N
X=X0

BC=R* (BL+X) *x#wlL
CC=Cx(CL+X)xxnL1
bz=Ea(Aa,8C,CC,D,2v,Y0,DX)
DY=Z0=%DX

I=1+1

YOSYO+DY
20=20+p2Z

- X0=X0+DX

IF(N=I)10,20,30

PRINT 1

FORMAT (14HERROr N EULER)
CALL EXIT

YN=YO

X0=X01

YO=YO01

20=201

RETURHN

END
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10

a0

SUBRNUTIMNE HFUNMNS (X0,Y0,20,XN,N,A,B,C,D,YN,BL,WL,CL,WLL)

REAL N

X01=X0

YO1=Y0

201=20

DX=S(XN=X0)/t|

I1=0

I=T+1

XKH=.0+Dx Al
F01=HZ(DerBLlw0 "‘JCLINLLIZOIYOIXO)
P11=HY(Z0,F01,Dx)
Y11=HY(Y0,Z0,DX)

po 10 J=1,3

F11=HZ (D, B,BL, Wty ,CL,WLL,P11,Y11,XK)
FA1=HAV(FO1,F11) B
PA1=HAV(Z0,P11)
P11=HY(Z0,FA1,Dx)
Y11=HY(Y0,PA1,D¥)

CONTINUE

20=HY(Z0,FAL1,DX)
YOSHY(YO0,PA1,DX)

X0=X0+DX

IF(N=1)20,40,30

PRINT 1 )

FORMAT (14HERROr =N HEUNS)
CALL EXIT

YN=YO

X0=X01

Yo=Y01

Z0=Z01

RETURH

END
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SUBROUTINE RUNG- (X0,Y0,20,XN,N,A,B,C,D,YN,BL,WL,CL,WLL)

REAL M

REAL MO ,M1,M2,M%

X01=X0

Yo1=Y0

201=20

1=0

DX=(XHN=X0)/M

I=T+1

X=X0

BC=Bx (BL+X) xxWL
CC=CH(CL+X) xxnly
MO0=EOB(A,BC,CC,",20,Y0,DX)
Z=20+,5%xMO*DX
Y=YQ+ZxDX
X=X0+,5*DX
BC=Bx(BL¥*X) *x*WL
CC=C*(CL*X) *»xnly
M{=g£QBCA,BC,CC,0n,2,Y,DX)
X=X0+,5%DX

Z=2,,5%10*DX

Y=YO+Z%xDX

BC=B* (BL+X) xxnL
CC=Cx(CL+X) %Wy
M2=EQR(A,BC,CC,",2,Y,DX)
X0=X0+DX

BC=R* (BL+X) *xtL

CT=Cx (CL+X) %Ly
2=20+MZxDX

Y=YO+Z*DX
M3I=EQB‘A,BC,CC,",7,Y,DX)
DZ=(DX/6,)*(MO+/n,"M]1+M3)
DY=Z0*DX )

- YO=YO+DY -

20=20+D7
X0=X0+DX
IFCHN=1)10,20,30
PRINT 1

FORMAT (14HEPRO®» “N RUNGE)
CALL EXIT

YN3YO

X0=X01

Yo=Yo1

20=201

RETURN

END



10

20

SUHPOUTI”[ KITTA 1XU;Y()IZOIX”'”,A,R,C;DrYNIHL,WL'Cl 'WLL)
RCAL M

REAL K1,L1,K2,L.7yn3,1.3,K4,L4
X01=X0

YO1=Y0

201=20

DXx=(XH=X0)/N

I=0

I=1+1

X=X0

BC=B* (B +X) xxh
CC=Cx(CL+X) *xWL
K1=EQ(A,BC,CC,D,Zv,Y0,DX)
L1=Z0%DX

Yy=yo+:L1/2,)

Z=20+tK1/2,)

X=X0+,5%2DX

BC=Bx (BL#+X)xxnL
CC=C*(TL#X) *x*WL
K2=EQ(A,BC,CC,D,Z,Y,DX)
L2=Z*DX

Y=Y0+(L2/2,)

Z=20+(K2/2,)

X=X0+,5*DX

BC=B*(BL#+X) *xxiL

CC=Cx (CL+X) xxW[,
Kf:EO(A,BC,CC,D,Z,Y,DX)
L3I=Z%xDX T
Y=YO+L3

Z=20+K3

X=X0+0DX

BC=Bx (BL+X) xxWL
CC=C*x(CL*#X)**xnL
Ka=geu(a,Bc,CC,D,Z,Y,DX)
L4=Z»DX
DZ=(1,/6¢)*x(Kl+,,*Ko42,*K3+Kg)
DY=S(1,/76,)%(L1+47,7L242,.%L3+L4)
20=20+DZ

YO=YO+Dy

X0=X0+DX

IF(I=-N)10,20,30

PRINT 1

FORMAT (1UHERRNP “N KUTTA)
CALL EXIT

YNEYO

X0=X01

Yo=Yo1

20=201

RETUPRH

END



10

30

20

Z=Z0+(1,73,0%K1

SUBROUTINE KUTTA2(X0,Y0,Z0,XN,N,A,B,C,D,YN,BL,WL,CL,WLL)
PEAL N

REAL K1,L1,K2,L7,%3,L3,K4,L4

X01=X0 .

YO1=Y0

Zo1=20

DX=(XH=X0)/N

I=0

I=1+1

" X=X0

BC=Rx (BL+X) xxWL
CC=Cx(CL*+X)xxWL
Kl=EO(A,RC(CCID,Z"'YO'DX)
L1=Z0%DX

y=vo+(1,/3,)%L1

X=X04(1,/3,)*DX

BC=B* (BL4+X)**xWL
CC=Cr(TL¥X) 2Ly
K2=g0(A,BC,CC,D,Z,Y,DX)
L2=ZxDX
Y=Y0+L2=(1,/3,)+L1
Z=720+K2=(1,/3,)*K1
X=X0+(2,/3,)*DX
BC=R* (B #X) a x|
CC=Cx(CL*+X)xxHL)
K3=EQ(A,BC,CC,D,2Z,Y,DX)
L3=Z*DX i 5
Y=SYOo+L1=L2+*L3
2=20+K1=K2+K3

X=X0+DX
BC=B#*(BL+X)*xWL
CCEC*(CL*X) =*nLy

"Kg=g@ta,8C,CcC,D0,2,Y,0X) =

L4=Z%xDX
DY=(1,/8.)x(L1+3,«L2+3,2L3+L4)
DZ=(1,/8,)%(K1+s, " K2+3 *K3I+KH8)
Z0=20+D2

YOSYO+DY

X0=X0+DX ) - =
IF(I-N,IOIQOISO

PRINT 1

FORMAT (t4HERROP &N KUTTA)
CALL EXIT

YN=YO0

Xg=X0T

YO=YO1
20=201
RETURM
END



10

20

CC=CRTCLFXT anlWL)

SUBROUTINE MERS'MN(X0,Y0,Z20,xM,MN,A,B,C,DpYN,BL,WL,CL,WLL)

REAL KO,LO,K1,LY,%2,L2,K3,L3,K4,L4,N
X01=X0

YO1=Y0

Zo1=20

DX=(XH=X0)/N

I=0

I=1+1

X=x0

BC2BA (B +X) *x W[
CC=Cx(CL*+X)%xnnl

Ko= (-BC*ZO-CC*Y"+U)*(DX/A)
K0=K0/3,

L0O=Z0xDX/3,

Z=7ZV+K0

Y=YOD+LD i ek
X=X0+(1,/3,)*DX
8c=B*(BL*x)*'NL

K1=(=BCxZ=CCaxY+n)=(DX/7)
Ki1=K1/3,

LIEZ*DX73, T iZiEs

Y=YOtL0/2,+L1/2,
Z=Z0+Ko/2,+K1/2,
X=X0#(D,/3,)#*DX SR
BC=B*(BL+X)**WL
CCSCH*(CL*X) x*yLs

“K2=(=BCaxZ=CTaY+n)Iw(DX/A)

K2=K2/3,

L2=Z*DX/3,
Z=Z0+,375%K0+1,37>%*K2
YSYO0+ ,37S%xL0+1,37 %2
X=X+pX
BC=Bw (BL+X) ®xWL =E
CC=C*(CL+X)**WL
K3=(=BC*Z=CCAY+n)*(DX/A)
K3=K3/3,

3=Z*DX/3,

Y=(1,5%2L0=4 ,5xL?4n,2L3+Y0)
Z=20+1 ,S*KO=4 ,5*Ke+6 ,*K3
K4=(=BC*Z2=CCxY+n)=(Dx/A)
Ku=K4/3,
Ly=ZxDX/3,
DY=(LO+4,*L.34L 4/~
DZ=(KO+4 ,*K3+KU /2
20=20+DZ

Yo=Y0+DY

X0=X0+DX

IF (T=n)10,20,3n

PRINT 1

FORMAT (1S5HERRO® N MERSON)
CALL EXIT

YN=YO

X0=X01

YO=YO1

20=201

RETURN

END



30

SULKIEUVINE "ILVE (X02YD,Z0s%its!lisAsBaCorlipY(1oBLaVMLACLAWLL)
FEAL M1pMzatidntiiaN

TIVFISIgN ZC06M)» 7P (G60)» YUEDY

LO=EN

x0!1=x0

YOI=YQ

201=2¢

nXx= (YI'A\)/”
=0 o
1=1+1

Y(I)=YU

rAQ O VA
X=Y0

BCEEw (BL+X)*wlil

TCCETHICLFXI*AWLL

MOSECBCALBC»CCrDr20,Y0,0X)
ZP(I)=My

X=X04+.5*DX
W=70+e52M0*DX
VaY04binpX

X=X0+.5«CX
HC=Bw (BL4X) %Wl
CC=Cw(CLAXDRwhLY,

T HI=EGBTALBC,CCrliaWaVADX)

X=X+ ,5%0X
W+ 5% 0%DX

40

60

50

VEYO+H#*DX
X=X0+45+DX
HCEBa (EL+X)%anl

TCCET*#TCL+XT*xiLL

1M2=EQBCA»BCsCCrDavoysDX)
[W=20+M2+0DX
VEYU+ZU*DX
X=X0+DX
BC=p*x(BL+X)wwyl
CCEU*(TLAXI==ALL I
M3=EGRCASBCsCLaD2aNsVADX)
DZ=(1X/ 6 )t(M0+a.~Hx#v3>
TY=Z0#*NX -

YusYC+LY

20=20+0L4

XO=XO+0X L
1F04=1310,20,30

PRINT 1

FORMAT (14HERKOKR EN MILTTEY —
cALL EXIT
N=lH=3.

T=0 - 0 T
I1=1+1

BC=Bx (BL+X)*will
CCCA (CL#FXI*FULL e

2FC144)eCuBCAPECSCC,D, ch).vtx),rx)
Z(IvA)lL(I)+(4.tbx/3.)a(2.*ZP(I#l)'io*ZP(X¢2)02o*ZP(I¢3))
ST P aS PRI TR A TP LI IS FASSIPLFAL FASS VALY A TS £ X P2 BN
b=1

IF(F'P)MU)SOrOO

PRIET 1

CALL EXIT

YN—Y(I*Q)




h=to
x0=3Xx01
YO=YO1
—70®I01
RETURM
END



SUBROUTINE ANALT'T(x0,Y0,20,XN,N,A,B,C,D,YN,BL,WL,CL,WLL)

DIMENSINM CK(161

IF (WL=0,)2,6,7

1F (WL'la’?lBIE
IF (WLL=0,0)2,9,2
X=X0
"E=px%2 =4 xAx(C

IF (E=0,)1,2,3

1 E==E
P==8/(2,%*A)

B={SQRT(E))/(2,+A"

WHEYO/ (EXF(PaX))

WMP=Z0/ (EXP(P#X))

DS=(COS(A%xX) ) w(+ 2 IN(QxX)+QxCOS(QAaX))=(SINCQaX) )2 (PxCOS(QaX)=
10*SINCQxX))

) DC!=WN*§P*SIN(0*X‘*OiCOSIQiX))-WMP*SINID*X)
DC2=WMP«COS(AxX) ="Ma(PACOS(AAX)=QxSIN(QNX))
IF(DS=0,0)15720,1"

15 CONTINUE
C1=DC1/DS
c2=DpCca/ns
X=XN
YNSEXP(PaX)x(C1+C1S(QaX)+C2xSIN(QxX))
GO TO 20
3 CONTINUE
P=(=B+SQRT(E))/(2.*A)
Q=(=B=SNRT(E)) /12 *A)
C2=(20=P*Y(0)/(Q=P)
C2=C2/EXP (QxX)
C1=(YO=C2*EXP(N*X)) /EXP(P*X)
X=Xt
YNSCI*EXP(PxX) 4 2=gXP (QxX)
Gp TN 2v
PRINT s
FORMAT (25HNO HAY SOLUCION ANALITICA )
GO TO 20
IF (wiL=1,)2,11,2
Ck(iy=vo
CK(2)=2Zo
CK(3)=a(CK(2)xB+Cn(1)*C) /2,
DD 10 I=4,16
W=1 ’
CKX==1,/((N=1,)*(w=2,))
CKY=( (=3, )*xCKC1=c)+(py=2,)*CK(I=1))*B
CKZ=(CK(1=3)+CK11=2))=%C
CK(I)=CKXx(CKY+t.K7)
10 CONTINUE
YN=0,0
Do 30 I=1,15
w=7_
YH=YMN+CK (I ) A XN** (m=1,)
30 CONTINUC
ERN=ABS((CK16) *xxN*%x(15))/YN
IF (,00017ERN)2,2v,20
20 CONTINUE
RETURHN
END

-

(V1,8

- @



FUNCTION EQBCA,%,%,D,2,Y,DX)
EQR=(=B*Z=C*xY+D1/a

RETURH

END



FUNCTIOHN EQ(CA,B,C,D,Z,Y,DX)
EQ=(=B*7Z=CxY+D)*(1uX/A)
RETURHN

END



FUNCTION HZCDaReBLyWL/C,CLeWLL,ZoY XD
HZ=D=(Bx (BL+X ) **Wi )*xZ=(Cx(CL+X) *&xWLL)*Y
RETUPFI ’

END



FUNCTION HY(F,G,H»
HYSF+GxH
RETURHN

- END



FUNCTION HAV(F, )
HAV=(F+G)/2,
RETURH

END



APENLDICE II.

RESULTADOS DEIL PROGRAMA.
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