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Ccr1 fr ecuf'nc i& , l ~' s olución <I r un problP. rn<1 de 

Ir1e1' 1.iPr í a r uímic<! ~;r~ obtier,e a ph rtir ele ln resolu c ión 

de un motlr.lo mo temát i co <: u e !lrf'ten r!P re p resen t n r con t un 

ta ;ne cisión como es r1esf'ah l e n UI1 cor.j1rnto (!p fenómenos 

fí s i co:.; o r;u ír~ico ~; . '.i·a l mo rlel o a ve c es corresponrle a W111 

o v o rü1s ecu<• ciones rlifPrencia l es (geriere. lmPrit e de sP.g~ 

d o orden) :J en much:!s oca s ion rs Stl rnsoluc ión r10 11 uerle 

s e r obtcni <l r. comodumentP :-ior e l c n nir;o n n nl ític o e1 . vi r­

tu i' ~e L:ue gran p F? rte de e~; tos nrobler:m s no tiPr:er. so lu­

c ionr. 0 lt naJ í t i ca r:: sencillfü; cor,ocid; .s . 

nor lo >. r:tf•rior nos u vocn mo~3 o l nro b lP. r:l!l r1e una . -
li zr1r l >: ;· ] t P rr1;1 tiv: : ( o;ilicnci ón rle n olucion c~r; numér ic ~1 s), 

dP ~<1l p Pl p ur.to el e vi ::.> to rlr l <~ :~recisión de l a rP.spuPsta 

c up )1< n • ur. esfue rzo cln do podamos obtP.ner. !U cor:1promiso 

er1 c uan t o a l :: yirrc i siór SP hará a c o mb i o el e obtenPr una 

soluc:ión pr~ctic :' , ] : c1ic:l sol o cumplirfÍ con est:·1 propi!;, 

rl u. rl s í rr. ;, l e;um· forr~:1 s r yiur.r1P crmocPr s u confiP.b ili dHd , 

e s rlr.c ir, s í exi:itr> f · ) ¡;Ú1 ~ cr i terio r. fici entr> :ir . r " Pstim: r 

"' ] c:rror r u r c;c intror1u c<' :: 1 ;..:plic:: r e l r1étono numé rico. 

1 .- I .11 ecur. ciór. clifrrPnciRl 

e_ tH ' e o r r ,-·s ·ion ;l P. ;: 1 r1o •l p lo •1 P 1m r r f' e 1 or en111: c ai ! o t uhu)_¡ , r, 

i s otPr rn ic o , P. r . 1 8 cuu l hf.I! e~-; el n ÚeH' rO 1](; T'c C'l r t, 23 
PS r ] diér:Pt:; c :~ ...-11r--r. r; ~;ic)r· ; 1 ·1 1 l i· ~i; · rtír.u1 :. c10 Ci i t t lizn clor 

J 
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2 .- J,n ecua ción 

¿ 
,,.. i . 

\¡ 

. '.t-r-

c·ue s e derivP del nodelo es­

férico ele difus ión pr: r ;i par­

tícula s de ca taliz8~o r j en 

ln CUhl C e s l a concen­

tra ción del reactivo, <Ps es 

el nódulo de difusión de 

~hiele, R eu e l r ad io de 

l a !11 , rtículn rle c a tr~ lizarlor, 

r rr. tmr rro. l. ?- es 11' rlista ncilJ rlel 

ce n t ro •l r. l e• r< ~ rtícula n l lu 

gar donrie ue pfcctu e e l bnlnnce cl r, mn tf'riu . (2), (34). 

' ' -ú-' ' 
Frrrnr.: t' o. 2 

3.- El mo•.lclo r~e ur. p oro ·cilíndri c o id ei. l 

con um: re ac ción de primer º.!: 
de n en l n c upe rf icie interna 

del poro puede repres entu r se 

por l a ecuación, 

..... o 

en ln cun l C,111 e s l « concen­

tru ció1~ del r en ctivo, -r el 

radio del poro (cilíndrico), 

--Is es l a constr:n te cinético de 1 1• rea cción ,y .]) 

t unt e de difusión. La v a riabl e X es l a longitud del poro (3). 

4 .- T'nr11 un ¡;¡ocle lo de scca<lo f'IJ e l pe río­

do de df' c rec imi ento en l n r: : ·ii r!P.Z rle seci;rlo, rlt"? rn: r t ículan 

esf éri C P s, se a :ll i CP. l <: ecur: c ión. 
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r1or.<le .f CG l n ' ' [lrir.\;}P. ti c •~:1c , !' l a VF. r i ab l P. ¡JOSi­

ciÓr. , Q _ c a l e m~ :oia r· up Ut? t. r: .r:GfiC'rC' ;, ~- 1 1 con s ­

Ü i 1: t" d r tl ifus ivi (1url. ( 5 ) 

5.- El r.Joile l o p: : r u 111 nifuGión 1Je Uil 

f l 1Ji rl c C'n C'.;t éH10 e~: seOS O ~1€ rf?!J TP '.iP. TIÜJ p or 1 11 e r. u:1c iÓ n 

;f el ti cnr o, ., e l r a -

l ii c onst:·nt r> ·1r: il i f unión r: xi :: l. 

6 .- I:" l; e cuuc i onr>E ' u r> sr. <leriv ::11 cJp l a 

t r::-i:-í8 de l <· C[:!Jt: rl c SC '. >f . n•c ión p :, r tt ur. flujo er: rlou di­

n~ c ciones u obr e un i '. •l<.c n Llon : 

F J ::TT;1: ro . 3. 

::!___ &:.- -f zf_ ?~ 
P dx 9fi., 

-+ 9-v- -o c;;y -

l: n con :1r.rH' L t í' (\ d r 1; , V<~ l o 

ci ·l: :d U <' r· :1ou r1irPccior·f's , 

f' l n clcr . s i d~, d , ,f l ;: visco 

Gi :l:! cl c in enó! tir. n J -f 1:1 p r!:_ 

s ión . ( 6) 

7 .- '. ' l norlr l o !1< r: · rloH r]i rr.ccicne s (1c 

ur1 rr•::ctor c r1 ü 1} íti r.o tubul ;1r '1ro po rci or r l : :>; f'Ct.W <'inr:l'S 

~if :' ~r'l rj · J 1 ·~· ~; i m ul t ~r.r?<:s :J i (; uinit0 s : 
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!'Hr<.' e l ba l Hn c1' de e ri r.rg í r. : 

pu r <:: Pl b <•l v nc r de rnPsíl : 

'dX - k_ (_L ~X -f :sz:x)- 71> fe M 
C>r- ~1t. I é?T ~7 {) fo o 

&Z 

-¡: 

<l on<le ~ es l a v e locicl o d de 

reocción g lob<;l p or unirlf1<1 ne 

músa de ca t Hlizarior, ~ es 

l a densidad del ca t al izarlor, 

Frmrt ro. 4. 

.4 l a ·v e locidarl su;1e rficinl 

en l a dirección a xial, r es 

el radio del elemento anulcr, 

X r.a la concentración, (f )i• es l a vclociri n d de r f'a cción por unirlad de a rea rlc 

rc:i ctor, M el peno molecul e r promedio, R .. .1 -,:: ... los 

nÚt:!cro ~ r.c neclet en dirección rnclif1l " axi~ l dP.finidos 

por lPs ecuucione s 

dor;rle :JJ,.... 

a xit·l, e 
t n l;ii n rle 

const; ,nte 

es 10 r.ifusivi 'h 'd r c dial " 2>, l ~' difusividéicl 

e s e l e~F1psor d e l eler.ier,to ~ inul1 1 r, AH la en 

r N ·cci <in
1 

Cp 11. c~ p¡, ci<l! • cl ca lorífica ;;¡ ~ la-

cinéticP . (4 ) . 

8 .-

7: (~:~ +: ~) 
r:s l o €'cunc iór 1 Uf' repreuc> r,t< , el b t,l ; .r:cP de ma te­

ri<1J 1?s r~ : r<:, ur; <' re; , r.ción 1 ue ocurr0 er. 1 11 s up r> rficif' r~el 
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c u t ~_llizc dor df'ntro <le un tubo de 

rarlio R. :t l :. r &o L en un pro-

C ell O i soté rmico, plt r! l un gas e¡ ue 

pl!sa h Vf'locir 1 ¡~ d V ;/ sigue una 

L r eu cción rle l tipo I? ~ B 
' doncle :P 

( 29 ) . 

es l L difusivid u d. 

FI r. m:rn r o • 5 

T'¡:¡ra resolver l Gs ecuacior1es anteriorr.s lo c:ue Be 

hacP. en l n prrictic:::: P.S em•llc::::r :i lgúr. rné to<lo numérico (sí n e 

conocf'n l& s condicionf'G r n l a frontera o l EE condicionns lí 

mi te), pues los coP.ficientes r!e eotv n Pcuiicionen p uP<'lf'n ser 

variablPs J f'Sü'.n <lefir. i rlos por funcionel3 c on l ;.s cui1lf' s se 

rl ificul t11 P.l obtener una solución analítica. 

Los coeficientes v g riuhlAs d e l~s ecuaciones un te­

riores pueden aproxirnF rs <> a l r• ecuución clP unn pn róholi. sí 

consiclen1mos cue rlP su rwturalP.za nf' ruede d ecir C!Ue los li 

mi te s rl e 1 11 ecw;ción son cP.rc< •r;os ,, f'r: el r an¡:;o r!P inte¿;r::­

ción los coeficientf>s seiin cor~ tir. uo s , :. " li c11r.do un cri t Pr io 

semP.j <J ntP ~ : l dP. l o r<'gl <• de ~impson, co11 lo cu1 :l r o <lrüinos 

rPprf'SPr•t ar l as ecu<1cionPs :1 ntPtJ mer1cion¡ ,<'las en } ;-, forrnr> : 

/ )WL ¡ /,. )WLL ¡ 11 ~ Be Be -f 'X ¡ + e {e e: -f x: y = o 

Si wL~wu= o l v ecuación ne co1 ¡vierte cr: um1 ecua­

ción cliferencü:l ne negtmrlo or<len con cocficiPntPs comi trn­

t,,s, d i• l o <, uP f' S f dc il compan· r su nol uciór. ;ior r·l 5 ún l'.lé­

torlo r.ul'.lérico c nr, Du rorr,,, :11 on 1 ~ i ,, n1 f' ;; o lución ; w 1Jític:1, ] y 

cu;;] no pr<' H•• r,t : . tlificu1tu r1 r. c ;ip r; i ~J<'r ob t r r.i d11 . 
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S í Wlto 

con co e fici e1ites v u r i: ,bl e s e ri l a c;ue ne dificulta c ompa ­

n " r J os rPs ul t Pc:10s por tfmer uri t i so lución más c orn¡llicucla . 

S in embn r g o es !:JOs i b l e hn c P. r um 1 c om¡i1•n ·c ión 1. cces i ble s í 

se ha cen Wl::WLL = t. .'f se obtiene urw :o; olucióri a na líti­

c a er:1plca r1no el método rl e Sf'rit> s ne r;·a .'flor. 

El objeto ne es t e tra bn jo es ct et e cta r el mejor 

m1Hodo numér ico d e intee r 2 ción, p¡. r a lo c,ue sP l e cr.iona ­

r.10 S lo s mi,b us uHl es ne r:tro d e l c a mpo ne l r< Ingeniería Qui 

mica J s on el de Eul P. r, e l F. uler modifi ci::do o ne Heuns, 

e l PungP , e l ne Milme , el RU?1ee-Kutta .'f el de Merson. 

",·ambién es mil.)' imr o r t nn te el obte ri e r e s timo cio­

ne s cuel ita tivns de l es c onnicion<"s neterminontes del 

error e n que se incurre a l aplica rlos .'f sí es posible en­

co~t r i ! r ::t l ~un r1 r eel éi prá cticA pt1rn conoc e r e l error que 

se •1Priv 1• <le l e anlica ción d e cada méto<lo numérico. 



r; 'T1~ P/ I 1'1!.DES : 

n us 8 r r:iéto rlos nunér icos j)Pra l a a olución de mo­

dr>los en Ingenier í h c·uímica , nos dar.ios cuent¡1, por la nat_!! 

raleza de a<; uellos c~ur> er; l a realid a d obtenemos 110 una so­

lución sin o una nproximLJ ción a ella. A l a d ifcrenci!l entre 

l a solución j l a aproximacióti se le denomina comunl!lente C,2 

mo e rror. Es obvio c:ue eute e rror pue<le ser conoci<lo con 

precisión solo <lesrués tie tener t a nto l a solución como la 

aproximación J por cons iguiente su nnturuleza es experime~ 

tal o empírica. Por lo anteiior, el conocimiento preciso 

de l error ea c usuístico, lo que nos limita e n cuanto a las 

de cisiones de selección <lel método numérico más convenien­

te J en l e estimación del tiempo razonable par~ obtene r 

una respuesta buena. 

Con frecucrcia se enfrenta uno a problemas en loa 

cua les el rlNwonocimiento ele la rnaeni tu<l del error J de 

sus propie<la<le s pueden dificultarnos mucho la solución del 

modelo plantear.o o bien <iecHc <.. mos demasia<las energias en 

busca de un .resul tH<lo q ue n o podremos obtener después de 

todo o ?Uede no tener sentido. 

'P.s te trabajo re11resenta un esfuerzo para tratar de 

entender los orígenes rlel error, sus propiedades J de des­

cubrir en lo posible, relaciones entre las variables de lo~ 

modelos a resolver J l as variables de los métodos numéricos 

<:ue pudiera n tiernos a priori unr: luz sobre el comportamien­

to del error en caH os r1 u dos J CUJ f' solución nos interesR. 

I,a solución ,; l e aproximación s on finu lm1mte un 

n~mero J en es te trabaj o los rlenomir .a remos e n l o siauiPntP 

forma: Pl númPro < uP rerre~ipr , t; : l a s olución exact1• C'l cuHl 

f~. f denoü; rf' mos como Sf' l P as ~ cin e l v11lor <l<' un nún0ro 

qui:' corrr ti:1ornl r> a l r1 soluc ión arroxima<ia a l número f . En-



trf' los dos V F• ) or P~; mt• r,c iorn-i dos en el né,rru fo Dntcri or, 

PxistP un o difcrenciE n l a cu~ l se l r conoce como BRR0R 

f. 'lSC'J.T!'.:'0 .'f se rlf'notn :ior E:,,.. 

El núr:iero f t i ene m c ifra s <1ec imu les exa ct;;s si 

su e rror absoluto no s u pPrH u l a mitad <le l a w 1i dH<l de ci 

ma l de orden en~Bimo. 

Sí a l error absoluto se le divid e entre el va ­

lor "( , s e obtiene como r e sul t a ño lo c:ue e s llamaclo ERROR 

RT-:I .A'l' IVO .'f s e denota por f" ~ · . 

Ambas represen t a ciones de l a medición del error 

reflejan el erado de confiabilidad de los resulta dos. 

C!USAS DEI ERR0R: 

La s causas ~ ue introducen errores en los procesos 

matemáticos aproximados son: 

I.- Cuand o los du tos origina les conti enen error J 

lo ha c Pn r e percutir sensi b l e mente en los r es ul t v<los <l e l pr.2 

c rs o ma temá tico arroxim;;r!o . ':'umbién en conoci•lo este tipo 

ele repercursión rl c l error c um,rlo «ff' ctn r:iucho a l rcs ul tado 

fin r.: l J e r, toncPs se clic f' c¡ue e l prohlem1:1 está rnRl condicio­

n r1 do. 

II .- r.ua ndo un r fu r:c ión infir ita o complicada se 

repre s enta ;ior una fir; i te: o mr: s sencilla pii rEc pod er obte­

ner una s oluciór: t:p roximr:rfo dP l probl Pmu ori¡;inr. l se presen 

t a ur: f' rror r ue se r'lP r.ominD por '.: 'J?Ul"Cf..r.Im:. V : ma g1, i tu<l ele 

este e rro r dppf>nclf' rle ur, ry;, r !Íroe tro rJ , t n l c: ue s í N --•.ola 

n oluc ión s e a c Pr ce a J o r cu l, f'S rlr cir <;ur e l e rror tienrle 

a cero . 

1.~l Prror ror truncPc ión t arnh ién se ;ire~ i entn cuanrlo 
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en un ;i ro cc s o rlc it f' r uc ión se elimina a lguno ile s us ~1 sos 

r· ue se reruería pPrE tPner una solución ex a cta . 

Solo es conve~iente i ntrod ucir un error por trua 

caciór. Pn Pl c nso rle :1orlPrlo r:ontrolar o < ue po r n lguna 

razón se puPd 8 consiilera r rl esr1recü, bl e en compi:r u ción con 

los r es ul Ü ' ilos exactos , sirnr.o un ejempl·o rle eu te ;iroccso 

f'l cf:so ue una Sf'rie convergentP, l a cuHl se puerle c Rlcu-

1¡; r t om;rnrl o en cu P. r• t a sólo sus ;iri::JP roH té rminof:l, pues a 

merlin ~ c;ue se cr. lcul r1 un término 8u'1erior, éste se uce rca 

más al v n lor rl e cero. T'ora netermin:. r hostu t¡ue término 

se rlebe c8 lcu) Hr e s nf'cPunri o 1-lm• li znr c on juntamente el 

grad o rlp PXfl cti turl rer uf'rino ;, la m•gni tuñ de los térmi­

nos inmediu tos a l escogiño como último del cálculo ne la 

serie. 

III.- CuHnrlo uP re~uiere limitn r una expresión a 

un cierto número i?t ne níei tos, procf'so < ue sP rler.or.'lina P.E 

nrrnr,0. 

T'aro efectuflr un rPdondC'o SP han estHbleci<io l i1s 

sigu i entes reglas: 

Cu&ndo el clíei to hl+f es neno r de 5, el dÍ6 ito 

A1 r:o se a ltPra (o nf'ra ción r, ue se ner1omim . redondeo h¡,c ia 

abajo). 

Cunndo e l dígito ~+! es ne 5, el d í g ito ~ se au­

menta en un~i uni rlarl s í es non, no ue aumento sí es pv r. 

Cua nrlo el rlígi to /71+/ es mv ., or < ue 5, SP c. umrmta /11 

en uno, lo r:u e SP 1l enomim1 reclon r1 Po ha ciP ar riba . 

las nr.terior e s r eg l au f ijar. el v <: lor rle l d í g ito 

'71 , fnl tr:nrlo ,; qlo m; rcn r el cri tf' r io f)Hn es co~f'r el r.ú 

me r o <le tP. r m; r. os r ue d rbe11 <¡ue rln r eri Pl r eri on ac o , 
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Sí EA., E,.._ , EA:!I , •.• , E,..., son los límites de 

los errorf's übsolutos de los nÚmE'ros aproxima clos f;, ~, 
f

3 
, ••• , e._ j el límite rlel error absoluto •l e l r esul t ndo 

rle sustituir los ve lar es aproximndos cr l a funci6n F (de 

los nÚmE'ros exactos) cst~ rle do por: 

E.=;;, 1~.+ ¡;~\f;.+l;f ~.+ · .. + ~~1~~ 
<lonrle: 

Esta ecuaci6n provieLe de l us sig ui ent es consid~ 

raciones: 

f, = (", + ~, 
Pi. ':. li. + f ;¡_ 

f3 ~ + E~ 
f,,,.. ==- ~ + K,,... 

donde E,, E., E3 E son errores rle redondeo pnrn 
.J C.J J•••.;.,.. -

los vr< lores ~ f! o ~ a P i1 ~ O , ~ :z.-' r 3 -> •• "J r...., r , ,, r 2 , ¡ 3 J • • . _, r,.,,, 
como se representan en la siguiente ecuaci6n: 

expandiendo por series de ~aJlor tendremos: 

-1- ... - -



Sí se considen1 t,ue E,> f 11 E3 , •• • .,, E,.._ son núme-
- Ez 3 "' , , , , ros pec; uer.os, " , Ex, ..• , Ex seran riumcros aun mas p~ 

que~os ~ pueden ser despreciables, raz6n por l a cua l el 

error total en el redondeo de una funci6n estú dado por: 

Bl error relativo esturá dudo por: 

Bsta f6rmulb presenta un inconveniente, el de no 

poderse conocer F ; probler:ia q ue se renuelvr. obtenien­

do un Vl'- lor cercano a él ;y es 'F+ Et- , con lo cu:i l se obtie­

ne una nproximaci6n del Prror relativo. 

Los alc[JtJces rle lfl Hnterior f6rmuln r uecli:rán ncl~ 

rados si la a)ll icürios p(:n :: la obtenci6n ele un rf'sul tado 

aproximndo en alguna expresi6n. 

Supongamos, se r ui e re obt Pr.Pr el '\i [:lor el e la ecua-

ci6n 

p[1r a cuf> r.do los vnlorPfl s on 

a..= ¿¡3.:Z.'153:1..17Z.3 ••• 
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e = .oo~.3'152.. ••• 

ter1iendo como limi t &ción t;ue e l error abs oluto no pa se de 

·ººº') 

decima l 

~-!::. ,000/ 

De l a ecua ción sr ohtiene: 

/ 

Ahora bier: si reclond ea mos ha sü: l a cmirta cifra 

,·z ' = ~ 3. :?4/S-3 

_./-' = </. 0:2.13 

c.' : . oo~3 

De rfoncle una e.¡iroximéi ción cl r; l error <1P l 11s diferen 

cia de los da tos origim·l r s ' ' los emplea c1os nerá : 

~,¿_ ;;;;/ _t--_t .. 'j = .0000'1 

[',, <- =/e-e'/= .oooos-
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11~J n i e l c fÍ lculo ele P.G tos f'r rore s s e efectuó un 

re rlonrleo po r urr iba , c on s i ct erando este error como lími­

te ma J or de l n~; dif e r er.cif,s e r1tr e los '1a tos. 

De lo anterior s e p uene obtener unP. expresión 

par;, <'l e rror límite má ximo 1;ue puede tP1 r> r la ecua ción 

" el cunl sería como s iGue: 

\ 1. l(.cooo3) +\ 1 t. \ Gooao4)+\ _L_ \'º()()05) . o 2.13 ~{.;;;;;\ 

¡;F = .00003 +.ooooo99+.o0b3811- =.O()o</S 

<le a <;uí se p uer1 e concluir r uc el primer reclondPo . fue ma­

lo, es r1 ecir, no tiene los re s ult on os con la suficiente 

exactitud como pn r n ser esa l H respuesta cor. una incer-

tiriumbre menor de .ooo/ . T'or lo t r.n to nos vemos en 

l a necf'sina d de e umentRr el n~mero <le cifras para los da 

tos cproxim1.clos ,y sí lo hó cer.ios has h . la e uinta cifra de­

cimc: l tendremos: 

A I =-..<.r '1.02_ 133 

e': .OO"f35 

E,,q_ = . CJD 00 O Z 

E,,."" = ·ººº ºº s-

E ::: 0000 z-' 1 __!___. - \{.ooooos) .¡.\- ~\ (.ooc:.ooS") 
F " "Ó". 02!33 Z.V.d0<{35 l 
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EF =- • 000002. +. 0000017.. +.00003 

nor lo t P. 1: to se r uede concluir <:ue las o :ieracio­

nes a efectu;: r s e, r r, ra obtf'r1er F con el grado ñe n proxi­

mél ción m1 t f's ñe s cri to, ñebr.r llew: r s e a cabo realiz::nno 

el rf' •lor,ñeo has t n l n c: u it1tf1 C'ifrfl :'!Pcima l. 

T'r1n : los efectos rle estr. trabn ,io va le l a pena 

acla rar c:ue l a mi;r uir. a compuü1dor r-: , e n < ue se efectuó l a 

]1r · rte ex pf'riment r1l, rc> rlon d eH a utomvticcmente hust" l a 0.2, 

tava cifra signific8 tivn .J cui1ndo s e em!1lea l n doblt prf 

ci s ión hnst8 l ~ déC'imo s exta cifra. 

Fi~n lmente como causa del error en la apli c a ción 

de a l g ún método numérico ter.ilr f' mos: 

IV.- Cuando se s eyirt r " en pn rtes Pl intrrv11 lo con­

tinuo tl e un f! función ., S!' relJTf'!s entr. yior un[1 s ·ri e fi n ita 

<le ;i untos, p rocPSO denominn do ]) J S r. RE'l'IZACHW, notiv o ;ior 

el C"'u " l s 11 Prror C"' :-> r o ct rr ístico f'S llamano por e l mismo 

r.ombre. 

La lógica ros dice c:ue este error disminuirá si 

e n e l n roc f's o numérico se ha ce me r,or la diferencia entre 

el morlelo t r órico .J el r.umérico, e s OPcir, ll mr ,yor frac­

cionam i f' r.to rlel i n tPrvri lo rle 1:, funciór. el e rror s ení me­

r.or. ,..,e ro loe C'ri t rrio s < ll f' '1o ('lrír1r: r:or1rlucir a r f' sul tfHlc>s 

e r. muc hr• s orúc i or·eH r. o s or. a pJi c u 1 i l r ~;, l o C' Ur• l se e x nlica ­

rFÍ er. forma riá s : •r1 ., li< • cur•r.d o se tn, tf' r l: . l3 f ur.r: i o11ru tle 

e r ror. 
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:·: l nnríliui u !le C''; te ti,10 clr C'rror es pruc!ente 

efPctur.rlo en nroceuou r,uméricou <le rliferenciución e in 

te¿;r8 ción . 



Fm1crm1p,s DF BRRO J< P/\Tl/.. LA 

FCffifüLA DE J:E\'.' 7'01"-CMgS. 



F.ste tn:ib; jo pHrtió é!e la ide<: rirevrüeciente en 

lo literRture, ~ uc ~ ra c Rrto método numérico se pueé!e en 

centrar algunR fórmula, la cuill nos proporcionP. el error 

máximo en c:ue se incurre al anlicar el método sobre un 

problema. Ln magrit1.td rlc este error estimado dependerá 

fundamentalmente de la exnctitud del métoño j además ñe 

las condiciones é!el problP.ma ccrr.o son lf1s coric'!iciones en 

la frontero, vPlor de lou coeficientes, etc •••• 

A la fórm1.tla que nos proporciona la cl.lantif ica­

ción del error para cada método nl.lmérico j serie de con­

diciones rlel problema se le <lenomirw fi.tnción de error. 

r,os casos más ser:cillos de la obtención ele fór­

mulas <le error corresponden a los métorlos rle integn,ción 

rlerivados ele la cplic1:ciór1 ele lf fórmulr: rle Newton-Cotes. 

Las integralen <lefini<les pueder; ser interpreta..,. 

dr•s corno el área bv jo la curvf! j de ésto que algl.lllos mé­

torl on bus e: uer. el a rPD, péJ ri. con ella conocer el valor ele 

l<' integral. 

F.l método ele le reglt; de los tr~i!1ccioc o regla 

trapezoidal recibe P.ee nombre por~ue el critnrio con el 

cu~] se Jlegu a conseguir Pl valor rlel erNi eu el cfo ha­

cer ln sur.iatori11 <lel f!rea de l.llln serie rlP. tnqiecios en 

<;ue se puede rlp¡;cor.inorier el are[1 totr•l. 1,Hn ' ca rlli trape­

cio sr culculr' el valor de l F a l tur; , de t:us l éc rlos utili­

zr:ndo la fur1cióri l'l ir. tegrur ;¡ si~ nul tirlicr• el pror:ic <lio 

o mc oi ~ ' de 1~1 ~J ol tunJc r11' ca<fo trnrecio poi el tamflño rle 

C<l'l u s ubdivisión del ir1tf'rvnlo en P.l cur> l se rlcuca obte­

r:er el vclor ele 1 ~ ' il1teLn1l. 
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1-
Su pongamos 1 8 cu::l se f~ción ~(xJJX 

r_u i erC' c on oce r s u va lo r r. umé ri co , S i se e r a fi ca ~(x) s e 

ob t. Pnn r ñ ur. a cu rv o l fl c w 1l no <lrí :. r Pyi r <?s e n t a r ·1 e por la . 

fi g u rn r o. 5. 

A e s t a g r tlfic2 ronPmos hr.cerlP l ~ r err e s C' 11t n ­

ción d e l n d iv is ión de i::;u il1t e rv b lo {a.:L.] er1 ,,.,l :in r­

te s i g w l es , obte1iiew lo tra;1ecios cu,;, a l:l UpPrfici e 8 P pu~ 

dP c:; lcul<:r medü1nte s u fórn u];i: 

11 = íf ( ¡rx,) + /rxJ) 
10 

donde es el a 1Jcho de c u cl u trt: pe c io .J e s t á <l ci clo 

:ior: 

// 

pf'ro rlp ne n rli e n rlo de s u ma ,, or o me t :or v;ilor SP p uc> rle o umen 

ta r o rlisminuir f' l f'rror rle ei::;t p m1Ho<l o. Bn form-1 e rrlfi ci; 

se puede cxyilica r como Pl error pr oven ien te rln l a s r rP Eu 

r~ ue e s c a;ii; r. <! se r c un1.tificar1as r. l c e lculF r l :.; i::; c u¡icrfi­

ciPs ne los tnl !le cios .:1 s e encu eritra r1 b:· ,jo l «. r urva . ""ue ­

de cli l:l tir.euirsc el Hrea r u c> r. o u 1• cuan tific}• cono l n s u­

perficie s ombre arl v en l e fi g ur a !' o. 6. 

La fi g uro !' o. 6 ;, l r1 r o. 7 corrc n por. rl C' n Fi h in­

t ee r a ción de l e mi s me c urva , per o c r. e l pr i mrr cas o s e e m 

plean un r, úme ro men or ne> t rnpPc io l:l , r n f-' l s e g un rlo cas o s e 

ha e P. l u in_tegra ción c on un n úme ro ma ,;, or 1l e tra pec iol:l ; l : s 

s upp rfif'ies sombrea das c orresponden a l as o r eas b: j o l a 

curv r: <Iue rio <: uPcia n compr e11di dns c>r: l¡ ,s s u ;H' r f i ci f·c •.lP l ou 

t ra r e cios . 



C'o r:io '1 0 (lré r:o t e r se c uEw to s más ¡; ew . l os t n . pe­

c ios , e l e rror ne l a i~tegrac i6n sertl meror. 

F I '1TT PP. f'o, 5 rrmmr· r10. 6 FF l!Rl'. r· o. 7 

S0 )l ue rl e n C<! lculo r l es !' r N1s f' ue e s co ria n ne con­

siclera rse, eri forma rle unH f 1;nci6n de l e.re a ,y las condici~ 

nes rl e termina nte s rl c l area , a l a cua l s e denomina función 

rle F.fll70 R "P/o P/I L/o m.:~I./\ T Rk!1EZOI D1' r., misma <: ue puede expr.!;_ 

s ~ r H e como sigue: 

E = / ( ~){, ~'(x)) 
IZ 

? r;r a rlP. termin:; r l e. función rle error cori ma,yor pr~ 

cisión haremoc s u rleducción. 

El a r P.R ne c o da trapecio e ~ . ..., . 

,¡ 111 s umn ele t eclas Pc t r,s <.: rp¡ss t;P. n 1: 

~(x)Jx " ·~ (11~! + 2 /(a.+0)+2/(a+,•x)+ ... t f lt-!) 
o.. . 

/~ 

/'{ 

dor.clr f' l error E <.ue sP. or i ¡_; i r.i i po r ] f1n 8rt>f; ~; r.o s umfU] [IS 

/ 5 
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si ~(><) es line ~:. l E =O p ues ~ 1(':<) 0s cor.stantP. :¡ ~ 1txJ=O 
p¡1r a to d o , ., l o r de X • Fu ros ihle <' Ue pn r a un n función 

gnierél l f'(x) s ea un n c ons t n . te ,y s í m.= ! J J;:: J,. 

E~= \"- ({(o.\+ ~t*V-r{6<l!x 
diferenci: ,nci o a.. 

,, 

~~ ::_ i < J<o.)~¡av+ a~o.) JU->-J(t) 
11 

E
1
(0.)=-c E:

11
(t) = -TC*-Ck) { '{ t) / 8 

J <'ste r.s Pl <'rror C]uP h11 J e1 uri tn;pecio; s í tomamos el 

tr<ipec io con r.m., or e rror posible J llan1' rnos i1l máx imo va 

lor r!r .f'{.f} como Ml- J el mír.imo Vl:!lor cie {"flJ com~ 
~:z. er: ~~ f !:' Jr tenciremos: 

l 'I 

integrando obtendremos: 

f(J--a.}~i, ~ ~'(/)~ ~ (l-a) 2
ftfz. 

EPIJ-~(QJ-:: ~'(t) ~ '(<t)-==-0 

_I Á,3/Hf. ~ é1:t.-t-J,I¿ _j_ ..J.3Ai 
IZ. z (..., -/ - /<.. z_ 

CC'r.10 

~I 

3 
¿_ ¿ c. ( ,,¿ - a) Az 

e: /2 "7r -:z... :u .. 

¿_ ::Í!:(.J--a)ft'!t-
IZ 23 
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J !J9I<' c ;- r12 9robl en1n P.~;pPc ífi co , r l 111<1 ,1 or · v ;:lor <l e fifz, 
est;í rlr tf'rn i n u no , (.J.--~ Ü! r~b ifr, D.uestra ir<v a rü,nci P- , r or 

lo cu<•l Pl er ro r s ol o ta~ rú f u1,c i Ór; rli r r.c t <i de e:.X o d e rt\ 

es r1Pc ir: 

De l ;· nnte rior r>c unción , s í SP fij « e l e rror m!i 

ximo !lf' r rn i i.; i h l e rwn. e l prohl e rc,¿, Df' ]>u e ile rl 0 tr· rr .iJ,;: r el 

l, Uc n os rlp. resul Ü 1<los r.on e l r <JT:go <le in-

CPrti rlumh r<' unte s fij r.do . 

C:tn. fo r mé rle obtf'r.P.r e l 11rN1 h r•jo l a curva es 

:-i o r l n a p rox i ~·,r ! ci ón ' ' ur,11 se cuen ci<• rlc a rcos pa r abóli­

cos Pr eor.¡. tr C':.; '.'JUntou cor.tiriuos . f.n r> s t P c<•~' º P. l iritPr 

va lo U P. nPbe rljv i di r P. ! Un n úmer o pa r. 

r.:1 Drco r r. r u bólico rlr unu pr: rtr> ne l r> curv <' se 

ilus tr <' Pn l e fi ¡:;un; r .1 con ~1 i rlpr11 rH1 o la c ono un él sec­

ción c'le un a paniho l c 1l PbP r{ sP.euir 111 <'CU<•ciór: : 

f =- a._')(2-1-~)(+c:_ 
mü1m;i r U<' es f ác il •lr> irte¡;r1: r r1i rPet<-rrlf' r.t P )1Ura ese :;uh-

i ntrrv a l o. 

f. l orer brj o l F c urv « s<> ra: !_ 

/1 = (~t:ix2+-.l-x+c)~x = (~ a:'l-.3 + i_ .),_y_2.-1cx) 
)_).. -J... 

/I~ ~a..f3-r2cÁ 

c..--.,..,-" 

o 

rrr:l'~t t' o . R. 

ro::io ue cor,ocen e r: ca 

da sub-intC>rv i< lo tr i' ~: 

p untos se yi uerlen obte 

r.er tr c>s e c:.wciones 

[; Íf1ul t<frip;w con trr>s 

ir.cógr;i t us : 

Cl .,(_ z - _,¿. .L + e_ 

= c. 
== a...¿, z + 4 ,,,( ~ c.. 
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rrsolvirr ,rl o s irntl 1 t D1.e¡1men tc 1 <1B rcuucionrs rJo. 28 se ob 

tiene: 

;¡ ne l :o eCUüCiÓn ro. 29 por](>f10 S rlP.riucir <Uf': 

3o 
;, fim,lmer.te obt er:P.mof:l: 

31 

)11 ecua ciór, ro. 31 es conocirla como l fl fórrnulh pri::;mo i <lt• l 

;, la suma de l n s ~rrns sería: 

s=1 {t¡o+'/¡, ~~)+i-(r,_~'l~+!fo}+ .. .+ 1-rr,,.._1.+'lfz.ft/J 
ecuación c.ue urregladb < ue dn ri."11 cr. la forrn1ot ~z. 

s = f ( l/o +lfr,~ 2~ +L/"3 +-2¡',,+ ..• +'lfL.-1 +y4Ai) .Y 

c, ue es conoci ('D como la rmr.JJ. DF SH'T'Srr. 

Ahor& bieri, para obt e r.e r su fórmula (]P. error: sí 

.. t.~~'#("') = [}ttJlf- ~( /t<::-'l)+'//f';J+/foKJ},, 
será e l error máximo E bajo umi p:1rrlbolf1 ;y p:i r g ln suma 

ne los errores t endríamos: 

E~ = pitMt- ~ ( 4(<>J +'lf{ol-L)+ z/(anl)+ . •• + 

c.-l..:o. z/ (a..-1- rm-1/J. +Lf.¡p.+fÁr-1)1.) +/r-tJ) 
35' 

sí ¡:; es una función t Rl c.uP.F'=f..¡.) sobre§-J. ,c.+ij rn. tonr. rs 

r1(x)J.x = F(c.+>')- F(c.-x) :i X é (o_,~) 
c-ic 'B('I..) = F(c+x)-F(c.-x) -1-(-\(c:.+~)~~~(c:)-r~(c:-~) 

ob t er .i Pr,rlo por difercr ciaciÓr1 
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c¡rx) = ~ (/<x+c)+ {rt:-c))- r ¡rcJ - ~ (/{c+x)-/tc.-'1<) )39 

c¡''(x) = f ( /'rc+x)-/{c-x))- ~(J- 'tc+x)+/'{c-x)) 3 , 

t't)() = -~ (/"(c+x)-/h{c.-x))= - ~2,(~'11(c:~~J ((_-)(~ 
como J'" exi::itc sobre [a.1 .l-J ponemos Ujllica r el teorema 'lo 

de l v a lor medio pe r a obtener: 

i''{k} =--2~1. j •v(4-) 
sí M'I es el máximo valor de I"'{:/-} .1 el VéJ lor mínimo d e 

1'1~)=~11 

Si tonamos los m. s ubinterv1ilos , r¡ ue deben ser un 

número p8 r, 

• • A 
suma nrlo rlesde ,J, = / h vsta A.. = L 

~~ = 1_ {;/;J. 5 ,4/'f) ~ -l.¿/ ( .t- -a.)M'I 
. /(JO '11 

é~~ ~ {!¡;--Ls/Jn.,) = ~ (.t-~~~ 
T8s re¡~l 1.!; tru pecioi <~ 1 · l .y c!P Simpson soIJ los CD-

SOS mtu COI OCi (1Q::; d e } ¡J f Ór r.i ul :: <le T' e v.' tOn-rot Ps , )WTO CX i S 
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t e r mucho s más , nuc> c :Jf' !w es t r• blecirio : 

n(~lJx = ,k).. ( ~z ~(·) +-11. J (J.)+ .k,/(iJ..)+ ... +.J... ¡r .. JJ) 
ecuf:ciór. en l a cual J, )J1 , ) 3 , .• • , Í?,.,__. 1 non c onutnntes 

que se pue rle r: hall a r me d iant e untt expaJJsión por la se rie 

de ~ · 11.,lor . 

Como ejem plo se~alaremos el cnno pnrticule r <le 

l e reólé: de Simpson, pbn1 l a cw• l la expnr.sióri se efc>ctun 

ría de 12 siguiente forma: 

Se rlebe fi.i <' r 11 1 núr.icro el!' "ons ü:ntes en la fór 

mul¡, rlc t 1ewt oJJ- Cotes, d1.tn rloles u 11•:.; corist; .r, t c>!J c;ue so-

bren e l v ~i lor d e cero; efectu<•rnlo es to no •1 enos escribir: 

1±6<) Jx =- Je., J(-1} + J./<•> + Ji., j.(1) So 

Pm ;>lf' ,:nrlo l r- fórnul f1 de l a serie rle '.:'a.,lor, l <• cu<•l estf• 

blece : 

f (Y-)= /fo}+ X /fo)+ f /fa)+~ /'"(o)+ ... 
5/ 

se puerie obtener r ue e l t6rmino de l n d e recha Jp la e c ua­

ciór. ro . ·5o muestni 111 siguiente ec:uivn l er, cia , 

('./rxlJx= :z/foJ+ ;JtoJ +~/"fo)+ ... 
si consid·erEmon q U<' e l t érmhio <le l fl iz< 11!iP.r<h: e n 11: ecua 

ciór. ro . 50 pued e modific ~ . rl.>f ! c: l er.i;1l1~1:r lo cut! b lecido 

por l a ecuación ro. 51 noriremos ohtc>ner lo siguiente: 

~-l¡'toJ-z 1 
• 

53 



Áo //o):= Á70 //o) 

~, /(1) =-~/ro) +Á~ /'fo)-1 Í' (<oJ+ 1; /'(o)+ ... 
D • 

SÍ i g ua l f>f!lOS l os tP.rmino s en lfoJ.J/roJ 1 /'roJ de 1¡1 ecueciÓn 5C 

una vr. z s ustituidos s us v1.lores por lo sef:alndo en l a ecu!! 

ci Ór. }'.o . 52 ~ f' o. 53 t e n <lrPmOS JlO T lo t nn to: 

z = ,,J_, + .Jo + ~/ 
o==-~ +..K, 
.:k- - Á!- + :J.¡_ 
31 - 2-1 'Z / 

• • • 
ecua cione s ~ ue al ~e r re s ueltos nos <lnn : 

J.. - .!L 
~-3 

A_,= -t 
¿. - -'-
~ - 3 ~ 

proporci onen<lo e u to u r ee ult~<loo l a fórmula 

u(x)Jx = ~ ( 2._/ftJ + '1/fo) +2 jfl)) ., 
l a cuP ] co rr f'sr or1rlc r' l L fórr.1u l o pri ~ ;r r 1 o)r l fl l, ne ro er1 este 

r.aso ~; e olit lJVO n •);· r t ir c!P lf., fÓrf!lUl é• ¡J p r' ew tor:- Cotr'H . 
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roso t ro:; tr ui: c: ·r".o:; ' ' pu rtir rl el términ o m -1 
dP ln ec uac ión To . 51, , ;1e ro ro r1Pno~; r,otr · r c: ue el co e fi -

1111 
CiP. n t e de (o) CTCl l [i'JO rlP YPChO rle lé1 P.CU!lC ÍÓr: P.G CP rO, 

por l o cu<: l porlPmos elirünúrlo sin introducir error . Lue 

eo lo c¡ u e r:os interPS1• c « lcul fl r P.G e l error ;ior trun<' a -

ciór, 8 pn rt i r rlP los tP.rr.iil ;os / '(o). 

Io s errorPs ir1troduc i rlos <' l truncn r l i;s 8Pries 

pu PrlPn Pxnrnsersr en l n s i e uiente forma , a ~rtir rl P l e 

ecu<: ciór: ro . 50 
1 l: j(x) ,Rx = U /{o)+ J /(o) +I'/(o J+l('/o )r . .. )J Íi_ 

= Ü4(o)+./.J'(o)+1"/'(o;)cR( + r~aJJJ. 
)~ 'R,¡( .. tJJi= 2. ;;!) ../.5 

pr, l ¡, rcuec i ór: t:o . 54 solo se t r un c Dr on rlos rl e l Rs tres 

:.;e riP s :oor lo ~ue r J P.rror rle t r ur1c ¡¡ ción SPr8 : 

/ _ Z ( /1f11 fiS ) _ / u IS 
' - 3 1-. (Lf !)( s) -1i. , - 10 "'"Ji. 

'-1> 

El c n l culo ,lpl Pr r or rPSIÜ t r• rP l 8 tiVé1mentP fác il 

º' r « r. :; to3 u i utcr~t-s f;e r.ci11 rH1 )') Pro c unndo llcg11 mos n te ­

r,er l ;: r.<ecPni 11,_r1 rlc c n lcul a r ura ecuac i ón di f err r1c i <: l c on 

corficier1t_ps v ~ · ri a blP !i rono l ns nef8 ll'lr.ns Pri l éJ i nt rorluc ­

ciór , 11P. rG1P t rnbr: jo , r cs:1lt~ nu.>' com ~1]i<'erlo e l obt e ner s u 

furiciói : -1 r rrror j r.o:i e r : cont r,·n:~o~: sir. r in ~ ún cri tf•rio e f i 

cirntP n:•rr ' cor.o cPr J r: r: n turr1 l 0~'.1 : d!' l e rror q u C' r·os rl1: en 

::-l us rPsuJ ta· 1 or~ . 

Pn r c: lo s mP ~ c ,1c~; r.n~'lPHrloLi f' r. l ~ : ~i: :rtc cxpPrirner1-

ü : l h r1 r f'11 0 :; ;1et ciór rlr ~ u Pr r or ¡ ] r1Psc:rib irl o:; ¡ •¡, Pl 'l i-
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Al i guu l que rn1ni este ci•!; o se pueder, cf.llc ul a r 

los coefic i entes ro ra mr•.Yo r número de términos en la fó_!: 

mul a de rewton- Cotes , d8ndo con juntos de coeficientes ~ 

pudirnctose cn lculor el error en <ue se incurre emple ando 

l a expreu ión parn el residuo eri l ii seriP. rJp ':'a .Y lor. 

La t ab l e sigu i entP. nos re ~ortn los co eficientes 
< ue nuedcn ser empl eados en l n fórnul n de re wton-Cotes 3 

el er r or m~ximo ~os ible pura ca dn conjunto de coeficien­
te s . 

T /\ BLP\ NO. 1 

fi == ,!,J (J2 /foJ +~ /fi.J-1- ... + J,,,~1 /I"'~~ -f 6 

~I ~z. ,,.,t3 .k"( ..J.-r ,,J, -Á~ é:_-::.. El!~ 

-t I I (} o o o -/; J.3Mt.-

-t I 1 / tJ o o -!,; .J. s A{'( 

i / 3 3 / () o -t ~5,41'1 
~ 
-¡;-~ 7 32. I Z. 3Z 7 o -Jb .J.7 Afr. 

h 
211• 11 75 so .50 75 /'1 ~!~ li. ':1,t(, 

-'-/ilo ¿.¡¡ ZI' Z..7 27, 27 2./, ~ ..t• ,.,, 
itU ..Á 'M _;z__ 

,,, .. a.-. 7$/ 3577 1343 
2. "'' 2. "ª" /3Z3 S1•"00 8 

.J. 

" I I .Z.. o o o .1¡-'. 31f1z. 

~ (J t. -{ z. o o ~ -i$A1v 
.;. () // I I 11 " ~3;¡ ,¿s '11t' 

~-fo () 11 -f#f u -/'( o ~ Á. 7,.,,. 



l a !..i p rimrn.:; s i P. t e fórmLÜ f; ~; s e co11ocP1 como cP.­

rrarl 8 s J l ¡;s Últi mas cuatro co110 ahiPrtvs , rlebic!o u r- ue 

l a s nrimcr Ht> utili z0r · P.l vn l or de l ri f ·mciór1 rn su l ími­

t r i nic i :•l J fin él l. J.8fl fórrfü l <n> cP. rrt;r l1:s ti PnP.n c oPfi­

cir:ntr c Pr o aplira rl o A l os v ~: lo rP!..i dP. l H ftrnción e r. sus 

límites i n i cir1 l .J fir11 1l dP 11. i n t <'e rhl. 

le <1plic<,c ión dP. l r; s fórmul f!fl rle er·ror rle la ta 

b l e e ntPrior p resentrin en tre l as d ificultarles rue tienen 

p1. nJ s u e mpJ eo l Fis s i e uientes: 

A v e c es e!..i nece s11r io aplicc• r fl l F,unP. fórnu la de 

ir1t egraci ón s obre <:ilg ún problPrnfi , rlel cuéi l no s e p uede 

obt pr:er el v ¡1lor dP l fl <1eriv<ir1a (d e t e r ce r a novr.no or­

C.eri ) pues no Pstá defir. irla. ErJ rs te c f!s o no se p·oará npl.!_ 

car l a fórmul ~ 1 d e l <• función d e error. 

0tro inconvenien t e es el hecho de cue estas fór­

mul as reporten el error mdximo pos ible, AS decir, se em­

nle P. P.l VE.lar máximo rle l e rl e rivor1a r~e orr'1en rnnrc arl o por 

l a función de e rror, misno r- ue rstrl lej vno de un V8 lor 

promedio rle d icha dcrivn rl H J en consecuencia se obtienen 

p r ed iccionP.s rlel error incurrido rl e miis i a rlo exttcPn1rlns . 

Estr resultad o n uerle SUGPrirnos volver e hacer 

e l cálculo rle ] P. i n t.c era l en u11 ir, terv u lo con r:mJor ca n­

ti rléi d rlf' subir:tP.rvulos J e ¡, l a r e<i li d1, rl ;:octemos hll b e r ob­

t Pr.i rlo ,y a uril'i buenf' so lución . 

El rrror por trunc;i ciÓJJ ele JJn: s eri <' di: '.:" vJlor 

Ps t é r!e.ilo po r lé·. fcírr:i uJ: · clPl rPui rluo rlr La c;n1r:c;r, l ~ cun l 

cs t :~ ~) ~ rcr r uc e l P. rror n:c'.x i :10 ;rn r trun c1•rirír1 r1e ur.e Pl trr 

mir:o "'Jt P.SÜÍ 1l arlo p o r : 

/rxJ (x) n. 

4tf 



Frrrcror :-;;:; n:·: t'?::<0r :): Pr r:E­
r;_·0~10~> 'W lY!'- ' 'i ;,0 Y n¡ ~;()~i 

f'tTJ,?ID J ES . 



T'eJ"tro •le los r~ r' to i'o s r,uméricos ex i ster; dos gr_!! 

pos , los cua lf's se hr:r: cl enor.iinu rto méto rio r: de un paso ,y 

métoro s de pes os múl ti ' l es . 

T.os primeros rre s cntu r. corno rro;1ie rh 1cl funrtmne!! 

t a l la c fl r &cter ística rle so lo r ec:uer i r i n formvción llel 

punto an t er ior :wr11 obt('r.er los rlntos ocl ;iun to s i g ui en­

t e , lo c1wJ p0rr1i t e e] c;J1~bi « r e l t a mB f· o o ·sepü n ic ión en 

trf' lo s puntos orieimil ;¡ resul t e nte (J,), conforme con-­

venga, s ir, má s limi t aciór; q ue e l t LJ.r.wf; o ele (J.) se a lo su­

ficifm t emcnte ;1ec: uefio pr. n : obtnwr un a so lución exncta ;y 

a l é1 vez sN1 lo s ufici entrr.wr:tr. t;ri;noe prr n 1 c. ue l a solu­

r i ~n se v prdctica . 

J.oc s f' gun clo s neces i ü1n más c:ue l a infqrmuc ión 

en Uil so l o purJto nr-i t er i or , es dec ir <1P dos o m::iD , !}n r~1 

ob t Pner e] s i gu i entf' , motivo por Pl cunl {.,l) no p ue<l e c a m 

hü1rse con l n librrtad rle 1 08 r rimeros. 

nen tro <"e l p rirnr>r grupo porlernos sefia l t1r l os mét_2 

dos oe Euler, !leun ~; , Rungf' , T?unge-Kut t ~ : ;y flc r son . :)octe moA 

sef;a ] ar como i n t egn:r:tP •l r l se g ur1cto gr upo los mé todo s de 

'"i lme. 

~' ét o r1 o re :-: uler: 

;;1 :'!létorlo ñ r 1·:u l Pr rs f' ] rnri~~ sr r.cilJ o rlr. to •lofl 

Jo s r1c ur. ]K·so .) 11· ir.t r r p r etac ión f'1t '.~; c: r r r.il J r; de ~l e:.; 
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'~ r. ] ; fi . ,;r; .. r ·o . '.' , se 1 ir · 1 r· rr ¡nr· :;: 1 1 : .- 1• · •liclw 

r. v ri ·:_ ( ~; nl1ici(lr 1 ~r' r E'r . . J ) . ..1 ] : J lr ! t' :~ t n i,cr~ r ; 1.e (,.U P !1 H~~::i po r 

P.l ¡11;n1 c (X,. , Y.,) . Tr :1rP•1icr~ió r: <1rl , ,; ,l or <le fl, e r1 X,, 
l ;; ¡)o 1u .. ,o c: c1rrot ; .. r ;-1or f(~} J r:·:"( : , rí : r1r t F Yrüi.; ... h 1 :1or r l 

vé lo r r1rl ! •1r:to que r•..; t ;'. :;<i lnr: lR line1 1 t r·1 C"I tP " J :o¡ cut: l 

1i r· r <> r<)lfJO .rir i mer e l enr.r;to l ;• 'hf'iflo X,=~-1-Í,, p or e so· e l 

riunto ~e ;mc10 t4r10 1; · r (;()¡'¡Q ~ rA,.> v<x:i.+IJ)-::(x, )yr'!(,J) 
":{. 

·1 .-1 1i1_1riv t 1 : .;P J: . fin •c: i ór tir , Pl pur~ 1 0 

r,,;c1 i.hP " 1 Je. forrw 

, .F., . ..,. ro . 9 

f' CU '.· CiÓ r 

":f; t : -~., ro x i · ,. ,. ,-, ¡ 

' 1 ' " l ''. 1 ; 1 
·' 
,, -

( ':' 

r · · r 

·i 

r.o rr. o ·1•ln to q_ d e r1ot11 r r nos 

rn l :· fi 1:5 u n · ro . 9 fi l V<• ­

l or <
1 P 1 1. soluc i ó1. 1 4r1ñri 

cono -lr 

I''; r t t:J e ~~ , - e r f ,;r l ¡¡1. 

(' ; ' ,, .() 1 1"( 1' r•l ~ 'l.) ! 1 
" " 

r ' 
'·· J 

~ ' ' : ' I ': • ;) I 

i· c r1 l 
,, 

'•l' -

111r 
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truncaciót: es t á ch1clo po r el residuo ele Ls.erur1gP. <: uc sc r 1í : 

o - 611/J'•) /t-7 y,l/X-) ~~+ q 1""/)4) .¿a+ 
flJ_ - :z.. ""' - :z¡ .,,.i. ~ 3 ! . . . ,, 

Donde 9 1/~) cB el v1•lor rle ¡'#fx) que f'S 

máximo en el inte rv u lo. 

I.<1 inteF,ración ele l~: ccu~1ción rtiferP1 1ci ;1] ue puf 

de hacr r subdivirUnido P.l ir;terv« lo er1 ~ partPs ieualPs 

de 1d forne CUP. A= )(:,-X' J (X.,•J¡(XiJ)~f'xo.,(l-1),/,.J ytxtJ) 

"" Se efP.ctua el primer naso consistcnt r en ohtrner 

(X.,tj) partiP.1 do ele lo ti ' :;: lores (X,,,jf~), a contir:unción 

el )'ltJnto (X2,~(1J) p uerle He r c1 1] cu11 ,rlo u í se consirlPrr. nl pu.!2 

to connic ión iniciul ru n: obter.er (xz., t.¡U.J). 

rn esta inte~r:•ciór. pan: obtener (X,.._,i (X..)) ~;e 
r er uerirán ~ pasos nr·t criores , por lo que Pl error riuede 

ser est im« <lo en l a s ieuiente forma: 

n~' n' ct1rle 1ws o se c a lcula P.l Vé,lor del rrror con 

18 ec u<1 ción :'o. 66 J um' vez cHlculnd os toclos lo s errores 

r un• c u rl 11 p<! S O se sum~m J noo rln como res :iuestl-1 e l Prror 

máximo pos ible rle 1 1, intc ~rnc ión p1 1n . ur; v~ : lor ele ~ • 

Bl objeto rle c 11 lcuh· r el error ~;erá P.l <le t ermir11 , r 

si el üimaro de Á e s lo suficientPmente pe"uc f: o como rmn : 

obtP.nP.r huenos resul t a dou, por lo cu f1 l p] p rocP.dirniPnto se 

puPcle morlific1' r en l a siguie11te forma: 

Se c1:lcul1' el error Pn c1 r18 p11s o , pero s í rstP. 

erro r rr' lH•t.rn el v o lor '1 rl rrro r r:i1'xino rwrr:1inibl r Pr1trr Pl 

lo 

<: ue :io r lo r eeul n r HP h< ,CP al c1u~hü . r uu v Llor por t1 u mi­

t ad . 
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Exin t c otro ;i roc P•limicr.t o e l cu~ 1 l c omi i s t r en mu_! 

tiplicn r el mtlximo e rror er. un r< ·<. o , P. J cu<> l r1 Pbe ser el 

1:111 .1 cr ~ e to rlo s , por Pl númPr o rl P. _:1D s o s lo r Uf' s •c pueriP. es­

p r esP r como s igue: 

E, 

ecu;; c iór, r, ue s e puene Ps c rihir en l i~ forrn11: 

(X"' - X. ) ,í_ t. 
2 ..,( 

S i obsPrv1:mo s c; ue yia r a un p robl e ma cla rlo ¡' t:iJ 
s on c onstnntPs l i e ;i uP. ile r e rlucir PSt8 r>cun ción a 

1o 

n e r. onrie s r> ;iue nPr c n lcul< r los errori».: t ot :1l P. s cor. una s o 

l a e cué•c ión. 

/, l e unos autorr s (32 ) ri crlucPr1 :ior otro c f. r. ir:o ur.e 

fÓrmul H <' ' ll i V<:l €r:tP J f' 'l t <Í -'n r\ :1 fl Or: 

L. M Lk c,=-e 
21\ 

L = X"" - X,= _,_,(, M ~ 

K /~·-y\~ lf (x, if~)-1(-\',&f )! = 

J•:n a mbos C[•S os s e pue d e obs <' n . : ·. r e U<' L : fo rr~;i ele 

p r1ur i r P l f'rror e s düimin uJ er!rl o r>l Yt•l o r cl p Á., PS de cir 

~é o 
Á-o 

72-

purs Pr: P!; 1os r rocP<l irJi r r tos / / /1-(, *: L s or, c onst: ·r· tP s . 



I ,; f o r ·rié , d P ·' li c< r l: "' u>1c i ór. lo . ?C: ·1; . n · ur: 

"ro h1 PrM ' r 1 C'tt: l t i P l '. t ' ur \ ; 1 0-:' fl 
rL ol. t 1 · 1 i f' r.<lo c'oc.: 

.-l .) 0 r: l r 

r-c :! :;cior.r'G riunP.ric ;: :; , l < p rir,wr: r?u r'lf''!ll 

f ;P C: U l ,J¡: 2_~ C OY, J o ClH ' l Se cur1;1lf'rJ lW.J 

pl1 r : 

~(,(..,), = yf%,,,) + ~/ 

1'(X-,.,)2 = yfx,,,) + é2. 

f /,rnr), = ~(y"" )-1- _,a.(~) 
f(~)i. = f(K-n) +.,a.(2..(.) 

fo= 

.) c on P::>tc V l 1 or .] p A- Uf" ¡"HH '<l P e: , ] cul<. r el Prror nríxir~o 

r~ cs P il f' :1¡· n · ur: v ~ 1 o r el ¡¡,¡ o ,, e> ,.,{ 

r.iéto •l o •le> T .. r; ~.r! r ccrJ un v ¡, J or r r onc>rl ic ? FT<'. <¡'('J() Pl ' P} in-

t PrV!,! } O .~ p r.;J rlFJ ¡1C1t>O . 
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~:t ==/~~aÁJ Y,. -1-,t,(~} 
74 

e cu8 c ior.l's cr. 1 :1s cu1!l f' s c:t. ,y./,. son con s t nntP s que se p ue ­

dn, obtPner rlp, e fPc t uvr l n f' X .fl~r.s ión df' ,,Ji, med ü 1ntf' h 1 

~2. =/!~ crJ-1-c¿.LJr~lr;,J+-t.,1¡~,y,J/r<k)yoJ+1?3 
77 

ne clo n <le 

~=fo r Á f;/r.ro1{fa) .¡. a/("'11y.j+ Áfsa.f('lo//·) 

+ BJ. /(X../(-//¡ (Ko1f-il + ~ 
78 

,y como 

ffXo+~) == ¡;rx,J= f(KoJ+,L /fx.) 'j-J+f,/'(Y._,<fJ#- R, . 
/ri',, &') = /f fx.1 i'l +!, (~lr-J/(KoJ %) 

s e p ur>nen i eua l u r los t é rmi r. os q ue ti en n 1 i g uu l po t e r.c i a 

ele ~ pl vn t ef!nrlosl' e l s i g ui e r1te n i s t P. m!• ne e curi c iones s i-

mu l t ánefis : 

/l+B=I 
Ba.. = .i 
Bt = -f 80 

.; como Pste s i s t ema tien e un gra rlo rle libe rtDcl SP puecl e r e 

solver fij ondo a l g ún v n lor. Sí fij E•mos B = f 
s e ob tier.en 

/} - _L -z a.= I _¿_ = / 
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L8 i nt e r pretnc ión gP. ométric;, rte es t e mé torto se 

p r e sent2 Pn lti figura ro . l C J consi s t t" cr. promedinr l a 

penñ icmtf' en (x,,<¡) j eñ CX.,'fJ pé: r n obtener una n~prese!! 
tativirlad mH.10 r rlc l inten•u lo que se integra. 

De l b forma en qu e s e planteó ob tener los coefi 

ci e n t r>s pa rlemos <1c cir c¡ue P.s t r: t10 es l a únicn solución J 

c omo ej emplo po~ emos mencion1.r ~ ue sí hubi ernmou fij Rdo 

8 •/ se habrÍR ohtPri i clo quP ,ll:~a:=Á=f. clanclo como res ul­

te~ os l as fórmulrs 

fo',=~~./f/r;:;,+~) 1J 
f == Y· + 11 f)(;,J Y-J 

amb él s sol uciones tien Pn una función <le error seme j an te, 

p uf's se obtuvi erorJ rlf' l<i mi s n r. sP. ri e truncfl <ib, s i n embf'.!: 

go es ilógico e¡:qw r rcr C"Ue wnbas soluciones t f'ngan l o mis 

mn cxac ti tud. 

En l a ;x•rte exp<'r imentR l rlc este tr[, bél jo, U P. d_! 

sef: o l a sub-rutinn Ileuns cori una modific a ción del método 

de Heuns <: ue consistr er: cfcc tuLr el promeclio Vé1rü: s ve­

c es como pue rle indice r s e con e l c onj unto d e PCURc iones si 

gu i entc : 

~=fo -1-A/f~) V-J 
f4 ~ 1· + 1 [/fJr4,t¡-J-1-/f)(,J¡.)j 
fe == f 17 -1- f [/(XoJ fj11)+/(K,J ft-)] 
fJ ::= rl) f- 1(írx;,,c¡oJ+/[X¡,pJ} 

j't = ~ -r -f-[/fxo,1")+/fXujt1!} 
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est& r:io rlific::.ición ;JPTMi te retlucir e l e rror, con res ul t n ,1ou 

mP.jOrt's , s i c r,do menor f~ l P.rror reu l r UP el t1 e trunc k.:c ión rle 

l a SPri e e] cua l estará rlfido no r 

é ~ .(''(~ ¿ f(><¡)) ;Á.3 = k_,/,3 
1 31 , 

J como s e necesita cu lcul~ r rl Rrro r de l método para dRs­

p ués <lP tntf'ern r con /lt pHs os, e l Prror toté1 l s~rú : 

es t a fórr:iul r: 11os har.P.r VP. r q ue pa ra vi , l or Ps pee uC'f os r1r 

rtebe t r·Y.t: r mP t os 0rro r P.StP r.létono c;uP. e l rtc: T'ul er , es de ­

cir, ti er¡P. r~~.,or erndo :le co1ivP. r g f'1 :ci1•. 

Como r!xis t e unn pro pagr:ciór. rl<' l error l r1 fonnH de ­

firJi ti\'C pE.. rr·. !'l Prro r tot:.l pc:r 8 /lf,,, pns oo clel método \~ü 

Heuns sP.rP t 7 : L.l.2 +1Vf.,(,.tl fórmuht c;ue se '1UerlP nprox i­

ma r a €(;.,.=L~'Z purs nn ra vrlorPs de Á pe<_uefos e l se¡_ru!!. 

do térmirio es desprP. cirib l P . 

Las fórr.iuh.s ro. f3 5 ;, 89 se puerler; unlicF r er. for. 

mr, irléntic8 r, l é.s ecuüciones T'o. 67 ;;¡ 70 

~. 
v., 

FI'~l'"/'. r o. 10 

~:. étorlo :1e r.ur15e : 



s ión c on tre s t é r mi nos , es ctec ir, re c1uerimos obtener los 

Vf: l o r Ps rlc L s c omJté,n t es n: . n 1 l r· e c ur1 ción 

8'f 

pooPmos e xpnn rl e r por se ri es rle '.:°'[•;, lor ¡ui r a ob t en er e l s i­

g ui r n tf' conjunto rl e e cun ciones s imul t<in e ns : 

/l+B+é-=-1 

Bq_ +et- = f 
B cr_-z. +- e .t z -=- -§-
éa..c 

9o 

mis mél q u e u l re s olv e r se s i mul t á ne u mcn tr>, fij ondo a lguno de 

1 os v L lor e s pura f• l g un a V8 r ü .1 b l P. , nos rla como r r. sul t a do 

l e s s i g ui entes e cun ciones : 

y, = 1- r 1r~ -1- ~ -4 -1-.,J3) 

~=/(~,,V·) 
~i = /fXo-f f ÁJ ~ + -f 4' ,J,) 
4, = /(-fP -rA.> ~+~-'~-A~) 'f I 

estr con junto de e cunc i onr-s preBr> n t< 1r ú tmA f unción ne error 

clel tipo 

J 2 in t Pr ]'rct; , c i ón t~ro métrj cn rlr Pstc mé t orlo nu cclc 

n n r ec i r:rse en 1 11 fi g u!.' : t o . 11 ,, f!S ~><Í 1 o un n rome rli o :1on­

r"cr: · rl o clP l. r i ~ : r1r; r i v¡:r'w· r r: el i n t rrv: . l o r"e iI1t r ,; n .ciór. . 
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Ci:he huccr r.oü; r que u í l ri función 

'/·=/('><'} , en decir, so lo inter­

vier.en Jos v:.lo rP s ole l¡, V[! ria ble 

X, cntonC!'S cnt0 mP.to rlo se re r1u 

ce a l rnP.toclo 'le hi rcglu rle S ir.i )l­

son .1 riricr.if,~, 1:. fur.ción (le error 

se rcrlucP a 

Xo 
F I GT!P' fo. 11 

X, 

''1 e rror loc:, l será 

.J h : form2 <le <.1 0li ccr estan fórr.1ul :, s es i dPntic r. " l a ser;u_i 

rl e er. el mP.to~o de Euler con l es ec uac ion es ro . 67 ~ 70. 

Se puene hélcer um, fi im"llificc ciór. <h°!b i du a q ue s í 

Á es '."'" q uefe entonces p] tér:ni:io Á!i es cleU!lT<-'!'iPh l e 
/V junto a ~ 

Método rle ?ur.a r -Kutta : 

nar<> C'l c us o e.e obtener uno l;o lucicír, rle cu;. rto o r-

den, l <. cu<>l seríi; rlel tipo: 

ft ~ f- + 4' (A .J, + BAz +e .,l?i + D.J~) 
después de efe ctuar ] ¡ , expr1r.sió11 se JlUP. •1 e ;il:·ntP.nr un sis ­

t fmu ele 0cu:• ciones simuJ t ár.er.s (; Í consi •ler1-! mos : 

..k, = /f~j j'o) . 
.J2 = / (ko +ct,,Á,, ~ -1-a,:z_ A~) 
.,13 = / (J<o +az1 Á J 1• +az.~ .L ~ + t:lz.3Á .Jz) 
Áq =/(Ko+4.31 Á.)j/o ~a3zÁ Áj+C{33~~i.+ 

43.¡4 -ti°!)) 



n 0s : 

Jfl 

/l+ B-1-c+I>=I 

&11 +éqv + .2>~31 = f 
7JZ Z. ,.,1 / 

_oq// +Caz1+-Yq31=3 
V3 ~ 1>3 _j_ 
0411 + C:.a2/ +.Y ª3'1 == o/ 

Ca~1Clz.3 + P(a.11Q33.¡..ci2.1.:::t3.,,)-;:: ¡ 
ca.:<:123 + .D(t::t1~C1~3+qi q3"1)-=- ~ 

Ca,,auCl-z.3 + p(c¡11Cl33 +é?21c:?,,,)a.3, = t 
..Pci11 ªz3 a11 = :Í';:¡ 
a,, = a..,z.. 

Clv = ~ ~z. + Cl z.3 

<::l. 31 = Gl..3 'Z- +-a.~~+ a 5 ..¡ 
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rtn· uoluc ión es cu: •nclo s<> fija Cl3c¡-=-I 

ft =ye. -1- f (.Á¡ + ~~% + 2.J3 +.Á~) 
.A, :=: / (Xo, ~.) 

-'¿ =/((X" -1-f~)){yo +-f_,I,~}) 
Á3 = ¡ rr~ .¡. -1: J.J) rr¡º + f-'-'zJ) 
~~ - /((-Yo ·+.A.)) (~""--'~~)) 

, nHnclo 

J as anterior<>n s oluciones se debrn a Kutta J' en 

ef'nf'r<1l es méÍs ¡,ip) it'[Jr.[! } ¡¡ sf!eun<la . 

ExiutPr otrPE , :olucionPu al nistPma t'o. 96 J a 

continuución se escrih" la e ue se debe a Gril 1. 

.,, 
~odos estos mPto clos present11n una fórnul<, ele erro!" 

para un único paso procecl r ntf' ele ln truncaciórJ eu lo serie 

de ~a .Y lo:r j esté d<iil<· ;1 or 

E = /"fK·J~1t~JJ,L5 = kL$ 
' Sl • /()O 

"a n 1 el c¡iso clrl error to1 1,1 ri:, ru 11f pou cs ti er.e 

una e c' uflc ióri d<'l tipo 

/"I 
c~on d P f'l l;f'e; un rlo 1é~min o e s c?0s;1rr>c i<•bl<' r r' c omri<: r n ciór · c on 

Pl r rinero s í e l t <t rnél ro clf' ~ en pP c ue f o. 
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con 21'. 
Scrn ton (9) propone rl ccile ulo ile f¡ c on .1, 

pn r n un pos o • 

Collatz (10 ) propon e como cri terio p::ra con ocer ~ 

s í e l t a maf o rle Á es lo s uficientemer.tc pcc: ucfo pan' ob 

1 "' - J-z. ·I ...,#.,_ -Á, 

t rner una s olución buena el calcular 

;¡ sí e l resultado co grande (más de un ci en to) e l talllll ñ o 

debe reducirse. 

Vdtodo de Merson : 

Para el caso de e xpander l e serie hasta e l tdr­

mino de ./!h<1 ,y s oluciones como l e de Mers on, misma C]. ue se 

r enr es enta por l a s ecua ciones 

y, :::: ¡t. + f- (-', + ¿¡~'i + ~5) 

~ = 1 /rx-oJ c¡.J 
-'¿ = 4-lf-ro + i J V# +.;f,) 

~3 = f/(~+ 4- _) r- .¡. 4- +4) 
h¡ = 1- /(Ko-1-!¡; J Cfo+ f4" + Z ~) 
~5 = i/(Xo +~J ~+ ~~ - ~ ) 3 -1-t.Á) 
lllavacek ( 11) r l a ntfm el s i eu ifmtr p rocedimiento 

p[' n1 c a lcul 2 r e> l Prror. 

Rl error ri uc de rstnr <l ed o por 

E - l... D. - q L + !L-'. - _l__J. 
1 - s 1<1 lo .f<3 5 ~ /¿) 5 

,,~ 

s 1 e l e rror máximo ri rrrdll ihl e E cumnlc f;:<E, s e rl ehe con-



41 

v ert ir Á en l a mi ü i. d . ;, í E:: 1¿ ;:2.. se <lebc du plicar 1'" 

Scn1ton (12 ) pres1! r; tr; a l tf'rr:at iv a pLrH P. cuucio­

r.es d i ferPr:ci a l es lir,eules, lo s cun l Ps c um plen: 

3oE..::: 2..ko-°t..fc 2+8~3 -..k., +L(Á') 
'º" 

ecuación con l a cua l puede CHlculc. r se e l error <le un so-

lo paso, mi smo c ue corres;ionrle al orde r; rle Á~ cubrienrlo 

con e x cP.so los valore s de G: 1 (son rlel orden de ,Á.5 ). 

El métoclo t'ers on ¡;pe;ÚJ1 Sera ton esüí r cutr ingirlo 

• 

a ecuaciorir.s d if e re11cü:. l cs 1 inea l r,s , dado lo cm1l el error 

p8n; un n2s o t a mbién S P p uerle ca lcular con 
'3 

é = - 8(.J-z. --",) z. ..¡. L(,/.') 
15(~3-~) 11>7 

Ca ll i f.c evPs (12 ) sur,ieren c,ue s í /11,. es non 

s e regrese el ;-iro c eso rlr i.r-.tn,c:;ru ción con un v r, ] or de ..,(, 

r:uC' deb e ser _nee;u 1ivo oel em;üeaoo primP.ro para inte e; r ~i r . 

La o ifercncia de este res ultad o con l a condici ón inicial 

de l primer proceso de inteerac iór.. s erá ap roxim'd a mP.r,te 

e l clo bl e del error de la prime r a integración. Es t a s ug e­

rencü' n o es a•l ecui1<l ¡¡ :11 ' r: : cu<•1,d o /lt es pc r. Es t e crite­

rio puede ser aplicado a to <l os los procesos ne int egra ción. 

Método de Milme: 

El métooo el e f'. ilme P.S un ejemplo tí ~ i ico ele oéto­

dos ne p:1s os múltiples. 

En es t e método se pueden t ener ec ua ciones d e 

to j s exto orden , Pue s on como s ieue: 

t~ =fo + .f A(:<~, - '>rlz + z.~:.) l o a 
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nona e "K-, -::;. r(K,J r¡.) ) ~~ = F(x,., '/•) J 4't.3 ~ F(xs, 'Is), 
;'#1" ~ F('4, f41) .Y /Wt.$ -F(~, Y~) 

l ri primen:i fórmula tiene una función de error 

"º 
~ la segunda 

111 

para un paso. 

SÍ o ueremos unfl fórmula porn los ,.n.. pasos teR-

oremos 

llZ. 

para la fórmul a de cuHrt o oroe11 .'I en la ne sexto orden se 

ría : 



Sf'JUCinr 1:;s 1J1: . ; !': IC/.S . 



S0I.11\.I0r ES /\TJ.T I':"IC! S : 

f: Í de~ieamos compf· r a r entre si los rPsul t n clos nu­

méricos de cafü; uno rle los méto'.103 cscoci r' on y>~ : r r: efec tuar 

l o invP!>tier.ción, con los rPsul taclos de um1 s olución anulí­

tica, necesi t i.; mos implP.mentar un procedimiento mecánico clr 

cálculo ;.1: r é' e ue lE~ computa.clon1, arpcncliendo ele cncla cnso 

obtcr;gu ;i¡; rfllelélmentr:- l as s oluciones gencr: •let; correspon­

dient P.s j de uhí ;iuecle a lcanzar el valor numérico . 

Si analizamos el coso de la ecuución 

y11 +B(Bc.+x)wLI/ 1
-1- c(cc+x)wLV =o 

!lf r r· 11:1 cut•l Wl: WLL -=O tPndrenos unn ecuaciór: diferen­

cial d e segun~o orn en con coeficiPntf's c onstantP.s de la for. 

mo: 

mismA ecuación r ue presentará la propiecled dr 

j por ésto clrbe t rr: nr una s olución del tipo 

1/5 

ser homogP.nea 

(z e ..ki..'I. // = c,e"'~ 
1,1 :; J,_ son las raiccc 1c la ecuoción 

es decir X= 

EstG soluci ón hace pensar en dos cosos : 

g-z. -L/ e 7 o 

ei. -Lic.< o 

/!l. 

111 

"an' el primf'r ces o, si tenemos li•s condiciones en 

la frontera t¡('i.0 )
1 
~;=O j ~ 1 (Xo) yioderJos decir 

f ( Xo) === e/ e./(, 'l.o + c'2. e .k2. Xo 
118 
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111 

mi sr:iati PcuacionPs q ue puerlcn ner resucl ü ·s sir:iul tonea mente 

pn r H dar 

e, 

V(xo).l, -V'(k:.) 

e--':L~ (',-~J 12.0 

/LI 

v v loreo ~ue sustituirlos rn la e cunc ión ro. 116 ~os dan ln 

solución grn0ra l pan• curilc.uiPr wilo r rle h i variabl e X 

Sí e uereni o:.; obtcr1cr el vulor nur:iérico de l<.! :;ol u­

cion pura cu<' ndo '/..-='/.i;, lo único <; Uf' r,ecesi t a mos hacer eo 

sustituir el v a lor ele X por X.en l a ecua ción r·o. 116, er:1-

ple&nrlo l Rs ec uaciones ro. 1:?0 ,y 121 p t.: r! ! conoc f'r C:::'Z.;, C1. 

Upr¡, e ] se~ur, clo cH s o, tP11clremon clpntro rle>l rwiic<•l 

rle le ecunción ro. 117 un r.úr.irro im:.giriario, por lo cual em 

ple&nrlo l F relec i6n de Euler podrr.~oa cccribir l a s olución 

eri l b fo rrn¡-, >< 

f =.e_ 1' (o< ~{q. X) +~-""-(~X)) IZZ.. 

donrle 

s í cor.oc r r:ios l<>S cor.c!icior:r>!J e r 1:. fr or. t en1 ~{~)1 )(0-=.0 

" '/'{)(¡,) a l rr. sc ] ': r r ohter•rlrcmos . 
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o(= fjftº) -ef°Yo~~(!,x,) 
e 1°Xo ~ (f!- X,) l:l.'I 

a - flfy.,J~rft'l0)--p¡¡(y,,)CJ!a,{(¡'/o)-+-t/&oJ14- ~) 
/ --' - <f.- e. 1" Y-

12.5 

:i i e uif:'n rl o lo estnhlf:' cirlo en l n e cuf1c iór1 r o. 1 22 

J emrilf'fn ·lo l r ec uf1ción T'o. 1 24 J 125, se puede obtenPr 

l a so luci ór. ne 1:. ecur ci ón ;wr<• cur1lc uier valor c~e X 
cu <1nrlo és t a forme rw rt e ne 1 ~rupo ne l scG un n o c?o o. 

S ieui e n no e l rrocP<lirniento en l r: SUTI- RT T':-Ir:t, f.t'f. ­

J.IT df' l o r t• rte exper imentfi l rle r.s t e t ni h~• jo, se obtiene 

el v c l or ¡ni ra r"1f., , clP. ;ienn i cnr.o s olo su resoluc.ión el e los 

v ,., l orPt.; qui:' se suministn1r• a l a s ub-rutina ph r<1 l 8 s v«ria-

blf' s 13) e.) t¡ ('Xo).) t¡/(~), X,) t x~ . 

I a comriutad or ri rPporü. TH lo s rf'sul ta rlos en nota­

ci ón cif'r·tífi cu , con gur:ris r:io s n i gnific t: tivo!: hr.t.; t t1 18 o~ 

t!1v a cifn1 ( <·n i se lo indir.:' r1os) ;, resnltn lo m:(u conven icr:. 

t r ;"! Uf'>> l f: rnn ('.uin: f'T, quf' 1·;e rlesur rollÓ es te tnibR,jO f'fPC­

tua has t8 l n ocü1vu cifru l <•s o re r a ci01,,..n J u clf'nÚs el cx t P.~ 

sisi mo r riq_;o er. el cua l ¡;r. ~1uerl c obter.er l u r espue sta solo 

lo cu brimos e n PS O nota ción. 

S Í WL=WLL:B<:.:===·<..:(~ / Pt l fr P.CU1 ·c i fr ro . 114. 

po<le~os r erl ucir a 

o?> IW\.. o 1 7- 3 #'=_ ..... ~C,...,.x = G X+crx +cl..x + c~x +... ,21 
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/ "'° ,_-\ 1. 3 f!=¿tmc.,....,._'J_ = C1 +2c,'!...~3c~")(.+4c"'x+ ... --º 1:¡9 

o"== ~0-i-1)(11111)(..,...)('lf\ - 1.= 2. c2.. +,c.,x+ /ZC1¡1x:'-+ '/C"'x3+ .•• 
~ ""'--o 12y 

;¡ l <· f'cuaciór~ ro . 1 26 s us titui rln "'.lOr los v: 1l orP s rlP. l n s 

e c uPc i onr s r o . 1 27, 1 28 ;¡ 129 e~: 

~(,....-1),...,,c_~--'L+ a.0( \-'i() ~!'M.(......._~:~·-~Jr. (\-')(~(""' 'f:"-=o ..,..-:o ._ o .... ~º 
""" 130 

J rlen~ rroll t · nd o Pr. sPri PH t P.~rmos : 

:Z.4 +t, CaK +IZC.¡ Xx.+~oc.5 X3+q0(1+K)fc,+~Cz.X +-3C.sY.
1 +'(4>f5+ 

40(1~1) [eo+c,><+c2 x'Z.+c3x33 =o 
f ¡1 cto ri zn ílo Jns po t rr. c i «s Pr. '>( e i gw:l i:rdo n c f'ro en 

v i r tu cl quP es l r. ún i c:: soluciór df' l s ec unc i ór ro . 1 31 

tf~ r, cl rernos : 

ZC 2 + C 1 0.. 0 + Co~o =o 

X.('c.?. +C,o..o + Z c~qº + C0 .t.0 +C,4o) =O 

X.2 (12 Cy + 2.Cz.0.0 + 3C30.o+C,~0 + c2.J.,.0 ) =-O 

x3(204;+3C~a.o+4C~o +c¿..&-c,+C3~0) =O 

X4 
( ~ (4 °'º+e~ -t-o)-=- o 

Cz = - ( C. 1°-o+ Co~) /z... 
13Z. 

C~ = -(e 10.0 +cot-o + ZC-z.°-o-+ c,.l.o) /'. 

C 4 -= -(2Cz..~+3C=.cto+c,..t.o+C2....(,.º)/t2 .. 
e 5 = - (3c3 a-o+4G¡ a.º +c2 -to+c3 &J/z o. 

<lonclP Co ~ e 1 ' s e ob ti ener. rle l r.~ c ond i cione :¡ rn l i1 f r o r: 

~(o) - é0 + C°¡ (o) + .. . -+ Ca=-~ (o) 

f 1(o) C1 -+ C:¿ (o) + .. . -·--• C1 = ~ 1(o) 
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rP <. rrc' g l ~' r rl.o 

C2 = - (e_, qo-f Co -t-,)/2. 
C:3 ::::. -(~e~ -+2C2 ao-1-c.,./rº)j {:,. = -("J..C2(t+O.o)+c,Jr~/b. 
C~ = -( (2ct .f 3 C3)ao + (e,.¡. c2.) Á-o) / 1 Z • 

L5 =- -( ("3C.3 +4C0°-o +( Cz_ -+C3)_.t-.) / ZO. 

13S 
en t oncr.s intuirnos 

J por lo t a nt o l & uolución es 

t¡ = ~ C,__X-. 
.......,..,º 

donnP cH<l8 (,..,.,.._ s e dPfit ,e ror l a ecuación No . 136 

r.orno es i m!1os i b l e obtrm(~r 11 • sumH to ria ;inrn tonos 

lo::i térmirios , rm la s uh-rutim• /lf!/cJ,T?, pr' r H l e resolución 

dP l ~· ec u~ ; ción f'o. 114, no lo sp obtienr. hnstü el término 

décimo octavo. SÍ l a sr ri c rs convererL te como en r. s t n c uso 

el e rror mrixi r:10 er. ¡ u r. ::; r :1ue<le incurrir Al truncHrl c. puede 

ob te~ Prs e <le compünr 18 uolu c i ó~ ar 11 

con l u uerie <le ?aJlor. 

don ne 

J sr rl enornina re s i rl.uo <le Laerange. Como 

ciór~ c onoc i e ndo o..=o > ~(~0) = {(~) 

R;'l (YJ =-- /!<? ~x.) (K) '" 
/ 1. 

e c uaci ón ro. 136 

l~fl 

se de see l a a olu-

;, -{1('1.o)={'(°'-) 

J e r: v i st" •]e r: ue el lírü t 0 !i r ~; t : e l cun l se •t ü erf' i n t egr e r 
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X \ v f'r.-. 
Nl =- ,y se r á Pl r.mJor VHlor <¡ ue r ue rle nrlc:uirir " 

f. Gt P e rror r o<lf' mos enple<, rlo e r, el yiroe;rar;w d e 

c8 lculo r vr: . r:~: (' gun. r no t 0n¡;f1 importunci< · t 1;l, como pa­

ra mo d ificRr s0ns ibl PmPnt P loa rPsultu rl oa , con lo cua l 

el progrn mH funcior:e )lf•n' cu<in rlo Pl e;nido 1l n conv c r e;0n­

cia e s lo suficiPr, tPCnen t e buPn o como ¡m r 1:1 no r Pcurrir a l 

c i:í lculo rle maJ or c nr.tidn <l <le t1'rninoo. 





1' <o r8 )'Or1f'r rl ar on ini onP. s <·uf' se flp o,,. arnn f'n C\ ' i­

d f'r c i n , se rli~;ef o un ¡> roenH:iF• com)'u té1c.i om. l c on e l c w · l se 

obt uv ie r on l <•s s oluciones r. umi' ricé•s :1c:ra \ ':.r i o:.; 1 :H~to 1 1 o : ; u 

l< ccu 11c i ór, r\i frrc r.ci: . l. 

r 1: rl 0 1:rto rl o t1 P i1 t r :_;n.r i <Ír, :;1~ rn.1 1t1w o cono w' fi 

sub- r u tir:' , L :: ru: l r..; ::e 1 n1 011ir :[,ror, t> ¡ , l;, s i ¡;u i f' r: tf' f or-

:---::· : 

STTlVH''.Tr, fflc KPr. '':'f. . 

srrn,r:>nlJ'::'HE KTTS''l'/\2 . 

S lllH!fl!J'J D 1·E 1·'. IP·m . 

S TJnPOlJ';' IJ''E ¡.•;.: nsnr-· . 
Sl'TI P01T? H 1 E !:J'"i.J I ';' . 

El n or~brP el P. cnd: 1 ::;uh-ru t i na corres ·1onr1c ri l '°1 P. l 

mPt o clo em'11 P.nc1o , a clP ranrl o q ue cr rl c~: so de l n s ub-rutina 

Kut t u Sí' U !Ji : Pl ri rimPr rnét o rlo rfo Rungf' - Ku t t r.i , P ! J la sub-r.!: 

t im Kutta 2 se utili z:, e l uer:;un ri o mé t odo rl e Ji' unee- Ku t t a ,y 

l P. sub- r u t i m • .'·n :i li t P.SÜ.Í re l nc i om:ul a con l Ern so luci on es 

a n:: l íticu s . 

T'3r~; efe ctua r l e i n t e.Jn?c i ón p o r ur. método tun 

so l o era nf' c e sn rio llamr· r a l [. nub- r u t i na i nrl i car.<l o l os v~ 

lorru rlf' 11:1s v L< rü: b l cs J const< .n t eu cte 1 11 e cuac i ón P t ! o r de n 

,y és t a p r oporcionn l a so l uc i ón co rreu0on rli ent~ . 

11a r :: 1~1: .; or c J 1: r i r1a<l , l rs v P r i.n b l es r uP. rP. r ui cren 

c arlr· s ub- r u t i m{ tienP.ri rl s i gr. i ficw]o s i cu i P. n te : 

r. , n, BJ, •.-1r., e , CJ, 'i.'J.L .:1 D son clrt ~ nür.r . d as ;io r 
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el vulor i_ue ti 0 ncn en l a ecuLJci6n d i ferencia l . 

xn, Y0 :i Z0 son l: ' s cor.diciones iniciales , siirnrlo 

7. 0=Y ' 0;, en l n pr ó cticv están dcterrninarlos en cacle problemu . 

wr es el número de subdivisinnes en el intervalo 

c:ue se integra , ca ntidad cuJo v 2.lor crítico nos ocupa cono­

cer. 

xr es l ? condición finn l ;y 

Y~ la soluc i ón pa ra cuando s e alcanza XN. 

Se p ue '1 P.n r:n<· lizar e n e(;te progrur:w nueve series 

de conrlicionf'n i nicinles , se utiliz~,n c inco vn l orPs distin­

t os para >-1?-' :i veinte ser ies de números p:ir11 A, B, r. y D <: uP 

princi¡n: lmente sr hn cen w1rü1r en R ;y C. 

Tod on los v a l orHs <ue adquieren l as veriables en 

e l proern mn aparecr>n er1 lfls té11iléls siguientPs : 

-r~ BLi\ ~D. 2 

V~ ~ - ) RE. S "Dt W N . 

- ---·-

I I "'.' 3 ~ 5 

Jt!!l(I) /o ~o {5 So 80 
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TABLf\N0.3. 
SERIES 1> E C OE FI C. IE#"téS 

A 8 
1 e BL CL D 
í 

T A(~I)<,L) B(J,l,k, L) e( J,1,\<) L) BL( 1) CL(1) D(1) 

I I .o! • ol o. º· o . ----
z / -.o/ .ol º· º· o. 
3 / ./ .1 º· o. º· 
'I / -_/ ./ O., º· o. 
5 / l. .al º· º· l o. 

¡ 

~ / -/.. . o/ º· º· 
i o. i 

7 I l. 
1 

l. i o. o. i 
.J~ ...... 

8 / -L /_ º· ºº {'. _, ... _' 

q / .o/ l. ()_ º· 
¡ 

/ ) 
'- -

/ O / -~/ /. o. º· .') 

1./ . 

11 ! /o loo. o# º· o. -
/ ,?.,_ / -!. /QO. o. o. º· --
13 / /1)1). !Do. o. º· o. 
l'I I -Joo, /110. o. º· o. 

-· · 

IS / 100. l. º· o. o. 
/~ / l. /, o .. tJ. o 

; 

17 / -$0. l. º· (). o 
1g I 10. /, o, (). o -·- --··-· . . 

11 / -10. /tJ, º· O., o 
1.íJ I 

i -/,, /(}. O, º· o 
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TA Blf:\ Nt>. 3 ( CorJtÍt10Ac. ioll) 

ll .B c. Bl ¿L 41) 

I 6r,I,k,L) (J,Il;t) (J,~k,L) !L(~) cl(-i} ])(1) 

I I .ol .o/ I I ó. 

'2.. / -JJI .ol I J o. 
3 I .1 . / I I o. 
11 I -.! , / I I o. 
5 I J. ,o/ I I o. 

" I -!. • o I I I o. 
7 I l. /. I I /J 

8 / -/. /" I I o. 
<¡ / .()! l. I I o. 
/IJ / -o/ /. I J º· # 

!/ I l. /O(). I I º· 
!Z I -t /1}0. ( I o. 
/3 I /PO. /()/). / I o 
l'I I -100. 100. I / o 
!5 I /()(}. /, I / o 
/t I !. /, I I o 
17 I -/(}(). /, I I o 
/$ I 10. /. 1 I I o 
¡q I -10. /d, ' I I o : 

·- .. -··· -

10 I -/. /(). 1 1 I o 
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TABLA NO '-f. 

I Xo{I) XN(l) yo(I) fo'= ZO(I,l 

/ o /,, .oo/ ,,,001 

z o l. 10/ ,,,O/ 

3 o l. .001 ,,t)/ 

'f o l. .. ()/ 1001 

s o l. .! ~I 

' o l. ,JJtJ/ .1 

7 o /,, .O/ . / 
8 o l. .! -ºº' 
9 () l. .~/ ,,(J/ 
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Toda 1 2, inforr:mciór se alr.incena medü:nte un sis 

t Pmn ~r e rrr'.'ilos ma trici r. l Ps los cuales pe rmiten dar re­

sul tarlos e1: forma más práctica ;, de esa me n e rH obtener una 

conclusión rápida sobre el comportar.ii~nto de los métodos 

empleados. 

El progruma princip!ll, r' ue constitu.)'e la forma 

de ordenación de los datos J resulta rl os, la s~b-rutina ele 

c á lculo ;; l Ds funciones riuxilieres pu nt la obtención de 

·los resulte rl os fl¡m recen A continuación, en el apéndice I, 

tal como fueron s uministrarl a s n l e máruina . Los datos fue­

ron pro porcionf•d os H le> computaclora por una terninal de t~ 

letipo J dado que se ordenó ejecutar el programa desde la 

misma trrminHl Véi rü•s veces, los datos fueron por convenie.!2 

ci a guarclarlos er, una sub-rutina, misma CTUe sigue al progra­

ma principal. 

De tocias l a s soluciones obtenida s (no fué posi­

ble conocPr algunas por lleea r a nÚmPros fuero del alcance 

de l H máC'uina) se puerlfm rf'sal t n r los siguientes resulta­

dos: 

A medid R q ue wr aur.ientn se presenta C'Ue todos 

los métorlou tienen la ter. <lencia gPnf>rE•l 11 conv e rt~P r c> l va­

lor de 111 solución, pero c ahf> hv cer not11 r q ue pa r a los mé­

todos a r uí tr& t a dos los erron'!::i en ocusiones oscilan ,y a 

vecPs crecen spnsiblemente !l l aumentar wr, en contre df' lo 

c¡ ue la lógica nos hace p1msar. ·Esto implic?. q ue l a s funcio­

nes de error de estos métorlos no opPr&n como c!Pbía esperar­

se; a rlPmás nos h Dcf' prr,sn r er: l n invalidez rl P l a s fórmu11, s 

propuestas para otros métodos, puPs é s tns se obtiener: a PªL 
tir de los mismos r azon v mi entos que oriBinHr on l es primeras. 

El probl ema de e r.contr<·r un v <:lor de l'!N crítico, 

después del cun l to d os lo H métodos den resulturl o::i n cepta-
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blf's, no puede ser r es uPlto por el c Bmino de lns funciones 

d e e rror propues t as J en efecto se puede observar 1 ue el 

error ;1or l a ir: te5rr,ción numéricn no s igue esns funciones, 

pa r u ninguno ae los siete méto '1os r·ue · s irvil'ron pnr!. este 

expPrim1rnto. 

V;1le la per,a sP.í'a l a r < ue l R solución por sPries 

ae Ta.,lor no siempre convergí' n l resul tf1do rf' a l, depen<lie!2 

rlo ae l as condiciones .i consüinte s ae l n ecuación <Hferen­

ci:·l sumini::.i tnirlns a esCJ s ub-rutinn. 

De torios lo s métodos me1!ciorn:clou podemos consi­

dernr: f'l dr ~ilme, no na so luciones satisfactorias pnra 

el ti po <ie ecuac ión < ue se propone; el ne Runef'-Kuttn (en 

cun lruiern de s us dos formas) PS e l que maJor velocirl n d ne 

converge~cic pr es enta, aciP mds de se r e l mejor rPspecto a 

l ~ nreci s ión r ue Plce nza com~n rado c on los otros, siguien­

rlo lo Pl rle llPur.s .i el (]p ' le rson. 

!.os dos métocl os ne T?unge-Kuttn da n r Psul tnrlos mu.y 

c e rcunos, c nsi i g un l l's , c ue nou h<Jc e n consirleru rlos como 

rlel misr~o g r e rlo ne B!Jroximr:c ión, en rlecir, s us velocid n cleH 

de c o~v P rc crci n n l e s olución exa ctu son se mej a ntes. 

L fl V" locirl r«1 con 'uP e l mé to do rle Run g c-Kutt11 SP 

a ccrcH inici ,. lmer1tc ¡ · l r? ~;o l uc ión es l a mós u ltn d e torlos 

los métonos, iw ro cur. nrlo cr;td C"r cél r:o a l u rrs nur.u t11, s u 

VPloci ·!r.rl di sminuJe• El méto <lo rl e t·'.P.rs on p r e:;c! r, t i• un fenó­

mero s imil8 r mP.ros mLrc nrlo . El n é to •lo rl r l!euns rm.ntiene una 

Ve loci clf, <] nr> flCPrC fl r.JjprJtO inf e rior ; } mc\to<lO cjp F?une P-Kutta 

cu~ · r:d o 1·;r f' S b<1 j a , pf'rO cu<> n~o e l méto11o rle fl ur1 13e-Kut t.n con 

VC' rgC' sobre l n so lución e l c1 P. Jlf'uns no t n r d« rm h~•ccrlo rá­

pid a mente. Cunndo e l métod o rle ílunge -Kutta llegri 1< un rP. s ul 

ü .1d o n cr>ntab l e lf' n i e ue r l rlP l!euns. 

I 
!'3 1 l¡, ¡; so lucio-
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nes de un método no s on igunlcs a di s ti n tos V<,lorps el e llr , 

no es ad0 cun na nues se puc r1Pn obse rv <1 r cas os en lou cuales 

el error ue man tiene const<inte o aume n t a a unque se car.ibie 

WN . ~s 1a conclus ión tambiér1 le <'. uiü1 validez a l a aplica­

ciór ne est P criterio sobre los otros métodos, pues a un< :ue 

resulta lógico, se comprobó su folta de o per8r.cia. 

Entn'! l as soluciones c:ue SP ob tuviero11 .Y ne l n s 

cu<1 l es nnu recer: a lgunns rle l os r.iás sig11ificutive<s Pn el 

a penrl icc II de P.ste tra bnjo, poner:ios r:icnciono r mu,y e s;ie­

cia lmP.nte l a nctPrminena ~ or los s ieui ent r>n valorr s : 

TA Blf\ \'JO. 5 

vVL WLL Xo yo zo 'IN 
/. /. o. .CJI .1 /. 

Pare estos valores se puede obs e rvar rue el me­

jor métoclo de los trn tu do s f'n este tndn. jo (el d<' Runee­

Kutta) sufre un crecimiP.nto ele <' rror al agrnridanw l' :r ; . 

'También aumenta el error et, el método rle EulPr J Pr1 Pl d0 

Runge con e s tE1s condiciones. 

DPntro del mismo apénrlice :ie puede ver t ~u:ibién 

r ue P.] er ror crec e cuPnclo se r1 ume 11ü : V.'r rmrr1 el mP.t odo de 

ctP Jle un s coi , los O[l too s i eu i 0r:tes: 
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1 ~9LA Nt).b 

11 8 G 

1 

.]) EL c.L 
/,, 1oa .. I~. º· /., /1 

wt U:'I Xo Yo zo Xw 
o o .1 .! l. 

Y ¡m ra el mP.to rl o rlf> ~ ·Trrc on s e prPscntu i t;ua l si­

tuación e1; lon d:. tos sieu i Pn ten: 

TA.8Lf:\ No .. :r 
l3 

/ 

Wl !#il ro Yo za XN 
tJ. ~. t:J. .001 ,.()()/ /. 

Para a lgunos métonos este f PI1Ómer10 se presenta 

varias veces f'n los rf'sultc~os, pero consinero sol o nece­

sario mencionél r l ¡;s condicior:en con cup s ucerle una vez, 

para poder llf'{':llr ~' l 8 s consecuercias ac;uí seral n ~f 1 s . 
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De lo r. n t e ri or p orle mo s ll f'gur a l as s i g ui Pr;tcs 

I .- El méto d o flc integ ra c ión n uméric <1 , <l e loo 

a~ uí ana li za~oa que me jo re s r cs ulterl os e r c ua nto a e x u c­

ti tu rt J r a pidez obtiene, f' fi e l rle RunF,e-Kut té1, en cunl­

c ui e r a <l e Hus ~os forn~ s . 

Existe unn rl if Prf' r1c i<1 rle spr f'c ü ibl !' en los ool~ 

c i on f' G, i n rHce r:rl ono s (¡ UP l H !;f'~unrla s ub-rutina ele Runge 

Y. utta l as ol, ti r r:c me ,io rcs , pe ro er~ l <• p r á ctic i< e sta dife 

r e r1ci a rs mu,y per: uef'a , lo c u« l se rleduc!' ele comparar los 

errores rel a tivos , mismos <. ue a¡w recen C8 lculnrlos e r1 los 

r esul t a •los el p l p r ogn•mr J en fl'• rt e es t án c ont er1i r\os en 

e l n ~ ér 1•l i cf' II <lr> es t r trah[1jo . 

Cua r. rl o e l mé to ,lo ele Punge-Kuttn llegn r1 l a rPs 

pu e s t a e l m~to0o rle He uns lo s i e ue e n p r Pc i s iór. ,y a mc rl i 

da <•ue s e t•umentr1 \'.T l oo r PHti l t¡1• 1os el <' ¡ r r~h o s mét o rl ou tien . -
den u ucr i g u¡· J es , prop i etl n d que t arJb i <'r. p r eser1t r1 1, l ou 

o t ros méto rl o :.; per o mé n l en t é.cir r. te , es elrcj r l ¿:¡ so luc ión 

se n l c ror:za mi s r P<' i rla mcn t e por 01 rné to •lo de Ru nge-Kuttu 

,y rles~ u Ps nor e l rle Heuns. 

II .- 1cl ~rocp clirn i e 1 : 1 o rle c r.cc r1t r: r el VHlor rle wr 
críti c o po r f órrnul i• S 1l f' erTo r pr1 n 1 e l rnP t ocl o R r~~ l eo d o , po­

cl Pmos con~i i c' Pn : r l o po co út il , pues se hr•r1 ;1 od i d o detf'ctn r 

resu lta.d os coi o l os q u ,.. se nC'rnur•stra u 1¡ f ;• l t n ele cf ic iencü• 

,y dP Jos cu<~ lPs J i · he r1os llecl •o rnPr .c i ór . • 

III.- \.orno cri t1?r i o pr. r 11 sohP r s i V/t1 P.S s ufi c ie n t e ­

mentF {';n1rrlP p; 1n 1 nr rr re~; ul t ridos c or f ü1 h l es ne puede11 p ro­

pcner r ] s i e~ i entf' : 

3e <lr.bf' c~ · l cu l<r l ri r-i o luc iÓP nor e ] mi5to11o rle 
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Pur.g e - Ku t t(• ;¡ por e l cfr. lleuns . Sí l u soluci Ór; rle uno es 

i gua l a l otro , ~f es s ufi c iente . 

Sí no s on iguu l e s los r es ult~ rlos es nPcesario 

o umenta r V.'f, re pi ti end ose es t e <1umen to has ü • el momento 

rle obten e r s oluciones i g ua les. 

Como med i da de se g uridad se pod ría n ume n tar WN 

;¡ volve r & calcula r l H o olución p é1 n 1 obtener as í un r es ul 

t arl o c ue pos ea ma;¡ or g r ado rle certeza. 

Es t e p roc e dimiento Ge bi:sM cr, aplicar los r es u,! 

tados obter: i dos , los cue l es rios ir. r1i cflll 'ue e l ahorro de 

ti e mpo de c éÍ lculo 00 ha rá mejor s i se cm;1 l e1 ·n lo s métoclos 

< ue ll egun a l a res puesta má s ra~ idamente 11 en este caso 

resul üm ser lo s de Ilunee-Kutta .Y el rle Heuns. 

Es arlmisible en e l caso de iguala r se los re s ul­

ü_, dos :io r lo s dos méto c'os, el a firma r h11bcr encontrl:ldo lo 

r espuesta , lo ~ u c Ge pue rle comprober con lo s resultados 

obtrn i rl os en e l progr:om11 com:mte c iore l ef0ctuano wi ra es­

t e tr<i bi: jo. 

'l a l'.lbién pocl 0r:1os vpr· e r! los r es ul t nd os l a v e lo c i 

dad de conv e r ee rci a sobre la so l ución de est os métoclos , l a 

cu« l es rlistirJt a .Y de l a <:uP po'.'lcr.os eS]JPr8 r s e i gua le, 

c ua r. rlo se acerc P u c0ro , por es o c1 PbPmos consicteru r c·ue sus 

Tf'!S ul t arl o s s on ce r c1 :r.os ¡xi r ¡: cuw1no esa VPloci du d de npro­

ximr;ción llee; uP a se r cleS !lTPc i able. 

Sí a l ob tener l as so l uc ion es por los do u l'.l~torlo s 

r es ul t ~n i igu: ,les ;, ademís s í &l rec¡1l cul iirla s par< : un Vé· lor 

dp 1Ni'1 n~ij or no v ~ 1r í t1 rse resul tr l(lo , es t rr1os er1 un cnso c!e 

coi11ci rlerc i P. de resu l t r:dOG .Y de v eloc i rlwl0c; rlp convergencia , 

que r os lLCf' S U!1 0n f'r el h ~1 ber ohter i clo l a resolución busca-

ds . 
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1'x i s t e UI' [ ' n r olm bilidad r.iuJ pe' uera pa r u r ue am 

bos méto rlos co ir1c irl a n en u.n resul t &clo s in ~cr és t e l a solu 

ción, JlPro p;, n , coinr.idir urlem{s l as veloci dH ries de conve!: 

ge r.ci a de Pstos rios métodos se requiere que los r e sultados 

esten muJ cerca de le r e spuesta v e rd ade r n , pues a mbos métQ 

dos tiPnen veloci clr1des de conver,r;er ci2 distintos cuHndo se 

encuentrPn lejos rle l a solución, rle\J i rl o 11 s u8 dif Prer1t es 

estructurvs. 

Re s umier.do lo <interior, s í quere mos fi,i i• r el va­

lor rle Wt' con e l CUf•l obte ndremos um? buena r r.sp ue s t r1 s e 

deb r. n N :lcul « r 1:1s solucionPs pr .n . e l métorlo rle !Ieuris .t 
e l de I?ung1?-Kutta a umen t ando Wl'! has ta c· ue 1°mbon méto clos 

igualeri s us re s ul ta il o8. Y p<i r a obtener m2.J or seguriclad d e 

q ue esa es lo res puen t a co rrectu se debe a umenta r nueva­

mente WN parH eff'cturi r los cn lculos ,y com rfln•r 111s va ria­

ciones existentes entre los r! os rP s 1ü to rlos con los mfl ,yori> s 

v a lore s de wr pt; n cP.rla r.1étodo; sí esa clifer!'r1cil-1 es pN u~ 

f a, me jor d icho des ;i rf' cüih lP r especto a 11· TPS')U!'St<J, en­

toncPs hemos obt er. ido 1 2 s olución. 

En e s t a formt • pod Pmos contn r con un cri tcrio p<J­

r a sa bPr s i ;¡ A sr hu lle ~u rlo D un;1 n olución sB tisfa ctoria , 

problrma r•ue podit1r.1o s cori~i i dera r no resue lto t' l h :1 ber com­

probano 12 f a lta de efectividad d e los méto d os publicnd on 

e n t n b<, jos s obre es 1.H mP te ria ;, los cui•l e s fu e ron mer:cio­

nados an teriormen te. 
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CALCIJLA (tl/?t/75) 7: IJ9 f'H 1 

SR[SfT FREE 
nJMEt•STON X0(9),Y0(4),ZO(o),íl(7,20,q,q),C(7,201919l 1 Y"(7,20,9,q), 

IEA (7 ,;>n, Q,9) ,[R (7, 2 0 ,V,<l), Xlt(9) ,WN(9), Jr1c20, Q) 

"L=l, 
111=1. 
I ·~=20, 

110 corHJNtJE 
f.ALL DATOS(XO,Yo,zo,xt., 1 m,A,n,c,n,AL,CL,WL, i~LL) 

DO 20 J:Itl, JM 
DO 20 K:t,"I 
no ?o J=t,5 
CAl.l ElllfW (.XQ(KJ,yu(l\) 1 7U(l(),XN(K) .,~;l.¡(J),A,B(1,I,J,K),((l,I,J,11.), 

10, Y I~ C 1, I, J, K), BL, 1/L, CL, ~I LL) 
CALL H[U~S CXO(K),YU(K),Z O(K),XN(KJ,WtJ(JJ,A,R(2,I,J,K),C(2,I1J,I\), 

1 n, y N ( 2, I , .J, K), AL, HL, e L, WL L) 
CALL ~UNGE (XO(K),YU(~),ZO(K),XN(l\J,~N(J),A,8(3,T,J,K),CC3,IrJ,K), 

I O , Y N ( 3 , l , J , K ) , AL , l L , C L , 1·. t L ) 
CALL Kl.ITTA CXO(K) 1 Yu(to-),ZO(K),XIJ(Kl,l~ rJ (J),A,R('>,I,J,K),C(':),J,J,l\l, 

¡n,YN(5,J,J, K),1L,WL,LL,WLL) 
e AL L K 1JTTA2 ( l( (1 ( K ) , y u ( K ) , z o ( K ) , X ~J ( K ) , ;·11 J ( J) , A , R ( IJ, T , J, K ) , e ( 11 , I , J, K ) , 

10,YN(LJ,J,J, K),RL,WL,CL,ULL) 
CALL MERSOH(XO(KJ,Yu(t\J,ZO(K),XN(K),W~(J),A,R(h,J,J,K),CC6,I,J,K), 

líl,YN(6,J,J, K),SL,NL,LL,WLL) 
20 COIJTIMJE 

DO ?5 J:trl, Ttl 
00 zc; L:t,9 
CALL ANALlTtXOtL)~YU(L},ZO(L),XN(L),WNCl),A,R(7,I,t,L),C(7,J,l,L)r 

t D, YN ( 7, 1, 1 , L), OL, <I L, C L, IJ LL) 
25 CDIJT ltJ! JE 

DO 30 I:t,b 
DO 30 J:IN,Jn 

00 30 L=t,9 
00 30 K:t,5 
E A ( l, J. K. L) = Yf j ( I, J, K, L) -v r 1 ( 7, J, 1 , L) 

v w=vr1C7,J, t,Ll 
IF CY~-0.0)40,50,40 

1Jn FR(J,J,K,LJ:EACI,J,t\,L)/YllC7,J,t,L) 
GO TO 30 

50 ER(J,J,K,Ll=IOOOt,OI 
PRHH IJ,J,L 

Q FQP i~AT (IOX,VlH 3[) LIJC lLJlj ,\l , ALITTCA co r1 VALOR CERO [N J:,J2,21fL:,Jll 
30 CONTINllE 

PRJNT 5 
5 FOR~I AT(IJ3X,IJ6tfREStJLTAuílS or FPPOR Er¡ LA l iJT[GRACirHJ NU"'IERlr.A1//1 

!52X128HPARA LA [CUACIUN OlF[PF~CIAL,l/,4llX,41JHA•Y tU•CCOLtXJ••~Ll 
1 *Y t(• ( (CLtX) •• ·JLL) •Y=[l , ////, 3X16Wlf:. Tü0 0,6X, 37HCOllSTArJTES O[ L ·' 
IECllACJOli Dlffl l[:j(JAL,3X,3lHCíl ll íl!fl 'J!i fS I'tlCIALfS Y rl flALfS, 11x, 
1 9HR[S 1JLTA 00 , 5 X,25HtRt< 0 11 An3Q L11Tn Y RELATIVO ) 

DO 60 I=IM, I '~ 
00 bO K:¡,q 

L=K 
n u bn J=t,s 
PRJ •H 6 

6 F OR'·,AT (!5X, t l f~,¡,x, ¡ll lJ , (lX , l 'l( , llX , ¡ t1D ,¿x,211 11 L, ¡X,211CL, 1x.211 <-1 L, lXr 
t 3 H., L L , ') X , 2 H X n , 6 X , ~ H y o , 7 X • 211 z o • r, X • ¿ H ¡·¡r.¡ , 3 X , 2 H X r 1 , 7 X , 2 H y 1 J , 1 2 X , b i 1:. A , 1 2 X 
t;>HfR J 

PNI NT 7,A, ~ (l,I,J,rJ,L(l,IrJ, K) , D , R L,CL, WL, ~ lLrXO(L),yQ(LJ, 



1 7 11 ( L ) , .·/ r 1 ( J ) , X 11 ( L ) , y ,, ( 1 , I , J , ~. ) , r /\ ( 1 , 1 , J, K l , E R ( 1 , 1 , J, K ) 
Pk r r¡ T .'l , /\, f1 (?, T, J , 1( ) , l (?, r, J, K) , f) , f1 L, e L, ~I L, l'IL L, X o ( L) , y o ( L) , 

1 Z O ( L J , ;m ( ,l J , X: d L l , Y'' ( ¿ , I, J, KJ , E A ( 2, I, J, K l, f R ( 2, I, J, K) 
PR I IH Q, A, ll ( 3, r, J , K J , e (3, I, J, K ) , f) , AL, e L, WL, llLL, X o ( L) , y o ( L) , 

l Z O ( L l , WrJ ( J) , X l J ( L l , Y r-. U, 1, J, K l , f A ( 3, I, J, K l , F R ( 3, I, J, K l 
PRI NT 12,A,RCS,I,J, K), C(S,J,J,K), ü ,OL,CL, HL,Wll,XO(L),YO(l), 

l Z O ( L l , ;m C , l J , X: 1 C L l , Y'' ( ';), l, J, K) , E A ( 5, I, J, K) , E R C 5, I, J, l<J 
PRT~T tl,A,íl(4,T,J,~), C C4,T,J,KJ, O ,BL,CL, ~ L,WLL,XO(L),YO(Ll, 

IZ O (L),W~(J),X ~ (LJ,Y ~ (~,I,J, K J, F A( 4 ,¡,J,Kl,ERC4rlrJrKl 

PRI NT 13,A, U (b,I,J,KJ,cc&,T,J,K},0,BL,CL, ~L,WLL,XO(L),YO(L), 
1 7. o ( L ) , I ~ r l ( J ) , X r 1 ( L ) , y" (o, I , J, K ) , E A ( b, I , J, K ) , E R ( b, I , J, K ) 

p R I N T 1 4 , A , íl (7 , I , J , K ) , e ( 7 , I , '1 , K ) , D , BL , e L , w l , w L L , X o ( L } , y o ( L ) , 
l Z O ( L J , 1·11 <( J l , X r¡ ( L) , Y:. C 7, I , 1 , K l, E fl C7, I, 1 , K J, E R ( 7, I, 1 , K l 

7 FORMAT (3 X,5HflJL EP , 7X,r?.o,x,F8.3,X,F8.3,X,F2.o,x,F?.o,x, 
!F2.o,x,r2.o,x,r3.1,4X,r5.3,X,F8.3,X,ra.3,X,F4.0,X,FS.3,X,E14.7, 
!X,E14.7,X,f11.7) 

8 fOR MAT (1X,5HHEU NS ,1x,r2.o,x,ra.3,X,f8.3,X,f2.o,x,f2.0,X, 
1r2.o,x,r?.O,X,F3,!,4X,F5,3,X,FR,1,X,F8.3,X,F4,0,X,F5,3,XrE14,7, 
1X,E14,7,X,Flt,7J 

Q FOR MAT (3X,S HR lJ '. JGE ,1 x , r 2.o,x,ra.3,X,f8,3,X,F2.0,X,F2,0,x, 
1r2,o,x,r2.o,x,F3,1,4X,FS.3,X,f8,3,X,F8.3,X,F4.0,X,F5.3,X,E14,7, 
IX,El4.7,X,F11,7} 

1 t FOR"IAT (1X,8HR•KllTTA2, 4X,F2,0, x,r8.3, X,f8, 3, X,f2,o,x,r2,o, x, 
1F2,0,X,F?.O,X,F3.l,4X,f5,3,X,F8,3,X,F8.3,X,f4,0,X,F5.3,X,[t4.7, 
1X,El4.7,X,Fll,7} 

I<' f QRMAT (3X, 1 IHR IJN G[ -KUTTA, tx,r2,o,x,f8,3,X,FR.3,x,r2,o,x,F2,o,x, 
1r2.o,x,r2.o,x,F3.1,~x,F5.3,X,ra.3,x,ra.3,X,r4,0,X,F5.3,x,E111.1, 
IX,Fl4,7,X,F11.1) 

11 FOR~AT (3X,bH MERSUll ,bX,F2,0,X,F8,3,X,F8,3,X,F2.o,x,F2.0,X, 
IF2,0,X,F2,0,X,F3,l,qX,F5,3,X,FR,3,X,F8,3,X,F4,0,X,F5,3,X,El4,7, 
IX, Elü.7,X,Fll,7} 

1~ FORMAi (3X,9HANALITIC A ,3x,r2.o,x,F8.3,X,FR,3,X,F2.0,X,F2.0,x, 
1F2,0,X,F<.>.o,x,F3.1,4X,f5,3,X,r íl ,3,X,r8,3,X,f4,0,X,F5,3,X,E14.7, 
1X,E14.7,X,fll,7,//) 

bO CO ~HTMIE 

lf(Wl•0.)50,1 0-0,120 
120 CO MTl ''IUE 

WL=O, 
GO TO 110 

100 CONTHJllf 
ENO 
SUAROUTI NE l.i ATOSC XOrYU,ZO,X !l , Ht! ,A,B, C,D,nL,CL,WL,1'4LL) 
f"l l "1UIS Trll 1 X O ( <J} , Y O ( ~ } , 7 O ( 'l) , 11 ( 7, ?. O,<:¡, 9}, C ( 7, 20, Q, q}, XrJ ( q l, Wtl ( <:¡} 
xoc11=0.; x oc2J= ~ .;xucsJ=o.;xoca¡= o .;xocsJ=o. 

xoCbJ=o.; xoc1>= 0.;xvc e J=o.;xoc<JJ=o. 
voc1J=.001;voc2J=.01;voc1J=.001;voc4>=.01;vocsJ=.1 
voC&l=.001:v o c1>=.01;v o cai=.1;v o cqJ=.01 

. zo<1>=.001;zoc2>=.011loC3>=.01:z o c11¡=,001;zocs>=.1 
z0Cbl=.1:zoc1>=.1; z vc ~ i=. 0 01;z o c<J>=.01 
X N ( 1 ) = 1 • ; X r J ( 2 ) = 1 • ; X ¡, ( s ) = 1 • ; X fJ ( ') ) = 1 • ; X r; ( b } = 1 • ; X t J ( 7) = 1 • ; X ~ J( 8 } = 1 • 
X 1 ~ ( 4 ) : 1 , ; X ' 1 ( q) : 1 , 
8C1,1,1,1>=.01:nc1,¿,1,11=-.01;Bc1,3,1,1>=.1:0c1,4,1,1>=-.1 
BC1,s,1,1J=1.:AC1,b,l,tl=-1.;Ac1,1,1,1l=t.:nc1,8,1,1l=-1. 
RC1,q,1,1>=.01: ri c1,10,1,1>=-.01; n c1,11,1,1>=1.;oc1,12,1,1>=-1. 
[) ( 1 , 1 3, 1 , 1 1 = l o o .; ll ( 1 , l ll , 1 , 1 } =-1 o o . Hl ( 1 , 1 ') , 1 , 1 } = 1 o o. ;l'.l ( 1, 1 q, 1 , 1 } = 1 • 
A ( 1 , 1 !, , 1 , 1 } =-1 O O , ;IH l , t 7 , 1 , 1 } = 1 O • ; íl ( 1 , 1 ll , I , 1 } =-1 O , ; íl ( 1 , 2 O, 1 , 1 } =- 1 • 
cc1,1,1,1>=. 01;cc1, ¿ , 1,11=. 01; c c1,1,1,1J=.1;cc1,4,1,tJ=.1 
e e 1 , s, 1 , 1 > =. o 1 ; e e 1 , o, 1 , t J =. o 1 ; e e t , 1, 1 , 1 J = 1 • ; e Ct , a, 1 , 1 J = 1 • 
C(t,Q,t,tJ:l,; CCl,lu,1,1J:l,;CCl,tl,l,IJ:lOO,;CCl,l2,t,1):100, 
cc1,11,1,1>=1 00.:cc1,1n,1,1>=100.;cc1,1 s ,1,1J=1.;cc1.1i,,1,1>=1. 



r!1,11,1,11=1.;cr1,1 R,¡,1J=1.:c11.1q,¡,11=10.;rc1,20,1,1J=t 0 , 
' ' r; ( 1 ) :: t o . ; v¡; ¡ ( ¿ l = ;> r: . ; "•. , r \) = ? ~· . ; l 1 '• ( '< )=So.; rP; ( 5) = 110. · 
00 1 o T: 1, 7 
ri o lo J=t,?'1 
r)l) 1 O K:t, <; 
l'hJ 1 O L=\, o 
R ( I , .J , '< , L l = f> ( 1 , J , 1 , 1 l 
re I. J, K, 1. 1=re1 , .r , 1, 1 l 

10 COllTJNll( 
A= 1, 
o=o.o 
RL=l. 
CL= 1. 
VILL= ,,L 
RE. TURli 
[Ní' 



5UAROl_IT¡IJ[ EllL[" lXO,vo,zo,x~J,N,A,ll,C,O,YtJ,nL,Wl,cL,WLL) 

REAL rJ 
xo1=xo 
YOl=YO 
zo1=zo 
I=O 
Dl(=(xN-Xn)/N 
x=xo 
BC=R•(BL+X)••t~l 
CC=C•CCL+X)••Wlt 

30 oz=EOCA,Hc,cc,o,zu,yo,ox> 
DY=ZO•OX 
1=1+1 
vo=•o+ov 
zo=to+oz 

- -xo=xo-+ox 
IFCN-I>l0,20,30 

10 PRHJT 1 
1 FDRMAT (lQHERROn ~N EUL[R) 

CALL EXJT 
20 Yrl=Yll 

-xo:xo l 
YO=YOl 
zo=zo1 

- RETUFW 
ENO 



SIJRRn u Titl E HrUf.J"< \ xo,yo,zo.xrJ,N,A,o,c,o,vN,OL,Wl,CL,WLL) 
REAL rt 
xo1=xo 
vot=vo 
zo1=zo 
ox= e x~J-xo J tri 
I=O 

30 I:I+I 
Xrl= '·O+Dx - - - - -- - -- -
Fot~HZCn,H,BL,Wt .~,CL,WLL,Zo,Yo,Xo> 
Ptt:HYCZO,F0!,01) 
ytl:HYCYO,ZO,DX1 
DO 10 J=1,3 
F 1 1 : 11 Z ( 11 , R , Al , 1~ L , 1, , C l , ~I L l , P 1 1 , Y 1 1 , X W ) 
FA 1=llAV-(Fo1, F 1 r, 
PA1=HAV(ZO,P11) 
P11=HY(ZO,FA1,D•) 
Y11:HY(YO,PA1,ílv) 

10 CONTirJUE 
zo=HYCZo,rA1,ox1 
Yo:11vtvo,PAl,DX1 
xo:xo+ox 
IF(N·r>20,110,3o 

z-o PRirn - 1 
1 FORMAT (1llHERR0 o '-r~ HEUflS) 

CALL EXIT 
· 40- YN:Y<T 

XQ:XOl 
YO:YOt 
zo:zo1 
RETURfl 
nin 



SUHRl.llJTit~E RIHJG~ \XO,YO,zo,xrJ,rJ,A,B,C,D,YN,RL,r4L1CL,WLL) 
REAL N 
REAL r10,1,1¡, ' 1?., 11"' 
Xol=XO 
YO!:YO 
Zol:lO 
1=0 
ox::cxr1-xoJ1 r1 

30 I=I+1 
X:XO 
BC=B•CBL+X)••WL 
cc=c•CCL+X) **l'ILL 

"MO=t:OU (A,ílC ,ce, n , 1.0, Y(í,DXY 
Z:Zo+.S•MO•DX 
Y:YQ+Z•f)X 
X:XOf~5*lJX 

BC :8 * Cl:IL +X)* •WL 
cc=c• CCL +x >··~u 
Mt::EQO(A,RC,CC,,,,l,Y,bX) 
X:XO+.S•DX 
Z:Z •• S*'IO*DX 
Y:YO+Z•DX 
RC=o•CaL+X)••WL 
CC=C• CCL +X) **WLI . 
M2:EQff{A,BC,CC,11,t.,Y,DX.) 
xo=xo+nx 
BC=Á•COL+X)**l'lL 
Ct'=C* CCL +X) **"'LI 
Z=ZO+Mc•[)X 
Y:YO+Z*flX 
M3=EORIA,1JC,cc,11,1.,Y,OX) 
DZ=CoX)6 0 )•(MO+n.~M!+M3) 
DY=ZO*DX -
vo=YO+OY -
Zo=zo+nz 
xo=xo+ox 
rr t r-1• 1 > 1 o, 2 o, 3 o 

10 PRINT 1 
l FORMAT (14HEPR0D ~N RUNGE) 

C-ALL EXIT 
zo YN=vo 

Xo=xo1 
Yo=Yot 
Zo:ZOl 
Rf TtJRIJ 
ENO 



su A P. o 1 J T I 1 J [ K 11 T T ' l X o , y[) , z o , X r J , r 1 , A, A , e , o , y, i , R L, I~ L , e L , w L L ) 
R[AL r¡ 
R[AL K !,L!, K2 ,L~, ~ 3, L 3, K4 ,L 4 

· )(ot= xo 
vot=v o 
zo1=zo 
DX= ( XrJ- XO J lrJ 
I: o 

10 I:I+! 
x::::\(ó 
BC=B• (AL +Xl•• WL 
cc=C• (CL+Xl •• Wlt 
Kl=EO(A,RC,CC,D,Zv;yo,oxJ 
Ll:ZO•OX 
Y=YO+ 'LI 12,) 
z-: Z O+ t K 112 • ) 
X:Xo+.S•DX 
RC=A•(BL+X)u WL 
CC=C* CTL +X) ** liL1 
K2=EQ(A,ttc,cc,D,Z,Y,DX) 
L2=Z•L>X 
v:vcr+CL212.J 
Z:ZO+(K212.) 
X:XO+,S•DX 
Bc=a•(BL+x>••WL 
cc=c• CCL +X) •• WL1 
K~:EOCA,RC,CC,D,Z,Y,DX) 

LJ: Z•DX -
Y=YO+L3 
Z:Zo+K3 
x:-xo+ox 
BC:fl*COL+X)uWL 
CC=C*(CL +XJ ** Wlt 
KQ=Eu<A,Bc,cc,o,z,v,ox> 
Ui=Z•UX 
DZ=Cl.l6.)•(Kl+?.•K2+2.•K3+Kq) 
Oy:(l.16.)*(Ll+?.ªL2+~.*L3+L4) 
zo=zo+oz 
vo=vo+ov 
xo=xo+ox 
IFCI-rn10,20,JO 

30 PRIIH l 
1 FORMAT (1'1HERRí1P "'111 KUTTA) 

CALL EXIT 
20 nJ=vo 

xo=xo1 
vo=vo1 
Zo:Z Ol 
RET UP tl 
Erro 



StJOR(llJ T rrJE KIJTT •2tXO, yo, zo, XN, N, A,A, e, n, YtJ, [3L, WL,CL,WLU 
PEAL tJ 
REAL K1,L1,K2,L~,~3,L3,K4,L4 
X O 1 :X1) -

vot=vo 
Zot=Zo 
ox::cxr1-xo>1 ri 
I:O 

10 I=I+I 
- X:Xo 

BC=A•([3L+X)*•WL 
cc=C•CCL•X)1111WL1 
Kt:EO{A,AC~cc,o,zu,yO,DX) 

Lt=ZO•DX 
y:YQ+(1J3 0 )•L1 

· z=zo+c1~n.1•K1 ·-- ---- - - - -
X:XO+(l 0 /3 0 )•DX 
BC=B• CBL+X) **WL 
ct=c•cr:L+)()UWL1 
K2=EOCA,Ac,cc,o,z,v,ox> 
L2=Z•OX 
~=YO+L2~(1.13.J•Lt 
Z:ZO+K2-C1 0 /J 0 )*Kt 
x=xo+c2.13.>•ox 
Bc:R• CBL -+Xl**~'L 
cc=C•(CL+X)•• VILI 
KJ:EQCA,BC,CC,D,Z,Y,OX) 
L3=z•ox -
Y='o•U-L2•L3 
Z:Zo+Kt-K2+K3 
x::xo+ox 
BC:El• CBL+X) **WL 
cc=C*CCL+X)** WLI 
KQ=ECHA ;-Mc,c-c ,o, z; y, oX) 
L4=Z•DX 
DY=Cl.1a.>•CL1+'.•L2+3 0 11L3+L4) 
oz=c1.1a.>•c1<1•~.~1<2-.3.*K3+Kt1> 
zo=zo+oz 
Yo=Yo+ov 

:--- XO:")((r+OX 
IfCI-N)l0,20,30 

30 PRirJT l 
- t-- P'OR "'I AT ·rtll tt fRRi}P <- t¡ K-UT'tA-) 

CALL EXIT 
20 YN=YO 

-)(r-Xu1-
Yo=YO t 
zo=zot 
"RETUR11 
END 



Sl_Jf\fWlJ T ItJ [ •I[ R S• 'IJ l X o , y o, z o, X rJ' IJ , A, H, e' [)' y N, o L' WL' e L, WL L) 
REAL KO,LO, K l,L•,~2,L2,K3,L3,KQ,Lq,N 

xo1= xo 
vo1=vo 
zo1=Zo 
DX:(X fJ• XO )/N 
I:O 

10 I=J+I 
x=xo 
Bc~u· CBL H)ilr lfl'IL 
CC=C• (CL+X) ••Wlt 
KO: < ·BC•ZO•CC*Y"+'') * CDX/A) 
Ko=KOl3. 
Lo=ZO•DX/3 0 

Z:ZV+KO 
v: vo--F[.1> 
X:X0+(1,/3 0 )*0X 
Bc= B• CBL +x) ••WL 

·-rc=c 1qCL"1-Xl•• WU 
K 1: (•ílC•Z•CC•Ytt' ) • CDX/ A) 
K1=K113 • 

. -L1 1:-Z"fi0-X73-.--- . - ·- .. . ---- - . 
y:yo+LOl2 0 +L112. 
Z=Zo+Ko/2,+K¡/2. 
X:~O +- C2.1:;.l•DX ­
BC=íl*CBL+X)**WL 
cc=c• (CL +x) ** VIL• 

- K2= Me* z---e-c:•Y+ fl >" Cl)XI11 t · 
K2=K2/3. 
L2=Z*OX/3, 
z=zo+.~75•Ko+t.~7,•K2 
v=vo•.375•Lo+t.~7,•L2 
x:x+ox 
6C-:f3•(B"t+X)••Wl 
CC=C* (CL+X) **WL1 
K3=(•6C•Z-CC•Y+11l•cox/A) 
K3:K'3/3

0 

LJ=Z•OX/3. 
Y:(1.5•L0-11 0 5•L?+~.•L3+YO) 
z:zo+1.s•1<0-11.s·1<~•6.~1<3 
Kll=C·AC•Z•CC*Y+n)•(OXIA) 
Ka:Ka/3. 
L11=Z•H)"X/3, 
Dy:( L O+ll 0 *L3+LIJ1; ~ . 

oz=c1<o+a.•1<3+Kll 1 /J• 
Zo=zo+oz 
Yo=Yo+DY 
xo=xo+o x 
J F ( J • rJJ 1 O, 2 O, 3 n 

30 PPltH 1 
1 FOR'1AT (15HERP0<> '-N MERSONJ 

CALL EXIT 
20 YN:YO 

xo=x o t 
vo=vot 
Zo= ZO l 
RE T lJf/IJ 
E NO 



s 111 . ¡.¡ 1 l 1 l l 1 ¡ [ " I ¡_ ;; f. ( X o, y o, z o, X; i , ! 1, A, [i , e , IJ , y 11 • fl L, :·! L, e L, w L L ) 

~· E 1\ L ~ ' 1 , ~· : ¿ , r·; j , r 1 
\ , \J 

l11 f TI ~SI J WLC 96 TT ) ¡JP (9 i) Oy ,·rciu,(í)- ­
:,0 :: .. 
X O 1 =ll (¡ 
YOl"T'G 
zo 1 :; Z[, 

ll X= ( Yi: -~ (· )/ 1·! 
·r :-r, 

30 I=I+! 
Y( I l=Y ü 

·- -z-c n=-zu- - -- ---
x =X (1 

l1 C= tl • ( fl L+X) •• 1/l. 
cc=c•CCL+XJ HW[[ 
MO =[ QA CA18C1CC1 01ZO,Y01 uX) 
ZP(I)=l·•u 
X=X0 +.5•DX 
~· =Z u +.S• MO •DX 
V :Y O +~ ' * U X 

x=Xo+.S•DX 
tiC•B•CBL+X)••l~L 
CC=C•CCL+X)••WLI. 
111 " E Q 8 rr;ti-r. ,-(;-, L~' -, -¡-,-,-w-,-v- ,- Li-. -x-)--
x = Y. +. s • u X 

v=VO+fi• OX 
X=X0+.5•DX 
HC•IH ( 8 L+X) • Hll 
cc =C•C Cl +"X~) -.-.-¡;~[-L ______ _ 
i 12 =E Q R (A, fl e, e e, D, ~/ ,V, [I X) 
11 = 7 O+ 1-12 • O X 

-v=TU+7U•lJY- --· 
X= Xü + DX 
13 C = tl * ( H L +X)•* 11 L 

- --·n , =C•TC"CTXJ**ITTr -- - ·----
M3=E ,R C A1 BC1 C~. r .~.v1D X ) 
üZ=Cl •Xlé . )•CM 0 +4.•f1¡+ t! 3) 

- TIY-::Zll*TTX - .. - -- -· - ·- -- ----

YU•rC+lJY 
zo:1:z0+uL 
x-cr :! xu +o-x · 
l f -C 4 -1 ) 1 o, 2 (1 , 3 o 

1 0 t'Hl .\ T 1 
- T f'OR~1Al ( f llHHROH tff MI Lll E > 

Cf\LL EXlT 
20 N=t:•Je 

---·-···· --roiv-· · - - -

40 I=l+l 
ll C = B • (U L +X)•• ;·/ L 

· -- · ·· ·c-c..-o-c-crmn-rrt:r ·-·- -----
zP< 1+4 )cE~B< A1 Ec,cc,o,zc 1l1YC I >1 Dx> 
ZCJ+ 4 )•2CIJ+C4.•l.JX/J•>•<2.•ZPCI+1)•2 •*ZPCI+2)+2.•ZPCI+3)) 
n1• ·.:n~n He., ; .-oxr:;;-¡w-rz-; ne I + 1 >•ze-z-t r+z> +2 •• re t+3 > > 
~ = r 
I f C F • t: ) 'I u, 5 O, ti 0 

6ll 1';rtr.1- i--. - -- .. 

CAL L EX l T 
50 H1=YC!+4) 



11=1 !0 

XO•llCll 
YO•YOl 
/O*Z01 
HETUP~! 
END 



SUBROLJTPJf ANAL•T1xo,yo,zo,xN,r~,A,B,C,D,yN,BL,wL,cL,wLL) 

DJMENSlílM CK(l61 
IF (WL·0.)2,ó,7 

-r1r ~wL-1.J2,a,2 
ó IF (WLL·O.OJ2,q,2 
q x=xo 

E=E1**2.-14.*A*C 
IF CE·0.)1,2,3 

1 E=-E 
P:•B/C2.*Al 
a=:suRTCE))/(2.•A• 
j1jp1=YO/ ([Xr- (P•X) 1 

WMP:ZQ/CEXP(P•X•) 
DS:(COS(Q•X))•C~•~IN(Q•X)+O•COS(Q•X))-CSINCQ•X))•(P•COS(Q•X)• 

1Q•SHJCQ•X)) 
OC l ~Í·I• lP-*S ll'H Q+X 1 +Q•CUS1Q*X) > •rlMP*S'fN-CQ•X) 
oc2=WMP¡COS(Q•X1·"~•CP•cosca.x).Q•SJN(Q•X)) 
JFCDS·o.0)15•20,1~ 

- 15 COIJTHJUE -
Cl=DCl/DS 
c2=oc21os 
x:xr1 
YN:EXPCP•X)•CC1+C••SCQ•X)+C2•SlN(Q•X)) 
GO TO 20 

3 COtJTINUE 
P:(•B+SoRT([))/12,*Al 
a=C-P-SnRT(E))/\2,•Al 
C2=czo-P•YO)/(Q-P1 
Cz:í.2/EXPCQ•Xl 
Cl:(YO•C.2*EXP(íl•Xt)/[XP(P*Xl 
x=xrJ 
y N =e 1 *E X P ( P *X) +1 2 •E X P Cíl *X) 
Go Tn 2u 

2 PRirJT 5 
5 FORMAT (25HNO H'Y SOLUClON ANALITICA l 

GO TO 20 
8 IF lWLL·l.)2,11,2 

11 CK(t)=Yo 
CKC2>=Zo 
CK(3J=-CCK(2)•A+c~c1>•C)f-2. 

DO 10 I=~,ló 
w=r -
~Kx=-1.1ccw-t.>•c~-2.>> 
CKy=CCw-3.)•cKC1•L)+(w-2.>•cKCI-l)l•A 
CKZ:(CK(¡•3)+CK~¡-2l)•C 

C-i< C I )-:O:X• CCKht-Kt.) 
10 CONTINUE 

YN=O.O 
DO 30 1:1,15 
w=I 
y r J =y~¡ + e K ( I ) *X N * .. ( ., - 1 • ) 

30 CONTHHJ[ 
ERN=ABsCCCKlb)••N••C15ll/YN 
lF C.ooot-[RN)2,2v,zO 

20 co~ITi tlllE -
RFTURrJ 
EtJD 



FurKT IOIJ [QO ( h,", "., D, l, y, DX) 
EQH=C-íl•Z-C•Y+01/o 
R[ TllRfJ 
ErJD 



F lH< e TI n r J E a ( A , R, e , [l, z , y , D X ) 
E.Q:(-ll•Z-C*Y+D)•(OJX/AJ 
RETURtJ 
nrn 



Fu tJ e T I o 11 11 Z ( i) , fl • o 1. , w L , r. , e L , w L L, z , y , X ) 
HZ=O-lO•(ílL+XJ*•W1 . 1•z-cc•cCL+X)**WLL)*Y 
R[TllPtl -
EtJD 



FUNCTIO~J HY(F,G,H1 
HY=F+G•tt 
RETlJRtJ 
END 



fUNCT!OtJ HAV(F,i: ) 
HAV=CF+G)/2. 
R[TllPrJ 
EiiD 
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