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Introduccion

Uno de los temas de mayor actualidad en la fisica matemética moderna es el pro-
blema inverso en teoria de la dispersion.

Quizds nos hemos preguntado alguna vez como hace un geofisico para encontrar un
yacimiento de petréleo bajo la tierra, quicn por no tener una imagen real del subsuclo, se
enfrenta a un problema mds complicado al de querer encontrar nuestros zapatos en algin
lugar de nuestzo cuarto con la luz apagada.

Buemno, hay quien podria responder que buscando los manantiales en la superficie
habremos resuelto el problema. Sin embargo, no todos los yacimientos se encuentran
de esta manera; ademds, aunque hubiera localizado un manantial, la posicién exacta, la
profundidad y el tamano del yacimiento son datos que seguiria desconociendo; datos que
son relevantes si mi interés es invertir en la construccién de un pozo.

Afortunadamente el geofisico cuenta con un sofisticado instrumental, y una serie
de técnicas matemdticas y métodos numéricos para resolver el problema exitosamente: de-
tonando una carga explosiva a cierta profundidad bajo la tierra, el geofisico va a medir en
la superficie las ondas de impacto producidas por la explosién. Entonces, las ondas que
hayan atravesado por un medio diferente al del subsuelo natural (digamos un yacimiento)
seran diferentes a las ondas que sélo atravesaron el subsuclo, y tales diferencias son detec-
tadas por los aparatos. Este método (escuetamente esbozado) permite al geofisico obtener
la imagen deseada del subsuelo y localizar mas ficilmente el yacimiento. Como cuando
buscamos primero ¢l apagador y luego los zapatos.

En la tomografia hay otro buen ejemplo para ilustrar las ideas detras del problema
de la dispersién inversa. A un paciente con afecciones cercbrales se le inyecta una solucién
a base de minerales de elementos radioactivos (como el gluconato de potasio en alguna
variedad isotépica), la cual una vez en el torrente sanguinco es absorbida rdipidamente
por el cerebro. Légicamente estas soluciones son de muy baja intensidad radioactiva. En
el cerebro, la sustancia se encuentra cmitiendo radiacidn, la cual puede imaginarse como
ondas que parten de una fuente y"que se van transmitiendo en el interior del cerebro,
chocando con las diferentes estructuras internas, deformandose, emergiendo de la cabeza
del paciente, y finalmente siendo captadas por el tomdgrafo, el cual se encarga ahora de
decodificar toda la informacién contenida en estas ondas, convirtiéndola en imdgenes en
pantalla. Podemos ahora ver el interior del cerebro vivo y funcionando, y localizar posibles
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tumores o afecciones sin el empleo del bisturi,

El mismo desarrollo de la fisica moderna estda basado en el fenémeno de la dis-
persién. Desde que Rutherford bombardeé atomos de carbono con particulas alfa, hasta
el desarrollo del ciclotrén; todas las investigaciones realizadas en los campos de fisica mo-
lecular, atémica, nuclear y de particulas, estdan fundamentalmente basadas en los procesos
de dispersién de haces por nicleos dispersores. Todo cuanto se sabe acerca del dtomo,
de las particulas elementales y en general de la estructura del submicrocosmos es gracias
a los experimentos de dispersién. Podemos afirmar que gran parte de los conocimientos
obtenidos acerca de la naturaleza de las cosas y de la concepcién moderna del universo
(no sélo el cudntico), «e deben a esta poderosa herramienta que permite al ser humano ir
mas alld de sus limites sensoriales y de su escala fisica para escudrifiar en los resquicios
de la naturaleza donde sélo estd permitido el acceso a las ondas (sean cudnticas, electro-
magnéticas, sismicas o de cualquier especie); y es a través del desarrollo de teorias fisicas
y métodos matermdticos, como es posible conocer a partir de las alteraciones que se produ-
cen en una onda propagdndose en un medio determinado y que eventualmente es captada,
todas las anomalias, perturbaciones o accidentes que ocasionaron que esta onda tuviera
una tal deformacion.

Estos métodos matemadticos son particularmente arduos, siendo ésta la razén por
la cual su desarrollo ha sido lento y que hubo permanecido en letargo durante algunos
afios. Actualmente la dispersién inversa cs tema de investigacién en muchas universidades
del mundo y tiene aplicacién en diversos campos.

Esta tesis va a estar enfocada hacia el terreno de la 1miecdnica cudntica, estudiaremos
el caso de un potes-cial dispersor. Especificamente consideraremos la teoria de la dispersiéon
para la ecuacién de Schrédinger

z(—%«o = Hop, (1)
donde el Hamiltoniano H = Hg + V(z), fg es ¢l operador de energia cinética y V'(z) es el
potencial.

E} clemento clave en la teoria de la dispersién por un potencial es la matriz de
dispersién. La matriz de dispersién da cuenta de ia deflexién de un haz cuando es pro-
yectado sobre un potencial dispersor y depende tanto de la energia de las particulas en el
haz como de dicho potencial. O sea, si el potencial ejerce una fuerza de atraccién muy
tenue sobre las particulas del haz, y éstas son proyectadas a una gran velocidad sobre él
(dentro del limite no relativista), las particulas casi no se desviardn de su trayectoria recta
y pasarin insensibles por el potencial dispersor. En cambio, si la fuerza de atraccion del
potencial es muy intensa y la velocidad de las particulas es relativamente baja, al pasar por
éste sufrirdn una importante desviacién de su trayectoria inicial, e incluso pueden quedar
atrapadas dentro de su campo.

La matriz de dispersidn, denotada por S(k), encierra toda la informacion dindmica
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del sistema (0 cuando menos es0 sc intenta probar) y determina cuantitativamente la
evolucién del mismo. En el lema 2.4 de su articulo de 1990, Weder establecié rigurosamente
qué tanto difiere la matriz de dispersién de la matriz identidad en funcién de la energia.
Esta relacién también considera las posibles singularidades del potencial y las liga a la
rapidez de decaimiento de la norma de S(k) — I con respecto de una topologia particular
(ver Lema 4 en ¢l Capitulo 3). En otras palabras, este lema da un sentido formal a la
medida en que es desviado el haz, en consideracién a su energia ¥ a la intensidad del
potencial.

En una teoria causal, las causas preceden a los efectos. En la teoria de un problema
inverso, a partir de los efectos se intenta conocer las causas. En el problema inverso
en teoria de la dispersién, a partir de los datos de dispersién se trata de reconstruir
el potencial. En 1980, Roger Newton dio una férmula para reconstruir el potencial a
partir del conocimiento de la matriz de dispersién, basada en la teoria de Marchenko. Sin
embargo, ¢l marco matemdtico cn el que desarrolld su articulo no era el apropiado, y su
resuitado fue muy controvertido dentro de la comunidad. En 1990, Weder construyé una
teoria de Marchenko Newton generalizada en todas las dimensiones n, n > 3. El potencial
es reconstruido a parvir de la solucién a la ecuaciéon de Marchenko Newton por medio de
la identidad el milagro de Newton. Su método permite dar un tratamiento unificado para
todas las dimensiones y también dar pruebas completas gue parccen ser inds simples.

Denotamos por

n 32
Ho==3 5, 2)
0

a la realizacién autoadjunta de menos el Laplaciano en L2(R"), n > 3, con dominio ¢l
espacio de Sobolev Hy(R") (ver capitulo 1 para las definiciones).

Usaremos la notacién estandar de multiindices
an gm gin
DV = omp o (3)
9z Oz Jz,)
[¥l= "1 +72+...+ v, donde las derivadas son tomadas en sentido de distribuciones.
El potencial, V (z}, es una funcién real valuada continua sobre R" tal que todas sus
derivadas de orden hasta ag son funciones acotadas, donde e es el entero mas pequeiio
tal que g > § + % Mis adin, suponemos que

DV ()] < C(L+ |2y "E 0, (4)

para algunas constantes C,6 > 0,y toda v, 0 < 4| € ap.

Denotamos por
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H =Ho+V(z), (5)
al Hamiltoniano, con dominio D{H) = D(Hp). H es un operador autoadjunto en LE2(R").

En el estudio dependiente del tiempo de la dispersién los operadores de onda estan
definidos como los siguientes limites fuertes

—e— B wH ~itHy
Wy =s tj}x;lme e (8)

Bajo la condicién (3) éstos existen y son completos (esto estd probado por ejemplo
en Agmon 1975. Ver capitulo 3 para los detalles en donde consideramos condiciones mds
generales).

Il operador de dispersién estd definido como

S =WiWw.. (n
Este es un operador unitario sobre L*(R").

Denotamos por F a la transformada de Fourier la cual es un operador unitario
sobre LE(R"):

(FA&) =8 e f(z)de, (8)

- fim —y /
N—sco (211-) 7 Sz N
para j{z) € ? (R"), y donde el limite es en la topologia fuerte.
Definimos

§=FSF*. (9)

Denotamos por S"1 a la esfera unitaria Jw| = 1, en R", y por LZ(S"“L) al
espacio de funciones sobre S~} cuadrado integrables con respecto de la medida sobre
S$%=1 inducida por la medida de Lebesgue sobre R™.

Es bien conocido (ver por ejemplo Agmon 1975, Teorema 7.2) que hay una funcién
operador valuada S(k) definida para k € Y = (0,00), y que toma valores en la clase de
operadores unitarios sobre L2($™}) tal que para cada funcién f{k,w) € L*(R"), donde
k>0, we 8" ! son coordenadas polares en R™:

(51 k,w) = (S (kD) - (10)

donde la igualdad en (10) vale en L2(S™ 1) para casi toda k. S(k) es la matriz de dis-
persién. Note que bajo la condicién (4) H = Hg + V(z) no tiene autovalores positivos (ver
Eastham y Kalf 1982). En el capitulo 3 damos una férmula explicita para S(k).
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Encontramos conveniente definir S(k) también para k < 0 por

S(k) = TS(-k)T, (11)

donde T es el operador de conjugacién compleja actuando sobre LZ(S"“I) como (T f)(w) =
fw).

Para cada y € R" fijo, & € R\ {0}, denotamos por Sy(k) a la matriz de dispersién
correspondiente al par Hy, Hy = Hy + Vy(z), donde Vy(z) = V{(z + y).

Se sigue del Lema 4.2 en capitulo 4 que

Sy(k) = eFovS(k)emtboy, (12)

donde en (12}, e=**9Y denota al correspondiente operador de multiplicacién por una
funcién sobre L*{$*1). Denotamos por ST (k) al operador transpuesto de Sz(k), o sca

ST (k) = TS3(K)T. {13)
Se sigue del Lema 3.4 en el capitulo 3 que

T c
{5z (k) - Dlip(r2(sn-1y) < R (14)
para una constante fija C, y todo z € R"*, k € R\ {0}, donde B(LQ(S""l)) denota al
espacio de Banach de todos los operadores acotades sobre L2(S"~!). Esta estimacién
juega un importante papel en la teoria generalizada de Marchenko Newton.

Se sigue de (14) que ST(k) — I € LE(R,B(L3(S" 1)), cl espacio de Banach de
funciones Lebesgue cuadrado integrables sobre R con valores en B(L*(S"™1)) (ver capitulo
4 para la definicién). Entonces podemos definir para cada z € R" fijo

mr(i) =8 - A}l_l"ﬂoa é; N

(8T(k) - )Pk, (15)
donde la transformada de Fourier en {15) converge en la topologm fuerte de L2(R,B(L?
(8*~1))) v donde P, denota al operador pariedad sobre L(§"71): (P, f){w) = ( )
para f(w) € L}(S"1).

Por L*(R™*,L*($71)) denotamos al espacio de funciones Lebesgue cuadrado in-
tegrables sobre R con valores en L2(S™~1).

Si (8) es satisfecha, para cada z € R fijo el operador generalizado de Marchenko
Newton es sobre L*(R*, L*(§"~!)) un operador con kernel:
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(Mz)(t) = /0 © malt + 5)f(s)ds, (16)

t >0, f(s) € LR+, L2(8™1)) (ver Teorema 4.3, capitulo 4).
Denotamos por L2(R, L?(57™1)) al espacio de Hilbert de funciones Lebesgue cua-

drado integrables sobre R con valores en L2(§"~1).
Definimos para cada z € R" fijo

faltw) =5~ TR~ ST (R))1(w)]dk, (17)

i 1 /N
1Im ——== €
N—oo 2 /-N

donde 1{w) es la funcién sobre L2($"~!) idénticamente igual a uno. La transformada de
Fourier unidimensional en (17) converge en la topologia fuerte de L2(R, L?(S"~1)). Note
que por (14) [(I = ST (k))1(w)] € L*(R, L2(S™1)). También denotaremos por fz(t,w) a
la restriccién a BT de (17) la cual es una funcién en L2 (R, L2(S"71)).

Paraz € R® k> 0,y w & §* ! definimos (ver capitulo 3)
bi(z,k,w) = T — RF (kz)[VC‘kw'zf, (18)

donde R*(k?) son los resolventes extendidos al eje real por el principio del limite absorbente
(ver capitulo 3). é+(z,k,w) son las autofunciones generalizadas de H = Hg + V(z):

(Ho + V() ¢+(x, k,w) = ki¢s(z, k,w), (19)
que satisfacen la condicién de radiacién incidente (emergente) de Somerfeld.
Definimos
_ [ o—(z,k,w) , k€ (0,00), 20
sebe) = {000 ) e L), (20)
Yy
Wz kyw) = 1 — e R TG (z k,w). (21)

Probamos en el capitulo 4 que si H = Hy+V (z) no tiene autovalores no positivos y
si cero no es una resonancia (ver Definicién 3.3; las terminologias de energfa cero o estado
semiacotado son también usadas en la literatura) entonces para cada z € R" fijo, ¥(z, k, w)
pertenece a la clase Hardy Lebesgue, Hy, de funciones sobre R con valores en Li(sn1y,
o sea, el espacio de Hilbert de funciones en L3(R, L%($"™1)) que son valores frontera en
sentido L? de funciones f{z), z = k+1g € C™, con valores en L2(S™"~!) que son analiticas
sobre CT y tales que
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Z\;g/ 17 + 1)l 2ggn-1)dk < oo. (22)

Definimos

N SO A
xz(tw) =9~ lim —= e~ "Mi(z, k,w)dk, (23)
N-co /2 /=N
donde la transformada de Fourier unidimensional en (23) converge en la topologfa fuerte
de Z¥(R, L}(8"~1)). Dado que W(r, k,w) € Hy4 es un resultado clisico (ver Reed y Simon
1975, pdgina 109) que xz{f{,w) = 0 para { < 0. También denotaremos por xz(t,w) €
LY®H, L{S" 1)) a la restriccién a ¢ > 0 de (23).
Nuestro principal resultado es (Weder 1990)
Teorema 1

Suponga que n > 3, que V(z) es una funcién real valuada continua sobre R"
tal que todas sus derivadas de orden hasta ag son funciones acotadas, donde ag es el
entero mids pequefio tal que ap > § + %, y que (4) es satisfecha. Ademds, suponga
que H = Hg -+ V(z) no tiene autovalores no positivos y que cero no es una resonancia.
Entonces para cada z fijo, My es un operador autoadjunto compacto en L3R, L2($7~1))
y su norma de operador es menor o igual que uno. Ademds, la funcién =z — Afy es
continua de R" en B(LE(R™,L%(571))), el espacio de Banach de operadores acotados
sobre LE(RF, LE(S"1Y).

Mis atn, la funcién x(¢,w) definida en (23) es para cada z € R” fijo una solucién
a la ecuacién generalizada de Marchenko Newton

XI(tyw) = AIIXZ“!“) + fz(c)w)v (24)
en LA(R*,L2($"1)), donde fz(t,w) estd definida en (17). Ademds, la funcién z —
Xz(t,w) es continua de R™ en L*(R¥, L?(S§7~1)). La funcién ¢ — w- Voxz{t,w) es
también continua de R" en Lz(R+,L2(S"‘1)), donde por V; denotamos al operador

: (.8 a
gradiente Vg = (;;;I,.... 3?;)'

Para cada z € R" fijo, w- Vzxz({,w) es una funcién continua de ¢ € [0,c0) en
L3(8"~1) y satisface la identidad gencralizada el milagro de Newton

V(z) = \/glrilrgw-vzx,(t,w). ’ (25)

Si +1 no es un autovalor de M la ecuacién generalizada de Marchenko Newton
(24) tiene una tGnica solucién en LE(R*, L2(S"~1)). Si tampoco -1 ¢s un autovalor de My
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entonces la norma de operador de M; es estrictamente menor que uno y la dnica solucién
a (24) estd dada por

oo

x:(t,w) = E A\'f:fx(t,w), . (26)

n=0

donde la serie de Neumann en (26) converge absolutamente en L2(R*, L2(§"~1)), unifor-
memente para z en cualquier conjunto compacto de R", y donde &1 no son autovalores
de M. En particular si para alguna § > 0

I+ 122V (2) o = sup 1+ lz) v (2)] < A, (27)
rell"

para A > 0 suficientemente pequefia, -1 no son autovalores de My y la norma de operador
de M es estrictamente menor que uno, y la seric de Neumann (26) es uniformemente
convergente en conjuntos compactos de R",

Mais ain, si por ejemplo V' (z) > 0, entonces obviamente H = Hy + V(z) no tiene
autovalores no positives, y tampoco cero es una resonancia (ver las observaciones después
de la Definicién 3.3).

La reconstruccién de V(z) va como sigue (ver Newton 1980): de la matriz de
dispersién S (k) obtenemos el operador generalizado de Marchenko Newton M. Entonces
resolvemos la ecuacién generalizada de Marchenko Newton (24). Si +1 no es un autovalor
de M la solucién es Uinica y obtenemos el potencial a partir de’la identidad generalizada
de Newton (25). Si -1 tampoco es un autovalor de My la seric de Neumann (20) es
convergente. Sabemos en particular que ::1 no son autovalores de M; para toda z € R"
si A en (27) es suficientemente pequeiia.

Note que por (20), (21) y (23) tomando la transformada de Fourier inversa en t de
xz(t,w) obtenemos las autofunciones generalizadas ¢+ (z, k,w) para toda z € R*, k€ R™,
we Sl

La tesis estd organizada como sigue: En el capitulo 1 damos las definiciones basi-
cas tales como espacios de Banach, espacios H*P, y nociones sobre integracién vectorial;
ademds, citamos algunos resultados explicitando la fuente. En el capitulo 2 damos una
introduccién a la teoria de la dispersién. En los capitulos 3 y 4 consideramos el caso de
dimensiones epaciales n, n > 2 (cuando un resultado sea sélo vélido para n > 3 sera explici-
tamente mencionado).

En el capitulo 3 primero enunciamos algunos resultados cldsicos sobre el principio
del limite absorbente y de la teoria de dispersién estacionaria que usaremos mas tarde.
Aqui seguimos a Agmon 1975. La tcorfa es extensiva a potenciales con singularidades.

En el Lema 3.4 probamos el resultado sobre el decaimicnto de la norma de operador
de la matriz de dispersién menos la identidad que usamos en el.capitulo 4. Directamente
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ligamos la taza de decaimiento de S(k) — I a Jas singularidades del potencial. Obtenemos
Ia mejor taza de decaimiento cuando ¥ (z) no tiene singularidades.

En el Lema 3.5 damos una simple prueba de la relacién de reciprocidad de la matriz
de dispersién basada en la invariancia de reversién temporal.

Entonces estudiamos las propiedades de analiticidad de las autofunciones genera-
lizadas de H = Hp -+ V(z). Aqui seguimos el método introducido por Balslev 1988 en
el caso n = 3. Generalizamos sus resultados y probamos quespara n > 3 las autofun-
ciones generalizadas tienen paraz € R" y w & gn-l fijas una extension meromorfica a
k € C* con polos en kj = -1, donde —qf, J =1,2,3,..., son los autovalores negativos
de H = Hg + V(z). También estudiamos el comportamiento en k = 0.

En el capitulo 4 estudiamos la ecuacién generalizada de Marchenko Newton. En
¢l Teorema 4.3 obtenemos nuestros principales resultados sobre las propiedades del ope-
rador generalizado de Marchenko Newton. Este teorema vale para potenciales V{z) con
singularidades.

En el Teorema 4.6 obtenemos las propiedades de x.({t,c). En particular probamos
que la identidad gencralizada el milagro de Newton es cierta. Entonces completamos la
prueba del Teorema 1.

Esta tesis consiste en el estudio del articulo de Weder 1990 y de los métodos
matemadticos utilizados en ¢l

Como en todos los articulos de investigacién, el nivel tanto de los conceptos como
de las técnicas matemdticas rebasa los conocimientos de un estudiante ordinario de licen-
ciatura. Por lo que uno de los objetivos de esta tesis es explicar de una manera detallada
el articulo en estudio. Para ello; daremos todas las definiciones bdsicas y clementos nece-
sarios (capitulos 1 y 2), ademds desarrollaremos con mayor extensién las demostraciones
en el articulo (apéndices).

La componente original de este trabajo estd en los apéndices, ya que casi todos los
resultados ahi fueron probados por el autor de la tesis.

En cl Apéndice A nos enfocamos hacia los espacios de Banach. Damos primero al-
gunas reglas de manipulacion formal de operadores lineales en espacios vectoriales. Despuds
cstudiamos funciones que toman valores en espacios de Banach definidas en espacios to-
polégicos arbitrarios. Algunas reglas sobre la continuidad débil, fuerte o uniforme de
tales funciones son consideradas. También estudiamos operadores en espacios de Banach,
dlgebras de Banach y espacios de Hilbert. Concluimos este apéndice con una prueba ge-
neralizada sobre el cdleulo del espacio dual de un espacio de Sobolev con peso, Hq 4.

En el Apéndice B realizamos un estudio basado en el Capitulo 3 del libro de Hille y
Phillips 1957, sobre funciones que toman valores operacionales definidas sobre espacios de
medida. Se define el concepto de funcién medible para esta clase de funciones y se define
su integral (integral de Bochner).

En el Apéndice C estudiamos los espacios de Sobolev con peso He s ¥ los operadores
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de multiplicacién que aqui se pueden definir. El cilculo de la familia espectral del operador
Hy se basa en los resultados de este apéndice. Algunas férmulas de interpolacién son
deducidas basadas en e] teorema de tres lineas de Hadamard.

En el Apéndice D estudiamos tres tipos de operadores definidos en espacios de
funciones complejo valuadas definidas en R™. Tales operadores son: la multiplicacién del
argumento de la funcién por una matriz, la translacién del argumento de la funcidn, y los
operadores multiplicacién por una funcién cuyo argumento es el producto de la variable =
por un vector complejo ¢ € C.

En el Apéndice E estudiamos las principales propiedades del operador de Schrodin-
ger H {que es autoadjunto, acotado por debajo,ete.}, vy a su resolvente extendido, R¥(z),
mediante el principio del l{mite absorbente.

El Apéndice E estd avocado a detallar las demostraciones en los Capitulos 3 y 4
en relacién a la matriz de dispersién.

El Capitulo 3 de esta tesis utiliza algunos resultados de Balslev 1988 relacionados
con una generalizacién del principio del limite absorbente. Los Apéndices G y H detallan
algunos puntos al respecto. Propiedades de analiticidad de las autofunciones generalizadas
¢+ son probadas utilizando resultados de Agmon 1975.

Por dltimo, las demostraciones en el Apéndice I hacen explicativos los resultados
sobre el operador de Marchenko Newton generalizado del Capitulo 4.

En relacién a las convenciones sobre la notacidn, las siglas d.e.e.c. denotardn
“donde en este caso”. Cuando se cite algin resultado se hard primero indicando la na-
turaleza del mismo (lema, teorema), después indicando e} nimero del capitulo o nombre
del apéndice, y por dltimo el ndmero de dicho resultado. Por ejemplo, {(L.A.27) denota al
lema 27 en el apéndice A.

Cuando escribamos {#,F} = {—~, +} significaremos que se establece la siguiente
igualdad entre simbolos formales:

+=~F. (28)

Algunos simbolos que emplearemos son:

A Simbolo de conjuncidn, “y".

v Simbolo de disyuncién, “6 ",

P(C) Conjunto potencia correspondiente al conjunto C.

B(z) Bola de radio r y centro en z en el espacio métrico en consideracién,
Xc Funcién caracteristica correspondiente al conjunto C.

D'(R") Espacio de distribuciones en R™.
pole) = (1.4 [af2)9/2,
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Capitulo 1

Nociones preliminares

Espacios de Banach,

1. Espacios normados. Un espacio vectorial X se llama espacio normado cuando
a cada z € X estd asignado un ndmero real no negativo ||z}}, llamado norma de z, de
manera que

(a) iz + yll < |zl + lyll para cualesquicra z e y de X,
(b) llez)) = |clljz|| si z € X y « es un escalar,
(c) l=l} >0siz#0, |z =0®z=0.

Todo espacio normado puede considerarse como un espacio métrico, en el que la
distancia d(z,y) entre z ¢ y es ||z — yl|. Las propiedades caracteristicas de d son:

(s) 0 < d(z,y) < co para cualesquiera z e y,
(t) d(z,y) = 0si, y sélosi,z =1y,
(ii) d(z,y) = d(y,z) para cualesquiera z e y,

(tv) d(z,z) <d{z,y) + d(y, z) para cualesquiera z, y, z.
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Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo en la métrica definida
por su norma; cs decir, toda sucesién de Cauchy es convergente hacia un elemento del
espacio.

Se dice que un subconjunto ¥ C X es un subespacio de X, si Y es también un
espacio vectorial (respecto de las mismas operaciones de X). Se comprueba ficilmente que
esto ocurre, si y sélosi, 0 € Y y

aY + Y CY

para todo par de escalares a y 3.

2. Espacios vectoriales topolégicos. Sea r una topologia sobre un espacio
vectorial X tal que

(a) cada punto de X es un conjunto cerrado, y

(b) las operaciones de espacio vectorial son continuas respecto de .

Diremos que una métrica d sobre un espacio vectorial X es invariante, si

d(z + z,y + z) = d(=z,y)

X es localmente convezo si existe una base topolégica local B cuyos elementos son
convexos.

X es un espacio de Fréchet si su topologia v estd inducida por una métrica d
invariante y completa, y es localmente convexo.

3. Aplicaciones lineales acotadas. Sean X e Y espacios vectoriales topoldgicos
y A&:X — Y una aplicacién lineal. Se dice que A es acotada si transforma conjuntos
acotados en conjuntos acotados, es decir, si A(E) es un subconjunto acotado de ¥ para
cada conjunto acotado E C X.

4. Definicién. El espacio dual de un espacio vectorial topolégico X es el espacio
vectorial X* cuyos elementos son las formas lineales continuas en X.

6. Definicién. Secan 1 un abierto de C, y X un espacio vectorial topolégico
complejo.

(a) Una funcién f:Q — X es débilmente holomorfa en (1 si para toda A € X* la
funcién Af es holomorfa en sentido ordinario.

(6) Una funcién f:0 — X es fuertementc holomorfa en 0 cuando existe
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limg—, L2)=1)
(en la topologfa de X) para todo z € 0.

8. Notacién. Si X e Y son espacios vectoriales topolégicos, se denota B(X,Y)
al conjunto de todas las aplicaciones lincales acotadas (u operadores) de X en Y. Por
brevedad, B(X, X) se representa por B(X). Con las definiciones habituales de suma
y multiplicacién de funciones por escalares, cada B(X,Y) es un espacio vectorial. En
general, B(X,Y) puede dotarse de estructura de espacio vectorial topoldgico de muchos
modos.

7.. .Notacién. Si T aplica X en Y, el nicleo y la imagen de T se denotarin,
respectivamente, N(T) y R(T). Explicitamente,

N(T)={z€ X:Tz =0},
R(T)={y€Y:Tz =y paraalgin z € X}.

8. Definicién. Sean X e Y espacios de Banach, y U la bola abierta unitaria de
X. Se dice que un operador T € B(X,Y) es compacto cuando la adherencia de T(U) es

compacta en Y. Denotamos por Bo(X,Y) al conjunto de todos los operadores compactos
de B(X,7).

9. Proyecciones. Sea X un espacio vectorial. Se dice que una aplicacién lineal
P:X — X es una proyeccion cuando

Pr=p,
es decir, si P(Pz) = Pz para todo z € X.

10. Definicién. Un dlgebra compleja es un espacio vectorial A sobre el cuerpo
complejo C en el que estd definida una multiplicacién que satisface

z{yz) = (zy)z, (1)

(z+y)z = zz + yz, z(y + 2) = zy + zz, (2)
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afzy) = (az)y = z(ay) {3)
para cualesquiera z, y y z de A y para todo escalar a.

Si, ademas, 4 es un espacio de Banach respecto de una norma que satisface la
desigualdad multiplicativa

lzvll <llzliilvlf (=€ 4, ve d) (4)

v si A contiene un elemento unidad e tal que

ze=ex=z {(z€A4) {5)

flelf = 1, (6)
entonces 4 se llama dlgebra de Banach.

Si z € A, el espectro o{z) de z cs el conjunto de todos los niimeros complejos A
tales que Ae — z no es invertible. El complementario de o(z) es el conjunto resolvente de
z; estd formado por todos los A € C para los cuales (Ae — z)™! existe.

El radio espectral de z es el nimero

p(z) =sup{|Al: A € o(z)}. (M

Es el radio del menor disco circular en C centrado en 0, que contiene o(z). Naturalmente,
(7) no tiene sentido cuando o(z) es vacio.

La funcién operador-valuada

R(€) = R(E,T) = (T - &) 8
es llamada el resolvente de T'.

Encontramos necesario considerar operadores T' no necesariamente definidos para
todos los vectores del espacio dominio. Por tanto definimos un operador T' de X a ¥ como
una funcién que manda a cada vector u en una cierta variedad lineal D de X a un vector
v = Tu y que satisface la condicién de linealidad para todo uy,uy € D. D es llamado
el dominio de definicidn, o simplemente el dominio, de T y es denotado por D(T). Si
D(T) es denso en X, T se dice que es densamente definido. Si D(T) = X, T se dice que
estd definido sobre X. Si Y = X, diremos que T es un operador en X.

Sea T" un operador de X a Y. Una sucesién u,, € D(T) se dice que es T'-convergente
(a v € X) si tanto {un} como {Tun} son sucesiones de Cauchy {y up — u). Escribiremos
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up pu para denotar que {u,} es T-convergente a u. T se dice que es cerrado si uppu
implica que v € D(T) y Tu = limTupn; en otras palabras, si para cualquicr sucesién
up € D(T) tal que up — uwy Tuy — v, u pertenece & D(T) y Tu = v. En apariencia la
cerradura recuerda a la continuidad, pero en realidad las dos nociones son muy diferentes.

El conjunto de todos los operadores cerrados de X a Y serd denotado por C(X,Y).
También escribimos C(X, X) = C(X).

Un operador T de X a Y se dice que es cerrable si tiene una extensién cerrada.
Es equivalente a la condicién de que el grafo G(T) sea una subvariedad de una variedad
lineal cerrada la cual es al mismo tiempo un grafo. Se sigue que T' es cerrable st y sélo
si la cerradura G(T') de G(T') es un grafo. Somos por tanto conducidos al criterio: 7' es
cerrable si y sélo si ningin elemento de la forma {0, v}, v # 0, es ¢l limite de elementos de
la forma {u,Tu}. En otras palabras, T es cerrable st y sélo si

up € D(T), tn -0 y Tu, —v implican v=0 (9)

Considere un operador T de X a Y y un operador S de Y* en X*. T y S se dice
que son adjuntos entre sf si

(9.Tu) = (Sg,u), weD(T), g€ D(S). (10)

Sean T y A operadores con el mismo espacio dominio X (pero no necesariamente
con el mismo espacio rango). Suponga que D(T) C D(4) y, para cualquier sucesién un €
D(T) con ambas {un} ¥ {Tun} acotadas, {Au,} contiene unz’ subsucesién convergente.
Entonces A se dice que es relativamente compacto con respecto de T o simplemente T'-
compacto.

Diremos que un escalar A pertencce al especiro esencial 0.(A) de Asi A € (A +K)
para cada operador K compacto sobre X. Por tanto

o.(d)= [\ o(A+K). (11)
KeBo(X)

11. Definicién. Un dlgebra de Banach con una involucién z — z* que satisface

flzz*fl = fl=]® (12)

para cada z € A se llama una B*-dlgebra.

12. Definiciones. Un espacio vectorial complejo H se llama un espacio con
producto interior {0 espacio unitario) si a cada par ordenado de vectores z e y de H
estd asocizdo un nimero complejo (z,y), llamado producto interior o producto escalar de
z e y, de manera que se verifican las siguientes reglas: .
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(a) (v,z) = (z,y). (La barra denota conjugacién compleja).
() (z+y:2) = (z.2) + (v,2).

(c) (az,y)=ca(z,y)size H,ye H,acC,

(d) (z,z) >0 paratodoz € H.

(¢) (z,z) =0 solamente cuando z = 0.

Todo espacio con producto interior puede normarse definiendo
Izl = (z,2)*/2.

Cuando el espacio normado que resulta es completo, se dice que es un espacio de Hilbert.
Y

13. Teorema. Si M cs un subespacio cerrado de H, entonces
H=Me M.

La conclusién es, de manera mds explicita, que M y M~ son subespacios cerrados
de H cuya interseccién es {0} y cuya suma es H. El espacio ML se lama complemento
ortogonal de M.

Considere dos espacios unitarios H y H'. Una funcién complejo-valuada ¢[u,u’]
definida para u € H y v/ € H' es llamada una forma sesquilinear sobre H x H' si es lineal
en u y semilineal en u'. Sien particular H' = H, hablamos de una forma sesquilineal sobre
H. El producto interior en H es un caso especial de forma sesquilineal sobre H. Para una
forma sesquilineal general ¢[u,v] sobre H, no hay relacién entre t{u,v| y ¢[v,u] de tal forma
que la forma cuadrdtica t{u] = t{u,u] no necesita ser real-valuada. En cualquier caso, sin
cmbargo, tenemos la relacién (principio de polarizacidn)

tluyv] = (o +v] = tle = o] + tfu + 10] — tfu = 0] (13)

Por tanto la forma sesquilineal de ¢{u,v] estd determinada por la forma cuadritica asociada
t[u]. En particular t[u,v] = 0 idénticamente si ¢[u] = 0 idénticamente. ¢[u,v] es llamada la
forma polar de t[u].

14. Familias ortonormales completas. No definimos la nocién de base en un
espacio de Banach general. En un espacio de Hilbert, una farnilia ortogonal completa juega
el papel de una base.

Vamos a considerar un operador compacto arbitrario T € Bo(H, H') donde H' es
otro espacio de Hilbert. Dado que T*T es un operador compacto simétrico no negativo en
H, tenemos la expresién espectral (note que los autovalores de T*T son no negativos)

8

T*T =3 of(,pr)er, (0):0%) = 5k (14)

Ed
1

1
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donde T* Ty = a’igck, k=1,2,...ya;>ay>--+>0. Sea

=0T e H', k=1,2,.... (15)

Los so'k forman una familia ortonormal en H', pues (L,p?,«,o;c) = (txjak)"l(Tgoj,T«pk) B
(a]-ak)'l(T'Ttpj,gok) = aja;l(c,aj.pk) = b;g. Ahora afirmamos que

T =3 apl sor) Pk (16)

oo
=1

P

Sea T € B(H, H') y definamos

1/2, (17)

i = (3 7o)

donde {pk} es una familia ortonormal completa en H. Si la serie al lado derecho de (17)
no converge, hacemos [T}y = co. ||T'|{2 ¢s Hamada la norma Schmidt de T,

La norma Schmidt es independiente de la eleccién de la familia {©} empleada en
la definicién. Para ver esto notamos que

SlTed? = E 5T en o)l = £ Ellon T )1 =
) J

= Tl (18)
7

donde {(p;} es una familia ortonormal completa en H'; el cambio de orden de suma en
(18) estd permitido porque todos los términos involucrados son no negativos. El miembro
izquierdo de (18) cs independiente de la particular familia {go‘l’-}, mientras que el miembro
derecho es independiente de la particular familia {©}. Por lo tunto ambaos miembros son
independientes de la eleccién de {pg} o {zp;}

El subconjunto de B(H, H') consistente en todo T con ||Tfls < oo es Hamado la
clase de Schmidt; y sera denotada por Bo(H, H').

Si I' = T'*, entonces T sc llama autoadjunto.

15. Operadores normales. Se dice que un operador lincal (no necesariamente
acotado) T en H es normal cuando T es cerrado, densamente definido y

T*T =TT*.
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Los siguientes resultados estdn en Rudin 1979.

Teorema 1.10. Sean K y C dos subconjuntos de un espacio vectorial topolégico X
tales que K es compacto, C es cerrado y K N C = ¢. Entonces 0 tiene un entorno V tal
que

(K+V)N(C+V)=¢.

Teorema 1.15. Todo subconjunto compacto K de X es acotado.

Teorema 8.17. Sea V un entorno de 0 en un espacio vectorial topolégico separable
X,y sea {Ap} una sucesién en X* tal que

Anz| €1 (zeV,n=1,2,3,...).

Entonces existe una subsucesién {A,;} y un A € X* tales que

Az =lim;_,,An;z (2 € X).

Teorema 8.91. Scan (1 un conjunto abierto de C y X un espacio de Fréchet com-
plejo, y supongamos que

0= X

es una funcién holomorfa débilmente. Entonces f es fuertemente holomorfa en 1.

Teorema 4.10. Sean X e Y espacios normados. A cada T € B(X,Y) le corresponde
un dnico T* € B(Y™*,X*) que verifica

< Tz,y* >=<2z,T'y" >

cualesquiera que sean z € X e y* € Y*. Ademds, se verifica
. 'y

Izl = 1Til.

Teorema 4.18. Sean X ¢ Y espacios de Banach. Entonces los operadores compactos
forman un subespacio cerrado de B(X,Y) en la topologia nérmica.

Teorema 4.85. Sea X un espacio de Banach, T € B(X), y supongamos que T sea
compacto. Si A # 0y A € o(T) entonces A es un valor propio de T y A es un valor propio
de T con la misma multiplicidad.
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Sea A un ilgebra de Banach; sea G = G(A4) el conjunio de todos los elementos
invertibles de A

Teorema 10.12. Si A es un dlgebra de Banach, entonces G(A) es un subconjunto
abierto de A, y la aplicacién £ — z~! es un homeomorfismo de G(A4) en G(A).

Teorema 11.28. Toda B*-&lgebra A es tal que si £ € A es normal, entonces p(z) =
fl=ll.
Teorema 12.7. Si T € B(H) y (Tz,z) = 0 para todo z € H, entonces T = 0.

Teorerna 12.14. Cada una de las tres propiedades siguientes de una proyeccién
P € B(H) implica las otras dos:

(a) P cs autoadjunta.
(b) R(P)= N(P)+.
(¢) (Pz,z) = ||Pz|? para todo z € H.

Teorema 19.91. Sca A un operador autoadjunto en H. (Az,z) > 0 para todo
z € D(A) (brevemente: A > 0) si y sélo si o(A4) C [0,00).

Ll siguiente resultado estd en Royden 1969.

Proposicion 6.4. Un espacio lineal normado X es completo si y sélo si cada serie
absolutamente sumable es sumable.

Los siguientes resultados estdn en Kato 1976.

Teorema III.4.8. El producto de un operador compacto con un operador acotado es
compacto. Més precisamente, sean T € Bo(X,Y)y A € B(Y, 2), B€ B(W,X),W,X,Y, Z
siendo espacios de Banach. Entonces AT € Bo(X, Z) y TB € Bp(W,Y).

Teorema II11.5.20. Un operador cerrado T de X a Y con dominio X es acotado.
En otras palabras, T € C(X,Y) y D(T) = X implican que T € B(X,Y).

Teorema II1.5.28. Sean T'de X aY y S de Y* a X* adjuntos entre si. Si uno de
T o S es densamente definido, el otro es cerrable.

Teorema IIL6.7. p(T) es un conjunto abierto en el plano complejo, y R(£) es
(puntualmente) holomérfica para £ € p{T). (“Puntualmente” toma en cuenta que p(T) no
necesita ser conexo.) Cada componente de p{T) es el dominio natural de R(€) (R(£) no
puede ser continuada analiticamente maés alld de p(T)). ’

Teorema IV.5.95. El espectro esencial es conservado bajo una perturbacion relati-
vamente compacta. Mds precisamente, sea T € C(X) y sea A T-compacto. Entonces T'y
T -+ A tienen el mismo espectro esencial.
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Ejemplo 1X.1.6. Si X =H es un espacio de Hilbert y T = 1H con H un operador
autoadjunto, tanto 7" como —T satisfacen las condiciones

1) T € C(X) con dominio D(T') denso en X.

1) El eje real negativo pertenece al conjunto resolvente de T, y el resolvente
(T + &)~ ! satisface la desigualdad

T+ <16 €>o.
Por tanto U{t) = e~ T est4 definido para —o0 < t < +00 y satisface

%U(t)u =-U{Q)Tu=-TU(t)u, t>0, u& D(T).

Se sigue que

Ut +s) =U)U(s), s,t>0.

se satisface para s, reales, positivos, negativos o cero. En particular U(t)U(~t) = U(0) =
1, asi que ||U(t )u{] = {lufj y U() es isométrico. Dado que U(t) ™ = U(-t) € B(H), U(t)

es incluso unitario: U(t) = ¢ forman un grupo unitarto.
Integracién vectorial,

Nos concernerdn funciones vector-valuadas z(o) definidas en algin conjunto abs-
tracto C a un espacio de Banach X, Por tanto a cada punto ¢ € C corresponde un inico
vector z{o) perteneciente a X. En el caso en que el espacio de Banach sea el espacio de
operadores lineales acotados de X a ¥, esto es B(X,Y), hablaremos de la funcién como
una funcién operador-valuada y la denotaremos por U(c).

La siguiente definicidn estd en Hille 1948.

Definicidn 3.2.9. z(e) se dice que es scparablemente-valuada si su rango R = z(S)
es separable. Es casi separablemente-valuada si existe un conjunto nulo Sy en S tal que
z(S — Sp) es separable.

Las siguientes definiciones estdn en Hille y Phillips 1957.

Definicion 8.5.4. (1) z(o) se dice que es débilmente medible en C si las funciones
numéricamente-valuadas z*{z(0)| son medibles para cada z* € X*. (2) z(0) es fucrtemente
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medible si existe una sucesién de funciones numerablemente-valuadas convergente en casi
todo punto en C a z(o).

.-

Definicion 3.5.5. (1) La funcién operador-valuada U(o) se dice que es uniforme-
mente medible en C si existe una sucesién de funciones operador-numerablemente-valuadas
en B(X,Y) convergente casi dondequiera a U(o) en la topologia uniforme de operadores.
(2) U(o) es fuertemente medible en C si la funcién vector-valuada U(o)[z] es fuertemente
medible en el sentido de la Definicién 3.5.4 (2) para todo z € X. (3) U(o) es débilmente
medible en C si y*{U(0)[z]} es medible para toda z € X, y* € Y*.

Definicion 8.7.2. Una funcién numerablemente-valuada z(0) sobre C a X es inte-
grable (Bochner) si y sélo si [|z(o)]| es integrable (Lebesgue). Por definicién

B) zodm:gasz'_iE
(8) [ (o) > mn(Ben £)

donde z(o) = z sobre £, C C (k = 1,2,---).

Definicidn 8.7.8. Una funcién z(o) sobre C a X es integrable (Bochner) si y sélo si
existe una sucesién de funciones numerablemente-valuadas integrables {zn(c)} convergente
casi dondequiera a z(o) y tal que

lim A ilz(e) — zn(o)]jdm = 0.

n—oo

Por definicién
(B) [y =(e)dm = lim (B) [ za(0)dm
para cada E en la o-dlgebra de C.
Los siguientes resultados estdn en Hille 1948.
Teorema 3.2.2. z(a) es fuertemente medible en C si y s6lo si es débilmente medible

y casi separablemente-valuada.

Teorema 3.2.3. (1) Si z(a) e y(a) son fucrtemente medibles en C y v, 72 son
constantes, entonces vyz(a) + voy(a) es fuertemente medible. (2) Si f(a) es una funcién
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numéricamente-valuada finita que es medible (Lebesgue), entonces f{a)xz(a) es fuertemente
medible si z{«a) tiene esta propiedad.

Teorema 8.8.1. Una condicién necesaria y suficiente para que U(a) sea (1) fuerte-
mente medible es que U(a) sea débilmente medible y que U{a)[z] sea casi separablemente-
valuada en X para toda z € X; (2) uniformemente medible es que U(a) sea débilmente
medible y casi separablemente-valuada en B(X).

El siguicnte resultado aparece en Hille y Phillips 1957.

Teorema 9.7.4. Una condicién necesaria y suficiente para que z(c) de C a X sea
integrable (Bochner) es que z(o) sea fuertemente medible y que f¢ ||z(o}]|dm < oo.

Espacios HP,

Los siguientes resultados estén en Royden 1969.

Proposicién 2.8 Cada conjunto abierto de nimeros reales es la unién de una co-
leccién numerable de intervalos abiertos disjuntos.

Teorema 8.20 Sea < fn > una sucesién de funciones medibles (con el mismo domi-
nio de definicién). Entonces la funciones sup{f1,..., fu}, inf{/f1,..., fn}, suPy fn, infu fu,
limfp y limf, son todas medibles. '

16. Ejemplo. Cuando los espacios dominio y rango X, Y son espacios de funciones
tales como C(E), LP(E), un operador T definido por la multiplicacién por una funcién fija
es llamado un operador multiplicacion. Por ejemplo, sca X = L?(E), Y = LY(E) y defina
T por Tu(z) = f(z)u(z), donde f(z) es una funcién complejo-valuada medible fija definida
sobre E. D(T) debe ser tal que u € D(T) implique fu € LI(E). Si D(T) es maximal con
esta propiedad [esto cs, D(T') consiste en todas las u € LP(E) tales que fu € LY(E)], T es
lamado el operador multiplicacién mazimal por f(z). T es invertible si y sélo si f(z) # 0
casi dondequiera en E. Si en particular p = g, el operador multiplicacién maximal T
estd definido sobre la totalidad de LP(E) si y sélo si f(z) es esencialmente acotada sobre
E.

17. Ejemplo. Un operador de la forma

Tu(y) = v(y) = [t 2)u(z)dz, yeF, (19)
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es llamado operador integral con kernel t(y,z). t(y,z) es una funcién complejo-vaiuada
definida para z € E, y € I (E, F son, por ejemplo, subconjuntos de espacios euclideanos,
no necesariamente de la misma dimensién). Si X e Y son espacios de funciones definidas
sobre E y F respectivamente, digamos X = LP(E) ¢ Y = LI(F}, entonces (19) define un
operador T' de X a Y con una apropiada especificacién de D(T'). D(T) debe ser tal que
para v € D(T), la integral a la derecha de (19) exista (en un sentido apropiado) para casi
toda y y el resultado v(y) pertenezca a Y. Si D(T') consiste exactamente de todas esas u,
T es llamado operador integral mazimal definido por el kernel d'ado.

18. El simbolo 1 denota un conjunto abierto en un espacio Euclidiano n-
dimensional real, R™.

Si 0 < X < 1, definimos C™*(1) como el subespacio de C™({1) consistente en
aquellas funciones ¢ para las cuales, para 0 £ |a| < m, D%¢ satisface en {1 una condicién
de Holder de exponente A, esto es, existe una constante K tal que

[D?¢(z) - D*S(w)| < K|z —u,  zyeQ

C™*Q) es un espacio de Banach con la norma dada por

{D(z) — D*¢(y)|

= a -
fiélloma gy 0<rlr§f<c suplD ¢($)l+ x| sup z—yP

Es claro que C™(T1) ¢ C™FL(T).

Para una funcién ¢(z) la cerradura del conjunto de puntos para los cuales ¢(z) # 0
es llamado el soporte de ¢ y denotado por supp ¢. C°(R") denota al conjunto de funciones
que son infinitamente diferenciables en R". Por C§°{R") denotaremos al conjunto de
funciones ¢ € C®°(R") tales que supp ¢ es acotado. Si u es una funcién definida en R",
y si z € R™, Tyu es la funcién definida por

(Tzu)(y) = uly + z), (20)

Dado un t € R", el cardcter ¢ es la funcién definida
er{z) = et = exp{1(tjzy 4+ - + taza)}  (zERM).
Todo e; verifica la ecuacién funcional

ez +y) = er(z)e(y).
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Asf pues, €; es un homomorfismo del grupo aditivo R® sobre el grupo multiplicativo de los
nimeros complejos de médulo 1.

La transformada de Fourier de una funcién f € L}(R™) es la funcién § definida
mediante
fe) =@m) ™ fgnfee  (teRM.

La aplicacién que lleva f a f sc denomina transformacidn de Fourier.

19. Funciones de decrecimiento ripido (espacio de Schwartz). Consiste
en las funciones f € C®(R") que verifican la condicién

sup sup. (1+ |1:|2_)N|(D°‘f) (z)} < (21)
|ajg ¥ zeR
para todo N = 0,1,2,.... (Recordemos que {z|* = $z?.) Dicho de otra forma, se exige

que P - D%f sea una funcién acotada sobre R", cualesqmera que sean el polinomio P y el
multi-indice . Puesto que esta condicién se cumple con (1 + |z*+€)P(z), € > 0, en lugar
de P(z), resulta que toda P . D®f pertenece a L!(R").

Las funciones de decrecimiento rdpido forman un espacio vectorial que se denota
J; en el cual la coleccién numerable de seminormas (21) define una topologia localmente
convexa.

20. Los espacios H*P, En esta seccidon definiremos clases de funciones que son
importantes en la teorfa de las ecuaciones diferenciales parciales. Para v €d; s real y
1 < p < oo definimos

Ivllap = IF((L + €[22 Fo] . (22)

Uno checa ficilmente que ésta es una norma sobre of- y que |[v(lg,, es meramente la norma

L? de v. Por tanto para cada s y p, 4 es un espacio vectorial normado bajo la norma

(22). H*? denota la completacién de 4 bajo 1a norma (22). -

C%(R") denota al conjunto de funciones en C*°(R") tales que todas sus derivadas
estdn acotadas en R™.

Sea
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P(&)= 3 au* (23)

|ujsm
un polinomio de grade m. (Recuerde la notacién: p = (uy,...,4n) es un multi-indice de
enteros no-negativos, |u| = gy + ...+ pon, E= (€y,..., &) y EF = €11 g0

Los coeficientes de P(£) pueden ser nimeros complejos. Correspondiendo al poli-
nomio P(€) podemos formar un operador diferencial como sigue. Sea

Dy = —18/0zy, 1<k<n, (24)
D=(Dy,...,Dun) ¥
D* = Di...Din. (25)

.

Entonces definimos al operador diferencial parcial de orden m

P(D)= Y auDM (26)

lul<m

P(¢) es ltamado el polinomio correspondiente al operador diferencial P(D).

21. Operadores elfpticos. Una muy importante clase de operadores diferenciales
es el conjunto de operadores elipticos. El operador P(D) dado por (26) es llamado eliptico
si la dnica solucién real de

Pm(f) = Z a;:f“ =0 (27)

lui=m

es £ = 0. El operador P(z, D) dado por

P(z,D) = z a,‘(z)D“, i (28)
|plsm

es llamado eliptico en un punto z si la dnica solucién real de Pm(z,€) =0es £ = 0. El
operador P(z, D) es llamado eliptico en una regién {1 C R" si es eliptico y de orden m en
cada punto z € N

Sea P(D) = P(Dy,...,Dy) un operador diferencial parcial con coeficientes cons-
tantes de orden m, actuando sobre funciones sobre R". Denotamos su parte principal por
Pr(D). El operador P se dice que es de tipo principal si
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grad Pn(€) #0  para V€ € R™\ {0f, (29)

Claramente un operador eliptico es también un operador del tipo principal.

Diremos que un nimero z € C es un valor critico de P si existe un §y € R" tal
que P(&) = z, grad P(&) =0.

Denotaremos al conjunto de todos los valores criticos de P por A¢(P). Si P(£) es
un polinomio homogéneo de grado > 2 entonces A.(P) consiste de un dnico punto {0}.

Los siguientes resultados estdn en Kato 1976.

Ejemplo II1.2.11 El operador multiplicacién maximal del ejemplo 16 para g = p es
acotado si y sélo si f{z) es esencialmente acotada sobre E; tenemos que |T|| = || f|lco-

Ejemplo V.2.19 Operadores integralés del tipo Schmidt. Sca t{y,z) un kernel de-
finido para z € E, y € F, donde E, F son conjuntos medibles de espacios euclideanos, y
sea

lell® = |t(y, 2)[*dzdy < co.

L‘xF

Entonces el operador integral con kernel t(y,z) define un operador T € By(H, H') donde
H=L}E)y H = L}(F).

Para ver esto primero notemos que la expresién formal (19) para Tu define un
operador T € B(H,H'). Para mostrar que T € Bo(H, H'), consideramos {px(z)} v
{tpg(y)} dos familias ortonormales completas en H y H', respectivamente. Tenemos por
(17) ¥ (18)

I = 2 (Ton el = 5 Tt ez

= 1w a)edy = o, (@

donde hemos usado el hecho de que las funciones <pk(z)<p;(y) forman una familia ortonor-
mal completa en el espacio de Hilbert L2(E x F).

Sean s(y, z),t(y,z) € LYE x F) y definamos los operadores integrales asociados
S,T € By(H, H') como arriba. Entonces

(8,T) = Effos(y,x)t(y,z)dzdy; (b)
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esto se sigue de (a) por polarizacién. (b) muestra que t — T es una transformacién
isométrica de L2(E x F) en By(H, H'). Realmente esta transformacién es unitaria: cada
T € By(H, H') s obtenido de este modo por un kernel ¢t € L?(E x F). Para ver esto es
suficiente recordar la expansién candnica {16) de T, la cual converge en norma || [|2. Dado
que la suma parcial de esta expansién es un operador integral con kernel

n

nlynz) = 5 apph(y)or(z) con |talf? =
k=1 k

2
ak,

M:

Il

1
se sigue que T' es un operador integral con el kernel t(y, z) el cual cs el limite en L2{E x F)
de tn(y, z).

Los siguientes resultados estdn en Rudin 1979.

Teorema 7.2 Sean f,g € L}(R™). Entonces

()) (Tzf) =efs —

(b) (ezf) =T-zf.

Teorema 7.9 Existe una isometria lineal F de L2(R"™) sobre L2(R") , univocamente
determinada por la condicién de que

Ff=f para todo f € 4f:

Los siguientes resultados estin en Schechter 1971.

Para 1 < p < co hacemos que p' denote p/(p — 1), para p = 1 hacemos p' = co y
para p = oo hacemos p' = 1.

Teorema 2.2.9 Si u € L? para 1 € p < 2, entonces

Jiwl<r ¢ P u(z)dz

! . .
converge en LP cuando R — co. Si hacemos que Fu denote el limite, entonces

Fullpe < fiellp

(Fu,v) = (u, Fv), ved:
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Teoremna 2.4.1 Si 1; < p < o y si F es un funcional lineal acotado sobre H%?,
entonces hay un v € H™%? tal que

Fu = (u,v), u€ HoP,

ol s = 11l

Teorema 2.4.6Si1 < p<oo,u€ H*P y v e CFP(R"), entonces uv € H4P y
ffuvlls,p < Cliufla,ps

donde la constante C no depende de u.
Teorema 2.{.11 Para cada s y 1 < p < o0, C§°(R") es denso en H*?,

Teorema 8.1.2 Si u € H*? entonces
FIP(D)u] = P(€)Fu

Corolario {.2.2 Paral < p < o
{Pop)* = Poy.

Corolario 4.2.8 Py es un operador normal. Si los coeficientes de P(£} son reales,
entonces Py es autoadjunto.

Corolario 4.9.8 0.(Poz) = 0(Poz) y consiste en la cerradura del conjunto de valores
asumidos por P(£) para £ real.

Ejemplo §.5.8 El operador de Laplace P(¢) = —(€F +... + £2). Bste es eliptico y
o(Fp) consiste en el eje real negativo.

Lema 6.4.9 Si P(D) es un operador eliptico de orden m, entonces

D(P) = H™?
El siguiente resultado estd en Adams 1975.
Un dominio abierto @ C R" tiene la propiedad de cono si existe un cono finito C

tal que cada punto z € {1 es el vértice de un cono finito C; contenido en 1 y congruente
con C. (Note que C; no necesita ser obtenido de C por translacién paralela, sélo por

movimiento rigido).
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Teorema 5.4 (El teorema de inclusion de Sobolev). Sean j y m enteros no negativos

y sea p tal que 1 < p < co. Suponga que mp > n. Entonces
HITE(RR) — CRH(RM).

Los siguientes resultados estdn en Agmon 1975,

Teorema A.1Sea P(D) un operador diferencial con coeficientes constantes de orden
m y del tipo principal. Haga m' = m si P es eliptico, y m’ = m — 1 en otro caso. Sea K
un conjunto compacto en C \ A.{P) y sea s > 1/2. La siguiente estimacién vale

Nulfmt, - < CH(P(D) ~2)ullo,, z€K

Yu € Hn(R™) donde C cs alguna constante que no depende de z ni de u.

Observacion A.2 Uno puede probar la siguiente forma mds brillante del Teorema

Al Sea Ac(P)s = {z € Cudist(2,A.(P)) < 5} Entonces para cualquier s > 1/2y 6§ >0
existe una constante C = C, 5 tal que

3 (lol + pytmt=lel/mypey )y < CI(P(D) - 2)ullo,s
la|<m
Yu € Hp(R") y Vz € C\ A.(P)s.
Sea B, = {z € R":|z] < r}.

Teorema C.1 Sea u(z) una funcién en Ho(B;). Suponga’que u verifica la ecuacién
diferencial

-Au+q(z)u = f(z) en By
donde ¢ y f pertenecen a Lz(Bl).

Suponga también que existe un nimero 0,0 < 0 < %, y constantes positivas Q y
F tales que

sup f la(y)Ply — =/~ +dy < Q7
z€8,'B1

sup [ 17()Fly = 2" Hay < P2,
z€B, Y B1
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Entonces u es una funcién Holder continua en Bj. Para cada 0 < r < 1 la siguiente
estimacién vale

lullgs(py) < Cr(@ +1)* (lullaay + F)

donde v es una constante positiva dependiendo sélo de ¢ y n, y Cr es una constante
dependiendo s6lo de 8, n y r. Aqui

- | u(z) — u(y)|
lullge(s,y = e fu(e)l + }S‘IEP -
yi<r

También tenemos

el iy (s,) < Cr(@ +0)* (lull 25, + F)-
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Capitulo 2

Introduccion a la teoria de la dispersién

Descripcién de los experimentos de dispersién.

En este capitulo daremos una breve descripcién de los principales experimentos de
dispersién con el objeto de obtener una nocién de las cantidades que fntimamente ligan las
observaciones con la parte formal de la teorfa.

Hay muchas variedades diferentes de experimentos de dispersién. Todos tienen
ciertos elementos en comun los cuales exhibiré en un caso simple ilustrado esquemaética-
mente en la Figura 1. Esta representacién exhibe las cuatro partes esenciales que pueden
ser identificadas en casi todo experimento de dispersién. Estos cuatro ingredientes son la
fuente S, el aparato preparatorio P, el blanco T y el detector D.

P
Figura 1.Representacion esquemndtica de un ezperimento tipico
de dispersidn. ’

T
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La fuente S produce particulas que van a interactuar con las particulas en ¢l blanco
T. Es importante que la fuente pueda producir particulas bajo condiciones pricticamente
idénticas y bien definidas, porque todos los experimentos de dispersién involucran medi-
ciones repetidas sobre sistemas idénticamente preparados. El aparato preparatorio P (e.g.
un colimador, un espectrémetro de haz o un polarizador) sirve para definir las condiciones
iniciales de las particulas incidentes, en particular su momenta, con una precisién tal que
sea compatible con una intensidad suficiente para dar una razogable taza de conteo.

El blanco T contiene las particulas que se supone interactuaran con las particulas
incidentes. Las condiciones del blanco pueden tener efectos muy importantes sobre la taza
de conteo y deben ser conocidas y consideradas con el objeto de relacionar las observaciones
y las interacciones individuales.

El detector D estd localizado de tal modo que detecta sélo particulas que son dis-
persadas por el blanco. Esto es, el detector no debe responder si el blanco es retirad..
Esto no siempre es posible en la prictica, ya.sea porque el haz incidente no estd suficien-
temente bien colimado o porque hay dispersién residual en el material circundante. Tales
cfectos dan lugar a correcciones que pueden ser determinadas por calibracién cuidadosa
del detector. . -

Es también importante que el detector esté localizado suficientemente lejos del
blanco de tal manera que la interaccién entre las particulas dispersadas y el blanco sca
despreciable cuando las particulas son detectadas. El detector tendrd en todos los casos
un dngulo finito de resolucién. Para un andlisis detallado del experimento es deseable
tener este dngulo tan pequefio como sea posible. Hay limites pricticos a esto pues un
muy pequeio dngulo de resolucién nuede ser incompatible con una exactitud estadistica
suficiente. Las mismas consideraciones limitan la precisién del aparato preparatorio.

Las caracteristicas fisicas de los sistemas de dispersidn.

La descripcién precedente de experimentos tipicos de dispersién muestra que las
caracteristicas esenciales de un sistema de dispersién pueden ser expresadas como sigue:

En un proceso de dispersién podemos distinguir tres estados en la evolucién tempo-
ral del sistema. En el primer estado el sistema es preparado en el pasado remoto. Durante
este estado la particula incidente y la particula blanco son supuestas tan alejadas la una de
la otra que su interaccién mutua es despreciable y por tanto no tiene practicamente efecto
sobre la evolucién de cada particula. Esta suposicién es siempre hecha en la interpretacién
de experimentos tipicos de dispersién donde las condiciones iniciales son los valores de un
conjunto de cantidades fisicas que se supone caracterizan a las particulas libres (e.g. mo-
menta, spins, masas). Por tanto uno espera que en ¢l pasado remoto el estado del sistema
evolucione de acuerdo a las leyes pertenecientes a las particulas libres.
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Durante el segundo estado las particulas interactdan entre si y la evolucién esta go-
bernada por una ecuacién de movimiento para la cual el término de interaccién juega un
papel esencial. Es de hecho esta interaccidn la que produce la dispersién.

Durante el tercer estado uno encuentra la misma situacién que en el primero. De
hecho, después de que la dispersién ha ocurrido, las particulas se separan la una de la otra
de tal forma que de nuevo la interaccién no tiene practicamente efecto sobre la evolucién
futura de los estados. En el futuro distante el detector observa el nuevo estado de las
particulas el cual fue producido por la dispersién.

La condicién para que los estados que describen eventos de dispersién puedan ser
caracterizables a grandes tiempos positivos y grandes tiempos negativos por cantidades per-
Con el objeto de expresar esta condicién en un lenguaje matemadtico, necesitamos estudiar
la descripeidn de la evolucion temporal de sistemas mecano-cudnticos e introducir una to-
pologia (o una nocién de convergencia) la cual servird para expresar la diferencia entre el
sistema real y un sistema libre en el pasado remoto y en el futuro distante. Esto serd hecho
en el curso de la siguiente seccién.

La condicién asintdtica.

El objetivo de esta seccién es presentar una formulaciéon matematica precisa de la
condicién asintética de la teoria de la dispersién. Consideramos aqui el caso mds simple
posible, i.e. cuando un sistema de dispersién estd completamente descrito por dos grupos
uni-paramétricos unitarios continuos {U;} y {V;} actuando en un espacio de Hilbert H
formado por todos los estados (puros) posibles del sistema fisico bajo consideracién. El
grupo {Uy} es interpretado como el que describe la evolucién temporal de los estados de un
sistema en la ausencia de una perturbacién o de una interaccién entre sus constituyentes
y seré Hamado el grupo de evolucién no perturbado. El grupo {V;} se supone representa
la evolucién con la interaccidn activa y serd llamado el grupo de evolucién total.

La condicién asintética serd matematicamente formulada abajo en términos de un
par abstracto de grupos uni-paramétricos unitarios. Fisicamente estos dos grupos no estdn
por supuesto relacionados, y de la interpretacién dada arriba uno ve que la relacién entre
{U:} v {V} usualmente serd dada en términos de los generadores infinitesimales de estos
dos grupos los cuales son univocamente determinados. Estos dos operadores autoadjuntos
serdn de aqui en adelante denotados por Hg y H respectivamente, i.c. escribimos

Uy = exp(~:Hpt) y V, = exp{-—1Ht).

Hy es interpretado como el operador de energia en ausencia de interaccién y sera llamado
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de la interaccion Hamiltoniana V, i.e. H=Hg + V. En rmuchos casos tanto Hy como
V son operadores autoadjuntos no acotados, y entonces la suma Hg + V definida sobre
D = D(Hg) N D{V) no necesita ser un operador autoadjunto. El Hamiltoniano total H
serd entonces una extensién autoadjunta de Ho+V. Uno ve que, si Ho+V ¢s esencinlmente
autoadjunto, entonces la evolucion total del grupo es univocamente determinada dando Ho
y ¥, Por otro lado, si Hy+V no es esencialmente autoadjunto, Hg +V tendrd mds de una
extensién autoadjunta, y en esec caso una condiciéon adicional serd necesaria con el objeto
de definir la evolucién total.

Como un ejemplo que podemos llevar en mente mencionamos aqui el potencial dis-
persor. Il sistema fisico es una particula no-relativista sin spin la cual es dispersada
por un potencial V (z). El espacio de Hilbert es L2(R3), el Hamiltoniano no perturbado
es el operador de energia cinética Hy = p® (hacemos i = 2m = 1), y el Hamiltoniano
total es H= p? 4+ V, donde V denota al opérador maximal de multiplicacién en L2(R3)
determinado de acuerdo al ejemplo 1.16 por la funcién real-valuada V {z) llamada potencial.
Cuando hablemos de un potencial dispersor usaremos los términos Hamiltoniano libre
para Hg y grupo de evolucién libre para {{f;}. (Debe tencrse en mente que en ciertas
situaciones fisicas la evolucién no perturbada no describe particulas libres; como un ejemplo
mencionamos la dispersién por impuresas en cristales en donde {U;} describe la evolucién
de una particula en un potencial periddico.)

En la presencia de la interaccién la evolucién temporal de un vector de estado
g € H estd gobernada por el grupo {4}, i.e. el vector de estado correspondiente al tiempo
t es Vig. Como ya remarcamos en las secciones anteriores, en una tipica situacién de
dispersién uno quiere aproximar la evolucién total en algin sentido por la evolucién libre
conforme t — too. Esto es ficilmente logrado suponiendo que, dado el vector g € H,
existen dos vectores de estado f4 tales que Vig converge fuertemente a U f+ conforme
t — +oo respectivamente, i.c. tales que

Jim IVig -~ Uef-|| = 0, lligiti = Uf+l =0 (1)

Esto significa que Vg es prdcticamente indistinguible de Uy f— en el pasado remoto y de
Uif+ en el futuro distante. El requerimiento de la existencia de vectores fi verificando
(1) es por supuesto una severa restriccién sobre el par de grupos {U;},{V;} y corresponde
esencialmente a imponer la condicién asintética para el sistema de dispersién dado.

(1) implica en particular que para cualquier proyeccién P

Jim (|PVig)l® - |PUS-|"} =0, )

y similarmente cuando ¢t — 0. Considerando por ejemplo la dispersién por un yotencial
y tomando por P el operador multiplicacién en Lz(Ra) por la funcién caracteristica de
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una regién A, uno ve que la diferencia entre las mediciones de probabilidad de la posicién
sobre cualquier subconjunto medible A de R3 para los estados Vig y Upfe converge a
cero conforme ¢ — *oo respectivamente. Un resultado similar vale para las mediciones de
probabilidad de momentum.

Unos cuantos puntos necesitan mayor especificacién en la precedente descripcién
de la condicién asintética. Uno tendrd qué indicar para que conjunto de vectores g en
H (de aqui en adelante los llamaremos estados de dispersién de H) las consideraciones
de arriba son cubiertas. En muchas situaciones pricticas esto podria ser el conjunto de
vectores que describen a las particulas incidentes a grandes tiempos negativos y a las
particulas emergentes a grandes tiempos positivos. Por ejemplo en la dispersién por un
potencial cada vector evolucionando bajo la evolucién libre {Ug} estd localizado lejos del
centro dispersor a grandes tiempos, y entonces es claro que (1) puede ser verificada sélo si
Vi tiene la misma propiedad.

Miés comprensién puede obtenerse si consideramos un estado acotado de H. Si g es
un autovector de H, i.e. si Hg = pg para alguna p € R, entonces el estado Vyg = exp(—1ut)g
es simplemente un miltiplo de g y por tanto no describird una situacién de dispersién. Por
esta razon se espera que los estados de dispersién estén asociados con el espectro continuo

de H.

Aqui no deseamos usar ninguna especificacién particular de los estados de dis-
persién. Simplemente suponemos que a cada Hamiltoniano H uno puede asociar un con-
junto de estados de dispersién Mgo(H) teniendo las siguientes dos propiedades:

(i) Moo(H) es un subespacio cerrado de H.

(i) Me(H) es invariante bajo el grupo {exp(—:i1Ht)}, i.e. si g € M(H), entonces
exp(—1Ht)g € Mo (H) para toda t € R.

(1) significa que Moo{H) debe ser un conjunto lineal el cual es también fuertemente ce-
rrado. El atributo “estado de dispersién” entonces corresponde a una observable, la cual
es representada por el operador autoadjunto Eqo(H) definido como la proyeccién ortogonal
con rango Moo (H). (ii) es una expresién de la homogeneidad en el tiempo de los estados de
dispersién considerados aquf: la definicién de los estados de dispersién no deberia depender
del tiempo (esto no necesita verificarse para los Hamiltonianos dependientes del tiempo).
La condicién (ii) puede ser reescrita como:

Eco(H) exp(—1Ht) = exp(—1Ht) Eo(H). (3)

Ahora formulamos la condicién asintética més precisamente y de un modo mds
cercano al retrato fisico. En una situacién prictica de dispersién uno parte a grandes
tiempos negativos preparando un estado. Esto corresponde a dar el estado f- en (1).
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Note que en (1) f- es interpretada como el estado inicial al tiempo ¢t =0, i.e. el estado
preparado a un tiempo negativo ¢t podria ser Uy f—. f_ debe pertenecer a Mo(Hp). La
primera parte de la condicién asintdtica entonces requicre de la existencia de un vector
g € Moo (H) tal que le primera parte de la ecuacién (1) sea verificada. La segunda parte de
la condicién asintética ahore demanda la existencia de un vector [+ en Me (Hp) verificando
la segunda ecuacién en (2), donde g es el vector obtenido de la f.. dada por la primera
ecuacién en (1).

Por lo que el efecto de la dispersién en este retrato es asociar a cada vector de
estado inicial f. en M (Hp) un vector de estado final fi en My, (Hp), ambos siendo
interpretados como estados al tiempo ¢ = 0. Si no hay interaccién, i.e. si V; = U, uno
claramente tiene que f4 = f_. Veremos después que la correspondencia f_ — fi define
un operador lineal sobre el subespacio Mo(Hg) de estados de dispersién del Hamiltoniano
no perturbado. Este operador es llamado el operador de dispersién S y es el objeto central
de la teorfa de dispersién. La diferencia entre’S y ¢l operador identidad serd una expresién
para el efecto de la interaccion, si no hay intéraccién, ésta diferencia es cero.

Dado que V; es unitario, uno puede reescribir la primera ecuacién en (1) como
t

im ([Vig - Ui f-|| = lim fig—V'Uf-|| =0 )
{—~c0 t——co

En la primera parte de la condicidén asintética se supuso que para f.. € Meo(Hp) existia
un vector g tal que (4) valfa. Por lo que esta condicién es equivalente al requerimiento de
la existencia del limite fuerte de V;*U; cuando ¢t — ~oco sobre el subespacio M (Hg). Este
limite fuerte serd llamado ¢l operador de onda N1_:

A_=s-— lim VU Eo(Ho). (5)
t—s—oc

Su interpretacion es como sigue: cuando es aplicado a un vector f en Moo (Ho), da el vector
de estado actual g al tiempo ¢t = 0 que evolucionard a partir del estado preparado f en
el pasado remoto (en el sentido de la primera ecuacién en (1)). Note que de acuerdo a
(5) - estd definido sobre todo H y no sélo sobre Moo (Hg). Hemos simplemente definide
1_f = 0 para todos los vectores f en el complemento ortogonal de Moo (Hp).
Similarmente uno ve que la segunda parte de la condicién asintdtica es equivalente
al requerimiento de la existencia del limite fuerte de U;V; sobre el rango {1- cuando ¢ —
+00. Por cuestién de conveniencia uno usualmente adopta un tratamiento mds simétrico

con respecto del signo del tiempo. Se define un segundo operador de onda similarmente a
(6) por

e =5 - lim Vi UBeo(Ho), ©)
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si el limite existe. La condicién asintética es entonces expresada por el requerimiento de
que ambos limites (5) y (6) existan. La interpretacién de 04 es la siguiente: cuando es
aplicado a un vector f en Mg (Hp), da el vector de estado actual al tiempo ¢ = 0 el cual
convergerd a f en el futuro distante (en el sentido de la segunda ecuacién en (1)).

Uno ve como en (4) que g = s ~ limV,*U;f cuando t — oo si y sélo si f =
s — lim U/ V;g cuando t — oo. Por lo que la existencia de {1, implica la existencia del
limite fuerte de U}'V; sobre el rango de {14.. Por lo que la segunda parte de la condicién
asintética se verifica suponiendo que el rango de §1_ estd contenido en el rango de (1. Este
postulado tiene que ser agregado a (5) y (6) con objeto de que la descripcién matemdtica
corresponda al retrato fisico dado arriba. La situacién es ilustrada en la figura de abajo.

{—om o Utf- f-(t'ﬂ)/

Figura 2. Representacidn pictdrica de la condicion asintética. Los puntos en el plano
representan los vectores en el espacio de Hilbert. Una linea recta representa la trayectoria
en H de una evolucion no perturbada y una curva a la evolucidn total de un vector estado.

Hemos por tanto llegado a la formulacién de la condicién asintética final:
(A1) Existe s — limy— 400 V" U Boo (Hp) = O,
(A2) Q-0 HCO.0LH.

Los subespacios 1% H estaran contenidos en el subespacio Meo(H) de estados
de dispersién del Hamiltoniano H. La situacién mas simple es aquella donde
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(A3)  N.O0LH = Q-0 H = Meo(H).

Si (A3) se cumple, entonces la teoria puede ser llamada asintdticamente completa, dado
que la evolucién Vig de cualquier estado de dispersién g de H es asintdticamente descrita
por la evolucién libre como en (1). Por lo tanto el tipo mads simple de sistema de dis-
persion es en el que ambos operadores de onda existen y tienen rango igual a Mo (H),
i.e. aquel en el que (Al) y (A3) son verificadas. En «cta situacién hablamos de un
sistema de la dispersién simple.

Situaciones mds generales pueden ser ahora imaginadas. Puede suceder que (Al)
no seca satisfecha, como por cjemplo en dispersién por un potencial con un potencial
Coulombiano. Uno tendrd entonces que buscar una formulacién matematica mas débil
que la condicién asintética y que pueda aplicasse a tales situaciones. Puede suceder que
los operadores de onda existan pero (A3) no valga. En tales casos uno tendra que encontrar
diferentes medios de dar una descripcidn asintética de ciertos estados de dispersién de H
(aquellos ortogonales a 1+0% H). Esto puede involucrar por instancia grupos de evolucién
libre adicionales como cn la dispersién multicanal o la nocién de absorcién de estados.

Autofunciones Impropias o Generalizadas.

Empezamos con una introduccién al estudio tradicional de la descripcién del
fenémeno de dispersién, en el cual se consideran las llamadas autofunciones impropias del
par dado de Hamiltonianos (H,Hp) y su comportamiento asintético a grandes distancias
del centro de dispersién. Para Hg, considere la correspondicnte ccuacién de Schrddinger
independiente del tiempo:

(A +2)¥(z) =0, (7)

donde el niimero positivo A es la energia. Uno puede facilmente ehcontrar soluciones de (7),
e.g. las ondas planas exp(#:1k- z), etiquetadas por los vectores de onda & tales que k= A,
Estas soluciones no pertenecen al espacio de Hilbert L2(R3} y esto es tipico siempre que
uno habla de¢ un problema de autovalores derivados de un operador autoadjunto corres-
pondientes a un punto cn el espectro continuo. Por otro lado, un autovector asociado con
un autovalor de un operador autoadjunto pertenece por definicién al espacio de Hilbert.
Los fisicos suelen requerir normalizacién de funcién 6 para las autofunciones impropias que
no pertenccen al espacio de Hilbert. Por ejemplo, haciendo wg(z) = (27r)"3 2. exp(ik - z),
escribimos

[ R = b0k - k). ®)
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Debemos evitar tales ecuaciones que no tienen seniido en el lenguaje matematico que hemos
introducido, o sea, el de un espacio de Hilbert. Adoptamos la convencién de que una
autofuncién (impropia) no normalizable como v,b?, corresponde a un punto en el espectro
continuo.

Para el Hmniltoniano perturbado H=Hg + V', la ecuacidn de Scrodinger asociada
independiente del tiempo es

(& -V(z) +A)(z) = 0. (9

A pesar de que el mimero de potenciales para los cuales {9) es explicitamente soluble
en términos de funciones elementales es pequeilo, uno puede sin embargo hacer ciertos
enunciados generales sobre la naturaleza de las soluciones. En la mayoria de los casos de
interés, las soluciones de (9) que corresponden a la dispersién son aquellas con energla
positiva A = k. A éstas las denotamos por t/)k Més precisamente, para cada vector de

onda k con k? = A, se buscan soluciones "’L 7-de (9) teniendo el siguiente comportamiento
asintdtico cuando {z] = r — co:

Vi (=) = () +r”

donde hemos escrito wy = z/r.

e"?""k"(2”)-3/2f:h()\;wk»wz)’ (10)

Para entender el comportamiento asintético (10) en términos fisicos imaginemos el
retrato de la dispersién de una onda por un blanco fijo. Entonces el primer término a la
derecha describe la onda incidente o la parte no dispersa y el segundo término corresponde
a la parte dispersa de la onda. Si el potencial es de muy corto alcance, entonces a grandes
distancias del blanco no se espera mas influencia del blanco sobre la onda dispersada y
por tanto el flujo total a través de cualquier esfera de radio R suficientemente grande debe
ser independiente de R, conduciendo al comportamiento r ! del segundo. En casos donde
el comportamiento asintético {10) pueda ser verificado, las funciones fi determinan la
amplitud de dispersién. Las funciones wz‘: una vez més no pertenccen al espacio de Hilbert
L*(R?), v se suelen escribir condiciones de normalizacién de funcién § como en (8).

En la discusiéon precedente las autofunciones de los Hamiltonianos podrfan ser
obtenidas como soluciones a las ecuaciones diferenciales parciales asociadas. Uno puede
considerar la situacién como un problema perturbado en el siguiente sentido. Suponiendo
que la expansion por autofunciones de Hq es conocida, uno puede construir un espacio de
autofunciones para el operador perturbado H=Hg + V" usando la perturbacién V en si.

En el desarrollo de esta tesis daremos una formula explicita para tales autofunciones
impropias o generalizadas.
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Capitulo 3

La dispersion directa

El problema de la dispersién directa=para la ecuacién de Schrédinger ha sido ex-
tensivamente estudiado. Ver por ejemplo Kato 1976, y Reed y Simon 1979.

En esta seccién enunciamos algunos resultados cldsicos sobre el caso estacionario
basados en el principio del limite absorbente y en las expansiones en autofunciones regre-
sando al trabajo de Agmon 1975. También probamos el resultado sobre el decaimiento de
la norma de operador de la matriz de dispersién menos la identidad, el cual necesitamos
en el capitulo 4. Probamos que la matriz de dispersién satisface la relacién de reciprocidad
y construimos una extensién meromérfica de las autofunciones generalizadas.

Primero definimr s algunos espacios e introducimos notaciones.

Por LZ(R"), s « R, n = 2,3,... denotamos los siguientes espacios pesados L? de
funciones complejo valuadas medibles sobre R®,

LYR") = {f(=): (1 + 2%)2)(z) € LAR")}, (1)
con norma
17l = i1 + =)/ £(@)l|p2(emy ©)

donde L2(R") es el espacio de Hilbert de las funciones cuadrado integrables sobre R™.
Denotamos por F a la transformada de Fourier

L e '%f(z)dz (Schechter 1971, teorema 2.2.3) (3)

(Ffilc)=s- 1\:1'_’.’; (2m)/2 JjzjsN
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Como bien sabemos, F define un operador unitario sobre Lz(R") (Rudin 1979, teorema
7.9).

Por Cg"(R”) denotamos al espacio de funciones complejo valuadas infinitamente
diferenciables scbre R" de soporte compacto.

Por Ho{R"), « € R, denotamos al espacio de Sobolev de orden a que es la com-

pletacién de J-en la norma

Ifllao = I + S HE NG 2 mny- (4)
Para a, s € R denotamos al espacio de Sobolev pesado de orden «, s definido como
sigue
Hoo(RY) = {/(2): (1 +2%)"/*f(2) € Ha(R")}, (8)
con norma
17 lae = 11+ )72 f (2) as0- (©)

Note que Hg ,(R") = L2(R™), Hao(R") = Ha(R"), y Hoo(R") = L*(R™).

Denotamos por Hy

n 32
Hy =~ ‘g 6_:5?’ (7)
D(Hp) = Ho(R"), (8)

a la realizacién autoadjunta de menos el Laplaciano en Lz(R") {Schechter 1971, corolario
4.2.3).

El espectro de Hy consiste en [0,00) (Schechter 1971, ejemplo 4.5.3).
Para z € C \ [0,00) denotamos por Ry(z) al resolvente de Hy

Ry(z) = (Ho—2)"". (9)
Denotamos

C*={zeC:tlmz> 0}, (10)

y Rt = (0,c0). Por CF denotamos a la cerradura de C*, Para z € C*, Ry(z) pucde
ser considerada como una funcién analftica con valores en B(L2(R"), Hy _,(R")), s > 1/2
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(lemas E.4 y E.5), donde para un par de espacios de Banach X,Y denotamos por B(X,Y)
al espacio de Banach de todos los operadores lineales acotados de X en Y.

Més adn, para A € R los siguientes limites existen (ver Agmon 1975)
Ro(A £ 10) = %ifgl?o(/\:tuf), (11)

en la topologia uniforme de operadores de B(LE(R"),HZ,_,(R")), s > 1/2. Mds ain, las
funciones RZ(z) definidas sobre D¥ = C* U (0, 00) como

= = | Rolz) ,z€ C%, 12
By (=) = { Ro(z t10) z ERT, - EXS;

son analiticas sobre C* y continuas sobre D%, Note que dado que el operador de inclusién
de Hy,y en Hpy, s €R, 0 < a < 2 es acotado (lema C.2), RE(z) es también acotado de
Lf(R") en Hy—o(R"),0< a <2 (lema C.3).

Tenemos que

IRE (2)ln(L3 (R}, Ha oo (RA)) S Cle|*T, (14)

para |z| > 1y alguna constante C, donde 0 < a < 1 (lema E.8).

Mis atn, sin > 3y s > 1 los limites en (11) existen también en X = 0 y las
funciénes Roi(z) se extienden a funciones soire D = C* U [0, 00), definidas por {12) para
= C*, y por (13) para z € [0,00). Las funciones extendidas son analiticas en C* y
continuas en Dy,

Estos enunciados son conocidos como el principio del limite absorbente para Hg.
Estdn probados por ejemplo en Agmon 1975.

El potencial, V(z), es una funcién real valuada sobre R". Introducimos las siguien-
tes clases generales de potenciales.

Definicion 1. Decimos que una funcién real valuada, V (z), definida sobre R™ per-
tenece a la clase B, para alguna a > 0si hay una € > 0 tal que el operador multiplicacién

@) - 1+ TV @)@, (15)

define un operador acotado de Hq(R"™) en LZ(R").
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Definicion 2. Decimos que una funcién real valuada, V(z), definida sobre R"
pertenece a la clase Ky si hay una ¢ > 0 tal que el operador multiplicacién (15) define un
operador compacto de Ha(R™) en L3(RM).

La clase K fue introducida en Agmon 1975.

Note que si V () € Bq el operador multiplicacién por V (z) es acotado de Ha s (R")
en L2, (R") para toda s > 0 (lema E.23). También si V (z) € Ky cl operador multipli-
cacién por V(z) es compacto de Hy ,(R™) en LZ, (R"), s € R (lema E.24).

Se sigue de los resultados en el capitulo 6 de Schechter 1971 que si

sup (1 + z*)t+e /

enrn lz—yl<1 V) Plz =yl "y < oo, (16)
I =

para alguna ¢ > 0, y 0 < 8 < 2a, entonces-V (z) € Bg, ¥ que si (16) es satisfecha para
aluna #, 0 < 3 < 4, entonces V (z) € Ko.

Note que en particular si V(z) es acotado y
V() <o+ l=)7, (17)
para algunas constantes C,6 > 0, entonces V(1) € B, N Ky para cualquier & > 0 (lema
E.22).

Note que si V (z) € Be para alguna «, 0 € a < 2, entonces V{z) € B N K2 (lema
E.20). .

Suponga que V(z) pertenece a Ko, entonces

H=Hy+V(z), (18)

D(H) = D(Hp) = Hy(R"), (19)

cs autoadjunto, acotado por debajo (lema E.13), y su espectro esencial consiste de [0, co)
(lema H.1). Ver el capitulo 1 para las definiciones concernientes al espectro. En particular,
el espectro puntual negativo de H es acotado por debajo y discreto (lema L1), ie. los
autovalores negativos de H tienen multiplicidad finita y pueden sélo acumularse en cero.
Mds atin, los siguientes resultados son conocidos si V(z) € Ky (ver Agmon 1975).

1, El conjunto, 0.+ (H), de autovalores positivos es acotado y discreto, i.c. los autova-
lores positivos, tienen multiplicidad finita y pueden sélo acumularse en cero.

2. El principio del lfmite absorbente vale para H: para 2 € C\ o(H) denotamos por

R(z) = (H - 2)7, ) (20)
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el resolvente de H, donde o{H) denota al espectro de H.

Como con Ry(z2), R(z) puede ser considerada como una funcién con valores en
B(LZ(R"), Hy,—,(R™), s > 1/2 {lema E.16).

Entonces para A € R* los siguientes limites existen

R() = 10) = lim R(A £ 18), (21)

en la topologia uniforme de operadores en B(LZ(R"), Ha —,(R™), s > 1/2.
Mids atin, las funciones 2%(z) definidas sobre D¥ \ vy (H) como

sy _ ) B(2) ,zeC*, (22)
R ‘Z)*{Rémo) 2 € R\ ol ), (23)

son analiticas sobre C* y continuas sobre Dir\ o4 (H).
V(z:)Rg‘(z) cs compacto en LZ(R") para 2 € D¥ y s = 13¢ donde ¢ es como en
(15) (lema E.32, donde en este caso (s,E) = ({1 + €)/2, L}(R"))). Es también sabido
(Agmon 1975) que
(I +V(z)Rg(2), (24)

es invertible en L2(R™) para z € DF \ 0y (H), y que

R*(z) = Ry (I + VRF (=)™, (25)
para z € DF\ o (H).
M3s aiin, se sigue de (14) y (25) que si V(z) € B, para alguna 0< e < 1
+ a=1
=Mz (), o -atmrmy) S CllF (20)
2€ D%, |2| > max{1,sup o (H)}, para alguna constante C (lema E.38).
Definicién 8. Suponga que n > 3y ¢ > 1 en (15). Decimos que H = Hy + V(z)

tiene una resonancia en cero (o estado semiacotado) si hay una ¢ # 0, p € Hp _,(R"),
s =145 o ¢ Hy(R") tal que

o= ~RFOWe. (27)
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Note que si (27) es cierta

(Ho+V{(z))p=0 (LES). (28)

Suponga que cero es una resonancia para H = Hy -+ V(). Entonces con ¢ como
en (27)

~(Vi,0) = ~Re (Vo,0) = Re (Vio, Rf (0)V ) =

lmRe (Vi, i (1)) *55!()[ e +6zd(E0(,\)V<p,Vz,a) (29)
por el teorema espectral, donde Fg(A) denota-a la familia espectral de Hy. Suponga ademds
que V(z) > 0. Entonces por (29) Vi = 0, y usando (27) ¢ = 0. Entonces si V(z) > 0,
H = Hy + V(z) no ticne resonancia en cero,

If n>3ye>1cn (15)y sicero no es ni un autovalor ni una resonancia para
H = Hy+V(z), (I+ VRO ( )) es invertible sobre LI(R"), s = 3%, porque de otra forma
habrfa una ¢ € L2(R"), ¥ %0, tal que

¥ = VR (0)y. (30)

Entonces denotando ¢ = R (0) € Hy _,(R"), tenemos

= ~Ry (0)Ve, (31)

# 0, porque de otra forma ¥ = 0. Si p ¢ Hp(R"), cero es una resonancia. Si p €
Hy(R™), cero es un autovalor.

Entonces (I+V Ri (0)) es invertible (lema E.34, donde en este caso s = (1+€)/2), y
por continuidad (7+V Ry (1)) es también invertible para A € [0,5] para alguna § > 0 (lema
A.24, donde en este caso (F, 4, ) = (DF \ o4+(H),B(L3(R")),I + VRF(-)). Entonces
cero no es un punto de acumulacién de autovalores positivos de H = Hy + V(z), y los
limites en (21) con el signo + también existen en A = 0 (lema E.33). Mis atn, la funcién
R (z) se extiende a una funcién sobre Dy \ 0. (H) definida por (22) para z € C* y por
(28) para 2 € {0,00) \ 04 (H). La funcién cwtcndlda es analitica sobre CT y continua sobre
Df \ 04 (H). La férmula (25) con el signo + es también cierta en z = 0 (lema E.33).

Los operadores de onda para la ecuacién de Schrédinger son definidos como los
siguientes limites

Wi =s— lim Cxtf[e—xtl[o' (32)

t—+too

La dispersién directa Pagina 45



Si V(z) € K2 existen y son parcialmente isométricos (ver Agmon 1975) con rango:
R(W4) = R{W.) = Hac(H), y kernel trivial, donde Hac(H) es el subespacio de continui-
dad absoluta de H. El operador de dispersion esté definido como

5=wiw., (33)
y es unitario para V{z) € K3 (Pearson 1989, lema 4.1). Definimos

§$=rsF! (34)

Entonces (ver Agmon 1975, teorema 7.2), para k € R1\ a+(H)1/2, la matriz de
dispersién, denotada por S(k), es el operador unitario sobre L2(S™?) tal que

(31)k,w) = (SK)F (k) (W), (35)

para toda f(k,w) € L"'(R"), donde k > 0, w € $"! son coordenadas polares en R".

Es un resultado cldsico que si V(z)-decrece suficientemente rapido al infinito (por
cjemplo si V(z) es acotado y de soporte compacto, o si V(z) € LI{(R") n LEO(R"), para

alguna sp > 1/2), entonces S(k) = I + T(k), donde T(k) es para k > 0, k% ¢ o (H) un
operador integral con kernel:

(TR W) = [ Tk, f(o)do, (36)
para toda f(w) € L*(S"~1), donde
Tk, w,w') = =2 e / eIV (Vg (z,k, w')dz, (37)
donde ¢—(z,k,w) estd definida en (0.18) (ver Agmon 1975).
Procedemos a introducir una representacién de la matriz de dispersién que es vilida
para todo V(z) € Ky. Primero consideramos ‘os mapeos de traza apropiados (ver por

ejemnplo Reed y Simon 1975). Para cualquier s > 1/2, £ > 0, hay un operador de traza
acotado, y(k),de LZ(R™) en L?(S""1) tal que

(RN = [ = f(z)dz, (38)

para cada f € C§°(R"). Mis aiin, la funcién k — (k) es localmente Hélder continuva y

IV (®s(rzmey,L2(sn-1yy < ‘I%_Tmin{lflkl“%}, (39)
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para % <s<l,cuandon =2,y % <s< %, cuando n > 3, y donde B(LE(R"),LZ(S"_I))
denota al espacio de Banach de los operadores lincales acotados de L2(R™) a L2(§"1).

Més ain, para k > 0, k% ¢ o4 (H), S(k) estd dado para V (z) € Ka, por

S == sty TR TR Q4 ()Y k), (40)

(@)
donde
Q+(K?) = I -V (z)RT (k). (41)
En el caso en que V{z) tenga soporte compacto (40) es justamente un modo de

escribir que S(k) = I + T(k) con T (k) como en (36), (37). Entonces (40) se sigue para
V (z) € Ky aproximando V (z) por V,(z) de soporte compacto (ver lema E.25).

Lema 4. Considerar a los elementos(n,a) € N\ {1} x{0,1) y V € B, este ltimo
con clemento € € R* correspondiente. Entonces:

Y(e, p) € (0,min{1,¢}) x (sup o4 (H)1/2, 00): 3r € RT:Vk € [p,c0):

1T = S)llp(paqsn-1y) < T4 (1 + K52 min{1,k¢'}
Demostracion.

Por el lema E.19, todo ¢ € (0, min{l, €}) es tal que V € B, con ¢ correspondiente.
Sea:

Por lo tanto:

Vp e (supa+(H)1/2,oo):E(rl,rg,rg) ERT x RT x RT:Vk € [p,00):

=S ()i za(sn-1y) = M= (T— 2w = k"2 k) (I =V B (K2))V 1" () g2 (sm-1)) <
(Por (40) y (41))

< 27w R () gz (men), L2 (57 1))

L+ WVl me), 2@ 1B ) B2y 20 - @)V 1B oo (R7), L2 R

La dispersion dlrecta Pagina 47



-”'7‘(1")”B(L%S"—l),H‘,__,V(R")) < (L.F8)

S_ 2—"7I'1_"kn_2r1k(l—n)/2 min{l, k(z,_l)/z}(l V”B(H:, _.(R"),Ls(R"))rz)'

‘“V||B(Ha'-,(ll"‘),L";(R"))"3k(1_n)/2(1 + k2)n/2 min{l,k(z‘—l)/z} =
(Por(39), L.E.38 y L.F.25)

= 27" MWV, o), 3@+ IV g, re), 22 e 2)-

k71 + K22 min{1, 5}

Q.E.D.

Este simple lema jugard un rapel importante més tarde en el procedimiento de
“inversién. Note que directamente ligamos las singularidades del potencial (V(z) € Bq)
con la taza de decaimiento de la norma de S(k) ~ I como un operador sobre L%(S"~1).
Cuando V(z) no tiene singularidades (@ = 0, Kato 1976, ejemplo II1.2.11) obtenemos la
mejor taza de decaimiento.

Denotamos por T al operador antilineal de reversién temporal sobre L2(R") defi-
nido como
(T1)(=) = f(z), (42)
donde f(z) s el complejo conjugado de f(z). Denotamos también por T al operador de
conjugacién compleja actuando sobre L2(S""1):
(T)w) = flw) (43)
f(w) € L3(S§™1y,

Por P; denotamos al operador de paridad actuando sobre L?(R") como

(Pef)(=) = f(-2), (44)

fga:) € L*R™). Usaremos el simbolo P, para cl operador de paridad actuando sobre
LA(sm 1. .
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il

(Puf)(w) = £(~w), (45)
f{w) € LA(Ss"1).
Denotamos por ST(k) a la transpuesta de S(k), donde

ST(k) = TS*(K)T, (48)

Lema 5. (Relacién de reciprocidad). Para k >0

ST (k) = P,S(k)P,. (47)

Demostracidn.

Note que para t € R, etHoT = TettHo ot = T~ (lema E.18).

Se sigue que
TWs =WsT (L.F.10), (48)
TST =S* (L.F.11) (49)

Dado que TF = F*T (lema C.9) tenemos

) [FS*F*)(k) = F*TS(k)TF* = P,TS(k)TP.,, (50)

donde usamos F? = F*? = P,. Note que en coordenadas polares (Pzf)(k,w) = f(k, ~w).
Dado que T2 = I se sigue de (50) que

TS* (k)T = P,S(k)P, (L.C.8). (51)

Q.E.D.

Note que si S(k) es un operador integral con kernel S(k,w,w’), (47) es equivalente

S(k,w,w') = S(k, ~w', —w) (L.F.12). (52)

Esta es la forma usual en la cual la relacién de reciprocidad es enunciada.
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Procedemos ahora a estudiar las autofunciones generalizadas de H = Hy + V{z).
En particular probaremos que tienen para cada z fija una continuacién meromérfica en
C? con polos a lo mds en los autovalores de H. En el caso n = 3 esto ha sido probado
recientemente en Balslev 1988. Aqui seguimos ese método.

Para z € R™, k € R*, k% ¢ 0 (H), w € §"), definimos las siguientes autofun-
ciones generalizadas de H como en (0.18)

P (2, kyw) = R0~ RF (k) [V erke®), (53)
donde suponemos que V(z) € Ko N LE(R™), s = 1¥£, donde ¢ > 0 como en (15). Las

funciones ¢x(z, k,w) son juntamente continuas en z,k,w (ver Agmon 1975), y satisfacen
la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

Hoés(z, kyw) = Pas(z, kyw) (L.HS3) (54)
Definimos
(bo(mkw) k€ (0,00) 55)
¢<I’k‘w)—{¢+(z,—k,—w) ke (—eor0). (56)

Queremos probar que ¢(z,k,w) tiene una extensién meromérfica a C¥.
Equivalentemente consideramos la funcién

bz kyw) = 1 -G (z,k,w) (67)
Se sigue de (54) que ¥(z, k,w) satisface la ecuacién
(-4 = 2tkw - V + V(z))¢(z, k. ) = V(z), (58)
H _ (.0 3 a
donde V denota al operador gradiente V = ( S vE z").
Definamos para k € C+, w € §771, al operador
HY(K) = ~A = 2tkw - V + &2, (59)
con dominio Hg(R").
Denotamos por 7}, al operador unitario en L2(R"™) (lemas D.5 y D.12) dado por
(T )(=) = 15" 2), (60)

donde ¢, es la matriz de rotacion que lleva al {1,0,0,...,0) en w. Entonces para k = p-+1q
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HY (k) = Tue ™ Hy(q)ePH1 TS (L.G.12) (61)
donde (Balslev 1988)
3 P
Hp(g) = —A +2¢g— — ¢°.
olg) =-4A+2 5, ¢ (62)
El espectro de Hp{g), ¢ > 0, esta dado por

o(Ho(q) = {* € C:lm z} < g} (L.G.D), (63)
coincidiendo con {0, o0) para ¢ = 0.
Por (61), el espectro de HY (k) estd también dado por (63) (lema G.13). Escribimos
(58)como
(HY = kY (z, kyw) =V (z), (64)
donde

HY = Hy +V(z}, (85)
con dominio Hp(R™). Entonces es natural tratar de obtener una solucién de (64) para
k € C* como

Y(z kyw) = gxﬁ}(}f“ —(k+16)Y)" WV (z), (66)

donde el limite es tomado en una apropiada topclogia. Note quesié > 0, k+16 € p(Hy (k)),

el conjunto resolvente de Hg (k). Esto definira una continuacién meromérfica de (57). Este
es el método de Balslev el que seguimos aqui

Denotamos

Ro(q,k +16) = (Holq) - (k +16)%) ™", (67)
donde k=p+1qe CT,y 6 >0.

Considere a Ro(g, k + 16), k € CT, como una funcién con valores en B(L}(R™),
Hj,—o(R™)), s > 1/2 (lema E.3). Entonces los lfmites

Ro,(g,k) = léiigﬂo(q,k%ﬁ), (68)
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existen en la topologia uniforme de operadores en B(L}(R"), K=, ., (R")), s > 1/2 (teo-
rema G.7).

Mids ain, la funcién

e P Ry, (g, k)€, (69)

es analitica sobre C™ y continua sobre C+ \ {0}. Zsto estd probado en Balslev paran = 3.
El usa como espacio inicial un espacio pesado con peso dependiendo sélo de z;.

Mais ain

”RO;((I)k)”B(L;-’(Rn),”a._‘(Rn]) < C|k'a—l (L.GS) (70)

para k € CT, {kl > 1,0 < @ £ 1y alguna constante C.

Esto se sigue del teorema A.l, y de la observacién 2 del apéndice A de Agmon
1975.

Denotamos paraw € S" 1 k=p+ige F\ {0}

RY (k) = Te P*' Ro, (q, k)P TS (71)

Note que para w fija, B§ (k) es analitica para k € C™ y continua para k € CTT\{0}
como una funcién con valores en B(L2(R"), Hq _,(R™)) (lemas G.20 y G.21). Y también
para k fija es uniformemente acotada en w (lema G.19). Mds atn, por (70), ésta satisface:

128 ()12 (mr) 1o, -imey) < CIEITH (L.G.19), (72)

$§>1/2,0<a<1,keCT, k> 1,we S" ! donde C es independiente de w.

Lema 6. Sin >3,y s > 1 la funcién RY(k) definida en (71) se extiende a una
funcién definida sobre C*, i.e.

tamoién en & = 0. La funcidén extendida es analitica en
C* y continua en C*+,

Demostracion,

Es suficiente probar que bajo las condiciones del Lema los limites en (68) existen
también en k = 0 y que la funcién definida por (68) es continua en k = 0.

Para z = (J:l,z:g,:cg, .yZn) € R®, n > 3, denotamos por Z = (z1,z2,-71), ¥

z) = (24,%5,...,Z,, ¥y por Fy a la transformada de Fourier en las variables z,. Uno
checa que para f,g € CPR™),6>0
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(£, Rola,k +16)g) = (£, 9 Ro((k + 16)2)e~T%1g) (L.G.4) (73)
Se sigue que para f € C§°(R"™}, s > 1

(FL(L+ {222 Ry(q,k + 18) (1 + i22)"*/2f) (2, £,) =

sS4

= [ K5,k +16.€) /(5. €)d%, (74)

donde f(g,€1) = (FL/)(@,€1), §1L €R™S,y .

‘ ‘(\/(k+‘5)2+l€.Llzli—ﬁl—'q(n—yx))
K(Z,9,k +16,6,) = (1 + |z}2)~*/2°

4wz — |

(1+ g2, (75)

donde usamos la bien conocida expresién para el kernel de Ry((k -+ z&)z) paran = 3,y que
e a—
Imy/(k +16)2 =16, P > 0.
Note que

Imly/(k +18)2 = [¢, 212 — §] — 1g(z1 — y1)] 2 0. (76)

Entonces

s = 2 —s/ 1 o Oyems/
[K(2,0,k +16,61)| < (1+|2(%) ’ﬂm(lf‘,ylz) 42, (17)

IE(2,9,k +16,61) ] j2psy < C (L.L5) (78)

para una constante C independiente de &, 6,y £ .

Entonces
(1+ |=2) "2 Ro (g, k +18)(1 + [al?) /% =

SRS s £1)F (Lt [z(2) /2

TR ‘W, (79)
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donde K(k +16,&;) denota al operador de Hilbert Schmidt sobre L?(R®) con kernel
K(z,§,k+16,£,) (Kato 1976, ejemplo V.2.19).

El lema ahora se sigue de (79), la férmula explicita para K(Z, g,k +16, ;) en (75),
(1) v (78).

Q.E.D.
Observacion 7. Note que
RS (k) = im Tue ™" Rofa,k + 16)ePHI TS = (L.G.18)
= lsif%(Ha"(k) —(k+18)H)7 (L.G.14), (80)

en la topologia uniforme de operadores de B(L2(R"), Ha,~,(R™)).

Dado que V(z) es compacto de Hy(R") en L*(R") (lema E.31), el espectro esencial
de H¥ (k) coincide con el de Hf (k) (lema H.1):

oe(HY(K)) = {z? € C:|Im 2| < Im &}, (81)
coincidiendo con R¥ para Im & = 0.
Denotemos
Ag={ige C*r:—g* e oy(H)}U {0} U {pe R*: p* € 01 (H)}, (82)

donde o4(H) denota al conjunto de autovalores negativos de H, y o (H) 2l conjunto de
autovalores positivos. Suponga que k€ C*\ Aq.

Entonces para § >

suficientemente pequeiia (k + 16)% € p(H“(k)), el conjunto
resolvente de H¥(k), y

(HY(k) ~ (k+16)%) ! = R§(k + ) (I + VRE (k +168)) "
(L.A.11, deeecc. (01,02) = (HY (k) - (k +16)%,V)). (83)
V RY (k + 15) es un operador compacto en LZ(R") (lemas E.. y E.32 donde en este caso
(s,E) = ((1 + €)/2, L(R"))). Mds ain, los siguientes limites existen

R (k) = g(H () = (k +16)) ™1 = R ()T -+ VRS (k) (84)
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en la topologia uniforme de operadores en B(L2(R™), Hy—,(R™)), s = 3=, donde ¢ > 0
como en (15) (lema H.8). Mds aiin, R¥(k) es una funcién analitica de k para k € C*\ Ag

(lema H.11) y es continua para k € C*\ Ag {lema H.10). Note que por {71) para k£ € R\{0}

Rzé;(k — ‘lk.d zRat(I\ 1kuz (85)
para =k > 0, (lema G.16), el hecho de que I + V R§ (k) sea invertible para k¥ ¢ oy (H)es
un bien conocido resultado de Agmon 1975 (lema H.7).

Se sigue de (72) ¥ {84) quesi V(z) € By, 0< a< 1

IR (NI (23 (), i - o < CIRI= (86)

para k€ CT, |k} > 1 + kps (lema H.9), donde

kag = sup ikl (87)
kedg

Note que dado que H es acotado por debajo (lema E.13) y o.(H) es acotado por
arriba, kis es finita.

Lema 8. Suponga que n > 3,y que V(z) € K con ¢ > 1 en (15). Tome s = l:z'—‘
Suponga que H no tiene ni autovalor ni resonancia en cero.

Entonces el limite en (84) existe también en k = 0. La funcién R(k) se extiende
a una funcion definida en & = 0 por (84). La funcién extendida es analitica en C™ \Ay
continua en C* \ A, con valores en B(L2(R"), Hy, _,(R")), donde

A={g€CTi~q" € og(H)}U{p € R:p" € 0. (H)}- (88)

Demostracidn.

Se sigue de {(85) que

I+VE§(0)=I+VRF(0) (L.G.17) (89)

es invertible (lema E.34). Entonces I + V RY (k) es invertible en una vecindad de cero en
c+ {lema A.24, donde en este caso (E, 4, f) = ((—3: \ A,B{L}R")),I + VER())), los
autovalores de H = Hg + V'(z) no se acumulan en cero (lemas H.2 y A.10, donde en este
caso Oz = V), y (84) vale en una vecindad de cero.

Q.ED.
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Sea V(z) € L2(R™), s = 3%, Definimos para k € C* \ Ag

(z,k,w) = RY(k)V{z). (90)
Denotamos

2

Ag={1ge CTi—¢* € o4(H)}. (91)

Se sigue de las propiedades de R“(k) que hemos establecido que si V(z) € Ea N
LERM), s = 1—;—‘:

1. Para w fija, ¥(z,k,w) es una funcién de k con valores en Ha _,(R") meromérfica
en C™ con polos a lo mis en Ay (lema H.11), y es continua en Ct \ Aq (lema H.10).

2. Sin > 3y cero no es ni un autovalor ni una resonancia de H = Ho+V{z), V(z) € K,
con € > 1 en (15), ¥y V(z) € LZ(R"), entonces ¥(z, k,w) definida por (90) en CF \ A es
también continua en & = 0 para w fija con valores en Hy —,(R") (lema 8).

3. Note que R¥(k) es uniformemente acotada en w. Entonces (1) y (2) también valen

cuando ¥(z,k,w) es considerada como una funcién de & con valores en Hy_,(R") x
L2(sn—1y.

Balslev 1988 probé que ¥(z,k,w) es continua en z y que (1) vale para z y w fijas
para n = 3 usando el teorema de Sobolev.

Damos abajo una prueba de que ¥(z, k,w) es juntamente continua sobre (z,k,w)
para n 2 2 basada en un teorema de Agmon 1975.

Observacidn 9. Note que R“(k) es una funcién juntamente continua de (k,w) €
(CF\Agx §* %) en B(LE(R"),H'_)'—,(R")). Por (84), para ver esto es suficiente pro-
bar que R¥(k) es juntamente continua en (k,w) & (CT \ {0} x §"7!) con valores en
B(L}(R"), Hy _,(R™)) (lema H.12).

Suponga que esto no es cierto. Esto implicaria la existencia de sucesiones k; €
C+\ {0}, wy € S7L, f; € L}R™) con
I/illo,s =1 (92)

ky —k € C*\ {0}, w; — w € §*1, tal que

jirgoll(R:f(kj) - BY(k))fjll2,—s >0 (L.A.18, dee.eic. (By, Eoj = (LE(R"), Hz,—s(R"))),
(93)
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donde también podemos suponer que j; converge débilmente en L';’(R") a alguna f €
L3(R") (Rudin 1979, teorema 3.17).

Note que se sigue de (71) que Ry (k) y (R§ (k))* son juntamente continuas en (k,w)
en la topologia fuerte (lemas G.22 y G.23). Entonces para cada g € H_5,(R")
im (Ry (k) f;,9) = Yim (F;, (By? (k) *9) =
],ggo( o (k) 15, 9) ,-_‘_‘Eo(f) (R’ (k;))°9)

= (f,(R§(¥))*9) = (L.A.15, deec. E = LI(R™))

= (Rg (k) /. 9)- (94)

Entonces Il;j (k;)f; converge a RY [ débilmente en Hy ,(R"). Pero la sucesién
R;”‘ (k;)f; esta uniformemente acotada en la norma de Hj _,(R") para cualquier s' > 1/2

(lema G.25), y dado que la inclusién de Hq _,{R™) en L2{R™) , 5’ < s es compacta (lema
C.17), tenemos que

o= Jim RE(k7) fj = R (K), (95)

en la topologia fuerte de Hy _,(R"). Esto es una contradiccién con (93).

Q.E.D.

Note que se sigue del Lema 8 y de (84) quesin > 3, V(z) € Kpcone > len
{15) v cero no es ni un autovalor ni una resonancia de H entonces para s = 3—}5, R¥(k)
es juntamente continua también en &k = 0 i.e. es una funcién juntamente continua de
(k,w) € (CF\ A x §™71) con valores en B(LZ{R"), Hy _,(R™)}.

Definimos para k € C* \ Ag

oz, k,w) = HT RO Ty (e w), {96)
Por (84) v (85)

RY(k) = M ERE(RN)0RT para k>0 (LHA) (o7)
Se sigue de (90), (97) v {53) que

o) [F-(3kw) L k€ (0,0), K ou(H) o8
Pz, k, )—{¢+(z,~k,—w) , k€ (~00,0), K §EZ+(H)- (99)
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Lema 10. Suponga que V(z) satisface (16) para alguna ¢ > 0 y alguna 0 < 8 < 4
vy V(z) € LAR"), s = 3-}9 Entonces ofz,k,w) y ¥(z,k.w) son funciones complejo
valuadas de {z,k,w) juntamente continuas en (z,k,w) € {R" % CTT\ Agx §n-1). Para
(z,w) € (R™  $"~1) fijos son meromdriicas en k pare k € C con polos a los més en Ad

Sin > 8y V{z) satisface (16) con € > 1,0 < g < 4, V(z) € Z}R"), s = Y,
y cero no es ni un autovalor ni una resonancia de H, entonces son juntamente cc.iinuas
también en k = 0 i.e. para {z,k,w) € (R"® <« CT \ A x §714),

Demaostracion.

#{z, k,w) satisface

(—A+V = )6(z k) =0 (LH3), (100)

y pertenece a H, loc(R’" ) {lema H.17). Eatonces por el Teoremma C.1 de Agmon 1875 y la

Observacién 9 a}(x k,w) ea localmente Holder continua en z uniformemente en (k,w) en
conjuntos compactos de (CT | Ag x 5m=1) (lema H.20).

Denotemos

g = d(z, kh""'l) - ¢(:1 k?a“’?)r (101)
donde (z,k;,w;) € (R™ X —é?\ Ap % S™ ). Entonces g satisface

(A +V(z) ~ kDo(z) = (k - k3)d(z, ko, w2) {102)

Aplicando otra vez la Observacién 9 y el Teorema C.1 de Agmon 1975 probamos
que ¢(z,k,w) es juntamente continua (lema H.23),

Una vez que la continuidad estd probada el hecho de que ¢(z, k,w) es meromorfica
en C* con polos a lo mds en Ay para z,:w fijas, se sigue de la propiedad (1) arriba (lemas
H.23 y H.24).

Sin > 3, V(z) satisface (16) con ¢ > 1, V(z) € LZ'(R“ s = 1<, y cero no es ni

un autovalor ni una resonancia de H. ¢l argumento dado para la continuidad de ¢(z, k,w)
se aplica también cuando k = Q (ver lemzs 8 y H.23).

Q.E.D.
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Capitulo 4

La dispersion inversa

Encontramos conveniente definir a S(k) también para k& < 0 como sigue:

S(k} = TS(—K)T, 3]
donde T estd definido en (3.43).

Note que con csta definicién (1) es también valida para k > Q.

Lema 1. Suponga que V(z) € Ko LE(R™), s = 1%, donde € es como en (3.15).
Entonces

Slk)p(z. ~k.w) = oz, k, —w), (2)
para cada z € R™ fija, y k€ R\ {0}, &% ¢ o (H).
Demostraciin.

Para k& > 0 (2) es equivalente a (ver (3.53), (55) ¥ (56))

S{k)os(z,k, ~w) = d-{z, k, ~w). . (3)

Para k <0, (2) es equivalente a (ver (1))

TS(=K)T¢—(z, ~k,w) = d4(z, =k, w) {4)

o equivalentemente
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S{=k)Té(z, —k,w) = Ty (z, ~k,w), (5)

S(~k)gs{z, ~k, ~w) = gz, ~k, ~w), (8)

donde usamos Té4x(z,~' 2} = éx(z,—% -w) (lema F.14). Esta Gltima propiedad es
inmediata de (3.53). Perc 3} se sigue de .). Asi que necesitamos prooar sélo (3). Esta
dltima ecuacion es equivalente a

[RY (k%) ~ R W e 5% = _(S(k) - Dp{z b, —w) (L.F.13) n
Como es bien sabido (Agmon 1975) a partir de un caleulo, que para & > 0, k% ¢

o4+ (H) .
[RT(K?) - R (kM) = ;(2—‘*)‘,;.—“—20-»(/‘2)"! (k)7(k)Q4+ (k%) (L.F.8) (8)

donde @4 estd definido en (3.41). Entonces

[RF(k%) = R (kD) (z)e ™% * = E(é?‘)mk"'z(I — RT(EAV )y (k)v(k)-

Qu(k?, ek ® = Wk"‘2(¢+($yk =) VKT Q4+ (k)Y e %) 12 gn-n)

= WLH(», (k)palz, ks ~w), V(I ~ R~ (k2)V)e"W ey =

2(2,,)n- T2 (K) Qe KV (R) bz, b, —w) =
= —(S(k) - I)¢+(:C, k. —w), (Q)
Q.E.D.

. Paray € R" ke R\ {0). denotamos por Sy(k} a la matriz de dispersién para el
par Hg, Hy = Hg + Vy(z) donde V, {z) =V(z +y).
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Lema 2. Suponga que V(z) € Ks. Entonces paray € R, k € R\{0}, Kz (H):

Sy(k) = Ctku-zs(k)e~|kw-z. (10)

Mis ain, si V(z) es continua y

V(z) < C(1+ =) 1%, (11)
para algunas constantes C,§ > Q,
yli.nl}“ Sy(k) = Sy (k), (12)

en la topologia uniforme de operadores en B(LQ(S”—I)) para todo yg € R", y uniforme-
mente para £ € {k € R:lk| > A}, para cualquier A > 0. Mds ain, sin > 3y V(z)
satisface (11) con § > 1, y cero no es ni un autovalor ni una resonancia de H, {12} vale
también en & = 0, i.e. vale uniformemente para k£ € R.

Demostracion.

Denote por Ty, y € RR*, al operador unitario de translacién sobre LZ(R”) (lema
D.23 y D.27): (Ty[f)(z) = f(z +y), y por Hy = Hg + Vy, donde Vy(z) = V(z + y).
Entonces

Hy=T,HT, (LD.27y L.HS). (13)

Se sigue que H y H, tienen el mismo espectro puntual (lena A.20, donde en este caso
(EIyE'.’) = (L2(R"),L2 (Rn))

Denotamos por PVi ¥ Sy a los operadores de onda y de dispersién para el par Hy,
Hg. Entonces

Wi=s— lim temtHo o fim ooty = (L.A.36, deec. H = LYR")
- t—zoo t—co )

= T,WaT;, (14)

donde usamos el hecho de que Tyc"‘H‘J = c“‘HOTy (lema A.36, donde en este caso H =

L*(R™)).

Se sigue que

Sy =WL'WY = T,ST;, (15)
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y tomando la transformada de Fourier: Sy(k} = FSyF* = FT,ST;F* = Ry §(k)e kY
(Rudin 1979, teorema 7.2, y lema D.42), donde usamos el hecho de que para f & L*(R")

(FTyf)(kw) = ¥ Y(Ff){kw) (Rudin 1979, teorema 7.2), (16)

en coordenadas polares k € R, w € S™!. Entonces (10) esté establecida para k > 0. El
resultado para k < 0 se sigue de (1) (lema F.19).

Si (11) es satisfecha, H = Hp + V (z) no tiene autovalores positivos (ver Eastham

y Kalf 1982). Més ain, dado que V(z) es uniformemente continua sobre subconjuntos
compactos de R"®, para s = L’;—‘, e<é,

Jm IV (z+ ) - Viz+ vollge2, vy, 2(mry) S

< Ui — = .
< Jim, sup [V(z +9) ~ V(s +30)| = (1.D39)

=0 (L.D.36), (17)

para todo yp € R™. Se sigue que V,(z)Rg (k%) es una funcién continua de y € R" en
B(L}(R™)) uniformemente para » € {k € R:|k| > A}, para cualquier A > 0 (lemas E.8 y
A.13, donde en este caso (Cy, Ea, By, By, By, f1, f2) = (R \ Ba(0),R", L2(R™), L2, (R"),
LR, RF (3),V)). (12) se sigue de (3.25), (3.40) y las correspondientes férmulas para
Hy (lemas F.30 y F.32). Sin > 3, 6 > 1, y cero no es ni un autovalor ni una resonancia
el argumento arriba se aplica también en k = 0, y (12) vale uniformemente sobre k, para

k € R (lemas F.31 y ¥.32).

Q.L.D.

Para O cualquier conjunto abierto, O C R., denotamos por L%(O, LE(5™ YY) al
espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables de O en L?(S™"!) con la norma

1/2
“[”L?(O,LI(sn—l)) = [./O Hf“%:(sn-x)d‘] . (18)

Identificaremos a L2(R*, L}(57~1)) (donde R~ = (—0,0)) con el subespacio de

L*(R,L*(5™!)) consistente en aquellas funciones que son cero para %t < 0.

Denotamos pc  Hi al los espacios Hardy-Lebesgue de funciones con valores en
L*(S™Y). Es decir, at espacio de Hilbert de funciones de R en L2(S™~1) que soi. iz
frontera de funciones f(k), k = p + 1g € C%, en L2(S™"}) que son analiticas sobre C= y
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;f:foj Mf(p+ 19}l p2(sn-1ydp < oo, (19)

tim [ 172+ 10) = /(3) p2(sn-1)dp = 0. (20)
Como sabemos
Hi = F{L*(R*,L*(S"Y)) (Lax y Phillips 1976, teorema 2.5) (21)

donde F; denota a la transformada de Fourier unidimensional

(Fif)(t) = s~ lim _/\; et f( L)dk (22)

N—co 2

donde el lfmite estd en la toplogia fuerte de L*(R, L2($7~1)).

Definimos al operador generalizado de Marchenko Newton para z € R" como

My = x4 (t)Fi ST (K)PuPeFy x (1), (23)

donde x+(t) denota a la funcién caracteristica de ¥, y ST (k) denota a la transpuesta
de Sz{k), 0 sea ST(k) = TS:(k)T. Py denota al operador paridad sobre k: (Pf){k,w) =
f(~k,w). Recuerde que (ow)(k,w) = f(k,-w).

Note que M manda a L2(R, L}($"!)) en L2(R*, L%(5"71)) (lema B.9, donde
en este caso (B, B, F) = (R,L%(5"1), ST () R,)).

Usaremos el mismo simbolo, M}, para denotar al operador actuando sobre Lz(R, L?
{S™~1)) como a su restriccion a L3R, L2 (S"1)),

Denotamos por LQ(R,B(Lz(S"_l))) al espacio de Banach de todas las funciones,
7(k), de R en B(L?(S"1!)) que son uniformemente medibles con respecto de la medida de
Lebesgue (ver Hille y Phillips 1957, definiciones 3.5.4 y 3.5.5) tales que [|f (k)| p(r2(sn-1)) €

L3(R.), el espacio de Hilbert de funciones real valuadas Lebesgue cuadrado integrables sobre
R. La norma en L?(R,B(L%(S™ 1)) estd dada por

1/2
11l L2 (m,BL2(sm-1))) = Un Ilf(klll%(,,zlsn-l),dk . (24)

Note quesi f{k) € L2(R, B(L*(§""!))) entonces f2(k) es Bochner integrable sobre
R (ver Hille y Phillips 1957, teorema 3.7.4). El hecho de que L2(R,B(L2(S™71))) sea un
espacio de Banach se sigue ficilmente sobre la linea de la prueba cldsica en el caso de
funciones complejo valuadas (lema B.6, donde en este caso (E, B) = (R, L3 (S™1))).

La dispersién inversa Pagina 63



Supongamos que V(z) € Ba, 0 < @ < 1. Se sigue de Froese et al 1982 que
H = Hgy + V(z) no tiene autovalores positivos. ‘Mas atn, por (3.40) S(k) es continua de
R\ {0} en B(L2(S""!)) en la norma de operadores (lema F.23). Se sigue que S (k) — I
es una funcién uniformemente medible (lemas F.24 y B.3, donde en este caso (E,F,S) =
(LA(S™ 1), I = ST (), o (A2 U {0} U 0+ (H)2)), ¥ por el Lema 3.4 (ST(k) - 1) €
L*(R,B(L%(5771))) (lema F.73) (recuerde que : SI(k)|| = 1). Entonces definimos

— : 1N T —kt 4. o
me(t) =s— Jim /_N(Sz(k)—I)Pue dk, (25)

donde la integral al lado derecho de (25) es una integral Bochner y el limite que define la

transformada de Fourier unidimensional existe en la topologia fuerte en L2(R., B(L2(S™"1))).
En particular

me(t) € LY R, B(L*(S""Y))) . (26)
Teorema 3.

1. Suponga que V (z} € K. Entonces para toda z € R™, M; es un operador acotado
autoadjunto sobre L2(R*, L2(S"1)). Su norma de operador es menor o igual que uno.

2. Si V(z) € Ba, 0 < a < 1/2, entonces My es sobre L2(R*,L2(S™ 1)) un operador
con kernel

(M)(®) = [~ ma(e+ ) /(s)ds, (27)

para t > 0, f(s) € L} R+, L3(S™ 1)), donde m.(t) € L*(RT,B(L*(S"1))) es la res-
triccién a t > 0 de (25).
Maés aiin, M es un operador acotado de L2(R+, L2(§"~1)) en Cp([0, 00), L*{S™"1)),

donde C'o([O,oo),Lz(S"_l)) es el espacio de Banach de funciones continuas de {0,00) en
L%(S"~ 1) que tienden a cero cuando t — oo.

3. Suponga que n > 3, que V(z) € By, para alguna 0 < a < 1/2, donde en (3.15)
€ > 1,y que cero no sea ni un autovalor ni una resonancia de H. Entonces My es un
operador compacto sobre LZ(R*'.LZ(S""'))‘ Si ademds V(z) e: continua y satisface (11)
con § > 1, la funcién z — M; es continua de R™ en B(LZ(RT, L3(5"1))), el espacio de
Banach de todos los operadores acotados sobre LZ(R*, L2(S™~1)).

Demostracion.

1. Denotamos por P a los proyectores de L?(R, L2(S™"!)) sobre Hx. Definimos

M: = P.ST(k)P,P,P.. (28)
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Por (23)

M; = FiM,F} (L.L16) (29)

Pero por (3.47) y (1) M2 = M, (lema 1.15). Entonces por (29) Mz es autoadjunto.

Que M; es acotado con cota menor o iguai que uno es inmediato de (23) y del hecho de
que S(k) es unitario (lema I1.19).

2. Si V{z) € Ba, 0 < a < 1/2, se sigue del Lema 3.4 que la transformada de Fourier
en (25) estd bien definida. Note que

P.ST(k)P, PP = Po(ST (k) — I)P, PPy "(L.L18) (30)

porque Py P P. = PLP.P, = 0 (lemas .8 e 1.9). Entonces (27) se sigue del teo-
rema de convolucién de la transformada de Fourier. El hecho de que M; es acotado
de LAHR™,L2(5™1)) en Cp([0,00), L2(S™ 1)) se sigue del lema de Ricmann-Lebesgue.

3. Recuerde que se sigue de Froese et al 1082, que si V(z) € Ba, a < 1/2, H =
Hg + V(z) no tiene autovalores positivos.

Tomar (k) € CP(R), (k) = 1, |k| < 1, p(k) = 0, |k| > 2, y definir py(k) =
go(%) Entonces por (30)

My = My, + M3, (31)
donde
ML = FyP.(ST(k) - I)om(k) PuPL P+ FY, (32)
v
M7, = PP+ (ST () = I)(1 - pm(K)) Pu PLP+ FY. (33)
Por el Lema 3.4,y (1)
Aim Mg e, Lrsn-ty) =0 (LI20). (34)

Entonces es suficiente probar que el operador

My, = F1 Py (ST (k) - I)io(k) P Pt P+ Y, (35)

es compacto para cada @ € C§°(R) (Rudin 1979, teorema 4.18).
Denotamos para m = 1,2,3,...
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Vim{z) =V (z)xm(z), (36)

donde xm(z) es la funcién caracteristica de la bola jzl < m,y

MT = F{Py(ST (k) - D)o (k) PuPp Py FT, (87)

donde Sg:m(k) = TS; k)T, Sem(k) = %95, (K)e™ 5%, y Spu(k) es la matriz de
dispersion para el par Hy, Hyy = Hy + Vin{z). Tenemos (ver Agmon 1975)

Aim IVim (=) - V(I)lin(]{z__‘(nn),[,g(nn)) =0 (L.E.25) (38)
14¢

8 = =3, con € como en (3.15). Dado que cero no es ni un autovalor ni una resonancia de
H y dado que o+ (H) es vacio

I+ VR (k%) (39)

es invertible para k € {0, 0o) (esto estd prohado para k = 0 a continuacién de la Definicion

3.3, y en Agmon 1975 para k > 0). . sigue de (3.14) y (38) que existe una M tal que
param > M

I + Ve R (K%), (40)
es invertible para k € [0,00) (lema E.41, donde en este caso (&,7) = (+,0)). Entonces
para m > M, cero no es ni un au-ovalor ni una resonancia de Hm, y 0+ (Hm) es vacio.

Més aun, por (3.39), (3.40), (1) y las correspondientes férmulas para Sz m(k),

mljlnoo Szm(k) = Sz(k), (41)
en la topologia uniforme de operadores en B(LZ(S"_I)) uniformemente para k en el soporte
de ©(k) (lemas F.30 y F.32).

Entonces

mli—qloo M{,{‘ = My, . (42)

en la topologfa uniforme de operadores en B(L?(R¥, L2(S™~1))) (lema 1.21). Se sigue que
es suficiente probar que My, es compacto en el caso en que V' (z) tenga soporte compacto.

Pero se sigue de (3.38-37), (3.55), (3.56) y (1) que en este caso T(k) = S(k} ~ I es un
operador integral con kernel T'(k,w,w'), donde
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—1{sign k)"~

. .
T(k,w,u) = Wkn_z/ch'h"‘z"(z)b(z,k.u')dx, (43)

para k € R (lema F.16), donde usamos Té+(z,k,w) = éx{z,k, ~w) (lema F.14). Para
k € R, ¢ > 0, denotamos por T'(k,¢) al operador con kernel T'(k, ¢,w,w'), donde

—1(sign k)"~

Tk, e,w,w') = 2n)] kn? / e HRITY (2) gz, k + 16, 0') . (44)

Note que por las propiedades (1-3) de ¥(z, k,w) enunciadas antes de la Observacion
3.9y (3.97), T(k,¢) es un operador Hilbert-Schmidt sobre L2(§"~1) (lema H.25) y que

lim 7'(k, €) = T(k), (45)

on la norma Hilbert-Schimdt, uniformemente para & en conjuntos compactos de R (lema

1.22), Definimos

M = FLP.TF (k, ¢)p(k) Py P P FY, (46)
donde para k€ R, ¢ > 0

To(k, €) = 3T (k, e)e™ =, (47)

y donde Tg(k, €) es el transpuesto de Ty(k,¢): Tg(k, €) =TT, (k,¢)T.

Entonces por la uniformidad del limite en (45) para k en el soporte de (k)
lcllnl')x 1\1,; =My, (48)

en la topologia uniforme de operadores en B(L*(R™*, L*(S™~1))) (lema 1.24). Se sigue que

es suficiente probar que Mg, es compacto para ¢ > 0. Sin embargo M, es un operador
integral con kernel

LN = [ mb(s + 01 (s)ds, (49)
donde

1 oo -
mi(t) = o /_m TT (k, €)p(k) Pue™"*dk. (50)
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El cuadrado de la norma de Hilberc-Schmidt de M, estd dado por

il = [ [ dsdelm, (-l = L7 tm 013z <

< [T mole + [T Rims @), (51)

donde Hmz,(t)“% denota el cuadrado de la norma Hilbert-Schmidt de mf,(¢t) como operador
sobre B(L2($7~1)).

Entonces

IMglI3 < —fdu.du'/ (T (ke 0,0 (R P +

%%T (K, €' )io (L)|]dk< (52)

por (44), (47), la analiticidad de &(z,k + 1e,w), y dado que p(k) € CF(R). Entonces M
es compacto como un operador de Hilbert-Schrnidt.

Finalmente suponga que V(z) es continuo y satisface (11) con § > u, y que cero
no es ni un autovalor ni una resonancia. Entonces por el Lema 2

Jim, Sa(k) = Sz (k), (53)

en la topologia uniforme de operadores en B(L%(S™~!)), uniformemente para k € R.

Entonces por (23), la funcién z — M; es continua de R" en B(LA(RT, L3(S™"!))) en la
topologia uniforme de operadores (lema 1.25).

Q.E.D.

ema {. Suponga que n > 3, que V(z) € Bq, para iguna 0 < a < 1/2, donde

n (3.15. ¢ > 1, y que cero no es ni un autovalor ni una resonuncia para H = Hp + V(z).
Entonces hay una A > 0 tal que si

2+ 122 FV (@)l gz ey 220wy < A (54)

+1 no son autovalores de Mz, z € R®, y

”MZHB(L?(R*,L?(S"-‘))) <1, (55)
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para toda z € R"™,

Demostracion.

Suponga que fi son autovectores de M, con autovalores 1. Entonces fi(k) =

Fy f=(t) satisface

+fe = PoST(K) P, Pefi(k) (L.L17);

donde usamos P+f3-; = f: Més adn

PyST(K)PuPfx = ST(k)PuPLfs,

porque de otra manera (por || - | denotamos la norma en L}(R,L3(S"™1)))
izl = 1 P-ST (k) PuPyfs < 1T (R)PuPe Szl <
< ifelds

y se seguiria que fx(k) =0.
Entonces

2fe = ST(k)PyPfs = PP fu+

+(ST(k) - I)Pu Py fx,

y dado que f: y Pkaf:': son ortogonales entre si (lema [.13)

Ufel? = [ arl(ST (k) = DPuPefelBaggnny.

Pero se sigue de (3.39), (3.40) y (1) que
ST (k) = Ilip(z2sn-1y) = 1(S(k) = Dlipgrz(sn-1yy < (LF.27)

<V2,

para todo k € R, si A en (54) es suficientemente pequefia (lemas F.9, F.31 y F.32).

Entonces por (60)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)
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< 20f£l1?, (62)
v f==0. Se sigue que =1 no son autovalores de M, z € R".

Dado que por ¢l Teorema 3, M es autoadjunto, compacto, y su norma de operador

es menor o igual que 1, (35) se sigue por que =1 no son autovalores de M, (Rudin "9,
teoremas 4.25 y 11.28).

Q.ED.
Observacion 5. Definimos para 6 > 0
1t + 122V (2) oo = ess sup (1 + |2))2H01V (). (63)

reR"

Notequepara0<e< 1+ 46

WL+ 2) TV @llaga, ey 2mny S 10+ 120V (@l (LC15)  (84)

Entonces (54) sera satisfecha si

101+ 2?9V (2)llew < A. (65)

Para m > 0 denotamos por OE(R,") al espacio de funciones real valuadas continuas
y acotadas soi:ze R" cuyas derivadas hasta orden m son funciones acotadas.

Teorema 6. Suponga que n > 3, que V(z) € C'g"(R."), donde ag es el entero no
negativo mds pequefio tal que ag > n/2 +3/2, y que para 0 < |4 < ap

[DIV(z)| < C1 +|z) 18, (68)

para algunas C,6 > 0. Més atn, suponga que H = Hg -+ V{z) no tiene autovalores no
positivos y que cero no es una resonancia.

Entonces para cada z € R" fja, DIp(z,k,w) € Ho, donde 0 < | < 2, v la
funcién £ — DI¢(z,k,w) es continua de R® en H... Denotamos por

N
—g— 1 -1kt . 67
Xz{t,w) =5 - Jim T f-‘v"' P(z, k,w)dk, (67)
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a la transformada de Fourier en k& de v(z,k,w) para z fija. Entonces Xz (t,w)
2 —
L*RF,LYS™ 1) v xz{t,w) = 0 para i < 0. Mas atn, para 0 < |v] <
1 rY ,
DIxz(t,w) =s~ lim = e (z, kyw)dk, (68}
N—oe v2x /=N

estan también en LZ(R'*,L:"(S“—l)), D;’,\':(l,u) = 0, para t < 0, y las funciones z —
DIxz(t,w) son continuas de R™ en L}(R"™, L}(S™1)).

Para cada z € R" fija, w+ V,xz(t,w) es una funcién continua de ¢t € |0,00) en
L%(S™" !} y satisface la identidad generalizada el milagro de Newton

Vgllm.z Vrxz(t,w). . (69)

Demostracidn.

Note que como H§ (k) es un operador con cocficientes constantes, conmuta con
derivadas. Entonces todos los resultados que hemos obtenido para R (k) como un opera-
dor en B(L}(R"), Ha,~s(R"™)), 0 € a < 2, en rcalidad son cicrtos para R (k) como un
operador en B(Hg,(R"), Hg4q,—,(R")), para § >0,y 0 € a £ 2. Por (66), V(z) es un
operador compacto de Hogta,—1(R"™) en Hg, ,{R") para cualquler sclf2<s <+ ‘—‘.ﬁ
(lemna H.14, donde en este caso (n',¢) = {(ag, V)). Entonces por (3.85) todos los resutados
que obtuvimos para R¥({k) como un operador en B(L(R"), Ha,~+(R")) realmente valen
para B¥(k) como operador en B(Hay,s(R"™), Hog+a,—s(R")), para 0 < o < 2. En par-

ticular (3.87) vale en la norma de operadores en B(Hag,s(R"), Havag,~s(R")}, 0L a <1
(lema H.16, donde en este caso n’ = ap).

Note que por (66) para v = 0, H = Hg + V(z) no ticne autovalores positivos (ver
Eastham y Kalf 1982). Se sigue de (66) que V(z) € Haqs(R™) para 0 << s < 1 +6 {lema
C.21. donde en cste caso (n',c) = (ap,V)). Entonces por el tcorema de Sobolev. para =
v w fijas, DIv(z, kyw), 0 < 4] < 2, es analitica sobre C™, continua sobre C™, y para
cualquier 0 < p < ag — 19| + % -5, p31/2,

‘D’“PU(I ]" w | < C” w('lk7w)”uo—-iﬂ+l/2—,o,—s <

< CH‘/’('vk'w)”an-rl/Z—p,—t <

c

< (—-WN—WIVHQO‘ (L.H.27, de.ec. n' = ag), (70)

para alguna constante C, k € ct y uniformemente para z en conjuntos compactos de
R" y w € S""!. Entonces para z fija, DI¢(z.k,w) € Ha+ (lemas B.11, donde en
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este caso (Ey, Eq,f) = (R,S"1, DIy(z, k,w)); B.12, donde en este caso (E,S,f) =
(5*~1,CT, ¥(z,k,w)), e 1.28, donde en este caso (E, f) = (§",¥(z, k,w))). Més ain,
por el teorema de Sobolev para k y w fijas, DFt(z, k,w) es una funcién continua de z y

dado que la constante C en (70) es uniforme para = en conjuntos compactos de R" y en
w e §™ ! para cualquier 20 ER™ ko> 0

:1150/ DY (z, k.w) — Dy (20, kyw) [Fdkdw = 0. (71)

Mds aiin, por (70)

- 2dkdw <
s 10 K0) = Um0, k) Pk

dk
<C i / L. A— 72
=Y kproo Jikizky (14 [K])IF25 (72)

uniformemente en z para todo |z — o] < g y para cualquier 2 > 0. Se sigue de (71}, (72)
que para toda z € R"

zll'n%o ”D"‘w(z k, w) Dgol[)(:ro, k’w)“LZ(R,LI(S""l)) = 0. (73)

Entonces la funcién z — DI¢(z, k,w) es continua de R™ en L3(R, L3(5""1)).

Los hechos de que Dy.(t,w) € L}RT, L2(S" 1)), DIxz(t,w) =0 parat <0
y que las funciones z — D¥x;(t,w) son continuas de R™ en L2(R+,LZ(S"‘"1)) se siguen
ahora de la transformada de Fourier en k.

Mais ain, tenemos que

Xalt,w) = FuoP (2, kw) + Frp Bz, k,w), (74)
B (z.k,w) = B3 (k)V (z), (75)
B (z,k,w) = ~R§ (k)(I + VRY (k)" VY (k)V (2). (76)

Se sigue del teorema de Sobolev que para cualquier 0 < p < ag — [¥| + § — 3,
0<hvl<2,0<p<1/2

C

D76 B (2, k)| < H‘W;IIVIM.,,

(77)
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¥ como antes, que p;’;w‘va(z,k,w) € H. vy que la funcién z — D;’;’;NB(:,k,w) es continua
de R™ en L*(R,L%(S™1)). Entonces

1 Too 14
xYB(t) = Ef/— e RN B (2 w)dk, (78)

es una funcién continua de z € R™ en L}(R™, L%(5%~1)). Més adn, por (77) para cada z
fija, D,X\B(t) es una funcién continua de ¢ € R en L2(S™!). Dado que DixYB(t) = 0
para ¢t < 0 debemos tener que

DIxYB(0) = 0. (79)
Denotemos
B0 = o gim e [0 e k)i, (s0)
Note que para 0 < {yj < 2
DIxB(t) = s~ LY gk etk pe (k) DIV (2). (81)
N—wo var/-N

Como arriba, para cualquier 0 < p < ag - |y] + 4 = &, p < 1/2

R§ (k) DIV] < CURS (R)V(2)llag-ixi+1/2-p,~8 <

S Ty ¥ @lla, (82)

para k € C*, uniformemente para z en conjuntos compactos de R™ y w € S~ Mis
_atn, como antes, para z fija, RY (k)DIV (z) C Ha. y la funcién z — (Ro( ) DIV)(z) es
continua de R"™ en H... Entonces D;’xz (t,w) € LR, ngs" 1y, sz (t,w) = 0 para
t <0,y la funcién z — DIx2(t,w) es continua de R" en L¥(RT, L2(S"‘ ).

Mas aiin, por (3.59) y Observacién 3.7

(=4 ~ 2tkw - VR (K)V (z) = (HY (k) — k) R§ (k)V (z) = V(z) (LH3). (83)

Tomando la transformada de Fourier en k en sentido de distribuciones obtenemos
de (83) que

La dispersion Inversa Péagina 73



3 y o
—ArxB(t,w) + 2w VoxB(tw) = v2rs(t)V (z). (84)

Entonces parat >0

a8 A

- VoxB(t,w) = ~T‘x§(t,u) e LR, LA(5™Y). (85)
Se sigue que para z fija, w - V,xf(t,w) es una funcién continua de t € {0,00) en
LE(sm-1).

Dado que w + szf(t,w) = 0, se sigue de (84) que la discontinuidad de salto de
2w+ VoxB(t,w) en t = 0 tiene que ser V27V (z). Entonces

12{10101- VexB(tw) = \/;V(z:) (86)

&

La identidaa generalizada el milagro de Newton (69) se sigue de (79) y (86).

Q.ED.
Suponga que V(z) € Be, 0 < a < % Definimos para cada z € R" fija
faltyw) = s — lim —1—/N (T — ST (k)1 (w)|dk (87)
A Nesco /2 /=N = ’

donde 1(w) es la funcién sobre §"~! identicamente igual a uno. La transformada de Fourier
unidimensional (87) converge en la topologia fuerte en LR, L2(S™™1)) (ver lema 3.4).

Note que se sigue de los Lemas 3.4 y 2 que la funcién z — fz(t,w) es continua de

R en LE(R, L}(S™"!)). También denotaremos por fz(t,w) a la restriccién a ¢t > 0 de (87)
como una funcién en LR+, L(S"1)).

Lema 7. Suponga que las condiciones del Teorema 6 son satisfechas. Entonces

xz(t,w) (ver (67)) es una solucién a la ecuacién generalizada de Marchenko Newton para
cualquier z € R"

Xz(tyw) = Mzxz(t,w) + fz(t,w), (88)
sobre LE(R*+, L%($"!)) donde f,{t,w) esté definida en (87).

Demostracidn.
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Se sigue de (3.97) y (2) que

Yz, k,w) = PuSz(k)Ped(z, k,w) + (I = PuSc(k))1{w) (L.H.28). (89)

Entonces (88) se sigue de (89) y el Lema 3.5 por la transformada de Fourier en &
(lema 1.27).

Q.E.D.
Demostracién del Teorema 0.1

El Teorema 0.1 se sigue del Teorema 3, el Lema 4, la Observacion 5, el Teorema
6, y el Lema 7. Los hechos de que si -1 no es un autovalor de M; la solucién a la
ccuacion generalizada de Marchenko es tnica y que si la norma de operador de Mz es
menor o igual que uno la solucién esta dada por una serie de Neumann estdn demostrados
respectivamente cn los lemas .28 y A.30, donde en este caso 4 = B{LAH(R™, L{S™"1)).

Q.E.D.
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Apéndice A. Espacios de Banach

Espacios topolégicos.

A continuacién daré un par de lemas sobre espacios topolégicos.

Lema 1. Considerar a dos espacios topolégicos &1, Eq; a un subconjunto cerrado
C C E5 y 2 una funcién continua f: Ey — Ey. Entonces f~1(C) es cerrado.

Demosiracion.

/o) = 57 eey (1)
Dado que C es cerrado, C° es abierto; por ser f continua, f~1(C°) es abierto;

luego, f~1(C°)¢ es cerrado; por (1), f—l(C) es cerrado.
Q.E.D.

Lema 2. Considerar a un elemento n € N, a un subconjunto cerrado no aco-
tado § C C™, a un espacio topolégico E y a una funcién continua f:S§ — E tal que
im0 f{(s) € E. Entonces {lim5‘|_,°° f(s)} U f(S) es compacto.

Demostracion.

Considerar a una cubierta {C} C P(E) correspondiente a {“m!al—mo f(s)Yu F(8).
Entonces:

3Cy € {Ch: !‘Iim (s) € Cq (1

|00

Por lo tanto:

Ire R™: f(S N B0)°) € Cp
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Por lo tanto:

SN B.(0)° c ff(S 1 B0)%)) c f7HCo) =

= f7HCE) = F7HCo)* < (SN BAO)) = S°UB,(0) = [7H(CE) € B(0)  (2)

Por el lema 1, donde en este caso (Ey, By, C) = (S, E, C§), se concluye que f~(CE) es
cerrado, y por (2), es compacto. Dado que f es continua y:

1(77YCE) = £(S)nC§

se concluye que f{S)NC§ es compacto; por lo que existe una subcubierta finita {C;} ¢ {C}
tal que f(S) N C§ € UC;. Entonces:

{Jim_re}urs)={ tm s }uiss)neaus)ne)c

{gj—co fal—co

C CouCoulJC; (Por (1))

Por lo que {limiy|_., f(5)} U f(S) es compacto.

Q.E.D.

Espacios vectoriales.

Los siguientes lemas versan sobre operadores definidos en espacios vectoriales arbi-
trarios, lo dnico que supondremos es que tales operadores son lineales. No necesitan estar
definidos en todo el espacio. Recordemos que para un operador inyectivo el dominio de
su inverso es el rango del directo. En el lema 11 derivaremos una férmula operacional Gtil
para el desarrollo de la tesis.

Notacion 8. Considerar a dos espacios vectoriales Ey, E3. L(Ej,Eq) denota al
conjunto de los operadores lineales definidos en E; con imagen en Es.

Lema 4. Considerar a dos espacios vectoriales Ey, Ep y a un operador lineal O
definido en Eq9. Entonces:

N(0) = {0} => VL € L(Ey, E5): N(L) = {0} = D((0L)~!) = D{L~!0™")
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Demostracidn.

DL oYy = (0™ HY oY) = 63(1;) = R(OL) = D((OL)™}

Q.E.D.

Lema 5. Mismas hipdtesis que en lema 4. Entonces:

N(0) = {0} => VL € L(E1, E2): N(L) = {0} = (OL) "' = L~10™!

Demostracion.

vd € D((OL)™Y):2d' € D(OL): (OL)"'d = (OL)"'0Ld =d' = L™'07'0Ld' = L~'0" 4
Por lo tanto
(0L)~t =707 (L.4)

Q.ED.

Lema 6. Considerar a dos operadores lineales O1, 09, definidos en espacios vecto-
riales, tales que:

N(0)) = {0} A D(01) C R(0y) M

Entonces:

N(0102) = {0} & NI7y) = {0}

Demostracion.

= )Vn& N(0y):3d € D(Os):n = Ogd = (Por{1}.)
= 0102d=0jn=0=>d=0= (Pues N(0,07) = {0}.)

=>n=0
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Por lo tanto:
N(Oy) = {0}

Q.ED.

Lema 7. Considerar a dos operadores lineales Oy, Oy definidos en espacios vecto-
riales tales que:

N(01)={0} A R(02) < D(0)) 1

Entonces:

N(0109) = {0} & N(04) = {0}

Demostracion.
= .)Vn € N(05):Ogn =0
= 010qn = 0= (Por (1))

=>n=0

Por lo tanto:
N(0) = {0}

Q.E.D.

Lema 8. Considerar a dos operadores lineales 01,09, definidos en un espacio
vectorial, tales que:

N(0y) = {0}

Entonces:

D(0y + 0q) = D((I + 0;0710y)

Demostracion.
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D((I +07071)01) = 07 D(I + 0:07") = 07*D(0207") =

= 07107")7!D(02) = R(07") N D(0g) = D(01) 0 D(02) = D(0; +09)
Q.ED.
Lema 9. Mismas hipétesis que en el lema 8. Entonces:
01+ 02 = (I + 020710,
Demostracion.

Vd € D(0y + 02):(01 + 09)d = O1d + 0207 101d = (I + 0,071)0,1d
Por lo tanto:
O1+ 0y =(I+00710; (L.8)
Q.E.D.
Lema 10. Mismas hipdtesis que en el lema 8. Entonces:

N(O1 + 0g) = {0} & N{I + 0,07") = {0}

Demostracidn.

D(I +0,07") = D(0:07) = (07 Y)~1D(0,) = 04 rZ} D(0;) c R(0y) =

1=1

= N(01+ 02) = N{((I + 0,0710y) = (L.9)

={0} & N(I +0,07!) = {0} (L6, deec. (“01",“0y")= (I + 0207%,01))
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Q.ED.

Lema 11. Mismas hipétesis que en el lema 8. Entonces:

N(O1+ 09) = {0} = (01 + 02) ™+ = O7 (I + 0207 )™!

Demostracion.
N(O1+ 02) = {0} = N(I+0207") = {0} A (L.10)
A (01 +09)7 = {((I+ 0071047 = (L9)
= 0TI+ 007! (L5, deec. O =1+ 0,071

Q.E.D.

Lema 12. Considerar a un espacio vectorial topoldgico E y a dos subconjuntos
acotados S1, S C E. Entonces S| + Sy es acotado.

Demostracion.

Todo entorno V correspondiente a 0 es tal que existe un entorno V! correspondiente
a0tal que V! + V! ¢ V. Ademis: !

Vi {1,2}:3r € R7uvr € (rg,00): §; € rV!

Por lo tanto:

Vr € (max{ry,ra},0): 8 + Sp V! + V! = (V' + vhcrv

Por lo que S; + S2 es acotado.

Q.E.D.

Espacios de Banach.
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Los siguientes seis lemas tratardn sobre funciones con valéres en espacios de Banach
definidas en espacios topoldgicos. En los primeros tres se estudiard, bajo ciertas condicio-
nes, la continuidad del producto de dos de tales funciones, en sentido uniforme, fuerte

y débil. El lema 17 da condiciones para la analiticidad del producto de dos funciones
definidas en C.

Lema 19, Considerar a un elemento (i,5) € {1,2} x {1,2,3}, a un conjunto Cj,
a un espacio topolégico E;, a un espacio de Banach Bj, y a una funcién f;:C; x E; —
B(B;, By4;)- Entonces:

V(ey,eq) € By x Eq:Vi € {1,2}:

sup || fileveidll <00 A lim sup [[fie,e;) = filee)ll =0 =
ceC; YeeC;

i falea, e2) filer, e1) = falea, eb) filey, )l = 0

, '{im sup
{ehhen)—le1,e2} (c1,e2)€C X Ca

Demostracion.

Y{c, ca,¢1,€h) € C1 % Ca x Ey x Eytjifa(cz, e0) filen, e1) — falea, ed) filen, ef)ll =
= | fafca, ea) (filer,er) = fifer, €1)) = (falea,e2) — falez, en)) filer, )l <

< Whalea, e 1ler,e1) = filer, eh)ll + Nl falez, e2) = falea, el faler, 1)l

Por lo tanto:

[ f2(e2, e2) filener) = falea, e} faler, b}l <

., lim sup
(ﬁ&z)"'(‘h‘z) {c1,c2)€C xC2

< ol e e call sup (e ) = e

+ sup || fafc, e3) - fZ(Cvefz)" sup “fl(cv 5’1)") =0
ceCy ceCy
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Q.ED.

Lema 14. Considerar a un elemento ¢ € {1,2}, a un espacio topolégico E;, a un
espacio vectorial E, a un espacio de Banach B; y a dos funciones, f1: Ey — L(E,By)
(notacién 3), f2: B9 — B{(By,B2). Entonces:

sup || f2(e)] < co ==
€Ly

= Vi€ {1,2}:Ve€ Ezvz € [ D(file hm I(file) = file)zl| =0 =
ec by

=>vze (| D{ffe)): | lim  Y(falea)f1(er) — fa(ed) fulel))zil =0
esEy (ehren) —fenea)
Demostracion.

vee | D(fy ﬂ) lim  [i(fa(e2) frler) = fa(ed) i)zl =

e £y ehieh)—(ene2)

I (falea) = faled)) filer)z + faled)(f1ler) = fi(e})) =l <

= gl
(e} sea)—(er,e2)

< otm (1) = BN fen)el + up () = Al =
(e :2)—-(51,52) c€fy

Q.E.D.

Lema 15. Considerar a dos espacios topolégicos Ey, Ey; a un espacio de Banach E
y a dos funciones fy: E| — E, fg: E5 — E*. Entonces:

sup [|f1(e)]] < oo =
eefly

== V(e1,e2) € B x By: lim (f1(e1) = f1(e), falea)) = Jim [ fa(e2) = fa(e)ll =0 =

e—+ey
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wafm ] (f1(e1), fa(e2)) = (f1(ch), fa(eh)) = O
€318a )™ 1.e2)

Demostracton.

[ (filer)s falea)) — (F1(eh), faled)) =

, ,lim o
(el seh)—len, .

[{f1ler) = f1{e1), falea)) + (fulel), falea) — fa(ed)) |<

= lim
(ehreh)—(e1se2)

< (1 (en) = fate), atea)) 1+ sup A alen) = f2(eb)]) =0
€l

lim
(¢fien) —{er,e2)

Q.E.D.

Lema 16. Considerar a un espacio topolégico E, a dos espacios de Banach Ey, E9;
a un subconjunto § C E) y a una funcién f: E — B(E), E). Entonces:

Ey=8 A supf(e)]] < oo=
el

= ve€ E:¥s€ 5: lim Ife)=f(eNsll =0 = Ve, € Eyp: lim [}(f(e) = f(e))eril = 0

Demostracion.

ey € Ey:¥s € St Jim (7(6) = S(¢)exll = lim (/(e) = £(€))fex = 3) + (/e) = F(eN)si <

< lim (2 sup [l f(e)lley = si| + i{f(e) — f(e’)).si]) = 2sup i/ (e)|lller — sl
el—e\ el €8
Por lo tanto:
Jim J07(e) = 7(eDerli =0

Q.E.D.
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Lema 17. Considerar a un elemento (i,7) € {1,2} x {1,2,3}, a un subconjunto

abierto § C C, a un espacio de Banach E; y a una funcién analitica f;: S — B(E;, Ey44).
Entonces:

¥s € 8: fim IR H{(f2/1)(s + k) = [(f2/1)(s) + h(f2 S+ f2 /1) (s)IH] = O

Demostracion.

Vs €$§: lim IR~ {(f2f1) s + ) = [(J201) () + RS2 ST + FhA) ()M =

= Jim lfa(s + RYA™{fu(s + ) = (fuls) + RA1(s)}+

+h™H{a(s + k) = (fa(s) + hE(s))1f1(s) + (Jals + k) = fa(s) Si(8)] <

< Jim{llfa(s + WA S 1(s + ) = Ua(s) + Af1(sDII+

+HhTHf2s + k) = (f2(s) + LA + I f2ls + 1) + Sa()IA ()1} =0

Pues f; es analitica.)

Q.E.D.

Lema 18. Considerar a dos espacios de Banach Ey, Eq, y a una funcién f/:N —

B(Ey, E9) tal que infren {|f(n)|| > 0. Entonces existe una funcién /N — {e € Ey:jel| =
1} tal que infnen 1/ (n) f(n)]l > 0.

Demostracion.

¥ € Ni3en € {e € By el = 1: (iaf, 171} /2 + 1 (wdenl] 2 150 2 2 7o) =

= /m)eal 2 ( inf, 111 /2 &

Sea f' tal que:
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Vn € N: f/(n) =eq

Por lo tanto:
inf 1))l = inf, 1 enl = (nf 17 (0)1) /2> (Por(1))

>0

Q.E.D.

El terma que abordaremos ahora es el de operadores en espacios de Banach. En el
lema 20 establecemos que el espectro puntual de un operador es invariante bajo equivalencia
unitaria; en el lema 21 se prueba un resultado para operadores isométricos los cuales no
alteran la norma en el producto con otro operador acotado: en el lerna 22 probaremos que
el producto de un operador cerrable por un acotado es cerrable.

Lema 19. Considerar a dos espacios de Banach Ey, Ep. Entonces:

YLEL(E,E):N(L)={0} A LL'=I=

— VL' € L{E) N L(D(L)):Ve € C: N(I' ~ ¢) = {0} & N(LL'L™' —¢) = {0} (N.3)

Demostractdn.

R(L - )L™ R(L —¢) = (L' = e)D(L! —¢) = (L' —=e)D(L) C

C L'D(L") — eD(L') = R(L") + D(L') € D(L) + D{L) = D(L) A
A D' —¢)=D(I)) c D(L) = R(L™Y)
Por lo tanto:

N(ILLL ™' = ¢) = N(L(L' - )L™} = {0} &

.
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S N~ L™ ={0} & (L7, deec. (01,09) = (L, (L' - ¢)L™1))
@ N(L'—¢)= {0} (L6, deec. (Oy,05) = L' — ¢, LI-1))

Q.E.D.
Lemna £20. Mismas hipé4tesis que en el lema 19. Entonces:

VL € L(Ey, Eq):

N(L)={0} A LL'=TI==VL'€L(E)NL{D(L)):0p(L") = op(LL'LY)

Dermostracidn.
o€ op(l!) & N(L'-0) # {0} & N(LL'L™! — o) £ {0} & (L.19)

@0 €oy(LLILTY

Por lo tanto:
op(L') = op(LL'L7Y)
Q.E.D.
Lema 21. Considerar a cuatro espacios de Banach Ey,...,Ey, y a dos operadores

isométricos Oy: Ey — Es, Oq: E3 — E,. Entonces:

Vie {1,2}: R(O;) = Eqy =

= VB € B(Eq, E3): 0980, € L(E1,Ey) = 09BO|€ B(Ey, Eq)A 1Bl = H02B01”
(N.3)

Demostracidn.,

Ve € Ey:[|09BOe|| = {|BOye]| < (Pues O, es isometria.)
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< || BJ|||Oqefl = || Blillell  (Pues Oy es isometria.)

Por lo tanto:

0,80, € B(Ey, Ey) A [|02BO,|| < I1B|]

Por lo tanto:

[ Bl = 107 '0280,07 || < {|02BO, || =
(Donde ahora “Ey”,“Ey",“E3” *Ey",“0)” ,“09") = (E2, E1, By, E3,07*,031))

= ||Bll = {|02B0||

Q.ED.

Lema 22. Considerar a tres espacios de Banach Ey, Ey, E3; y a dos clementos

B € B(E;,Ey) y L € L{E,, E3) (notacién 3), este tltimo tal que sea cerrable. Entonces
LB es cerrable.

Demostracion.

Considerar a una funcién f:N — D(LB) tal que:

nl_i_{!(lﬂ f(r) =0 A nli{gn LBf(n) € Eg

Por lo tanto:
Jm Bf(n) =0= (Pues B € B(Ey, Ep).)

= niLm)LBf(rz) =0 (Pues L es cerrable)

Dado que f cs arbitraria se concluye que LB es cerrable.

Q.E.D.

Lema 23. Considerar a dos espacios de Banach E),E3, y a dos subconjuntos
acotados S C £y y §2 € B(Ey, Ep). Entonces U,eg, 351 es acotado.

Demostracion,
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Yy € U 881:3s E- Spiy € 85,
€S2

Por lo tanto:

ds1 € Sizy = so1 = |lyll = {lssult < [lslllls1l] < sup {ls|f sup ]|
8ESy 4ES]

Por lo tanto:

2
U sSic{e€ Exllef < I] sup {|sl]} (Pues Sy, Sz son acotados.)
1€S, i=14ES;

Por lo que U,¢s, s5) es acotado.

Q.E.D.

En esta ocasién trabajaremos con dlgebras de Banach, o maés bien con funciones
que toman valores en estos espacios. En el lema 25 demostraremos que una funcién de
dos variables, uniformemente continua en una de ellas, conserva esta propiedad bajo la
inversién algebraica, suponiendo que la funcién toma valores en‘el grupo de los elementos

invertibles. En el lema 27 probamos un resultado andlogo para la analiticidad de una de
tales funciones.

Lema 2{. Considerar a un espacio topolégico E, a un elemento e € E, a un dlgebra
de Banach A, al conjunto consistente en los elementos invertibles en A, G C 4, y a una
funcion f: E — A tal que:

fleG A lim[If(e) - f() =0 (1
Entonces existe una vecindad correspondiente a e, V C E tal que f(V) C G.

Demostracion.

Por Rudin 1979, teorema 10.12, existe una vecindad correspondiente a 0, V C A4,
tal que f(e) +V C G; por (1), existe una vecindad correspondiente a e, V! C E, tal que
f(VY) C fle) + V; luego, f(V') CG.

Q.E.D.

Apéndice A. Espaclos de Banach Péagina 89



Lema 25. Considerar a un conjunto C, a un espacio topolégico E, a un dlgebra
de Banach 4, al conjunto consistente en los clerhentos invertibles en A, G C 4, y a una
funcién f:C x E — 4. Entonces:

Yeg E:supff(c,e) M <co A lim sup I|f(c,e) = fle,e)|| =0 ==
c€C d—eeeC

= lim sup [|f(c, €)™ = fle,e) 7 =0
e—ecelC

Demostracion.
Vie,e') € C x B:lf(e,e) ™" = fle.e) ™" = I (cre) ™ (fleve!) = flese)) (e, <

< (ese) IS (eve’) = Fle )il (e e)"'l

Por lo tanto:
lim sup |f(c,¢) ™! ~ f(e,e') 7| <
¢—eeeC
< lim supif(c,e) ™! supll/(c,e) = J(c,e)]| sup [[f(c, )7} = 0
c—ecelC ceC ceC

Q.E.D.

Lema 26. Considerar a un subconjunto cerrado no acotado S C C, a un algebra de

Banach A, al grupo consistente en los elementos invertibles en 4, G C A, y a una funcién
[:S§ — G. Entonces:

Jim () €G A Vs €St lim |1/(:) - =0 = supff(s)7Mi<oo
z|—oo a'—a T

Demostracidn.
Por el lema 2, donde en este caso (n,E) = (1, G), {limy f(2)} U f(8) es
compacto; por Rudin 1979, teorema 10.12, ({1iml lﬁoo (2)}u J(S)) Les compncto; por

Rudin 1979, teorema 1.15, y dado que j(S)~! C ({limy;joo f(2)} U I (S )71, se concluye
que sup,es [1/(s) 7!l < 0.
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Q.E.D.

Lema 27. Considerar a un subconjunto abierto § ¢ C, a un ilgebra de Banach A,

al conjunto consistente en los elementos invertibles en A, G C A, y a una funcién analitica
[: 8 — G. Entonces:

¥s€ S fim [IR7H (s + B)TH = f(o) 7+ RI(9) T ()8 T = 0

Demostracion.

Vs € §: lim N7y t-s(s) Y =0 (Pues J es analitica y por Rudin 1979, teorema 10.12)
8'—s

Por lo tanto:

Jim IATHI (s +R) T = S(9) T RA() T ()1 () =

= lim | f(s+h) RS (s )= () +RS ()] (o) (S (s+R) 7= F(9)TH ) Flo) THI <

< Sim {I1f (s + B) "R S (s + R) = (£(s) + RS (DI () 7M1+

+HIf (s +R) ™ = £(o)THIS () F ()M} = 0 (Pues f es analitica.)

Q.E.D.
Lema 28. Considerar a un dlgebra de Banach. Entonces:
. L LT
VYB e 31(0)-n11.u;° IB*| =0
Demostracion.
VB € By(0): lim |IB"] < Jim [|BJI" =0
Q.E.D.
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Lema 29. Mismas hipétesis que en el lema 28. Entonces:

o0

VYBe B(0): Y B"e A
n=0

i l

Demostracidn.

L E R b

k=i+n

VB € Bi(0):Vn € NiVn! € N\ {1,...,n}:

< X BIF =Bt (- Bl 1 - B < (BT - B
k=1+n

Por lo tanto:

o0
< fim Bt (1- Byt =0 3 B e 4

ZB" ZB"I

lim l
(rn')—~(o000) | k=0 n=0
Q.E.D.
Lema 80. Mismas hipétesis que en el lema 28. Entonces:
oo
¥Be B (0):(I-B)"1= Y B»
n=0
Demostracion.
o<
¥B € By(0 Z " = (I - B) hmZB = lim (I~ B)ZB"—(L,zs)
n=0 n'=0

n'=0

Jim (I~ B =1= (L.28)

. X n , o0
= lim (I~ B"") = lim 3 BY(I-B)= ) B"(I-B)

n'=0 n=0
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Por lo tanto:

B'l

8

(I-B)l=

n=0

Q.ED.
Ahora le toca el turno a los operadores en espacios de Hilbert. En el lema 33
probaremos que el especiro de un operador es invariante ante equivalencias unitarias. En

el lema 37 demostraremos que si dos operadores acotados conmutan, entonces ocurre lo

mismo entre funciones operacionales de tales operadores; para lo cual echaremos mano del
cdlculo funcional.

Lema 81. Considerar a un espacio de Banach E. Entonces:

VLeL(E):c€o(l) »0€0(L—¢) (N.3)

Demostracidn.

VLeL(E):g€p(l) » IBEB(E):B(L-p)Cc(L~g)B=I®0€p(L-o)

Por lo tanto:
ceo(l)« 0€a(l—-q)

Q.E.D.

Lema 92. Considerar a un espacio de Hilbert H y a un operador unitario B € B(H).
Entonces:

VL € L(H):0 € o(L) 0 € o(BLB")

Demostracidn.
VLeL(H):0€p(L) 3B €B(H):B'Lc LB =1

& BB'B*BLB* C BLB'BB'B* =1 & 0 € p(BLB")

Por lo tanto:
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0€ (L) < 0€ o(BLB")

Q.ED.

Lema 89. Mismas hindtesis que . el lema 32. Entences;

VL € L(H):0(L) = o(BLB")
Demostracion.
VLeL(H):c€o(BLE") & 0 &€ o(BLB* —¢) = (L.31, d.cec. E = H)
=0(B(L-¢)B Y& 0€0(L—c)« (L.32)
@ ¢€o(l) (L.31,deec. E=H)
Por lo tanto:
o(BLB*) = o(L)

Q.E.D.

Lema 34. Todo espacio de Banach E es tal que:
(B, Ly, Ly) € B(E) x L(E) x L(E):

BLi C LB = Vo€p(Li)Np(La):B(Li—0) "' =(Lz—0)7'B (N.3)

Demostracion.
(Ly—0)™'B = (Ly—0) "' B(Ly~0)(L1—0) ™! < (La—0) "} (La—e) B(Ly1—e) ™" C B(L1—0)™!

= (Ly—e)'B=B(L ~o)"
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QED.

Notacion 95, Considerar a un espacio de Hilbert y a un operador normal O definido
en él. E(O) denota a la resolucién de la identidad correspondiente a Q.

Lema 86. Considerar a un espacio de Hilbert H y a dos operadores autoadjuntos
0,0, definidos en él. Entonces:
VB € B(H): BO| C O2B = BE(O;) = E(0,)B

Demostracidn.

Ya € R:Vb € (a, 0):Vh € H: (BE(0;)((a,b})h, h) = (E(O1)({a, b))k, B*h) =
= lexfg —i(2x) 7! /:({{Ol ~(A+ig)]™t ~ {01 = (A = i€)] "}, B h)dA =
= Ieiﬁ)J—i(er)—l /:(B{{Ol — A+ = {0y = (A —ig)) "1 n, h)dA =

b
= lim ~i(2m) ™" j ({102 = (A +i€)]"! = [Og — (A — i€)| "'} Bh,h)dA =  (L.34)

= (E(02)({e,b]) Bk, k)

Por lo tanto:

BE(01){{a,b}) = E{02)({a,b])B (Rudin 1979, teorema 12.7)

Por lo tanto:
BE(0,) = E(02)B

Q.ED.

Lema 97. Mismas hipétesis que en el lema 38. Entonces:

<
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YB € B(H): BO, C 03B = VI € L®(R): BI(0y) = 1(04)B

Demoastracion.

Yh € H: (BI{OV)h, k) = ({(01)h, B*h) = /Id(E(Ol)h.,B'h) = /ld(E(Og]Bh,h): (L.36)

= (l(o'l)Bhsh’)

Por lo tanto:

Bl{04) = {{02)B (Rudin 1979, teorema 12.7)

Q.E.D.

Lema 88. Considerar a un espacio de Hilbert y a dos operadores unitarios Oy, 0,
definidos en él. Entonces 0104 es unitario.

Demostracion.

(0104)7 = 05107t = 0303 = (0109)*

Por lo que 010y es unitario.

Q.E.D.

El lema a continuacidn es una generalizacion al hecho de que ¢! espacio dual de un
Hos €s H-q,~s. Para ello tomaremos un espacio de Banach arbitrario £ y a un operador
lineal T inyectivo y densamente definido en F; definiremos una nueva norma, la cual es
simplemente Ia aplicacién de T a un vestor y luego tomar 1: norma inicial, y denotaremos
por Ep al espacio de Banach obtenido mediante la completacién del dominio de 7" bajo la
nueva norma. El resultado que demostramos en ¢l lema es que el espacio dual de este Ep
es E(.T—ll' , en la misma notacidn.

Para aplicar este lema al caso de los Hq s tomaremos E = Hy y como operador T'
al operador multiplicacién por p, definido densamente en Hq ;. Todos los detalles se dan
en la siguiente definicion.

Definicidn 99. Considerar a un espacio de Banach E y a un clemento L € L{E)
(notacién 3), tal que:
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N(L) = {0}
Considerar a la normu [|L - || definida en D(L) tal que:
vd € D(L):}|L - {(d) = | Ld]}

(EL,0l - 1) denota a la completacién de D(L) relativa a {|L -]
Lema {0. Considerar a un espacio de Banach E y a un elemento L € L(E) tal que:

(N(L).R(D)) = ({0}, B) A (N((L™)). TTL717) = ({0}, E7) (1)
Entonces (E£7)" es isométricamente isomorfo a (E.)(I,-l)"

Dernostracion,

Dado que:

DL =R(L) = E (Por (1)) @)

(L™Y)* estd definido. Por (1), (E")(1,-1)+ estd definido.

Considerar al operador lineal F definido sobre (E.)(L‘l)‘ tal que:
vd & D((L7Y)*):%d' & D(L): (Fd)d' = (Ld', (L1} d) (3)
Por lo tanto:
(Fd)d| = (Ld', (L71) d)| < JLAYIL™Y) di = el ldl g1y

Por lo tanto:

Fdc (EL) A Fdll g,y < HdYp-1ys (Pues D(L) es denso en Ey.) 4)

Por lo tanto:

Fe B((E')(L..l).,(EL)') (Pues D({L™1)*} es denso en (E')(L_x)..)

Adem 5t
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vd € D((L™!)*):Ve € RT:3d' € D(L)\ {0}:
fligg-1ye = L)%l < e+ L H(La' (L7 d) = (Por(1))
= e+ |[d|H(Fd)d] < (Por (3))
S e+l Pl gy idllp = (Por (4))
= e+ [|Fdg,)-

Por lo tanto:

lidll(z-1y S HFdll(gyye = ldiliz-1)e = [1Fdll(g,).  (Por (4))

Por lo tanto:

Ve € (E°)(g-1)-: IFell(gy)» = lell(p-1)e (Pues D((L™1)*) es denso en (B*)(zy)-) ()

Considerar a los elementos e € {Er)* y | € L(E,C) (notacién 3), este dltimo tal
que:

Vd € D(L):ILd = ed (6)
Por lo tanto:
L] = fed) < flelz, eIz = lell e, )+ 124l
Por lo tanto:
le E* (Por (1))
Por lo tanto:

Ve € R+'3d € D((L™Y)*):¥d' € D(L):|(e- Fd)d'| = |ed'~(Fd)d'| = [ILd'~(Ld', (L7*)"d)| =
. (Por (6) ¥ (3))
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== (2T AL < = (- (LT LAY < efidllp  (Por (1))
Por lo tanto:
lle = Fdljg,): < ¢
Dado que ¢ es un elemento arbitrario, se concluye que:

F 7 = (Ep)" = R(F) = ()" (Por (5))

Por lo que (E)* es isor. - zicamente isomorfo a (E‘)(L_l)..

QED.
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Apéndice B. Integracidn Vectorial

El actual es un apéndice en el que estudiaremos con detalle ciertas propiedades de
las funciones definidas en algiin dominio de R"™ con valores en espacios de Banach, desde
la dptica de la teorfa de la medida e integracién vetorial. De entre los lemas mds relevantes
estdn el 6, en el que probamos que Lz(R",B(B)), con B un espacio de Banach, es un
espacio de Hilbert. Ademds en los lemas 9 y 10 estudiamos a los operadores tmultiplicacién
por una funcién con valores en B(B) definidos en L¥*(R", B); estos son los operadores
andlogos a los conocidos operadores multiplicacién por una funcidn en los tradicionales
espacios LZ(R"), v son de vital importancia en la definicidn de la matriz de dispersién
S(k) como operador en L2(R, L2 {S"1)).

Notacion 1. Considerar a dos conjuntos Cq,Cq. F{Cy,Ca) denota 2l conjunto de
las funciones Co-valuadas definidas en Cy.

Lema 2. Considerar a una funcién f: R — R y la medida de Lebesgue correspon-
diente a R, m. Suponer que existe un subeonjunto cerrado § C R, tal que:

m(8) =0 A Vs&S:lmif(s)~{sN=0 (1)
al—g
Entonces f es medible.

Demostracion.

S es cerrado, luego S€ es abierto; por Royden 1968, proposicidn 2.8, existe una
sucesion de intervalos abiertos disjuntos {/,} tal que:

s = U In
neN

Por lo tanto:

f=xsfexsl=xsf+ S xaf=1=3 xufctp) (Por(1) (2

n=1 n=]
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Por (1), todo n € N es tal que f es continua en I, por tanto medible; por (2) y por
Royden 1968, teorema 3.20, f es medible.

Q.E.D.
Lema 3. Considerar a un espacio de Banach E, a un elemento F € F(R,B(E))

(notacién 1) tal que sea casi separablemente valuado y a la medida de Lebesgue corres-
pondiente a R, m. Suponer que existe un subconjunto cerrado § C R, tal que:

m(§) =0 A Ys& 8% lml{F(s) - F(s)|=0 (1)
al—sg ‘
Entonces I es uniformemente medible.
Dermostracion.
Considerar a un elemento (e,e*) € E x E*. Entonces:
vs € §% lim je"F(s)e - e"F(s'el < lim e iF(s) = F(s"illlell =0 (Por (1))
L al—a

Entonces, por lema el 2, donde en este caso f == e'Fe, ¢* Fe es medible; por Hille 1948,

teorema 3.3.1, se concluye que F es uniformemente medible.
Q.E.D.

tacion 4. Considerar a un espacio de medida E. M(E) denota al conjunto de

funcione >mplejo valuadas medibles definidas en E.
Le:na 5. Considerar a un espacio de medida E, a un cspacio de Banach B y a un
elemento F € F(E,B(B)) (notacién 1), tal que sea casi separablemente valuado. Suponer
que existe una sucesion de funciones uniformemente medibles {F,,} € F(E,B(B)) tal que:

nligéo F - FHHB(B) =0 (ctp) (1)
Entonces F es uniformemente medible.

Demostracién,

V(b,b*) € B x B": N:b*Fobe M(E) A (Hille 1948,tcorema 3.3.1)
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A dim o' Fb— b Fob < lim (B[ F ~ Fulln(gylbll = 0 (cx.p)  (Por (1)

n-—oo
Por lo tanto:
b*Fb € M(E)
Entonces, por Hille 1948, teorema 3.3.1, F es uniformemente medible.

Q.E.D.

Lema 6. Considerar a un espacio de medida E y a un espacio de Banach separable
B. Entonces L?(E,B(B)) es un espacio de Banach.

Demostracion.
Considerar a una funcién fi N — L*(E,B(B)) tal que:

Ms

{2 pemy) < o

EY
i
—~

Por lo tanto:

L 11

i=1

n 2
(}:lgsllf(f>tsn<a,ziL=(s,) -

/ (; 1@l ) |

2 o0 2
= (Z O (En(g))> < (>;1 Hf(n)ilL:(E,n(B))) =

i=1

%0 2
= I(Z ii/(")HB(B)) < oo = (Lema de Fatou)
n=]
=3 1/ (»)Mlipgpy < oo (c.tep.) =
n=1

o0
= 3 f(n) € B(B) (c.t.p.)
n=1
(Pues B(B) es un espacio de Banach y por Royden 1968, proposicién 6.4)
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Ademés,por lema 5, donde en este caso (F, Fp) = (£, f(n). T8, [i1)): 52, [(n)
es uniformemente medible. Ademds:

B> f(n < S (lp tp) = 3 f(n) € LE,B(B) A
e iB(B)  n=1 n=1
A VneN:; PIRIOEDIFI0] <y 1f(n)ligpy & LY (E)
=1 =1 iB(B) n=t

Por lo tanto:

lim
n—aoe

o n : § oo 1/2
2 Im -3 =,)i*.gc(/5 NCERD f() ) =0
| n=1 = 1L3(E,B(B)) i n=1 i=1 'B(H)

(Teorema de convergencia dominada.)
Por Royden 1968, proposicion 6.4, L"(E,B(B)) es un espacio de Banach.

Q.E.D.

Definicion 7. Considerar a un espacio de medida E, a dos espacios vectoriales
E\,Ey, y ala funcién @ definida en F(E,L(E4, E3)) (notacién A.3 y notacién 1), tal que:

VF € F(E,L(E\, E2)): D(3(F)) = {f € F(E, E\): (c.t.p.)e € E: f(e) £ D(F(e))} A

vd € D(®(F)): (c.t.p.)e € E: (B(F)d)(c) = F(e)d(e)

Lema 8. Considerar a un elemento n € N, a un espacio de medida (F,u), a n
subconjuntos disjuntos medibles Sy,...,S,; a un cspacio de Banach B, a un elemento
F & F(£,B(B)) tal que sea fuertemente medible, y a una funcién f:{l,...,n} — B.
Entonces:

max{;t( U 5‘~)‘sup ”F(c);l} < oo ==
i= ek

n - R , I I
= 3 xs,/(0) € L(E.D) A}EFLXS,-/(’)'\ < sup [F () Y- x5, /)
=1 ¢ kil it

hi
LEB) esE fe=1 Hl (E,B)
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Demostracion.

Por Hille 1948, teorema 3.2.3, FF 1| x5, f(i) es fuertemente medible

. Ademais:
Pon ;| i n f
5" st is 1713 xs )| < sup P 2 x5/ =

=1 =1 i < =1 i
=>!1FL xs. /() =(/§!Fiwf(i)”2)l/2<
I I;LZ(E f ,‘_—‘1‘ ‘ ” J -
2, 1 I N

< [ / (EIF uF(e)n!g > xs /G 1}) } =PI S xss 0 =

= F i xs.f(i) € L}(E, B)
1=]

Q.E.D.

Lema 9. Considerar a un espacio de medida E, a un espacio de Banach B y a un
clemento I € F(E,B(B)) tal que sea uniformemente medible.Entonces

sup | F(e)]] < o0 = #(F) € B(LY(E,B)) A N%(F)p(exs, 5y < sup || 7]

Demostracion.

Por ¢l lema 8, ®(F) se extiende a L*(E, B) de tal forma que ®(F) € B(L*(E, B)) y
“'I’(F)“B(L 2g,5)) < SUPeel [iF(e)fl. Verificaré que ®(F) satisface la férmula de evaluacién

en la definicién 7.Todo | € L2(E, B) es tal que existe una sucesién de funciones simples
{/n} C F(E, B) tal que:

1/2
nll{’éo</ 'i[ "fn”') =nli{ro‘° Iil_frlEsz(E'[)) =0
por lo que existe una subsucesién {fn,} tal que:

Jim |11~ fagll =0 (ct.p.)
Ademds:

. 'Pagina 104 Apéndice B.Integracidn Vectorial



N7
i ([ 100P) = 0PV wI) " = i BOF) - oz =O

por lo que existe una subsucesién { fny,} tal que:
(c:tp.Je & B: (B(FN)(e) = fim (2(F) g )(e) = Jim F(e) o (e) =
= F(e)l(e) (Por (1) y por que F(e) € B(B))

Q.E.D.

Lema 10. Considerar a un espacio de medida E, a un espacio de Banach B y a un
clemento F' € F(E,B(B)) tal que sea fuertemente medible, al igual que F*. Entonces:

sup | Fe}ll < co = ®(F") = @(F)"
ecE

Demostracion.
Y{is, ) € LME. B) x L(E, B): (1, (F")a) = [ (11, (F ")) p =

= /(Ila F'la)g = (L9, dieec. “F"= F*)

= [(Fil)p = (#(F)is 1)

s»r lo tanto:

Q.E.D.

Lema 1. Considerar a dos espacios de medida £y, Ey,y a una funcién f: By < Ey —
C. Entonces:
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FEF(ELLHEY)) A (N1)

A 3L 1) € LH(Eg) x LBy x Ey): sug e, )l <1 alfl<t A
ecky

A Yee€ Ey: l,i_r%]f(e.-) — ()] =0 (c.tp) =

= [ € L*(Ey, L}(E2))

Demostracidn.,

Vit € L}(Bq):Ve € Ey:Ve € Ep|l(fle,) = f(¢, )] < ['2l) € LY(By)
~ Por lo tanto:

elli_l.)?: I[f(ea ) - f(sl’ ')’ ”N =

= lim p (f(e,) = fle', N =0 (Teorema de convergencia dominada.)
ct—eJ Eq

Por lo tanto:

(L) e (B = (1) e M(E) (N.4)

Entonces, por Hille 1948, teorema 3.2.2, f s fuertemente medible. Ademads:

/E,“f"%z(&) = /En ~/Ez 2 < -/Ex /Ez V= ' g2y gy < 00 = f € LB LY (Ey))

Q.E.D.

: Lema 12. Considerar a un espacio de medida (E, p}, a un subconjunto abicrto

§ C C,y a una funcién f1E x § — C tal que f € F(5,L*E)) (notacién 1),
SUP,es l[f(-,q)HLz(E) < co y que casi todo e € E sea tal que f{e, ) sea analitica. Entonces
f € F(S, L*(E)) es analitica.
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Demostracion.

Considerar a un elemento ! € L2(E).Entonces todo contorno cerrado C C § interior
a S es tal que:

Cf(f('as)vl)fdlsl < -/C 1rCosi gyt pogydlsl < fofgg 017G gz gyl L2 gy dist <

< oo (Pues sup,es iif (s}l 3 gy < o0)
Por {o tanro:

/C(}'(',s),l]ds = /C -}E le,s)l{e)du(e)ds = [E/;f(z,s)dsl(e)du(e) =

{Teorema de Fubin

=0 (Teorema de Cauchy.)

Entonces, por el teorema de Morera, (f,1) es analitica; dado que ! es un elemento arbitrario,

por Rudin 1979, teorema 3.3:; f € F(S,LZ(E)) es analitica,

Q.E.D.

Lemal8. Considerar a un espacio de medida (£, 1}, a dos subconjuntos medibles
51,54, ¥ a un espacio de Banach B. Entonces:

u(S1 ") = 0= LSy, B)LLYS,, B)
Demostracidn.
Vi e (1,20 € L3S, B): () = [k = [ xsins (i) = 0
Por lo tanto:

L*($), B) LL} (5, B)

Q.ED.

Lema 14. Mismas hipdtesis que en lema 13. Entonces:
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u(S1 N S3) = u(5§ N S§) =0 = L¥(S1, B) = L*(Sq, B)*

Demostracion.

XS§ = X(85n8,)u(S50S5) = XSEnsy = X(s5ns1)u(sansy) = X, {(e-t-p.)
Por lo tanto:
v e L(S2. B [ xs, Ul = [(xsilln = (Lixsl) =0
Por lo tanto:

lxs,llls = x5, lllg = 0 (c.t.p.) = I = xs5l = x5,1 € L*(S1, B)

Por lo tanto:

L*(Sq, B)t c L*(Sy, B) € L¥(Sy, B)* = (L.13)
= L*(8, B) = L*(S;, B)*

Q.E.D.

.Péglna 108 Apéndice B.Integraclon Vectorial



Apéndice C. Espacios H.,,

Comenzaremos este capitulo con una serie de propiedades de los espacios Hq s, los
cuales fueron definidos en al capitulo 3, como espacios de Banach. En el lema 1 probaremos
que todos los Ha,s’s son isométricamente isomorfos entre si y daremos la regla de isometria.
En ¢l lema 2 demostraremos la conocida regla de contencién de los espacios Hq4’s. En
el lema 3 estudiaremos una propiedad que existe entre los operadores acotados de estos

espacios.
Lema 1. Considerar a un elemento (n,(sq,s2,@1,a2)) € N x R*? y al operador
lineal O dcfinido sobre Hg, ) (R") tal que: :
Ve € CFP(R™):0c = pouy I pay—az Fpsic (1)

Entonces O € B(Ha,s;(R"), Hay 6o (R?)) v es isometria,

Demostracidn,

Ve € C§°(R"): |Ocllag,an = Pz FPey P31 F " Pay~arFpsicllog = {Por (1).) !

= {lpay Fpsiclioo = llellar,a |

Por lo tanto: i

O€  Hqu(R"), Hapso(R")) A YheE Hay,sy(R™):{[Okllag 6, = Iilllay,s, (2)

Ademis:

Y(e,h) € R X Hagopidc e “(RY):llh = Open, Fpag—ay Fpscllass; =
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= b~ pes2F* pay-arF sy p~a, F* pag—a; Fpsgcllaz,sy = flh — cllag,s; < ¢

Por lo tanto:

R(0) = Haz,;(R") = R(0) = Haysp(R")  (Por (2).)

Por lo que O es isometria.

Q.ED.
Lema 2.
Y(n(s,a)) e NxR%:T € n B(Has(R"), Hy w(R"))
(¢ ,0')€(~00,8]x (-0,
Demostracidn.

¥(n,(s,a)) € N x R:V(s, o) € (~00,5] x (~o0,a]: Ir € R*:Ve € CP(R™):

”I‘:”a',a' = ”C”u'.a' = ”Fa'FP'SICHO,O < "Pana’c”(l,O = ??Pu—aﬂaclla,o < f]lPaCHn,o =
(Schechter 1971, tcorema 2.4.6)

= rlefla,s
Por lo tanto:
I € B(Hps(R"), Ha,,,:(R"))

Por lo tanto:

Ie N B(Ha,s(R"), Hyr o(R™))

(o' ,0')€(~00,8]% {—00,a]
QED

Lema 8.

W(n, (51,52, &1, a2)) € Nx RU:V(s], 55, o), ah) € [s1,00) x (—00, 59] x [y, 00) % (—00, ag}:
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3r e R*:VB € B(Hay,, (R®), Hay,s,(R")):
BeB(Hn'l,a'l(Rn)'Hai.eL(R")) A

A HBHB(H‘Z,I‘,.l (R") Hop 1 (R)) S UBUB(Hay 0y (R7), Hag,oy (R7))

Demostracion.
3(r1,r2) € R x RY:VB € B(Hay,s, (R™), Hay sy (R?)): Vh € Heyy g (R7):

1Bl ag ey < 711 Bhllagas < (L2)

2 TN BIB(Hay o (R7), Hag ug (Rr) Illara0 < Pl Bllnir, ) (R7), Hay ey (o)) T2l ot (L:2)

Por lo tanto:

B EB(Hn'l,a'l(Rn)iHaf.,s’z(Rn)) A

A ”B”B(H"'x-"x(Rn)'H“'z"'z(Rn)) < rerHBHB(Hnl,,l(Rn),iluz,qmn))

Q.ED.

Los siguientes lemas versan sobre los operadores de reversibilidad temporal T y de
paridad P cuyas definiciones se extienden a espacios de Banach mds amplios en donde se
estudian ciertas propiedades generales.

Definicién {. Considerar a un conjunto C y al operador T:F(C,C) — F(C,C)
(notacién B.1),tal que:

vfeF(C,C):Tf=Tf
Lema 5. Considerar a un espacio de medida E. Entonces:

VB € B(L}(E)):(TBT) =TB'T

Demostraci
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¥B € B(L*(E)): TBT € B(L*(E)) (L.A.21, deec. (“E",0,)=(L*(E),T))

Por lo tanto:

V{1, 12) € LHE) % LHE): Iy, (TBT)*ly) = (TBTly, 1) = /TBT:,G = / Blly =

=BLE) = 5) = [R5 h = [ 15 = (1,5 = (1. T8'Tl)
Por lo tanto:

(TBT) =TB'T

Q.E.D.

Definicion 6. Considerar a un elemento n € N y a un subconjunto § ¢ R" tal
que:

§=-

Considerar al operador P definido sobre F(S, C) (notacién B.1), tal que:

Vi€ F(S,ChVse S:(Pf){s) = f(-s)

Lema 7. Considerar a un elemento n € N y a un subconjunto medible S C R" tal
que:

S=-5
Entonces:

PeB(EYS8)) A P=P A VieL*(S):|Pll =

Demostracidn. |

Pj = (/S E(Pl)(g)lzds)llé _ (/5 [1(—3)[2ds)l/2 ) (/_S “(S)mdu_ndsy/z )
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- ( i u(s)l”ds) Y

Por lo tanto:

P e B(L%(9))

Ademis:
Y(ly.1p) € L2(S) x LY(S):

(Pl 1) = /(ml Vials / )T(s)ds —/;Sll(s)l_g_(—s)[det—llds=

/ = (I, Ply)

Por lo tan:o:

QED.
Lema 8. P = TPT

Demostracidn.

Considerar a un elemento n € N y a un subconjunto § C R tal que:

S=-8§
Entonces:

Vf € F(S,C):Vs € S: (TPTf)(s) = (PF)(s) = f(—s) = (Pf)(s)

Por lo tanto:

TPTf =Pf

Por lo tanto:
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P=TPT
Q.E.D.
Lema 9. TFT = F*

Demostracion,

VYn € N:Vee C°(R"):Vr € R™:

(TFTe)(r) = (2r)~/2 /m- e=rrg(r)dr! = (27) "2 /Rn & e(r)dr! = (F*e)(r)
Por lo tanto:

TFTc=F'c

Por lo tanto:

TFT = F*

Q.E.D.
Lema 10. Y(n, (s,a)) € N x R:Yh € Ha o(R™): || Thllgys = [|t]la,e
Demostracidn.

¥(n, (s,a)) € N x R%:Ve € O (R™):

ITclla,s = llpaFpsTellop = [lpaFTrscllon = 0T F* pacilop = (L.9)
= [[TpaF*F* Fpyelion = lpaPeFracloo = || PepaFrsclio = flpaFpsclloo =
(L.7, d.e.ecc. §=R")

= “C”a,s

Por lo tanto:
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Vh € Ha,s(R"): ”Th”a,a = [{af|a,s

Q.E.D.

A continuacién pasamos a estudiar a los operadores multiplicacién por una funcién.
Estos operadores, tan conocidos en L2(R"),juegan un papel muy importante en el funda-
" mento matematico de la teoria de la dispersién. De entre los teoremas importantes en esta
seccién tenemos al lema 17, el cual es una generalizacién del tecorema de Rellich aplicada
a los espacios Hg s, y ¢l lema 22, en el que calculamos el espacio dual de un Hy q.

Definicion 11. Considerar a un elemento n € N y a la funcién ¢ definida en
C* R") tal que:

7e € CP(R™:Vd € D'(R"): ¢ 'd = ed

Lema 12¥n - ¥(cg,c0) € P(R") x CF(R™):¢lecrea) = Y(er)d(co)
Demostracidn.

vd € D'(R"™):¢(crea)d = cread = Pler)ead = ¥ley)¥{ca)d

Por lo tanto:
Pleiea) = ¥(ey)¥(ca)
Q.E.D.
Lema 18. Vn € N:Vec € C®(R"):c™1({0}) = ¢ = Vd € D'(R™): (c)¥(c™)d = d
Demostracién.
vd € D'(R™): p(e)y(c!)d = p(ec™!)d = (L.12)

p()d=1d=d

Q.ED,

Lema 14.
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Y(n, (s,a)) € N x RE:y(C®(R") C N B(Hos(R"), Hy yr [oc(R"))
(o', 8'}€(~o0,a]lxR

Demostracion.

Ve € C®(RM)V(d,s') € (—o0,a] x R:Vd' € CP(R™):3r € RT:Vp € CP(RM):

i b(e)pllarst = lpatFogc'colloo < lpaFpaccollon = 1oy s'cpspllao < rllpspllapn =
(Schechter 1976, teorema 2.4.6)

rlella,a
Por lo tanto:
¥(c) € B(Hu,a(R"), Hyy y1 1o (R"))
Por lo tanto:

Y(c) € N B(Hoo(R"), Hy g loc(R"))
(a',a!)E(—00,a]xR

Por lo tanto:

Y(C(RY) C N B(Ho,s(R"), Hy g 10c(R"))
(a',8')€{~0,a]xR

Q.E.D.

Lema 15. Y(n, &,s) € N x RT x R:V(s',¢) € [s,00) x C®(R") N L®(R"):

¥(c) € B(H, g(R"), LI(R™) A I (Mipar, o(rm) L3 ey < llelleo

Demostracion.
ve' € CP(R"):
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f(e)cos - racclloo < llagee'llop < Hefloollogcllon < Nelloolipa Foycflo = lelloolle'lla, s

Por lo tanto:
¥(c) € B(H, o(R"), LER™) A o lMpa, , mm),zmm) < lelloo
Q.E.D.

Lema 16.

¥(n, (s1,52)) € N x RZ:Ym & M(R"): py 4a,m € LP(RY) ==

== d’(m) € B(L:;;”(R"),Lf,: (Rn)) A Hw(m)”B(Lz-,l(R")-LEZ(R")) < %’lﬂa;—ufﬂiw
Demostracion.

Ye € CGP(R"):

HL/’(’”)CMO.J: = i{psyraamp-siclioo f!/’u+a:’"ncouﬂ~uc§f0.0 = Nl’a1+azm”oo”cﬂ0,~a.

Por lo tanto:
W(m) e B(Lz_,,(R")vLEQ(R")) A H@"\—'f')”n([,z”(nnLL’;’"(nn)) < ffpay+amiloo

Q.ED.

I +un 17. Considerar a los elementos (n.{sy, s2,a)) € NxR® y (o, ¢} € (~00, ) %
C&(R"  .ntonces ¥(ps;+s,¢) € B(Hae (R"), Hyr _,,(R")) v es compacto.

Demostracion.

Por el teorema de Rellich, ¢(c) € B{Ha(R"), Hy(R"}) y es compacto. Ademds:

Vh € Ha,y (R"): $(0e1 4026}k = payiarCh = paycparh = O(g,01) (= 13,01) 1) Ot a) o,
i
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Por lo tanto:

U(pay+aq6) = O(O,a’)—o(—ag,u')‘/"(C)O(al,a)~(0,a) € B(Hqa,s, (R™), Hye

(R%)) (L.1)

1782

Por Kato 1976, teorema II14.8, O(g g1 (<11,a")¥(€)O(s;,a)—(0,a) € compacto; luego ¥

(Psy+s;¢) es compacto.

Q.E.D.

Lema 18. Considerar a los elementos {n,n',s) e Nx {0}UNxRyce CE‘;(R"),

este dltimo tal que:

3(r,r) e RY x R:Va € {a € ({0} UN)":|a| < n'}:1D%| < rpp (1)

Entonces (c) € ns'é(—co,a—r'] B(Hn’,a(Rn)$ an,.l(Rn)),

Demostracion.

Vs' € (00,5 —r']:3(ry,re) € RT x RT:Ve! € C§°(R™):

() flnr g = llee gt S 71 30 1D%ecllo,0 =

I

lal<n’

1=1

<n T 3 ([T atate

la|<n! f<a M=1

<n & & ([l atipto

laj<n! f<a Mi=1

=rryp 30 D (ﬁ o Byt (e —

lal<n! fa M=1

S rry z Z (fI a,-![ﬂ;!(a,

lal<n’ f<a M=t

ﬁg(n !Bl

- ﬂ,-)!]“) De=Bephe!

<
0,8'

ﬁ;)‘-i_‘)l\D""ﬁcDﬂC’lio,u <

ﬂz‘)!]_l)llfﬁr’Dﬂclﬂo,a' = (Por (1))
ﬂl‘)"l—‘) Hpr'-é-s’-aDﬁcIHO,a <

- m)!}“)l!vﬂc'llo,, < rallél,
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Por lo tanto:

1"/"(0) € B(Hn’,a (Rn)) Hn’,a'(R"))

Por lo tanto:

I/J(c) € n B(Hn’,a(R‘n)lHn’,a’(R"))

s'e{~cos~1!]

Q.E.D.

Lema 19.

¥a € R¥:¥b € (a,00): B (1) (@, 8]) = ((xp, 5 (01\B 1 a(0)  (NA.35)

Demostracidn.
V(n,a) € N x Rt:9b € (a,00): ¥l € LEHR™):Ve € R™:
[llarctan e 71 (b — | - [*) —arctane™ (e — |- )] < #iF € LY®R™) A

[P 0E = (3 1) - B - (4 - 19) A =

Lb({w(llfgﬂ ~ ) = lIER - (A~ 1)I"YH,0dA = {L.13)
= /ab /Rn 2iele? + (A - €192 i(g) PdgdA =

= / "/b 2ele? + (A — |€19)271i(¢)|°dAd€ = (Teorema de Fubini.)

=2 /R" |1(5”2[zu'ctan e"’(b - [5'2) —arctanc Ya - i€ Z)]df

Por lo tanto:
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(B (@ 0)h1) =
= —i(om) ™t [ (100167 - (1 30) 7 = w16 - (3 =) ) =
= —1(2m) 7! 1332,/1‘" !l(e)iz{nr;mns—l(z’ —1¢%) - arctan e~ o - |£]%)}d¢ =

=1 /R“ lilxg [1(€)*{arctan e (b — |€]*) — arctan e (a ~ |€]})])de =
(Teorema de convergencia dominada.)
=7 [ MO 0N,z @€ = (WX B, 005, (o))

Por lo tanto:

E@W(€))((a,0]) = zp(mbl/z(o)\gﬂl/z(m) (Rudin 1979, teorema 12.7)

Q.ED.

Definicién 20. Considerar a un elemento (n,a) € N x R y a la funcién ¢, definida
sobre C®(R") tal que:

¥e € C°(R™): D(vha(c)) = {h € Ha(R"):ch € Ho(R™)} A Vd € D(a(c)): Yalc)d = ed
Lema 21¥(n,e) € N x R:Ve € C®(R"):c7({0}) = ¢ = Ho(R") = R(¥al(c))
Demostracidn.

Ha(R") = C§°(R"™) = (Schechter 1971, tcorema 2.4.11)

= P (c)CP(R") C (L.13)
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C B(dalc)) = Ha(R") = R{¥a(c))

Q.E.D.
Lema 22. ¥(n,(s,0)) € N x R: Hy f(R™)" = Hog -, (RY)
Demostracion.

¥(n,(s,a)) € N x R%: (¥al0s)™1)* = tal(~ps)* = (L.13)

= (V(©alp)) D alpa) ™)) B{alpe)), R(($alps) 1)) =

= (N(da(pa)), N(-alp~s)), R(#alps)}, R(¥~a(p-s)}) =

= ({0}, {0}, Ha(R™), H_o(R™)) = (L.13y L.21)

= ({0}, {0}, Ha{R"), Ho(R")") = (Schechter 1971, teorema 2.4.1)

= Hos(R")' = H_ g _s(R") (L.A40, decc. (E,L) = (Ha(R"), a(ps)))

Q.E.D.

Ahora demostraremos, mediante técnicas de interpolacién, una 1til relacién entre

las normas de los espacios Hq s. Para ello habremos de emplear como argumento principal
¢l teorema de tres lineas de Hadatard.

Lema 28r e R\ {O}:1+€(r—1)>0

Demostracion.

Considerar a la funcién {- + ¢~ - 1}: R — R tal que:

VreR:i(+e =1} {r)=r+e " ~1

tanto:
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Ademds:

d2
szl +eT 1) =" >0
" Por lo tanto:

jnf(r+eTm = 1) €{(-+e” ~1)(0), lim (r+e " =1), lim(r+ e~ 1)} = {0,00,00} =
= inf(r+e"-1)=0
reR
Por lo tanto:
Vre R\ {0)ir+e " —1>0=1+e(r—-1)>0

QED.

Lema 24. Yr € Rﬁsupxe(_m!,]z"l(e’ ~1) =71~ 1)

Demostracion.
Considerar a un elemento r € R* y a la funcién .~ (e’ — 1): (—o0,7] — R tal que:

e =10 =1 A Ve (—oo,r\{0}:-"He - 1)(z) = 27 eF ~ 1)

Por lo tanto:
Vz € (=o0,7) \ {0} dfz- e~ )(g) =2 L4 eF(z = 1)) >0 (L.23)

Por lo tanto:

sup z MeF—~1)=r"!{e"—1) (Pues la funcién es creciente.)
z€(—o0,r]
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Q.E.D.
Lema 2591 € RY:sup e caiRe e<r) et —eS)] < rmlfem = 1)

Demostracion.
YreRT:Ve € Cilem (1 - )} € (Re o) Y(eRe e~ )

Por lo tanto:

sup i1 -e8)l < sup (Re c)"l(eRe Sty =r"e" - 1) (L.24)
cc{ceC:Re e<r} ecf{ceC:Re e<r}

Q.E.D.
Lema 26. Considerar a un clemento (7,n) € {1,2} x N, a una funcién medible

fi:R™ — R tal que:

izl A YreR:flfo e L}RY) (1)

Considerar a la funcién f] fo: C — L*(R") tal que:

Ve C:fifale) = [ifa

Entonces f f7 es an: -ica.
Demostracion.

Ve C:}!imﬂh"[/f”‘fg ~ S+ hf{fain ) =0 A

A vlelceCild<ih i(c')—l[ff+°'f2 ~Uffa+dfifan )l <

<He'n f)"HeE D~ S tn Ao+ R n A <

<lin, MMM - N Rin i+ S 20 fif = (Por (1) y L.25)
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=(fi—1+Inf) R i) < (fy - 14+ 1) IR® oLl € AR (Por (1).)

Por lo tanto:

’ii_xfxo[}ll‘l(lf+hf2 ~({fif2+hfifaln f1)}llop =0 (Teorema de convergencia dominada.)
Por lo que f;fa es analitica.
Q.ED.
Lema 27. Y¥(n,a) € N x R:V(d,1) € (a,00)x $:V8 € [, &)

legtlloe < (”pal]]oo ﬂ“pa,luﬂ—a)(u —a)~!
Demostracion.

Considerar a los elementos (z,a) € N x R y (¢,1) € (a,00)x J: Entonces:

Vr € Ripli_ pal € LQ(R")

Considerar a la funcién p,;_, pal: C — L*(R™) tal que:

Ve € Cipyr_ppal(e) = oo qpal

Por lema el 26, donde en cste caso [y, f2) = (Par—a: Pal)s 0,r_Pal es analitica. Entonces:

cx’-a

Ve € {c € C:0 < Rec < 1} oo g)Re cratllon = oG qpallloo <

[uRe c

< ”Palué oRe Woal—aPa = (Teorema de tres lineas de Hadamard.)

= lpallls R “lpal I8 ©

Por lo tanto:
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‘e, )

a)(a'~a)"?

a'-a)~! a a'—a)"1(f-a
loalllye® = =)o) =) < ¢

psllloo < lleatligs Ploartlfs®)

QE.D.
Lema 28. ¥(n, (s, a)) € N x R:Y(d/, h) € (—c0,a) x Hos(R™):VB € [, a:

, -8 ) =1
Ihllge < (WIS 2 IRIES ™) (@)

Demostracidn.
Ve C(R"):llkllg,s < k= cllg,q + llellg,s = Ik — cllg,s + lopFpaclion <

— 1
< llh = ellgy + (loarFoaclss? loaFoeclhe™) @™ = (L.27)

= {1k = cllg,e + (el PllelEze) e

Por lo tanto:

Illg,e < (1RITZ RIS e

Q.ED.

Los tres iltimos lemas de este apéndice son resultados misceldneos de importante
utilidad.

Lema 29. ¥n € N: (PR} C Na,a)er? Ha loc(R")

Demostracion.
Vn € N:Vc € C®°(R"):V(s,a) € RLV € CEPR™):c'c € CP(R™) C Hyo(RD)

Por lo tanto:

c€ loc(R".
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Por lo tanto:

cEﬂH

(s,0)€R? e toc ()
N33

Por lo tanto:

COO(R") c ﬂ Ha; loc( n)
(s,0)eR?

Q.E.D.

Lema 80. Y(n,r) € N\ {1} xR:pr € Nyg(-co,(n+2r)/2) 1640

Demostracion.
V(n,r) e N\ {1} xR:Ys € (o0, —(n + 2r)/2):

1/2 . . 1/2
”p,”olﬂ = (/pZ(r—fa)) = (,/;‘"'1 de (1 -+ Iz!z)"f'dlzlu—ldlzl) =

oo . 1/2
= “1“[,2(5"‘1) (/(;1(1 + 1zt2)r+,§1|"_1d11! +/; (1 + !I|2)r+a|x|n—ldlz|) <

o 1/2
S|[l||L2(Sn_l)(/(')1|I|n—1dlz|-_{-/1 lg;|"+2(r+a)—ldlzl) <o

Por lo tanto:

or € LE(R™)
Por lo tanto:
pr€ N L3R

2&(—00,~(n-+2r)/2)

QED.

Lema 31. Considerar a los clementos (n,n 'y e N\ {l}x {0}UNyceC} (R")
este dltimo tal que:
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AUr,r) e RT x RiVa € {a € ({0} UN)":a| < n'}:[D%¢| < rpp (1)
Entonces ¢ € N(y a)e(~o0,~ (n+2r)/2) x (-oo,n'] Ha,s (R"].

Dermostracidn. -
3cte € R7:Y(s,a) € (~oo, —(n + 2r')/2) x (~oo,n’}:

lellass < liclur,s S cte 3 1 D%cllo, Scte 3° lrpuflo, < (Por (1))
laj<n! laj<n?

< (L.30)

Por lo tanto:

c € Ha o R™)

Por lo tanto:

cE ﬂ Has(R")
{s,a)€(~00,~{n+2r")/2) x{—o0,n'}

Q.E.D.
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Apéndice D. Operadores T(M), T(r}, e(r)

. Este apéndice esta avocado al estudio de tres tipos de operadores lineales definidos
en espacios de funciones en R™ Tales son las rotaciones del argumento de la funcién,
las translaciones del argumento de la funcién y la multiplicacién por una exponencial
imaginaria. Estudiemos pues cada uno de ellos.

Operadores T{M]).

Notacion 1. Considerar a un elemento n € N, M denota al conjunto de las matrices
de n x n con coeficientes reales.

Definicidn 2. Considerar a un elemento n € N y a la funcién T definida sobre M
tal que:

YM € M:Vf € F(R", C):¥r € R™: (T(M)/)(r) = [(Mr) (N.B.1)
Lema 9.¥(My, Ma) € M x M: T(M| Ma) = T(My)T(My)
Demostracion.
Y(My,M;) € M x M:V/ € F(R", C):Vr € R™
(T(M M) f)(r) = [(MyMar) = (T(My)f){Myr) = (T (Ma)T (M) [)(r)
Por lo tanto:

T(M M) f = T{Ma)T(My)f

Por lo tanto:
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tibles.

= [det M~|(2) /2 |

T(MMy) = T(M2)T(M;)

. Q.E.D.

Notacidn 4. 1 C M denota al subconjunto consistente en todas las matrices inver-
Lema 5. Yn € N:V(M, f) e Ix F(R™, C): T(M)T(M~ ) f = f

Demostracidn.

Vne N:Y(M, ) e IxFR,C:T(M)T(M™Y)f = T(M™IM)f = (L3)

=T(N)f=f
Q.E.D.
Lema 6. Vn € N:V(M,1) € M x LYR™): [ T(M) = |det MY [
Demostracion.
fT M)l = /R (Mr)dr = /‘{Rnl(r)|demw“1;dr= | det M“]/l
QED.

Lema 7. Vn € N:VY(M,l) € M x LYR™): FT(M)I = |det M~ YT ((M~Y)t) F!
Demostracion.

¥r € R (FT(M)I)(r) = (27)~"/2 /Rn eI (M) =

= (2m)™/2 [

e ) det A =

M 1) dr < | det MM (FIN(M T =

n
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=|det M~|(T((M 1)) FI)(r)

Por lo tanto:

FT(M) = |det MY T (MY ) FI

Q.E.D.
Lema 8.

¥(n,s) € NxR:VM € L p_ T{M)ps € L2(R®) A |lp=sT(M)pslloo < (1+]|158D o))lel/2

Demostracion.

Y(n,s) € N x ReVM € (1 + [M ™)L < p o T(M)pg < 1 + | M])

Por lo tanto:

p—aT(M)ps = (p—aT(M)pg)*/* < (1 + || M5B #|[)el/2 =

= posT(M)ps € PR A JlposT(M)palleo < (1 -+ M58 2[lel/2

Q.ED.
Lema 9. V(n,s) e Nx ReVM € L

T(M) € BILIR™) A IT(M)lip(zapey) < (| det ME(L+ ||MEE of)leljt/2

Demostracion.

Ve € CR(R™): [T(M)ello,s = 8T (M)eclloo = IT(M)T(M ™ )psT(M)elloo = (L.5)

= |T(M)(@ (M )ps)elloo = |det M (M) pu)elloo = (L.6)
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= {dot MY 2UT(M ™YY ps) o epacllop < [ det MTHYHUT (MY p,) 0 s lloollpaclioo <

< [det MTHYR(L 4 (M58 oI p el o = (L.8)

= [det MU (1 4 %8R elel/ el
Por lo tanto:

TOM) €BUZER™) A IT(M)lipggzmey < [[det MU+ [A5ER pyllyt/2

Q.E.D.

Notacion 10. U C T denota al subcenjunto consistente en todas las matrices
unitarias.
Lema 11. ¥(n, (s,a)) € N x R:VU € U:

T(U) € B(Hqaa(R™)) A Yhg Hay(R"): T (U)Alla,s = Alla,s

Demostracion.

Ve € CSO(R")J HT(U)C“a,A = HPQFﬂaT(U)CHO,O = ”PQFT(U)PSCHO,O = HPQT(U)FPSCQO,U =

(L.7)
= {|T(U)paFpaclloo = llpaFrscllop = (L.6)
= flclla,e
Por lo tanto:
T(U) € B{Hgs(R™)) A Vi€ Hao(R"): [T (V)b = Ihllas
Q.E.D.

Apéndice D. Operadates T(M), T{r), e(r) Pagina 131



Lema 12. YU € U:T(U)* =T(U™Y)

Demostracion.
Yn € N:VU € U:iV(ey, cq) € C§°(R™) x CP(R"):

T)ere) = [ c(Una(ar = [ ei(r)es(U"r)|det U™ dr = (e1, (U ez)
Por lo tanto:
TW) =TW™Y) (L11)
QED.
Lema 18. Vn € N:V(M,c) € I x C(R"):{[¢c|loo = ||T(M)elico

Demostracion.

Yn € NiV(M,c) € I x C(R™):||T(M)clloo = sup T(M)c(R") = sup ¢(R?) = ||c/loo

Q.E.D.
Lema 14. ¥n € N:V(M, f) € MxF(R", C):supp T(M)f C M~ lsupp f (N.B.1)

Demostracidn,

supp T{M)[ = (T(M) )~ (C\{0}) = M~1(f=3(C\ {0})) c M~(/~1(C\ {0})) =

=M7Y[HC\{0}) = (L.AL, deec. (B, By, C,[f) = (R",R", [-I(C\{0}), M))

= l\f_lsupp f

QED.
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Lema 15. Considerar a un elemento n € N y a un subconjunto S C I tal que §7!
sca acotado. Entonces:

Ye € CFP(R"): sup iIT(M)eje ) LQ(R“)
s€R

Demostracion.
Vs € R:VM € §:{T (M)l < T (M)cllooXsupp T(at)e = lellooXsupp Tiane S (L-13)

< HCHDOXM—XSUPP o < (L.1d)

< “C"ooXUMGS M-lsupp ¢
Por lo tanto:
el v

Aslue% [T(M)e] < xCJoo,\UMES M~'supp ¢

(L.A.23, de.cc. {Ey, Ep, Sy, S2) = (R",R",supp ¢,571))

= sup [T(M)c| € LER™)
MeS

Por lo tanto:

sup |T{M)el e [ LERY)
s€R.

Q.ED.
Lema 16.
¥(n,s) € N x R:¥(M,¢) € I x CP(R™): Ml'xm HT (M)~ T(M))ello,s =0

Demostracion.

Y(n,s) e Nx R:¥(M,c) € I x OF° (R“] hm |(T M)=T(M))ej=0 A

AN VB e By(M):{T(M) - T(B))e] <2 sup |T(B)c|e LIR")
BeBy(M)
(L.15, de.cc. 8 = By(M))
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Por lo tanto:
Ml'imM (T (M) — T(M'))ellos =0 (Teorema de convergencia dominada.)

Q.E.D.
Lema 17,

¥(n,s) € N x R:V(M,l) € I x LER"):

: yd -
Jim (T = 7))o, = 0

Demostracidn.

T{M ay < det ML[(1 + [[ALSBM 212 &« (1.9
ppian 1T OB S, ol ML (MR HDR < (L9)

< o0

Por lo tanto:

Apim (T (M) = T(")Hjo, = 0
(L.16 y L.A.16, d.e.e.c. (E, Ey, Ey,S, f) = (Bl(M)vLZ(Rn)yLE(R"),C(?(R"),T))

Q.E.D.
Lema 18.
V{(n,(s,a)) € N x R:V(U, k) € U x Ho »(R"): Jim, WTU) = T(U"))hllas =0
Demostracidn.
V(n,(s:a)) € N x R%: sup |T(U))p(q,,rr)y =1 (L-11)
Ueu
Por lo tanto:

YU, h) € U x Hy o(R"):Ve € CP(R"):VU' € U:
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HTW) ~TOellas = loaFos(T@) = TO)elloo = IFTU)psc = FT(U')paclloe =
= |T(U)Fpue ~ T(U") Fpaclloa = (L7)

= I(T(W) - T(U"))Fpsclion
Por lo tanto:
Jim W) = TWella = Jim I(T(0) = TW)) Frecloa =0 (L.17)
Por lo tanto:

lim I(T(U) = T(U")hllas =0

—

(L.A.16, deec. (E,Ey,Ey,S,f) = (U,Has(R"),Hao(R"),CC(R"), T))

Q.E.D.

Operadores T(r).
Lema 19.

vr € R¥: ( inf (1+(")H 1+ -"E, sup 1+ () 1+ (r+ r')Z]) =
reRt HeRT

= ({10 V2 28, (I + (44 ) V2)2)?)

Demostracion.

__Considerar a un elemento (+,r) € {—,+} x R¥ y a la funcién (1 +-2)"} {1+ (r £
92 R* — R tal que:

v eRF (14D 1+ (r )0 =@+ (YL + (r 2 )Y
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Por lo tanto:
v e R (1—1%(1 + O 1+ (r -)2])(r') =22 (L ()L =P k) =0 &

@r=0 V re=[A+r) 2502

Ademads:

d? o
,Vr'ER+:(———2(1+-2)[1+(ri-)“})( = 22r(t + ()M 2 £ 3r) 0] F 1) >

d(r)

2
= (gt A7 ) () = vl e

Por lo tanto:
(it @+ ) =) sup (14 (YL ()7 €
rleR+ HeERT
€L+ L+ (=)0, =N u { Jim (14 () ML+ 7 - )| Bigr) ¢
x(1+.2)—1[1+(r+.)2]({o,r+}u{r,13n A+ s o+ 2}}_
= {142+ =) e {ee (e (2P -
= (it (14 (D7 (=R sup (14 ()M (e r)Y) =
r'eR+ reR*

= (4l 22 = rly2p i+ (440222
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Q.E.D.
Lema 20.

¥n € N:Vr € R™ ( inf (L)~ 1+ fr =), sup (L4 P13~ LL + Jr - r']z)) =
r'eR" rleRn

= ({l@+1r)Y2 = /2%, {lIr] + (4 + 1)9)V2)/2)%)
Demostracion.

Considerar a los elementos n € N, r € R" ya la funcién @+ ta+r -
?):R™ — R tal que:

vze R (1+[- )7 2+ —1)(z) = @+ =)7L+ r - 2l?)
Por lo tanto:

Vi€ {l,...,nh:Vz € R™:

(s 1) b= ) (@) = 200+ o)z = )1+ [2f?) ~zi(1+ =) = 0 &

& (1+ !-"«‘a]2)(1a -r)=Q1+r~ zgfz)za < (|zc,|2 —r- :1:¢,|2):t:,J =(1+ ]za|2)r = z,||r

Por lo tanto:
(int @+ B 1 b =o', sup (L 1)+ =) €
rleRn HeRn

e{ mf (1+(r )L+ (] = )P ], llm (1+|r'2} 1(1—1-]r—r[2)}><

rle

x{ sup (1 + L+ (Ir] + r’)")],I lim (1+ AT+ - r'[z)} =
r'eRt r—ee
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= {1+ 7P = Irli/2y%, 1) x {{llr] + (4 + [3Y3/2)%, 1) = (L.19)

= (,.ig,{n(l + )TN+ | - r’l’).ﬂseulgn(l )+ - r'l")) =
= ({[¢@+ IrY2 = 1r1/2Y2 Al + (@ + 1) 3)/2)%)

Q.E.D.

Definicion 21. Considerar a un elemento n € N y a la funcién T definida en R"
tal que:

vr € R®:Vf € F(R™,C):Vr e R (T(r)f)(r') = f(r ++') (N.B.1)
Lema 22. Vn € N:V(ry,r0) € R* x R™:T(ry + ra) = T(r1)T(re)
Demostracién.

Vn € N:V(r;,re) e R* x R Y/ € F(R",C):Vr € R™:

(T(r)T(r2)/)r) = (T(r2) ) (ry+7) = fra+ri+7) = f{re+r2 +7) = (T(ry + r2) f)(r)

Por lo tanto:

T(r))T(r2)f =T(ri+72)f

Por lo tanto:
T(ry +rg) = T(r1)T(re)

Q.E.D.
Lema 29. Vn e NiV(r, f) e R* x F(R™, C): T(r)T(~1)f = f

Demostracion,
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Yn€N:Y(r,f) € R" x F(R",C):T(r)T(~r)f = T(r ~r)f = (L.22)

=T(0)f = f
QED.
Lema 24. Vn € N:V(r,) € R® x LY{R™): fT(r}l = !
Demostracion.
¥n € N:¥(r1) € R" x L‘(R"):/T(r)l = /Rnl(r + e = /R"l(r)dr
Q.E.D.

Lema 25.

¥(n,s) € NxR:¥r € R:T(r) € B(LH(R™) A IT()lp(rz(meny < {Url+(a+1rf)/2)/2)0

Demostracion.

Y(n,s) € N x R:Vr € R™:Vc € C§°(R"):

17 (r)ello = T (r)elloe = (T (r)T(—r)os)T(r)elloo = (L.23)

= 1T} T (=r)pa)elloo = (T (=r)pa)ellop = (L.24)

= |lp-a(T(=r)ps)psclloo < p-sT(~r)pallcollpsclion = {{ir| + (4 + lrlz)‘/:'I/?}"'llc(ilLo.;O)

Por lo tanto:

T(r) € BILIR™) A NT()pzamey S {lirl + (4+|r]?) 2] /231!
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Q.E.D.
Lema 26. Vn € N:¥r € R™ T(r) € Nw s)efojuN xi B{Hn,(RY))

Demostracion.

Yr € N:Vr € RM:V(n',s) € {0} UN x R:3(ry,rg) € R x R¥:Ve € C§O(RY):

IT()elws <1 32 DT (r)ellos =r1 3 IT(r)D%cllo,s <

Jaf<n’ faf<n

< 3 1T sgzmeID%ellos < rllT() imqzz(rny r2llellar,s

laj<n!
Por lo tanto:

T(r) € B(Hp,(R"))

Por lo tanto:

T(r) € ﬂ B(Hn’,a(R"))
(n',8)€{0}JUN xR

Q.E.D.
Lema 27. Vn € N:Vr e R™:T(r)* = T(~r)

Demostracion.
Vn € N:Vr € R":V(cy,c9) € C°(R™) x CP(R™):

(T(r)egse2) = /R" ey(r + r')Ez‘(r')dr’ = /R." (e - r)dr’ = (e1,T(—r)eq)
Por lo tanto:

T(r)* = T(-r) (L.26)

Q.E.D.
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Lema 28.
Y(n, (n1,ng), (s1,52)) € N x ({0}uU N)2 x R%:
¥(z,L) ER"UTU x L(Hn,,0,(R"), Hupeo(R")): (D.2, N.10 y N.4.3)

D(L) = Hny,e,(R") = D(T()LT(z)™) = Hp,y 5y (R")

Demostracion.

D(L) = Hp, s, (R") = D(T(2)LT(z)"!) = D(LT(z)"!) = (L.26 y L.11)

= (T(:)_l)—lD(L) = T(z)Hny,0, (R") = Hpy gy (R") (L.23 y L.5)

Q.E.D.
Lema 29. ¥n € N:V(r,c) € R" x C{R"):||T(r)¢le = liclleo

Demuostracion,

Vn € N:V(r,c) € R" x C(R"):||T(r)cl|oo = sup T(r)c(R™) = sup ¢(R") = |lc|loo

Q.E.D.

Lema 80. Vn € N:¥(r, f) e R" x F(R",C):supp T(r)f Csupp [ —r (N.B.1)

Demostracién.

supp T(r)f = (T(r)/)~H(C\ {0}) = S/~HC\{0}) - r C J7HC\{0O}) ~r =

= "HC\{0}) ~r=supp f -+
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Q.E.D.
Lema 81. Todo n € N es tal que todo subconjunto acotado § C R es tal que:

Ve e CP(R"): sup]T(s)cI e N LARY)
s€ER

Demostracion.

Ve € C§2(R"): Vs € RiVs' € §:{T()e] < | T(s)e fleoXsupp T(se = llellcoXsupp (e <
(L.

20)

< Hc”ooXsupp e-at & (L.30)

< ”CHOOXU,feS(supp c—a') = llellcoXsupp c-s
Por lo tanto:
sup 17(s")e| < fteflooXsupp -5 = sup IT(s')e| € LE(K")
(L.A22, d eec (E, 81, 82) = (R",5upp ¢, -S))

Por lo tanto:

SUDIT(S e [ LIR")
- s€R

Q.E.D.
Lema 32. V(n,s) € NxR:Y(r,¢) € R" x C(R"):lim,_, I(T(r) - T(r'))ello,s = 0

Demostracién.

¥(n,s) € N x R:V(r,¢) € R" x Cg"(R"):rI'i_rPr{(T(r) ~T("))ef=0 A

A Wbe By(r):[(T(r) - T(B))c| < 2 sup |T(b)c| € LE(R™) (L.31)
be By (r)

Por lo tanto:
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lim T (r) = T(r"))clio,s = 0 (Teorema de convergencia dominada.)

Q.E.D.

Lema 39. V(n,s) € N x R:V(r, 1) € R" x Lz(R"):Iimrr_,,. NT(r) - T(r'))l”o,J =)
Demostracion.

I

sup IT(0)Ip(ramey < sup {{16] + (4 + )2 230 < (L.25)
beB (r) beBy(r)

Por lo tanto:

Jim [1(T(r) = T())lllo,p = 0
(L32 v L.A.16, d.e..c. (L‘ E1,Ey,8, f) = (By(r), LE(R"), LE(R™), CP(R™), T))

Q.E.D.

Lema 84. ¥(n,r) € N x R:¥(r',z) € (~-o00,~r] x R" p,T(z)p € L®(R")
Demostracion.

1= Jim_p-a(=)1+ (12l - l='1)% < lllm p-y(@)pa(z + ') <

Sl lllm g1+ (2 + ) = 1 =

= fim (e (2)pa)(&) = tim (p-s(a)palz + ) RS

l2!|=co
= Iz,llig}w(prT(r)prf)(r') = hm pean (@ No—nT(2)p-p)(@) = xry(r')

Por lo tanto:
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sup p T (z)pp(R™) < 00 = (L.A.2,d.eec. (K,S,E,[) = (R,R", R, p:T(z)pn))

> prT(2)py € LO(RY)

Q.E.D.
Lema 85. ¥n € N:V(ry.rg,m) € R" x R™ x M(R"):

(r,r) e RY x Ri|m| < rppr =

= Vs € (~oo, =r'/2: (T (r1) = T(r2))m) € B(LZ,(R"), L{(R™)) A

A RUT (1) = Tr2))m)lip g2, (ro), 3(rmy) < N(T(1) = T(r2))mllo (N.B.4 y D.C.11)

Demostracidn.

2 2
[m| < rpp = Vs € (=00, ~r'[2]: pa,|(T (1)) =T (ra))m] < 20 Y IT(i)m] < 2y 3 7T (i)

=1 =1

Por lo tanto:

p2al(T(r1) = T(r2))m| € L¥(R") = (L.34)

= $((T(r1) - T(r2))m) € B(L2,(R™), LF(R")) A

A {T(r) - T(r2))m)”B(LZ,(R"),LZ(R")) SH(T(r1) = T(r2))mlleo  (L.C.16)

Q.E.D,
Lema 86. Vn € N:Y(z,c) € R" x C(R"):
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Hr, ) e R x Rile| < rpy => Vs € (—o0, —r’/2):zl,h_{1: p2s(T(z) — T(z'))cfloo = O

Demostracidn.
Vi € N:Va! € R™ pa, (T(2)~T(@)el < paa (T ()el+T()el) < p2y (T (2T () ) =
= 1Pty (P T(T)0p + p_,JT(J:')p,_:) <

< roprpa, ({llal + (4 + 123V 21 5 (1) + (4 + 2PV 23 ) = (L.20)

= paal(T(2) — T()el = X py(0yp2el (T() ~ (el + X, gpep2el(T(2) - T(e))el <

< X, (0)P2e (T (2) — T(2'))el+

+X By (o) Pr+20 ({12l + (4 + 1213 21 ]+ {[1') + (4 + =12 /2] /2)0]) =

= [lp26(T(z) = T('))elloo < X 5, (0)20llc01X B, (0) (T(2) = T(z))elloot

oL+ R () + 4+ 2BV 2H 1+ (4 12y
Por lo tanto:
lim [|(T(z) = T(='))elloo < 2r(1 + K222 [jz] + (4 + 2f*) /2] /2} 1]

!

Il —

Por lo tanto:
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lim |(T(z) ~ T(&"))elloo = 0

=z

Q.E.D.

Operadores e(r).

Definicién 87. Considerar a un elemento n € N, a un subconjunto SC R"® y a la
funcién e definida en C" tal que:

VYee CU:Vf e F(S,C):Vs € S:(efc) f)(s) = & f(s) (N.B.1)

Lema 38. Vn € N:V(cy,c2) € C" x C™:efeq + ep) = elc1)e(ca)

Demostracidn.
Vn € N:¥(c1,e2) € C" x C™:Vf € F{S,C):Vs € S:

(e(er)efeal 1)(s) = €1 (e(c2) /)(s) = €1%e2* f(s) = (1492 f(5) = (e[eg + c2) [)(s)
Por lo tanto:
e(cr)e(ea) S = efer + ca}f
Por lo tanto:
e(cy + e2) = efcr)e(ca)
Q.ED.
Lema 89. Y{c, f) € C" x F(S,C):e(c)e(~e)f =S
Demostracion.

V(c,f) € C* x F(S,C):e(c)e(—c)f = elc —c)f = (L.38)
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=e(0)f=f
Q.E.D.
Lema 40. ¥n € N:V(c, M) € C* x M:T(M)e(c) = e(Mic)T(M) (D.2)

Demostracidn.
Vf € F(R",C):¥r € R (T(M)e(c) f)(r) = (e(c)f)(Mr) = E“:'M'.'f(x\lr) = eiA[‘c.,-f(A'fr) =
= M) ) (r) = (M) T (M) 1))

Por lo tanto:

T(M)e(c)f = e(M'e)T(M)f

Por lo tanto:
T(M)e(c) = e(Me)T(M)
Q.E.D.
Lema 41.¥(n,(s,a)) € N x R%:Vre R™:
e(r) € B(Has(RY) A lle(rlln,,mmy) < {lirt + (4 + rf?) /22y
Demostracion.

¥(n,(s,a)) € N x R%:Vr € R™:Ve € CP(R"):

lle(r)ella,s = llpaFpac(r)ellop = iFe(r)paclloa = IT(~r)Fpscilo,e <
(D.21 y Rudin 1979, teorema 7.2)

ST (=2 mny 1 Fpoclio,e = (L.25)
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= |T(=n)llp(rz (roy)llella,s

Por lo tanto:

e(r) € B(Ha,s(R") A ”e(”)“B(Ha..(R“))SHT(")”B(LE(R"))5{{|’l+(4+lf|2)l/:l/2}l)°l
L.25

QED.
Lema 42. Vn € N:Vr € R™:¢(r)" = e(—r)

Demostracion,

¥ler,e2) € OF(R™) x C(R™: (elr)en,e) = [ elr)ersg = [, &™er()eg(r')er’ =

—/ Je ey ()dr' = (e1, ¢(~r)ey)

Por lo tanto:
e(r)* =e(—r) (L41)

Q.E.D.
Lema 48.

Y(n,(s,a)) € N x RQ:V(r, c) e R" x C(‘,"’(R"):rlligxr H(e(r) — e(r))ella,s =0

Demostracidn.

vr' € R™:||(e(r) ~ e(r'))ella,e = loaFpa(e(r) = e(r'))elloo = [(Fe(r) = Fe(r")paclloa =

= ||(T(~r)F = T{~r")F)pscllo,e = (D.21y Rudin 1979,tcorema 7.2)
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=(T(=r) = T(~r"))Fpscllo,e

Por lo tanto:
i l(e(r) = el Nelas = m [(T(=) = T(=r') Fpacloa =0 (£.3)

Q.ED.
Lema 4.
V(n,(s,a)) € N x RZ:\'/(r,h)ER"xHa J(R" llm iHe(r) — e(r)hllas =0

Demostracion.

wpnenmm“mn< wpUM+M+lH”WﬂM<(LM)
beBy(r

Por lo tanto:

Jim i(e(r) — e()) hila,s = 0
(L.43 y L.A.16, deeec. (E, By, Es,S, f) = (By(r), Ha,s(R"), Ha s(R), C(R"), ¢))

Q.ED.
Lema 45.
V(n,a,(s,8')) € N x RF x R%:VY(c,h) € C™ x Hys(R™): lim [[(e(c) - e(e))hllg ot 1oc =0
cleme ’
Demostracidn.

lim |(e(c) — e()h|=0 A
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A V' € C(R™):Vb € By(c):Vr € R™:

{E'(e(c) —e(b))hi(r) < [c'(r)](le(c)h!(r) + sup e‘Imb':lh(T)[) S L“;',(R")
(b,z)eBy(c) xsupp ¢
(L.C.14)
Por lo tanto:
gim lic'(e(c) — e(b))hlg o =0 (Teorema de convergencia dominada.)
—re ) .
Q.E.D.
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Apéndice E. El operador de Schrodinger H

Iniciamos este apéndice con algunas propiedades del Hamiltoniano libre Hy. En
el lema 2 calculamos su familia espectral, y en los lemas del 3 al § veremos cémo su
resolvente puede extenderse como operador acotado a B(L2(R™), Hj .4(R")) conservando
su propiedad de analiticidad.

Lema 1. Yz € p(Ho): Ro(z) = F*¥({|¢]* - z)"H)F (D.C.11)

Demostracion.
¥n € N:Vz € p(Hp): V! € L*(R™):

Fro((ef = 2) ) F = B (6] - 2) 7' F(Ho = 2) Ro(2)! =
= F*(|¢* - 2)71()€]2 — 2) FRo(z)! = (Schechter 1971, teorema 3.1.2)

= Ry(2)!

Por lo tanto:
Ro(z) = P*y((j€]* ~ 2)7)F

Q.E.D.
Lema 2. Ya € RT:Vb € (a,00): B(Ho)((a,b]) = F6(Xp,, (0B yy2(0)) P (N-A.35)

Demostracion.

V(n,a) € N x R¥:Vb € (a,0): Wl € LEH(R™):

(E(Ho)((a,8))1,1) = —1(27) 7! 131’3 /;b((Ro(A + 1) — Ro(A — 1e)l,1)d) =
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= ~z(2«)“¥f§f(f“{w 2o )™ = (e - (A= TIFLYAN = (L)
= -(2m) " lim / "0l ~ (A1) = B — (= 16)HFL FI)A = (L.C.13)

= (B (@ ) FLFY) = (F9{xp,, o\ p(o) FL) (L-C.19)

Por lo tanto:
E(Hp){(a,b]) = F'w(bix/:(O)\Bal/Z(o))F (Rudin 1979, teorema 12.7)

Q.E.D.

Lema 9. Considerar a un elemento {n,s) € N x R* y a un polinomio de primer
orden P:R™ — C. Entonces:
¥z € p(Hg + P(D)): (Ho + P{D) ~ 2) 7! € B{L}(R"), Hy—p (R™))
Demostracion.

Vz € p(Ho + P(D)):(]- [2 +P —2)7H{0}) = ¢ => (Schechter 1971, corolario 4.3.3)

=>ﬂ2("]2+P“:)_‘1€C(R") A

A lim gl P+ P—2)7HE) = lim (L €€+ P -2 =1 (1)

[El~oo JEl—on

. Considerar a un elemento z € p(Hg + P(D)}). Por (1) y por el lema A.2, donde en
este caso (S, B, f) = (R™,C,po{] - 12+ P — 2)7), po(|- |2 + P ~ 2)"1{R"} es compacto;
luego pa() 12+ P —2)" ' € L®¥(R"). Ademis:
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3re RV € LAHRM):

§(Ho + P(D) ~ 2) " Mllg,—s = llo—s(Ho + P(D) = 2) Mlla,0 < 7|(Ho + P(D) — 2) " "tfla0 =
(Schechter 1971, teorema 2.4.6)

=rloa(i- P+ P = 2)7 (- P + P = 2) F(Ho + P(D) - 2) Mljo, <

< rllpal] - *+ P = 2) Mleoli(Ho + P(D) = 2) (Ho + P(D) — 2) "Ml =
(Schechter 1971, lema 6.4.3 y teorema 3.1.2)

= rllpa(l*+P=2)"Mwlllloo < rlipz(*+ P=2) " Heollostlioe = rilp2(l1*+P~2)"Hisolltlin,s
Por lo tanto:

(Ho+ P(D) - 2)7! € B(L;(R"), Hy,—4(R™))

Q.ED.

Lema §. ¥((n,n'),s,2) € N> x RF x C\R¥: Ro(z)" € B(LE(R™), Ha—,(R™))

Demostracion.

3r e RY:W € LE(R™): || Ro(2)" llla,—y = ll0—s Ro(2)" lll2,0 < | Ro(2)" 20 =
(Schechter 1971,tcorema 2.4.6)

= ril(I = A)Ro(2)" tloo = rillT + (1 + 2) Ro(=)i Ro() "~ ilog <
STl + (1 + 2) Ro(2)) Ro(2)™ i gamay oo <
S 7T+ (14 2)Ro(2)1Ro(2)™ Yl g Iello o =

= rll{1 + (1 + 2) Ro(2)| Ro(2)™ ~Hipy( g2y ¥ ll0,e
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Por lo tanto:

Ro(2)" € B(LA(R"), Hp -, (R"))

Q.E.D.
Lema 5.

V(n,s,2) € NxRFxC\RF: I}E}) |{h_l[R0(z+h)-(Ro(z)+hRo(z)2)]”B(LE(R..))H:'»,(R”)) =0

Demostracion.

IreRt:VA € (C\RF - 2)\ {0}: W € LE(R™):

1A~ o=+ ) - (Ro(2) +h Ro(2)D)llz,s = llo=sh™"[Ro(z-+k) ~ (Ro(z)+ hRo(z))Hlz,0 <

< rlih " Ro(z + k) — (Ro(2) + hRo(2)?)|lll20 = (Schechter 1971, teorema 2.4.6)
=rll7 ~ A)h™ (RRo(2) Ro(z + k) ~ hRo(2)*)lllo,0 =
=rfilZ + (1 + 2) Bo(2)|(Ro(z + k) ~ Ro(2))llfo0 <
< rii{T + (1 + 2)Ro(2)](Ro(z + k) = Ro(2))ip( 2oy Hllloe <
< il + (1 + 2) Ro(2)](Rolz + k) = Ro(2))lg(z2(rnyllestilon =

= 1T + (1 + 2} Ro()|(Ro(z + k) = Ro(=))!Ip(z2(moyH0se

Por lo tanto:
1 Rol= + ) = (Ro(2) + Ro(2)) i (zz(mmy s, mnp <

<7+ (1 + 2)Ro(2))(Ro(z + &) - RO(Z))”I]([,Z(R")) <
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< T+ (14 2 Bo(2)lpzaqrey 1 Ralz + &) — Ro(2)lp(z2(nry)

Por lo tanto:

Jim (™ Ro (= + h) ~ (Ro(2) + hRo(=)*Wip(z3(mn) s - (mmy) <

< lim T+ (15 2) Bol2)ip (22 (rey) i Ro(z + h) ~ Rolz)lip(r2(may = 0
(Kato 1976, teorema I11.6.7)

QED.

Aplicaremos ahora el principio del limite absorbente al resolvente de Hp. En el
siguiente lema probaremos que existen dos soluciones para la ecuacién diferencial (Hy -
A}f'= u para X real positivo y daremos una férmula. En cl lema 8 daremos una estimacién
importante para la norma de Ry (z) en la topologia B(LZ(R"), Hy _,(R")}.

Lema 6. V(&,n,s) € {~,+} x N\ {1} x(1/2,c0):Vz € Doi:'

%;mg(z) = Ro(z £ 18)lin(g3(re), i1, ., (me)) = 0= VI & LIR™): (Ho - 2) Ry (=)0 =

Demostracion.

Ve € C§°(R™): ((Ho — 2) RE(2)l,¢) = (RE(2), (Ho ~F)e) = li

%lﬁ)x(!?o(z +18),(Hg —~ Z)c) =

= lim((Hy ~ 2)Ro(z £ 26),¢) = ({,¢} & lgi(xg(ﬂo[z x18)l,6¢) = {{,c)

510
: (L.A.15, deecc. E = Hy _(R"))
Por lo tanto:

(Ho - 2) Ry ()l =1

Q.E.D.
Lema 7.
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V(k,n,a,8) € {—,+} x N\ {1} x (-00,2] x (1/2,00):¥(4',2) € (—00, —3] x DF:
Jim 175°(2) = By () (a3 ) -y () = 0 =

= :l’if.l: ”R(:)t(z) —_ Rg:(z’)HB(L.;’R"'Ho.:’(R")) =0

Demostracidn.
Ys' € (—oo,~s):Ire R*:Vz € Dg:llli_x_x:xz 175 (=) = B3 (D p(L3(rm), Ha, - (Re)) = 0 =
= Ym IR5 () = B () n(r3me) i, 0 () S
< r lim |RE (2) - B (p(s2me) iy -, () = (L-C3)
=0

Q.ED.
Lema 8.

(&, n,s,7) € {—,+} x N\ {1} x(1/2,00) x R*:3r' € R*:V(q, z) € [0,2] x D* \ B,(0):

HRg(Z)Hn(Lg(m),nﬂ__,(m)) < (1 + |zf) e/

Demostracion,

VI € L(RM): RS (Mo, < (1RF (MG RF (S ,)'* < (L.C.28)

< (I (112D 2o, o 2ol (L4120 Y2 0,619} /? = (L.6 y Aginon 1975, remark A.2)

= (1 + 2@V 2t]lo,

Pagina 156 Apéndice E. El operador de Schrodinger H



Por lo tanto:

I1R5 (2)llp(22(Rn), Ha - (rem) S 71+ |z e 1)/

Lema 9. V(z,U) € p(Hp) x U: Ry(2)T(U) = T(U)Ry(z) (N.D.10y D.D.2)

Demostracion.

Vn € N:V(z,U) € p(Hp) x U:Ve € C(R™): Ro(2)T(U)e = F*9((|€)2 — 2) " HYFT(U)c =
(L.1)

= F*(|¢|2 - 2)"!T(U)Fe = (L.D.7)

=P T(U)(1€]* - 2)7' Fe = T(U)F*$((|¢]* - 2) ") Fe = (L.D.7)

= T(U)Ro(z)e (L.1)
Por lo tanto:
Ro(2)T(U) = T(U)Ro(z) (L.D.9)
QED.
Lema 10. ¥(,7,U) € {~,+} x RY x U: RE(r)T(U) = T(U)RE(r)

Demostracion.
Y(E,n,8,7) € {—,+} x N\ {1} x (1/2,00) xR*:vU e U:¥§ e RT:

1R (NT(U) = TU)RG (NIp(r2(re), o, -, (R7)) =

= |(R5(r) - Rolr +18))T(U) = T(U)(RF (r) ~ Rolr £ 6)llp(13(mn), 1y, (me)) S (L-9)
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S IBF () = Rolr + 18)ll(z(me), .-, (o) 1T () U 3 ey +

+I|T(U)“B(H2'_,(R"))nRgi(’) - Ry(r = 16)IlD(LE(Rn)'I{2‘_‘(Rn)) (L.D.11)

Por lo tanto:
Ry (nT(U) = T(U)RF ()

Q.ED.

A continuacién estudiaremos algunas de las propiedades fundamentales de! opera-
dor de Schrodinger H bajo las condiciones impuestas en la teorfa. En el lema 13 probamos
que H es autoadjunto y acotado por debajo.En el lema 15 veremos que es posible extender el
resolvente de este operador de manera acotada segiin la topologfa B(L}(R"), Hy,—.(R")).

Lema 11. Vd € D(Hyp): (Hod, d) € R

Demostracidn.
o(Ho) = RT = Vd € D(Ho): (Hod,d) € RT (Rudin 1979 teorema 13.31)

Q.E.D.
Lema 12.

Vn € N\ {1}:¥(h1,he,V) € Hy(R") x Hp(R") x Ky: (Vhy, ha) = (hy,V hy)

Demostracion.
(Vhy,he) = /Vhlh_2=/h1m= (h1,V ha)

Q.ED.

Lema 13. Todo V € Kq es tal que H es autoadjunto y acotado por debajo.

: Péglné 158 Apéndice E. El opemdor de Schrodinger H



Demostracion.
Considerar a un elemento n € N \ {1}. Entonces:

e e R*:Vh € Hy(R™):{Vhllog < llorscVhlloo = [9{p14V)hiloo < (D.C.11)

< flor+V il (rey, 22reyy itliz0

Entonces, por los lemas 11 y 12, y Kato 1976, tcorema V.4.11, se concluye que H es
autoadjunto y acotado por debajo.

Q.ED.

Lema 14. Todo n € N\ {1} es tal que todo V € Ky es tal que ¢{V) € L{L*(R"))
es cerrable (definicidn C.11 y notacién A.3).

Demostracion.
V(hy, ke) € Ha(R"™) x Ho(R™): (Vhy, hg) = (hy,Vhy) (L.12)
Por lo tanto:
H(R") = D{p(V)) < D(&(V)")
Por lo tanto, por Kato 1876, teorcma I11.5.28, se concluye que ¥(V) cs cerrable.
Q.ED.
Lema 15, Vn € N\ {1}:¥V € K9:Vz € p(H): (V) R(z) € B(L}(R"))

Demostracion.

Por los lemas 14 y A.22, todo n € N \ {1} es tal que todo V € Ky es tal que todo
2 € p(H) es tal que (V) R(z) es cerrable, Dado que:

D($(V)R(z)) = L}R")

se concluye que Y(V)R(z) es cerrado; por Kato 1976, teorema IL5.20, »(V)R(z) &
B(LY(R").

Q.E.D.
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Lema 16.

Y(n,s) e N\ {1} xR¥:VV € Ky:Vz € p(H): R(2) € B(L}{R"), Hp _,(R"))

Demostracidn.
V(n,s) € N\ {1} xR¥:3r e R*:VV € Kp:Vz € p(H): VI € LI(R"):

|R(2)lll2,-s = [lp-sR(2)ll20 < rl|R(2)ll20 = (Schechter 1971, teorema 2.4.6)
=r(I-A)R(2)lop = rll(1+2=V)+(-8+V =2)|R(z)lllop = rll(1+2=V)R(2)l+llop <

<r(It+ 2l B ip 2wy + IV R B(z2(RA) + VilHlop < (L.15)

< r(it+ 2l R r2mny) + IV R(DB(z2mny) + Dlleatliop =

=r(|L+ 2l R(2)lip(z2(rny) + IV R( B (z2(rny) + Do,

Por lo tanto:

R(2) € B(L}(R"), Hy,_,(R"))

QED.
Lema 17. YV € Ko:Vz € p(H): R(z) = Ro(z)(I = VR(2)) = (I = R(2)V)Ro(z)

Demostracion.
Ro(2) = Ro(2)(H — 2)R(z) = Ro(z)(Ho + V - 2)R(2) C (I + Ro(z)V)R(2) =

= Ro(2) = (I + Ro(2)V) R(2) = RB(2) = Ro(z){I - VR(z)) A
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A IDR(2)(H —2) = Ro(2) D R(z)(Ho+V ~ 2)Ro(2) = R(2)(I + V Ro(2)) =

= R(z) C (I - R(2)V)Ro(z) = R(z) = (I — R(2)V)Ro(2)

QED.

Lema 18. ¥(t,V) € R x Kyp:e #H = 7otlT

Demostracion.

V(n,t) € N\ {1} x uTHy(R") © Hy(R") = (L.C.10)

d
=W € Kp:¥h € Hy(R"): %Tc“” Th = Tme"” Th=TiH"Th =
Lt
(Kato 1976, ejemplo IX.1.8)

= 1 HTeH Th = T Th < ¢ty (Kato 1976, ejemplo IX.1.6 y seccién IX.1.3)

Por lo tanto:

E—xl}{ . TeltII'T

Q.ED.

En el capitulo 3 se definicron las clases B, de potenciales, aqui demostraremos
los detalles que se aplican en la teorfa de manera formal. En e} lema 20 veremos que un
potencial V en Bg cs compacto en By para o' mayor que a, para ello utilizaremos el
teorema de Rellich.

También dotaremos de una topologia a los espacios By y en el lema 25 probare-
mos que los potenciales truncados convergen al potencial en esta topologia. Otro hecho
interesante es que si un potencial estd en Ko no importa que se le rote o se le translade,
seguird estando en I{p.

Lema 19. Considerar a los elementos (n,a) € N\ {1} x R¥ y V € By, este dltimo
con elemento ¢ € R* correspondiente. Entonces:
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ve' € (0, ¢}: ¥(p11aV) € B(Ha(R™), L*R™) (D.C.11)

Demostracion.
Ve € (0,¢]: Vh € Ho(R"™):

l¥(p1+eV)blloo = llorrerV Rllog < lo1+eVRlloo = ¥ (p14eV )Allo0 <

< ¥ (e1+eV) B (A, (r), 22 (o)) 1R ller0

Por lo tanto:

Y(p1+eV) € B(Ha(R"), L*(R"))

Q.E.D.
Lema 20. Considerar a los elementos (n,a) € N\ {1} x R¥, ¢ € (a,0) ¥

V € By, este iiltimo con clemento ¢ € R correspondiente. Entonces todo ¢ € (0,¢) es tal
que Y(py4aV) € B(Hy(R"), L2(R™)) ¥ es compacto.

Demostracion.

Y(preoV) € B(Ho(R"), LHR™) = (L.19)

= P(psaV) € B(H(R™), L*(R™) (L.C.3) &)

Considerar a un elemento ¢ € C§°(R") tal que:

V(b1,52) € B1(0) x B2(0)": (c(by), ¢(b2)) = (1,0)

Por el teorema de Rellich, todo n’ € N es tal que ¢(T((n') "1 1)) € B(Hy (R™), Ho(R™))
{definicién D.2} y es compacto; por (1) y por Kato 1976, tcorema IIL4.8, ¥(py oV ) (T
((n')~11)¢) € B(Hy(R"™), LA(R")) es compacto. Ademis:

ve' € C§P(R™):

(@lo14aV) = $lpraVIB(T((') ' D)e)) 00 = N(pr4eV —~ preaV T((n) " )e)e o0 =
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= llpo—exp, (o) T((n') T N)(1 = )% (p14eV)e'lloo <
< llpa—ex g,y (0 oI T((n") T 1)(1 = e)llcollts (p1+V Mip 1, (r), 2y Ie'lao =
= (14 ()21 = el o1V o ey 2@y I o S (LD.13)

< (1+ (n)?) =92 - ellooli¥(p1+eV Bt (rm), 2 (rr) 1€ llar 0

Por lo tanto:
¥{orsaV) ~ w(/’udv)k”(T((nl)—ll)c)”n(nn,(Rn),[,zmn)) <

< (1 ()21~ cllos [ (pr4eV VI gar, (mm) 22 ()

Por lo tanto:

Ji_"noo (o) 4eV) ~ ¢’(P1+e'v)’1’(T((”’)—lI)c)HB(HQ,(Rn),Lz(Rn)) <

. L
< tim (14 ()21~ elloo ¥ (p1+eV ) ln 10 (mr), 2R = O
n'—oo
Entonces, por Rudin 1979, teorema 4.18, ¥(p, 4 +V) es compacto.

Q.E.D.

Lema 21. Considerar a los elementos n € N\ {1} y V € M(R") (notacién B.4) tal
que:

3(s,r) € (—o0,~1) x R*:|V| < rp, (1)

Entonces todo € € (0, —(1 + s5)] es tal que V € By con ¢ correspondiente.
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Demostracion.

Ve € (0,— (1 + 8}l lp1+eV lloo < llp14erpalloc < (Por (1))

<r= PlpreeV) € B(LE(RY) (D.C.11 y Kato 1976, ejemplo I11.2,11)

Q.E.D.

Lema 22. Mismas hipétesis que en el lema 21. Entonces todo (¢,a) € (0,—(1 +
s)) x R7 es tal que V € Bq con ¢ correspondiente y es compacto.

Demostracidn,

Por el lema 21, V € By con € = —(1 + s) correspondiente. Por el lema 20, todo
(&) € (0,—(1+s)) x R es tal que V € B, con ¢ correspondiente y es compacto.

Q.ED.

Lema £3. Considerar a los elementos (n,a,3) € N\ {1} xR¥ xRy V € By, este
dltimo con elemento € € R correspondiente. Entonces:

$(V) € B(Ha,s(R"Y), LY, 1 (RY) A

A (V) = O(0,0)~(1+2+6,0)P(P1+6V)0(s,0)—(0,0) (D-C.11y L.C.1)

Demostracion.

(O(s,0)—(0,0) O(0,0) —(1+s+¢,0)) € B(Ha,s(R"), Ha(R")) x B(LZ(R"),Lfﬂﬂ(R'(‘)) : )
L.C1

=> Vh € Ha,s(R"): O(0,0) (14 54+6,0) V(P14 ) O(5,0) = (0,0) = P—(14e-4¢)P14eV Psb =
(Ver L.C.1)

=y(V)h

Por lo tanto:
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WV) = 00,0)— (148460 ¥ (P14V) 0 4,0)=(0,0) € B(Hos (R"), LT, 4 (R™))

Q.E.D.

Lema 24. Considerar a los elementos (n,s) € N\ {1} xRy V € Kg, este tltimo
con clemento € € R correspondiente. Entonces (V) € B(Hy,(R"), L,  (R")) v es

compacto.
.

Demostracién.

¥(V) € B(Hp,o(R"), L}, 1 (RY) A (V) = 0(0,0)~(1+2+¢,0) ¥ (P1+eV )00 2) = (0,2

(L.23) (1)

Dado que %(p1+cV) € B(Ha(R"),L*(R")) es compacto, por (1) y por Kato
1976,tcorema I11.4.8, se concluye que ¥(V') es compacto.

Q.E.D.
Lema 25. Considerar a los elementos (n, &, s) € N\ {1} xRF xR yV € By, este

tltimo con elemento ¢ € R correspondiente. Entonces:

e S (O,E)'. rl-llgo ”V - XB,(O)V”B(HQ'.(R").L¥+,+'I(R«")) =0

Demostracién.
Ve € (0,¢):Vr € R*:Ve € C§°(R"):

1V = xB, )V )ello,t4ater = llo1ts4e(1 = XB,(0))Velloo = line x5, (o) ¥ (P1+¢V )pacllop <

< llper-ex B, (o) lool¥p1+eV NI (a1, (rr), L2 (Rr)) 1 PsCll 0 =

=1+ "2)(‘,_E)/ZIW(PHcV)“n(;{a(m),Lc(nv-))”C“a.a

Por lo tanto:

”V - XB,(O)V”B(Ha',(R"),L’i‘““,(nn)) <(t+ "2)(E'_E)/2“'r’*'(/’H»cV)”B(}ia(nn)’[‘z(nn))
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Por lo tanto:

AV = x5, 0V B, mm). 22, (R7) S
< Jim (1+ "2)(5’-6)/2”!1’(/71-{»:1’)Hn(;{a(nn),zﬁ(nn)) =0

Q.E.D.

Lema 26. Considerar a los elementos n € N\ {1} y V € K, este tltimo con
elemento € € R™* correspondiente. Considerar a un operador lineal O definido sobre
F(R",C) (notacién B.1) tal que: :

N(O)={0} A (p1+e(0p14+)7"0,07!) € L®(R") x B(L*(R")) x B(H2(R")) A

A V(f1 f2) € F(RY,C) x F(R®,C):0(f1f2) = (ON)(0f2) 1)

Entonces OV € K3 con ¢ correspondicnte.

Demostracion.

W(p1+e(Op1+e) 1) € B(LZ(R")) (D.C.11 y Kato 1976, ejemplo III.2.11) 2)

Ademis:

Yh € Hy(R"): 9(p14c0V)h = p11c(OV)h = p14e(Op11e) " {Op14e){(OV)O(0™1h) =
(Por (1))

= p14e(0p1+e) 10(p14eV O™ ') = (Por (1))

= (p14(0p14) " )OB(p14V)O 7R

Por lo tanto:

¥(p110V) = $(p11.c(0p1+) T)O%(p1+V )0 ™! € B(H(R"), LAR™))
(Por (2), (1) y por que V € K3.)
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Entonces, por Kato 1976, teorema I11.4.8, OV € K4 con ¢ correspondiente.

.

Q.E.D.
Lema 27. V(U,V) € U x K9: T(U)V € K2 (N.D.10y D.D.2)
Demostracidon.

Considerar a los elementos n € N\ {1}, U € Uy V &€ Kj, este tiltimo con elemento
e € R* correspondiente. Entonces:

(P1+e(T(O)p14) " LT, TWU) ™Y = (1, T(W), T Y) € (L.D.5)

€ L®(R") x B(L*(R™)) x B(H(R") (L.D.11)

Por lo tanto:
T(U)V € Ky (L.26, d.eccc. O = T(U))
Q.ED.

Lema 28. Considerar a los elementos n € N\ {1}, r e R® y V € Ky, este ltimo
con elemento € € RT correspondiente. Entonces T(r)V € Ko con € correspondiente,

Demostracidn.
lo1+e(T (1) Moo = sup (L P21t fr 4 )~ 2 <00 A (LD.20)
r'eR"

A N(T(r)) = {0} (L.D.23)

Por lo tanto:

(Pree(T()pr+e) ~HT () T(r)™Y) = (Pl—i—e(T(r)ﬂl-G—c)_IuT(r')vT(—’)) € (L.D.23)

€ I®(R") x B(L*(R")) x B(H3(R")) (L.D.26)
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Entonces, por el lema 26, donde en este caso O = T'(r}, T(r)V € K3 con ¢ correspondiente.

QED.
Lema £9. VYV € Kp:Vz € p(H): R(z) = TR(Z)T.

Demostracion,
Vne N\ {1}:WV € Ky:Vz € p(H): Wl € L2(R™):
TR(z)T! = TR(Z)T(H — 2)R(z)l = TR(z)(H - 2)TR(2)! = _TTR(z)l = (L.C.10)
= R(z)l
Por lo tanto:
R(z) =TR(Z)T
Q.E.D.

Lema 80. YV € Ko:VA € RY \ o (H): R™(A) = TRY(A)T

Demostracidn.

Y(r,s) € N\ {1} x (1/2,00):5V € Kp:¥A € R\ 0 H) V6 € R

=) -1 R+(*)Tf|n(Lz(n~).irz._,mn)) =

=[|[R7(X) = R(A = 16) + TR(A +18)T = TR*(N)Tllg(13mn), iy, -, (rr)) S (L-29)

SIIR™(A) = ROA=18)In(12(rn), 1y -, (rm) TIT (BT (A) ~ R(A+18)) Tl g (13(mr) i1y -, (Rr)) =

= 1R=(A) = RO~ 16)lp 2@y ary e + 1BTO) = RO+ 8) 5130, - ()

(L.C.10 y L.A.21, d.e.ecc. (Ey, Ep, Es, Ey, 01,09) = (LE(R"™), LHR"), Hy, _,(R"), Ho, _,
(R"),T,T))

Por lo tanto:
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R™(\) =TRT(\)T

Q.ED.

Lema 81, Todo n € N\ {1} es tal que todo V € Ko es tal que ¢(V) €
B(Ho(R"), L*(R")) (definicion C.11), es compacto.

Demostracion.

Seae € R correspondiente a V. Considerar a la inclusién I € B(L?(R"), L*(R"))
(lema C.2). Por el lema 24, donde en este caso s = 0, (V) € B(Ha(R"), L, (R")) y es
compacto; por Kato 1976, teorema I11.4.8, I¥(V) € B(Hy(R™), L*(R")) vy es compacto.

Q.ED.
Lema 82. Considerar a los clementos (n,s) € N\ {1} xR y V € Ky, este iiltimo
con elemento ¢ € R correspondiente. Considerar a un espacio de Banach E. Entonces

todo B € B(E, Hy 4(R")) es tal que #(V)B € B(E,Lf+d+((R")) (definicién C.11) y es
compacto.

Demostracion.
Por el lema 24, ¥(V) € B(HZ’G(R"),L'E’+A+E(R"}) ¥ es compacto; por Kato 1976,
teorema I11.4.8, ¢(V)B € B(E, L}, (R™)) es compacto.

Q.E.D.

Lema 83. Considerar a los clementos (£,n) € {~,+} x N\ {1} y V € K», cste
tltimo con elemento ¢ € R* correspondiente. Sea:

s=(1+¢)/2
Considerar al conjunto consistente en los elementos inversibles en B(Lf(Rn))’ ¢ c
B(L?(R")). Entonces:

% IRE(0) - Ro(£18)Ip(Larey, iy o)) =0 A I+VRF(0)€C =

= lim 15 ()T +V B3 (0) ™! = R{£16)|lp( 12(rn) sy, (r)) = O
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Demostracidn.

Bml(7 +V EF(0)) = (I +V Ro(£16) I z3(mm) <
< UVt (), 3m) 1R5(0) — Ro(£38) (23 (wn), o - () = O =

= m||(1+VR;-,t(o))-1—(I+vno(iz5))“IIB(Lg(Rn)) =0= (Rudin 1979, teorema 10.12)
= lim IR OV + VRE(0) ™" — R(£16)llp(2(Re), 115, () =

= gifgllﬂoi(o)(f +VRF(0) ™" ~ Ro(16)(I +V Ro(£16) "Ml (1amn), i, (mo)) =
(Por (8.25))

=0 (L.A13,d.eec. (By, By, Bs) = (LER"),L}(R"), Hy -, (R")))

Q.E.D.

Lema 8. Considerar a los elementos (n,s) € N\ {1} x R y V € Ky, este Gltimo
con elemento ¢ € R correspondiente. Entonces:

V(e,B) € C x B(Lf+a+s(R")' Hy, (R"™):

N((V)B —¢) = {0} = (p(V)B — ¢) " € B(L}, .. (R™)

Demostracidn.

Por el lema 32, donde en este caso E = L%,  (R"), »(V)B € B(L%,,.(R")
es compacto; por Rudin 1979, teorema 4.25, ¢ € p(¢(V)B); luego, (¥(V)B -¢)7! €
B(Li;,4(R").

Q.E.D.

Lema 5. Considerar a los elementos (+,n,a) € {—,+}xN\{1} x[0,2]yV € By,
este 1ltimo con elemento ¢ € R* correspondiente. Sea:
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Entonces:
vz € DF:

lfg 15 (2) = Rolz = 6)l|p(12(rr), b1, - (R7) =0 =
= lim (7 + VERy(2)) = (I +VRF(Z)lIprz(mry) = ©
Demostracion.

Jim (7 + VRF(2)) = (I + VR (¢)llp(r2me)) <

< Jim IV B(Ha - @) 2 1BS (2) = RS Ipr2re, oy (rey) = (1:23)
=0 (L7)

Q.ED.

Lema 86. Considerar a los elementos (£, n,a) € {—, +} xN\{1} x[0,1) yV € B,,
éste dltimo con elemento € € R correspondiente, Sea:

={1+¢€)/2
Entonces:
Izlii_r'noo I = (I + VR ()lp(zzmey) = 0

Demostracidn.

BreRT: lim I~ (7 + VRS ()l zmm) <

< i WV It ), 23 15 (D23 - () S (£:23)

< Jim 190V ), (mey 231+ D1 = (L)
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Q.E.D.

Lema 37. Considerar a los elementos (£,n,a,r) € {—,+} x N\ {1} x[0,1) xR¥
y V € By, éste tltimo con elemento ¢ € R* correspondiente. Sea:

o= (1442
Considerar al conjunto consistente en los elementos inversibles en B(L2(R")) , G C
B(L3(R")). Entonces: :
Vze DE\B(0): I +VRI(z) e G = sup I+ VRE(2) M (rzmey <
2€DF\B,(0)

Demostracion.

im |7—(I+ vng(z))nnm(m)) =0 A (L.36)

[z]=e0

A Wz € DF\ Br(0): lim (T + VR (=) = (T +VRE(Epzzmeyy = 0 (£.35)

Por lo tanto:

sup T+ Vﬁ%(l))"\lnuz(m)) < oo
2€DF\By(0)
(L.A.26, decc. (S,4,/) = (DE\ B(0), B(LAR")}, I + VRE())

Q.E.D.

Lema 38. Mismas hipétesis que en lema 36. Entonces:
Vp € (supoi(H),00): 3r € RT:¥z € DT\ B,(0):

1B (@) (22 (R, Ho o)) S 72+ f2]) (2712

Demostracién,
Vp € (sup o4 (H), 00): 3r € RH:¥z € DT\ B,(0):
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MR B2 (RR), Ha e (R7) = ”Roi(z)(I+VRg:("))_llln(L}(nn)_na._,(Rn)) < (Por (3.25))

< RS (Iprz ey Hao ey I+ VR (2)) " Hip(zzre) <
< {1+ |z))le-1)/2 I+V oy (L.8y L.37
<r{l+z)) zeDsi\l\% I R¥(2)) Mpramny (L8 L37)

Q.E.D.

Lema 89. Considerar a los elementos (£,n,a,7) € {—,+} x N\ {1} x{0,1] xR"*
y V € Bg, éste dltimo con elemento € € R™ correspondiente. Sea:

s={1+¢€)/2
Entonces:
lim sup (I +VRE(2)) - (I +V'RF ()l r2(mnyy =0
Moo ( o () = { o (2Mllp L2 ()
Demostracion.

3 e R*:WV' € Ba:Vz € DY\ B, (0): (I + VRE(2)) — (I + V'Rg“(z))"n(Lg(Rn)) <

<V =Vl ., w0 L3 1B (i n3(e, o o (mr)) <

<V - V’”B(I{‘,,_,(R").L?(R"))rl = (L.8)
= loteV = V)in(aa rmy, p2 ey
(L23 y LA2L deee. (B, By, By, By, 01, 02) = (Hay-o(R™), Ha(R™), LA(R™), L2(R"),

0= s,a)—(0,) 0(0,0)=(2,0)))
Por lo tanto:

01y Ipx 1
iy zebstu\r;}r(o) (I +V Ry (2)) - (I +V'BF (2Dhp(rammy €
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< Jim oV = V)i (me) L3y =0

Q.ED.

Lema 40. Considerar a los elementos (£,n,a) € {—,+} x N\ {1} x[0,1]y V € B,,
éste tltimo con elemento € € (1,00) correspondiente. Sea:

s=(1+¢€)/2
Entonces:
lim sup ||(I+VRF(2) = (I +V'R5(2))llp(rznny) = 0
vi-v z€Rt ‘
Demostracion.

Ire RT:VV' € By:Vz € R¥:||(I + VRE(2)) - (I + V'R (Nlipzzmey) <

SV =V B (Ha -, @), L3R | BS (B (L2RA), Ha, -0 (7)) =

= lpr4e(V = V') IIB(HO(Rn),LZ(nn))”Roi(z)”B(LE(R"),}IQ__,(Rn)) <
(L.23 y L.A.21, deec. (Ey, By, E3, Eq,01,03) = (Ha,~s(R"), Ha(R™), L}(R"), LY(R"),
O(-s,a)~(0,a) Q(0,0)~(s,0)))

S oV - V')||B(11a(nn),L2(nn))( g 125 (") 1B (23 (R - o () Xfo,1)(2)

+Txu,eo)(2)) (L.7y L.8)

Por lo tanto:

Jim, sup 0+ VS (2) = 1+ V'R sz <

. &, =
< Vl'lionV ”pl+e(V - V’)IIB(II,,(R"),L2(R")) max {zz‘(‘:)},)l] ”Ro (")"B(LE(R"),H,,'_,(R"))7r} =0
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Q.ED.

Lema §1. Considerar a los elementos (£,n, a,r) € {—,+} x N\ {1} x{0,1) x R¥
v V € B, éste dltimo con elemento ¢ € R correspondiente. Sea:

s=(1+¢)/2
Considerar al conjunto consistente en los elementos inversibles en B(L?(R%)), G C
B(LZ(R™)), y suponer que:

Vz € ryoo):] + VR(')*L(,:) G
Entonces existe una vecindad correspondiente a V, W C By, tal que:
Y(z,V') € fr,00) x W: I+ V'RE(2) € G
Demostracion.

lim ||I—(I-i—VROi(z))HB(L—;»(Rn))=O A (L.38)

lz}—c0
A ¥z € [r,00): lim [|(1 + VRE(2) — (I + VRE()iip(zamey) =0 (L.35)

Entonces, por el lema A.2, donde en este caso (n,5,E, F) = (1,{r, 00), B{L}(R™)), I +
VRF(), (TYu (I + VRDi['))([r,oo)) es compacto; por Rudin 1979, teorema 1.10, existe
una vecindad correspondiente a 0, W C B(L:;’(R")), tal que (I+V Ré’())({r, o)) +W C G;
por los lemas 39 y 40, existe una vecindad correspondiente a V, W' C B, tal que:

Wz, V) elroo) « WiT+V'RE(2) € (I + VRE())(Iree)) +W c G

vize

Q.E.D.
Lema 42. Mismas hipétesis que en lema 37. Entonces:
Yz € |r,00): I+ VRE(z) € G =
= lim sup |(I+VR3(2)™" ~ (I+V'RF(z)) Mlip(rz(mny) =0
Viy z€[r,00)
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Demostracidn,

sup "(['*‘VRoi(z))—lﬂu(Lgmn)) <o A (L.37)
z€{r,00)

Vl,imv sup [[(!+VR0 (2)) - (T + V'R (= Miprzrey) =0 (L.39y L.40)
2€lr,00
Por lo tanto:

im Eslup )H(l'T VERF ()™ - (I + V'RE (=) Mla(pzmey = 0

(L.41y L.A.25, deec. (C,4) = ({r,00), B(LZ(R™))))

Q.ED.

Lema 43. Considerar a los elementos (+,n) € {—,+} x N \ {1} y V € Ky, éste
tltimo con elemento € € R™ correspondiente. Sea:

= (1 +¢)/2
Entonces:
Vz € DE\ oy (H):

16‘%1 |RE(z) - Ro(z £ 1) (22 (o), by - (mr)) =0 = 1 — VRE(z) = (I + VR (2))~}

Demostracién. i
I-VRE(z) = (I+VRE(2)WI+VRE(2)) =V RE(2) I+ VRE(2) " = (I +V RF(2)) !

Q.E.D.
Lema {4. Mismas hipdtesis que en lema 37. Entonces:

¥z € [r,00): I+V RE(2) € G = Vl"xm slup 1Qx(z )V—Q{-t(z)V’“B(HG,».(R“),L?(R"' =0

2E[r,00
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Demostracion.
sup ”(I+ VRé:(Z))—lﬂn(Lg(Rn)) < oo (L.37)
2€|r,00)

Por lo tanto:

Jim sup 1Qx()V — QL(=)V Ipn, _,mr). 3me)) =

=V z€{r,00)

= Jm, ) W = VEF@)V = (1= V'@ )W p g, - (me). 200 =

= lim sup ]|(I+VR0 (DY - T+ VBT () V i, mey ey = (142)

ViV EISEX oo
=0 (L42y L.A18, dececc. (Cp, By, By, By) = ([r,00), Ha,—s(R"), L{R™), LIR")))

Q.E.D.
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Apéndice F. La matriz de dispersién S(k)

Iniciaremos este apéndice con algunos resultados sobre los operadores de traza (k)
los cuales serdn la base para ulteriores teoremas sobre la matriz de dispersién.

Lema 1.

V(n,k) € N\ {1} x R*:¥(r,1) € R x L} (S™1): (v*(k)1)(r) =/

cn-1 e‘k”'rl(w)dw

Demostracidn,
¥(n, k) € N\ {1} xRT:Wl e L}(S")):Ve € CP(R"):

o Jonon 7 Ze(@i(w) ldwdz = el g ey 02 5m-1y < 00

Por lo tanto:

(07 (B)1) = (v{k)e,t) sy = .

gt 4(k)el = /:gn_l / "e_'kw':c(z)dzl-(w)dw =

(Por {3.38).)

=/ n/ ot e I ) (w)dwdz = (Teorema de Fubini.)

= R"c(:r:)-/:gn_l e*°z)(w)dwdz

Por lo tanto:

Ve R™ 1 () = [, @)

Q.ED.

Lema 2.
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Y(n, k) e N\ {1} xRV, 1) e {1,...,n} x LEH(S™1): a—?;'y‘(k)l = k" (k)w;l
7

Dernostracion.
vz € R™: (c.t.p.)w e §7L:

lim ke 2w 1 (w) ~ (tkwje) ™ k€ — 1ikw;e® (W) =0 A

A Vee Bi(0): Izke'k“"ijl(w) - (tkw',-e)"l(e'}““'iE - l)zkch'kw'zl(w)] <

S KU w)] + K| (thwje) R = D) S k()] + ke - 1)) = (L.C.25)

= (k+¢* = 1)JI(w)] € L2(S™Y)
Por lo tanto:

(57 090)(e) = lim (" () -+ ) = 3" () =

=0

= lim (/5""1 a‘k“'(z‘*'“i)l(w)dy - /_qn—l e‘k“"zl(w)dw> = (L.1)

= clg% oot (zkmjf)"l(e‘k“’:iE - 1)e‘k“"zzkw)-l(w)dw =

= ethwez

= Jsnm1 tkw;l(w)dw = (Teorema de convergencia dominada.)

= (7" (k)rkw;l) (z)
Por lo tanto:

B LTS A — oY A .
E;'y (k) = tk~y* (k)wjl
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Q.E.D.
Lema 8.

Y(n,k) € N\ {1} xR*:¥(a,1) € ({0} UN)™ x LH(S™1): Doy (k)1 = (2k)lely* (k)wot

Demostracidn.
Considerar a los elementos (n,k) € N\ {1} xRt y I € L¥(8""!). Suponer que el

lema es valido para:
=(ag,..., a,,_l,o) € ({0} U N)"

Por lo tanto:
Va € ({0} UN)™:

9%n  9an~t oo | o%n

= ()= 5

[* W e —_—
Dy ()t = dzy" dzint T Bl

(zk)|°' *(k)wint H w =

J=1

= (k) (k)

Q.ED.
Lema 4. Todo (n,k) € N\ {1} xR™ es tal que todo polinomio p:R" — C cs tal
que todo ! € L2(§™1) es tal que:
p(V)y* (k) = +* (k) plakw)!

Demostracidn.

Considerar al grado correspondiente al polinomio n' € {0} U N.Existe una funcién
[{a€ ({0} UN)" e} < n'} — C tal que:

vz €RMp(z) = 3, fa)z®

|a]<n?
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Por lo tanto:

VIV = S f@Dy (k)= 3 fla)v (k) (k) = (L)

lalsn! let<n!

=7'(k) T Sla)(k) et = o (k)p(tkw)i

o] <!

Q.ED.

Lema 5. ¥(n,n',s) € N\ {1} x{0} UN x(—c0,-1/2):Ir e R*:Vk e R*:

7' (k) € B(LA(S™1), Hyp o (R™) A

A I (g2 (sm-1), g (reg) S 7@+ ED I R)lnzesn-,z30mm)

Demostracion.

i LA(S™ ) Iy () llgwr,s < 702 = 8)" 4 ()llloys = rllv* (k) (1~ (k) *w?) " lllo,s = (L.4)

= r(14 K" I ()l < (14 K™ I (8 paqsneny, £z Ml 2oy
Por lo tanto:

'7.(]") € B(Lz(sn—l)!H2n',a(Rn)) A

A Wl (aa(snty g mey) < T+ KT ()l azsn-1),z0mm)

Q.E.D.

Lema 6.
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V(n,k) € N\ {1} xR*:7"(k) € N B(LY(S™1), Ho,s(R™))
(s,a)€(~00,~1/2)xR

Demostracidn.
¥(s,a) € (—00,~1/2) x R:Vn' € N\ (—00,a/2):3r € RT:Vl € LE(S""1):
I (Rl < W " (R)lant,e < 7l (R) i r2gsnmty, o, g (o)) Wl 2 (sm-1) - (L5)
Por lo tanto:

7 (k) € B(LY(S™™Y), Ha s (R™)

Por lo tanto:

1 (k) € N B(L}(S"71), Ha,s(R™))
{s,@)e(—o0,~1/2) xR

Q.E.D.
Lema 7. V(n, A) € N\{1} xR*: R} (A)— Ry (A) = 127w 1= naAln=2)/2¢ (A 1/2)4(A1/2)

Demostracidn.
¥n € N\ {1}:Vc € CP(R"):Vc' € CP(R"):¥a € R¥:Vb € (g, 00):

(B(Ho){(ab])e,) = (F‘w(xabllz(U)\B‘,l/z(O))F':’CI) = (L.E2)

= ('p(xa,,x/z(o)\ﬂnt/z(0))Fc'FCI) = /xﬂbl/z(o)\ual/z(U)FC.F—cl =

b1/2
/1/2 oy (Pe) (50) FE () k7~ ok =

b1/? -
/1/2 _/;,n_l(Zﬂ-)—"/? /R." e—’kw:c(z)dz (27‘”)_"/2 /R" Elkw.yc,(.’l)dy kldwdk =

bi/2
= [ Jonr @RI @M [ T (4)dy K dwdk = (Por (3.38))
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pl/2 —
= [ip o fonon 202 (0)0) () (27) =26k VT ) oy 57 =
a
(Teorema de Fubini.)

/2

= [ [on@n) O BB WT W)y £k = (L)

_/( —nayt ’\1/2)7(/\1/2)0 cl),\(""l)/2(2,\1/2)_1d/\
Por lo tanto:

VA € R™: (—(2m) "L (RE (V) — Ry ()e, &) = ;X(E‘(Ho),\c,c’) -

= (2_(“")71"'"/\(""2)/27'(,\1/2)7(/\1/2)6, ¢') (Teorema de Radon-Nikodym.)
Por lo tanto:
(RS (3) = By (A))e = 2"t =aln =22 (A 12)5(a1/2)c
Por lo tanto:
Rg-(/\) - RO_(’\) - lz—nﬂl-—n/\(n—'z)/z,\’c('\1/2)7(/\1/2)
Q.ED.

Lema 8¥n € N\ {1}:YV € Kp:Vk € R \ o (H)V/%:

RT(K*) = R™ (k) = 2™ al k=1 — B (KR V)" (k) (k) (1 = VR (k)

Demostracion.
Vne N\ {1}:VV € Ko:Vk € R\ o (H)/2: Ve € RY:

R(K® +16) = R(k? — 1¢) = 21eR(K? — 1e) R(K? + 1¢) =

= 2e(] ~ R(K® — 1) V) Ro(k* — 1&) Ro(k? + 1¢)(I — VR(K® +1¢)) = (L.E.17)
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= (I - R(k* = 1)V)(Ro(K* + 1) — Ro(K? — 1)}(I = V R(K? + 1¢€))

Por lo tanto:

RY¥(K*) - R™(k?) = leilrg(R(kz +16) = R(k? —1¢)) =

=1€iﬁ)1(I—R(k2—xe)V)(Ro(k2+:() Ro(k? —1€))(I = VR(K® +1¢)) =

= (I~ R™(K)V)(RF (¥%) — Ry (K*))(I = VRT(KY)) = (L.A.13)

= (I - R™(K)V )2~ a2t (k) (k)(I - VR (K®) (L.7)

Q.ED.

Ahora es el momento le verificar algunas propiedades de la matriz S. Iniciaremos

con una relacién entre el operador de reversibilidad temporal T’ y la adjunta de la matriz
S (lema 11).

Lema 9.V =0=S=1T
Demostracion.

V(£,n) € {—,+} x N\ {1}:

V=0=>Vle L}R"):Wsl= lim tHe1tHo ,lim e"Hne'“”"l =1
t—Eoo —E00

Por lo tanto:

We=I=S=WiW_=1I

Q.ED.
Lema 10. V(+,V) € {—,+} x Ko:Wa = TWT

Demostracidn.

- Pagina 184 Apéndice F. La matriz de dispersion S(k)



Y(x,n) € {—,+} x N\ {1}:VV € Kp: ¥l € LHR"™):

TWsTl =T lim et e=tllor) = fim T2 #HetHoy = (L.C.10 y L.E.18)
—F o0

¥ t—Foo
=Wl
Por lo tanto:

Wi = TWsT

QED

Lema 11 VV € Kp: TST = §°

Demostracion.

W e KpW? = TWLT (L.10y L.C5, deec. E = R?)
Por lo tanto:
TST = TWiIW_T = W2W,T? = (L.10)
(Wiw-) =§"

QE.D

Una vez definida la matriz §(k) sobre L2($"~1), en el lema 12 probamos la relacién
de reciprocidad para el caso en que la matriz sea un operador con kernel integral; en los
lemas 17 y 19 generalizamos un par de lemas de representacién de la matriz para el caso
k<o

Lema 12. Considerar a los elementos n € N\ {1} y V € Ky, y suponer que existe
una funcién f: R Y o4 (H)V2 x 8§71 x §7~! . C tal que:

Y(k, 1) € R\ o (H)Y? x LHS™1): (k)L =/ Sk, w)l{w)dw (1)

gn-1

Entonces:
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Y(k, 1) € RT \ o (H)V/? xLz(S""l}:PwTS‘(k)TPwlz/ S(k, ~w, —)l(w)dw

gn-1

Dermostracidn.
Y(kd) € RY \or(H)/? x LE(S™ Y)ivw € §7 L

(PuTS*(K) TP ) (w) = (S (R TE)(~w) =

= Jgn-1 S(k,w!, —w)(TPul)(w)dw' = (Por (1).)

/sn_l Sk, o, ~w) ) do! = /Sn_l Sk, —a', —w)l (") de!

Por lo tanto:

PLTS* (k)T Pl = /Sn_l Sk, —w', =) (w')du'

Q.E.D.

Lema 19. Considerar a los elementos n € N\ {1}, (w,V) € §*~! x K3, éste dltimo
con clemento ¢ € R™ correspondiente. Sea:

s=(1+¢)/2

Eutonces:
Ve L?(R") —
vk e RY\ oy (H)VE:

Yz € R™ ¢(z,k,-) € LHS" 1) =

== S(k)br( kow) = 6-( k,w) <= (I = S(k))ps (- k,w) = (RT (k) — R™(K%))eFev
Demostracidn,

S(k)p4 (- kyw) = (-, kw) =
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= (I - Sk)o+ (- hyw) = 6+ (- kyw) — ¢ (- k,w) =
= elkw" _ R—(k2)etku-~v _ (elku-- _ R-f-(k'Z)eka'-V) - (R+(k2) . R—-(k'.’))ekanv

Q.E.D.
Lema 14. Considerar al conjunto:
{i‘;} = {")“‘L}
Entonces:
VneN \ {1}:\7’(“)!") e sl x I(Z:Td’i(': '1“’) = ¢¥(':', _"‘))

Demostracion.
Vne N\ {1}:V(w,V) € §%! x Ky:Vk € R\ o (H)V/%:

T kw) = Tk RF(R)eReV) = emko - RER2)eY = (LE.30)
= ¢z (" k, ~w)
Por lo tanto:
Téu(yyw) = ¢y —w) -

Q.E.D.

Lema 15. YV € Ko:Vk € R\ 04 (H)V/%: S(k) = I + T(k) = T(~k) = TT(K)T
Demostracion.
S(k) = I +T(k) = T(~k) = S(~k) ~ I = TS(k)T = I = T(S(k) - )T = TT(k)T

Q.F.D.
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Lema 16. Vn € N\ {1}:VV € Ky:

Vk e R\ o (B2 S (k) = T+ T(k) =>

= V(k,w,!) € R\ (~o (H) Y2 U {0} o (H)/?) x §"~1 x L3571y

n

(T w) = |,

gt —127%(wsgn k)l_"k"_z/ eI (2)d(z, b, w')dz 1) du'

Demostracion.

Y(w,l) € S L(S" )ik € R™\ oy (H) Y2 (T(k)1) (w) = (TT(-k)T!)(w) = (L.15)

e‘k“"zV(:c](ﬁ..(:E, —k, w’)dz;.(Tl) (whdw' =

=T —-12—"7\‘1—"(-—/»')"-2/
(Por {3.36) y (3.37).)

Sn-1

n

= 12—“7:‘""(-/\-)"‘2/ eIV () (T ) (2, —k,w')dz 1) du' =

- Ssn-1 n

2'"7r1_"(—k)"_2/ . eIy (1) 8y (z, —k, —w')dz {(w!)dw' = (L.14)

= Jgn-t !

= /Sn_l —127 " (7rsgn k)""lk"_zfnn eIV (2)8(x, kyw')dz 1 (w')do

Por lo tanto:
Yk € R\ (—o (H)Y2 U {0} U oy (H)'/2):

(T(k)l)(w) = [Sﬂ-’ —127 "% (7sgn k)l""k"'zfe“k“""'i’(x)nﬁ(z,k,w')dz {w')dw'

Q.EI:
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Lema 17.

Yne N\ {1}:¥V € Kg: ¥k € R\ (—ou (H) Y20 {0} U oy (H)/2): 8T (k) = P,S(k)P,

Demostracion.

Ve N\ {1hYV € Ko:¥k € R\ —a4 (H)V/%:
ST(k) = TS (WT = T(TS(~K)T)"T = TTS"(—k)TT = (L.C.5, deec. E = §"~1)
=T8T (—k)T = TP,S(~k)P,T = (L.3.5)
= P,TS(~k)TP, = (L.C.8)

= P,S(k)Py

Por lo tanto:
Yk € R™\ (—ous(H)V2 U {0} Vo (H)Y2): ST (k) = P,S(k)P, (L.3.5.)

Q.E.D.
Lema 18.

YV € Kok € R\ (—ow (H) Y2 U {0} U o (H) V) (8T (k) PL)* = ST(-k) P,
Demostracion.

(ST(k)P,)* = PATS"(K)T)" = P,TS(K)T =
(L.C.7, deec. “S"= 5"y L.C.5, deec. E = 5771

= P,S(~k)P, P, = ST(—K)P. (L.17)

Q.E.D.
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Lema 19. Vn € N\ {1}:V(z,V) € R" x Kp:VkeR™ \ —a.-r(H)l/Z:

S,(k) = eiszs(k)e—lkw-z

Demostracion.
Sx(k) — TS;(—~k)T - Te_'k“'zs(—k)e'kw'IT — e:ku-rTS(__k)TE—tsz - elszs(k)e—lku-:

Q.E.D.

Pasarcmos a estudiar ahora algunas propicdades topoldgicas de la matriz S(k). En
¢l lema 23 probaremos la continuidad de esta matriz como funcién de & con respecto de
la topologia B(L"’(S""l)), mientras que en el lema 28 extenderemos a esta matriz como
operador en B(R, B{L%(5"!})), para ello nos apoyarcmos cn ¢l apéndice de integracién
vectorial. Los lemas 30, 31 y 32 cstardn avocados a un resultado ambicioso el cual establece
la continuidad de la matriz con respecto del potencial V' variando éste ltimo de acuerdo
a la topologia de B, introducida en el apéndice anterior.

Lema 20.
Wn & N\ {1hVV € Kp:Vk € RM—o (H)Y2 0 {0} Uo (H)Y/3):|S(k) Inzesmy) =
Demostracion,
Yn e N\{1}:VV &€ Kg:vk € R™\ ~o.(H)V/%
Ns(k)”B(Ll(Sn—l)) = i]TS(—k)T“B(L:'(S"'l)) = A\TS( )“ 2(gn-1y) =
(L.A.21, d.cec. (E‘,O ) (LH(S"1),T))

=1

Por lo tanto:

¥k € R\ (o ()2 U {0} U 0 (H)/2): S (K) Iy g2 sn-1y) = 1

QED.
Lema 21. Y(n,s,k,a) € N\ {1} x(-c0,-1/2) x R" x R:
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Jim 1" (k) = 9" (K lp (22571 o a(mr)) = 0

Demostracion.

vn! € N\ (~o00,/2):3r € RT:WE ¢ R*: Wl € L3(S™1):

v () = 7 D llas < NV () = 4 6D lwr,e < 7T = 3)Y (3 (]) = 7" (K)o s =

= rfit (R)[L ~ (kw)2™'E = 3" (K1 = (6'0)?]"to,e = (L4)
= (L K2 (k) — (L ()2 (K) Ho,s <
< (L R (k) = (1 ()2 () g gsnmty), c e 1l 2 gsmey
Por lo tanto: ‘
I (k) = 1" (Wp(L2(sm-1), Ha u(m)) S
<AL+ R (k) = (1 (D) (K g2 sme1) L3mey) =

=rf|(1+ k'l)n”‘](k) - (1+ (k')z)'l"7(k’)”B(Lz_,(R")-L?(S"—l’)

(L.C.22 y Rudin 1979, teorema 4.10)
Por lo tanto:

Jim {7 (k) = v (KD llp z2gsn-1), . () S
< Jim rll(1+ KN™op(k) - (14 K" 4K g2 (mey, L2(sm-1y) = ©
(L.A.18, d.c.ecc. (E;, By, By, By, f) = (R*, L2, (R™), L*(S™ 1), L2 (S" 1), ()

Q.ED.
Lema 22.
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Vn e N\ {1}:¥V € Ky:k € R \ 04 (H) /% Jim, IS (k) = S(K)ipz2(sn-1)) = ©
Demostracidn,
Jim, IS (k) = S(k')p(r2(sn-1y) =

= fim (7= 27w (k) (1 - VR (V) V" () -
(1 = 27 R R (W) (T = VR (F) )V (K)llggasn-1y) = (Por (3.40).)

=0 (L21yL.A.13)

QE.D.
Lema 29. Yn € N\ {11:WV € Ko:Vk € R\ (—o4 (H)V2 U {0} U 04 (H)1/2):

Jim {I5(k) - S(K)Ipqpa(sn-1y) =0
Demostracidn.
¥ € N\ {1}:¥V € Kp:Vk € R\ —o4 (H)V/%
1508 = St Mpzz(sn-ry = Jim TS (KT = TS (~K)Tlig zz(sn-y) =

lim
kl—k

= Jim (S(~k) = S(=&"Nppysn-1y) = (L-A2L, deee. (B Op) = (s, 7))

Por lo tanto:

vk € RT\ (~ox (H)Y2U {0} U oy (H)W):kl,iglk IS(k) ~ S Ipqrz(sn-1y) = 0
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Q.E.D.

Lema 24.
vne N\ {1}:¥(e,V) € R" x Kg:Vhk € BT\ (=0 (H)YV2 U {0} U o (H)V2):

Jim (7 = ST = (1 = ST z(sn-1y) = 0

Dermostracion.

hm ”([ ST (k) - (1 = 5 (1* ))”B(L (sn-1y =

=k1,i£1kn1>‘,.s:(k)m —Pusz(k’)Pw]]B(Lz(sn-.1)) = (L.17)

= lim 182(k) — Se(K)lip(r2(sn-1y) = (L.A2L, deee. (B, 0p) = (LHS™1), PL))

=0 (LE28yL23)

Q.E.D.
Lema 25.
¥(n,0) € N\ {1} xR¥:¥s € (=(2 + Xj3,00)(n))/2, ~1/2): 3r € RT:Vk € R
‘!’7 (k) B (2(sn1), Has(R) < < rk(l 11)/2(1 + k’))a/‘lmin{l‘k—(l-‘p’lﬂ)‘/')}
Demostracion.
Fre R e N\ [0,a/2):3r" € R*: Yk ¢ RY:W1 2 LA(S™1):
7"k )l“ou <" (A)”'zn a”"/ ( 1”‘!: )(Zu < (L.C‘QS)
< (117‘(k)”:I’}n([ji?sn—l)’LE(Rn H'7 (l‘)hn (L*(sn-Y), Hyp (Rn))) I“”L 2(5n- x) <

Apéndice F. La matiiz de disperston S(k) Pagina 193



< (I B 5 sme1), 2y P L R2 I () I sty 3| H2™ ) W0 2 sy =
(L.5)

= () W R Rz, ey sty 2 (ser) <
(L.C.22 y Rudin 1979,teorema 4.10)

< (M@ 7 (1 4 k2)2 202 in e k(20 /2y L3(sn-1y (Por (3.39).)

Por lo tanto:

17 (M (251, ta gy € ()2 E T k2L 4 20 2 min{1, k= (424172

QED.

Lema 26. Mismas hipétesis que en lema 3.4. Entonces:
V(e', p) € (0,min{1,€}) x (sup o (H)!/2,00): 3r € R*:Vk € R+ \ B,(0):

I = S(8)lpra(sn-ty) < Ik~ (1 + £3)*/2 min{L, [k}

Demostracion.
Y(e',p) € (0,min{1,e}) x (supos (H)Y?2, 00): 3r € RT:Vk € (—o00, —p}:

I = Sk p(r2(sn-1y) = W = TS(=K)Tl\p(z2(sn-1)) = M = S(=k)lip(z2(sn-1)) £
(L.A.21, deec. (E;,0;) = (L4H(S™1),T))

< r(—k)"HL + BN 2min{L, (-k)€}  (L.3.4)

Por lo tanto:
Vk € R\ B,(0): I = S(k)lIp(pz(sn-1y) S rlklTHL+ K1)/ min{1, K|} (L.3.4)

Q.E.D.
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Lerna 27.
Vn e N\ {1}:¥(z,V) € R® x Kp:¥k € RY\ (~o (H)V/2 U {0} U os (H)V2):

I~ 53(’~‘)Hn(m(sn-k)) =11~ S(E)Mig(ra(sn-1y)

Demostracion.

I 5 (k)nB(L?(S" l)) = ‘U chka' IS(}») "tk P !iB(L"'(S""‘)) = (L.17 Y L.fl.?)

= (Pt = (1 = S(k))e™ T Pl paysn-tyy = 1 - S( Mip(rasn-1y)
(L.A.2L, deec. B; = L¥(S"1)

Q.E.D.

Lema 28,

Y(n,a) € N\ {1} x[0,1/2):%(z,V) € R" % Ba: I - S1 () € LE®, B(L¥(5""1)))

Demostracidn.
Yp € {sup o (H)1/?,00): Fr € R0k € R\ (=0 (H) Y20 {0} U o (H)V/2):

- S;I-(k);fn(m(sn-x)) = = S{B)llp(ra(su—ry) = (L.27)

= Xﬂp(o)( 21N S(k}ﬂiB(Lz(sn—x)) X, (0p (R - S{k)ig B(LSH ) S
B,(0)(k)2 + xp, (o)< (k)rik|* "' & (L.20 y L.26)

e L*(R)
Por lo tanto:

I-57() € LR, B(L¥(S"))
(L.24 y L.B.3, deec. (B, F,S) = (L2(S* 1), T - ST(), o (H)V2 U {0} U oy (H)H/2Y)
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Q.E.D.

Lema 29. Considerar a los elementos (n,a) € N\ {1} x|0,1) y (z,¢,V) € R" x
Cp(R) x By, éste dltimo tal que:

(e(B1{0)), e(B2(0))) = ({0}, {1})
Entonces:
img, sup T D) (k)T - ST (1) Pullp(zzsn-1y) =0 (D.D.2)

Demostracidn,

Yn' € N:Vp € (supor (H)Y?,00): 3r € RT:Vk € RT \ B,(0):

T T De)NT - ST (k) Pullr2(sn-yy =

= xB_, (o) (RIT((r)) " 1)e| (KNI = ST (k) Pullp(z2(sn-1y) <
< x0T (n') " Dellooll] = ST (Rnr2(sm-1y) | Pullp(z2(sn-1y) =

= xBn/[O)"(k)“c“w“I - S(k)”n(/}(gn-l)) < (L.D.13,L.27y L.C.7)

< xp,, (o) () leleortil ™1 (1 + K%)%/2 < (L.26)

< llefloor(n') 1 (1 = (=)

Por lo tanto:

fim sup T () D)) (R = ST () Pu iy g2sn-1y) <

n'—oQ

< Jim Jlelloor(w) (1 + (n))7/2 = 0
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Q.E.D.
Lema 80. Vne N\ {1}:VV € Uaglo,1) BatVp € (sup oy (H)1? co):
i | ;) - 3 Ben-111 =
A k;;gc) 1Sv (k) - Sy1(k)lig(L2(sn-1y) = 0

Demostracidn.

Considerar a los elementos (n,a) € N\ {1} x{0,1}) y V & B,, éste tltimo con
clemento € € R™ correspondiente. Entonces:

¥(s,p) € (1/2, {1 + min{L,e})/2) x (sup o (H)Y%, 00): 3{(ry,r9) € RT x RY: 9V & Bg:
7k € [p,00) \ o (H')V/2:

1Sy (k) = Sy () lippaqsn-tyy =

= (T = 27 e TR () Qe (KP)V 4 (K)) -

(1 = 27 R (R) QL RV ' () gz snryy < (Por (3.40).)

< 27 TR (R g me), s @ KBV = QL) g g, _ moy, 220wy
7 (B z2(sn-n) o - pmeyy S
< 27t 2 K 2 min (1 KB D210 ()Y - Q1 WV i g, me), L2 (me))°

gk 1721 4 k)2 ingn, k22 0/2) < (Por (3.30) v L.25)
< 2(&—2n)/27rl—nrlr,l(p‘l(a»llXlo‘li(k) 4

+X(1,00) ENNQ+ ()Y - QL(kZ)V'“B([{H‘,,(nn)l,g(nn))
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Por lo tanto:

Am k;{:io) Sy (k} = Sy+ (K)llg(z2(sn-1)) <

< Vl,i_”}V 2(0—271)/27‘_1—71,,1’_2 max{pz(‘_l),l}-

LV — O (DY . =
kesl‘;go)l!Q# W = QLR )Wl s, -, (vn), L2 (R7))

=0 (L.Ed4,decc. (£,7)=(+07))

Q.E.D.

Lema 31. Considerar a los elementos (n,a) € N\ {1,2} x[0,1) y V € B,, éste
tiltimo con elemento € € (1,00) correspondiente. Suponer que cero no es resonancia co-
rrespondiente a H. Entonces:

RTQUP(H) = rﬁ = Vl'if-lV :EI%HSV (]\) - SVl(k)”B(LZ(Sn—l)) =0

Demostracidn.
Vs € (1/2,(1+min{l,€})/2):3(ry, rp) € RT xRT:9V! € Bo:Vk € R\ oy (H) /2%

1Sy (k) ~ Svl(k)”B(Lz(sn—x)) =

= (7 = 27w TR Ry () Qo (R (k) -

—(I =2 " TR (R) QY ()Y (K))llp 2 (sn-1y) S (Por (3.40).)

< 27 Ty (k) pamey, c2sn- 1y 1@+ (K2 = Qu(E)V lip g, _(roy L3 mm))”

M (RIB (22 (57-1), Ha,-u (7)) S
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< ot U min 1, KN 1Q L ()Y~ QL )V i, _ ey 3 me))
k(W21 4 k322 ming1, £@e=1/2} < (Por (3.39) y L.25)

< 2007220 1)1 Qu ()Y = QLK) llp(ar, _(r), 2(mm)

Por lo tanto:

s

ey ks;% Sy (k) = Sy ()l £2(sn-1y) <

< fim sup 2(072n)/251 "r1rz!|Q+(’~2)V Q4K )V'lpu, _, o), L3(mny) = O
-V reR+
(L.E.44, dee.ee. {£,7) =(+,0))
Q.ED.

Lema 82, ¥(n,r) € N\ {1} xRF:W € Ky:

Aim, L;{‘:,P 1Sy (k) = Svi(E)lip(2(sn-1)) =0 =

> My erip 159 (8) = Syl zasneiy =0

Demostracidn.

A ke(i\g: i ISy (k) = Sy (kMg (2 (sn-1)) =

= Jim, k(o omr] ITSv (=0T = TSy (=k)Tlp(r2(sn-1)) =

=T S 18 R = Syl snony =

(L.A.21, deee. (E;,0;) = (L*(S™Y),T))

=0
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Por lo tanto:

Ay i 1578 = S0l =0

Q.E.D.

Lema 89. Considerar a los elementos n € N\ {1,2}, (z,¢) € R* x Cp(R) ¥
Ve Uaelﬂ,l) By, éste tltimo con elemento € € (1,00) correspondiente. Suponer que cero
no ecs resonancia correspondiente a H. Entonces:

R Nop(H) =6 = lim sup llo(k) (S (k) = SZ,() Pullpz(sn-1y) =0
Demostracion,

vr € R*:vk € R\ {0}: lle(k)(ST (%) — ST (B) Pullp(2(sn-1)y =
= fje(k)(PuSz(k)Py ~ PySz,r (k) Po)Pullp p2(sn-1y) = (L.17)
= le(R)IPu(S2(k) = Sz, (k) llp(z2sn-1y) <

< Mlellooll Poliprz(sn-1)) 192(k) = Sz,r (k) gy 12(sm-1))

. Por lo tanto:

Jim, i:ﬁ lle(k)(ST (k) ~ srj:r(k))Pw IB(2(sn-1)) <

< Jlimg sup lelloollPullp(z2(sn-1))1Sz(k) ~ Sz,r (k)i 2(sn-1yy =0 (L.31y L.32)

Q.E.D.
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Apéndice G. El método de Balslev. Parte |

Introduciremos ahora las ideas bisicas desarrolladas por Balslev 1988 a partir de
las cuales se permite extender el principio del limite absorbente para el operador Hf (),
el cual ha sido definido en el texto. Comenzaremos por calcular el espectro del operador
equivalente reducido Ho(q); citaremos explicitamente el desarrollo de Balslev en este res-
pecto (lema 5 y teorema 7), y daremos algunas estimaciones a la norma de Ry, (g) en los

lemas del 8 al 10.
Lema 1. Ve € C:{z € C:|z| - Re z < 2j¢|*} = {2 € C:{Im 2| < |e|}

Demostracidn.

Ve € C:Vz? € {22 € C:|Im 2| < |c]}: 30 € [0,27): 2 = | 2]e'?

Por lo tanto:
|2%| = Re 22 = |2|*(L — cos 20) = |2|*2sin? 0 = 2|Im 2}? < 2/c}* =
= 22 € {z€C:lz| - Re z < 2|c%}
Por lo tanto:
(e Cillmz <|ef} c{z € Cilz] —Re s < 2lc|*} A

A Vze{z€Cilz]-Rez <230 €(0,2n):2 = |2}e?

Por lo tanto:

2lef? > |z| - Re z = |z|(1 — cos8) = |2[2sin? 0/2 = 2|2/ sin /22 = 2|Im |2|}/2e0/22 =
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= |Im (226972 < |e] = z = (|2|Y/2e0/2)2 € {22 € C:{im 2| < [c]}
Por lo tanto:

{z€C:lz} =Re z < 2|’} c {z® € C:|Im 2| < ||}

Por lo tanto:

{z € C:lzl —Re z < 2)¢f*} = (% € C:{Im 2| < |}

Q.ED.
Lema 2.

Y(n,r) e N\ {1} xR:{J¢*+ 2rgy -t e C:ie e R} = {22 € C:{Im 2| < |}
Demostracidn.
Y(n,r) € N\ {1} xR:Vz € {z € C:]z] - Re z < 2r*}:
(222 + Re 2) — (Im 2)? > 2()2] — Re z)[(z] - Re z)/2 + Re 2] = (Im 2)> = 0 =

= 3(61:(62"' oy En.)) €

e{r'eR:2r =Im 2} x {+' e R*" L (2r|r'])? = (2r)2(r? + Re 2) - (Im 2)%}

Por lo tanto:
(@2(eP+ar e —r?) = (Im 2)24+(2r)}(r 4 Re )~ (Im 2)2+(2r)2Im 2~ (27)%% = (2r) %2 =

> ze {|§F +2rf —rP € C:£ € R}

Por lo tanto:
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z€C:ilz|—Rez< 2Py {[€f +2ur8 - € C: £ € R A
1

A V]EF +uréy -1 e {[E]z +uré —rfeCice R"}:

el + 2rgy = r%| = Re (|61 + 2imgy — %) = (1617 — )% + (2r&) V2 — (1P - ) <
<[l - A + 2rie) V2 - (je2 = ) = 2% =
= ]E|2 +2réy — e {z€C:jz| —Re 2z < 2r2}

(e +2urgy —rP e Cice R} C {z € C:|z] —~Re 2 < 2r%}

Por lo tanto:
(et + g, -r? e C:E € R = {z€ Cilz]-Re 2 < 27 = (2P € Ciflm 2| < Irf}  (L.1)

Q.E.D.
Lema 8. Vg € R:a(Hy(g)) = {2* € C:|Im 2| < |g}}

Demostracion.

V(n,q) € N\ {1} xR:o(Ho(q)) = {|&* + 2161 ~g* € C:{ €R"} =
(Schechter 1971, corolario 4.3.3)

={zeCi|Imz{ <]} (L2)

Q.E.D.
Lema 4. Y(n,q) € N\ {1} xRi¥(z,c1,c2) € p(Ho(a)) x CP(R™) x CP(R):

((Ho(=q) = 2)ex, (Holg) — 2)~lez) = ((Ho(~q) = 2)e1,e%1 (Ho — ) Le™TFicy)
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Demostracion,

((Ho(—a) = 2)e1, (Holg) ~ 2) ez) = (e1, (Hola) = 2)(Ho(a) = 2) "ez) =
(Schechter 1971, corolario 4.2.2)

= (c1,¢2) = (¢7ler,e™leg) = (7hey, (Ho = 2)(Ho — 2) T e 97ey) =
= ((Hp — 2)e%*tcy, (Hp — z)Le™%%1¢y) = (Schechter 1971, corolario 4.2.2)

= (e V%1 (Hyp—5)e% ¢y, 951 (Hy — z) " Le™ $Flcy) = ((Ho(—=q) = 2)e1,e7™ 1 (Hg = z) " Le™ %1 cy)

Q.ED.

Lema 5 (Balslev 1988, lema 1.2). K denota un subconjunto compacto de C¥ \ {0}.
Tome g € LE(R"), s > 1/2. Para k € CF \ {0} los siguientes limites débiles existen en
Hy _(R"), uniformemente para k € K,

Ro, (Im k,k)g=w— lilrg Ro(Im k, k + 1€)g
€
Demostracion.
Para f y g con soporte compacto

(7, Roltm k, k +16)g) = (451 £, Ro(k + se)e™TmA=1)

E—l";)(elmkzlf’ Ro(k)e—lmkz’g),

uniformemente para k € K C C*. Por Agmon 1975, lema A.l, esto también vale para
K ¢ CF\ {0). Entonces, por el mismo lerna, lo mismo vale para f,g € L3(R").

Por tanto, para ¢ € L2(R") existe

w -~ lilrgRg(Im kk+16)g en L%,(R").
€

Por Agmon 1975, lema A.1, {Ro(Im k,k+1€)g} estd también acotado en Hy _,(R")
para € > 0, uniformemente para k € K. Por lo tanto, por la compacidad débil de la bola
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unitaria en Hzx_,(R"), el l{mite débil es alcanzado también en Hgl_,(R"), uniformemente
parak € K.

Q.E.D.
Lema 6. V(n,s,k) € N\ {1} x(1/2,00) x CF \ {0}: W € LE(R"):

(Ho(Im k) — k%) Ry, (Im k, k) = !

Demostracidn.

¥(n,8,0} € N\ {1} x(1/2,00) x CT\ {0}: ¥ € LE(R"):Vc € CP(R™):

(Ho(Im k) — k%) Ro, (Im k, k), ¢) = (Ro, (Im k, k), (Ho(—Im k) — kK%)c) =
(Schechter 1971, corolario 4.2.2)

= {‘iig(Ro(Im k& +16)l, (Ho(~Im k) = k2)c) =
= lim((Ho(Im &) - k%) Ro(Im k, & +18),¢) = (Schechter 1971, corolario 4.2.2)

= (l,c)+%iﬁ]1(l?o(lm k k+38)l,|(k +16)% — k%|e) = (I,c) (L.A.15, decec. E = Hy _,(R"))
Por lo tanto:

(Ho(Im k) — &%) Ry, (Im sk, k)i =1

QE.D.

Teorema 7 (Balslev 1988, teorema 1.3). Ry, (Im k,k) = lim¢jo Ro(Im k,k + 1¢)
en la topologia uniforme de operadores de B(L?(R"), H2 —,(R™)), uniformemente para

ke K.
Mds atn, la funcién B(L?(R"), Hj, _4(R"))-valuada de k = a + 18
e—1a21R0+ (8, k)ere®

¢s analitica en C* y continua en C+ \ {0}.
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Demostracion.
Por Balslev 1988, lema 1.2, Ry, (8, k) := w ~ lim¢ g Ro(B, k + 1€) estd bién definido

como un operador en B(Lg(R"),Hgy_,(R")). Note que para u € Ha _,(R") la norma
Julia,~s es equivalente a

ol = s+ (- + 202 )

-8

uniformemente para 0 < § < fy, donde fijamos fg talque X < {k|0 < Imk <
Bo}. Por tanto es suficiente mostrar que en la topologfa uniforme de operadores de
B(LI(R"),L2,(R")),

Ro(Bk+1) | Ro., (8.K)

—

G P o NN

P
(-A ¥ 2351—1) Ro(B, k +1¢) o

uniformemente para k € K.

Dado que

(-—A + 2ﬂ6aTl)R0(ﬁ’k +1€) = L+ (k + 1€)*Ro(B, k + 1€),

se sigue que es suficiente mostrar que
—
Ro(f,k+16) | o Ro. (8,K)

en la topologia uniforme de operadores de B(L2(R"), L2 ,(R™)), uniformemente para k €
K. Ahora procedemos a mostrar esto.

Primero que nada, el limite débil cuando € | 0 es de hecho un limite fuerte, lo cual
pucde ser visto como sigue, Tome a g € L}(R"). Entonces g € L% (R") para 1/2 < ' < s.
Por Balslev 1988, lema 1.2,

Ro(B,k + 1€) ET;) Ro, (B,k)

débilmente en Hy _,(R"™), uniformemente para k € K. Dado que Hy _»(R") estd com-
pactamente inmerso en L2, (R"), concluimos que
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Ro(B,k + 1¢) ETORQ+(ﬁ,k),

fuertemente en L2 ,(R"), uniformemente para k € K.
8

Resta probar la convergencia en la topologia uniforme de operadores. Esto es
probado en las mismas lincas que en la prueba del paso correspondiente en la prueba
del teorema 4.1 de Agmon 1975, usando la compacidad de la inclusién de Hy _¢(R") en

LEJ(R") para 1/2 < s' < s. Esto concluye la prueba de la primera parte del teorema.
Para ¢ > 0 la funcién B(LE(R"),Hg,_,(R"))-vnluada e TR R (B k + 1€) ' ¥ s
analitica en k € CT y continua en k € C* \ {0}.
Entonces se sigue de la primera parte del teorema que e™'**1 Ry (8,k)e!*Tt es
analitica en C* y continua en C¥ \ {0} como una funcién de k con valores en B(L}(R"),
Hy, s (R™)).

Q.E.D.

Lema 8.
Y(n,s,r) € N\ {1} x(1/2,00) x R*: 3¢ ¢ R*:¥(a, k) € 10,2} x CT\ B.(0):
2y (a=~1)/2

”Ror (Im k'k){{B(LE(R"),f!a.-,[R")) < r’(l -+ iki-’-)

Demostracidn.

Wi € LE(R"): || Ro, (Im &, k)llla,~s < (|| Ro. (Im k, k)3 % Ro, (Im &, k)I[|5 _)/% <
(L.C.28)

<P+ BTl o 2 (L + 1) 0,2 Y2 =
(L.6 y Agmon 1975, observacién 2 en apéndice A.)

= (1 R g,
" Por lo tanto:
| Ro, (Im &, Kl p(2(rr), o -y (mey) S 7'(1 5 &2y la-1)/2

Q.E.D.
Lema 9. ¥(n,s,r) € N\ {1} x(1/2,00) x R*:3r' € R*:¥k € CF \ B,(0):
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lle"Rek"Ro,,(Im k)l (z2(mm, i, - (rr) S (L + R[22

Demostracion.
I(ry,rg,rs) € R x RY x RT:Vk € CF \ B,(0): V! € LZ(R"):

lle Rk Ry, (1m &, K)lllg,—y < rifl(7 = A)e ™R Ry, (Im k)lllg -, =

=r]

e—xRekxl RQ+(Im E k)~ eﬂRek:lARo{, (Im k,k)I+

- %]
+2Rek e 'RC"“ERM(m k&)l + (Re k)2e Rty (1m k,lc)l” <
0,~s

< <H1?o+ (Im k, k)lllo, e + | ARy, (Im K, k)lflo, s + 2|Re k]“a—i—l% (Im k,k)l’{lo’_s+

+IRe k2| Ro, (m &, K)llo,-.) <

< ri(llRo, (Im &, k)l|lz,—, +2[Re klra|| Ro, (Im k,k)l1,—, + [Re ki||Ro, (Im K, k)lllg,—s) <

< ri(llRo, (Im k, B)llp p3(Rn) 11y, () + 2[Re Klral| Ro, (Im &, B)llg(z2(Rm) oy _, (rey)

+|Re k[*[|Ro, (Im k. k) Ip(r2(mn) £, (re)) 0,0 <

< rifrg(L+ [K[%)Y2 + 2[Re klrarg + [Re kPrg(L -+ k%)~ /2)ftflo,—y < (L.8)

< rymax{1, 2y bra(1 + [61%) Y20,

Por lo tanto:
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fle~Rekz1 Ry (1m kKB (L2(rr), oy o (rr)) S Tymax{l, 2ra}rg(1+ [kf2)1/2

Q.E.D.

Lema 10. .
Y(n,s,r) € N\ {1} x(1/2,00) x R*: 3" € R*:VY(a, k) € [0,2] x CF \ B,(0):

e R K2 Ro, (1 ks )3 - oy < 71 REF) 12

Demostracion.
I(rp,re) € RT x RY:Y(a, k) €[0,2] ¥ CF \ B(0):¥ € LER™):

e Rek2 Ry (Im &, K)lfja -0 <
(e~ Bek=1py_(Im &, k)zug;‘;”e"Re*“lRm (Im k,k)1f§ —,) "% < (L.C.28)
< ({10, (Im &, B)ligy g3 mey, 22 grenyy H0)
—Rekzy R ©oyeyl/2
(e R, (Im k,K)llp(zame), b -, ey los) ) <
< a1+ KPR (14 B 2, < (L8 y L9)

< (rara) (1 + kR =D g,

Por lo tanto:
Nl R o, (1m k, K)l3(e, - ey S (r1r2) (1 o+ R /2

Q.E.D.
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Pasemos ahora al estudio del operador R§ (k) cuya continuidad y analiticidad po-
demos derivar a partir de Rg, (Im k, k), (lemas 20 y 21). Los cuatro iltimos lemas de este
apéndice sirven de apoyo para la prueba de continuidad simultdnea de R (k) como funcién
de (k,w), la cual se da en el capitulo 3.

Lema 11,

Y(n,k) € N\ {1} x C:¥w & " L D(T,e ' Rek= gy (tm k) RE421T5Y) = Hy(R)

Demostracidn.
D(T,e~*Bek=1 o (1m k)eRekn1T7l) = D(Hy(Im k)e'Re*niTol) = (L.D.11y L.D.41)

— (ExRekz;TJl)—lD(Ho(Im k)) - Twe—’REkI‘Ifg(Rn) -
(L.D.39 y Schechter 1971, lema 6.4.3)

= Hy(R") (L.D.41y L.D.5)

Q.E.D.

Lema 12.

V(n,k) € N\ {1} x C:¥we "1 HY (k) = T,e~*Rek=1 fry(1m k)eReknig 1

Demostracion.
V(n,k) € N\ {1} xC:Vw € 8™ 1:Vh € Hy(R"):Vc € CP(R"):

(Twe"Rek:' Ho(Im k)exRekzl T; lh,c) - (Hg(Im k)elRCkI]T;lh, elRekZ] TJIC) -
(LD.12y L.D.42)

= (e'Re"lew'lh,Ho(—Im k)e‘Rek‘ITw‘lc) = (Schechter 1971, corolario 4.2.2)

= (h,Twe~ Rek1 o (~Im k)eReF51T 1) = (L.D.12 y L.D.42)
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= (h, H§ (k)ec) = (H§ (k)h,¢) (Schechter 1971, corolario 4.2.2)
Por lo tanto:
T, e~ Rekz gy (1 k) Rz 1R < By (k)R

Por lo tanto:
HY (k) = e~ Rekri g (1m p)eReknT~1 (1, 17)
Q.ED.
Lema 18. ¥(n, k) € N\ {1} xC:vw € $" Lio(HY (k) = {z? € C:|lm 2| < [Im &}

Demostracidn.

Considerar a un elemento n € N \ {1}. Por los lemas D.5 y D.12, todo w & §"~!
es tal que T es unitario; por los lemas D.39 y D.42, todo & € C es tal que e—tRekay
es unitario; por el lema A.38, donde en este caso (H, B, Bg) = (L2(R"),TW,E“'R°’“‘);

n

’.lu,e"Rck:1 es unitario. Ademds:

o(HE (k) = o(Tue B2 o(im k)eRe 21771y < (L12)

= o(Hp(Im k)) = (L.A.33, deecc. (H,B) = (L}(R"), T, e 'Rekm))

={z’e C:{lmz| < [Im &)} (L.3)

QED.
Lema 14. ¥(n,k) € N\ {1} xC:V(z,w) € p(Ho{Im k)) x 7~ 1:
(HE (%) - 2)71 = Te ' Rek21 (fy(1m k) — 2) "L Reknig !

Demostracidn.

Y(n, k) € N\ {1} x C:V(z,w) € p(Ho(lm k)) x S""L:z € p(H (k) (L.13)
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Por lo tanto:

(HE (k) - )1 = [Tye  ReE21 (fy(1m k) — 2)~ L ReEn o= = (L12)

- (TJI)vI(ExRekrl)-—l(Ho(Im k) ~ :)——l(e—xRektl)-!T‘d—l = (L.A.5)
= T,e ' Rekz1 (1, (1m k) - z)~leRebnips1 (1.D.39)
Q.E.D.

Lema 15. ¥k € R\ {0}: Ro, (0,k) = RSS™ *(x?)
Demostracién.

Po_ (0, k) = lim Ro(0, & §) =1 . 2y _ s 2 _ 52 . =sgnk.2
0.(0,K) = lim Ro(0,k +16) = lim Ro((k +16)%) = lim Ro(k* ~ 8% + 2k8) = RGE" ¥(k?)

Q.ED.

Lema 16.

V(n,k) € N\ {1} x R\{0}:Vw € §" 1 By (k) = e~ hw'z BN K(r2)pthurz

Demostracidn.,
R (k) = Twe 1 Ry (0,k)e* 1Tt = ¢ 7k 2, RSB ¥ (k%) 75 1 = (L.D40 y L.15)
= e kRSB Fptyakes (1, E.10)

Q.E.D.
Lema 17, Y(%,n) € {-,+} x N\ {1,2}:Yw € §"~1: B§(0) = RE(0)
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Demostracidn.

Y(%,n,8) € {—,+} x N\ {1,2} x(1,00):Vw € S~ L

sup [l lip(, ) S sup (K + (4 + 6%))/2) < (LD.AY)
ke|-1,1] ! ke[-1,1]

< o
Por lo tanto:

VIELZ(R"):RB’(O)I=‘_1ikr§10125’(k)1= (L.3.6)

= lim e R R ()5 = (L.10)

$

RE(O) (L.D.44y L.A.14, deec. (E;,E,By) = ([~1,1], L2(R"), Ha,—s(RM)))

Por lo tanto:

RE(0) = RF(0)

Lema 18. ¥(n, s,k) € N\ {1} x(1/2,00) x CF \ {0}:Vw € §7~1;
lm 125 () ~ Toe ™ Rk% Ry (Im &,k +218)e RFA T g oy gy ey = 0

Demostracion.

lm | 28 (k) - Toe™ ReER1 Ry (1m &,k + 18) e RRR T g iy, ey =

= EsllrgHTwe_'Rekz‘ (Ro, (Im k, k) = Ro(Im &,k +16))e BT Yy popny iy =0

(Por (3.72) y L.A.13, d.e.c.c. (By,By) = (LE(R™), Hz—,(R™)))
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Q.E.D.

Lema 19.
Y(n,s,r) € N\ {1} x(1/2,00) x R*:3r' € R*: ¥(a, k,w) € [0,2] x CF x §7~1;

IBG (M B (22 (Rn), Ha o o(r)) S T2+ [k(2)la=1)/2

Demostracion.
B8 () B(12(R"), Ha, - a(RP)) =

= || Zue™Rebn1 gy (1m b, k)e BRI g 2 po gy =
”e—:Rekzl RO+ (Im krk)e‘REk“”B(LZ(R"),H,,__,(R")) <

(L‘D’ll yLA2l deec. (EI!E21E3!E4301)02) = (LE(R‘“)!LZ(R"LHa,“a(Rn)xH&,—s
(R"), 7', T))

“etReIcz

< Nl Rkt Ro, (1m , )l 3 o, () B2z ey <

<1+ k)02 (L10y L.D.41)

Q.E.D.
Lema 20. Y(n,s) € N\ {1} x(1/2,00):V(k,w) € TF \ {0} xS~ L,

Jim, 128 (k) = 28 ()l 13mn), .- (m)) = O

Demostracidn,
Jim, 125 (k) = B8 ()l (13 (rn) ... mr) =
= k]'lionk “Twe—tRekzl Ro, (Im &, k) Re ikle‘;—l_

—sRek'z T
~Tue R Ry (Im K K)eRF AT g 3, () =
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- kl,iﬂlk I‘Tw(e—xRekz11f0+ (Im k, k)e’Rekzl _
- ! ! -
e 1Rek le0+ (Im k', kl)exR.ek zl)Tw 1“D(LE(R"),H;,..,(R")) -
=0 (L.A.21, deec. (By,Bs)=(L2(R"),Hy_,(R")))

Q.E.D.

Lema 21. Todo n € N\ {1} es tal que todo w € $"~! es tal que R (-} es analitica
en CT,

Demostracion.
Por el lema D.11, todo s € (1/2,00) es tal que (Tu,,T5') € B(LIR™)) x
B(Hay,-,(R™)); por el lema A.17, donde en este caso (S, By, Eq) = (CT, LY R™), Hy —s(R™));

T, e~'Re: *1 Ry, (Im., ~)e‘Re‘ #1771 es analitica en C7; luego, B¢ () es analitica en C.

Q.E.D.
Lema 22. Y(n,s) € N\ {1} x(1/2,00):¥(k,w,l) € CF\ {0} x§"! x LI(R"):

B Wiy _ pe ot -
ol IS0 = B 6l -0 =0
Demostracidn.
V{n,s) € N\ {1} x (1/2,00): sup N Tolln (st o reyy =1 (LD-11)
wesn~

Por lo tanto:

v(k,w) € CT\ {0} x §" L:3rer™:
sup lle—tRek’zlj?o+(Im kl’kl)elRek’I) ”B(LE(R"),I]; (R <00 A
KeB,(k)nCT\{0} '

A Yle LYRY:
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-8 =

“m-, ésingﬁ.ekn&w“m kJ:)ExRek:I —xRer %1 Ro_ {Im i } xRek’.n)l 4o

*t

‘,‘— I'»Lr:l

< lim e Ro_ (Im &, iy Bek=

—sRekizy nfoa e sBeriz YT
e R, {liw £, 7 12 HB(IHERNHa Ry illiee = 0

Por lo tanio:

f\

PRETR) ~ B () =

P x » l-—. - “
~ e 1Rex's Mg, (I kl’Kl)chek ”Tu’l\"h o=

- T

=0 (LD.I8y L.A.14, deec. (E,Ba) = (LER™), H2 - (R"))

Q.ED.
Lema 23, ¥{n,s) € N {1} %(1/2,00):¥{k,w, k) € CF \ {0} x5! x H_y ((R"):

. i w ety =
(k,,w})lgx(k,u);(ﬁo(k) RE (k') )kl s = 0

Demastracion,

V{n,s) € N\ {1} = (1/200): sup [Tullgpz gy =1 (L.D.11)
wesn-1 kg
Por 1o tanto:

V(k,w) e CF x §" 1:3re RT:

sup. (e Re¥ 5 Ry, (1m &, k')ﬂ‘Re""‘)'lln(H-a SR, Lo, (RA)) =
Me e (0)nCF\{0) A
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~ ' '
= sup_ e ROFERG (1o k!, K)eROK T p o) 1 ey <
KeB,(0)nG¥\{0)
(L.C.22 y Rudin 1979, teorema 4.10)

<oco A

N Yhe H_g,(R"):

Jim i((e7 R Ry, (L k, ke Rekzn)® — (T ReRa Ry (1 & ke BoF ) agy <

< Jim (27 Rk Ry, (Im ket Tokm)

_ 9] fose )
~(e7ReF Ry (Im &, k) ReK'=1) IB(r_ s, @)L, (moy) - Bl 20 =
- kl,imk ”C—"RCkI‘RO“_ (Il’ﬂ k, k)chekzl .

—e_’Re"'I‘&h (Im k',k’)c'Rekln “B(L:(Rn) Ha _,(Rn))H”'“~2.a =
" (Rudin 1979, teorema 4.10)

Por lo tanto:
Vh € Hogo(R™):V(K,w') € CT\ {0} x SN ||(RS ()" - &8 (K)*)Alo,-s =
= [(Twe™Rek=1 Ry, (1m &, k) ROEDI T
—(Tye R Ry (1m K, k)R p=1)yhjg _, =

_ N((Tw—l)-(ﬂ—xﬁeknROJIm k,k)e'RCkZ‘)‘TL;—
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—(T',l)'(e"Rek'”Ro?(Im k',k')é‘Rek’I‘)‘Tw'.)h](o'_, -

w

- “(Tw(e—:Rckzl R0+ {Im k,k)e'Rck:l)'TJl—

~T, (e—-:Rek 2 (Im Kk ) lRek'Il) T—-l)huo _s (L.D.12)

Por lo tanto:

(RS (k)" — Y (&) Mhllo,-s =

lim
(K w')—{kw)

- " w,l)ig‘l(ku) H(Tw(c—xﬂekzl R0+ (Im k‘ k)c’Rekzl)‘T,Jl-—

~T(e R TRy (i K KYe REF By o lyp =

=0 (L.D.18y L.A.l4, deecc. (B, By) = (H_y,(R"),L%,(R"))

Q.E.D.

Lema 24. Considerar a un elemento (n,s) € N\ {1} %(1/2,c0), a un subconjunto
compacto § < CT \ {0} ¥ a un subconjunto §' ¢ L2(R"). Entonces:

sup || fllo,s < 00 = ¥s' € (1/2,s): sup 125 (k) flig,—s < o0
sest {kw,fJESXSn-1x 8!

Demostracidn.
Dado que S es compacto, ¢ Re 1Ry, (Im.-,~)t:‘Rc *1{8) es compacto; por Rudin
1979, teorema 1.15, todo ' € (1/2, 5] es tal que:
w,—1Rekzy 1Rekz,
zgg,[e Ry, (Im &, k)e ”B(L 3(R), (R < 00 (1)

Entonces:
Yik,w,f) €8 x S* L x §"

RY (k) fllg —g = I Twe  ReFR1 Ry (1m &, k) e REFHT A gy <
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< |Twe™ReA= Ry, (Im kxk)e’Rek“Tw_l”B(Lf,m"),nz o)l o =

= fle=Rek=1 o, (Im b, k) ROR g 2 ey 1 oo <

(L.D.11y L.A.21, deecec. (Ey, Eg, B3, Ey,01,09) = (L (R™), L3(R™), Hy _ y(R"), Hy _
(RY, 774 )

< iie_'RekIlROr(Im k, k)eiRekn“B(Lg’(Rn),”? _!,(Rn))iuuo,a
Por lo tanto:

sup 125 (k) T llg,—at <

(kw,[)eS xSn=1x 5!
< sup |]e—'Rek”"R0+(Im k,k)c‘nekr’lin(Lz (R, H, __(R")) SUP iIfilos < 00 (Por (1))
keS o slig gt fes!

Q.ED.
Lema 25. Mismas hipdtesis que en el lema 24. Entonces;
sup {|/llo, < o0 == ¥s' € (1/2,00) sup NRE (k) flla,—at < 00
fes! (k,w,/)eSxS"'lz-:S’

Demostracidn.
supyest /1o, < o0 == s’ € (1/2,00):3r € R*:

sup IRG (k) fllg,—w =
(kw,flesxsn-1xs!

= ) ((1/2,8 “R | -t 8,o¢ I‘f”-—a =
(k‘w,/);suxpsn_lxs,(x(l/ o) (S)IRE (k) [, X{s,50) (5 Vilg,-at) <

S s (IR g+ (o) (B (g s) < (1C2)
(kw,f)ESxSn -1 5t

< oo (L.24)

Q.E.D.
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Apéndice H. El método de Balslev. Parte Il

Una vez que han sido establecidas las propiedades importantes del operador Ry (),
tales como la continuidad y la analiticidad como funcién de k, haremos extensivas estas
propiedades al operador R¥(k) ademds de reforzar las demostraciones del texto en este
respecto. Empezaremos calculando el espectro esencial de H¥ (k).

Lema 1.

Y(n,k) € N\ {1} x C:V(w,V) € 5" ! x Kp:0,(HY(k)) = {z} € C:|Im 2| < |Im K|}

Demostracidn,

Por el lema E.31, todo (n,k) € N'\ {1} xC es tal que todo {w,V) € S 1 x Ky es
tal que $(V) € B(L}(R"), Hy(R")) y es compacto. Entonces:

o.(HY(k)) = o.(Hg (k) = (Kato 1976, teorema IV.5.35)
= g(H{ (k)) = (Schechter 1971, corolario 4.3.3)
={z2e C:|lmz| < |Im K[} (L.G.13)

Q.ED.

Lema 2. Y(n,s) € N\ {1} x(1/2,c0):¥(k,w) € C¥ x §"~ L.

lm B8 (k) = B8 (k-+16) I3 1,y (o) =0 = V1 € L3R"): (B3 (k) —K*) RE (1) =

Demostracion.
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Ve € O5°(R™): ((HE (k) — K*)RE (k)1 ¢) = (R§ (k)L (HE (F) — k2)e) =
(Schechter 1971, corolario 4.2.2)

= m(R5 (k + 38)1, (5 (R) — K)e) = lim((H (k) — K*)Rg (k + 18)l,¢) =
(Schechter 1971, corolario 4.2.2)
= (l,¢) + hm(R(‘,”( )L [(k +16)2 — k2le) = (I,¢) (L.A.15, d.c.ecc. E = LE(R™))
Por lo tanto:

(HE (k) - kD) RS (k)1 = 1

Q.E.D.

Lema 8. Considerar a los elementos n € N\{1} y V' € K3, éste ltimo con elemento
¢ ¢ Rt correspondiente. Seca:

=(1+¢)/2

Entonces:
Y(k,w) € CT\A x Sn-—l;%ifx&”}?”(k) = R(k + 18} p(13(rn), o - ,(v7)) = 0 =
= vl € LER"): (HY (k) - kD R¥ (k) = 1
Demostracion.
vl € LZ(R"):

(H” (k) = KR (R)l = (HE (k) +V ~ K*) RS () (I + VR (K)) ™" =

= I+ VRSN +VRE(R) ™ = (L2)
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Ve € C8°(R™): ((HE (k) - K*YRS (k)L, ) = (RE (KL, (HE (F) ~ K¥)e) =
{Schechter 1971, corolario 4.2.2)

= Um(Rg (i + s8)1, (B (F) - R2)e) = lim((HE (k) ~ k) B (k + 16)1,¢) =
i (Schechter 1971, corolario 4.2.2)
=(l,¢) + %xxrg(R{)”(k)l,[(H 16)2 — k2c) = (I,¢) (L.A.15, deecc. E = L}(R™))
Por lo tanto:
(HE (k) ~ K% RE (k)1 =1

Q.ED.

Lema 8. Considerar alos elementos n € N\{1}y V & Kjy, éste Gltimo con elemento
¢ € RY correspondiente. Sea:

s={1+¢)/2

Entonces:
V(k,w) € 6;\ A xsvh: }sif[ol IR¥(K) ~ R¥(k + lé)“n(l,g(m),ng LR = 0 ==
= vl € L}(R"): (HY(k) — L) R¥ (k) = |
Demostracién.
vle LER™):

(HC (k) = KOYRY (k) = (HE (k) +V - KR (k)(I + VRE (k)" =

= (I+ VR +VES (k) = (L2)
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= (h, T{2)HT{z) " L¢) = (T(z) " h, HT(z)"'¢) = (L.D.27 y L.D.12)

= (HT(z) "k, T(z)"te) = (L.E.13)

= (T(z)HT(z)"'h,¢) (L.D.27y L.D.12)

Por lo tanto:

(Ho + T(z)V)h = T(2)HT (z) " 'h

Por lo tanto:

Ho + T(z)V = T{z)HT(z)"' (L.D.28)

Q.E.D.

Lema 6.

V(n, k) e N\ {1} x CF:¥(w,V) € §" ' x Ko:k € CF\ Ay <= N(I +VRY (k) = {0}

Demostracion.
N(I+VRE(K) = NI+ VToe Rk Ry (Im &, k)erReFTY) =

= N(I + Ve Rebip py (T k1) T7 '™ %) = (L.D.40)

= N(eRekwz g (14 (7 Ry, (I, K)) TS e BReken) = (1D 20)

= {0} & N((I + (T V)R, (Im k, k)T e Rekz) = (0} &
(L.AT, deec. (01,09) = (7K =T, (1 4 (T71V) R, (Im k, k)T et RORwT))
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& NI+ (T; V)R, (Im k,k)) = {0} &
(L.A6, deec. (01,05) = (I + (TS V) Ro, (Im k, k), T, tetRtekez))

e ke CP\({iye Cri—g? € og(Ho+ T V)}U{0}U{pe RT:p? € 0 (Ho + T 1V)}) =
(Balslev 1988, lema A.2.4)

=CF\({igeCt:—¢*¢ a,;(TJlHTw)} u{oju{peRrRt:ple a+(Tw_1HT,,)}) = (L.5)

=CF\({ige CHi-g® e g4(H)}U {0} U {p e R":p* € 04 (H)}) =
(L.A.20, d.c.e.c. (Ey,Eq) = (L}(R"),L*(R™))

=C¥\4g

Q.E.D.

Lema 7. Considerar a los elementos n € N\ {1}, w € "1 y V € Ky, éste iiltimo
con clemento € € R correspondiente. Sea:

=(1+¢)/2

Entonces:

vk e CT\ Ag: (I +VRY (k)™ € B(LHR™)

Demostracidn,

Yk € CT\ Ag: N(I + VR (k) = {0} (L.6)

Por lo tanto:

(I+VRS(K)™ e B(LZ(R™) (L.E.34,decc. s=(1+¢)/2)

Q.ED.

Lema 8. Mismas hipétesis que en el lema 7. Entonces:
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vk € "'\AO¢?P&}‘R€(]€)(I+VRB’(/C))—I—[Hw(k) (k +16) )—l')n L3R Ha - (RP) =

Demostracion.

vk € TF\ Agtlim (1 + VE§ (k) ~ (I + VRS (k + 18)) I z3ne)) <

< BV i oty - (), 3 |8 () = 6 (K + 16} hpazrm o)) =

=0 = (Por (3.85))

= ?f{} M+ VREK)) ™ = (1 + VRE (k+16)) Hip(ra(mny =0 =
(L.7 y Rudin 1979, tcorema 10.12)

= m | B§' (k) (7 + V RY (k)™ = [ = (k+16)°] 7]

510 B(L}(R"),Hz,~,(R") =

= lim | %5 () (1 + VRS (k)71 = R (k +16)(1+ VRS (k +16)) i r2immy i, -, (rr)) =
(L.ALL deec. (0y,0) = (HY (k) = (k +18)%,V))

=0 (Por (3.85) y L.A.13, de.e.c. (By,Ba,B3) = (L2(R"), L3(R"), Ha —s(R")))

Q.E.D.
Lema 9. Considerar a los elementos (n,a) € N\ {1} x[0,1),w e $""! y V € B,,
éste dltimo con elemento ¢ € R* correspondiente. Sea:
s={l14+¢)/2

Entonces:
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¥p € (sup|Agl,00): 3r € RY:VE € ©F \ B,(0):

1R (Kl 23y, o - (mery) S (L KB/

Demostracidn.
Vp € (sup|4ol, 00): Ir € R |k1|i—r~n°0 0= (1 + VR (-pramn)) <
= i WV o - e, 23R 128 () iz e e, - () <
S WV lp(Ha ooy, 22(rey 7 (L + )2 = (L.G.19)

=0 A

A Yk e TF\ By(0p fim (1 VRS(0) = (I + VRS (Dllp(zzmn <

< Jim IV lnar, oy 3 188 ) = B8 Elqug o, -, ey = 0 (£:G-20)

Por lo tanto:

IR (0 Ip (23 (R - o) =BG (R)T + VRS (6)) ™ (13 (m) o - () S

S RS (M) IB(L2(re), ooy e I+ VRE(R) i ramey < (L)

<r(+ RBED2 sup (T4 VRS (R)  pzme)
keCH\B,(0)
(L.G.19 y L.A.26, dec.c. (S, 4, /) = (CF\ By(0), B(LF(R™), I + VRS ()

Q.E.D.
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Lema 10. Mismas hipétesis que en lema 7. Entonces:
.- OF R H Wy puh Y .
7k € CF\ Ag: lim R (k) = R () lps3me), iy, .. (mry) = O
Demostracion.

ke CF \ Aoz lim [[(1+ VR (k) = (1 + VRE(K)Ip(ra(rey) <

< Jim IVl (e, 3 (e 126 6) = BE (i3 ), i,y (o) = 0= (1.G.20)

= lim {7+ VRS (0)7) = (14 VRS () gy =0 =
(L.7 y Rudin 1979, teorema 10.12}

= Mm (R (k) - B (K)ip(r2(re) iz, (1)) =

= limpr g (1R (k) (1 + VRF(K) ™! = R (K1 + V RY () Hipnzmn), i, - (7)) = 0
(L.G.20y L.A.13, d.c.ecc. {E;, By, By, By, f1, [2) = (C7\ &g, LER™), LAR™), Hy (R,
I+ VRSO RS ())

Q.ED.

Lema 11. Todo n € N\ {1} es tal que todo (w,V) € S"~! x Ky es tal que R¥(.)
es analitica en CT\ Ay,

Demostracion.

Sca ¢ € R correspondiente a V. Sea:

s= (L+€)/2

Por el lema G.21, R¥(:) es analitica en C*; por el lema A.17, donde en este caso

(S,Ey, By, Ea, f1, fa) = (CT,LEHR™M), Hy,—,(R™), LER), RE (1), V); [+V RE(-) es analitica
en C*; por los lemas 7 y A.27, donde en este caso (S, 4, f) = (C\ 8g, B(LE(RM), [

VRE()): (I+ VRE()™} es analitica en C¥ \ Ag; por el lema A.17, donde en este caso

(8, By, By, By, f1, fo) = (CF\ g, LER), La(R™), Hy,—y (RY), (T +V R ()71 B (1) se
co:}cluye que RE()(I + VR (-))7! es analitica en C7\ Ay luego, R¥(+) es analftica cn

C*t\ Ay
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Q.ED.
Lema 12. Mismas hipétesis que en lema 3. Entonces:

Y(k,w) € CF\ Ag x §"1;

. Wiy _ pu' (.t N -
(k',u'l)"-?(k,w) 85 (k) — Ry (K) B r2(mn), o, - (rm)) = 0 =

= 1B ) = B EDnzem), - () = O

Demostracion.

(i 1T+ VEE () = (I+ VRS () lp(rzmey) <

= By WV B0,y ) 230 1 B8 (8) = BE (Kl n3m), 1, () = 0 =

|](I +VRE(K)™! = (I+VRY (K ) Hlp(zimey = 0=
(L.7 y Rudin 1979, teorema 10.12)

T

sy 1) = R (2 1y ) =

= (g1 ) (k) |18 (R) (T + VR (k)4 = RE' () (I + VRS ()Ml r2(mm) 1. (rey) = O
(L.A.13, deec. (E;, By, By, By, f1,f2) = (CF\ Ao, LERM), LR, Hp - (R?), (I +
VR ()Y Ry ()

Q.ED.

Lema 18. Considerar a los elementos (n,n', (s1,s2,2)) e Nx {0QJUNxR3y B¢
B(H al( n)vHﬂ,lz(R"))' Entonces B € n(a,a')e(u,oo)x(n',oo)B(Hn’,a(Rn)fﬁaﬁz(R"))
¥y es compacto.

Demostracion.

Por el lema C.3, todo(s, ') € {s2, 00) x (n',00) es tal que B € B(H, ,(R"), Ha s,
(R™)) NB(Hgr ,(R™), Ha,s,(R")). Considerar a un elemento ¢ € C§°(R") tal que:
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(e(B1(0)), ¢(B2(0)%)) = ({1},{0})

Por el lema C.17, donde en este caso (s}, 39, a, 0’} = (s,s,¢/,n'), todo k € N es tal que
W(T(k~1I)c) € B(Hy 4(R™), Hy ,(R")) y es compacto (definicién D.2); por Kato 1976,

teorema I11.4.8, BY(T (k™1 I)c) € B(H, ,(R"), Ha,sp(R™)) y es compacto. Ademds:

A(rira) €RT x REV(B,¢) € ({0} UN)™ x CRR™): | DA(1 - T(k~ D))o 5, =

B P G L T e

10,0

<y (H Bl (p; - v,-)!r‘)np@l-,xgk(mek"*"'ﬂuwuT(k"‘r)Df’—m = &)l
<8 .

Hlps D7e'fjo0 =

= z(ﬁ BB =) 1™ )(m2 (a2 =1l D11~ ) eol| D7 fo,s (L.D-13)

<A =1

Por lo tanto:

L= T D)y <10 5 4DP(L = T D)) o, <
|3 <n!

S S 1 L s A (BRI

[B]<nt 1<8 \i=t

S+ R e, < (L4 KB 2,

Por lo tanto:

1(B = BY(T(E 1)e) ey = 1B(L = Tk ) oy <
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S UBlp(ay,, () Hawy@e I = T D)y <

n'ysy

SNBlB(H,y, (R"),Haymr)) (1 + ‘fz)("_’)/zrzll':'!la',a

Por lo tanto:

18 = BT D)o n a1, (1) sy (R) S VBIDH () o sy ) (1 85V 2

Por lo tanto:

Jim [IB = BU(T(™ 1)) ln(h,,, (R7), Hayup () <

< Jim IBlln(s,, (Re),Haw(mm) (L + ’“2)(“‘")/272‘= 0

ey
Entonces, por Rudin 1979, teorema 4.18, B es compacto.
Q.E.D.

Lema 14. Considerar a los elementos (n,n') € Nx {0JUN yc € C}'y(R."), éste
dltimo tal que:

3(r,r) e RT x R:Va € {a € ({0} UN)":|a] < n'}:[D%| < rppy

Entonces ¥(e) € Ny a)e(r'/2,00)x(n',00) B(Ha,e(R?), Hyy _,(R")) (definicién C.11) ¥ es

compacto.

Demostracidn.
¥(c) € B(Hy o9 (R"), Hy _1/2(R™)) = (L.C.18, d.eecc. s =1'/2)

= ¢(C) € m B(Hnl'rv/z(Rn), H"l'_‘(R")) (L.C.S)
2€[r!/2,00)

Entonces, por el lema 13, donde en este caso {s1,q,B) = (+'/2,7',¥(c)); ¥(c) €
N(s,a)e(r/2,00)x (n'y00) B(Haya (R"), Hyr _y (R")) ¥ es compacto.
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Q.ED.

=

Lema 15. Considerar a los elementos (n,n') € N\ {1} x{0} UN y (w,V) €
§n=tx CZ‘;(R”), éste dltimo tal que:

3, r) € (o0, —1) x RY:¥a € {a € ({0} UN)*:ja] < n'}:{D%| < rpp

Considerar a un elemento s € (1/2,—r'/2) y al conjunto consistente en los elementos

inversibles en B(H,, ,(R")), G < B(H, ,(R")). Entonces:
vke CF\Agl+VRE(k)EC
Demostracion.
vk e CT\ Ag: N(I+VRE(%)) = {0} (L.7) (1)

Por el lema 14, donde en este caso ¢ = V, V' € Nae (w00} B(H;,_,(R"),Hnl,s(R“))
y s compacto; por Kato 1976, teorema I11.4.8, todo k € CF \ Ag es tal que VR (k) €
B(Hy (R"))y es compacto; por (1) y por Rudin 1979, teorema 4.25, ~1 € p(1+V R§(k));
luego, I + V RY (k) € G.

Q.E.D.

Lema 16. Mismas hipétesis que en lema 15. Entonces:

Vp € (sup |Aq|,00): 3r € RF:V(a, k) €(0,1) x CF\ Ag:

”Rw(k)llB(flnll,(R"),ffn!+°,_,(R")) < r(l -+ !k!Q)(u-—l)/2

Demostracion.
Vp € (sup {dgj,00): 3r € R*: Ve € [0.1):

gkljifloo I = (I + VRS (k)i (rm) <

i VB ()1 () S (R0, (R 1, ()
(L.C.18, d.c.ec. ¢ =V, y L.14, dee.ecc. ¢ = V)
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< Ikl‘i_[nw WVAB(H,y o (R7), By, (R (L + 1R Hla-Di2 g A

A Vke CT\B,(0):I +VRE(k)e G A (L.15)

A Jim (T VRS (k) = (T4 VRS (K ))lln(ﬂ. ®mn) S

Jim Viin (s, , ;)00 , (o) |28 (K) 135'(k’)“B(Hﬂ,‘,(R"),Iln,+n‘_,(n")) =0

Por lo tanto:

HR M,y (R H g - (7)) = NBE (RN +VRE KD p(ar,, (o) i, o, (0m)) S

n

S HRG (M (i, (RP),H gy, (oD + V EG (K))™ Iinu{, ®mn)) S

L+ kP sup (1 VRER) s, (re)
keC*\B,(0) '

(L.A.26, deecee. (8,4, ) = (CT\ B,(0), T +VRY()))

Q.E.D.

Pasarcmos ahora al estudio de las funciones de onda generalizadas ¢(z, k,w). En el
siguiente lema probaremos que tales funciones son H2,10c<R‘n); en el lema 23 probaremos

que son simultaneamente continuas como funciones de (r,k,w), mientras que en el 24
demostraremos que son analiticas como funciones de & para todo z,w.

Lema 17. Considerar a los elementos n € N\ {1} y V € K,, éste dltimo con
clemento ¢ € R correspondiente. Sea:

s=(1+¢€)/2,
y suponer que V € L2(R"). Entonces:
Y(k,w) € CT\ A x §" L

m L5 (k) — R5 (k + 16) i 23(mn), - () = 0 =
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= ¢(')kvw) € ﬂ Ha,a’ loc(R")
(a,8')e(~00,2]xR

Demostracion.
V(e,s') € (00,2} x R:

(k) = R — R RV € H, 1 10c(R") + Hy g 10c (R") = (L.C.29 y L.C.14)

= g gt IOC(R")
Por lo tanto:

B kyw) € ﬂ Ha,a' IOC(R'")
(ae')e(~00,2]x R

Q.E.D.

Lema 18. Considerar a los elementos (n, @) € N\ {1} x{4,{0}} y V € Ky, éste
idltimo con elemento ¢ € R™ correspondiente. Seca:

s=(1+¢)/2

Suponer que V € L}(R"). Entonces todo subconjunto compacto § C C* \ (O U A) es tal
que:
Y(k,w) € CF\(OUA) x §* L

o (127 (k) = B (k +18)lIn(13(mm). o1y - () = 0=

N (k.w):ggsn-l oG k) “Lfocm") <%
Demostracion.
S es compacto; luego, R'(-){S x S"~!) es compacto, y por Rudin 1979, teorema
1.15, SUD (1 )eSx §n-1 ”Rw(k)”B(LE(R"),Hz,-.(R")) < oo. Considerar a un subconjunto
compacto §' C R". Entonces:
IreR":V(kw)e S x S hivze s
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I6(z, k,w)| = [e®Z(1 = R® (k)V)(z)} < M Hllell=ly  po (kv )(2) <

< exp( sup ]Imk:l) 1 — R (k)V|(z)
(k,z)eSxS!

Por lo tanto:

l18(- kyw)”,rﬂ(sr) <

exp ((k,j;gxs’ lImkz]) (1- R“V)I

<
s~

< exp((k,jg.ls}‘xsl jtmka]) (1402 + IR (BIV 21 <

< exp((k’j:gxy fimkz]) (1225 + PRV A, 0} € (LG4

: exp((k,zjlégxsl ek ) (121 2259 + IR ()l (L3R, o (me) 1V o)

Por lo tanto:

d)'tky 251 <
(k’w);};zsn_llf (v ksw)llzsy

~’ I k 1 +
C\p((k b s =) (1l it

'z

Rk n v
’w)cf;gsn_lﬂ () (22(Re), 11 -, () 1V lo,e) < 00

Q.ED.

Lema 19. Mismas hipétesis que en el lema 18. Entonces:
Y(k,w) € CT\ A x8™ 1

m |27 (k) ~ B (k + 16) 1B 3(mr) - () = 0 =

”‘b('!k‘w) - ¢(')klawl)”Li-‘oc(Rn} =0

= lim
(K w')—(kw)
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Demostracidn,
Ve € CP(R™):3r e RT: V(K ,w') € By (k)N CF\ (QU A) x S" L1z & supp e

| o (R (k) R“'(k’))V)( ) <C,Imk1wnz[!(m( k) - R“’(k'))bg(z) <

< exp sup Im k’zl)Q(R"(k) ~ B )V ()
(K,z)e By (k)nCT\(BUA) xsupp «

Por lo tanto:

le(@(-r ko) = ol K0l = fele (1 ~ RE(K)V) = ¥ (1= B (K)o =

= ”c(exku.. _ e‘k,‘”l")(l - B (W) + cc'kl""l"(R‘“‘,(k') . R"’(k))V 00 <

< Yl — Y (1~ B2 (k)00

+ l exp sup Im k'z\)}{c(l?"'(k) - R”'(k'))l/% <
| (M, z)eB(k)nCT\(OUA) xsupp ¢ 10,0
< fleferer — ¥ (1= RO (K)V) fp o+
F exp( sup Im k'r!)rﬂ(}?“(k) R (K)Vg—s (L.C.14)

(¥,z)€By (k)UCF\(BUA) xsupp ¢

Por lo tanto:

(k1 1) ﬂf(é( k, w ¢(',k':w'))ﬂo,0§

thus _ aklwte
< o 151‘“ (e = )1 - R 81 Yoo+
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= d>(~,k,w) € ﬂ Hn,a' ]OC(RH)
{a,8')€(~00,2]x R

Demostracion.
V{a,s') € (~0,2] x R:

(- kw) = X = R RYENY € H, 110 R™) + Hy g oc(R") = (L.C.29 y L.C.14)

= el loc(R")
Por lo tanto:

¢ k,w) € ﬂ Ha,u’ lOC(R‘n)
(a,s')e{~002]xR

Q.E.D.

Lema 18. Considerar a los elementos (n,0) € N\ {1} x{¢,{0}} vy V € Ky, éste
iltimo con elemento ¢ € R* correspondiente. Seca:

s=(1+€)/2
Suponer que V & L(R"). Entonces todo subconjunto compacto § € C+ \ (O U A) es tal
que: .
Y{k,w) e CF\{QUA) x §" L

lim | R (K) = B2k + 6)lip( 3 (), - (mry = 0 =

= sup (-, k,will ;2 ny < 00
(kw)eSxSn~1 3 )”L (R
Demostracion.

S es compacto; luego, B'(-)(5 x S"~1) es compacto, y por Rudin 1979, teorema
1.15, SUP(L )eSx5n-1 1R (k )"B(LZ(R" - (R)) < oo. Considerar a un subconjunto

compacto S’ C R". Entonces:
Ire RTV(kw)e S x S hivze §"
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sr.  sup ¢( k)] ) (L.18
(k,u)estn—x”( Wiy ©18)

Q.E.D.

Lema 21. Mismas hipétesis que en lema 20. Entonces todo par de subconjuntos
compactos § C Ct\ (QU A), $' C R", es tal que:

V(k,w) € CT\ (QUA) xS"L:
m|[R¥ (k) — RY(k+ 8)lig(r2mn =0 = sup é(z, k,w)| <
i iz ( ( WLz, -, (m0)) (k,u,z)GSxS"'le’l (z,k,w)] < o

Demostracion.

n'
I eN:3{s; e Sie ...} Y By a(s;) (Pues S es compacto.)

=1

Por lo tanto:

Areyeesrw) ERT X x RTV(k,w,z) € S x S x " 3ie {1,...,n'}:z € Bya(si)
Por lo tanto:

¢z k,w)f <y < (L.20) )

< max{ry,...,ry}

Por lo tanto:

sup |¢(z, kyw)] < max{ry,...,rpr}
(kw,z)eSxSn~1x 5!

QED.

. __Lema 22. Mismas hipétesis que en lema 20. Entonces todo subconjunto compacto
S C Ct\(OUA) es tal que:
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V(k,w) € CT\ (BUA) x S"“’:ldifg IR (k) = B (k + 16) g (L3R, Hy, .., (R7)) = O =
=5 Vze R™3(r;,r) € RT x RT:V(k, K w,w) € § x § x §" 1 x gn~L

[¢(z, k,w) — (z, K w')] < ry(lé(, k,w) — ¢(',k'»w’)§lm(a,(z)) +ralk? = (K)?))

Demostracion.

VK w,w') € 8 x 8 x 8" x $M g k,w) - B, K W) € Hy oo (R™) (L.17)

Por lo tanto:
30 e€(0,1/2):Vz € R Ir e RY:V(k, K w,0') € S x §x S x §77L;
[b(z,k,w) - ¢(z, kW) <

s r[“d’(”k’“’) = 20kl o

2 n2 ! 2 {—(n-+20) 12
+ k2 — (k)20 (y, k', '-,g—"*?d) ]5
(I'ESZ?(:) /n,(z)]( () oy k" W) P2~y y

(Por (3.107) y Agmon 1975, teorema C.1)

< r[ll¢(~,k,w) =8 k) L2y 2y

) 1/2
+( sup / [kz - (k’)2|2 sup M(b,k,w)[z[r' - yl'i—("Jr?o)dy) ] =
\z'eB, (z) 7 B1(z) (kw,b)ESxSN-1x B)(z)
(L.21)
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= el k) = e et

1/2
+( sup |8(b,k,w)[® sup ,Iy(‘“("”o’du> |k? — (’»")2!] <
(k,w,b)eS x5~ 1% By (z) '€ By (z) ' B1(z)-=
S rllg( kyw) = 80,k W)l 2y 2+

2
+( sup o6, )2 sup Iyl““"””’dy) 1k2~(k'>21]=
(kw b)ESxSM=1x B (z) €8y (z) 7 Bz2(2)

- r[“‘ﬁ(' k,w) - é(':kl:w,)”[f"(ﬂx(r))*.

9 . 1/2 , :
S ey T ) Jk‘—(k')-’e}
(kw b)eSxSn1x B (z) Y

Q.E.D.
Lema 29. Mismas hipétesis que en lema 20. Entonces:
V(k,w,z) € CT \ A xS ! x R™
e |2 (k) — B (k +18) I 13(m) a1y uqme)) = 0 =
li 5(z, k,w) = oz K W) =
=t B ) P R0 0 K = 0
Demostracién.

30 € (0,1/2):Vz € R™: 3(ry,rp,r3) ERT X RT x RT:

) M’(Ia kyw) - d)(z:', k,!wl)l <

lim
(k' w2}~ (kw,z

S )(|¢(x,k,w)—¢(z,k',w')l+t¢(z,k’,w’)—¢(z’,k’,w')1)5
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(118 k1) = 6 Kol 2y ) + ralk? = (K9] + ralz = 21
(L.22 y L.20)

< lim
(K", 2")— (kyw,7)

=0 (L.19)

Q.E.D.

Lema 2{. Considerar a los elementos n € N\ {1} y @,V) € §" ! x Ka, éste
Gltimo con elemento € € R correspondiente. Seca:

s=(1+¢)/2

Suponer que:

VeLYR™ A V(kz)eCh\ayg x R" )1 |¢S(z,k w) =3z’ K w)i =0 (1)

Entonces todo z € R" es tal que ¢(z,-,w) es analitica en C*\ Ay,

Demostracion.
V(kiz) € CTN &g xR Kim (R (R)V)(@) = (RG)V)()] =
lim (e (z, k,w) - eF T (2! K w)| =0 (Por (1).) (2)

T (W)= (k)

Por el lema 11, B¥(-) es analitica en C* \ Ay; por lo que todo contorno cerrado
C c C*\ Ay interior a CT\ Ay es tal que:

Ve € C°(R™): /Rn /C(R“’(k)V)(a:)dk o(z)dz = [C / (R (R)V) ()e(z)dadk =
(Por {

2) y por el teorema de Fubini.)

= /C(R“'(k)V, ¢)dk =0 (Teorema de Cauchy.)
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"Por lo tanto:
vz e R™ [ (RY(M)V)(z)dk =0  (Por (2))

Entonces, por (2) y por el teorema de Morera, todo z € R" es tal que (R¥(-)V)(z) es
analitica en C* \ Ay; luego, ¢(z,-,w) es analitica en C*\ Ay.

QED.

Lema 25. Considerar a los elementos n € N\ {1,2} y V € Ky, este dltimo con
elemento ¢ € R correspondiente y tal que supp V sea compacto. Sea:

s={1+¢)/2

Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces:

(0,V) € op(H)® x LEHR™) =>

— 2
= Vke C*\ A:/ et /:gn_l I/R" eIy () 2, k,w')zz':::l do'dw < oo

Demostracidn.

_/:gn—l _/:gn—l

< fines Jymes 175V B ollxsupp v6(- ) g <

2
dw'dw <

/R." eIy (2)b(z, kyw')dz

< [t fona 1V IE g 5w Ilxsupp v (-, b @) gde'du =
" sn wesn-t '

= (It sn-1)Vllop sup B+ k)l 2gsupp v))” <0 (L.18)
(sm=1iVlloo sup PP V)

Q.E.D.

Para cerrar este apéndice nos referiremos a la funcién ¥(z, k,w). En realidad sélo
daremos un par de lemas de apoyo para las demostraciones del teorema 4.6 (en lo que se
refiere a la aplicacién del lema de Sobolev), y del lema 4.7.
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Lema 26. Considerar a los elementos {n,n') € N\ {.l} x{OQUN y (w,V) €
sn-toy C’[‘;(R")‘ este dltimo tal que:
3{r',r) € (~o0,~1) x RT: Ve € {a € ({0} UN)":|al < »'}: {DV| < rop

Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces:
R™Noy(H) = ¢ =
=> Vs € (1/2,~r'/2):3p € RT:¥(a, k) € [0,1) x c*:

& (kMipar,,,, (rey, rey) < (15 k)02

n'+a,—-:(
Demostracidn.
Vs € (1/2,~r'/2):3p € RY:1va € [0,1):Vk € CF 0 By{0):

N2 R s a,y  (rm) - (1) S TR M B (a0, (R7), Hy o (RPY) S

< _sup WR(EMn,  (Re)a, 0 (RO S
keCFNB1(0) ) o

< 231 4 kfyle-b/2 _swp R (KM, mny a0 (1))
keC*nB(0) ' o

Por lo tanto:
vk € Cc+: “Rw(k)uB(Hn',.(R")-”nwa.-,(R")) =

&%na, 0 IR i, (R iy, (RN

<

"'Xé’;\gl(o) (k)”Rw(k)”B(H,,a,,(n"),lfnua._,(R"))

< Xga, o W20+ (RO sup YR W)ln(,, (me), iy, (R

keCtnB,(0)
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+Xg7\ (o) KoL + (kB2 < (L.16)

< maX{Wz sup R (R)lip(a,, (rm) i (R"))»P}(l + [k le /2

— !
k&G nB, (0) Fhrime

Q.E.D.

Lema 27. Considerar a los elementos (n,n') € N\ {1} x{0} UN y (w,V) €
sl x C?}'(R”), éste dltimo tal que:

3(r',r) & (~o0, ~(1+n)/2) x R*:Va € {a € ({0} UN)"|a| < n'}:|DV| < rpq
Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces:

R™Noy(H) =6 =>

= Vs € (1/2,~(r + max{0,n +r'})/2): 3p € R7:¥(a,k) € [0,1) x CF:

B0l ra—s < AV It o (1+ i) (@172

Demostracidn.

Wbl ks wllinria, e = 1B ()Vilnr o s < R (MlB (a1, , (R7), 1 (mopiVilars S

<p(t+ kB U2y, (L.26)

Q.ED.

Lema 28. Considerar a los elementos n € N\ {1}, z € R" y V € Ky, éste tltimo
con elemento ¢ € R correspondiente. Sea:

s={l+¢/2
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Entonces:

VeLl(R") =

== Vk € R\(~04+ (H)V2U{0}Uo o (H)H2): bz, k,) = PySz(k)Peib(z, k, )+ (I—PuSs(k))1

Demostracién.
PuSz(k)Pr(z, k, ) + (I = PuSz(k))1 = PySa(k)Pp(1—e~*"2(z,k, ) + (I~ P Sz ()1 =
—Puekig(R)e Rtk g k) +1= (L4.2)
= —Pye*Td(z,k, ) + 1 = (L.4.1)
= —e TG 2, k) + 1= Y(z, k)

Q.E.D.
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Apéndice |. El operador de Marchenko-Newton generalizado

Resultados varios.

) Iniciaremos este apéndice con un par de resultados que habfan quedado pendientes
debido a que se basan en lemas apenas probados en los Gltimos apéndices. En el lema 1
probamos que cl espectro puntual negativo de H es discreto. En el lema 5 probaremos
que el kernel K(Z, 5,k + 16, ¢, ) definido en la demostracién del lema 3.6, tiene norma en
L*(R®) finita.

Lema 1. Todo V € K3 es tal que el conjunto R™ Nay(H) es discreto.
Demostracion.
H=H' A (LEI13)
A o.(H)=RT (L.H1)
Por Kato 1976, observacién X.1.11, se concluye que R™ N ap(H) es discreto.

Q.E.D.

Lema 2.

v(ir,r,z) eR™ xRY x Rsz/ |z - z'| " %pr(z')dz’ < dmr! sup (14972
Bylz) tel~lelr'~ Iz

Demostracién.

-2 Nt 12 ' ! H—2 Nt 2r/2 g0
Jo ==V 2onlNa = [l et < [ ) =

Apendice | El operador de Marchenko-Newton generalizado Pagina 245



r~jz|

= [l Jy R (= P Pl = 4 [ Py

< 4 sup (l+t2)'/2 r
tef~fz}r'~Jzl}

Q.ED.

Lema 8.

¥(s,ry,re,7) € (~oo. 2) xRT xRt x Ir = z|"2p,(z)dz < 7ry(2r71)?

R*: fa,, ()N Bry{r)e

Demostracion.

-2 -2
St = pe(@dz ) [y petade = ) [ / BIEELTE

< ()2 [, [ el = w22
QED.
Lema §.¥(s,r1,79) € (—00,~2) x Rt x Rt:Vb € B, (0):
=2 e =leg L 2y (2+a)/2
/( 5 010" 2|"2p,(z)dz < dn(ry — b)71(1 + r2)

Demostracion.

-2
/(/]n(o)UBrz(b))c b=l Tos(z)dz < /Brl(o)cﬂbl ~ [e)ps(2)dz =
= oo [ 0= ) Epule el < [, [0~ 1220 ) iz =

=4r(l+r )‘“"”/H " 24t = am(L + r])EF 2y — (o))
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QED.

Lema 5. Vs € (—00,~2): [g3 fg3 iz — y|™%p(z)ps (y)dzdy < oo

Demostracién. *

Vs € (_°°'_2):,[R3 /R3 lz — yl_zp,(r)p,(y)dydz: =

-2 . -9
= ps(z / z —y| " “ps(y)dy + z - dy+
o 1l )< Bragpa(a) = T PO oyt Y PN

+ — ¥ 2pa(y)dy | dz <
/(Bx+2|z|(U)U51+fz;/2(=))° Iz =l el0) y) i

a(l+ iz su 2‘/2+ + 2(1 + Jz|/2) " 124
< fppp(srthlalf2l | sup (1 @ (el el

+dm(L+ )L+ (1 + 20z (2 + s)/2> dz = (L.2,L.3y L.4)

= [ [y e (ima et/ s o0 s dlabia( /)

+ar(l )L+ (1 + 2:11)2;(2“)/2) 1z)2d)zldw <

< [2/0"",,2“(:)(4”(1 +lzl/2)  sup (14D a(1 4202201 + |2l/2) "2+

tel- =1~ {z)/2)

w4 (L4 f2l) ML+ (L + 20)) 3 ) dfzldw =

2
= |am D] T T su 8/2 +2lz +lzi/2 -2,
=n*(] prada)((Ul2) | s (18 (1 2l 0w felj2)
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F( 42 L4+ (1 + 2|:|)21<2+*)/2)d;z1+

% o 1+ |zl/2 5 1)t
/; P2+ (I)(( l=l/ )te[—l:l?lp—lrl/?]( "

(U422 (L Jel/2) 7+ L+ )+ (L z|z;)2](?+~!/‘~’>d|z1) <
) ,
= (4n)2(/0 {(1+121/2) + (L 202) (1 + [21/2) 72+ (1 + =)~ Ydlal+

© [T /=2l (L 2l (el/2) 7+ 1o 2l e ) < oo

QE.D.

El operador de Marchenko-Newton generalizado.

Esta primer serie de lemas son de apoyo a las demostraciones del teorema 4.3 y
del lema 4.4; en particular a la demostracién de que el operador de Marchenko-Newton
generalizado M es autoadjunto.

Lema 6. V£ € {—,+}i x£(t) = xx(t)*

Demostracion.
Considerar al conjunto:

{7} ={-+}

Entonces:

vne N\ {1}: R(x£(t)) = L*(R*, L3(S"Y) = LE(RF, L3(s" 1))t =
(L.B.14, d.eec. (E,S1,S2, B) = (R,RE, RF, L2(§71)))
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= N(xz(t)*

Por lo tanto:
x=(t) = x=(t)* (Rudin 1979, teorema 12.14)
Q.E.D.
Lema 7. V£ € {—,+}: Py = Fyx+(t)Fy

Demostracion.

¥(£n) € {=+} x N\ {1}: ¥ € L*(R, L*(S"™")):l = F{ F{l = F{ x- () Fyl + Fy x (1) ;!
(L.B.14, d.e.e.c. (B, Sy, S, B) = (R,R™,R¥, L35~ 1)))
Por lo tanto: '

Pyl = F;xi(l)Fll

Por lo tanto:

Py = F{xz(t)

Q.ED.
Lema 8. P— = P Py Py

Demostracidn.

PPLPy = (F)IF x+ () FL Py = (L))

F{ Pex+ () Fi Py = F{X- () PeF Py = Fix-(1) FEF Ff = Fix-()Fy = P~ (L.7)

Q.ED.

Lema 9. Considerar al conjunto:

- Apéndice L El operador de Marchenko-Newton generalizado Pagina 248



{£: 7} ={~,+}

Entonces:
PiPr =0
Demostracion,
PiPx = Fixz(t)F1F{xz(t)F1 = (L.7)
=Fxx(t)xz(t)F1=0
Q.E.D.
Lema 10.

(&, n) € {=,+} x N\ {1}:VF € F(R,L(L}(§""1))):¥d € D(&(F)) n D(&(F)x=(1)):

x(0®(F)d = ®(F)xx(t)d (D.B.7)

Demostracion.
(c.t.p.)r € R (xz(t)@(F)d)(r) = x=(t) F(r)d{r) = (D.B.7)

= F(r)x+(t)d(r) = (2(F)x=(t)d)(r) (D.B.7)

Por lo tanto:
Xx(t)®(F)d = ®(F)x=(t)d

Q.ED.

Lema 11. Considerar a los elementos n € N\ {1} y I € L*(R, L}(S™"})), éste
iltimo tal que supp ! sea compacto. Entonces:

FiP,l =P, Fyl
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Demostracion.
vr € R:(FLPI)(r) = (27)7Y/2 /R e (P) (F)dr' = (2m)~1/2 /R e Pl ) dr! =
= (2#)—1/2 /R. Pwe_'"'l(r')dr' = (2#)_1/213‘, /R e‘_'"ll(r/)dr' = Py(Fil)(r) = (PuRyU)(r)

Por lo tanto:

Fy{P,l = P,

Q.E.D.
Lema 12. YVt € {—,+}: P+ P, = PP+
Demostracion.
Vi € {—,+}: PxPy = Fyx+({)F1 Py = (L.7)
= Fix+(t)PuFy = (L.11)
= F{ P,x=(t)F; = (L.10)
= P,F{x+(t)F; = (L.11)
= Py Py (L.7)
Q.E.D.

Lema 18. R(P P Py) C Ho
Demostracidn.

R(P,P.P,) = R(P,P-P;) = (L8)
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= R(P-P,P) C (L.12)
C H-
Q.ED.
Lema 14. ¥V € Kp: P.ST(k)P, = §T(~k)P, P,

Demosiracion.

Yn € N\ {1}:VV € Kp:Wl € L}(R, LA(S"1)): vk € R\ (—ou (H)/2 U {0} Uoy (H)Y2):

(PeST()PD(K) = (STO)PL) (k) = ST(~k)Pul(~k) = ST(=k) Pu(Pil) (k)
Por lo tanto:

P ST()Pul = ST(~k)P, P

Por lo tanto:
P.ST(k)P, = ST(-k)P, P,
- QED.
Lema 15. Vn € N\ {1}:V(z,V) € R® x Ko: Mz = M,
Demostracion.

M = (PyST (k)P PePy)" = PLPL(ST(K)P.) P =
(L.B.10, deec. (E,B,F) = (R, L2(s"1), 5T () P.))

= Py P.ST(~k)P,Py = (L6y L7,y L.F.18)

= PyST(k) Py PyPy = (L.14)
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Q.ED.
Lema 16. Yn € N\ {1}:¥(z,V) € R" x Ky: My = Fi M. F}
Demostracion.
My = X+ () F1ST (k) PaPiFix+(t) = F P+ ST (k) Py PP+ Ff = (L.7)
= F\M.F}
Q.E.D.

Lema 17.

Y(n,c) € N\ {1} x C:¥(z,V) € R" x Ky: N(Mz — ¢) = FyN(P+ ST (k)P, Py - ¢)

Demostracidn.
n € N(Myz —c) & Fi(PySI (k)PyPy - )Fyn = (F\P+.ST (k) Py Py Fyx+(t) — c)n =

= (x+ () F1ST (k) Py P Fy x+(t) — e)n = (L.7)

=(Mz—c)n=0¢& (PST(k)PyPr ~ c)Fin =06 Fine N(P+ST(k)PuPy - c) &

& n € FN(P.ST(k)P, Py ~ ¢)

Por lo tanto:

N(Mz —c) = FyN(P+ST(K)P, P — ¢)
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Q.ED.

Lema 18.

Ve N\ {1}:¥(z,V) € R” x Kq: Py ST(k} Py Pt Py = P (S (k) — I)P, PPy
Demostracidn,

¥n € N\ {1}: PP PPy = PyPy PPy = (L,12)
= PP PP = (L&)

=0 (L9)

Por lo tanto:

V(z,V) €ER" x Kg:

Py ST(K)P PPy = PyST(k)PuPePy = Py PyPcPs = Py (ST (k) = I)Pu PPy
Q.E.D.
Lema 18. Yn € N\ {1}:V(z,V) e R" x Kg:]IM:HD([,Q(R,[,Z(sn—l))) <t
Demaostracién.

ﬂSf(k)Pw“n(Lzm,Lz(sn—1))) < e llsg(k)f’wﬂn(ﬁ(s"d)) =
(L.B.9,d.c.e.c.(B, B, F) = (R, L*(§""1), ST(:)P.,))

= :2?1 !!P@Sz(k)PwPu”B(L?(sn—l)) S (LF17)

< :2§“PUHB(L?(S"-‘))“3‘1(")“8(1,2(5"—1)) =1 (L.CJ7,deec “S"= 5" 1)
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Por lo tanto:

1Malp(a(m,z2sn-ty)y = X+ (O F1ST (K)o PLFY x4 Mpryr,2(sn-1yy) <
< I+ Ollpze(r z2sn-yp Fln e, 22 sn- 1) 157 (B Polln(rar, s (sn-1yy)-

WPellpreq,zsm-m I Fills e, 2 sm- o Ix+ Ollpgam, p2snyy <

Q.E.D.

Dejamos las propiedades algebraicas de My y pasamos a las cuestiones de conver-
gencia. La siguiente serie de lemas sirven de apoyo a la demostracmn de la compacidad de
Az bajo las hipétesis del teorema 4.4,

Lema 20. Considerar a los elementos (n,a) € N\ {1} x[0,1) y (z,¢,V) € R" x
C*(R") x Bg, éste altimo tal que:

(e(81(0), ¢(B2(0)%)) = ({0}, {1})

Entonces:

Jim PP T(n)) " )e(ST (K) — 1) Pu PLPs FY i pa(r, r2(sn-3yy) = 0

Demostracion.

Jim l[F1P+T(("')—II)°(SZ(k) - I)Pkapﬁ-FfEZ‘B([,z(n,LE(sn—l))) <
n-—oo

< Jim WP Pelingrag, pasn-mp AT T Ne(ST (K) = D Pullgyzaqm, 2 (sn-1)y°

'”Pkp'é-Fl‘”B([}'(R,L"’(S"“))) <
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< Jim sup [T((¥) " 1)e(S7 (k) = D Pullp(za(se-ry) =

n!—co

(L.Bo,deec (B,B,F) = (R, LA S" 1, T((n) 1 1)e(ST (k) — 1) P.,))

=0 (L.F.29)

Lema 21. Considerar a los elementos n € N\ {1,2}, (z,¢) € R™ x Cp(R") y
V€ Uagjo,1) By, éste tiltimo con elemento ¢ € (1,c0) correspondiente. Suponer que cero
no es resonancia correspondiente a H. Entonces:

P Nop(H) =6 =

= lim P Psc(ST (k)= 1) Pu Py Py Fi = Fy Prc(ST, (K)~ 1) Py PePo F iy 2(m, 12(sn-1y)) =

=0
Demostracion.
Yre R*:
I F1Prc(ST(k) = I)Py PuPs FY — FiPyc(SE (k) - 1) Py PePy Fi lip(r2(m, 12(sn-1))) =

= | P Pyo(ST (k) = ST (k) PuPiPy FY Iy 2, r2(sn-1))) <

< I Pellg g2, c2sn-yy Ie(ST (8) = ST(R) Pullprz(, r2s-1y))-

WP PeFillp(pa(r, L2(sm-1))) <

< sup [le(k)(S7 (k) = 52, () Pollp 1251
(L.B.9, decc. (E,B,F) = (R,L*(5"Y),e(8T() - ST, (-)) )

Por lo tanto:

it [|Fy Pyo(ST (k) — I) Py PPy FY = Fy Pic(SEp(k) = I) PuPiPs F I 2, 12(s0-1))) <
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. N el (. T (1. — 3
< lim sup le(k)(Sz (k) = Sz, (k) Pullpg2gsn-1yy =0 (L.F.33)

Q.ED.

Lema 22, Considerar a los elementos n € N\ {1,2} y V € I3, éste dltimo con
clemento € € (1,00) correspondiente y tal que supp V sea compacto. Sea:

s=(1+¢)/2
Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces todo subconjunto com-
pacto S C R\ (-—(71'-(11)1/1 U o (H)/?) es tal que:
(0.7) € opl)* x EHR®) = limsup |T() = T(k. )y = 0
10 ke

Demostracidn.
(0,V) € op(H)® x LER™) = (c.t.p)c € RT:k e S\ {0}:

T (k) ~ T(k, e =

it

= /Sn_l /S"" } — 127 (msgn k)l_"k""zfnn e~ (1) $(z, by w')dz—

2
—(—1)27"(nsgn k)l_"k"az/- ¢RIy ()b (2, k + ze,w')d:c§ du'dw =
i

n

2
/R" e"k“"zV(:r) (eb(z:,k,w') — ¢(z, k +16,0'))dz| dw'dw <

; —n_l=njpn-2
=27 "“”tn /n—l/n~—l

comnatmnt [ L e VI ollsupp v (@ k) =6( kkie, ) I g <
< ‘2"‘ﬁ""lkl"“9‘
oot S I VB sup xsupp v(S( K ®) = @,k + 16, @) g’ =
(k,w)esxsn-1
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o

=27 gplmnigp? (i[lllu(s"-l)ll"'ﬂo,o " é‘;gan 8( ki) = k+1e,wlli 2 supp V)).

ey

Por lo tanto:

limsup {IT(k) ~ T{k,€)llz <
€10 kes
. -n_1-n jn—2 1z f !
< nm<2 T sup k] ) LilLysn-1) IV oo

sup Ho(- kyw) — &(+, k +16,w)| f2(5 o=
(ke)eSxSn-1 LHsupp V)

=0 (L.H.19)

Q.ED.

Lema 23. Considerar 2 los elementos n € N\ {1,2}, (x,¢) € R" x C§°(R")
y ¥V & Kaq, éste iltimo con elemento € € (1,00) correspondiente y tal que supp V sea
compacto.Sea:

s=(1+¢€)/2
Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces:

VelLlRY A RFNop(H) =¢ =

i le() (ST - D - 1T (& Np(r2ign-1y) =
atlg)\ztelﬁ(ldk)t(sz(k) 1) = Ty (k, )] Pelipgr2(sn-1y) = 0

Demostracion.

VelLl!R"Y A RFnNop(H)=¢=VYecRT: vk R\ {0}
le(R)I(ST (k) = 1) = T (k, )| Pullp( 12 (sm-1)) =

= e(R)(TSZ (k)T = I) = TTz (k, ) T||p(z2(sn-1)) =
(L.A.21, deec. (E;,0p,09) = (L2(S™ Y, P, 1))
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= e(R) T4 7S (k)e ™= — 1) — R =Tk, €)™ R H ) g 2 gnmry) =
(L4.2y L.CS5, deec. E =381

= [e(R) T = (T (k) — T(k,€))e™ = T}p rsn-1y = (Rudin 1979, teorema 4.10)

= [e(R)|T(k) = T(k, lip(p2sn-1)) € (L-A2L, deee. By = LHS™1))

< fe(kWIT(R) — T(k, ) fia

Por lo tanto:

lfi{gfgﬁi(c(k)[(sz(k)‘f)*TzY'(k, ) Pullpzr(sn-1y) & Ie"f)’ Hc”mke::gp . NT(&k)-T{k,e)iin =

=0 (L.22)

Q.E.D.

Lema £24. Mismas hipétesis que en lema 23. Entonces:

VeILlR") A RFno,(H)=¢=
P

= lim | FyPse(ST(K) = ) PuPL P F} ~ FrPocT (k,€) P PP F i g r 2 (sne1y)) = 0
Demostracion.

VeL}R" A RF¥Noy(H)=¢=vecR

IF1Pe(ST (k) ~ I) Py PPy Fy = FyP4cT (ky )Py PePo B I r2m, c2sn-1y)) =
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Demostracion.

Vg:’ IS5 R":{!A{: - A\fZIQ:B(L:(R+YLg(S,,_1))) =
= “X+(t)Flsg(k)PquFfX+(t) - X-.’-(t)FlSz’I;(k)PkaF;X-:-(‘)HB(L:(R+'L2(5n—1”) <

< x+ () Filp(zzgre r2sn-1y) (ST (k) - ST Pullp(z2me, 2 (s
";;PkFI‘XT(”"EB(L?(R—‘LQ(SH»I))) <

< sup (87 () = S3()) Puip(uz(sn-ny)
(L.B.9, deec (E,B.F) = (R, L3(S"1), (ST () ~ ST()) P.))

Por lo tanto:
i < T (L T(1) .
z]’{x—l}z 1M ~ A\III”B(LZ(RT’L:(Sn-l))) S J}:ﬂz f;ﬁ”sz (k) - Sz'(k)i;]}([,?(sﬂ")) =0
(L.F.31 y L.F.32)

Q.E.D.

Lema 26. Considerar a un elemento = = {~,+}, a un espacio de medida E v a
. -
una funcién f: C= x F — C. Entonces:

FeF(C* L*E)) A (N.B.Y)
A Yge€ R=: Hf(p + zq,-)?'!L:(E) [ A\[(R) A (.\.B‘l)
A e AR x E):vee C|f{e, ) <i(Rec,") =

= ® Fp+1q, )22 mdp <
s Lo 17+ 10, ) gy < oo

Demostracion.
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)
yé}é‘i [“ 17t + g, ')//522{8) 9= Sup

oo
9ER+ [ o

< sup

IR+ /:: dpé ,2(p’ )

dP_/E:/f(p-;_l?, )/25

= //1//522(1"«)(@) <o

QEp,
- Ep tOHCeS:




1 ¢ op(Mz) = 1€ p(Mz) = (T.4.3 y Rudin 1979, teorema 4.25)
= xz= (I = M)"V e (L.27)

Q.ED.
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