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Introducción 

Uno de los temas de mayor actualidad en la física matemática moderna es el pro­
blema inverso en teoría de la dispersión. 

Quizás nos hemos preguntado alguna vez cómo hace un geofísico para encontrar un 
yacimiento de petróleo bajo la tierra, quien por no tener una imagen real del subsuelo, se 
enfrenta a un problema más complicado al de querer encontrar nuestros zapatos en algún 
!11gar de nucsL·o cuarto con la luz apagada. 

Bueno, hay quien podría responder que busca!ldo los manantiales en la superficie 
habremos resucito el problema. Sin embargo, no todos los yacimientos se encuentran 
de esta manera; además, aunque hubiera localizado un manantial, la posición exacta, la 
profundidad y el tamaño del yacimiento son datos que seguiría desconociendo; datos que 
son relevantes si mi interés es invertir en la construcción de un pozo. 

Afortunadamente el geofísico cuenta con un sofisticado instrumental, y una serie 
de técnicas matemáticas y métodos numéricos para resolver el problema exitosamente: de­
tonando una carga explosiva a cierta profundidad bajo la tierra, el geofísico va a medir en 
la superficie !aB ondas de impacto producidas por la explosión. Entonces, hL'l ondas que 
hayan atravesado por un medio diferente al del subsuelo natural (digamos un yacimiento) 
serán diferentes a las ondas que sólo atravesaron el subsuelo, y tales difcrencinB son detec­
tadM por los aparatos. Este método (escuetamente esbozado) permite al geofísico obtener 
la imagen deseada del subsuelo y localizar más fácilmente el yacimiento. Corno cuando 
buscamos primero el apagador y luego los zapatos. 

En la tomografía hay otro buen ejemplo para ilustrar las ideas detrás del problema 
de la dispersión inversa. A un paciente con afecciones cerebrales se le inyecta um1 solución 
a bMe de minerales de elementos radioactivos (como el gluconato ele pota.,io en alguna 
variedad isotópica), In cual una vez en el torrente sanguíneo es absorbida rápidamente 
por el cerebro. Lógicamente estas soluciones son de muy baja intensidad radioactiva. En 
el cerebro, In sustancia se encuentra emitiendo radiación, la cual puede imaginarse como 
ondas que parten de una fuente y' que se van transmitiendo en el interior del cerebro, 
chocando con IM diferentes estructurM internas, deformándose, emergiendo de la cabeza 
del paciente, y finalmente siendo cnptadaB por el tomógrafo, el cual se encarga ahora de 
decodificar toda la información contenida en estas ondaB, convirtiéndola en imágenes en 
pantalla. Podemos ahora ver el interior del cerebro vivo y funcionando, y localizar posibles 
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tumores o afecciones sin el empleo del bisturí. 

El mismo desarrollo <le la física moderna está basado en el fenómeno de la dis­
persión. Desde que Rutherford bombardeó átomos de carbono con partículas alfa, hasta 
el desarrollo del ciclotrón; todas la• investigaciones realizadas en los campos de física mo­
lecular, atómica, nuclear y de partículas, están fundamentalmente basadas en los procesos 
de dispersión de haces por núcleos dispersores. Todo cuanto ~e sabe acerca del átomo, 
de las partículas elementales y en general de In estructura del submicrocosmos es gracias 
a los experimentos de dispersión. Podemos afumar que gran parte de los conocimientos 
obtenidos acerca de ¡,, naturaleza de las cosas y de la concepción moderna del universo 
(no sólo el cuántico), ,-e deben a esta poderosa herritmienta que permite nl ser humano ir 
más allá de sus límites sensoriales y de su escala física para escudriñar en los resquicios 
de la naturaleza donde sólo está permitido el acceso a las ondas (sean cuánticas, electro­
magnéticas, sísmicas o <le cualquier especie); y es a través del desarrollo de teorías físicas 
y métodos matemáticos, como es posible conocer a partir de las alteraciones que se produ­
cen en una onda propagándose en un medio determinado y que eventualmente es captada, 
todas las anomalías, perturbaciones o accidentes que ocasionaron que esta onda tuviera 
una tal <leformación. 

Estos métodos matemáticos son particularmente arduos, siendo ésta la razón por 
la cual su desarrollo ha sido lento y que hubo permanecido en letargo durante algw10s 
arios. Actualmente la dispersión inversa es tema de investigación en muchas universidades 
del mundo y tiene aplicación en diversos campos. 

Esta tesis va a estar enfocada hacia el terreno de la 1:1ecánica cuántica, estudiaremos 
el caso de un pote;··cial dispersor. Específicamente consideraremos la teoría de la dispersión 
para la ecuación de Schrodinger 

a 
'D¡'P = Hip, (1) 

donde el Hamiltoniano H = Ho + V(x), !lo es el operador de energía cinética y V(x) es el 
potencial. 

El elemento clave en la teoría de la dispersión por un potencial es la matriz de 
dispersión. La matriz de dispersión <la cuenta de ¡,, <leflexión de un haz cuando es pro­
yectado sobre un potencial dispersor y depende tanto de la energía de las partículas en el 
haz como de dicho potencial. O sea, si el potencial ejerce una fuerza de atracción muy 
tenue sobre las partículas del haz, y éstas son proyectadas a una gran velocidad sobre él 
(dentro del límite no relativista), las partículas casi no se desviarán de su trayectoria recta 
y pasarán insensibles por el potencial dispersor. En cambio, si la fuerza de atracción del 
potencial es muy intensa y la velocidad de las partículas es relativamente baja, al pasar por 
éste sufrirán una importante desviación de su trayectoria inicial, e incluso pueden quedar 
atrapadas dentro <le su campo. 

La matriz de dispersión, denotada por S(k), encierra toda la información dinámica 
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Jcl sistema (o cuI1ndo rnenos e~;o .se intenta probar) y deterrnina cuantitativa.mente la 
evolución del mismo. En el lema 2.4 de su artículo de 1990, Weder estableció rigurosamente 
qué tanto difiere la matriz de dispersión de la matriz identidad en función de la energía. 
Esta relación también considera las posibles singularidades del potencial y las liga a la 
rapidez de decaimiento de la norma de S ( k) - I con respecto de una topología particular 
(ver Lema 4 en el Capítulo 3). En otrn.s palabras, este lema ;la un sentido formal a la 
n1cdida en que es desviado el haz, en consideración a su energía y a ln intensidad del 
pot~ncial. 

En una teoría causal, las causas preceden a los efectos. En la. teoría de un problema 
inverso, a partir de los efectos se intenta conocer las causas. En el problema inverso 
en teoría de la dispersión, ic partir de los datos de dispersión se trata de reconstruir 
el potencial. En 1980, lloger Newton dio una fórmula P"ra reconstruir el potencial a 
partir del conocimiento ele la matriz ele dispersión, biksada en la teoría de Marchenko. Sin 
embargo, el marco matemático en el que desarrolló su artículo no era el apropiado, y su 
resultado fue muy controvertido dentro de la comunidad. En l!J90, \Vcdcr construyó una 
teoría de ll!archenko .i\"ewton generalizada en todas la..s dimensiones n, n :::_: 3. El potencial 
es reconstruirlo u partir de In. solución a la ecuación <le l\.iarchenko Newton por nicdio de 
la identidad el milagro de .i\"ewton. Su método permite dar un tratamiento unificado para 
todas las dirncnsiunc1"i y tarnbién dar pruebas con1plcta.s que parecen ser iná.s sirnples. 

Denotamos por 

n a2 
Ilo = - I: ¡j'i• 

i.:.:;l X¡ 
(2) 

a la realización autoadjunta de menos el Laplaciano en L2(R"), n 2'. 3, con dominio el 
espacio de Sobolev H2(Rn) (ver capítulo 1 para las definiciones). 

Usaremos la notación cstandar de multiíndiccs 

a11 a12 ª'" 
8xJ1 Dx'J2 • • • 8x~~' 

(3) 

h\ = 11 + 12 + ... +"In, donde las derivadas son tomadas en sentido de distribuciones. 

El potencial, V ( x), es una función real valuada continua sobre R n tal que todas sus 
derivadas de orden hasta ao son funciones acotadas, donde a0 es el entero más pequeño 
tal que ao > q + ~. ?\·f;Í.q aún, suponemos que 

!LJ'IV(x)\ '.é, C(l + ¡x¡)-g-1-·ó, (4) 

para alguna.-; constantes C, Ó > 0, y toda '"!, Ü S hi S ao. 

Denotamos por 
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H = Ho+ V(x), (5) 

al Hamiltoniano, con dominio D(H) = D(H0 ). Hes un operador autoadjunto en L2 (Rn). 

En el estudio dependiente del tiempo de la dispersión los operadores de onda están 
definidos como los siguientes límites fuertes 

(6) 

Bajo la. condición (3) éstos existen y son completos (esto está probado por ejemplo 
en Agmon 1975. Ver capítulo 3 para los detalles en donde consideramos condiciones más 
generales). 

El operador de dispersión está definido como 

s = w;w_. (7) 

Este es un operador unitario sobre L2(Rn). 

Denotamos por F a la transformada de Fourier la cual es un operador unitario 
sobre L2(Rn): 

(F !)(e) =' - lim ~ { e-•~·x f(x)dx, 
N-<oo (21í) I Íjxj~N 

(8) 

para j(x) E L2(Rn), y donde el límite es en la topología fuerte. 

Definimos 

S = FSF'. (9) 

Denotamos por sn-l a la esfera unitaria Jwl = 1, en Rn, y por L2(sn-l) al 
espacio de funciones sobre sn-l cuadrado integrables con respecto de la medida sobre 
sn-l inducida por la medida de Lebesgue sobre Rn. 

Es bien conocido (ver por ejemplo Agmon Hl75, Teorema 7.2) que hay una función 
operador valuada S(k) definida para k E R+ =o (O, oo), y que toma valores en la clase de 
operadores unitarios sobre L2(sn-I) tal que para cada función f(k,w) E L2(Rn), donde 
k >O, w E sn-I son coordenadas polares en Rn: 

(Sf)(k,w) = (S(k)f(k,.))(w), (10) 

donde la igualdad en (10) vale en L2 (sn-l) para casi toda k. S(k) es la matriz de dis­
persión. Note que bajo la condición (4) H = Ho + V(x) no tiene autovalores positivos (ver 
Eastham y Kalf l!J82). En el capítulo 3 damos una fórmula explícita para S(k). 
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Encontramos conveniente definir S(k) también para k <O por 

S(k) = TS(-k)T, (11) 

donde Tes el operador de conjugación compleja actuando sobre L2 (sn-l) como (T !) (w) = 
f(w). 

Para cada y E R" fijo, k E R \{O}, 1lenotamos por Sy(k) a la matriz de dispersión 
correspondiente al par Ho, IIy = Ho + l'y(x), donde Vy(x) = V(x -¡-y). 

Se sigue del Lema 4.2 en capítulo 4 que 

(12) 

donde en (12), e"''kw·y denota al correspondiente operador de multiplicación por una 
función sobre L2 (S"- 1 ). Denotrunos por s'{(k) al operador transpuesto de S,(k), o sea 

(13) 

Se sigue del Lema 3.4 en el capítulo 3 que 

(14) 

para una constante fija G', y todo x E R", k E R \{O}, donde B(L2(S 11
-

1)) denota al 
espacio de Banach de todos los operadores acotados sobre L2(S"- 1 ). Esta estimación 
juega un importante papel en la teoría generalizada de :tvlarchenko Newton. 

Se sigue de (14) que S{(k) - JE L2(R,B(L2(s 11 - 1))), el espacio de Banach de 
funciones Lebesgue cuadrado integrables sobre R con valores en B(L2(S"- 1)) (ver capítulo 
4 para la definición). Entonces podemos definir para cada x E R" fijo 

(lG) 

donde la transformada de Fourier en ( lG) converge en la topología fuerte de L2 (R, B ( L2 

(S"- 1))) y donde Pw denota al operador pariedad sobre L2(S"- 1 ): (Pwf)(w) = !(-"-'), 
para f(w) E L 2(s 11

-
1). 

Por L2 (rr+,L2 (S"- 1)) denotamos al espacio de funciones Lebcsguc cuadrado in­
tegrables sobre R+ con valores en L 2(s"- 1 ). 

Si (3) es satisfecha, para cada x E R" fijo el operador generalizado de :tlforchenko 
Newton es sobre L2 (R +, L 2 ( sn-l)) un operador con kernel: 
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(Mxf)(t) =fo°º mx(t + s)f(s)ds, (lG) 

t;:: O, f(s) E L 2(R+,L2 (sn- 1 )) (ver Teorema 4.3, capítulo 4). 

Denotamos por L 2(R,L2(sn- 1)) al espacio de Hilbert de funciones Lebesgue cua­
drado integrables sobre R con valores en L2(sn- 1). 

Definirnos para cada x E R n fijo 

fx(t,w) = s - lirn ~IN e-•kt[(I- s~'(k))l(w)Jdk, 
N-oo v2rr -N 

(17) 

donde l(w) es la función sobre L2(sn-l) idénticamente igual a uno. La transformada de 
Fourier unidimensional en (17) converge en la topología fuerte de L 2(R,L2(sn- 1)). Note 
que por (14) [(!- S[(k))l(w)J E L 2(R,L2(sn- 1 )). También denotaremos por fx(t,w) a 
la restricción a R + de (17) la cual es una función en L 2 (R+, L2(S"-1)). 

Para X E R", k >o, y w E sn-l definirnos (ver capítulo 3) 

( 18) 

donde R±(k2) son los resolventes extendidos al eje real por el principio del límite absorbente 
(ver capítulo 3) . .P±(x,k,w) son las autofunciones generalizadas <le H =Ha+ V(x): 

(Ha+ V(x)).P±(x,k,w) = k2<f>±(x, k,w), 

que satisfacen la condición de radiación incidente (emergente) de Somerfeld. 

Definimos 

y 

ef>(x,k,w) = {<f>-(x,k,w) 
<P+(x,-k,-w) 

, kE(O,oo), 
, k E (-oo,0), 

1/J(x,k,w) = 1- e-•kw·xq,(x,k,w). 

(19) 

(20) 

(21) 

Probamos en el capítulo 4 que si H = Ha+ V (x) no tiene autovalores no positivos y 

si cero no es una resonancia (ver Definición 3.3¡ las terminologías de energía cero o estado 
semiacotado son también usadas en la literatura) entonces para cada x E R" fijo, 1/l(x, k, w) 
pertenece a la clase Hardy Lebesgue, H+, de funciones sobre R con valores en L 2(sn- 1); 
o sea, el espacio de Hilbert de funciones en L 2(R, L 2(s"-1)) que son valores frontera en 
sentido L 2 de funciones J(z), z = k+1q E e+, con valores en L 2(sn-l) que son analíticas 
sobre e+ y tales que 
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Definimos 

supj llJ(k + 1q)llc.2(s"-1)dk < oo. 
q>O 

Xx(t,w)=s- lim ,,;__¡N,e-•kt,¡,(x,k,w)dk, 
N~co v2·ir -1\ 

(22) 

(23) 

donde la transformada de Fourier unidimensional en (23) converge en la topología fuerte 
de L2(R,L2(sn-1)). Dado que !/!(x,k,w) EH+ es un resultado clásico (ver Reed y Simon 
1975, página 109) que Xx(t,w) = O para t < O. También denota.remos por Xx(t,w) E 
L2(R-t-,L2(sn- 1)) a In restricción a t >O de (23). 

Nuestro principal resultado es (Weder 1990) 

Teorema 1, 

Suponga que ti ::C: 3, que V (x) es una función real valuada continua sobre R n 
tal que todas sus derivadas de orden hasta no son funciones acotadas, donde <>o es el 
entero más pequeño tal que no > -~ + ~, y que ( 4) es satisfecha. Además, suponga 
que H = Ha + V (x) no tiene autovalores no positivos y que cero no es una resonancia. 
Entonces para cada x fijo, .~fx es un operador autoadjunto compacto en L2(R+ ,L2(sn-l)) 
y su norma de operador es menor o igual que uno. Además, la función x _, 1\Jx es 
continua de R" en B(L2(R+,L2(S"- 1))), el espacio de Banach de operadores acotados 
sobre L2(R+,L2 (sn-l)). 

Más aún, la función Xx(t,w) definida en (23) es para cada x E Rn fijo una solución 
a la ecuación generalizada de l\forchcnko Newton 

Xx(t,w) = MxXx(t,w) + fx(t,w), {24) 

en L2(R+,L2(sn-I)), donde fx(t,01) está definida en (17). Además, la función x -> 

Xx(t,w) es continua de R" en L2(R+,L2 (s"- 1)). La función x -> w · V'xxx(t,w) es 
también continua de R" en L2(R+,L2(sn-I)), donde por V'x denotamos al operador 
gradiente \7 x = (Ir¡,. .. , o%,;-). 

Para cada x E R" fijo, w · V'xxx(t,w) es una función continua de t E jO,oo) en 
L 2(sn-I) y satisface la identidad generalizada el milagro de Newton 

V(x)"" ~limw· V'xxx(t,w). y;;: t!O 
(25) 

Si +1 no es un nutovalor de Afx la ecuación generalizada de Marchenko Newton 
(24) tiene una única solución en L2 (R+,L2(s"- 1)). Si tampoco -1 es un autovalor de Mx 
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entonces la norma de operador de ]\f, es estrictamente menor que uno y la única solución 
a (24) está dada por 

00 

Xx(t,w) = L J\[~ fx(t, w), (26) 
n=O 

donde la serie de Neumann en (2Cl) converge absolutamente en L 2 (R+, L2(S"- 1)), unifor­
memente para x en cualquier conjunto compacto de R", y donde ±1 no son autovalores 
de llfx. En particular si para alguna ó > O 

11(1 + lxll2+óv(x)lloo = sup (1 + lxl)2+8¡v(x)l '.'Ó t., (27) 
xEil." 

para t. >O suficientemente pequeña,±! no son autovalores de ll:fx y la norma de operador 
de lvfx es estrictamente menor que uno, y la serie de Neumann (2Cl) es uniformemente 
convergente en conjuntos compactos de R". 

Más aún, si por ejemplo V(x) :::: O, entonces obviamente H = lfo + V(x) no tiene 
u.utovalorcs no positivos, y ta1npoco cero es una resonancia (ver las observaciones después 
de la Definición 3.3). 

La reconstrucción de V ( x) va como sigue (ver Newton 1980): de la matriz de 
dispersión S(k) obtenemos el operador generalizado de Marchenko Newton 111x. Entonces 
resolvemos la ecuación generalizada de Marchenko Newton (24). Si +1 no es un autovalor 
de Mx la solución es única y obtenemos el pot~ncial a partir de' la identidad generalizada 
de Newton (25). Sí -1 tampoco es un autovalor de Afx la serie de Neumann (2Cl) es 
convergente. Sabemos en particular que :t 1 no son autovalores de ,\f, para toda x E R n 
si t. en (27) es suficientemente pequeña. 

Note que por (20), (21) y (23) tomando la transformada de Fourier inversa en t de 
Xx(t,w) obtenemos las autofunciones generalizadas .P:!:(x, k,w) para toda x E R", k E R', 
w E 5n-1. 

La tesis está organizada como sigue: En el capítulo 1 damos las definiciones bási­
cas tales como espacios de Banach, espacios H'•P, y nociones sobre integración vectorial; 
además, citamos algunos resultados explicitando la fuente. En el capítulo 2 damos una 
introducción a la teoría de la dispersión. En los capítulos 3 y 4 consideramos el caso de 
dimensiones epaciales n, n 2: 2 (cuando un resultado sea sólo válido paran ::C: 3 será explíci­
tamente mencionado). 

En el capítulo 3 primero enunciamos algunos resultados clásicos sobre el principio 
del límite absorbente y de la teoría de dispersión estacionaria que usaremos más tarde. 
Aquí seguimos a Agrnon 1975. La teoría es extensiva a potenciales con singularidades. 

En el Lema 3.4 probamos el resultado sobre el decaimiento de in normn de operador 
de In matriz de dispersión menos ln identidnd que usarnos en el. capítulo 4. Directamente 
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ligamos la iaza de decaimiento de S(k) - [a las singularidades del potencial. Obtenemos 
la mejor taza de decaimiento cuando V(x) no tiene singularidades. 

En el Lema 3.5 damos una simple prueba de la relación de reciprociclacl ele la matriz 
de dispersión basada en la invariancia <le reversión temporal. 

Entonces estudiamos las propiedacJe,; de analiticidad de las autofuncioncs genera­
lizadas de H = Ha+ V(x). Aquí seguimos el método introducido por Dalslev 1988 en 
el ca.so n = 3. Generalizamos sus resultados y proban1os que. para n ~ 3 las autofun­
cioncs generalizada!:; tienen para X (:: u.n y w E 5ri-l fijas una cxtcnsic>n 1ncro1nórfica a 
k E e+ con polos en k¡ = -·•<J¡ donde -qj, j = 1, 2, 3, ... , son los a u tova lores negativos 

de H = Ilo + V(x). También estudiamos el comportamiento en k =O. · 

En el capítulo 4 estudiamos la ecuacicín generalizada de Marchenko Newton. En 
el Teorema 4.3 obtenemos nuestros principales resultados sobre las propiedades del ope­
rador generalizado de .Marchenko Newton. Este teorema vale para potenciales V(x) con 
singularidades. 

En el Tcore1na 4.6 obtenemos las propiedadc:; de X:r(t,(..)). En particular probaino:j 
que la identidad generalizada el milagro de Newton es cierta. Entonces completamos la 
prueba del Teorema l. 

Esta tesis consiste en el estudio del artículo ele \Vedcr 1090 y de los métodos 
matemáticos utilizados en él. 

Como en todos los artículos de investigacicín, el nivel tanto de los conceptos como 
de las técnicas matemáticas rebasa los conocimientos de un estudiante ordinario de licen­
ciatura. Por lo que uno de los objetivos de esta tesis es explicar de una manera detallada 
el artículo en estudio. Para ello; daremos todas las definiciones básicas y elementos nece­
sarios (capítulos 1 y 2), adctnás desarrolla.ren10s con rnayor ext.ensión las de1nostracioncs 
en el artículo (apéndices). 

La componente original de este trabajo está en los apéndices. ya que casi todos los 
resultados ahí fueron probados por el autor de la tesis. 

En el Apéndice A nos enfocamos hacia los espacios de Banach. Damos primero al­
gunas reglas de manipulación formal de operadores lineales en espacios vectoriales. Después 
estudiamos funciones que toman valores en espacios de Bnnach definidas en espacios to­
pológicos arbitrarios. Algunas reglas sobre la continuidad débil, fuerte o uniforme de 
tales funciones son considerad1Ls. También estudiarnos operadores en espacios de Danach, 
álgebras de Danach y espacios de Hilbert. Concluimos este apéndice con una prueba ge­
neralizada sobre el cálculo del espacio dual de un espacio de Sobolev con peso, Ho.,•· 

En el Apéndice B realizamos un estudio basado en el Capítulo 3 del libro de Hillc y 

Phillips 1957, sobre funciones que toman valores operacionales dcfinid;cs sobre espacios de 
medida. Se define el concepto ele función medible para esta clase de funciones y se define 
su integral (integral de Dochner). 

En el Apéndice C estudiamos los espacios de Sobolev con peso IIa,• y los operadores 
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de multiplicación que aquí se pueden definir. El cálculo de la familia espectral del operador 
Ho se basa en los resultados de este apéndice. Algunas fórmulas de interpolación son 
deducidas basadas en el tcoremit de tres líneas de Hadamard. 

En el Apéndice D estudiamos tres tipos de operadores definidos en espacios de 
funciones complejo valuada.~ definidas en R n. Tales operadores son: la multiplicación del 
argumento de la función por una matriz, la translación del argumento de la función, y los 
operadores multiplicación por una función cuyo argumento es el producto de la variable x 
por un vector complejo e E en. 

En el Apéndice E estudiamos las principales propiedades del operador de Schrodin­
ger H (que es autoadjunto, acotado por debajo,etc.}, y a su resolvente extendido, R±(z), 
mediante el principio del límite absorbente. ' 

El Apéndice E está avocado a detallar las demostraciones en los Capítulos 3 y 4 
en relación a la matriz de dispersión. 

El Capítulo 3 de esta tesis utiliza algunos resultados de Dalslev 1988 relacionados 
con una generalización del principio del límite absorbente. Los Apéndices G y H detallan 
algunos puntos al respecto. Propiedades de analiticidad de las autofuncioncs generalizadas 
<?± son probadas utilizando resultados de Agmon 1975. 

Por último, las demostraciones en el Apéndice I hacen explicativos los resultados 
sobre el operador de Marchenko Newton generalizado del Capítulo 4. 

En relación a la.s convenciones sobre la notación, las sigla.s d.e.e.c. denotarán 
"donde en este caso". Cuando se cite algún resultado se hará primero indicando la na­
turaleza del mismo (lema, teorema), después indicando el número del capítulo o nombre 
del apéndice, y por último el número de dicho resultado. Par ejemplo, {L.A.27) denota al 
lema 27 en el apéndice A. 

Cuando escribamos {±, 'f} = { -, +} significaremos que se establece la siguiente 
igualdad entre símbolos formales: 

±= -::¡:. 

Algunos símbolos que emplearemos son: 

/\ Símbolo de conjunción, "!/'. 
Símbolo de disyunción, "6 ". 

Conjunto potencia correspondiente al conjunto C. 

{28} 

V 

P(C) 
B,(x) Bola de radio r y centro en x en el espacio métrico en consideración. 

XC Función característica correspondiente al conjunto C. 

D1(Rn) Espacio de distribuciones en R". 

p,(x) = (1 + lxl2)•/2. 
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Capítulo 1 

Nociones preliminares 

Espacios de Banach. 

l. Espacios normados. Un espacio vectorial X se llama espacio normado cuando 
a cada x E X está asignado un número real no negativo l\x\I, llamado norma de x, de 
manera que 

(a) \\x +Y\\ S \\x\\ +\\y\\ para cualesquiera x e y de X, 

(b) l\ax\J = \a\l\xl\ si x E X y a es un escalar, 

(e) \\x\\ > O si x -j O, \\xi\ =O {o> x =O. 

Todo espacio normado puede considerarse como un espacio métrico, en el que la 
distancia d(x,y) entre x e y es l\x - y\\. Las propiedades características de d son: 

(i) O :S: d(x, y) < oc para cualesquiera x e y, 

(ii} d(x, y) = O si, y sólo si, x = y, 

{iii) d(x, y) = d(y, x) para cualesquiera x e y, 

(iv) d(x, z) :S: d(x, y)+ d(y, z) para cualesquiera x, y, z. 
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Un e3pacio de Banach es un espacio normado que es completo en la métrica definida 
por su norma; es decir, toda sucesión de Cauchy es convergente hacia un elemento del 
espacio. 

Se dice que un subconjunto Y C X es un 3ube3pacio de X, si Y es también un 
espacio vectorial (respecto de las mismas operaciones de X). Se comprueba fácilmente que 
esto ocurre, si y sólo si, O E Y y 

o:Y + {3Y e Y 

para todo par de escalares o: y f3. 

2. Espacios vectoriales topológicos. Sea r una topología sobre un espacio 
vectorial X tal que 

{a) cada punto de X e3 un conjunto cerrado, y 

{b} /a3 operacione3 de e3pacio vectorial 3on continua3 re3pecto der. 

Diremos que una métrica d sobre un espacio vectorial X es invariante, si 

d(x+ z,y + z) = d(x,y) 

X es localmente convexo si existe una base topológica local B cuyos elementos son 
convexos. 

X es un e3pacio de Fréchet si su topología r está inducida por una métrica d 
invariante y completa, y es localmente convexo. 

3. Aplicaciones lineales acotadas. Sean X e Y espacios vectoriales topológicos 
y A: X -> Y una aplicación lineal. Se dice que A es acotada si transforma conjuntos 
acotados en conjuntos acotados, es decir, si A(E) es un subconjunto acotado de Y para 
cada conjunto acotado E e X. 

4. Definición. El e3pacio dual de un espacio vectorial topológico X es el espacio 
vectorial x• cuyos elementos son las formas lineales continua3 en X. 

5. Definición. Sean íl un abierto de C, y X un espacio vectorial topológico 
complejo. 

(a) Una función f: íl ->X es débilmente lwlomorfa en íl si para toda A E X' la 
función AJ es holomorfa en sentido ordinario. 

{b} Una función f: íl-> X es fuertemente holomorfa en íl cuando existe 
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l. /{ w)- f(z) 
imw-z w-z 

(en la topología de X) para todo z E íl. 

6. Notación. Si X e Y son espacios vectoriales topológicos, se denota B(X, Y) 
al conjunto de todas las aplicaciones lineales acotadas (u operadore3) de X en Y. Por 
brevedad, B(X,X) se representa por B(X). Con las definiciones habituales de suma 
y multiplicación de funciones por escalares, cada B(X, Y) es un espacio vectorial. En 
general, B(X, Y) puede dotarse de estructura de espacio vecto¡ial topológico de muchos 
modos. 

7; .. Notación. Si T aplica X en Y, el núcleo y la imagen de T se denotarán, 
respectivamente, N(T) y R(T). Explícitamente, 

N(T) = {x E X:Tx =O}, 

R(T) ={y E Y:Tx =y para algún x E X}. 

8. Definición. Sean X e Y espacios de Banach, y U la bola abierta unitaria de 
X. Se dice que un operador T E B(X, Y) es compacto cuando la adherencia de T(U) es 
compacta en Y. Denotamos por Bo(X, Y) al conjunto de todos los operadores compactos 
de B(X,Y). 

9. Proyecciones. Sea X un espacio vectorial. Se dice que una aplicación lineal 
P: X -+ X es una proyección cuando 

p2 = P, 

es decir, si P(Px) = Px para todo x E X. 

10. Definición. Un álgebra comple;"a es un espacio vectorial A sobre el cuerpo 
complejo C en el que está definida una multiplicación que satisface 

x(yz) = (xy)z, (1) 

(x + y)z = xz + yz, x(y + z) = xy + xz, (2) 

y 
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ct(xy) = (ax)y = x(ay) (3) 

para cualesquiera x, y y z de A y para todo escalar a. 

Si, además, A es un espacio de Banach respecto de una norma que satisface la 
desigualdad multiplicativa 

\lxyij S:: i!xli llYll (x E A, y E A} (4.) 

y si A contiene un elemento unidad e tal que 

xe =ex= x (x E A} (5) 

y 

llell = 1, (6) 

entonces A se llama álgebra de Banach. 

Si x E A, el espectro 11(x) de x es el conjunto de todos los números complejos ,\ 
tales que .\e - x no es invertible. El complementario de 11( x) es el coniunto resolvente de 
x; está formado por todos los ,\E C para los cuales (.\e - x)- 1 existe. 

El radio espectral de x es el número 

p(x) = sup{l.\I: ,\E 11(x)}. (7) 

Es el radio del menor disco circular en C centrado en O, que contiene a(x). Naturalmente, 
(7) no tiene sentido cuando cr(x) es vacío. 

La función operador-valuada 

R(O = R(~,T) = (T- 0-1 (8) 

es llamada el resolvente de T. 

Encontramos necesario considerar operadores T no necesariamente definidos para 
todos los vectores del espacio dominio. Por tanto definimos un operador T de X a Y como 
una función que manda a cada vector u en una cierta variedad lineal D de X a un vector 
v = Tu y que satisface la condición de linealidad para todo u1, u 2 E D. D es llamado 
el dominio de definición, o simplemente el dominio, de T y es denotado por D(T). Si 
D(T) es denso en X, T se dice que es densamente definido. Si D(T) =X, T se dice que 
está definido sobre X. Si Y = X, diremos que Tes un operador en X. 

Sea T un operador de X a Y. Una sucesión Un E D(T) se dice que es T-convergente 
(a u E X) si tanto {un} como {Tun} son sucesiones de Cauchy (y Un-> u). Escribiremos 
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Un "Tu para denotar que {un} es T-convergente a u. T se dice que es cerrado si Un Tu 
implica que u E D(T) y Tu == limTun; en otras palabras, si para cualquier sucesión 
Un E D(T) tal que Un _, u y Tun -> v, u pertenece a D(T) y Tu == v. En aparier,cia la 
cerradura recuerda a la continuidad, pero en realidad las dos nociones son muy diferentes. 

El conjunto de todos los operadores cerrados de X a Y s;rá denotado por C(X, Y). 
También escribimos C(X,X) == C(X). 

Un operador T de X a Y se dice que es cerrable si tiene una extensión cerrada. 
Es equivalente a la condición de que el grafo G(T) sea una subvariedad de una variedad 
lineal cerrada la cual es al mismo tiempo un grafo. Se sigue que T es cerrab/e si y sólo 
si la cerradura G(T) de G(T) es un grafo. Somos por tanto conducidos al criterio: T es 
cerrable si y sólo si ningún elemento de la forma {O, v }, v f. O, es el límite de elementos de 
la forma {u, Tu}. En otras palabras, Tes cerrab/e si y sólo si 

Un E D(T}, Un ->O y Tun -> v implican V== O (9) 

Considere un operador T de X a Y y un operador S de y• en x•. T y S se dice 
que son adjuntos entre sí si 

(g, Tu) == (Sg, u), u E D(T), g E D(S}. (10) 

Sean T y A operadores con el mismo espacio dominio X (pero no necesariamente 
con el mismo espacio rango). Suponga que D(T) e D(A) y, para cualquier sucesión Un E 
D(T) con ambas {un} y {Tun} acotadas, {Aun} contiene una· subsucesión convergente. 
Entonces A se dice que es relativamente compacto con respecto de T o simplemente T­
compacto. 

Diremos que un escalar,\ pertenece al espectro esencial <1e(A) de A si,\ E u(A+K) 
para cada operador J( compacto sobre X. Por tanto 

ue(A) == íl u(A + K). (11) 
KEDo(X) 

11. Definición. Un álgebra de Banach con una involución x --+ x' que satisface 

lfxx' lf == llxll 2 (12) 

para cada x E A se llama una B*-álgebra. 

12. Definiciones. Un espacio vectorial complejo H se llama un espacio con 
producto interior (o espacio unitario) si a cada par ordenado de vectores x e y de H 
está asociado un número complejo (x, y), llamado producto interior o producto escalar de 
x e y, de manera que se verifican las siguientes reglas: 
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{a) (y,x) = (x,y). (La barra denota conjugación compleja). 

(b} (x +y, z) = (x, z) +(y, z). 

(e} (ax, y)= a(x,y) si x EH, y EH, a E C. 

{d) (x,x) ~O para todo x E H. 

{e} (x, x) =O solamente cuando x =O. 

Todo espacio con producto interior puede normarse definiendo 

lfxll = (x,x)l/2. 

Cuando el espacio normado que resulta es completo, se dice qu~ es un espacio de Hilbert. 

13. Teorema. Si lvf es un subespacio cerrado de H, entonces 

H=MEJlvfl.. 

La conclusión es, de manera más explícita, que J.1 y J.11. son subespacios cerrados 
de H cuya intersección es {O} y cuya suma es H. El espacio J.11. se llama complemento 
ortogonal de J\1. 

Considere dos espacios unitarios H y H 1
• Una fu~ción complejo-valuada tju,u1J 

definida para u E H y u1 E H1 es llamada una forma ,,esquilinear sobre H x H1 si es lineal 
en u y semilineal en u1

• Si en particular H 1 = H, hablamos de una forma sesquilineal sobre 
H. El producto interior en Hes un caso especial de forma sesquilineal sobre H. Para una 
forma sesquilineal general t[u, vJ sobre H, no hay relación entre tju, v] y tjv, u] de tal forma 
que la forma cuadrática t[u] = t[u, u] no necesita ser real-valuada. En cualquier caso, sin 
embargo, tenemos la relación (principio dr. polarización) 

1 
tju,vJ = ¡(t[u + v] - t[u - vJ + 1t[u + 1vJ - 1t[u - 1vJ) (13) 

Por tanto la forma sesquilineal de t[u, v] está determinada por la forma cuadrática asociada 
tjuJ. En particular t[u, v] =O idénticamente si tju] =O idénticamente. t[u, v] es llamada In 
forma polar de t[uJ. 

14. Familias ortonormales completas. No definimos la noción de base en un 
espacio de Dnnach general. En un es!Jacio de Hilbert, una familia ortogonal completa juega 
el papel de una base. 

Vamos a considerar un operador compacto arbitrario T E Bo(H, H 1
) donde H 1 es 

otro espacio de Hilbert. Dado que T'T es un operador compacto simétrico no negativo en 
H, tenemos la expresión espectral (note que los autovalores de T'T son no negativos) 

00 

T'T = L <>k( , \Ok)'Pb (cpj, 'Pk) = Ójb (14) 
k=l 
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donde T*Tipk = a¡'Pk, k = 1, 2, ... y a 1 2: °'2 2: · · · >O. Sea 

(15) 

Los 'P~ forman una familia ortonormal en H 1, pues (ipj,'PU = (a;ak)- 1(Tip;,T'Pk) 

( °'j°'k)-l (T'Tip;, 'Pk) = °'i°'k 1 ('Pj• 'Pk) = 6jk· Ahora afirmamos que 

co 

T == L ak( , ipk)ip~. (16) 
k=l 

Sea TE B(H,H1
) y definamos 

iiTi12 = ( f llT'Pkii2 t 2
, 

k=I 
(17) 

donde { 'P k} es una familia ortonormal completa en H. Si la serie al lado derecho de ( 17) 
no converge, hacemos il.Tll2 = oo. llTfl2 es llamada la norma Schmidt de T. 

La norma Schmidt es independiente de la elección de la familia {ipk} empicada en 
la definición. Para ver esto notamos que 

L llT'Pkil2 
= L L i(T'Pk> \?;-Ji2 = L L i('Pk> T'\?;·)12 

= 
k k j j k 

( 18) 

donde {'P~-} es una familia ortonormal completa en H 1
; el cambio de orden de suma en 

(18) está permitido porque todos Jos términos involucrados son no negativos. El miembro 
izquierdo de (18) es independiente de la particular familia {ip~-}, mientras que el miembro 
derecho es independiente de la particular familia {ipk}. Por lo tanto ambos miembros son 
independientes de la elección de { 'P d o { 'P~·}. 

El subconjunto de B(H, H 1
) consistente en todo T con llTll2 < oo es llamado la 

clase de Schmidt; y será denotada por Bz(H, H 1
). 

Si T = T', entonces T se llama autoadjunto. 

15. Operadores normales. Se dice que un operador lineal (no necesariamente 
acotado) T en H es normal cuando T es cerrado, densamente definido y 

T'T = TT'. 
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Los siguientes resultados están en Rudin 1979. 

Teorema 1.10. Sean K y C dos subconjuntos de un espacio vectorial topológico X 
tales que K es compacto, C es cerrado y K n C = <ji. Entonces O tiene un entorno V tal 
que 

(K +V) n (C +V) =<ji. 

Teorema 1.15. Todo subconjunto compacto K de X es acotado. 

Teorema S.17. Sea V un entorno de O en un espacio vectorial topológico separable 
X, y sea {An} una sucesión en x• tal que 

(x E V, n = 1,2,3, ... ). 

Entonces existe una subsucesión { An¡} y un A E X* tales que 

(xEX). 

Teorema S.91. Sean íl un conjunto abierto de C y X un espacio de Fréchet com­
plejo, y supongamos que 

/:íl-+X 

es una función holomorfa débilmente. Entonces f es fuertemente holomorfa en 11. 

Teorema 4.10. Sean X e Y espacios normados. A cada TE B(X, Y) le corresponde 
un único T* E B(Y*, X*) que verifica 

< Tx,y• >=< x,T*y• > 

cualesquiera que sean x E X e y• E y•. Además, se verifica 

llT*ll =l!Tll. 
Teorema 4 .18. Sean X e Y espacios de Banach. Entonces los operadores compactos 

forman un subespacio cerrado de B(X, Y) en la topología nórmica. 

Teorema 4.25. Sea X un espacio de Banach, TE B(X), y supongamos que T sea 
compacto. Si Á -f O y Á E a(T) entonces Á es un valor propio de T y X es un valor propio 
de T* con la misma multiplicidad. 

Página 18 Nociones preliminares 



Sea A un álgebra de Banach; sea G = G(A) el conjunto de todos los elementos 
invertibles de A 

Teorema 10.12. Si A es un álgebra de Banach, entonces G(A) es un subconjunto 
abierto de A, y la aplicación x-+ x- 1 es un homeomorfismo de G(A) en G(A). 

Teorema 11.28. Toda B'-álgebra A es tal que si x E A es normal, entonces p(x) = 

llxll· 
Teorema 12. 7. Si TE B(H) y (Tx, x) =O para todo x EH, entonces T =O. 

Teorema 12.14. Cada una de las tres propiedades siguientes de una proyección 
PE B(H) implica las otras dos: 

{a} Pes autoadjunta. 

{b} R(P) = N(P).L. 

(e} (Px,x) = 11Pxll 2 para todo x E H. 

Teorema 19.91. Sea A un operador autoadjunto en H. (Ax, x) ;::: O para todo 
x E D(A) (brevemente: A;::: O) si y sólo si a(A) e ¡o,oo). 

El siguiente resultado está en Royden 1969. 

PropoBición 6.4. Un espacio lineal normado X es completo si y sólo si cada serie 
absolutamente sumable es sumable. 

Los siguientes resultados están en Kato 1976. 

Teorema III.4 .8. El producto de un operador compacto con un operador acotado es 
compacto. Más precisamente, sean TE Bo(X, Y) y A E B(Y, Z), BE B(W,X), W,X, Y, Z 
siendo espacios de Banach. Entonces ATE Bo(X, Z) y T B E Bo(W, Y). 

Teorema 111.5.20. Un operador cerrado T de X a Y con dominio X es acotado. 
En otras palabras, TE C(X, Y) y D(T) =X implican que TE B(X, Y). 

Teorema lll.5.28. Sean T de X a Y y S de Y* a X* adjuntos entre sí. Si uno de 
T o S es densamente definido, el otro es cerrable. 

Teorema 111.6. 7. p(T) es un conjunto abierto en el plano complejo, y R(E) es 
(puntualmente) holomórfica para E E p(T). ("Puntualmente" toma en cuenta que p(T) no 
necesita ser conexo.) Cada componente de p(T) es el dominio natural de R(() (R(E) no 
puede ser continuada analíticamente más allá de p(T)). • 

Teorema lV.5.95. El espectro esencial es conservado bajo una perturbación relati­
vamente compacta. Más precisamente, sea TE C(X) y sea A T-compacto. Entonces T y 
T + A tienen el mismo espectro esencial. 
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Eiemplo IX.1.6. Si X =H es un espacio de Hilbert y T = 1H con H un operador 
autoadjunto, tanto T como -T satisfacen las condiciones 

i) TE C(X) con dominio D(T) denso en X. 

ii) El eje real negativo pertenece al conjunto resolvente de T, y el resolvente 
(T + e)-1 satisface la desigualdad 

ll(T+ e¡- 1 11~1/e, e> o. 
Por tanto U(t) = e-T está definido para -oo < t < +oo y satisface 

d 
;¡¡U(t)u = -U(t)Tu = -TU(t)u, t ~O, u f.'. D(T). 

Se sigue que 

U(t + s) = U(t)U(s), s, t ~O. 

se satisface paras, t reales, positivos, negativos o cero. En particular U(t)U(-t) = U(O) = 
1, así que llU(t)u!I = l!ujj y U(t), es isométrico. Dado que U(t)-1 = U(-t) E B(H), U(t) 
es incluso unitario: U(t) = e-lf f forman un grupo unitario. 

Integración vectorial. 

Nos concernerán funciones vector-valuadas x(a) definidas en algún conjunto abs­
tracto C a un espacio de Banach X. Por tanto a cada punto a E C corresponde un único 
vector x(a) perteneciente a X. En el caso en que el espacio de Banach sea el espacio de 
operadores lineales acotados de X a Y, esto es B(X, Y), hablaremos de la función como 
una /unción operador-valuada y la denotaremos por U(a). 

La siguiente definición está en Hille 1948. 

Definición 9.f!.S. x(a) se dice que es separablemente-valuada si su rango R = x(S) 
es separable. Es casi separablemente-valuada si existe un conjunto nulo So en S tal que 
x(S - So) es separable. 

La.• siguientes definiciones están en Hillc y Phillips 1957. 

Definición 9.5.,/. (1) x(a) se dice que es débilmente medible en C si las funciones 
numéricamente-valuadas x•(x(a)J son medibles para cada x• Ex•. (2) x(o) es fuertemente 
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medible si existe una sucesión de funciones numerablementc-valuadas convergente en casi 
todo punto en e a x(u). 

Definición 9.5.5. (1) La función operador-valuada U(u) se dice que es uniforme­
mente medible en C si existe una sucesión de funciones operador-numerablemente-valuadas 
en B(X, Y) convergente casi dondequiera a U(u) en la topología uniforme de operadores. 
(2) U(u) es fuertemente medible en C si la función vector-valuada U(u)[x] es fuertemente 
medible en el sentido de la Definición 3.5.4 (2) para todo x E X. (3) U(u) es débilmente 
medible en C si y'{U(u)[x]} es medible para toda x E X, y' E Y'. 

Definición 9. 7.2. Una función numcrnblemente-valuada .x(u) sobre Ca X es inte­
grable (Bochner) si y sólo si llx(u)ll es integrable (Lebesgue). Por definición 

(B) JE x(u)dm = f xkm(Ek Q E) 
k=l 

donde x(u) = Xk sobre Ek e e (k = 1,2,. .. ). 

Definición 9. 7.9. Una función x(u) sobre G a X es integrable (Bochner) si y sólo si 
existe una sucesión de funciones numerablemente-valuadas integrables { xn(u)} convergente 
casi dondequiera a x(u) y tal que 

/i..rr¿,/
0 

iJx(u) - xn(u)lldm =O. 

Por definición 

(B) r x(u)dm = lim (B) r Xn(u)dm JE n->oo JE . 

para cada E en la u-álgebra de C. 

Los siguientes resultados están en Hille 1948. 

Teorema 9.2.2. x( a) es fuertemente medible en C si y sólo si es débilmente medible 
y casi separablemente-valuada. 

Teorema 9.8.9. (1) Si x(a) e y(o:) son fuertemente medibles en C y 7¡, 12 son 
constantes, entonces 11x(o:) + 12y(o:) es fuertemente medible. (2) Si /(o:) es una función 
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numéricamente-valuada finita que es medible (Lebesgue), entonces f(a)x(a) es fuertemente 
medible si x( a) tiene esta propiedad. 

Teorema S.S.1. Una condición necesaria y suficiente para que U( a) sea (1) fuerte­
mente medible es que U(a) sea débilmente medible y que U(a)ixj sea casi separablemente­
valuada en X para toda x E X; (2) uniformemente medible es que U(a) sea débilmente 
medible y casi separablemente-valuada en B(X). 

El siguiente resultado aparece en Hille y Phillips 1957. 

Teorema S. 7.4. Una condición necesaria y suficiente para que x(O') de O a X sea 
integrable (Bochner) es que x(O') sea fuertemente medible y que fo Jlx(O')lldm <oc. 

Espacios H'•P. 

Los siguientes resultados están en Royden l!l69. 

Proposición 2.8 Cada conjunto abierto ele números reales es la unión de una co­
lección numerable de intervalos abiertos disjuntos. 

Teorema S.20 Sea< fn > una sucesión de funciones medibles (con el mismo domi­
nio de definición). Entonces la funciones sup{f¡, ... , fn}, inf{f¡, ... , f,.}, SUPn f,., inf,. f,., 
limfn y limf,, son todas medibles. 

16. Ejemplo. Cuando los espacios dominio y rango X, Y son espacios de funciones 
tales como G(E), LP(E), un operador T definido por la multiplicación por una función fija 
es llamado un operador multiplicación. Por ejemplo, sea X= LP(E), Y= Lq(E) y defina 
T por Tu(x) = f(x)u(x), donde f(x) es una función complejo-valuada medible fija definida 
sobre E. D(T) debe ser tal que u E D(T) implique fu E Lq(E). Si D(T) es ma.ximal con 
esta propiedad [esto es, D(T) consiste en todas las u E LP(E) tales que fu E Lq(E)), Tes 
llamado el operador multiplicación maximal por f(x). T es invertible si y sólo si f(x) f. O 
casi dondequiera en E. Si en particular p = q, el operador multiplicación ma.ximal T 
está definido sobre la totalidad de LP(E) si y sólo si f(x) es esencialmente acotada sobre 
E. 

17. Ejemplo. Un operador de la forma 

Tu(y) = v(y) =JE t(y,x)u(x)dx, y E F, (19) 
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es llamado operador integral con kernel t(y, x). t (y, x) es una función complejo-valuada 
definida para x E E, y E F (E, F son, por ejemplo, subconjuntos de espacios euclideanos, 
no necesariamente de la misma dimensión). Si X e Y son espacios de funciones definidas 
sobre E y F respectivamente, digamos X= LP(E) e Y= Lq(F), entonces (19) define un 
operador T de X n Y con una apropiada especificación de D(T). D(T) debe ser tal que 
para u E D(T), la integral a la derecha de (19) exista (en un sentido apropiado) para casi 
toda y y el resultado v(y) pertenezcan Y. Si D(T) consiste exactamente de todas esas u, 
T es llamado operador integral ma:timal definido por el kernel ~ado. 

18. El símbolo íl denota un conjunto abierto en un espacio Euclidiano n­
dimensional real, Rn. 

Si O < ,\ :::; 1, definimos cm,A(TI) como el subespacio de crn(IT) consistente en 
aquellas funciones e/> para las cuales, para O ~ !al :,; m, Dª q, satisface en íl una condición 
de Holder de exponente ,\, esto es, existe un¡¡. constante J( tal que 

¡D''?(x) - Dªc/>(y)i :S K/x - y/\ x, y E íl 

cm,A(il) es un espacio de Banach con la norma dada por 

Es claro que cm· 1(TI) <t cm+l(IT). 

Para una función <P(x) la cerradura del conjunto de puntos para los cuales ,P(x) f' O 
es llamado el soporte de t/; y denotado por supp </J. 0 00 (R n) denota al conjunto de funciones 
que son infinitamente diferenciables en Rn. Por C8"'(Rn) denotaremos al conjunto de 
funciones t/; E 0 00 (R n) tales que supp <P es acotado. Si u es una función definida en R", 
y si x E Rn, T,u es la función definida por 

(T,u)(y) = u(y + x), (20) 

Dado un t E R", el carácter e¡ es la función definida 

e¡(x) = e't·x = exp{1(t¡x¡ + · · · + tnxn)} 

Todo e¡ verifica la ecuación funcional 

e¡(x +y)= e¡(x)et(y). 
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Así pues, e¡ es un homomorfismo del grupo aditivo Rn sobre el grupo multiplicativo de los 
números complejos de módulo l. 

La transformada de Fourier de una función f E L1(Rn) es la función j definida 
mediante 

La aplicación que lleva f a j se denomina transformación de Fourier. 

19. Funciones de decrecimiento rápido (espacio de Schwartz). Consiste 
en las funciones f E G00 (Rn) que verifican la condición 

sup sup (1 + Jxl~Nl(Dª J)(x)I < oo 
lal:S N xEil.n 

(21) 

para todo N = O, 1, 2, .... (Recordemos que.._!xJ 2 = ¿: xl .) Dicho de otra forma, se exige 
que P · Dª f sea una función acotada sobre R n, cualesquiera que sean el polinomio P y el 
multi-índice a. Puesto que esta condición se cumple con (l + JxJ"+')P(x), E> O, en Jugar 
de P(x), resulta que toda P · Dª f pertenece a L 1(Rn). 

Las funciones de decrecimiento rápido forman un espacio vectorial que se denota 

J; en el cual Ja colección numerable de seminormas (21) define una topología localmente 
convexa. 

20. Los espacios H'•P. En esta sección definiremos clases de funciones que son 

importantes en la teoría de las ecuaciones diferenciales parciales. Para v E J; s real y 
1 ~ p ~ oo definimos 

(22) 

Uno checa fácilmente que ésta es una norma sobre J. y que Jlvllo,p es meramente la norma 

LP de v. Por tanto para cada s y p, ;f es un espacio vectorial normado bajo la norma 

(22). H'•P denota la completación de ;J bajo la norma (22). 

GB'(R") denota al conjunto de funciones en G""(Rn) tales que todas sus derivadas 
están acotadas en R n. 

Sea 
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P(e) = L aµe 
lµISm 

(23) 

un polinomio de grndo m. (Recuerde la notación: JL = (µ¡, ... , J<n) es un multi-índice de 
enteros no-negativos, 1111 = µ¡ + ... -t- JLn, .; =(E¡, ... , En) y Eµ= Ei1 ..• .;~" .) 

Los coeficientes de P( E) pueden ser números complejos. Correspondiendo al poli­
nomio P(E) podemos formar un operador diferencial como sigue. Sea 

1 :.Ó k '.Ó TI, 

D = (D 1, ••• ,D,.) y 

Dµ = D1:1 .. . D~". 
Entonces definimos al operador diferencial parcial de orden m 

P(D) = L aµDµ. 
l1•ISm 

P(E) es llamado el polinomio correspondiente al operador diferencial P(D). 

(24) 

(25) 

(26) 

21. Operadores elípticos. Una muy importante clase de operadores diferenciales 
es el conjunto de operadores elípticos. El operador P(D) dado por {26) es llamado elíptico 
si la única solución real de 

Prn(E) = L a1,Eµ =O 
lµl=m 

es E= O. El operador P(x,D) dado por 

P(x,D) = L aµ(x)Dµ, 
lµISm 

(27) 

(28) 

es llamado elíptico en un punto x si la única solución real de Pm(x, E) =O es E = O. El 
operador P(x, D) es llamado elíptico en una región ne R" si es elíptico y de orden m en 
cada punto x E f1 

Sea P(D) = P(D1, ... ,Dn) un operador diferencial parcial con coeficientes cons­
tantes de orden m, actuando sobre funciones sobre R n. Denotamos su parte principal por 
Pm(D). El operador P se dice que es de tipo principal si 
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grad Pm(e) f O para VE E Rn \ {OJ, (29) 

Claramente un operador elíptico es también un operador del tipo principal. 

Diremos que un número z E C es un valor crítico de P si existe un fo E Rn tal 
que P(fo) = z, grad P(fo) =O. 

Denotaremos al conjunto de todos los valores críticos de P por Ac(P). Si P(O es 
un polinomio homogéneo de grado ~ 2 entonces Ac(P) consiste de un único punto {O}. 

Los siguientes resultados están en Kato 1976. 

Ejemplo III.2.11 El operador multiplicación maximal del ejemplo 16 para q = p es 
acotado si y sólo si f(x) es esencialmente acotada sobre E; tenemos que llTll = 11/lloo· 

Ejemplo V.2.19 Operadores integrales del tipo Schmidt. Sea t(y, x) un kernel de­
finido para x E E, y E F, donde E,F son conjuntos medibles de espacios euclideanos, y 
sea 

Entonces el operador integral con kernel t(y,x) define un operador TE B2(H,H1) donde 
H = L2(E) y H 1 = L2(F). 

Para ver esto primero notemos que la expresión formal (19) para Tu define un 
operador T E B(H, H 1

). Para mostrar que T E B2(H, H 1
), consideramos {'Pk(x)} y 

{'Pj(y)} dos familias ortonormales completas en H y H 1
, respectivamente. Tenemos por 

(17) y (18) 

(a) 

donde hemos usado el hecho de que las funciones ipk(x)<p~·(Y) forman una familia ortonor­

mal completa en el espacio de Hilbert L2(E x F). 

Sean s(y,x),t(y,x) E L2(E x F) y definamos los operadores integrales asociados 
S,T E B2(H,H1

) como arriba. Entonces • 

JI -(S,T) = s(y,x)t(y,x)dxdy; 
ExF 

(b) 
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esto se sigue de (a) por polarización. (b) muestra que t --> T es una transformación 
isométrica de L2 (E x F) en B2(H,H1). Realmente esta transformación es unitaria: cada 
TE B2(H,H1

) es obtenido de este modo por un kernel t E L2(E x F). Para ver esto es 
suficiente recordar la expansión canónica (16) de T, la cual converge en norma 11 112· Dado 
que la suma parcial de esta expansión es un operador integral con kernel 

n 

tn(Y, x) = L ªk'P~(Y)'Pk(x) con lltnil 2 
= t al, 

k=l k=l 

se sigue que Tes un operador integral con el kernel t(y, x) el cual es el límite en L2(E X F) 
de tn(Y, x). 

Los siguientes resultados están en Rudin 1979. 

Teorema 7.2 Sean f,g E L1(Rn). Entonces 

(a) (T,ff = c,j; 

(b) (e,ff = T-J 
Teorema 7.9 Existe una isometría lineal F de L2 (Rn) sobre L 2(Rn), unívocamente 

determinada por la condición de que 

Ff = j para todo f E ,f; 

Los siguientes resultados están en Schechter 1971. 

Para 1 < p < oo hacemos que p1 denote p/(p - 1), para p = 1 hacemos p1 = oo y 
para p = oo hacemos p1 = l. 

Teorema 2.2.S Si u E LP para 1 :S p :S 2, entonces 

converge en LP' cuando R _, oo. Si hacemos que Fu denote el límite, entonces 

y 

(Fu,v) = (u,Fv), 
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Teorema 2 . .¡ .1 Si 1 :S p < oo y si F es un funcional lineal acotado sobre s•,p, 
entonces hay un u E s-s,p' tal que 

Fu= (u,v), 

l\v\l_,,p' = i!Fll· 

Teorema E . .f.6 Si 1 < p < oo, u E H•,p y v E C8(Rn), entonces uv E H'•P y 

Jluv!J.,p :S c11u11 •. p, 

donde la constante e no depende de tt. 

Teorema E . ./.11 Para cadas y 1 < p <ó oo, C/l"(R") es d'enso en H''P. 

Teorema 9.1.!! Si u E H'•P entonces 

FIP(D)uj = P(E)Fu 

Corolario 4 .E.E Para 1 < p < oo 

Corolario 4 .E.9 Po2 es un operador normal. Si los coeficientes de P( ~) son reales, 
entonces P02 es autoadjunto. 

Corolario ./.9.9 ae(Po2) = a(Po2) y consiste en la cerradura del conjunto de valores 
asumidos por P(E) para E real. 

Ejemplo .f.5.9 El operador de Laplace P(E) = -(EI + ... +E~). Éste es elíptico y 
a( Po) consiste en el eje real negativo. 

Lema 6.4,9 Si P(D) es un operador elíptico de orden m, entonces 

D(P) = Hm,p 

El siguiente resultado está en Adams 1975. 

Un dominio abierto íl e R n tiene la propiedad de cono si existe un cono finito C 
tal que cada punto x E íl es el vértice de un cono finito Cx contenido en íl y congruente 
con C. (Note que Cx no necesita ser obtenido de C por translación paralela, sólo por 
movimiento rígido). 
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Teorema 5 . .¡ {El teorema de inclusión de Sobo/ev). Sean j y m enteros no negativos 
y sea p tal que 1 ::; p < co. Suponga que mp > n. Entonces 

Los siguientes resultados están en DJLI)10n Hl75. 

Teorema A.1 Sea P(D) un operador diferencial con coefic.ientes constantes de orden 
m y del tipo principal. Haga m1 = m si P es elíptico, y m1 = m - 1 en otro caso. Sea J( 

un conjunto compacto en C \ Ac(P) y seas> 1/2. La siguiente estimación vale 

llullm',-• :S Gll(P(D) - z)ullo,., z E [( 

Vu E Hm(lln) donde Ges alguna constante que no depende de z ni de u. 

Observación A.2 Uno puede probar la siguiente forma más brillante del Teorema 
A.1. Sea Ac(P)5 = {z E C:dist(z,Ac(P)) < li}. Entonces para cualquier s > 1/2 y ó >O 
existe una constante e= c,,6 tal que -

L (lzl + l)(m-l-1<>1)/m¡¡D"ullo,-• ~ Gll(P(D) - z)ullo,, 
l<>l:<>m 

Vu E Hm(ll") y Vz E C \ Ac(P),¡. 

Sea Br = {x E lln: lxl < r}. 

Teorema G.1 Sea u(x) una función en H2(B1). Suponga· que u verifica la ecuación 
diferencial 

-6u + q(x)u = f(x) en B¡ 

donde q y f pertenecen a L2(B¡). 

Suponga también que existe un número O, O < O < ~. y constantes positivas Q y 
F tales que 

y 
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Entonces u es una función HOider continua en .B1• Para cada O < r < 1 la siguiente 
estimación vale 

donde v es una constante positiva dependiendo sólo de O y n, y Gr es una constante 
dependiendo sólo de O, n y r. Aquí 

También tenemos 
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. lu(x) - u(y)I 
llullae(n) = sup lu(xJI + sup I Iº 

' lxl<r l•I<• X - Y 
lvl<• 
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Capítulo 2 

Introducción a la teoría de la dispersión 

Descripción de los experimentos de dispersión. 

En este capítulo daremos una breve descripción de los principales experimentos de 
dispersión con el objeto de obtener una noción de las cantidades que íntimamente ligan las 
observaciones con la parte formal de la teoría. · 

Hay muchas variedades diferentes de experimentos de dispersión. Todos tienen 
ciertos elementos en común los cuales exhibiré en un caso simple ilustrado esquemática­
mente en la Figura l. Esta representación exhibe las cuatro partes esenciales que pueden 
ser identificadas en casi todo experimento de dispersión. Estos cuatro ingredientes son Ja 
fuente S, el aparato preparatorio P, el blanco T y el detector D. 

p T 
Figura 1.Representación esquemática de un experimento t<pico 

de di.,per~ión. 
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La fuente S produce partículas que van a interactuar con las partículas en el blanco 
T. Es importante que la fuente pueda producir partículas bajo condiciones prácticamente 
idénticas y bien definidas, porque todos los experimentos de dispersión involucran medi­
ciones repetidas sobre sistemas idénticamente preparados. El aparato pEJlaratorio P ( e.g. 
un colimador, un espectrómetro de haz o un polarizador) sirve para definir las condiciones 
iniciales de las partículas incidentes, en particular su momenta, con una precisión tal que 
sea compatible con una intensidad suficiente para dar una razo¡¡.able taza de conteo. 

El blanco T contiene las partículas que se supone interactuarán con las partículas 
incidentes. Las condiciones del blanco pueden tener efectos muy importantes sobre la taza 
de conteo y deben ser conocidas y consideradas con el objeto de relacionar las observaciones 
y las interacciones individuales. 

El detector D está localizado de tnl modo que detecta sólo partículas que son dis­
persadas por el blanco. Esto es, el detector no debe responder si el blanco es retirad .... 
Esto no siempre es posible en la práctica, ya_sea porque el haz incidente no está suficien­
temente bien colimado o porque hay dispersión residual en el material circundante. Tales 
efectos dan lugar a correcciones que pueden ser determinadas por calibración cuidadosa 
del detector. 

Es también importante que el detector esté localizado suficientemente lejos del 
blanco de tal manera que la interacción entre las partículas dispersadas y el blanco sen 
despreciable cuando las partículas son detectadas. El detector tendrá en todos los casos 
un ángulo finito de resolución. Para un análisis detallado del experimento es deseable 
tener este ángulo tan pequeño como sea posible. Hay límites prácticos a esto pues un 
muy pequeño ángulo de resolución nuedc ser incompatible con una exactitud estadística 
suficiente. Las mismas consideraciones limitan la precisión del aparato preparatorio. 

Las características físicas de los sistemas de dispersión. 

La descripción precedente de experimentos típicos de dispersión muestra que las 
características esenciales de un sistema de dispersión pueden ser expresadas como sigue: 

En un proceso de dispersión podemos distinguir tres estados en la evolución tempo­
ral del sistema. En el primer estado el sistema es preparado en el pasado remoto. Durante 
este estado la partícula incidente y la partícula blanco son supuestas tan alejadas la una dt 
la otra que su interacción mutua es despreciable y por tanto no tiene prácticamente efecto 
sobre la evolución de cada partícula. Esta suposición es siempre hecha en la interpretación 
de experimentos típicos de dispersión donde las condiciones iniciales son los valores de un 
conjunto de cantidades físicas que se supone caracterizan a las partículas libres ( e.g. mo­
menta, spins, mnsas). Por tanto uno espera que en el pasado remoto el estado del sistema 
evolucione de acuerdo a las leyes pertenecientes a las partículas libres. 
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Durante el segundo estado las partículas interactúan entre sí y la evolución está go­
bernada por una ecuación el" movimiento para la cual el término de interacción juega un 
papel esencial. Es de hecho esta interacción la que produce la disp"rsión. 

Durante el tercer estado uno encuentra la misma situación que en el primero. De 
hecho, después de que la dispersión ha ocurrido, las partículas se separan la una de la otra 
de tal forma que de nuevo la interacción no tiene prácticamente efecto sobre la evolución 
futura de los estados. En el futuro distante el detector observa el nuevo estado de las 
partículas el cual fue producido por la dispersión. 

La condición para que los estados que describen eventos de dispersión puedan ser 
caracterizables a grandes tiempos positivos y grandes tiempos negativos por cantidades per­
tenecientes a partículas libres o fragmentos de dispersión es llamada la coQdición asintótica. 
Con el objeto de expresar esta condición en nn lenguaje matemático, necesitamos estudiar 
!a descripción de la evolución temporal de sistemas mecano-cuánticos e introducir una to­
pología (o una noción de convergencia) la cual servirá para expresar la diferencia entre el 
sistema real y un sistema libre en el pasado remoto y en el futuro distante. Esto será hecho 
en el curso de la siguiente sección. 

La condición asintótica. 

El objetivo de esta sección es presentar una formulación matemática precisa de la 
condición asintótica de la teoría de la dispersión. Consideramos aquí el caso más simple 
posible, i.e. cuando un sistema de dispersión está completamente descrito por dos grupos 
uni-paramétricos unitarios continuos {U¡} y {Vi} actuando cu un espacio de Hilbert H 
formado por todos los estados (puros) posibles del sistema físico bajo consideración. El 
grupo { Ut} es interpretado como el que describe la evolución temporal de los estados de un 
sistema en la ausencia de una perturbación o de una interacción entre sus constituyentes 
y será llamado el grupo de evolución no perturbado. El grupo {Vi} se supone representa 
la evolución con la interacción activa y será llamado el grupo de evolución total. 

La condición asintótica será matemáticamente formulada abajo en términos de un 
par abstracto de grupos uni-paramétricos unitarios. Físicamente estos dos grupos no están 
por supuesto relacionados, y de la interpretación dada arriba uno ve que la relación entre 
{U¡} y {Vi} usualmente será dada en términos de los generadores infinitesimales de estos 
dos grupos los cuales son unívocamente determinados. Estos dos operadores autoadjuntos 
serán de aquí en adelante denotados por Ho y H respectivamente, i.e. escribimos 

Ut = exp(-iHot) y Vi == exp(-1Ht). 

Ho es interpretado como el operador de energía en ausencia de interacción y será llamado 
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el Hamiltoniano no perturbado. H (llamado el Hawiltoniano total) es la suma de Ho y 
de la interacción Hamiltoniana V, i.e. H=Ha + V. En muchos casos tanto Ho como 
V son operadores autoadjuntos no acotados, y entonces la suma Ho + V definida sobre 
D o= D(Ho) n D(V) no necesita ser un operador autoadjunto. El Hamiltoniano total H 
será entonces una extensión autoadjunta de Ho +V. Uno ve que, si Ha+ V es esencialmente 
autoadjunto, entonces la evolución total del grupo es unívocamente determinada dando Ho 
y \ ·. Por otro la<!o, si Ho + F no es esencialmente autoadjunto, Ho +V tendrá más de una 
extensión autoa<ljunta, y en ese caso una condición adicional S<\I"á necesaria con el objeto 
de definir la evolución total. 

Como un ejemplo que podemos llevar en mente mencionamos aquí el 2otencial dis­
persor. El sistema físico es una partícula no-relativista sin spin la cual es dispersada 
por un potencial V(x). El espacio de Hilbert es L2 (R3), el Hamiltoniano no perturbado 
es el operador de energía cinética Ha = p2 (hacemos r1 = 2m = 1), y el Hamiltoniano 
total es H= p2 +V, donde V denota al operador maximal de m11\tiplicació11 en L 2(R3) 

determinado de acuerdo al ejemplo 1.16 por la-función rea\-val11nda V (x) llamada potencial. 
Cuando hablemos de 1111 potencial dispersor usaremos los términos Hamiltoniano libre 
para Ha y g¡JlpO de evol11ción libre para {Ilt}. (Debe tenerse en mente que en ciertas 
situaciones físicas la evolución no perturbada no describe partículas libres; como un ejemplo 
mencionamos la dispersión por im¡mresas en cristales en donde {Ut} describe la evol11ción 
de una partícula en un potencial periódico.) 

En la presencia de la interacción la evolución temporal de 11n vector de estado 
g EH está gobernada por el grnpo {Vi}, i.e. el vector de estado correspondiente al tiempo 
t es Vig. Como ya remarcamos en las secciones anteriores, en 1111a típica situación de 
dispersión uno quiere aproximar la evo!uciól! wtal en algún sentido por la evolución libre 
conforme t -• ±oo. Esto es fácilmente logrado s11poniendo que, dado el vector g E H, 
ex1ste11 dos vectores de estado f ± tales que Vig converge fuertemente a Utf ± conforme 
t _, ±oo respectivamente, i.e. tales q11e 

t~'.:100 llVt9 - Utf-11 =O, t!!.~ llVt9 - Utf+ll =O. (1) 

Esto significa que Vtg es prácticamente indistinguible de Utf - en el pasado remoto Y de 
Utf+ en el futuro distante. El requerimiento de la existencia de vectores f ± verificando 
(1} es por supuesto una severa restricción sobre el par de grupos {U1}, {Vi} y corresponde 
esencialmente a imponer la condición asintótica para el sistema de dispersión dado. 

(1) implica en particular que para cualquier proyección P 

lim {llPViglj 2 
- llPUtf-112

} =O, 
L--oo 

(2) 

y similarmente cuando t _, .l.oo, Considerando por ejemplo la dispersión por un ¡·,,tendal 
y tomando por P el operador multiplicación en L2(R3) por la función característica de 
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una región ó., uno ve que la diferencia entre las mediciones de probabilidad de la posición 
sobre cualquier subconjunto medible t.. de R 3 para los estados l'tg y Utf== converge a 
cero conforme t -• ±oo respectivamente. Un resultado similar vale para la.s mediciones de 
probabilidad de momentum. 

Unos cuantos puntos necesitan mayor especificación en la precedente descripción 
de la condición asintótica. Uno tendrá qué indicar para que conjunto de vectores g en 
H (de aquí en adelante los llamaremos estados de dispersjón de H) las consideraciones 
de arriba son cubiertas. En muchas situaciones prácticas esto podría ser el conjunto de 
vectores que describen a las partículas incidentes a grandes tiempos negativos y a las 
particulas emergentes a grandes tiempos positivos. Por ejemplo en la dispersión por un 
potencial cada vector evolucionando bajo la evolución libre {Ut} está localizado lejos del 
centro dispersor a grandes tiempos, y entonces es claro que (1) puede ser verificada sólo si 
\T¡g tiene la misma propiedad. 

Más comprensión puede obtenerse si consideramos un estado acotado de H . Si g es 
un autovector de H, i.e. si Hg = µg para algunaµ E R, entonces el estado í'¡g = exp(-1µt)g 
es simplemente un múltiplo de g y por tanto no describirá una situación de dispersión. Por 
esta razón se espera que los estados de disp"ersión estén asociados con el espectro continuo 
de H. 

Aquí no deseamos usar ninguna especificación par tic u lar de los estados de dis­
persión. Simplemente suponemos que a cada Hamiltoniano H uno puede asociar un con­
junto de estados de dispersión J\;f00 (H) teniendo las siguientes dos propiedades: 

(i) M00 (H) es un subespacio cerrado de H. 

(ii) M00 (H) es invariante bajo el grupo {exp(-1Ht)}, i.e. si g E M 00 (H), entonces 
exp(-tHt)g E Af00 (H) para toda t E R. 

(i) significa que M 00(H) debe ser un conjunto lineal el cual es. también fuertemente ce­
rrado. El atributo "estado de dispersión" entonces corresponde a una observable, la cual 
es representada por el operador autoadjunto E00 (H) definido como la proyección ortogonal 
con rango M00 (H). (ii) es una expresión de la homogeneidad en el tiempo de los estados de 
dispersión considerados aquí: la definición de los estados de dispersión no debería depender 
del tiempo (esto no necesita verificarse para los Hamiltonianos dependientes del tiempo). 
La condición (ii) puede ser reescrita como: 

E 00 (H) exp(-1Ht) = exp(-1Ht)E00 (H). (3) 

Ahora formulamos la condición asintótica más precisamente y de un modo más 
cercano al retrato físico. En una situación práctica de dispersión uno parte a grandes 
tiempos negativos preparando un estado. Esto corresponde a dar el estado f- en (1). 
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Note que en (1) f- es interpretada como el estado inicial al tiempo t =O, i.e. el estado 
preparado a un tiempo negativo t podría ser Utf_, f- debe pertenecer a AI00 (Ho). La 
primera parte de la condición asintótica entonces requiere de la existencia de un vector 
g E M00 (H) tal que la primera parte de la ecuación {1) sea verificada. La segunda parte de 
la condición asintótica ahora demanda la existencia de un vector f + en Af00 (Ho) verificando 
la segunda ecuación en (2), donde g es el vector obtenido de la /- dada por la prim,•rn 
ecuación en (1). 

Por lo que el efecto de la dispersión en este retrato es asociar a cada vector de 
estado inicial /- en M00 (Ho) un vector de estado final !+ en AI00 (Ho), ambos siendo 
interpretados como estados al tiempo t = O. Si no hay interacción, i.e. si Vt = Ut, uno 
claramente tiene que!+= f-· Veremos después que la correspondencia f--> !+define 
un operador lineal sobre el subespacio M 00 (Ho) de estados de dispersión del Hamiltoniano 
no perturbado. Este operador es llamado el operador de dispersión S y es el objeto central 
de la teoría de dispersión. La diferencia entre· s y el operador identidad será una expresión 
para el efecto de la interacción, si no hay interacción, ésta diferencia es cero. 

Dado que Vt es unitario, uno puede reescribir la primera ecuación en {1) como 

lirn llVig - Utf-11 = lim lla - Vt'Utf-11 =O. 
t--oo t--oo 

{4) 

En la primera parte de la condición asintótica se supuso que para /- E M00 (Ho) existía 
un vector g tal que (4) valía. Por lo que esta condición es equivalente al requerimiento de 
la existencia del límite fuerte de Vt' U1 cuando t -> -oo sobre el subespacio i\100 (Ho). Este 
límite fuerte será llamado el operador de onda {l_: 

fL := s - lim V¡'UiEoo(Ho). 
t--oo 

(5) 

Su interpretación es corno sigue: cuando es aplicado a un vector f en AI00 (Ho), da el vector 
de estado actual g al tiempo t = O que evolucionará a partir tlel estado preparado f en 
el pasado remoto (en el sentido de la primera ecuación en (1)). Note que de acuerdo a 
(5) {l_ está definido sobre todo H y no sólo sobre M 00 (Ho). Hemos simplemente definido 
íl-f =O para todos los vectores f en el complemento ortogonal de Af00 (Ho)· 

Similarmente uno ve que la segunda parte de la condición asintótica es equivalente 
al requerimiento de la existencia del límite fuerte de U¡'Vt sobre el rango {l_ cuando t -> 

+oo. Por cuestión de conveniencia uno usualmente adopta un tratamiento más simétrico 
con respecto del signo del tiempo. Se define un segundo operador de onda similarmente a 
(5) por 
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si el límite e..xiste. La condición asintótica es entonces expresada por el requerimiento de 
que ambos límites (5) y (6) existan. La interpretación de O+ es la siguiente: cuando es 
aplicado a un vector J en ~f00 (Ho), da el vector de estado actual al tiempo t = O el cual 
convergerá a f en el futuro distante (en el sentido de la segunda ecuación en (1)). 

Uno ve como en (4) que g = s - lim v¡• Utf cuando t _, oo si y sólo si f = 
s - limUt'Vig cuando t _, oo. Por lo que la existencia de ll+ implica la existencia del 
límite fuerte de Ut'Vi sobre el rango de O+. Por lo que la segunda parte de la condición 
asintótica se verifica suponiendo que el rango den_ está contenido en el rango de O+. Este 
postulado tiene que ser agregado a (5) y (6) con objeto de que la descripción matemática 
corresponda al retrato físico dado arriba. La situación es ilustrada en la figura de abajo. 

t---ca f _(t·O) 

Figura 2. Representación pictórica de la condición asintótica. Los puntos en el plano 
representan los vectores en el espacio de Hilbcrt. Una línea recta representa la trayectoria 
en H de una evolución no perturbada y una curva a la evolución total de un vector estado. 

Hemos por tanto llegado a la formulación de la condición asintótica final: 

Los subespacios O±O±H estarán contenidos en el subespacio M00 (H) de estados 
de dispersión del Hamiltoniano H. La situación más simple es aquella donde 
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Si ( A3) se cumple, entonces la teoría puede ser llamada asintóticamente completa, dado 
que la evolución \rig de cualquier estado de dispersión g de H es asintóticamente descrita 
por la evolución libre como en (1). Por lo tanto el tipo más simple de sistema de dis­
persión es en el que ambos operadores de onda existen y tienen rango igual a M 00 (H), 
i.e. aquel en el que (Al) y (A3) son verificadas. En .;::a situación hablamos de un 
sistema de la dispersión simp_)g. 

Situaciones más generales pueden ser ahora imaginadas. Puede suceder que (Al) 
no sea satisfecha, como por ejemplo en dispersión por un potencial con un potencial 
Coulombiano. Uno tendrá entonces que buscar una formulación matemática más débil 
que la condición asintótica y que pueda aplica:se a tales situaciones. Puede suceder que 
los operadores de onda existan pero (A3) no valga. En tales casos uno tendrá que encontrar 
diferentes medios de dar una descripción asintótica de ciertos estados de dispersión de H 
(aquellos ortogonales a íl±íl±H). Esto ¡rnecÍe involucrar por instancia grupos de evolución 
libre adicionales como en la dispersión multícanal o la noción de absorción de estados. 

Autofunciones Impropias o Generalizadas. 

Empezamos con una introducción al estudio tradicional de la descripción del 
fenómeno de dispersión, en el cual se consideran las llamadas autofunciones impropias del 
par dado de Hamiltonianos (H,Ho) y su comportamiento asintótico a grandes distancias 
del centro de dispersión. Para Ho, considere la correspondiente ecuación de Schrodinger 
independiente del tiempo: 

(C.+ ,\)i,li(x) =O, (7) 

donde el número positivo,\ es la energía. Uno puede fácilmente encontrar soluciones de (7), 
e.g. las ondas planas exp(±ik·x), etiquetadas por los vectores de onda k tales que k 2 = ,\, 
Estas soluciones no pertenecen al espacio de Hilbert L2(R3) y esto es típico siempre que 
uno habla d1! un problema de autovalores derivados de un operador autoadjunto corres­
pondientes a un punto en el espectro continuo. Por otro lado, un autovector asociado con 
un autovalor de un operador autoadjunto pertenece por definición al espacio de Hilbert. 
Los físicos suelen requerir normalización de función {j para las autofunciones impropias que 
no pertenecen al espacio de Hilbert. Por ejemplo, haciendo ,Pi(x) = (2rr)-312 · cxp(1k · x), 
escribimos 

(8) 
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Debemos evitar tales ecuaciones que no tienen sentido en el lenguaje matemático que hemos 
introducido, o sea, el de un espacio de Hilbert. Adoptamos la convención de que una 
autofunción (impropia) no normalizuble como ,¡,z, corresponde a nn punto en el espectro 
continuo. 

Las autofunciones { t,b~} fonnan un conjunto co1nplcto conducente a una Q...~nansió11 
_p_gr antofunciones. 

Para el Hamiltoniano perturbado H=Ho +V, la ecuación de Scriidinger asociada 
independiente del tiempo es 

(~ - F(x) + .\)>/,(x) =O. (9) 

A pesar de que el nlÍmero de potenciales para los cuales (9) ,es explícitamente soluble 
en términos de funciones elementales es pequei10, uno puede sin embargo hacer ciertos 
enunciados generales sobre la naturaleza de lllS soluciones. En la mayoría de los casos de 
interés, las soluciones de (9) que corresponden a la dispersión son aquellas con energía 
positiva .\ = k~. A éstas la5 denotamos por V'f. Má.o precisamente, para cada vector de 
onda k con k2 = .\, se buscan soluciones '~~ de (9) teniendo el siguiente comportamiento 
asintótico cuando !xi == r -• oo: 

(10) 

donde hemos escrito wr = x/r. 
Para entender el comportamiento asintótico (10) en términos físicos imaginemos el 

retrato de la dispersión de una onda por un blanco fijo. Entonces el primer término a la 
derecha describe la onda incidente o la parte no dispersa y el segundo témúno corresponde 
a la parte dispersa de la onda. Si el potencial es de muy corto alcance, entonces a grandes 
distancias del blanco no se espera más influencia del blanco sobre la onda dispersada y 
por tanto ol flujo total a través de cualquier esfera de radio R suficientemente grande debe 
ser independiente de R, conduciendo al comportamiento r- 1 del segundo. En casos donde 
el comportamiento asintótico ( 10) pueda ser verificado, las funciones f ± rletcrminan la 
amplitud de dispersión. Las funciones .Pt' una vez más no pertenecen al espacio de Hilbert 
L2 (R3), y se suelen escribir condiciones de normalización de función ó como en (8). 

En la discusión precedente las autofunciones de los Hamiltonianos podrían ser 
obtenidas como soluciones a las ecuaciones diferenciales parciales asociadaB. Uno puede 
considerar la situación como un problema perturbado en el siguiente sentido. Suponiendo 
que la expansión por autofunciones de Ho es conocida, uno puede construir un espacio de 
autofuuciones para el operador perturbado H=Ho +V usando la perturbación V en sí. 

En el desarrollo de esta tesis daremos una fórmula explícita para tnles autofunciones 
impropias o generalizadas. 
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Capítulo 3 

La dispersión directa 

El problema de la dispersión direc~ara la ecuación de Schriidinger ha sido ex­
tensivnmente estudiado. Ver por ejemplo !\ato 1076, y Reed y Simon 1079. 

En esta sección enunciamos algunos resultados clásicos sobre el caso estacionario 
basados en el principio del límite absorbente y en las expansiones en autofunciones regre­
sando al trabajo de Agrr:on 1975. También probarnos el resultado sobre el decaimiento de 
la norma de operador de la matriz de dispersión menos la identidad, el cual necesitamos 
en el capítulo 4. Probarnos que la matriz de dispersión satisface la relación de reciprocidad 
y construirnos una extensión rneromórfica de las autofunciones generalizadas. 

Primero definin· .. , algunos espacio" e introducimos notaciones. 

Por L;(Rn), s "- R, n = 2,3,. .. denotamos los siguientes espacios pesados L2 de 
funciones complejo valuadas me di bles sobre R n, 

(1) 

con norma 

(2) 

donde L2 (R n) es el espacio de Hilbert de las funciones cuadrado integrables sobre R n. 
Denotamos por F a la transformada de Fourier 

(F J)(c;) = s - lim ___!_
12 

{ e-'""' f(x)dx (Schechter 1971, teorema 2.2.3) (3) 
N-oo (2rr)n f¡xJ:<>N 
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Como bien sabemos, F define un operador unitario sobre L2(Rn) (Rudin 1979, teorema 
7.9). 

Por GQ'(Rn) denotamos al espacio de funciones complejo valuadas infinitamente 
difcrenciables s0bre R n de soporte compacto. 

Por Ha(R"), a E R, denotamos al espacio de Sobolev de orden a que es la com-

pletación de Jen la norma 

(4) 

Para a, s E R denotamos al espacio de Sobolev pesado de orden a, s definido como 
sigue 

(5) 

con norma 

[[f[[o,• = [[(1 + x2
)'12 f(x)[la,O· (6) 

Note que Ho,.(R") = L¡(R"), Ha,o(R") = H0 (R"), y Ho,o(Rn) = L2(R"). 
Denotamos por Ho 

(7) 

(8) 

a la realización autoadjunta de menos el Laplaciano en L2(R") ~Schechter 1971, corolario 
4.2.3). 

El espectro de Ho consiste en [O, oo) (Schechter 1971, ejemplo 4.5.3). 

Para z E C \ [0,oo) denotamos por Ro(z) al resolvente de Ho 

Denotamos 

e± = {z E C: ±Im z > O}, 

(9) 

(10) 

y R+ = (O,oo). Por C± denotamos a la cerradura de e±. Para z E e±, Ro(z) puede 
ser considerada como una función analítica con valores en B(L;(R"), H2,_,(R")), s > 1/2 
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(lemas E.4 y E.5), donde para un par de espacios de Banach X, Y denotamos por B(X, Y) 
al espacio de Banach de todos los operadores lineales acotados de X en Y. 

Más aún, para,\ E R+ los siguientes límites existen (vet Agmon 1975) 

Ro(>.± 10) = limRo(>. ± 16), 
5j0 

(11) 

en la topología uniforme de operadores de B(L;(Rn),H2,_,(Rn)), s > 1/2. Más aún, las 
funciones Rt (z) definidas sobre D± = e± U (O, oo) como 

R±(z) - { Ro(z) 
o - Ro(z ± 10) 

, z E e±, 
, zE R+,-. 

(12) 
(13) 

son analíticas sobre e± y continuas sobre D±. Note que dado que el operador de inclusión 
de H2,s en H,.,,,, s E R, OS a S 2 es acotado (lema C.2), Rt(z) es también acotado de 
L;(Rn) en Ha,-a(Rn), OS Ct S 2 (lema C.3). 

Tenemos que 

± o:-1 

llRD (z)iin(L;(R"),HQ,-•(R")) S c¡z¡-r., (14) 

para \zi 2 1 y alguna constante C, donde OS a::; 1 (lema E.8). 

Más aún, si n 2 3 y s > 1 los límites en (11) existen también en >. = O y las 
funciónes Rii' (z) se extienden a funciones soi;re Dii' = e± U [O, oo ), definidas por (12) para 
:: ¿ e±, y por (13) para z E [O,oo). Las funciones extendidas son analíticas en e± y 
continuas en Dii'. 

Estos enunciados son conocidos como el principio del límite absorbente para H0 . 

Están probados por ejemplo en Agmon 1975. 

El potencial, V (x), es una función real valuada sobre R n. Introducimos las siguien­
tes clases generales de potenciales. 

Definición 1. Decimos que una fu:ición real valuada, V(x), definida sobre Rn per­
tenece a la clase B,., para alguna a > O si hay una i > O tal que el operador multiplicación 

2 1+€ 
f(x)--> (1 + x )'TV(x)f(x), (15) 

define un operador acotado de H,.,(R") en L2(Rn). 
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Definición 2. Decirnos que una función real valuada, ir (x), definida sobre R" 
pertenece a la clase K2 si hay una e >O tal que el operador multiplicación (15) define un 
operador comprrcto de H2(R ") en L2(R"). 

La clase K2 fue introducida en Agmon Hl75. 

Note que si V(x) E Ba el operndor multiplicación por i'(~) es acotado de Ha,.(R") 
en L;+l+<(R") para todas> O (lema E.23). También si Y(x) E K2 el operador multipli­

cación por V(x) es compacto de H2,s(R") en Lf.;.,+,(R"), s E R (lema E.24). 

Se sigue de los resultados en el capítulo 6 de Schechter Hl71 que si 

(16) 

para alguna e > O, y O < ¡3 < 2a, entonces-V(x) E B 0,, y que si (16) es satisfecha para 
aluna /3, O< /3 < 4, entonces V(x) E K2. 

Note que en particular si V(x) es acotado y 

iV(x)I :S C(l + [xl)-H, (17) 

para algunas constantes C, fJ > O, entonces V(x) E B" n K 2 para cualquier a 2: O (lema 
E.22). 

Note que si V(x) E Ba para alguna a, O::; a< 2, entonces V(x) E Ba n K2 (lema 
E.20). 

Suponga que V(x) pertenece a K2, entonces 

H=Ho+V(x), (18) 

(HJ) 

es autoadjunto, acotado por debajo (lema E.13), y su espectro esencial consiste de [O, oo) 
(lema H.l). Ver el capítulo 1 para las definiciones concernientes al espectro. En particular, 
el espectro puntual negativo de H es acotado por debajo y discreto (lema I.l), i.e. los 
autovalores negativos de H tienen multiplicidad finita y pueden sólo acumularse en cero. 
Más aún, los siguientes resultados son conocidos si V(x) E K2 (ver Agmon 1975). 

l. El conjunto, '1-¡.(H), de autovalores positivos es acotado y discreto, i.e. los autova­
lores positivos, tienen multiplicidad finita y pueden sólo acumularse en cero. 

2. El principio del límite absorbente vale para H: para z E C \ a(H) denotamos por 

R(z) = (H - z)- 1, (20) 

La dispersión directa P{!glna 43 



el resolvente de H, donde a(H) denota al espectro de H. 

Como con Ro(z), R(z) puede ser considerada como una función con valores en 
B(L;(Rn),H2,-,(R")), s > 1/2 {lema E.16). 

Entonces para ). E R + los siguientes límites existen 

R(>. ± w) = limR(>. ± :6), 
J(O 

en la topología uniforme de operadores en B(L;(Rn),H2,_,(Rn)), s > 1/2. 

Más aún, las funciones R±(z) definidas sobre D± \ "+(H) como 

n±(z) _ { R(z) , z E e±, -
- R(z±w) ,zER+\a+{H), 

son analíticas sobre e± y continuas sobren±\ a+(H). 

(22) 
{23) 

{21) 

V(x)R¡f(z) es compacto cu L;(R") p~ra z E n± y s = 1?-, donde fes como en 
(15) (lema E.32, donde cu este caso (s,E) = {{1 + f)/2,L;(Rn))). Es también sabido 
(Agmou 1975) que 

(I + V(x)R¡f (z)), (24) 

es invertible cu L;(R") para z En±\ a+(H), y que 

(25) 

para z En±\ a+(H). 

Más aún, se sigue de {14) y {25) que si V (x) E Ea para alguna O$ a < 1 

± o-1 
llR (z)iln(Ll{R"),llo,-•(R")) $ Clzl-r, (2Cl) 

z E D±, lzl ~ max{l,supa+(H)}, para alguna constante G (lema E.38). 

Definición 9. Suponga que n ~ 3 y f > 1 en (15). Decimos que H = Ho + V(x) 
tiene una resonancia en cero {o estado semiacotado) si hay una <p "f O, rp E H2,-.(R"), 

s = ~. <p rf:. H2(R") tal que 

'P = -R¡j(O)Vrp. (27) 
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Note que si (27) es cierta 

(Ha+ V(x))cp =O (L.E.6). (28) 

Suponga que cero es una resonancia para H =Ha -t- V(x). Entonces con cp como 
en (27) 

-(Vcp,cp) =-Re (Vcp,cp) =Re (Vcp,Rti(O)Vcp) = 

limRe (Vcp,Rt(16)Vcp) = lim f
00 y~d(Ea(,\)Vcp, Vcp) 2 O, (29) 

ó ¡a ó ¡a lo ,\ + " · 

por el teorema espectral, donde Ea(,\) denotara la familia espectral de Ha. Suponga además 
que V(x) 2 O. Entonces por (29) Vcp =O, y usando (27) cp =O. Entonces si V(x) 2 O, 
H = Ho + V(x) no tiene resonancia en cero. 

If n 2". 3 y ( > 1 en ( 15) y si cero no es ni un autovalor ni una resonancia para 
H = Ho + V(x), (I +V Rt(O)) es invertible-robre L;(R"), s =!{-!,porque de otra forma 
habría una ijJ E L;(R"), 1/J f= O, tal que 

(30) 

Entonces denotando cp = R(j(ü)t/J E Hi,-a(R "),tenemos 

(31) 

cp 'f O, porque de otra forma 1/J = O. Si cp ~ H2(R"), cero es una resonancia. Si cp E 
H2(R"), cero es un autovalor. 

Entonces (I +V R(j(O)) es invertible {lema E.34, donde en este casos= {1+<0)/2), y 

por continuidad (J +V R{[ (,\)) es también invertible para,\ E [O, SJ para alguna 6 > O (lema 
A.24, donde en este caso (E, A,!) = (D(j \ a+(H), B(L;(R ")), J +V Rt(-))). Entonces 
cero no es un punto de acumulación de autovalores positivos de H = Ho + V(x), y los 
límites en (21) con el signo + también existen en ,\ =O {lema E.33). Más aún, la función 
R+ (z) se extiende a una función sobre D(j \ a+(H) definida por (22) para z E e+ y por 
(23) para z E [O, oo) \ ª+ (H). La función extendida es analítica sobre e+ y continua sobre 
Dt \ a+(H). La fórmula {25) con el signo+ es también cierta en z =O {lema E.33). 

Los operadores de onda para la ecuación de Schrodinger son definidos como los 
siguientes límites 

La dispersión directa 

W± = 5 _ lim ,1tll e-1tllo. 
t-•±00 

{32) 

Página 45 



Si V(x) E K2 existen y son parcialmente isométricos (ver Agmon 1975) con rango: 
R(W+) = R(W-) == Hac(H), y kernel trivial, donde Hac(ll) es el subespacio de continui­
dad absoluta de H. El operador de dispersión está definido como 

s = w;w_, (33) 

y es unitario para V(x) E K2 (Pearson 1989, lema 4.1). Definimos 

(34) 

Entonces (ver Agmon 1975, teorema 7.2), para k E R+ \ a+(H) 112 , la matriz de 
dispersión, denotada por S(k), es el operador unitario sobre L2(sn-l) tal que 

(Sf)(k,w) = (§'.(k)f(k,·))(w), (35) 

para toda f(k,w) E L2(R"), donde k >O, w E S"-1 son coordenadas polares en R". 

Es un resultado clásico que si V(x)~crece suficientemente rápido al infinito (por 
ejemplo si V(x) es acotado y de soporte compacto, o si V(x) E L1(Rn) n L;0(R"), para 
alguna so > 1/2), entonces S(k) = I + T(k), donde T(k) es para k > O, k2 <$ a+(H) un 
operador integral con kernel: 

(T(k)f}(w) = j T(k,w,w1)f(w1)dw1
, 

para toda f(w) E L2(sn-1), donde 

T(k,w,w1
) = -~ (2~~ri~l j e-•kw·xv(x)<,L(x,~,w1)dx, 

donde 4>-(x,k,w) está definida en (0.18) (ver Agmon 1975). 

(36) 

(37) 

Procedemos a introducir una representación de la matriz de dispersión que es válida 
para todo V(x) E K2. Primero consideramos 'Gs mapeos de traza apropiados (ver por 
ejemplo Reed y Simon 1975). Para cualquier o > 1/2, k > O, hay un operador de traza 
acotado, l'(k),de Li(R") en L 2(sn-I) tal que 

(l'(k)f)(w) = J e-•kw·x f(x)dx, (38) 

para cada f E CQ"(Rn). Más aún, la función k-> l'(k) es localmente Holder continua y 

lh(k)Jln(L2(Rn) Lz¡sn-1¡¡ ::; ~-i min{l, )kl'-! }, (39) 
' ' )k)-r 
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para k < s < 1, cuando n = 2, y k < s <~,cuando n -2: 3, y donde B(L;(R"),L2 (s"- 1)) 

denota al espacio de !3anach de los operadores lineales acotados de L;(R") a L2(S"-1). 

Más aún, para k >O, k2 rf. a+(H), S(k) está dado para V(x) E K 2 , por 

S(k) = l- --1
-k"- 2¡(k)Q+(k2)V¡'(k) 2(2rr)n-l , ' (40) 

donde 

(41) 

En el caso en que V(x) tenga soporte compacto (40) es justamente un modo de 
escribir que S(k) = l + T(k) con T(k) como en (36), (37). Entonces (40) se sigue para 
V(x) E K2 aproximando V(x) por Fn(x) de soporte compacto (ver lema E.25). 

Lema 4. Considerar a los elementos..(n, a) EN\ {1} x [O, 1) y F E Be., este último 
con elemento < E R + correspondiente. Entonces: 

'v'(<',p) E (O,min{l,<}) x (supa+(H) 112,oo):3r E R+:'efk E ¡p,oo): 

Demostración. 

Por el lema E.19, todo <1 E (O, min{l, <})es tal que F E Ba con <1 correspondiente. 
Sea: 

s = (1 + <1)/2 

Por lo tanto: 

\lp E (supa+(H) 112,oo):3(r1,r2,r3) E R+ x R+ x R+:'v'k E ¡p,oo): 

llI -S(k)lln¡L2(sn-l)J = llI -(I-12-nrrl-nkn-21(k)(I-V R+(k2 ))V¡'(k))lln¡L2(sn-l)) ::ó 
(Por (40) y {41)) 

·(1 + \IVlin(lfa,-•(R"),Li(Rn)) [[R+ (k
2

) lin(Li(Rn),lf ,,,-,(R")))[[F lin(lfa,-i(Rn),L;(Rn)). 
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·lh.{k) lln(L2(sn-1 ),Ila,-•(R")) :$ (L.F .6) 

·llVllB(lla,-•(R"),L;(R"W3k(l-n)/2{1 + k2)ª/2 min{l,k(2
•-l)/

2
} = 

(Por{39), L.E.38 y L.F.25) 

Q.E.D. 

Este simple lema jugará un ':apcl importante más tarde en el procedimiento de 
inversión. Note que directamente ligamos las singularidades del potencial (V(x) E Bcr) 
con la taza de decaimiento de la norma de S(k) - I como un operador sobre L (sn- 1). 

Cuando V(x) no tiene singularidades (a= O, Kato 1976, ejemplo IIl.2.11) obtenemos la 
mejor taza de decaimiento. 

Denotamos por Tal operador antilineal de reversión temporal sobre L 2(Rn) defi­
nido como 

(Tf)(x) = f(x), {42) 

donde f(x) es el complejo conjugado de f(x). Denotamos también por Tal operador de 
conjugación compleja actuando sobre L2{sn-1): 

(T f)(w) = f(w), {43) 

f(w) E L2(sn-1). 

Por Px denotamos al operador de paridad actuando sobre L 2(Rn) como 

(Pxf)(x) = f(-x), {44) 

f(x) E L2(R n). Usaremos el símbolo Pw para el operador de paridad actuando sobre 
L2(sn-1). 
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(Pwf)(w) = f(-w), 

f(w) E L2(sn-1). 

Denotamos por sT(k) a la transpuesta de S(k), donde 

ST(k) = TS"(k)T, 

Lema 5. (Relación de reciprocidad). Pa.ra k >O 

Demostración. 

Note que para t E R, e•tlioT = Te-•tlio, e•tlfT = Te-•tli (lema E.18). 

Se sigue que 

TW± = W¡:T (L.F.10), 

TST = S' (L.F.11) 

Dado que T F = F'T (lema C.9) tenemos 

S'(k) = IFS'F'](k) = F2TS(k)TF2 = PwTS(k)TPw, 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

donde usamos F2 = F' 2 = Px. Note que en coordenadas polares (Pxf)(k,w) = f(k, -w). 
Dado que T 2 = I se sigue de (50) que 

TS'(k)T = PwS(k)Pw (L.C.8). (51) 

Q.E.D. 

Note que si S(k) es un operador integral con kernel S(k,w,w1
), (47) es equivalente 

a 

S(k,w,w1
) = S(k,-w1

, -w) (L.F.12). (52) 

Esta es la forma \lSual en la cual la relación de reciprocidad es enunciada. 
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Procedemos ahora a estudiar las autofuncioncs generalizadas de H = Ho + V(x). 
En particular probaremos que tienen para cada x fija una continuación meromórfica en 
e+ con polos a lo más en los autovalores de H. En el cr!So n = 3 esto ha sido probado 
recientemente en Balslev 1988. Aquí seguimos ese método. 

Para x E Rn, k E R+, k 2 í1' a+(H), w E 5n-I, definimos la.s siguientes autofun­
ciones generalizadas de H como en (0.18) 

(53) 

donde suponemos que V(x) E K 2 n L;(Rn), s = ~. donde E > O como en (15). Las 
funciones <P±(x, k, :.v) son juntamente continuas en x, k, w (ver Agmon 1975), y satisfacen 
la ecuación de Schródinger independiente del tiempo 

Hr/>±(x,k,w) = k24>±(x,k,w) (L.H.3) 

Definimos 

.P(x,k,w) = {.P-(x,k,w) 
.P+(x,-k,-w) 

,kE{O,oo) 
, k E (-co,O) . 

55) 
{56) 

Queremos probar que ef>(x,k,w) tiene una extensión meromór!ica a e+. 
Equivn.lentemente consideramos la función 

Se sigue de {54) que i,l>(x, k, w) satisface la ecuación 

(-6 - 21kw · \/ + F(x)),P(x, k. ':) = F(x), 

donde \/ denota al operador gradiente \/ = ( jL, jL, ... , ~). 
UX} UXz OXn 

Definamos para k E e+, w E sn-I, al operador 

con dominio H2 (Rn). 

(54) 

{57) 

{58) 

{59) 

Denotamos por Tw al operador unitario en L2 (Rn) (lemas D.5 y D.12) dado por 

(Tw!)(x) = f(t.; 1x), (60) 

donde tw es la matriz de rotacion que lleva al (1, O, O, .. ., O) en w. Entonces para k = p + 1q 
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donde (Balslev 1988) 

( a , 
Ho q) = -.6. + Zq-a - q·. 

:z:1 

El espectro de Ho(q), q?. O, está dado por 

a(Ho(q)) = {z2 E C: \Im z! '.S. q} (L.G.3), 

coincidiendo con [O, oo) para q = O. 

(61) 

(62) 

(63) 

Por (61), el espectro de HQ'(k) está también dado por (63) (lema G.13). Escribimos 
(58)como 

(H"' - k2)t/i(:z:,k,w) = V(:z:), (64) 

donde 

H"' = HQ' + V(:z:), (65) 

con dominio H2(Rn). Entonces es natural tratar de obtener una solución de (64) para 
k E e+ como 

(66) 

donde el límite es tomado en una apropiacla topclogía. Note que 5'i 6 >O, k+16 E p(HQ'(k)), 
el conjunto resolvente de HQ'(k). Esto definirá una continuación meromórfica de (57). Éste 
es el método de Balslev el que seguimos aquí 

Denotamos 

(67) 

donde k = p + tq E e+, y 6 > O. 

Considere a Jlo(q, k + 16), k E e+, como una función con valores en B(L;(Rn), 
H2,-1 (Rn)), 3 > 1/2 (lema E.3). Entonces los límites 

Ro ... (q,k) = limRQ(q,k + 16), 
· ó(O 

(68) 
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existen en la topología uniforme de operadores en B(L;(Rn),E: . . ,;R")), s > 1/2 (teo-
rema G.7). · 

~fás aún, la función 

(69) 

es analítica sobre e+ y continua soore e+\ {O}. Ssto está probado en Balslev paran= 3. 
Él usa como espacio inicial un espacio pesado con peso dependiendo sólo de x1. 

Más aún 

liRo. (q, k)lin(Li(R"),I/
0
,-,(R"I) :S Glkl"-

1 
(L.G.8) (70) 

para k E e+, lkl 2: 1, O:::; a :S 1 y alguna constante C. 

Esto se sigue del teorema A.l. y de la observación 2 del apéndice A de Agmon 
1075. 

Denotamos para w E sn-l, k == p + iq E C+ \ {O} 

(71) 

Note que para w fija, Rjj'{k) es analítica para k E e+ y continua para k E e+\ {O} 
como una función con valores en B(L;(Rn),H2,_,(Rn)) (lemas G.20 y G.21). Y también 
para k fija es uniformemente acotada en w (lema G.19). Más aún, por (70), ésta satisface: 

llRQ(k)lln¡L;(R"),Ho,-•(R")):::; c¡w- 1 
(L.G.19), (72) 

s > 1/2, O:::; a'.'.: l. k E C-t-, !kl 2: l. w E S"-1, donde C es independiente de w. 

Lema 6. Si n 2: 3, y s > 1 la función Rjj'(k) definida en (71) se extiende a una 
función definida sobre C-t-, i.e. tan:.lién en k == O. La función extendida es analítica en 
e+ y continua en C-t-. 

Demo3tración. 

Es suficiente probar que bajo las condiciones del Lema los límites en (68) existen 
también en k =O y que la función definida por (68) es continua en k =O. 

Para x = (x¡,x2 1 x3, ... ,x,.) E R", n 2: 3, denotamos por x = (x1,x2,.c1), Y 
X.J. = (x41x5, .. .,x.,;, y por Fl. a la transformada de Fourier en las variables XJ.· Uno 
checa que para f,g <::: C8"(Rn), 6 >O 
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Se sigue que para f E C6"(Rn), s > l 

= j K(x, fi, k + 16, EJ.)i(fi, ~J.)d3 y, 

donde j(fi, EJ.) = (F.L/)(fi, (¡_), E.!. E R n-3 , y 

e' ( y'(k+1ó) 2+iül:lx-!)f-1q(x1 -y¡)) 
K(x, fi, k + 16, EJ.) = (1 + lxi 2)-•! 2 

_ _ 1 . 
4rr¡x -y 

(74) 

(75) 

donde usamos la bien conocida expresión para el kernel de R.o((k + 16) 2) paran= 3, y que 

Imy'(k + 18)2 - :EJ.!2 ?:: o. 
Note que 

Im[y(k + 16) 2 - IE.Li2!x - fil - 1q(x1 - y¡)]?:: O. (76) 

Entonces 

y 

(78) 

para una constante e independiente de k, 6, y(¡_. 

Entonces 

(79) 
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donde K(k + 16, (¡J denota al operador de Hilbert Schmidt sobre L2 (R3 ) con kernel 
K(x,y, k + 16, (¡J (Kato 1976, ejemplo V.2.19).· 

El lema ahora se sigue de (79), la fórmula explícita para K(x, fj, k + 16, E.L) en (75), 
(77) y (78). 

Q.E.D. 

Observación 7. Note que 

= lim(H~(k) - (k + 16) 2)-1 (L.G.14), 
5(0 • 

(80) 

en la topología uniforme de operadores de B(L~(Rn), H2,-,(Rn)). 

Dado que V(x) es compacto de H2(Rn) en L2(Rn) (lema E.31), el espectro esencial 
de H"'(k) coincide con el de H~(k) (lema H.l): 

(81) 

coincidiendo con R.,. para Im k = O. 

Denotemos 

donde ad(H) denota al conjunto de autovalores negativos de H, y a+(H) al conjunto de 
autovalores positivos. Suponga que k E e+ \ é.o. 

Entonces para 6 > suficientemente pequeña (k + 16) 2 E p(Hw(k)), el conjunto 
resolvente de Hw ( k), y 

(Hw(k) - (k + 16)2)-1 = R{f (k + 16)(! +V R{f (k + 16W1 

(L.A.11, d.e.e.c. (011 02) = (H~ (k) - (k + 16)2, V)). (83) 

V Rff (k + tó) es un operador compacto en L~(Rn) (lemas E.u y E.32 donde en este caso 
(s,E) = ((1 + e)/2,L~(Rn))). Más aún, los siguientes límites existen 
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en la topología uniforme de operadores en B(L;(n.n),Hi,-a(Rn)), 3 =~'donde f >O 
como en ( 15) (lema H.8). Más aún, Rw ( k) es una función analítica de k para k E e+ \ 60 
(lemaH.11) yes continuaparak E c+\éio (lemaH.10). Note que por(71} parak E R\{O} 

(85) 

para :±:k >O, (lema G.16), el hecho de que I + VR()'(k) sea invertible para k2 cf; a+(H) es 
un bien conocido resultado de Agmon Hl75 (lema H.7). 

Se sigue de (72) y (84) que si V(x) E Br:r, OS o:< 1 

llRw(k)lin(Li{R"),Il¡,-,(R")) S C!k)"- 1
, 

para k E e+, JkJ 2: 1 + kM (lema H.9), donde 

k.\t = sup lk!. 
kE.lo 

(86) 

(87) 

Note que dado que H es acotado por debajo (lema E.13-) y a-'-(H) es acotado por 
arriba, kM es finita. 

Lema 8. Suponga que n 2: 3, y que V(x) E K 2 con f > 1 en (15). Tome 3 = ~· 
Suponga que H no tiene ni autovalor ni resonancia en cero. 

Entonces el límite en (84) existe también en k =O. La función Rw(k) se extiende 
a una funció~efinida en k =O por (84). La función extendida es analítica en e+\ 6 Y 
continua en e+\ 6, con valores en B(L;(n.n),H2,-a(Rn)}, donde 

(88) 

Demo3tración. 

Se sigue de {85) que 

I +V RQ(O) = I +V aj"(O) (L.G.17) (89) 

es invertible (lema E.34). Entonces l +V R()'(k) es invertible en una vecindad de cero en 
e+ (lema A.24, donde en este caso (E,A,f) =(e+\ 6,B(L;(n.n)),/ + VRQ(·))), los 
autovalores de H = Ho + V(x) no se acumulan en cero (lemas H.2 y A.10, donde en este 
caso 02 =V), y (84) vnle en una vecindad de cero. 

Q.E.D. 
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Sea V(x) E Li(Rn), s == ip. Definimos para k E e+\ ~o 

!/J(x,k,w) == Rw(k)V(x). (90) 

Denotamos 

(91) 

Se sigue de las propiedades de Rw(k) que hemos establecido que si V(x) E E2 fl 
L;(R n), s == .ip: 
l. Para w fija, 1/J(x,k,w) es una función de k con valores en H2,_,(Rn) meromórfica 

en C.,_ con polos a lo más en ti.¿ (lema H.11), y es continua en e+ \ ti.0 (lema H.10). 

2. Si n 2: 3 y cero no es ni un autovalor ni una resonancia de H == Ho +V (x), !:J!) E K2 
con!> len (15), y V(x) E Li(Rn), entonces ,P(x,k,w) definipa por (90) en e+\ ti. es 
también continua en k ==O para w fija con valores en H2,-a(Rn) (lema 8). 

3. :'1ote que R"'(k) es uniformemente acotada en w. Entonces (1) y (2) también valen 
cuando 1/J(x,k,w) es considerada como una función de k con valores en H2,-a(Rn) X 

L2(sn-1¡. 

Balslev 1988 probó que 1/J(x,k,w) es continua en x y que (1) vale para x y w fijas 
para n = 3 usando el teorema de Sobolev. 

Damos abajo una prueba de que 1/J(x, k,w) es juntamente continua sobre (x,k,w) 
paran 2: 2 basada en un teorema de Agmon 1975. 

Observación 9. Note que Rw(k) es una función juntamente continua de (k,w) E 
(C+ \~o x sn-l) en B(Li(Rn),H2,-.(Rn)). Por (84), para ver esto es suficiente pro­

bar que R~(k) es juntamente continua en (k,w) E (C+ \{O} x sn-l) con valores en 
B(Li(Rn),H2,-a(Rn)) (lema H.12). 

Suponga que esto no es cierto. Esto implicaría la existencia de sucesiones ki E 

e+\ {O}, w; E 5n-l, fj E L;(Rn) con 

ll/;/10,1 == 1, 

k; - k E e+\ {O}, w; - w E sn-t, tal que 

(92) 

(L.A.18, d.e.e.c. (E1,E2) == (L;(Rn),H2,-a(Rn))), 

(93) 

Pll.glna 56 La dispersión directa 



donde también podemos suponer que ji converge débilmente en L;(Rn) a alguna f E 
L;(Rn) (Rudin 1979, teorema 3.17). 

Note que se sigue de (71) que R0(k) y (R0(k))' son juntamente continuas en (k,t.:) 
en la topología fuerte (lemas G.22 y G.23). Entonces para cada g E H_2,,(Rn} 

== (!, (Jlt'(k))'g) == (L.A.15, d.e.e.c. E= L;(Rn)) 

= (R0(k)f,g). (94) 

Entonces Ji;;i (kj)Íj converge a R0 f débilmente en H2,-.(Rn). Pero la sucesión 

R~; (kj)fj está uniformemente acotada en la norma de Hz,-, (Rn) para cualquier 3' > 1/2 
(lema G.25), y dado que la inclusión de H 2._,,(Rn) en L;(Rn) , s1 <ses compacta (lema 
C.17), tenemos que 

3 - Hm Rwi(kj)f¡ == Rw(k)f, 
;-ro 

(95) 

en la topología fuerte de H2,-.(R"). Esto es una contradicción con (93). 

Q.E.D. 

Note que se sigue del Lema 8 y de (84) que si n :2: 3, V(x) E K2 con f > l en 
(15) y cero no es ni un autovalor ni una resonancia de H entonces para s == l:f!, Rw(k) 
es juntamente continua también en k == O i.e. es una función juntamente continua de 
(k,w) E (C+ \ tl x sn-I) con valores en B(L;(R"),H2._,(R")). 

Definimos para k E e~ \ óo 

Por (84) y (85) 

Rw(k) == e-•kw·:z:R:i:(k2)e'kw·:z: para ±k > O (L.H.4) 

Se sigue de (90), (97) y (53) que 

'( k ) _ { .P-(x,k,w) 
'11 x, ,w - 9+(x,-k,-w) 

, k E (O, oo), k2 1:, "'+(H) 
, k E (-oo, O), k2 r/: "'~(H). 
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(96) 

(97) 
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Lema 10. Suponga. que V(x) satisface {Hl) para alguna E >O y alguna O< {3 < 4 
y V(x) E L¡(Rn), s = l:f!. Entonces o(x,k,w) y t,!i(x,k.w) son funciones complejo 
valuadas de (x,k,w) juntamente continuas en (x,k,w) E (Rn x e+\ ti.o x sn-l). Para 
(x,w} E (Rn x 5n-l) fijos son meromórficas en k para k E e+ con polos a los más en UJ. 

Si n ?: 3 y V(x) satisface {16) con < > 1, O < f3 < 4, V(x) E .:::~(R"), s -= ~' 
y cero no es ni un autovalor ni una resonancia de H, entonces son junt:i.mente cc.cdnuas 
también en k =o i.e. para (x,k,w)"' (R" '.{ c-t- \A X sn-l). 

Demostración. 

4>( x, k, w) satisface 

(-t.+ V - k2 )<:i(x,k,w) =O (L.H.3), (100) 

y pertenece a H 2.loc(R") (lema H.17). Entonces por el Teorema C.l de Agmon 1975 y la 
Observación 9 d>(x,k,w) es localmente Holder continua en x uniformemente en (k,w) en 
conjuntos compactos de (C+ \ t.0 x S"- 1) (lema H.20). 

Denotemos 

g = <ii(x, k¡, :,;¡) - .P(x, k2,w2), 

donde (x,k;,w<) E (R" X e+\ Ao X 5n- 1). Entonces g satisface 

(101) 

(102) 

Aplicando otra vez la Observación 9 y el Teorema C.1 de Agmon 1975 probamos 
que ,P(x,k,w) es juntamente continua (lema H.23). 

Una vez que la continuidad está probada el hecho de que r,ó(x, k,w) es meromórfica 
en e+ con polos a lo más en Ad para x, "' fija..'l, se sigue de la propiedad (1) arriba (lemas 
H.23 y H.24). 

Sin 2: 3, V(x) satisface (16) con' > 1, V(x) E L;(Rn), s = l:f!, y cero no es ni 
un autova!or ni una resonancia de H. el argumento dado para la continuidad de r,ó(x, k, w) 
se aplica también cuando k =O (ver lem::.s 8 y H.:3). 

Q.E.D. 
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Capítulo 4 

La dispersión inversa 

Encontramos conveniente definir a 5(k) también para k <O como sigue: 

S(k) = TS(-k)T, (1) 

donde T está definido en (3.43). 

Note que con esta definición ( 1) es también válida para k > O. 

Lema 1. Suponga que V(x) E K 2 ¡ r;(R"). s = l~, donde E es corno en (3.15). 

Entonces 

S(k)qi(x.-b:) = <;i(x,k,-w), 

para cada x E R" fija, y k E R \{O}, k2 r:_ a.c(H). 

Demostración. 

Para k >O (2) es equivalente a (ver (3.53), (55) y (56)) 

S(k)<fi+(x,k.-w) = 6-(x,k,-w). 

Para k <O, (2) es equivalente a (ver (1)) 

TS(-k)Tiii-(x. -k,w) = d>+(x, -k,w) 

o equivalentemente 

La dispersión Inversa 

(2) 

(3) 

(4) 
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S(-k)T!/>-(x, -k,w) ,; T.P+(x, -k,w), (5) 

S(-k)!/>+(x, -k, -w) = tfa-(x, -k,-w), (6) 

donde usamos Tit>:1:(x,-· 1) = <i>:¡:(x, _;. -w) (lema F.14). Esta última propiedad es 
inmediata de (3.53). Per< d) se :;igue de ,). Así que necesitamos prouar sólo (3). Esta 
última ecuación es equivalente a 

Como es bien sabido (Agmon 1975) a partir de un cálculo, que para k > O, k 2 rf. 
a+(H) 

donde Q+ está definido en (3.41). Entonces 

= -(S(k) - I)cf>+(x, 1:. -w), (9) 

Q.E.D. 

Para y E un, k E R \.{O}. denotamos por Sy(k) a la matriz de dispersión para el 
par Ho, Hy = Ho .- Vy(x) donde Vy(x) = V(x +y). 
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Lema 2. Suponga que V (x) E Kz. Entonces para y E R n. k E R \{O}, k 2 '!:. cr~ (H): 

(10) 

~!ás aún, si V(x) es continua y 

(11) 

para algunas constantes e, /j > o, 

(12) 

en la topología uniforme de operadores en B(L2(sn- 1)) para todo YO E Rn, y uniforme­
mente para k E {k E R: lk! > t.}, para cualquier t. > O. ~1ás aún, si n 2': 3 y V(x) 
satisface (11) con 8 > 1, y cero no es ni un autovalor ni una resonancia de H, (12) rnle 
también en k = O, i.e. vale uniformemente para k E R. 

Demostración. 

Denote por Ty, y E Rn, al operador unitario de translación sobre L2(R") (lema 
D.23 y D.27): {Tyf)(x) = f(x +y), y por Hy =Ha+ Vy, donde Vy(x) = V(x -r y). 

Entonces 

Hy = TyHT; (1.D.27 y L.H.5). (13) 

Se sigue que H y Hy tienen el mismo espectro puntual (lema A.20, donde en este caso 
(E¡,D!) = (L2(Rn),L2(Rn)). 

Denotamos por W~ y Sy a los operadores de onda y de dispersión para el par Hy, 
Ho. Entonces 

(14) 

donde usamos el hecho de que Tye-itHo = e-itHoyy (lema A.36, donde en este caso H = 
L2(Rn)). 

Se sigue que 

(15) 
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y tomando la transformada de Fourier: Sy(k) = F SyF• = FTyST; F• = e'kw·v S(k)e-•kw·y 

(Rudin HJ79, teorema 7.2, y lema D.42), donde usamos el hecho de que para f E L2 (Rn) 

(FTyf}(kw) = e'kw·y(FJ)(kw) (Rudin HJ79, teorema 7.2), (16) 

en coordenadas polares k E R+, w E sn-l. Entonces (10) está establecida para k >O. E! 
resultado para k <O se sigue de (1) (lema F.19). 

Si (11) es satisfecha, H = H0 + V(x) no tiene autovalores positivos (ver Eastham 
y Kalf 1982). Más aún, dado que V(x) es uniformemente continua sobre subconjuntos 
compactos de Rn, paras=~'€< 8, 

Y~o \IV(x +y) - V(x + Yo)\ln(L:_,(R"),Li(R")) :S 

:S lim sup IV(x +y) - V(x + Yo)I = (L.D.35) 
y-yo :rER" 

=O (L.D.36), (17) 

para todo Yo E R n. Se sigue que Vy(x)Jlt(k 2) es una función continua de y E Rn en 
B(L;(Rn)) uniformemente para>; E {k E R: lkl > 6.}, para cualquier 6. >O (lemas E.8 y 
A.13, donde en este caso (C1,E2,B1,B2,B3,Ji,h) = (R \ Bt.(O),Rn,L¡(Rn),L:_,(Rn), 
Li(Rn),zj°(·2),V)). (12) se sigue de (3.25), (3.40) y las correspondientes fórmulas para 
Hy (lemas F.30 y F.32). Sin;:: 3, o > 1, y cero no es ni un autovalor ni una resonancia 
el argumento arriba se aplica también en k =O, y (12) vale uniformemente sobre k, para 
k E R (lemas F.31 y F.32). 

Q.LD. 

Para O cualquier conjunto abierto, O e R, denotamos por L2(0, L2(sn- 1
)) al 

espacio de Hilbert de funciones cuadrado integrables de O en L2(sn-l) con la norma 

( lB) 

Identificaremos a L2(R±, L2(5n-l)) (donde R- = (-oo,O)) con el subespacio de 
L2 (R, L2(sn-1)) consistente en aquellas funciones que son cero para ±t <O. 

Denotamos pe lI± al los espacios Hardy-Lebesgue de funciones con valores en 
L2(sn-l). Es decir, a.1 espacio cie Hilbert de funciones de R en L2(sn-l) que so: ..... 1 •• res 
frontera de funciones f(k), k = p + iq E e±, en L2(sn-l) que son analíticas sobre c::i: y 
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Como sabemos 

.sup j llf(p + 1q)llL;·(Sn-1¡dp < oo, 
:=q>O 

J~J /lf(p+ 1q) - f(p)lliz(sn-1¡dp =O. 

(19) 

(20) 

H± = FjL2(R±,L2(s"- 1)) (Lax y Phillips 1976, teorema 2.5) (21) 

donde F1 denota a la transformada de Fourier unidimensional 

l !N k (F¡f)(t) = ' - lim -:= ,-• t f(k)dk, 
N-oo v2rr -N . 

donde el límite está en la toplogía fuerte de L 2 (R,L2(5n-1)). 

(22) 

Definimos al operador generalizado <le Marchenko Newton para x E R" como 

(23) 

donde x+(t) denota a la función característica de R+, y sJ(k) denota a la transpuesta 
de Sx(k), o sea S[(k) = TS;(k)T. P1: denota al operador paridad sobre k: (P1:f)(k,w) = 
f(-k,w). Recuerde que (Pwf)(k,w) = f(k, -CJ). 

Note que Afx manda a L2(R,L2(S"- 1)) en L2(R+,L2(S"-1)) (lema B.9, donde 
en este caso (E,B, F) = (R,L2(s"- 1),S[(·)Pw)). 

Usaremos el mismo símbolo, Afx, para denotar al operador actuando sobre L 2 (R, L 2 

(S"- 1)) como a su restricción a L2(R+,L2(s"-I)). 

Denotamos por L 2 (R,B(L2(S"- 1))) al espacio <le Banach de todas las funciones, 
f(k), de R en B(L2(sn-I )) que son uniformemente medibles con respecto de la medida de 
Lebesgue (ver Hille y Phillips 1957, definiciones 3.5.4 y 3.5.5) tales que llf(k)llB(L2(S"-')) E 
L2 (R), el espacio de Hilbert de funciones real valuadas Lebesgue cuadrado integrables sobre 
R. La norma en L 2(R, B(L2(s"- 1 ))) está dada. por • 

(24) 

Note que si f(k) E L2(R, B(L2(S"- 1))) entonces ¡ 2(k) es Bochner integrable sobre 
R (ver Hille y Phillips 1957, teorema 3.7.4). El hecho de que L2(R,B(L2(s"-1))) sea un 
espacio de B anach se sigue fácilmente sobre la línea de la prueba clásica en el caso de 
funciones complejo valuadas (lema B.6, donde en este caso (E,B) = (R,L2(S"-1))). 
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Supongamos que V(x) E Bo., O ::; a < ~- Se sigue de Froese et al 1982 que 
H = Ha+ V(x) no tiene autovalores positivos. Más aún, por (3.40) S(k) es continua de 
R \{O} en B(L2(sn-l)) en la norma de operadores (lema F.23). Se sigue que SI(k) - I 
es una función uniformemente medible (lemas F.24 y B.3, donde en este caso (E, F, S) = 
(L2(sn-1),I - S:f{·J.-a+(Hl112 U {O} U a-1.(Hll/2)), y por el Lema 3.4 (S[(k) - I) E 
L2(R,B(L2(sn-l))) (lema F.':3) (recueráe que· 3[(k)IJ = 1). Entonces definimos 

mx(t) = s - lim ~IN (S[(k) - I)Pwe-•ktdk, 
N-· .:r -N 

(25) 

donde la integral al lado derecho de ("25 J es una integral Bochner y el límite que define la 
transformada de Fourier unidimensional existe en la topología fuerte en L2(R,B(L2(sn-l))). 
En particular 

(26) 

Teorema 9. 

l. Suponga que V(x) E K2. Entonces para toda x E Rn, Mx es un operador acotado 
autoadjumo sobre L2(R+,L2 (sn-1)). Su norma de operador es menor o igual que uno. 

2. Si V(x) E Bo., O::; a< 1/2, emonces Mx es sobre L2(R+,L 2(sn-l)) un operador 
con kernel 

(Mxf)(t) =fo°º mx(t + s)f(s)ds, (27) 

para t ~O, f(s) E L2(R+,L 2(sn-l)), donde mx(t) E L2(R+,B(L 2(sn-l))) es la res­
tricción a t ~O de (25). 

Más aún, Mx es un operador acotado de L2(R+, L2(sn- 1)) en Co([O, oo), L2(sn- 1)), 

donde Co([O, oo), L 2(sn-l)) es el espacio de Banach de funciones continuas de [O, oo) en 
L2(5 11-l) que tienden a cero cuando t - oo. 

3. Suponga que n ~ 3, que V(x) E B,., para alguna O :5 a < 1/2, donde en (3.15) 
€ > 1, y que cero no sea ni un autovalor ni una resonancia de H. Entonces Afx es un 
operador compacto sobre L 2(R+, L 2(sn-l)). Si además V(x) e: continua y satisface (11) 
con li > l, la función x - M,, es continua de Rn en B(L2(R+,L2(sn-l))), el espacio de 
Banach de todos los operadores acotados sobre L2 (R +, L 2 ( 5n-l)). 

Demostración. 

l. Denotamos por P± a los proyectores de L2(R,L 2(sn-1)) sobre H±. Definimos 

(28) 
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Por (23) 

Mx = F1ÜxFi (L.I.16) (29) 

Pero por (3.47) y (1) AÍ; = Afx (lema I.15). Entonces por (29) Mx es autoadjunto. 
Que A1x es acotado con cota menor o iguai que uno es inmediato de (23) y del hecho de 
que S(k) es unitario (lema I.19). 

2. Si V(x) E Ba, O:::; et< 1/2, se sigue del Lema 3.4 que la transformada de Fourier 
en (25) está. bien definida. Note que 

(30) 

porque P+PkP ... = PkP-P+ = O (lemas I.8 e I.9). Entonces (27) se sigue del teo­
rema de convolución de la transformada de Fourier. El hecho de que i\fx es acotado 
de L2 (Rº'",L2(s"- 1)) en C0 ([0,oo),L2 (S"- 1)) se sigue del lema de Riemann-Lebesgue. 

3. Recuerde que se sigue de Froese et al Hl82, que si V (x) E Ba, et < 1/2, H = 
Ho-;- V (x) no tiene autovalores positivos. 

Tomar <p(k) E CQ"(R), <p(k) = 1, lk\ ::=; 1, :p(k) =O, lk\ ;:::: 2, y definir 'Pm(k) = 
'P( ~). Entonces por (30) 

(31) 

donde 

(32) 

y 

u;,= F1P+(SI'(k) - I)(l - 'Pm(k))PwPkP+Fi. (33) 

Por el Lema 3.4, y (1) 

,,)!!p.00 llM;.l\B(P(R+,L'(Sn-l))) =O (L.I.20). (34) 

Entonces es suficiente probar que el operador 

(35) 

es compacto para cada 'PE CQ"(R) (Rudin 1979, teorema 4.18). 

Denotamos para m = 1, 2, 3, ... 
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Vm(x) = V(x)xm(x), (36) 

donde Xm{x) es la función característica de la bola jxj :S m, y 

(37) 

donde S[m(k) = TS;,m(k)T, Sr,m(k) = e•kw·rs ... (k)e-•kw·r, y Sm(k) es la matriz de 
dispersión para el par Ho, Hm = Ho -i- Vm(x). Tenemos (ver Agmon 1975) 

,,!!p00 [JVm(x) - V{x)lln(H2,_,(Rn).L;(Rn)) =O (L.E.25) (38) 

8 = ~. con f como en (3.15). Dado que cero no es ni un autovalor ni una resonancia de 
H y dado que a ... (H) es vacío 

(39) 

es invertible para k E [O, oo) (esto está n:,,'iado para k =O a continuación de la Definición 
3.3, y en Agmon 1975 para k > O). ~·~sigue de (3.14) y {38) que existe una M tal que 
para m 2: M 

(40) 

es invertible para k E [0,oo) (lema E.41, donde en este caso (±,r) = (+,O)). Entonces 
para m 2: Af, cero no es ni un au·.ovalor ni una resonancia de Hm, y a+(Hm) es vacío. 

:vfás aún, por {3.39), (3.4Ll), (1) y las correspondientes fórmulas para Sr,m(k), 

,,!~ Sr,m{k) = S,,(k), (41) 

en la topología uniforme de operadores en B(L2(sn-l)) uniformemente para k en el soporte 
de ip(k) {lemas F.30 y F.32). 

Entonces 

(42) 

en la topología uniforme de operadores en B(L2(R+, L2(sn-1))) {lema I.21). Se sigue que 
es suficiente probar que M'P es compacto en el caso en que V(x) tenga soporte compacto. 
Pero se sigue de (3.36-37), (3.55), (3.56) y (1) que en este caso T{k) = S(k) - I es un 
operador integral con kernel T(k,w,w 1

), donde 
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1 -1(sign k)n-l 2·¡· L.. 

T(k w w) = kn- c-'""''ry (x)¡/J(x k :.:')dx , ' 2(2;rpi-1 , , ' (43) 

para k E R (lema F.16), donde usamos Tó±(x,k,w) = ri>'f(x,k,-w) (lema F.14). Para 
k E R, E~ O, denotamos por T(k, ¡) al operador con kernel T(k, E, w,w1

), donde 

-1(sign k) 11
-

1 • j T(k ¡ w w1
) = k''- 2 e-•kw·rv(x)"'(x k · u w1)dx , ' ' 2{2;r)n-l 'f> ' I'" , • 

(44) 

Note que por las propiedades (1-3) de w(x, k,w) enunciadas antes de la Observación 
3.9 y (3.97), T(k,E) es un operador Hilbert-Schmidt sobre L2(sn-l) (lema H.25) y que 

limT(k,E) = T(k), 
(tÜ 

(45) 

.. m la norma Hilbcrt-Schimdt, uniformemente para k en conjuntos compactos de R [lema 
1.22). Definimos 

(46) 

donde para k E R, E > O 

Tr(k, ¡) = e'kw·rT(k, ¡)e-1kw·x, (47) 

y donde T[(k,E) es el transpuesto de T,(k,c): T[(k,E) = TT;(k,E)T. 

Entonces por la uniformidad del límite en (45) para k en el soporte de ip(k) 

(48) 

en la topología uniforme de operadores en B(L2(R+, L2(sn-1))) (lema I.24). Se sigue que 
es suficiente probar que lvf~ es compacto para E > O. Sin embargo },[,~ es un operador 
integral con kernel 

(M~f)(t) = fº m~(s + t)f(s)ds, (49) 

donde 

(50) 
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El cuadrado de la norma de Hilbert-Schmidt de M~ está dado por 

J+oo 2 ¡co 2 2 
:S _

00 
llm~(t)lbdt + -co t llm~(t)lbdt, (51) 

donde ilm~(t)ll~ denota el cuadrado de la norma Hilbert-Schmidt de m~(t) como operador 
sobre B(L2(sn-1)). 

Entonces 

, a ,2] 
lakT[(k,f,w,w')'P(k)! dk < co, (52) 

por (44), (47), la analiticidad de <i>(x,k + u,w), y dado que ip(k) E G8"(R). Entonces M.~ 
es compacto corno un operador de Hilbert-Schmidt. 

Finalmente suponga que V(x) es continuo y satisface (11) con ó > u, y que cero 
no es ni un autovalor ni una resonancia. Entonces por el Lema 2 

(53) 

en la topología uniforme de operadores en B(L2 (sn- 1)), uniformemente para k E R. 
Entonces por (23), la función x -• Mx es continua de Rn en B(L2(R+,L2(sn-l))) en la 
topología uniforme de operadores (lema I.25). 

Q.E.D. 

ema ,f. Suponga que n ?: 3, que V(x) E Ba, para 1guna O :S a :S 1/2, donde 
en (3.1~. € > 1, y que cero no es ni un autovalor ni una rcsonilllcia para H = Ho -i- V(x). 
Entonces hay una Ll. > O tal que si 

2 !;\:.! 11(1 +!xi ) • V(x)lin(IIa(Il."),L2(R")) :S Ll., (54) 

±1 no son autovalores de ,,fr, x E Rn, y 

l!Mrlln(L2(It+,L2(S"-1))) < 1, (55) 
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para toda x E Rn. 

Demo3tración. 

Suponga que [;;;; son autovectores de ,'.fx con autovalores ±l. Entonces j;;;;(k) = 
Fi f=(t) satisface 

donde usamos P+i± = i;;;;. ).fás aún 

porque de otra manera (por 11 • !i denotamos la norma en L2(R,L2(sn-I))) 

y se seguiría que j±(k) =O. 

Entonces 

y dado que i= y PwPkj± son ortogonales entre sí (lema I.13) 

2lli=!l 2 
= j dkll(SI(k) - I)PwPd±il~2¡sn-1¡· 

Pero se sigue de (3.39), (3.40) y (1) que 

llS[(k) - I!ln¡u¡sn-1¡¡ = i!(S(k) - !Jlln¡L2¡sn-1n < (L.F.27) 

< JZ, 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

{61) 

para todo k E R, si D. en (54) es suficientemente pequeña (lemas F.9, F.31 y F.32). 

Entonces por { 60) 
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(62) 

y j± =O. Se sigue que ±1 no son autovalores de Afr, x E R". 

Dado que por el Teorema 3, Afr es nutoadjunto, compacto, y su norma de oper~dor 
es menor o igual que 1, (55) se sigue por que ±1 no son autovalores de ld:r; (Rudin "9, 
teoremas 4.25 y 11.28). 

Q.E.D. 

Observación 5. Definimos para ó > O 

\1(1 + \xl)2+6V(x)\\co := ess sup (1 + \x\) 2+ó!V(x)\. (63) 
rER" 

Note que para O < f '.S 1 + ó 

i\(1 + x~)YV(x)iln(H..,[R"),L2{R")) s; !1(1 + jxl)2+óV(x)\loo (L.C.15) (64) 

Entonces (54) será satisfecha si 

(65) 

Para m ~ O denotamos por Gil (R n) al espacio de funciones real valuadas continuas 
y acotadas so'..7e R" cuyas derivadas hasta orden m son funciones acotadas. 

Teorema 6. Suponga que n ;:: 3, que V(x) E Cjjº(R"), donde o:0 es el entero no 
negativo más pequeño tal que o:o > n/2 + 3/2, y que para O :S 111 :S o:o 

(66) 

para algunas C,ó >O. Más aún, suponga que H = Ho + V(x) no tiene autovalores no 
positivos y que cero no es una resonancia. 

Entonces para cada x E R" fija, DJt/J(x,k,w) E H ... , donde O :S hi $ 2, Y la 
función x_, DJt/J(x,k,w) es continua de R" en H .... Denotamos por 

Xx(t,w) == s - lim 
1 

JN e-•kt,¡,(x,k,w)dk, (67) 
N-= y2;r -N 
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n In transformada de Fourier en k de CJ(x,k,w) para x fija. Entonces xx(t,w) e: 
L2(R.+, L2(S"- 1)) y Xx(t,w) =O para t <O. ~fás aún. para O ::; hl :S 2 

l •.V , 
DJ:x,,(t,w) =.s- jim ---:;= j .e-'"11!J(x,k,w)dk, 

.'i-cc y _;r -,\ 
(GS) 

estan también en L2 (R.,.,L2 (S"- 1)), Dhx(t,w) =O, para t <O, y las funciones x -
Dixx(t,w) son continuas de R" en L2 (R". Lt(sn-1)). 

Para cada x E R" fija, w · 'Vxxx(t,w) es una función continua de t E ¡o,oo) en 
L 2 ( sn-l) y satisface la identidad generalizada el milagro de Newton 

Demostración. 

:-;; 
V(x) = \f ::_ limw ·'V xXx(t,w). 

rr qo 
(G9) 

Note que como HQ'(k) es un operador con coeficientes constantes, conmuta con 
derivadas. Entonces todos los resultados que hemos obtenido para R;j' (k) como un opera­
dor en B(Li(R"),IIa,-•(R")), O :S a :S 2. en realidad son ciertos para R;j'(k) como un 
operador en B(H,8,,(R"),lI,B+a,-•(R")), para í3:;:: O, y O :S a :S 2. Por (66), l'(x) es un 

operador compacto de Ha
0
.,-a,-,(R") en Ha

0
,,(R") para cualquier s, 1/2 <.; < 'f + ¡~,¡ 

(lema H.14, donde en este caso (n1
, e)= (a0 , V)). Entonces por (3.85) todos los resultados 

que obtuvimos para R"'(k) como un operador en B(L;(R"),Ha,-•(R")) realmente valen 
para Rw(k) como operador en B(Hn0,,(R"),l:l00+a,-•(R")), para O :S a :S 2. En par­
ticular (3.87) vale en la norma de operadores en B(H00,,(R"),Ha.,.ao,-•(R")), O :So.< l 
(lema H.16, donde en este caso n1 = a 0). 

Note que por (66) para¡= O. JI= llo + V(x) no tiene autovalores positivos (ver 
Eastham y Kalf 1982). Se sigue de (66) que V(x) E H,,0 ,,(R") para O< s < l-,- b (lema 
C.31. donde en este caso (n1

, e) = (o:0 , V)). Entonces por el teorema de Sobolev. para x 
y w fijas. Dl,i;;(x,k,w), O :S hl::;: 2, es analítica sobre C.,., continua sobre e+, Y para 
cualquier O< p < oo - hl + i - ~' p :S 1/2, 

\D±1/J(x,k,w)I :S CllD±1/i(.,k,w)llao-hl+t/2-,o,-• :S 

< C ljVll-0 , (L.H.27, d.e.e.c. n1 = ao), 
- (1 + \kl)l/2+p' ~ ' 

(70) 

para alguna constante e, k E e+ y uniformemente para X en conjuntos compactos de 
R" y w E 5n-l. Entonces para x fija, DJ:t/i(x,k,w) E H+ (lemas B.11, donde en 
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<~ste caso (E1,E2,/) = (R,sn- 1,Di.P(x,k,w}); B.12, donde en este caso (E,S,f) = 
(sn- 1 ,c-r,.p(x,k,w)), e I.26, donde en este caso (E,!)= (sn- 1,,P(x,k,w))). Más aún, 
por el teorema de Sobolev para k y w fijas, Di,,P(x,k,w) es una función continua de x y 
dado que la constante C en (70) es uniforme para x en conjuntos compactos de Rn y en 
w E 5n-l, para cualquier Xo E R. n, ko > O 

J
+ko 

lim IDJt/!(x,k.w)-Di, HXo,k,w)i 2dkdw=O. x-x0 -ko · o (71) 

Más aún, por (70) 

lim r !.P(x,k,w) - .P(xo,k,w)\2dkdw:::; 
ko-oo l¡k¡~ko 

:::; e lim r dk . 6 = o, 
ko-oolikl~ko (1 + lkl)l-r2 (72) 

uniformemente en x para todo lx - .roi < ¡1 y para cualquierµ.> O. Se sigue de (71), (72) 
que para toda x E R n 

x~o llDJ,P(x,k,w) - DJ0 ,P(xo 1 k,w)liiz(R,LZ(Sn-I)) =O. (73) 

Entonces la función x-+ Di.1/l(x,k,w) es continua de Rn en L2(R,L2(sn-l)). 

Los hechos de que Dh,,(t,w) E L2(R+,L2(sn-l)), Di,x,,(t,w) =O para t <O 
y que las funciones x - Dixx(t,w) son continuas de Rn en L2(R+,L2(sn-l)) se siguen 
ahora de la transformada de Fourier en k. 

Más aún, tenemos que 

(74) 

,¡,B(x.k,w) =• I'i)(k)V(x), (75) 

,¡,N8 (x,k,w) = -Rt'(k)(I + V.Rt'(k))- 1VRg'(k)V(x). (76) 

Se sigue del teorema de Sobolev que para cualquier O < p < ao - hl + i - ?, 
o :::; 111 :::; 2, o < p < 1/2 

IDJ.,¡,N
8

(x,k,w)I:::; (l + l~) 3/2+p!IVllao,., (77) 

Página 72 Le dispersión Inversa 



)'como antes. que D"J:l/JNB(x,k,w) EH+ y que la función x - D"};.;,N8 (:::,k,. .. :) es continua 
de Rn en L2 (R,L2 (sn-I)). Entonces 

(78) 

es una función continua de x E R n en L2 (R"'", L2 ( sn- I)). '.\fás aún, por (77) para cada x 
fija, D1x~8 (t) es una función continua de t E R en L2(sn- 1). Dado que Dh~B(t) =O 
para t < O debemos tener que 

(79) 

Denotemos 

(80) 

:'lote que para O::; ;¡¡ ::; 2 

l ¡+N D1x~(t) = s- lim ~ dk e-•ktR;J'(k)D"J:V(x). 
N-oo v·2;r -N 

(81) 

Como arriba, para cualquier O < p < no - hl + i - l_f, p < 1/2 

IR;J'(k)D"J:VJ::; GllR;J'(k)V(x)iJ 00 -hl+I/2-p,-•::; 

< C ljV(x)ll 
- (1 + !kl) 112+P' ªº•'' 

(82) 

para k E e+' uniformemente para X en conjuntos compactos de R n y w E sn-I. '.\Iás 
aún, como antes, para x fija, R;J'(k)DJV(x) EH+ y la función x - (R()(k)DJV)(x) es 
continua de Rn en H+. Entonces Dh~(t,w) E L2 (R.,.,L2 (5n~I)), Dh~(t,w) =O para 
t <O, y la función x - D"J:x~(t,w) es continua de Rn en L2(R.,.,L2(sn-l)). 

Más aún, por (3.59) y Observación 3.7 

(-~ - 21kw · v)R()(k)V(x) = (HQ'(k) - k2 )R()(k)V(x) = V(x) (L.H.3). {83) 

Tomando la transformada de Fourier en k en sentido de distribuciones obtenemos 
de (83) que 
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a . 
-~,,x~(t,w) + 2a¡"' · 'V,,x~(t,w) = v'Zrr°ó(t)V(x). (84) 

Entonces para t > O 

(85) 

Se sigue que para x fija, w · 'V,,x~(t,w) es una función continua de t E [ü,oo) en 
L2(sn-1). 

Dado que w ·'V rX~ (t, w) = O, se sigue de (84) que la discontinuidad de salto de 
2w · 'Vxx~(t,c.;) en t =O tiene que ser J2;V(x). Entonces 

limw · 'Vxx~(t,w) = · f'.'.:v(x). 
tlO V 2 

(86) 

La identidan generalizada el milagro de Newton (69) se sigue de (79) y (86). 

Q.E.D. 

Suponga que V(x) E Bn, O:::; ex< i· Definimos para cada x E Rn fija 

fx(t,w) = s - lim 
1 

JN e-•kt[(I - S[(k))l(w)]dk, 
N-co v'2rr -N 

(87) 

donde l(w) es la función sobre sn-I identicamente igual a uno. La transformada de Fourier 
unidimensional (87) converge en la topología fuerte en L2(R, L2(sn-1)) (ver lema 3.4). 

Note que se sigue de los Lemas 3.4 y 2 que la función x ~ fx(t,w) es continua de 
Rn en L2(R,L2(sn-l)). También denotaremos por fx(t,w) a la restricción a t >O de (87) 
corno una función en L2(R +, L2(sn-l)). 

Lema 7. Suponga que las condiciones del Teorema 6 son satisfechas. Entonces 
Xx(t,w) (ver (67)) es una solución a la ecuación generalizada de Marchenko Newton para 
cualquier x E R n 

Xx(t,w) = Mxxx(t,w) + fx(t,w), 

sobre L2 (R+,L2 (sn-l)) donde fx(t,w) está definida en (87). 

Demostración. 
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Se sigue de ( 3.97) y ( 2) que 

1/J(x,k,w) = PwSx(k)Pkl/J(x,k,w) + (I- P,..,Sx(k))l(w) (L.H.28). (89) 

Entonces (88) se sigue de (89) y el Lema 3.5 por Ja transformada de Fourier en k 
(lema I.27). 

Q.E.D. 

Demostración del Teorema 0.1 

El Teorema 0.1 se sigue del Teorema 3, el Lema 4, la Observación 5, el Teorema 
G, y el Lema 7. Los hechos de que si +l no es un autovalor de ,\fx la solución a la 
ecuación generalizada de Marchenko es única y que si la norma de operador de Afx es 
menor o igual que uno la solución está dada por una serie de Neumann están demostrados 
respectivamente en los lemas I.28 y A.30, donde en este caso A.= B(L2(R.,.,L 2(sn-l))). 

Q.E.D. 
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Apéndice A. Espacios de Banach 

Espacios topológicos. 

A continuación daré un par de lemas sobre espacios topológicos. 

Lema 1. Considerar a dos espacios topológicos E¡, E2; a un subconjunto cerrado 
Ce E2 y a una función continua/: E 1 ~ E2• Entonces ¡- 1(C) es cerrado. 

Demostración. 

(1) 

Dado que C es cerrado, ce es abierto; por ser f continua, ¡-1(C<) es abierto; 
Juego, ¡-1 (G<Je es cerrado; por (1), ¡-1(C) es cerrado. 

Q.E.D. 

Lema 2. Considerar a un elemento n E N, a un subconjunto cerrado no aco­
tado S C en, a un espacio topológico E y a una función continua /: S - E tal que 
lim!si-oo f(s) E E. Entonces {lim~,¡-oo f(s)} U f(S) es compacto. 

Demostración. 

Considerar a una cubierta { G} C P(E) corres¡iondiente a {lim¡,1-oo f(s)} U f(S). 
Entonces: 

Por lo tanto: 
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3Go E {G}: lim f(s) E Co 
1•1-oo 

3r E R..,.: f(S n Br(D)c) E Co 

(1) 
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Por lo tanto: 

S n B,(o)< e r 1(f(S n B,(o)<}) e ¡-1(Co) => 

Por el lema 1, donde en este caso (E1,E2,C) = (S,E,C/j), se concluye que ¡- 1 (Có) es 
cerrado, y por (2), es compacto. Dado que f es continua y: 

J(f- 1(C0)) = J(S) ne¡; 

se concluye que f(S) ne¡; es compacto; por lo que existe una subcubierta finita { C;} e { C} 
tal que /(S} n C0 e U G¡. Entonces: 

{ lim /(s)}uf(S)={ lim J(s)}u[(f(S)nG0 )u(f(S)nC(l})c 
1•1-oo l•l-oo 

e Co u Co u U G; (Por (1).) 

Por lo que {lim~,1-oo f(s)} U J(S) es compacto. 

Espacios vectoriales. 

Q.E.D. 

Los siguientes lemas versan sobre operadores definidos en espacios vectoriales arbi­
trarios, lo único que supondremos es que tales operadores son lineales. No necesitan estar 
definidos en todo el espacio. Recordemos que pa.ra un operador inyectivo el dominio de 
su inverso es el rango del directo. En el lema 11 derivaremos una fórmula operacional útil 
para el desarrollo de la tesis. 

Notación S. Considerar a dos espacios vectoriales E¡,E2. L(E¡,E2) denota al 
conjunto de los operadores lineales definidos en E 1 con imagen en E2. 

Lema .¡. Considerar a dos espacios vectoriales E¡, E2 y a un operador lineal O 
definido en E2. Entonces: 
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Demostración. 

Q.E.D. 

Lema 5. Mismas hipótesis que en lema 4. Entonces: 

N(O) ={O}==> 'VLE L(E1,E2):N(L) ={O}=> (OL)- 1 = L-10-1 

Demostración. 

Por lo tanto 

Q.E.D. 

Lema 6. Considerar a dos operadores lineales 0 1, 0 2 , definidos en espacios vecto­
riales, tales que: 

(1) 

Entonces: 

Demostración. 

=> .)lfn E N(01): 3d E D(02): n = 02d => (Por(l).) 

=> n =O 
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Por lo tanto: 

N(01) ={O} 

~~~!1 
~ALfü 

~fES~S :.~f~ ·~~til~ 
.f~E t.!:; J~:iUf!YtTt 

Q.E.D. 

Lema 7. Considerar a dos operadores lineales 0 1, 02 definidos en espacios vecto­
riales tales que: 

N(Oi) ={O} /\ R(02) e D(O¡) (1) 

Entonces: 

Demostración. 

~n=O 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 8. Considerar a dos operadores lineales 0 1, 0 2, definidos en un espacio 
vectorial, tales que: 

N(Oi) ={O} 

Entonces: 

Demostración. 
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Q.E.D. 

Lema 9. Mismas hipótesis que en el lema 8. Entonces: 

Demo3tración. 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 10. Mismas hipótesis que en el lema 8. Entonces: 

Demo3tración. 

2 
D(I + 020[1

) = D(020j"1) = (0[ 1)- 1D(02) =O¡ íl D(O¡) C R{O¡) => 
i=l 
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Q.E.D. 

Lema 11. Mismas hipótesis que en el lema 8. Entonces: 

Demostración. 

Q.E.D. 

Lema 12. Considerar a un espacio vectorial topológico E y a dos subconjuntos 
acotados 8¡, 82 e E. Entonces 8¡..,.. 82 es acotado. 

Demostración. 

Todo entorno V correspondiente a O es tal que existe un entorno V 1 correspondiente 
a O tal que V'+ V' e V. Además: ' 

Vi E {1,2}: =:r; E R-r: 'ir E (r¡, oo): 8¡ e rV1 

Por lo tanto: 

Vr E (max{r¡,r2},00):81 +82 e rV1 +rV1 = r(V1 +V') e rV 

Por lo que 81 + 82 es acotado. 

Q.E.D. 

Espacios de Banach. 
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Los siguientes seis lemas tratarán sobre funciones con valores en espacios de Banach 
definidas en espacios topológicos. En los primeros tres se estudiará, bajo ciertas condicio­
nes, la continuidad del producto de dos de tales funciones, en sentido uniforme, fuerte 
y débil. El lema 17 da condiciones para la analiticidad del producto de dos funciones 
definidas en C. 

Lema 19. Considerar a un elemento (i,j) E {1,2} x {1,2,3}, a un conjunto C¡, 
a un espacio topológico E¡, a un espacio de Banach B;, y a una función f¡: C¡ x E¡ -
B(B¡, B 1+¡). Entonces: 

\l(e¡,e2) E E¡ x Ei:\li E {1,2}: 

sup 11/¡(c,e¡)ll < oo /\ 
cEC; 

lim. sup llf¡(c, e¡) - f¡(c,e)\I =O== 
e-e, cEG¡ 

Demostración. 

Por lo tanto: 

'.S 
1 1 

lim (sup l1h(c,e2)1i sup llfi(c,e¡} -'f¡(c,e'1lll+ 
(cp<z)-(e1,<2) cEC2 cEC1 

+ sup ilh(c, ez) - h(c, e~)\I sup llfi(c, eilii) =O 
cEC2 cEC1 
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Q.E.D. 

Lema L(. Considerar a un elemento i E {1,2}, a un espacio topológico E;, a un 
espacio vectorial E, a un espacio de Banach B; y a dos funciones, f¡:E¡ - L(E,B¡) 
(notación 3), fi:E2 - B(B1,B2). Entonces: 

sup 11/i(e)il < oo = 
0EE2 

==vi E {l,2}:Ye E E;:'1x E íl D(f;(e)): lim ll(!;(e) - /;(e'))x[I =O=> 
eEE¡ e.1-e 

=> Yx E íl D(f¡(e)): 
1 1 

lim l(fi(cz)f¡(e¡) - h(e2)fi(c1¡))xíl =O 
o"iOE¡ (epe,)-(o¡,qJ 

DemoBtración. 

= 
1 1 

lim ll(h(e2) - h(e2))f¡(e¡)x + h(e2)(Ji(e¡) - /¡(e'¡))xil :S 
(<¡,o,)-(e1,e2) 

Q.E.D. 

Lema 15. Considerar a dos espacios topológicos E 1 ,E2; a un espacio de Banach E 
y a dos funciones f¡: E¡ - E, h: E2 - E'. Entonces: 

sup llfi(e)ll < oo ==> 
eEE1 

==> \f(e¡, ez) E E1 x Ei: lim (!¡(e¡) - f¡(e), h(ez)) = lim llf2(e2) - fi(e)ll =O=> 
e-e1 e-e2 
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Demostración. 

:::; , , lim (1 (f¡(e¡) - fi(e
1
¡),h(e2)) 1 + sup iifi(e)!llJ/z(e2) - h(e~Jll) =O 

(e¡,ez)-(e¡,<2) <EE¡ 

Q.E.D. 

Lema 16. Considerar a un espacio topológico E, a dos espacios de Banach E¡,E2; 
a un subconjunto Se E 1 y a una función/: E - B(E¡, E2). Entonces: 

E¡=§ i\ sup iJ/(e)JJ < oo = 
<EE 

=«te E E:Vs ES: lim iJ(/(e) - /(e'))sJJ =O => Ve1 E E1: lim IJ(/(e) - /(e'))e11i =O 
e1-e e1-e 

Demostración. 

•fe¡ E E1:Vs ES: lim !l(f(e)- /(e'))etij = lim Jl(f(e)- f(e'))(e¡ - s) +(!(e)- /(e1))sij S 
e1-e e1-e 

:::; lim (2sup l1/(e)JJ!le1 - sil+ IJ(!(e) - /(e'JJsii) = 2sup ii/(e)il/Je¡ - 811 
e'-e e E E eEE 

Por Jo tanto: 

lim /J(/(e) - /(e'))e11i =O 
e'-e 

Q.E.D. 
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Lema 17. Considerar a un elemento (i,j) E {1,2} x {1,2,3}, a un subconjunto 
abierto Se C, a un espacio de Banach E; y a una función analítica/¡: S - B(E¡,El+¡). 
Entonces: 

'r/s ES: lim ilh- 1{(hf¡}(s + h) - [(h/¡}(s) + h(hf[ + f~f¡}(s)]}I\ =O 
h-0 

Demostración. 

'is ES: lim l\h-1{(/2/¡)(s + h) - [(12/¡)(s) + h(hf[ + /~/¡)(s)]}ll = 
h-o 

= lim l\h(s + h)h- 1[/¡(s + h) - (!1(s) + h/{(s))]+ 
h-0 

+h- 1[h(s + h) - (/2(s) + h/~(s))J/1(s) + (/2(s + h) - h(s))/[(s)I\ :'Ó 

S lim{llh(s + h)l\llh-1[/¡(s + h) - (/1(s) + h/{(s))Jll+ 
h-o 

+llh- 1[f2(s + h) - (h(s) + h/4{s))Jllllft(s)I\ + l\h(s + h) :- f2(s)l\l\/[(s)ll} =O 
(Pues /¡ es analítica.) 

Q.E.D. 

Lema 18. Considerar a dos espacios de Banach E1, E2, y a una función /: N -
B(E¡, E2) tal que inf nEN l\/(n)ll >O. Entonces existe una función / 1

: N - {e E E¡: llell = 
l} tal que infnEN 11/(n}/'(n)I\ >O. 

Demostración. 

'i~ E N:3en E {e E E1:llel\ = l}: ( inf ll/(n)l\)/2 + l\/(n)en[l 2: l\/(n)l\ 2: inNf l\f(n}I\ => 
nEN nE 

=> llf(n)enll 2: ( inf l\f(n)l\)/2 
nEN 

(1) 

Sea f 1 tal que: 
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Vn EN: J1(n) =en 

Por lo tanto: 

inf llJ(n)J'(n)ll = inf llJ(n)enil ;_ ( inf llf(n)ll)/2 > (Por(l)) 
nEN nEN nEN 

>0 

Q.E.D. 

El tema que abordaremos ahora es el de operadores en espacios de Banach. En el 
lema 20 establecemos que el espectro puntual de un operador es invariante bajo equivalencia 
unitaria; en el lema 21 se prueba un resultado para operadores isométricos los cuales no 
alteran la norma en el producto con otro operador acotado: en el lema 22 probaremos que 
el producto de un operador cerrable por un acotado es cerrable. 

Lema 19. Considerar a dos espacios de Banach E1 1 E2. Entonces: 

VL E L(E1, E2): N(L) = {O} 1\ LL-1 = I => 

=> VL1 E L(E1) n L(D(L)):Vc E C: N(L1 
- e) = {O}~ N(LL'L- 1 

- e) ={O} (N.3) 

Demostración. 

R((L' - c)L- 1) e R(L1 
- e)= (L' - c)D(L' - e)= (L' - c)D(L1

) e 

e L1D(L1
) - cD(L') = R(L') + D(L') e D(L) + D(L) = D(L) /\ 

/\ D(L' - e)= D(L') e D(L) = R(L- 1
) 

Por lo tanto: 

N(LL' L- 1 - e) = N(L(L' - c)L- 1) ={O} ~ 
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* N((L1 
- c)L- 1) ={O}* (L.7, d.e.e.c. (01, 02) = (L, (L' - c)L-1)) 

* N(L' - e)= {O} (L.6, d.e.e.c. (01,02) = L' - c,L- 1)) 

Q.E.D. 

Lema BO. Mismas hipótesis que en el lema 19. Entonces: 

VL E L(E1, E2): 

N(L) ={O} 1\ LL- 1 = I => VL1 E L(Ei) n L(D(L)):ap(L1
) = ap(LL1L- 1) 

Demostración. 

a E ap(L') {ojo N(L1 
- a) f. {O} {ojo N(LL1 L-1 - a) f. {O} {ojo (L.19) 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema f1. Considerar a cuatro espacios de Banach E 1, ... , E4, y a dos operadores 
isométricos 01: E1 - E2 1 02: Es-> E4. Entonces: 

Vi E {l,2}:R(O¡) = E2¡ => 

=> VB E B(E2, E3): 02B01 E L(E1, E4) => 02B01 E B(E¡, E4) 11 llBll = ll02B011i 
(N.3) 

Demostración. 

Ve E E1: \I02B01e\I = llB01ell::; (Pues 02 es isometría.) 
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:S llBllll01eil = JIBllliell (Púes O¡ es isometría.) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

llBll = ll02 102B010! 1
11 :S ll02B011i '* 

(Donde ahora "E¡","E2","E3","E.¡","01","02") = (E2,E¡,E.¡,E3,0[ 1,021).) 

Q.E.D. 

Lema 22. Considerar a tres espacios de Banach E¡, E2, E 3; y a dos elementos 
BE B(E1,E2) y LE L(E2,E3) (notación 3), este último tal que sea cerrable. Entonces 
LB es cerrable. 

Demo3tración. 

Considerar a una función /: N-> D(LB) tal que: 

Por lo tanto: 

,,ll.,n¿..,Bf(n) =O=:- (Pues BE B(E¡,E2).) 

=:> ,,ll.,tr;,LBJ(n) =O (Pues Les cerrable) 

Dado que f es arbitraria se concluye que LB es cerrable. 

Q.E.D. 

Lema 29. Considerar a dos espacios de Banach E1,E2, y a dos subconjuntos 
acotados S¡ e E¡ y S2 C B(E¡, E2). Entonces U,Es, 3S¡ es acotado. 

Demo3tración. 
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Por lo tanto: 

Vy E LJ sS¡:3s E S2:y E sS¡ 
•ES2 

3s1 E S¡:y = ss¡ => llYll = iJss1i1::; i1slllls1l1::; sup JJsll sup llsJJ 
0ES2 0ES1 

Por lo tanto: 

2 

LJ sS1 C {e E E2: l!ell ::; TI sup iisJJ} (Pues S¡, S2 son acotados.) 
0ES2 i=l aES; 

Por lo que LJ,ES, sS¡ es acotado. 

Q.E.D. 

En esta ocasión trabajaremos con álgebras de Banach, o más bien con funciones 
que toman valores en estos espacios. En el lema 25 demostraremos que una función de 
dos variables, uniformemente continua en una de ellas, conserva esta propiedad bajo la 
inversión algebraica, suponiendo que la función toma valores en· el grupo de los elementos 
invertibles. En el lema 27 probamos un resultado análogo para la analiticidad de una de 
tales funciones. 

Lema 2.f. Considerar a un espacio topológico E, a. un elemento e E E, a un álgebra 
de Banach A, al conjunto consistente en los elementos invertibles en A, G C A, y a una 
función /:E ..._. A tal que: 

f(e) E G t\ lim 11/(e) - /(e1
) 11 =O 

e. 1-e 
(1) 

Entonces existe una vecindad correspondiente a e, V e E tal que f(V) e G. 

Demostración. 

Por Rudin 1979, teorema 10.12, existe una vecindad correspondiente a O, V e A, 
tal que /(e)+ V e G¡ por (1), existe una vecindad correspondiente a e, V' e E, tal que 
f(V') e /(e)+ V¡ luego, /(V') e G. 

Q.E.D. 
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Lema 25. Considerar a un conjunto C, a un espacio topológico E, a un álgebra 
de Banach .4, al conjunto consistente en los clerhcntos invertibles en A., G C A., y a una 
función [:e X E~ 11. Entonces: 

'le E E: sup lif(c, e)-111 <ce ,\ lim sup llf(c, e) - f(c, e')ll =O= 
cEO e'-eeEC 

= lim sup lif(c, e)- 1 - f(c, e')- 111 =O 
e'-e cEC 

Demo•tración. 

\f(c, e') E e X E: !lf(c, e)- 1 
- f(c, c')-1 !I = llf(c, c)- 1 (f(c,e') - f(c, e))f(c,e')- 1 11 ::; 

::; llf(c,e)- 1!lllf(c,e') - f(c,e)lillf(c,e')- 1 :1 

Por lo tanto: 

lim sup llf(c, c)- 1 - f(c,e')- 111::; 
e'-eceC 

::; l
1
im sup llf(c, e)- 111 sup llf(c, e) - f(c,e1

) 11 sup llf(c, c')- 1
11 =O 

e -e cEG cEG cEG 

Q.E.D. 

Lema 26. Considerar a un subconjunto cerrado no acotado S e C, a un álgebra de 
Banach A., al grupo consistente en los elementos invertibles en A., G e A, y a una función 
f: S ~ G. Entonces: 

lim f(z) E G /\ \fs ES: lim llf(s) - f(s')ll =O = sup llf(s)-1
11 < oo 

!z!-00 •'-• ' •ES 

Demo3tración. 

Por el lema 2, donde en este caso (n, E) = (1, G), {liml=l-oo f(z)} U f(S) es 

compacto; por Rudin 1979, teorema 10.12, ({liml=l-oo f(z)} U f(s))- 1 es compacto; por 

Rudin 1979, teorema 1.15, y dado que j(S)- 1 e ( {limlzl-oo f(z)} U f(S))- 1, se concluye 

que SUP,ES llf(s)- 1 11 <OO. 
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Q.E.D. 

Lema 27. Considerar a un subconjunto abierto S e C, a un álgebra de Banach A, 
al conjunto consistente en los elementos invertibles en A, G e A, y a una función analítica 
f: S --+ G. Entonces: 

Vs ES: lim llh- 1(f(s + h)- 1 - J(s)- 1 + hf(s)- 1 J'(s)J(s)- 1)11 =O 
h-o 

Demostración. 

Vs E S: lim llf(s)- 1- f(s')- 1 11 =O (Pues f es analítica y por Rudin 1979, teorema 10.12) 
a1-a 

Por lo tanto: 

:5 lim{llJ(s + h)- 1llllh- 1!J(s + h) - (f(s) + hf'(s))JllllJ(s)- 111+ h-o 

+llJ(s + h)- 1 
- J(s)- 1 llllJ1(s)f(s)- 1 11} =O (Pues fes analítica.) 

Q.E.D. 

Lema !J8. Considerar a un álgebra de Banach. Entonces: 

Demostración. 

Q.E.D. 
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Lema f.!9. ~ismas hipótesis que en el lema 28. Entonces: 

(X) 

l/B E B¡(O): LB" E A 
n=O 

Demostración. 

l/B E Bi(O):l/n E N:Vn' EN\ {l, ... ,rt}: 11 t Bk - t nkll = 111 t nkll:::; 
k=O k=O ' k=l+n 

n' 
'.S L l\Bllk = !IB!ll+"(l- \IBW 1(1- \IBll"1

-") :5 llBlll+"(l - llBll)- 1 

k=l+n 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema SO. ::V!ismas hipótesis que en el lema 28. Entonces: 

l/B E B¡(O): (I - B)- 1 = f: B" 
n=O 

Demostración. 

oc n n , 

l/B E Bi(O): (J - B) L B" = (1 - B) lim L B"
1 = Iim (1 - B) L B" = (L.29) 

n-oo n-+oo 
n=O n'=O ~=O 

11
\!..IIJo(I - nI+n) = I = (L.28) 

= lim (I - Bl+") = Iim .;... B"
1 
(I - B) = ~ B"(I - B) 

n-co n.-oo ~ L-
n'=O n=O 
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Por lo tanto: 

00 

(I-B)- 1 =LB" 
n=O 

Q.E.D. 

Ahora le toca el turno a los operadores en espacios de Hilbert. En el lema 33 
probaremos que el espectro de un operador es invariante ante equivalencias unitarias. En 
el lema 37 demostraremos que si dos operadores acotados conmutan, entonces ocurre lo 
mismo entre funciones operacionales de tales operadores; para lo cual echaremos mano del 
cálculo funcional. 

Lema 91. Considerar a un espacio de Banach E. Entonces: 

'iL E L(E): e; E a(L) *O E a(L - e;) (N.3) 

Demostración. 

VL E L(E):e E p(L) * 3B E B(E):B(L- e) e (L-e)B = I *o E p(L- e) 

Por lo tanto: 

e; E a(L) * O E a(L - e;) 

Q.E.D. 

Lema 92. Considerar a un espacio de Hilbert H y a un operador unitario B E B (H). 
Entonces: 

'iL E L(H):O E a(L) *O E a(BLB') 

Demostración. 

'iL E L(H):O E p(L) * 3B1 E B(H):B1L e LB'= I * 

*BE' B' BLE' e BLE' BE' B' = I *O E p(BLB') 

Por lo tanto: 
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O E a(L) <*O E u(BLB') 

Q.E.D. 

Lema 99. Mismas hinótesis que .1 el lema 32. Entonces,: 

VL E L(H):a(L) = a(BLB') 

Demostración. 

VL E L(II): e; E a(BLB') {o} O E a(BLB' - e;)= (L.31, d.e.e.c. E= H) 

= a(B(L - c;)B'1 <o> O E a(L - e;) <o} (L.32) 

<o} e; E a(L) (L.31, d.e.e.c. E= H) 

Por lo tanto: 

a(BLB') = a(L) 

Q.E.D. 

Lema 94. Todo espacio de Banach E es tal que: 

V(B,L¡,L2) E B(E) x L(E) x L(E): 

Demostración. 
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Q.E.D. 

Notación 95. Considerar a un espacio de Hilbert y a un operador normal O definido 
en él. E(O) denota a la resolución de la identidad correspondiente a O. 

Lema 96. Considerar a un espacio de Hilbert H y a dos operadores nutondjuntos 
0 1, 02 definidos en él. Entonces: 

Demostración. 

Va E R:\lb E (a, oo):Vh EH: (BE(01)((a,b])h,h) = (E(01)((a,bl)h,B'h) = 

= (E(02)((a,bl)Bh,h) 

Por lo tanto: 

BE(O¡)((a,b)) = E(02)((a,bj)B (Rudin 1979, teorema 12.7) 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 87. Mismas hipótesis que en el lema 36. Entonces: 
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VB E B(H): B01 e 02B ="VI E L00 (R): Bl(01) = l(02)B 

Demostración. 

lfh E H: (Bl(O¡)h, h) = (1(0 1)h, B*h) = f ld(E(O¡)h, B* h) = f ld(E(02)Bh, h) = (L.36) 

Por lo tanto: 

Bl(O¡) = l(02)B (Rudin 1979, teorema 12.7) 

Q.E.D. 

Lema 88. Considerar a un espacio de Hilbert y a dos operadores unitarios O¡, 02 
definidos en él. Entonces 0102 es unitario. 

Demostración. 

Por lo que O¡ 02 es unitario. 

Q.E.D. 

El lema a continuación es una generalización al hecho de que el espacio dual de un 
Ha,• es H-a,-•· Para ello tomaremos un espacio de Banach arbitrario E y a un operador 
lineal T inyectivo y densamente definido en E; definiremos un;,t nueva norma, la cual es 
simplemente la aplicación de Ta un vr·,tor y luego tomar 1~ norma inicial, y denotaremos 
por Ey al espacio de Banach obtenido mediante la completación del dominio de T bajo la 
nueva norma. El resultado que demostramos en el lema es que el espacio dual de este Ey 
es E(r-i)" en la misma notación. 

Para aplicar este lema al caso de los Ha• tomaremos E= Ha y como operador T 
al operador multiplicación por p, definido dens~mente en Ha,•· Todos los detalles se dan 
en la siguiente definición. 

Definición 99. Considerar a un espacio de Banach E y a un elemento L E L(E) 
(notación 3), tal que: 
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N(L) ={O} 

Considerar a la normu. l/L · 11 definida en D(L) tal que: 

Vd E D(L): ilL · !i(d) = l[Ldf/ 

(E¿, 11 • l\L) denota a la completación de D(L) relativa a i/L · I/. 

Lema fO. Considerar a un espacio de Danach E y a un elemento LE I,(E) tal que: 

(N(L),R(L)) ~ ({O},E) ,\ (N((r- 1)'). -IL-1)•)) = ({O},E') (1) 

Entonces (E¡,)' es isométricarnentc isomorfo a (E')(¡,-i¡·· 

Derno3tración. 

Dado que: 

D(L-1) = R(L) =E (Por (1)) 

(L- 1)' está definido. Por (1), (E')(¡,-1¡• está definido. 

Considerar al operador lineal F definido sobre (E' )(¿-1¡• tal que: 

\Id;:: D((r 1 )'):';1d1 0: D(L): (Fd)d1 = (Ld1,(L- 1 )"d) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

(2) 

(3) 

Fd E (E¡,)' i\ !/Fdfl(EL)' :S !/di/¡¡,-1¡• (Pues D(L) es denso en E¿.) (4) 

Por lo tanto: 

Adenc ,,;: 
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't/d E D((L- 1)*):'t/, E R+::Jd' E D(L) \{O}: 

=E+ l/d1 //j; 1 /(Fd)d1
/:::; (Por (3)) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Considerar a los elementos e E (EL)* y/ E L(E, C) (notación 3), este último tal 
que: 

't/d E D(L):/Ld = ed (6) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

/E E' (Por (1)) 

Por lo tanto: 

't/, E R+'3d E D((L-1 )*):'tld1 E D(L): /(e-Fd)d1
/ = /ed1-(Fd)d1

/ = //Ld1-(Ld', (L- 1 )*d)/ = 
(Por (6) y (3)) 
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= ¡\i - (·, (L-1)'d))Ld'I :5111- (· ,(L- 1)"dJllllLd'll < elid'llL (Por (I)) 

Por lo tanto: 

lle - Fdlf(EL)' :5 E 

Dado que e es un elemento arbitrario, se concluye que: 

¡;-l = (ELJ' => R(F) = (ELJ' (Por (5)) 

Por lo que (EL)' es isorr. :icamente isomorfo a (E')¡L-1)•· 

Apéndice A. Espacios de Banach 

Q.E.n. 
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Apéndice B. Integración Vectorial 

El actual es un apéndice en el que estudiaremos con detalle ciertas propiedades de 
las funciones definidas en algún dominio de R n con valores en espacios de Banach, desde 
la óptica de la teoría de la medida e integración vetorial. De entre los lemas más relevantes 
están el 6, en el que probarnos que L 2(Rn,B(B)), con B un espacio de Banach, es un 
espacio de Hilbert. Además en los lemas 9 y 10 estudiarnos a los operadores multiplicación 
por una función con valores en D(B) definidos en L2 (R", B); estos son los operadores 
análogos a los conocidos operadores multiplicación por una función en los tradicionales 
espacios L2 (R"), y son de vital importancia en la definición de la matriz de dispersión 
S(k) como operador en L 2(R, L2(S"-1)). 

Notació" 1. Considerar a dos conjuntos C1,G2. F(C1,C2) denota ¡e[ conjunto de 
las funciones Cz-valuadas definidas en C¡. 

Lema 2. Considerar a una función /: R ~ R y la medida de Lebesgue correspon­
diente a R, m. Suponer que existe un subconjunto cerrado Se R, tal que: 

m(S) =O ,\ •Is E Se: lim ff(s) - f(.s')! =O 
11 1-•s 

( 1) 

Entonces f es medible. 

Demostració,.. 

S es cerrado, luego se es abierto; por Royden 19üS, proposición 2.8, existe una 
sucesión de intervalos abiertos disjuntos {!,.} tal que: 

Por lo tanto: 

se== LJ I,. 
nEN 

00 00 

f = xsf + xsef = x.sf +LX.In!'* f = ¿ x.1J (c.t.p.) (Por (1)) (2) 
n==l n=I 
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Por (1), todo n E N es tal que f es continua en In, por tanto medible; por (2) y por 
Royden 1968, teorema 3.20, f es medible. 

Q.E.D. 

Lema S. Considerar a un espacio de Banach E, a un elemento FE F(R,B(E)) 
(notación 1) tal que sea casi separablemente valuado y a la medida de Lebesgue corres­
pondiente a R, m. Suponer que existe un subconjunto cerrado S e R, tal que: 

m(S) =O 1\ 'Is Es<: l,im !iF(s) - F(s 1)!\ =O ·-· (1) 

Entonces F es uniformemente medible. 

Demostración. 

Considerar a un elemento (e, e•) E E x E•. Entonces: 

'Is Es<: lim le"F(s)e- e"F(.s 1)e/ :S lim jje'illlF(s) - F(s'Jillieij =O (Por (1)) 
s'-·a tt 1-a 

Entonces, por lema el 2, donde en este caso f = e' Fe, e' Fe es medible; por Hille 1948, 
teorema 3.3.1, se concluye que Fes uniformemente medible. 

Q.E.D. 

·+.ación 4. Considerar a un espacio de medida E. ¡W(E) denota al conjunto de 
funcione Jmplejo valuadas medihles definidas en E. 

L. :na 5. Considerar a un espacio de medida E, a un espacio de Banach B y a un 
elemento FE F(E, B(B)) (notación 1), tal que sea casi separahlementc valuado. Suponer 
que existe una sucesión de funciones uniformemente mcdi\Jks {.f,.} E F(E, B(B)) tal que: 

nlp¿., !IF - F,dln(B) =O (c.t.p.) (1) 

Entonces F es uniformemente medible. 

Demostración. 

'l(b,b') E B X B': N: b' Fnb E M(E) /\ (Hille 1948,teorema 3.3.1) 
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/\ ,,!.! .. ~lb' Fb- b' Fnbl S nli~ l!b'llllF- Fn!ln¡n¡llbll =O (c.t.p.) (Por (1)) 

Por lo tanto: 

b'Fb E M(E) 

Entonces, por Hille 1948, teorema 3.3.1, Fes uniformemente medible. 

Q.E.D. 

Lema 6. Considerar a un espacio <le medida E y a un espacio de Banach separable 
B. Entonces L 2(E,B(B)) es un espacio de Danach. 

Demostración. 

Considerar a una función /:N-> L 2(E,B(B)) tal que: 

00 

L i!/(n)llLz(E,D(B)) < oo 
n=l 

Por lo tanto: 

J(f, ll/(i)lln(B))
2

==11 t ll/(i)lln(B)ll
2 

::; ('t, !lll/(i)lln(D)llL2(E))
2 

= 
•=I • •=I L2(E) •=l 

=> j (f
1 
ii/(n)iln(B)) 

2 

< oo => (Lem" de Fatou) 

00 

=> L IJ/(n)lln(D) < oo (c.t.p.) ~? 
n=l 

00 

=> L f(n) E B(B) (c.t.p.) 
n=l 

(Pues B(B) es un espacio de Banach y por Royden 1968, proposición 6.4) 
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Además.por lema 5, donde en este ca.'iO (F, Fn) = (L;';°~ 1 /(11). L;·'~i /(i)); I:~ 1 /(11) 
es uniformemente medible. Además: 

11 f /{n)!I :5 f 11/(n)!ln¡IJ) (c.t.p.) * f f(n) E L 2(E,B(B)) 1\ 
il n•.··l l.Il(B) n=l 11=! 

/\ 'tn EN: 1 ¿ f(n) - L /(iJli :5 L i!/(n)i;Il(D) E L 2 (E) 
'[ ce n " oo 

1 n=l i=l 11Il(B) n=l 

Por lo tanto: 

lirn 11 ~ /(11) - f.; n-•oo L.., ..__, 
1 n=l i=l 

( 

11 00 " il 2 ) 1/2 
• i = lim j 1 ) f(n) -- )~ /(i)/! =O 
, .. 11-•oo , ...._,¡ ---· 1 
dl-(E,Il(D)) 1 n=l i=l •Il(D) 

(Teorema de convergencia dominada.) 

Por Royden l!JG8, proposición ll.4, L 2 (E, B(B)) es un espacio de I3anach. 

Q.E.D. 

Definición 7. Considerar a un espacio de medida E, a dos espacios vectoriales 
E¡, Ez, y a la función 1> definida en F(E, L( E¡, E2)) (notación A.3 y notación 1), tal que. 

VF E F(E, L(E¡, E2)): D(<I>(F)) = {! t: F(E, E¡): (c.t.p.)e E E: f(c) ·~ D(F(e))} " 

. Vd E D(<I>(F)): (c.t.p.)e E E: (<Ii(F)d)(c) = F(e)d(e) 

Lema 8. Considerar a un elemento n EN, a un espacio de medida (E,¡1), a 11 
subconjuntos disjuntos medibles S 1,. . ., S11 ; a un espacio de I3anach B, a un elemento 
FE F(E,B(B)) tal que sea fuertemente medible, y a una función /:{l,. . .,11} -•B. 
Entonces: 

max{1;( Ü S¡).s~p_/IF(e)i!} < co =· 
i=l et:./i, 

n 11 ~ /! il ~:._ i¡ ¿ xsJ(i) E L 2 (E,B) Ai,F L xsJ(i)':\ :5sup11F(e)'il1 '5 xs /(z)\1¡ 
i=l 11 i·cl . liL'(E,IJ) e-=E '1=! 'L 2 (E,D) 
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Demostración. 

Por Hille 1948, teorema 3.2.3, F l:i': 1 xsJ(i) es fuertemente medible. Además: 

'I " !! :1 n 'I !j n !I 
1 F I: xsJ(i)j¡ S lfFI!/! L xs,!Ul)I S s~~ llF(e)lii1 L xsJ(ilil => 
o i;::::l d ,, 1=1 11 ~-=E i1 i=1 11 

11 n ji ' :¡ n 1'2)1¡2 
=> 1 F I: xsJ(i)I = 1 j1F ¿ xsJ(i)¡I s 

i=I 1rL2(E,D) \ I! i=l .1 ' 

[ ( 
11 ~ r) 2] 1/2 11 n !i 

S j sup llF(e)l!fl L XsJ(iJ[i = sup llF(e)!lfl L XsJ(i)i¡ => 
eEE 1 i=l .r eEE 1 i=l ! L'(E,D) 

=> F t xsJ(i) E L 2(E, B) 
Í=l 

Q.E.D. 

Lema 9. Considerar a un espacio de medida E, a un espacio de Banach B y a un 
elemento FE F(E,B(B)) tal que sea uniformemente medible.Entonces: 

:~kllF(c)ll < oo ==> <li(F) E B(L
2

(E,B)) i\ ll<Ji(F)lln(L2(E,D)) S :~kllF(e)ll 

Demostración. 

Por el lema 8, <li(F) se extiende a L2 (E, B) de tal forma que <I>(F) E B(L2 (E, B)) y 
!i•I>(F)lln(L'(E,D)) S sup,EE llF(e)ll· Verificaré que <I>(F) satisface la fórmula de evaluación 

en la definición 7.Todo 1 E L 2(E,B) es tal que existe una sucesión de funciones simples 
{!,,}e F(E,B) tal que: 

( ) 
1/2 

nli.\16:, J f[I - /nil 2 
= nli!R, iil -J,.;~L'(E,D) =O 

por lo que existe una subsucesión {fnk} tal que: 

(1) 

Además: 

Página 104 Apéndice B.lnlegraclón Vectorial 



1/2 

lim (! lirI>(F)/ - rI>(F)fn¡li 2
) = lim lirI>(F)(I - fn;)liL'(E B) =O 

k-•CO k-.oo 1 

por lo que existe una subsucesión {!11.,} tal que: 

(c.t.p.)e E E: (rI>(F)l)(e) = lim (rI>(F)fnkl)(e) = lim F(e)f11¡¡(e) = 
l~oo 1-•oo 

= F(e)l(e) (Por (1) y por que F(e) E B(B)) 

Q.E.D. 

Lema 1 O. Considerar a un espacio <le medida E, a un espacio de Ilanach B y a un 
elemento FE F(E, B(B)) tal que sea fuertemente medible, al igual que F•. Entonces: 

Demostración. 

.ir lo tanto: 

sup !IF(e)ll < oo =? <l>(F') = <I>(F)" 
<EE 

= jU1,F•t2)n = (L.9, d.e.e.c. "F"= F') 

= ((Fl1,l2)n = (rI>(F)l1,l2) 
J 

<li(F') = <li(F)' (L.O) 

Q.E.D. 

Lema 11. Considerar a dos espacios de medida E¡, E2, y a una función f: E¡ x E2 -
C. Entonces: 
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11 3(/,11
) E L2(E2) X L2(E¡ x E2): sup //(e,·)I:::; / 11 J!I:::; I' 11 

eEE¡ 

/\ Ve E E1: lim l/(e,·)- f(e1
,·)/ ==O (c.t.p.) ~ 

e'-(: 

Dernostraci6n. 

Por lo tanto: 

lim \(!(e,·)- f(e1,·),l1
)/ == 

~'-e 

= lim f (!(e,-)- f(e1,·)}ÍÍ ==O (Teorema de convergencia dominada.) 
c1-eÍE2 

Por lo tanto: 

(J,11
) E G(Et) :o> (f,11

) E M(E¡) (N.4) 

Entonces, por Hille 1948, teorema 3.2.2, f es fuertemente medible. Además: 

Q.E.D. 

Lema 12. Considerar a un espacio <le medida (E,µ), a un subconjunto abierto 
s e e, y a una función f:E X s -+ e tal que f E F(S,L2(E)) (notación 1), 
sup,es 1if(·,s)JIL2(E) <coy que casi todo e E E sea tal que f(e, ·)sea analítica. Eritonces 

f E F(S, L 2(E)) es analítica. 
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Demostración. 

Considerar a un elemento 1 E L2(E).Entonces todo contorno cerrado C C S interior 
a S es tal que: 

< oo (Pues sup,ES i!f(-,s)llL'(E) < oo) 

fe(!(., s), i)ds = j~. j E ;e, s)i(c)d¡i(e)ds = JE fe f(e, s)dsl(e)dµ,(e) = 
(Teorema <le Fubin 

==O (Teorema de Cauchy.) 

Entonces, por el teorema de ~lorem, (!, 1) es analítica; dado que 1 es U:n elemento arbitrario, 
por Il.udin 1979, teorema 3.3<; JE F(S,L 2(E)) es analítica. 

Q.E.D. 

Lema19. Considerar a un espacio de medida (E,/l), a dos subconjuntos medib!es 
S1, 52, y a un espacio de !3anach B. Entonces: 

Demostración. 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 1.{ . . Mismas hipótesis que en lema 13. Entonces: 
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µ(81 n 82) = µ(Sf n Si) =o=> L2(S1, B) = L2(S2, B).L 

Demostración. 

XSi = X(SinS¡)u(s¡nsn = XSinS¡ = X(SinS1)u(S2nS1) = XS¡ (c.t.p.) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

L2(S2,B).L e L2(S1,B) e L2(S2,B).L => (L.13) 

=> L2(S1,B) = L2(S2,B).L 

Q.E.D. 
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Apéndice C. Espacios H"·' 

Comenzaremos este capítulo con una serie de propiedades de los espacios Hc;,s, los 
cuales fueron definidos en al capítulo 3, como espacios de Banach. En el lema 1 probaremos 
que todos los Ho,,'s son isométricamente isomorfos entre sí y daremos la regla de isometría. 
En el lema 2 demostraremos la conocida regla de contención de Jos espacios He; ,'s. En 
el lema 3 estudiaremos una propiedad que existe entre Jos operadores acotados de estos 
espacios. 

Lema 1. Considerar a un elemento (n,(s¡,s2,o:¡,et2)) EN x R'1 y al operador 
lineal O ddinido sobre H<> 1,, 1 (R") tal que: 

(!) 

Entonces O E B(Hc; 1,, 1(R"),H"2,, 2 (R")) y es isometría. 

Demo3tración. 

Por lo tanto: 

OE 1\ \fh E H,n,,1(R"): l!Ohli<>,,,2 = iihila1,•1 (2) 

Además: 
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Por lo tanto: 

Por lo que O es isometría. 

Q.E.D. 

Lema 2. 

\l(n(s,a))ENxR2:IE íl B(H0 ,,(R"),Ha1,81(R")) 
(•

1,n1)E(-oo,•Jx (-oo,nJ 

Demostración. 

\i(n, (s, a)) EN x R 2: 'v'(s1
, a1

) E (-co, sj x (-oo, aj: 3r E R+: Ve E C8"(R"): 

JllcJla•,a• = liclla1,s' = llPa•Fps'cJlo,o:,; llPaFp,1cllo,o = 1lp,1_,p,clla,O:,; rjjp,cl/n,O = 
(Schechter 1971, teorema 2.1.6) 

= rllcJln,s 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

I E íl B(Ha,a(R"), Ha1,,1(R")) 
(a 1,n1)E(-oo,a)x (-oo,nJ 

Q.E.D 

Lema S. 
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Demostración. 

3(r1 1 r2) E R+ x R+:l;IB E B(Ha1,, 1 (R"),H02 ,,2 (R ")):'<ih E Ha\,a'i (R"): 

"or lo tanto: 

Q.E.D. 

Los siguientes lemas versan sobre los operadores de reversibilidad temporal T y de 
paridad P cuyas definiciones se extienden a espacios de Banach más amplios en donde se 
estudian ciertas propiedades generales. 

Definición.¡. Considerar a un conjunto C y al operador T:F(C,C) ~ F(C,C) 
(notación B.l),tal que: 

\lfEF(C,C):Tf=f 

Lema 5. Considerar a un espacio de medida E. Entonces: 

VB E B(L2(E)):(TBT)' = TD'T 

Demostraci1 
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liB E B(L2 (E)):TBT E B(L2(E}} (L.A.21, d.e.e.c. ("E" ,O¡)=(L2(E),T)) 

Por lo tanto: 

= (B/l,/2) = (l¡,B'l2) = jr;n·12 = J l¡B'l2 = (l¡,B'/2) = (l¡,TB'Tlz) 

Por lo tanto: 

(TBT)' =TB'T 

Q.E.D. 

Definición 6. Considerar a un elemento n E N y a un subconjunto S e R" tal 
que: 

s = -s 
Considerar al operador P definido sobre F(S, C) (notación B.l), tal que: 

\;/f E F(S, C): \fs ES: (P f)(s) = f(-s) 

Lema 7. Considerar a un elemento n E N y a un subconjunto medible S e R n tal 
que: 

S=-S 

Entonces: 

PE B(L2(S)) /\ P = P' A lil E L2(S):\IPlll = 11111 

Demostración. 
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( 

1/2 
= fs ll(s)i

2
ds) = !1111 

Por lo tanto: 

PE B(L2 (S)) 

Además: 

lf(/1,12) E L2(S) x L2(S): 

(PI¡, 12) = j
8

(Pl¡)(s)fi(s)ds = Js 11 (-s)fi(s)ds = Ls 11 (s)fi(-s)I det -Ilds = 

= j 11Pl2 = (l1,Pl2) 

Por lo tanco: 

P=P' 

Q.E.D. 

Leme. R. P = TPT 

DemoJiración. 

Considerar a un elemento n E N y a un subconjunto S e R" tal que: 

S = -S 

Entonces: 

\f f E F(S, C): lis ES: (TPT f)(s) = (P])(s) = f(-s) = (P f)(s) 

Por lo tanto: 

TPTf = Pf 

Por lo tanto: 
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P=TPT 

Q.E.D. 

Lema 9. TFT = F' 

Demostración. 

lln E N:Vc E Clf(R"):Vr E R": 

(TFTc)(r) = (2rr)-n/2 f e-ir·r'c(r1)dr1 = (2;r)-nl2 f etr·r'c(r1)dr1 = (F'c)(r) Jnn Jnn 

Por lo tanto: 

TFTc=F'c 

Por lo tanto: 

TFT = F' 

Q.E.D. 

Lema 10. V(n, (s, a)) EN x R 2:Vh E Ha,,(R"): //Thlla,• = llhlla,• 

Demostración. 

V(n, (s, a)) EN x R 2: Ve E CQ"(R "): 

1/Tc/ln,• = llPaFp,Tc//o,o = llPaFTp,cl!o,o = llPaT F' p,cllo,o = (L.9) 

= llTpaF' F' Fp,cllo,o = llPaPxFp,c/io,o = l/PxPaFp,clio,o = llPaFp,cllo,o = 
(L.7, d.c.e.c. S = R") 

= iic//o,s 

Por lo tanto: 
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Q.E.D. 

A continuación pasamos a estudiar a los operadores multiplicación por una función. 
Estos operadores, tan conocidos en L 2(R n), juegan un papel muy importante en el funda­
mento matemático de la teoría de la dispersión. De entre los teoremas importantes en esta 
sección tenemos al lema 17, el cual es una generalización del teorema de Rellich aplicada 
a los espacios H "•" y el lema 22, en el que calculamos el espacio dual de un H r>.,s-

Definición 11. Considerar a un elemento n E N y a la función l/J definida en 
C"",R") tal que: 

lcEC00 (I?" 1:1idED1(R"):1/:: 'd=cd 

Lema 12.lin i(c¡, cz) E "'(R") x C 00 (R"): ,P(c1c2) = 1/:(c¡),P(c2) 

Demo•traciór1. 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 19. \in EN: Ve E C00 (R"): c-1( {O}) = 4> ~Vd E D'(R"): ,P(c)1/J(c-1)d = d 

Demostración. 

i,!i(l)d=ld=d 

Q.E.D. 

Lema 14. 
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li(n, (s,a)) EN x R 2 :1/J(C00 (Rn)) e íl B(Ha,.(Rn),H
0

,,,, loc(R")) 
(a',•')E(-oo,ajxR 

Demostración. 

flc'ib(c)rplJa•,,• = llPa1FP,1c'c<pllo,o '.'Ó llPaFp,1c'crplJo,o = llp,1_,c'cp,<plla,O S rllPs'Plla,0 = 
(Schcchtcr 197(), teorema 2.4.G) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

1/J(c) E íl B(Ha,,(R"),H0 , •' loc{R")) 
(a',•')E(-oo,ajxR ' 

1/J(C
00

(R")) e íl B(Ha,s(R"),H"'·•' loc(R")) 
(a',•')E(-oo,ajxR 

Q.E.D. 

Lema 15. li(n, a, s) EN X R+ X R: li(s', e) E [s, oo) X C00 (R ") n L00 (R"): 

Demostración. 

Ve' E C8"(R"): 
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Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 16. 

Demostración. 

Por lo tanto: 

''•(m) F B(L2_. 1 (R'",•, L,2 
•• (Rn)) 1\ 11' )jj < 11 mil 

,, - o • l¡J\'U D(L'..,,(R").L;z(R")) - ,P•1+•z oc 

Q.E.D. 

! · "' 17. Considerar a los elementos (n. (si, sz, a)) E N :< R 3 y ( a1
, c) E ( -oo, a) x 

Cg'(R' ntonccs 0(p, 1+, 2 c} E B(H0 ,, 1 (Rn),H0 1,_,
2
(R")) y es compacto. 

Demostración. 

Por el teorema de Rellich, l!i(c) E B(H0 (Rn),H0 1(R")) y es compacto. Además: 

Vh E H0 ,, 1 (R"): !/!(p81 +, 2c)h = p, 1+, 2ch = p, 2cp, 1h = O¡o,a')-{-•z,n')rb(c)O(•ii>l-(O, 
(1 

Apéndice C. Espacios Ha,s Péglna 117 



Por lo tanto: 

Por Kato 1976, teorema III.4.8, O(o,n')~(-• 2 ,n')l/J(c)0¡, 1 ,n)~(o,n) es compacto; luego ¡/.> 

(p, 1 +• 2c) es compacto. 

Q.E.D. 

Lema 18. Considerar a los elementos (n,n1,s) E Nx {O} UN x R y e E C.íÍ(R"), 
este último tal que: 

3(r,r1
) E R+ x R:\la E {a E ({O} U N) 11 :jaj ::'. n1}: jD"cl ::'. rp,1 (1) 

Demostración. 

\ls1 E (-oo, s - rl]: 3(r¡, r2) E R + x R+: \lc1 E Ccf'(R11
): 
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lll/J(c)c'lln'.•' = licc
1
1in',•' ::'. r¡ L llD"cc'llo,,1 = 

ln1Sn1 

::'. r¡ ¿ ¿ (:fr a¡![,B¡!(a¡ - ,B¡)!j- 1)11n"-Pcnlic11i 0,,, ::'. 

lnl5n' /3$<> i=l 

::'. r¡ L L (rr a¡![,B¡!(a¡ - ,B¡)!¡- 1)1irp,-1Dilc'lio,,• = (Por (1)) 
ln!Sn' f3$n i=J • 

= rr¡ L L ( IT a¡![,B¡!(a¡ - ,B¡)!]-1
) 11Pr'+•'-•Df3c111o,, ::'. 

lnl5n' /lSn Í=l 

:; rr1 L L (ft a¡![,B¡!(a¡ -,B¡)!j- 1)¡¡Dilc1ilo,• ::'. r21ic1lln•,• 
lnlSn'/lSn i=I 
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Por lo tanto: 

1,&(c) E B(Hn1,,(R"),H,.1, 81(R")) 

Por lo tanto: 

1,&(c) E íl B(H,,1 ,(Rn),Hn, ,1(R")) 
s1E{-oo,a-r1J ' ' 

Q.E.D. 

Lema 19. 

Demostración. 

V(n,a) EN x R+:Vb E (a,oo):V/ E L2(R"):VE E R+: 

¡b ? l •) l 
/\ la(!\&(/(!" - (>. + uW - \&(\(\" - (>. -- >EW )1,l)d>. = 

Por lo tanto: 
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(E(t/l(l~i 2 ))((a, b])I, 1) = 

= 71"-l { liml/(~)1 2 iarctanE-l(b- J~l 2 ) - arctanE-l(a -1~1 2 )jd~ = 
}Rn <)0 

(Teorema de convergencia dominada.) 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Definición 20. Considerar a un elemento (ri, a) EN x R y a la función tPa definida 
sobre C00 (Rn) tal que: 

'·fe E C 00 (Rn): D(t/ia(c)) = {h E Ha(Rn):ch E H0 (Rn)} ,\ Vd E D(t/la(c)): t/ia(c)d = cd 

Lema 21.V(n,a) EN x R:Vc E C00 (Rn):c- 1({0}) = ,P => H0 (R") = R(t/la(c)) 

Demo3tración. 

Ha(R") = CQ'(Rn) = (Schcchtcr 1971, teorema 2.4.11) 

= iPa(c)C8"(R") e (L.13) 
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e R(l/Jn(c)) => Ha(R") = R(l/Jn(c)) 

Q.E.D. 

Lema 2!1. V(n, (s, a)) EN X R 2: H 0 ,,(R ")' ~ H-a,- 8 (R") 

Demostración. 

= ({O},{O},H0 (R"),H-a(R")) = (L.13y1.21) 

= ({O},{O},H0 (R"),H.,(R")') => (Schechter 1971, teorema 2.4.1) 

=>H., .1(R")' °" H-a,-s(R") (L.A.40, d.e.e.c. (E,L) = (Ha(R"), 1/Jc,(p,))) 

Q.E.D. 

Ahora demostraremos, mediante técnicas ele interpolación, una útil relación entre 
lns normas ele los espacios Ha,•· Para ello habremos de emplear como argumento principal 
el teorema de tres líneas ele Hadarnarel. 

Lema !19.Vr E R \{O}: 1 + er(r - 1) > O 

Demostración. 

Considerar a la función(·+.-· - l):R ~ R tal que: 

Vr E R: (·+e-· - l)(r) = r + e-r - 1 

p, tanto: 
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Además: 

Por lo tanto: 

.!!._(·+e-· - l)(r) = 1 - e-r =O~ r =O 
dr 

d
2

2 
(·+e-· - l){r) = e-r >O 

dr 

inf(r+e-r-l)E{(·+e-'-1}(0), lim (r+e-r-1), lim(r+e-r-1)}={0,oo,oo}=:. 
rER r--co r-•co 

Por lo tanto: 

=:. inf (r + e-r - 1) =O 
rER 

Vr E R \ {O}:r + e-r - 1>O=:.1 + er(r - 1) >O 

Demostración. 

Q.E.D. 

Considerar a un elemento r E R + y a la función · - l (e' - 1): ( -oo, r) -+ R tal que: 

·- 1(e' -1)(0) = 1 /\ Vx E (-oo,rj \ {0}:·-1(e' - l)(x) == x- 1(ex -1) 

Por lo tanto: 

Vx E (-oo, r) \{O}: d~ · -l (e' - l)(x) == x-2[1 + ex(x - l)j >O (L.23) 

Por lo tanto: 

sup x- 1(ex - 1) = r- 1(er - 1) (Pues la función es creciente.) 
xE(-oo,rJ 
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Q.E.D. 

Demostración. 

Por lo tanto: 

sup ¡c- 1(1- ec)I :_::; sup (Re c)- 1(eRe e - 1) = ,- 1(c' - 1) (L.24) 
cE{cEC:Re c:Sr} cE[cEC:Re c:<;r} 

Q.E.D. 

Lema 26. Considerar a un elemento (i,n) E {1,2} x N, a una función mediblu 
/¡:Rn _, R tal que: 

ft 2'. 1 f\ Vr E R:f[h E L2(R") 

Considerar a la función fih: C-+ L2 (Rn) tal que: 

Ve E C: fih(c) = Jf h 

Entonces fih es an: -ica. 

Demostración. 

:_::; l(c1lnf¡)- 1 (e"
11

n/¡ -1)/fhln/il+ !Jfhln/d :_::; 

::;¡(ln 1(eln/¡_l)ffhlnf¡j+lffhlnft\= (Por(l)yL.25) 
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= (!1 -1 + lnfi)!fe clhl :5 (!1 -1 + h)f[le º1121 E L 2(Rn) (Por (1).) 

Por lo tanto: 

lim J!h- 1[/f+h h - (!f h + hff/2 In /¡)J/lo,o =O (Teorema de convergencia dominada.) 
h-•O 

Por lo que /ih es analítica. 

Lema 27. V(n, a) EN x R:\f(a1,I) E (a,oo)x J:Vf3 E (a,a'J: 

l!Pplllo,o :5 (llpallJ~:o-P IJp0 1lllg,oª) (a'-a¡-i 

Demostración. 

Q.E.D. 

Considerar a los elementos (n, a) E N x R y (a', 1) E (a, oc) x J, Entonces: 

Considerar a la función p~'-aPal: C _, L2(Rn) tal que: 

Ve E C:p~'-aPal(c) = P~•-aPal 

Por lema el 26, donde en este caso (ft, h) = (Pa•-a• pal), p~'-aPal es analítica. Entonces: 

Ve E {e E C: O :5 Re e :5 1}: llP(n'-a)Re c+alllo,o = llP~•-nPalllo,o :5 

:5 Jlpnlllá:ORe cllPa•-aPn111~8 e = (Teorema de tres líneas de Hadamard.) 

Por lo tanto: 
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: [ °'• a'J: 

Q.E.D. 

Lema 28. \l(n, (s, a)) E N x R 2: \l(a1
, h) E (-oc, a) x Ha,• (R n): \1{3 E [a', aJ: 

ilhllt1,• :5 (llhl[~,-~8 llhlle~ª
1

)(ª-ª'¡-i 

Demostración. 

\le E Oó"{R n): llhll¡¡,, S llh - cllp, 8 + llcll¡¡,, = llh - e[[¡¡,,+ llP¡¡Fp,cllo,o :5 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Los tres últimos lemas de este apéndice son resultados misceláneos de importante 
utilidad. 

Lema 20. \fn E N:C'°{Rn) C íl(•,a)ER2 Ha,, loc(R") 

Demostración. 

\fn E N:\lc E 0 00{Rn):\l(s,a) E R 2:\lc1 E 00 (Rn):c1c E 0 0 (Rn) e Ha,s(Rn) 

Por lo tanto: 

cE 
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Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

e E íl H"•' loc(Rn) 
(•,a)ER2 

C00 (Rn)c íl Ha,loc(Rn) 
(•,a)eR2 ' 

Q.E.D. 

Lema 90. \f(n,r) EN\ {1} xR:p, E íl,e(-oo,-(n+2r)/2) L¡(Rn) 

Demostración. 

\f(n, r) EN\ {1} xR: lis E (-oo, -(n + 2r)/2): 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Pr E L;(R") 

PrE íl L;(R") 
•E(-oo,-(n+2r)/2) 

Q.E.D. 

Lema 91. Considerar a los elementos (n, n1
) EN\ {l} x {O} UN y e E en' (R"), 

este último tal que: 
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3(r, r1
) E R + X R:'v'ct E {et E ({O} UN)": !et! $ n'}: !Dªc! $ rpr• (1) 

Entonces e E íl(•,a)E(-oo,-(n+2r')/2)x(-oo,rt'J Ha,• (R "). 

Demostración. · 

3cte E R+:'v'(s,ct) E (-oo, -(n + 2r1)/2) x (-oo,n1J: 

!lcJla,• $ llrll,,•,• $ cte L llDªcllo,, $ cte L llrpr'fiO,• < (Por (1)) 
l<>)Sn' l<>J$n1 

<- (L.30) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

e E íl Ha,s(R") 
(• ,a)E(-oo, -(n+2r1)/2) X (-co,n1j 

Q.E.D. 
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Apéndice D. Operadores T(M), T(r), e(r) 

Este apéndice está avocado al estudio de tres tipos de operadores lineales definidos 
en espacios de funciones en R n. Tales son las rotaciones del argumento de la función, 
las translaciones del argumento de la función y la multiplicación por una exponencial 
imaginaria. Estudiemos pues cada uno de ellos. 

Operadores T(M). 

Notación 1. Considerar a un elemento n E N, M denota al conjunto de las matrices 
de n x n con coeficientes reales. 

Definición !!. Considerar a un elemento n E N y a la función T definida sobre M 
tal que: 

VAJ E M:Vf E F(Rn,C):Vr E Rn: (T(M)f)(r) = J(.Mr) (N.B.l) 

Lema 9.V(M¡,Mz) E M x M:T(lvf1M2) = T(M2)T(M¡) 

Demostración. 

V(M¡,M2) E M x M:Vf E F(R", C):\lr E Rn: 

Por lo tanto: 

T(M¡1Vf2)f = T(1W2)T(M1)f 

Por lo tanto: 

Página 128 Apéndice O. Operadores T(M), T(r), e(r) 



Q.E.D. 

Notación .¡. 1 C M denota al subconjunto consistente en todas las matrices invcr-
tibies. 

Lema 5. 'In E N:V(M,/) E 1 x F(Rn,C):T(M)T(Ar 1)f = f 

Demostración. 

Vn E N:V(M,/) E 1 X F(Rn,c):T(M)T(M- 1)/ = T(l1r 1M)f = (L.3) 

= T(I)f = f 

Q.E.D. 

Lema 6. 'In E N:V(Af,I) E M x L1(Rn): f T(AI)I = 1detM-11f1 

Demostración. 

JT(Af)I= { l(Mr)dr=f l(r)ldetAr 1;dr=ldetM- 11/1 Jnri AfR" 

Q.E.D. 

Lema 7. 'In E N:V(M,1) E M x L 1(R"):FT(M)I = ldctM- 11T((Ar1)t)FI 

Demostración. 
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Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 8. 

Demo3tración. 

\l(n,s) EN X R:liiH E I:(l + !IA-r111l-l:::; P-2T(M)p2:::; 1 + llMll 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 9. li(n,s) EN x R:liM E I: 

Demo3tración. 

\le E CQ°(Rn): llT(M)cllo,s = ¡¡p,T(M)clio,o = llT(M)T(Ar 1)p,T(M)ciio,o = (L.5) 
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Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Notación 10. U e I denota al subconjunto consistente en todas las matrices 
unitarias. 

Lema 11. V(n, (s, a)) EN x R 2:VU E U: 

T(U) E B(Ha,.(R n)) A Vh E H,.,,(R"): liT(U)lilia,• = llli!la,. 

Demostración. 

Ve E Ccf(R"): llT(U)cila,• = ljp.,Fp,T(U)cllo,o = liPaFT(U)p,cllo,o = [IPaT(U)Fp,,c!!o,o ~ 
(L.7) 

= llT(U)p,,Fp,cllo,o = l/p,,Fp,cllo,o = (L.G) 

= llclla,• 
Por lo tanto: 

Q.E.D. 
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Lema 12. YU E U:T(U)* = T(U- 1) 

Demostración. 

Yn E N:VU E U:V(c1,c2) E Ccf'(R") x Ccf(R"): 

Por lo tanto: 

T(U)* = T(U- 1) (L.11} 

Q.E.D. 

Lema 19. Vn E N:V(M,c} E I x C(R"): !iclioo = llT(M}c!loo 

Demostración. 

'in E N:Y(M,c) E I x C(R"): llT(M)clJoo = supT(Af)c(R"} = supc(R") = licl!oo 

Q.E.D. 

Lema L/. Yn E N:\f(M,J} E MxF(R",C}:supp T(M)f e M- 1supp f (N.B.1) 

Demostración. 

supp T(JI)f = (T(M)J)-l(C \{O})= M-1(!-l(C \{O})) e u-1(!-l(C \{O}))= 

= M- 1u-1(c \{O}))= (L.A.1, d.e.e.c. (E1,E2,C,J) = (R",R",J-1(C \ {O}),M)) 

Q.E.D. 
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Lema 15. Considerar a un elemento n EN y a un subconjunto S e I tal que s-1 

sea acotado. Entonces: 

Ve E C¡f(R"): sup fT(M)ci E Í) L;(R") 
MES sER 

Demostración. 

Vs E R: VME S: \T(AI)c\ ::; !IT(AJ)cJ!ooXsupp T(M)c = fictlooXsupp T(M)c $ (L.13) 

$ i\cffooXM-lsupp e::; (L.14) 

Por lo tanto: 

sup !T(Af)c\::; l\c!1 00 xu H-'supp e =? sup !T(M)ci E L;(R") 
MES MES' MES 

(L.A.23, d.c.c.c. (E1,E2,S1,S2) = (R",R",supp c,S- 1)) 

Por lo tanto: 

sup \T(M)ci E Í) L;(R") 
MES •ER 

Q.E.D. 

Lema 16. 

V(n,s) EN x R:V(M,c) E I x C¡f(R"): lim i!(T(M)-T(M1))cflos =O 
M'-M ' 

Demostración. 

lf(n,s) EN x R:\l(M, e) E I x CQ'(R"J: lim f(T(M) -T(M1))cj =O A 
A1 1-Af 

A VE E B1(M): l(T(M) - T(B))c\::; 2 sup IT(B)ci E L;(R") 
BEB¡(M) 

(L.15, d.c.e.c. S = B 1(Aí)) 
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Por lo tanto: 

lim ll(T(M) - T(M1))c//o,. =O (Teorema de convergencia dominada.) 
M'-·M 

Lema 17. 

\l(n,s) EN x R:\l(M,1) El x L;(Rn): lim //(T(AJ) -T(M1))lllos =O 
M'-M ' 

Demostración. 

Q.E.D. 

sup //T(.M)/ln¡i2(R")) :O: sup 11 detAr 1¡(1 + l/Msgn '/1)1•1¡112 < (L.9) 
BEBi(M) ' BEB1(M) 

< 00 

Por lo tanto: 

lim //(T(M) - T(M1))1//o,s =O 
M'-M 

(L.lG y L.A.lG, d.e.e.c. (E, E¡, E2 , S, !) = (B¡(M),L;(Rn),L;(Rn), CQ'(Rn),T)) 

Q.E.D. 

Lema 18. 

\l(n, (s, o:)) EN x R 2:\l(U, h) E U x Ha,,(R n): Ul,i!!}U //(T(U) - T(U1))hl/a,s =O 

Demostración. 

\l(n,(s,o:)) EN x R 2: sup //T(U)//n(H (Il")) = 1 (L.11) 
UEU ª" 

Por lo tanto; 

\l(U,h) E U x Ha,,(Rn):\lc E CQ'(R"):\IU1 E U: 
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//(T(U) - T(U'))clla,• = //PaFp,(T(U) - T(U'))clio,o = l!FT(U)p,c - FT(U1)p,clio,a = 

= l!T(U)Fp,c - T(U1)Fp,cl!o,a = (L.7) 

= li(T(U) - T(U1))Fp,ci/o,a 

Por lo tanto: 

u1i!!!u l!(T(U) - T(U
1
))clia,• = )i!!!u l/(T(U) - T(U'))Fp,cl/o,a =O (L.17) 

Por lo tanto: 

u'·~u !/(T(U) - T(U'))hl/,,,. =o 
(L.A.16, d.e.e.c. (E,E1,E2,S,J) = (U,Ha,s(Rn),Ha,s(Rn),Ccf(Rn),T)) 

Q.E.D. 

Operadores T(r). 

Lema 19. 

Demostración. 

Considerar a un elemento (±,r) E{-,+} x R+ y a la función (1 + ·2)-1 [1 + (r ± 
·) 2 j:R+ _, R tal que: 
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Por lo tanto: 

~ r =O V r± = [(4 + r 2)112 ::¡: rl/2 

Además: 

( ~ ) . Vr' E R+: d(r')2 (1 + ·2)[1 + (r ± ·) 2] (r') = ±2r(l + (r1
)
2)-3{r'[r'(2r' ± 3r) - 6J ::¡: r} => 

Por lo tanto: 

= ( {[(4 +r2)1/2 _ rJ/2}2, {[r + (4 + r2)lf2)/z}2) 
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Q.E.D. 

Lema 20. 

Demostración. 

Considerar a los elementos n E N, r E R" y a la función (1+1·1 2)- 1(1 +Ir -
·1 2):R" __, R tal que: 

Por lo tanto: 

ViE{l, ... ,n}:'v'xER": 

( 0~. (1+l·12
)-

1 (1+ Ir- ·1 2
)) (x) = 2(1 + lxl2)-2 [(x¡ - r¡)(l + lxl2) - x¡(l+ Jr- xl 2)J =O <o> 

• 

Por lo tanto: 
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Q.E.D. 

Definición !Ji. Considerar n un elemento n EN y n In función T definida en Rn 
tal que: 

Vr E Rn:Vf E F(Rn, C):Vr' E Rn: (T(r)f)(r1
) = f(r + r1

) (N.B.l) 

Lema 22. Vn E N:V(r¡,rz) E Rn X Rn:T(r¡ + rz) = T(r¡)T(r2) 

Demostración. 

Vn E N:V(r¡,r2) E R" x Rn:\ff E F(Rn,c):Vr E R": 

(T(r¡)T(r2)f)(r) = (T(r2)f)(r¡ + r) = f(r2 + r¡ + r) = f(r¡ + rz + r) = (T(r¡ + rz)J)(r) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 29. \fn EN:V(r,f) E Rn x F(R",C):T(r)T(-r)f = f 

Demostración. 
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'in E N:V(r,f) E Rn x F(Rn,C):T(r)T(-r)f = T(r - r)f = (L.22) 

= T(O)f = f 

Q.E.D. 

Lema!!.¡, 'fn E N:V(r,I) E Rn x L1(Rn):f T(r)I = f 1 

Demostración. 

'fn EN: V(r, 1) E Rn x L1(R"): j T(r)l = { l(r + r1)dr1 = { l(r)dr 
}n_n Jn.n 

Q.E.D. 

Lema !!5. 

V(n,s) E NxR:Vr E Rn:T(r) E B(L;(Rn)) !\ /IT(r)lln(Li(R"))::; {[Jrl+(4+1rl2
)
112]/2}1'1 

Demostración. 

V(n,s) EN x R:Vr E Rn:Vc E C8"(Rn): 

llT(r)cl/0,1 = llp,T(r)cl/o,o = ll(T(r)T(-r)p,)T(r)cllo,o = (L.23) 

= l/T(r)(T(-r)p,)cllo,o = ll(T(-r)p,)cllo,o = (L.24) 

Por lo tanto: 

T(r) E B(L;(Rn)) !\ llT(r)lln(L;(R")) :$ {[lrf + {4 + lrl 2
)

112 j/2}1•1 

Apéndice o. Operadores T(M). T(r). e(r) Péglna 139 



Q.E.D. 

Lema 26. "In E N:Vr E Rn:T(r) E íl(n',•)E{D)uN xnB(Hn•,,(Rn)) 

Demostración. 

"In E N:Vr E Rn:V(n1
, s) E {O} UN x R: 3(r¡, r2) E R+ x R+:Vc E C8°(Rn): 

llT(r)c/ln•,, :::; r¡ L llD"T(rJcllo,1 = r¡ L /IT(r)D"cllo, 1 :::; 

/<>/:S:n1 /<>/:S:n' 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

T(r) E íl B(Hn' ,(Rn)) 
(n1,1)E{O)uN xR ' 

Q.E.D. 

Lema27. VnEN:VrERn:T(r)' =T(-r) 

Demostración. 

(T(r)c¡,c2) = f c¡(r + r1)q(r1)dr1 = f c¡(r1)q(r1 
- r)dr1 = (c1,T(-r)c2) Jnn Jnn 

Por lo tanto: 

T(r)' = T(-r) (L.26) 

Q.E.D. 
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Lema 28. 

'v'(n,(n¡,n2),(s¡,s2)) EN x ({O}UN)2 x R 2: 

D(L) = Hn 1,, 1 (R") => D(T(x)LT(x)-1 ) = H,,1 ,s 1(R") 

Demostración. 

D(L) = H,,1,, 1 (R") => D(T(x)LT(x)- 1) = D(LT(x)- 1) = (L.2G y L.11) 

Q.E.D. 

Lema 29. 'v'n E N:'v'(r, e) E R" X C(R"): !IT(r)clloo = l!cllco 

Demustración. 

'v'n E N:'v'(r,c) E R" X C(R"): llT(r)cl!oo = supT(r)c(R") = supc(R") = l!clloo 

Q.E.D. 

Lema SO. 'v'n E N:'i(r,f) E R" x F(R",C):supp T(r)f e supp /- r (N.D.l) 

Demo8tración. 

supp T(r)f = (T(r)f)- 1(C \{O})= ¡-1(c \{O})--~ e T-l(C\{o}) - r = 

= ¡-l(C \{O}) - r = supp f - r 
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Q.E.D. 

Lema 91. Todo 7l EN es tal que todo subconjunto acotado S C R.'' es tal que: 

l/c E Có"(R"):sup IT(s)cl E n L;(R") 
•ES •ER 

Demostración. 

Ve E Ccf (R"): l/s E R: lls' ES: IT(.s')c) :S !IT(s')cllocXsupp T{•')c = !lcl!coXsupp T(s')c :::; 

(L.29) 

:S llcllooXsupp e-•' :S (L.30) 

:S iici100XU,1Es(s11pp e-•') = licliooXsupp c-S 

Por lo tanto: 

sup )T(s')cl $ licllcoXsupp c-S '* sup !T(s1)cl E L;(R") 
~~ ~~ 

(L.A.12, d.c.e.c. (E,S¡,Sz) = (R",supp e, -S)) 

Por lo tanto: 

sup IT(s)cl E n L;(R") 
•ES •ER 

Q.E.D. 

Lema 92. l/(n,s) EN x R: l/(r, e) E R" x C8"(R"): lim,,_, ll(T(r)-T(r1))cl!o,, =O 

Demostración. 

l/(n,s) EN x R:l/(r,c) E R" x Ccf(R"): Iim /(T(r) -T(r1))cl =O !\ 
r1-r 

!\ l/b E fl1 (r): !(T(r) - T(b))ci :5 2 sup !T(b)ci E L;(R!') (L.31) 
bEB1(r) 

Por lo tanto: 
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lim ll(T(r) - T(r 1))cllo,a =O (Teorema de convergencia dominada.) 
r1-or 

Q.E.D. 

Lema SS. \f(n, ,) EN x R: V(r, 1) E R" x L;(R "): lim,,_, ll(T(r) - T(r 1))l1Jo,s =O 

Demostración. 

sup jjT(b)lin(L2(R")) ::; sup {[lbJ + (4+jbj2
)

1121/2}1•1 < (L.25) 
bEB¡{r) ' bEBi(r) 

< 00 

Por lo tanto: 

lim ll(T(r) - T(r'))lllo,, =O 
r'-•r 

(L.32 y L.A.16, d.e.c.c. (E, E¡, E2, S, J) = (B¡(r), L;(R"), L;(R"), CQ"(R"), T)) 

Lema s4. \f(n, r) EN X R: V(r1
, x) E (--oo, -r] X R": p,T(x)p,1 E L00 (R") 

Demo8tración. 

1 = lim P-2(x1)[I + (lxl - Jx'J) 2
) ::; lim P-2(x1)pz(x + x1

) ::::; 
Jx'j-co jx1J-oo 

:5 lim P-2(x')[l + (Jxl + Jx'i) 2
J '' 1 => 

jx'J-oo 

=> lim (p,1T(x)p,,)(x1
) = lim (P-2(x1)p2(x + x1

))'
1
12 = 1 => 

jx'J-•co lx'J-•oo 

=> lim (p,T(x)p,1)(x1
) = lim Pr+r'(x1)(p_,1T(x)p_,1)(x1

) = X¡-r¡(r1
) 

Jx'J-•co Jx'J-oo 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 
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supprT(x)pr1(Rn) < oo => (L.A.2, d.e.e.c. (I(,S,E,f) = (R,Rn,R,prT(x)pr•)) 

=> PrT(x)Pr• E L00 (R n) 

Q.E.D. 

3(r, r1
) E R+ x R: !mi :'Ó rpr• => 

=> Vs E (-oo, -r1/2]:1/J((T(r 1) - T(rz))m) E B(L:_,(R"),L;(R")) ,\ 

/\ 111/J((T(r¡) - T(r2))m)lln(L:.,(n."),L;(n.")) :5 ll(T(r1) - T(r2))mlloo (N.B.4 y D.C.11) 

Demostración. 

2 2 

!mi :5 rp,.i => Vs E (-oo, -r' /2j: P2,l(T{r¡)-T(r2))ml :5 pz 8 L IT(r¡)ml :5 P2 8 L rT(r¡)Pr• 
i=l i=l 

Por lo tanto: 

pz,l(T(r¡) - T(r2))ml E L00 (Rn) => (L.34) 

=> 1/!((T(r¡) -T(r2))m) E B(L:_,(R"), Li(R")) /\ 

/\ 111/J((T(r¡} - T(r2))m)lln¡L:,(n."),Li(R")) :5 ll(T(r¡) - T{r2))mlloo (L.C.lü) 

Q.E.D. 

Lema 96. Vn E N:V(x,c) E R" x C(R"): 
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3{r, r1
) E R + X R: \e\ :::; rp,1 => Vs E (-oo, -r' /2): lim \\p2,(T(x) - T(x'))c\\ 00 =O 

z'-x 

Demostración. 

Vk E N:Vx 1 E Rn:p2,\(T(x)-T(x1))c\ S P28 (\T(x)c\+\T(x 1)c\) S P2,(rT(x)p,1+rT(x1)p,1) = 

~? P2s\(T(x) - T(x'))c\ = XBk(o)P2s\(T(x) - T(x1))c\ + XBk(O)'P2s\(T(x) - T(x1))c\ S 

S Xn.¡o¡P2s\(T(x) - T(x1))c\+ 

=> \\p2,(T(x) -T(x'))c\loo S 1\XBk(o)P2slloollxnk(o)(T(x) - T(x'i)clloo+ 

Por lo tanto: 

lim \\(T(x) - T(x1))cll 00 S 2r(l + k2 )(r'+2•l/2{[\xi + (4 + \x\ 2 ) 112lJ2}lr'I 
x1-x 

Por lo tanto: 
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lim ll(T(x) - T(x')Jclloo =O 
x1-x 

Q.E.D. 

Operadores e(r). 

Definición 97. Considerar a un elemento n EN, a un subconjunto Se R" y a la 
función e definida en en tal que: 

Ve E en: Vf E F(S, e): Vs ES: (e(c)f)(s) = e•c·• f(s) (N.B.l) 

Lema 98. Vn E N:V(c¡,c2) E en x e":e(c¡ + c2) = e(c¡)c(c2) 

Demostración. 

V11 E N:V(c¡,c2) E en x e":l/f E F(S, e):Vs ES: 

(c(c¡)c(c2)/}(s) = c'CJ"'(e(c2)/)(s) = e•c¡·•c1<2 ·• f(s) = c•(c¡+c2l·• f(s) = (e(c¡ + cz)f)(s) 

Por lo tanto: 

e(c¡)e(cz)f == e(c¡ + cz)f 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 99. V(c, !) E en x F(S, e): e(c)e(-c)f = f 

Demostración. 

V(c, !) E en x F(S, e): e(c)e(-c)f == e(c - c)f == (L.38) 
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= e(O)f = J 

Q.E.D. 

Lema .¡D. Vn E N:V(c,M) E en x M:T(Af)e(c) = e(M1c)T(M) (D.2) 

Demo3tración. 

VJ E F(Rn,C):Vr E Rn:(T(AI)c(c)J)(r) = (c(c)J)(!vfr) = clC'M~J(Mr) = e'M'c·.-J(Mr) = 

= c'M'c·r(T(M)J)(r) = (e(M1c)T(M)J)(r) 

Por lo tanto: 

T(M)c(c)f = e(M1c)T(M)J 

Por lo tanto: 

T(M)e(c) = e(M1c)T(M) 

Q.E.D. 

Lema 41.V(n, (s, a)) EN x R 2:Vr E Rn: 

Demo3tración. 

V(n, (s,a)) EN x R 2:Vr E Rn:Vc E C(f(Rn): 

/le(rJclla,a = llPaFp,e(r)cllo,o = llFe(r)p,cllo,n = JT(-r)Fp,clJo,n :S 
(D.21 y Rudin 1979, teorema 7.2) 

:S llT(-r)lln(L~(R"J) JJFp,cJJo,a = (L.25) 
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= llT(-r)lln(L~(R"))liclla,• 

Por lo tanto: 

e(r) E B(Ha,a(R")) /1 l!e(r)lln(Ho,•(R")) $ llT(-r)lin(L~(R")) $ {[irl+(4+lrl
2

)
112 j/2}1"1 

(L.25) 

Q.E.D. 

Lema 42. Vn E N:Vr E R": e(rr = e(-r) 

Demostración. 

Por lo tanto: 

e(r)' = e(-r) (L.41) 

Q.E.D. 

Lema 49. 

V(n, (8, o:)) EN x R 2:V(r, e) E R" x C8°(R"): lim ii(e(r) - e(r1)Jclla,s =O 
r1~r 

Demostración. 

Vr' E R": ll(e(r) - e(r1)Jclln,s = llPaFp,(e(r) - e(r1)Jcllo,o = li(Fe(r) - Fe(r 1))p8cllo,n = 

= ll(T(-r)F-T(-r1)F)p,cllo,a = (D.21yRudin1979,tcorema 7.2) 
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= ll(T(-r) -T(-r'))Fp,cllo,a 

Por lo tanto: 

lim li(e(r) - e(r')Jcila,a = lim ll(T(-r) -T(-r1))Fp,cllo,a =O (L.33) ,.,_, ,.,_, 

Q.E.D. 

Lema 44. 

V(n,(s,a)) EN X R 2:V(r,h) E Rn X Ha, 8 (Rn): l,im ii(e(r) - e(r1))hlla,s =O 
r -• 

Demostración. 

sup iic(b)lln(llo ,(R"))::::; sup {[irl + (4 + lri2) 112)!2}i"I < (L.41) 
bEB¡(r) ' bEBt(r) 

< 00 

Por lo tanto: 

lim li(e(r) - e(r'))hllo,• =O ,.,_, 
(L.43 y L.A.16, d.e.e.e. (E,E1,E2,S,f) = (B¡(r),H0 ,,(R"),H0 ,,(Rn),G8"(Rn),e)) 

Q.E.D. 

Lema 45. 

V(n,a,(s,s1
)) EN x R+ x R 2:V(c,h) E en x H0 ,,(Rn): lim li(e(c)- e(c1))hii 0 ,, loe= O 

c'-c ' 

Demostración. 

lim i(e(c) - e(c')Jhl =O /\ 
c1-+c 

Apéndice O. Operadores T(M), T(r), e(r) Página 149 



/\ Ve' E C8"(Rn}:Vb E B 1(c):Vr E R": 

lc'(c(c) - e(b))hl(r):::; \c1(r}1(\e(c)h\(r) + sup e-Imb·x¡h(r)\) E L;1{R") 
(b,x)EB1(c)xsupp e' 

(L.C.14) 

Por lo tanto: 

lim 1\c1(e(c) - e(b))hl\o •'=O (Teorema de convcrgenda dominada.) 
b-c ' 

Q.E.D. 
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Apéndice E. El operador de Schrodinger H 

Iniciamos este apéndice con algunas propiedades del Hamiltoniano libre H0 • En 
el lema 2 calculamos su familia espectral, y en los lemas del 3 al 5 veremos cómo su 
resolvente puede extenderse como operador acotado a B(L;(Rn),.H2,-,(Rn)) conservando 
su propiedad de analiticidad. 

Lema 1. 'fz E p(Ho): Ro(z) = F'0(([Ef 2 - z)- 1 )F (D.C.11) 

Demostración. 

\fn E N:\fz E p(Ho):Vl E L2 (Rn): 

= F' ([E[ 2 
- z)- 1 (/E/ 2 

- z)F Ro(z)l = (Schechter 1971, teorema 3.1.2) 

= Ro(z)l 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema !J. Va E R+:Vb E (a,oo):E(Ho)((a,b)) = F't/;(Xn .(o)\D ¡o¡)F (N.A.35) 
61/. .1;2 

Demostración. 

V(n,a) EN x R+:Vb E (a,oo):VI E L2(Rn): 

(E(Ho)((a, b))l, l) = -1(211r 1 Iim ¡b ((Ro(>.+ IE) - Ro(,\ - zc)l,l)d,\ = 
<JO fa 
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Por lo tanto: 

E(Ho)((a,bJ) = F'.µ(XB,i¡~{O)\D.i¡z(O))F (Rudin 1979, teorema 12.7) 

Q.E.D. 

Lema S. Considerar a un elemento (n, s) E N x R + y a un polinomio de primer 
orden P; Rn -• C. Entonces: 

Demostración. 

Vz E p(Ho + P(D)): (l · 12 + P- z)-1({0}) = ,P => (Schechter 1971, corolario 4.3.3) 

=> P2(1·12 + P - z)- 1 E C(R") 1\ 

Considerar a un elemento z E p(Ho + P(D)). Por (1) y por el lema A.2, donde en 
este caso (S,E, !) = (R n, C,p2(1 · 12 + P - z)-1 }, pz(l · 12 + P - z}- 1(Rn) es compacto; 
luego P2(J • 12 + P - z)-1 E L00 (Rª). Ademá>: 
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3r E R+: \71 E L;(R"): 

!i(Ho + P(D) - z)- 11112,-• = llP-•(Ho + P(D) - z)-11112,0 '.S rll(Ho + P(D) - z)- 11!12,o = 
(Schechter 1971, teorema 2.4.G) 

= rllP2(1·12 + P - z)- 1(1·1 2 + P - z)F(Ho + P(D) - z)- 1/lfo,o :S 

:::= rllp2(1·12 + P - z)- 1llooll(Ho + P(D) - z)(Ho + P(D) - z)- 1/llo,o = 
(Schechter 1971, lema 6.4.3 y teorema 3.1.2) 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema .j. \f((n,n1),s,z) E N2 x R+ x C \R+:Ro(z)"
1 

E B(Li(R"),H2,-,(R")) 

Demostración. 

3r E R+:\fl E L;(R"}: llRo(z}"
1

lll2,-, = llP-sRo(z)"
1

/ll2,o :::= rl1Ro(z)"
1

l!l2,o = 
(Schechter 1971,teorema 2.4.6) 

:::= rll[I + (1 + z}Ro(z)]Ro(z)"
1

-
111n¡L2(R"))!llilo,o :::= 

$ rjl[I + (1 + z)Ro(z)JRo(z)"
1

-
1lln(L2(R"))lip,lllo,o = 

= rll[I + (1 + z)Ro(z)]Ro(z¡n'- 1lln(L'(R")) lllllo,s 
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Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 5. 

- - 1 2 V(n, s,z) E NxR+xC\R+: lim llh- (Ro(z+h}-(Ro(z)+hRo(z) )Jlln(L2(R") ¡¡, _ (R")) =O 
h-0 • ' •1 .$ 

Demostración. 

3r E R+:Yh E (C \ R+ - z} \ {O}:VI E L;(Rn): 

llh-1(Ro(z+h)-(Ro(z) +hRo(z)2)JJ1'2,-• = l/P-sh- 1[Ro(z+h)-(Ro(z}+hRo(z} 2))lll2,o :S 

:S rllh- 1(Ro(z + h} - (Ro(z} + hRo(z) 2 ))lll2,o = (Schechter 1971, teorema 2.4.6) 

= rl!(J- 6)h- 1(hRo(z)Ro(z + h) - hRo(z)2)lllo,o = 

= rl![J + (1 + z)Ro(z))(Ro(z + h} - Ro(z))Jllo,o :::'. 

:S rl!II + (1 + z)Ro(z))(Ro(z + h) - Ro(z)Jlin(L2(R"))Jill!o,o :S 

:S rl![J + (1 + z)Ro(z))(Ro(z + h) - Ro(z)Jlln(L2(R"))i1Psll/o,o == 

= rl![I + (1 + z}Ro(z}J(Ro(z + h) - R-0(z))!!p(L2(R"))lil!lo,, 

Por lo tanto: 

:S rl![J + (1 + z)Ro(z))(Ro(z + h) - Ro(z))Jln(L2(R")) :::'. 
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~ r!II + (1 + .::)Ro(z)lln{U(R"))llRo(z + h) - Ro(z)lln¡L'(R")) 

Por lo tanto: 

lim J:h- 1[Ro(z + h) - (Ro(z) + hRo(z) 2)]11n(L'(R")fí, _ (R")) :::'. h-0 ,, ... ,, 

:::; l~ rllI + (1 + z)Ro(z)lln(L'(R")]llRo(z + h) - Ro(z)lln¡L'(R")) =O 

(Kato 1970, teorema III.6.7) 

Q.E.D. 

Aplicaremos ahora el principio del límite absorbente al resolvente de Ho. En el 
siguiente lema probaremos que existen dos soluciones para la ecuación diferencial (Ho -­
,\)f =u para,\ real positivo y daremos una fórmula. En el lema 8 daremos una estimación 
importante para la norma de Rif (z) en la topología B(L;(R"), II2,-,(R")). 

Lema 6. V(±, n,s) E{-,+} x N \ {l} x (1/2,oo):\iz E D(f: 

lim JIR0±(z) - Ro(z ± 16)1in(L'(R") ¡¡ (R")) =O=> VI (c L;(R"): (Ho - z)R¡f (z)I = 1 
D!O ,, ' 2,-,, 

Demo•tración. 

Ve E G(f (R"): ((Ha - z)R5'(z)l,c) = (Rg=(z)I, (Ho - z)c) = lim(Ro(z ± u5)1, (Ho - z)c) = 
6!0 • 

= lim((Ho - z)Ro( z ± zó)I, e) = (/,e) ± ilim(Ro( z ± zli)I, óc) = (!,e) 
5 10 6 10 

• • (L.A.15, d.c.e.c. E = H2,-s(R ")) 

Por lo tanto: 

(Ha - z)Rt(z)l = l 

Q.E.D. 

Lema 7. 
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V(±,n,a,s) E{-,+} x N\ {1} x (-oo,2] x (l/2,oo):V(s1,z) E (-oo,-s] x Dt: 

Demostración. 

:Sr lim l\Rt(z) - J?f(z1)1\n(L2(Rn) ¡¡ _ (Rn¡¡ = (L.C.3) 
z'-+z .1 1 2, • 

=O 

Q.E.D. 

Lema 8. 

V(::!::,n,s,r) E{-,+} x N\ {l} X (1/2,oo) X R+:3r1 E R+:\f(a,z) E [0,2J x n± \Br(O): 

llRt(z)l\n¡L¡(Rn),Ha,-.(Rn)) :S r1(1 + lzl)(a-!)/2 

Demostración. 

VI E L;(Rn): llJ?f(z)ll\a,-• :S (l\J?f(z)lii6;=_~11RÓ'(z)ll\~.-•) 1 / 2 :S (L.C.28) 

:S {[r1(l+izl)-lf2 1\l\lo,,J2-"[r1(1+izi) 112 1111\ 0 ,,]"} 112 = (L.6 y Agmon 1975, remark A.2) 
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Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema IJ. V(z, U) E p(Ho) x U: Ro(z)T(U) = T(U)Ro(z) (N.D.10 y D.D.2) 

Demostración. 

\In EN: \l(z, U) E p(Ho) x U: Ve E C8°(Rn): Ro(z)T(U)c = F',P((IEl2 
- z)- 1)FT(U)c = 

(L.l) 

= F'(\E\2 
- z)- 1T(U)Fc = (L.D.7) 

= F3T(U)(\E\ 2 - z)- 1 Fe= T(U)F',P((IEl2 - z)- 1)Fc = (L.D.7) 

= T(U)Ro(z)c (L.l) 

Por lo tanto: 

Ro(z)T(U) = T(U)Ro(z) (L.D.9) 

Q.E.D. 

Lema 10. V(±,r,U) E{-,+} x R+ x U:aj'(r)T(U) = T(U)Rt(r) 

Demostración. 

V(±, n, s, r) E {-, +} x N \ {l} x (1/2,oo) x R+: 1iU E_D:Vó E R+: 

= l\(RÓ'(r) - flo(r ± 1ó))T(U) - T(U)(aj'(r) - Ro(r ± 18))\ln(Ll(R"),F/2,_,(R")) ~ (L.9) 
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+\\T(U}lin(Jl2,-,(R"))llR<f(r} - Ro(r ± 1ó)lin(Li(R"),H2,_,(R")) (L.D.11} 

Por lo tanto: 

R<f(r)T(U) = T(U)Jl5(r) 

Q.E.D. 

A continuación estudiaremos algunas de las propiedades fundamentales del opera­
dor de Schriidinger H bajo las condiciones impuestas en la teoría. En el lema 13 probamos 
que Hes autoadjunto y acotado por debajo.En el lema 15 veremos que es posible extender el 
resolvente de este operador de manera acotada según la topología B(L¡(Rn), H2,-• (R")). 

Lema 11. Vd E D(Ho): (Hod, d) E R+ 

Demostración. 

a(Ho) = R+ =*'Vd E D(Ho): (Hod, d) E R+ (Rudin 1979,teorema 13.31) 

Q.E.D. 

Lema 12. 

Demostración. 

(Vh1,h2) = j Vh1h2 = j h1Vh2 = (h1, Vh2) 

Q.E.D. 

Lema 19. Todo V E K2 es tal que H es autoadjunto y acotado por debajo. 
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Demostración. 

Considerar a un elemento ll EN\ {1}. Entonces: 

Entonces, por los lemas 11 y 12, y Kato 1976, teorema V.4.11, se concluye que H es 
n.utoadjunto y acotado por dcbn.jo. 

Q.E.D. 

Lema 14. Todo n EN\ {1} es tal que todo V E K2 es tal que t,ú(V) E L(Li(R")) 
es cerrable (definición C.11 y notación A.3). 

Demostración. 

Por lo tanto: 

Por lo tanto, por !fato 1976, teorema III.5.28, se concluye que ..P(V) es cerrable. 

Q.E.D. 

Lema 15. \In EN\ {1}: W E J{2: \fz E p(H): tt>(V)R(z) E B(L2(R")) 

Demostración. 

Por los lemas 14 y A.22, todo n EN\ {1} es tal que todo V E }{2 es tal que todo 
z E p(H) es tal que ,P(V)R(z) es ccrrable, Dado que: 

se concluye que i¡J(V)R(z) es cerrado; por I\ato 1976, teorema III.5.20, iP(F)R(z) E 
B{L2 (R")). 

Q.E.D. 
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Lema 16. 

V(n,s) EN\ {1} x R+;W E K2:Vz E p(H):R(z) E B(L;(R"),H2,-a(R")) 

Demostración. 

V(n, s) EN\ {1} xR+: 3r E R+: W E K2: l;fz E p(H): l;f/ E L¡(R"): 

l!R(z)/112,-a = llP-aR(z)lfl2,o $ rff R(z)/112,0 = (Schcchter 1971, teorema 2.4.6) 

= rll(I-.!l)R(z)lllo,o = rl![(l+z-V)+(-ó+V-z)]R(z)lllo,o = rl!(l+z-V)R(z)l+lllo,o $ 

$ r(/1 + zlllR(z)lln(L'(R")) + llV R(z)lln(LZ(R")) + l)lllllo,o $ (L.15) 

$ r(ll + zll!R(z)lln(L'(R")) + llV R(z)lln(L2(R")) + l)llp,lllo,o = 

= r(/1 + z/l!R(z) lln(L'(R")) + llV R(z) lln(L'(R")) + 1)/llllo,. 

Po~ lo tanto: 

R(z) E B(L;(R"),H2,-a(R")) 

Q.E.D. 

Lema 17. W E K2:Vz E p(H): R(z) = Ro(z)(I - V R(z)) = (I - R(z)V)Ro(z) 

Demostración. 

Ro(z) = Ro(z)(H - z)R(z) = Ro(z)(Ho +V - z)R(z) e (I + Ro(z)V)R(z) => 

=> Ro(z) = (I + Ro(z)V)R(z) => R(z) = Ro(z)(I- VR(z)) /\ 
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/\ 1 :J R(z)(H - z) ~> Ro(z) :J R(z)(Ho +V - z)R-0(z) = R(z)(I +V Ro(z)) * 

* R(z) e (I- R(z)V)Ro(z) oo> R(z) = (I - R(z)V)Ro(z) 

Q.E.D. 

Demostración. 

*\/'V E [(2: Vh E H2(R n): !!_Te'tH Th = T-dd e•t// Th = T1H e•t// Th = 
dt t 

(Kato Hl713, ejemplo IX.1.13) 

= -zHTe'tl!Th oo> Te'tHTh = e-•tll¡, (Kato 1976, ejemplo IX.1.13 y sección IX.1.3) 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

En el capítulo 3 se definieron las clases Bc. de potenciales, aquí demostraremos 
los detalles que se aplican en la teoría de manera formal. En el lema 20 veremos que un 
potencial V en Bn es compacto en Ba' para o.1 mayor que o., para ello utilizaremos el 
teorema de Rellich. 

También dotaremos de una topología a los espacios Bc. y en el lema 25 probare­
mos que los potenciales truncados convergen al potencial en esta topología. Otro hecho 
interesante es que si un potencial está en K2 no importa que se le rote o se le translade, 
seguirá estando en Kz. 

Lema 19. Considerar u Jos elementos (n, cr) E N \ { l} x R.+ y V E B,,, este último 
con elemento e E R + correspondiente. Entonces: 
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Demostración. 

'cM E (0,E]:\lh E H,,(Rn): 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema :JO. Considerar a los elementos (n,a) EN\ {1} x R+, a' E (a,oo) y 
V E B,,, este último con elemento E E R + correspondiente. Entonces todo E' E (O, E) es tal 
que 1/¡(pl+<'V) E B(Ha1(Rn),L2(Rn)) y es compacto. 

Demostración. 

(1) 

Considerar a un elemento e E CQ'(Rn) tal que: 

\l(b1,b2) E B¡(O) x B2(0)c: (c(b1) 1 c(b2)) = (1,0) 

Por el teorema de Rellich, todo n1 EN es tal que 1/i(T((n')- 1I)e) E B(Hn1(Rn),Ha(Rn)) 
(definición D.2) y es compacto; por (1) y por Kato 1976, teorema III.4.8, 1/i(pl+<'V)i/i(T 
((n1

)-
1 I)c) E B(Ha1(Rn),L2(Rn)) es compacto. Además: 

\lc1 E CQ°(Rn): 
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Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Entonces, por Rudin 1979, teorema 4.18, ,P(p1+,1V) es compacto. 

Q.E.D. 

Lema 21. Considerar a los elementos n EN\ {1} y V E M(R n¡ (notación B.4) tal 
que: 

3(s,r) E (-oo,-1) x R+:¡v¡:::; rp, (1) 

Entonces todo f E (O, -( 1 + s) j es tal que V E Bo con f correspondiente. 
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Demostración. 

~ r => t/i(P1+<V) E B(L2 (Rn)) (D.C.11yKato1976, ejemplo III.2.11) 

Q.E.D. 

Lema 22. Mismas hipótesis que en el lema 21. Entonces todo (t, a) E (O, -(1 + 
s)) x R + es tal que V E Ea con f correspondiente y es compactó. 

Demostración. 

Por el lema 21, V E Bo con f = -(1 + s) correspondiente. Por el lema 20, todo 
(t, a) E (O, -(1 + s)) x R+ es tal que V E Bacon f correspondiente y es compacto. 

Q.E.D. 

Lema 29. Considerar a los elementos ( n, a, s) E N \ { 1} x R + x R y V E Ba, este 
último con elemento f E R + correspondiente. Entonces: 

/\ t/iW) = O(o,o)-(l+•+<,o)tP(P1+,V)O(•,a)-(O,a) (D.C.11 y L.C.l) 

Demostración. 

=> \/h E Ha,,(Rn): O¡o,o)-(1+•+<,0)tP(Pt+<V)O¡,,a)-(O,o)h = P-(l+•+<)PI+< V p,h = 
(Ver L.C.l) 

= t/i(V)h 

Por lo tanto: 
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Q.E.D. 

Lema!!~. Considerar a los elementos (n,s) EN\ {l} X R y V E K2, este último 
con elemento E E R+ correspondiente. Entonces .,V(V) E B(H2,,(Rn),LI+•+e(Rn)) y es 
compacto. 

Demostración. 

\b(V) E B(H2,,(R n) ,Lt+.+<(Rn)) /\ \b(V) = O(o,o)-(I+•+e,oj\Ú(P1+e V)0(•,2)-(0,2) 
(L.23) (1) 

Dado que \Ú(PI+eV) E B(H2(Rn),L2(Rn)) es compacto, por (1) y por Kato 
1976,teorema III.4.8, se concluye que \b(V) es compacto. 

Q.E.D. 

Lema 25. Considerar a los elementos (n, n, s) EN\ {l} x R·r x R y V E BQ, este 
último con elemento f E R + correspondiente. Entonces: 

VE' E (o,,): lim l/V - XB (o¡Vl/B(l/ (R") L' (R")) =o 
r-co r cr,.t 1 l+J+t' 

Demostración. 

W E (0,E):Vr E R+:Vr. E G8°(Rn): 

IJ(V - XB,(O) V)cllo,l+•+<' = l!Pr+.+<'(l - Xn,(o¡)V cllo,o = ljp,1_,XB,(O)'\Ú(Pi+eV)p,cl/0,0 $ 

Por lo tanto: 

Apéndice E. El operador de Schriidlnger H Péglna 165 



Por lo tanto: 

rli.115o l!V- Xa,(o¡Vlln(HQ,.(R"J.Li+•+•'(R"))::; 

::> rli.115c,{l + r2)(•'-•)/2JJ,P(p1+,V)lln(IIQ(R"),L2(R")) =O 

Q.E.D. 

Lema !!6. Considerar a los elementos n E N \ {l} y V E K2, este último con 
elemento E E R + correspondiente. Considerar a un operador lineal O definido sobre 
F(R", C) (notación B.l) tal que: 

/\ V(f¡, h) E F(R", C) x F(R",C):O(f¡h) = (Of¡)(Oh) (1) 

Entonces OV E 1(2 con E correspondiente. 

Demostración . 

.P(P1+e(Op1+.J-1) E B(L2(R")) (D.C.11yKato1976, ejemplo III.2.11) (2) 

Además: 

Vh E H2(R "): i/i(Pi+cOV)h = Pi+<(OV)h = P1+.(0P1+,)- 1(0pl+e)(OV)0(0-1h) = 
(Por (1)) 

Por lo tanto: 

i/i(P1+cOV) = .P(P1+.(0pl+c)-1)0.P(Pl+<V)0-1 E B(H2(R"),L2{R")) 
{Por (2), {l) y por que V E Kz.) 
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Entonces, por Kato 1976, teorema III.4.8, OV E K2 con E correspondiente. 

Q.E.D. 

Lema 27. V(U, V) E U x K2: T(U)V E K2 (N.D.10 y D.D.2) 

Demostración. 

Considerar a los elementos n EN\ {l}, U E U y V E K2, este último con elemento 
E E R+ correspondiente. Entonces: 

E L00 (R") X B(L2(R")) X B(H2(R")) (L.D.11) 

Por lo tanto: 

T(U)V E J(2 (L.26, d.e.c.c. O = T(U)) 

Q.E.D. 

Lema 28. Considerar a los elementos n E N \ { 1}, r E R n y V E K 2 , este último 
con elemento E E R+ correspondiente. Entonces T(r)V E K 2 con E correspondiente. 

Demostración. 

/\ N(T(r)) = {O} (L.D.23) 

Por lo tanto: 

E L00 (R") X B(L2(R")) X B(H2(R")) (L.D.26) 
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Entonces, por el lema 26, donde en este caso O= T(r), T(r)V E [{2 con f correspondiente. 

Q.E.D. 

Lema 29. W E [{2: Vz E p(H): R(z) = T R(z)T. 

Demostración. 

Vn EN\ {l}:W E [{2:Vz E p(H):VI E L2{Rn): 

TR(z)TI = TR(z)T(H - z)R(z)I = TR(z)(H - z)TR(z)I = TTR(z)l = (L.C.10) 

= R(z)I 

Por lo tanto: 

R(z) = TR(z)T 

Q.E.D. 

Demostración. 

V(n,s) EN\ {1} x {1/2,oo):'vY E [{2:V>. E R+ \ a+(H):Vó E R+: 

= 11r(>.) - R(>. - 18) + TR(>. + 1ó)T-TR+(>.)T/ln(L;(ll"),ll2,-.(R")) $ (L.29) 

$ /IR-{>.)-R(>.-1ó)Jln(Ll(R"),ll2,-.(R")) +l/T(R+(>.)-R(>.+ió)JTl/n(Li(R"),112,-.(R")) = 

= llR-(>.) - R(>. - ió)lln(Ll{R"),Jl,,_,(R")) + JIR+(>.) - R(>. + tó)liB(Li(R"),H2,_,(R")) 

(L.C.10 y L.A.21, d.c.c.c. (E¡,E2,E3,E.¡,0¡,02) = (L;(Rn),L;(Rn),H2,-,(Rn),H2,-, 
(Rn),T,T)) 

Por lo tanto: 
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Q.E.D. 

Lema S1. Todo n E N \ {!} es tal que todo V E K2 es tal que ,P(V) E 
B(H2(Rn),L2(Rn)) (definición C.11), es compacto. 

Demostración. 

Sea f E R +correspondiente a V. Considerar a la inclusión JE B(LI+<(Rn), L2 (R")) 
(lema C.2). Por el lema 24, donde en este casos== O, ,P(V) E B(H2(R"),LI+,(R")) y es 
compacto; por I\ato 1976, teorema III.4.8, I;ú(V) E B(H2 (R "), L2(R")) y es compacto. 

Q.E.D. 

Lema 92. Considerar a los elementos (n, s) EN\ {!} :< R y V E K2, este último 
con elemento e E R + correspond!ente. Considerar a un espacio de Banach E. Entonces 
todo BE B(E,Il2,,(R")) es tal que if;(V)B E B(E,LI+•+<(R")) (definición C.11) y es 
compacto. 

Demostración. 

Por el lema 24, ;ú(V) E B(Hz,,(R"),LI+a+<(R")) y es compacto; por Kato 1976, 
teorema III.4.8, ,P(V)B E B(E,LI+•+<(R")) es compacto. 

Q.E.D. 

Lema SS. Considerar a los elementos (±, n) E {-, +} x N \ {1} y V E K2, este 
último con elemento ' E R + correspondiente. Sen: 

s= (l+c)/2 

Considerar al conjunto consistente en los elementos im·ersibles en B(L;(R")), G e 
B(L;(R")). Entonces: 

lim 11 r..±(o) - ~(±zó)lln(L2(R") !f, (R")) =o ¡\ J +V R&'(o) E G * ó!O .. '11 I ' .. ,-1 

'* lim llRt(ü)(J +V Rt(OW1 
- R(±zó)l/n'1L'(R") fl2 (R")) =o 6¡0 I ' ,-1 
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Demostración. 

~mll(I +V Rcf(O)) - (I +V Ro(±1ó))llB(L;(Rn)) s 

=> lim llRcf(O)(I +V Rcf(DW 1 
- R(±1ó)lln(L2(R") ¡¡ (Rn)) = 

6 !0 • ' 2,-• 

= limllRcf(O)(I +V Rcf(DW 1 
- Ro(±1ó)(I +V Ro(±1óW1iln(L2(Rn) H (R")) = 

ó!O • , 21-• 

(Por (3.25)) 

Q.E.D. 

Lema 9~. Considerar a los elementos ( n, s) E N \ { 1} x R y V E K2 , este último 
con elemento l E R + correspondiente. Entonces: 

'v'(c,B) E e X B(Lr+•+<(Rn),H2,.(Rn)): 

N(,P(V)B - e)= {O}=> (,P(V)B - c)-1 E B(Lf+•+<(Rn)) 

Demostración. 

Por el lema 32, donde en este caso E = Lf+.+<(R n), ef,(V)B E B(Lf+•+<(R n)) 
es compacto; por Rudin HJ79, teorema 4.25, e E p(,P(V)B); luego, (,P(V)B - c)-1 E 
B(LI+•+<(Rn)). 

Q.E.D. 

Lema 95. Considerar a los elementos(±, n, a) E {-, +} x N\ {1} x lü, 2] y V E Ba, 
este último con elemento f E R + correspondiente. Sea: 
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Entonces: 

Vz E DW: 

lim IJRt(z) - Ro(z ± 1ó)lln(L2(R") ff (R")) =O* 6!0 • 1 2,-a 

* },i:!;z IJ(J +V RW(z)) - (I +V RW(z
1
))1Jn(L;(R")) =O 

Demostración. 

j,i:!;z IJ(I +V Rt(z)) - (I +V Rt(z'))lln(LJ(R!')) :::; 

:::; }.i!!;.11,,U(V) lln(Ha,-•(R").L;{R")) IJRW(z) - Rt(z')lln(L;{R").lla,-•(R")) = (L.23) 

=O (L.7) 

Q.E.D. 

Lema 96. Considerara los elementos (±,n,a) E{--, +}xN\{l} x[0,1) y V E Ba, 
éste último con elemento f E R + correspondiente. Sea: 

B=(l+E)/2 

Entonces: 

lim llI-(I+ VRt(z))lln(L2(R")) =O 
JzJ-oo ' 

Demostración. 

:Ir E R+: lim llI - (I +V Ht(z))IJn(L'(R")) :::; 
fzJ-oo ' 

:::; lim 11,,U(V)iln(H _ (R") L2(R"))r(l + lzl)(a-l)/2 = (L.8) 
JzJ-oo o, • ' ' 
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=O 

Q.E.D. 

Lema 97. Considerar a los elementos (±, n, ce, r) E {-, +} x N \ {1} x [O, 1) x R + 
y V E Bcx., éste último con elemento f E R+ correspondiente. Sea: 

8 = (1 + l)/2 

Considerar al conjunto consistente en los elementos inversibles en B(Li(R")) , G e 
B(LHR")). Entonces: . 

Vz E Dt \ Br(O): I +V Rt(z) E G = sup il(I +V Rt(z))-
1
1\n(L;(R")) < oo 

zeDt\B,(o) 

Demostración. 

lim \II - (I +V Rt(z)}l\n(L2(R")) ==O /\ (L.36) 
JzJ-co • 

/\ Yz E Dt \ Br(O): },i!::z l\(I +V zj'(z)) - (I +V RQ"(z1))1ill(Ll(R")) ==O (L.35) 

Por lo tanto: 

sup il(J +V zj'(z))-11\ll(L;{R")) < oo 
zED~\B,(O) 
(L.A.26, d.e.e.c. (S,A,f) = (Dt \ Br(O),B(L;(R")), I +V Rg:{-))) 

Q.E.D. 

Lema 98. Mismas hipótesis que en lema 36. Entonces: 

Yp E (supa+(H), oo): 3r E R+:Yz E D± \ Bp(O): 

Demostración. 

Yp E (supa+(H),oo):3r E R+:Yz E D± \ Bp(O): 
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::0: llRS'(z) lln(L;{R").Ilo,-•(R")) il(J +V RS'(z))-
1
11n(Ll{R")) ::0: 

::; r(l + lzl)(a.-l)/2 sup ll(J +V Ht(zW 111n(L2(R")) (L.8 y L.37) 
zeD±\B,(O) ' 

Q.E.D. 

Lema 99. Considerar a los elementos (±, n, a, r) E {-, +} x N \ {1} x ¡o, 1) x K!­
y V E Ba., éste último con elemento € E R + correspondiente. Sea: 

s = (1 + €)/2 

Entonces: 

lim sup il(J + VRS'(z))- (I + V'RS'(z))lln(L2(R")) =O 
v•-v zeD±\B,(o) ' 

Demostración. 

3r1 E R+:W' E Ba:Vz En±\ B,(O): il(J +V Rff(z)) - (I +V' Rff(z))lln(L;{R")) ::S: 

:::; IW - V'iln(I10 ,_,(R"),Li(R"))ilHt(z)iln(L;{R"),J/0 ,_,(R")) ::O: 

::0: llV - V'lln(Ha,-•(R"),Li(R"))r' = (L.8) 

= llP1+,(V - V')lln(l/0 (R").L2(R"))r1 

(L.23 y L.A.21 d.e.e.c. (E1,E2,E3,E4,0¡,02) = (Ha.,-a(Rn),H0 (Rn),L2(Rn),L;(R"), 

0(-•,o)-(O,a)• O(o,o)-(•,O)ll 
Por lo tanto: 

lim sup ll(I +V Rt(z)) - (I + V'RS'(z))lln(L2(R")) ::O: 
V'-V zeD±\B,(O) ' 
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Q.E.D. 

Lema .¡o. Considerar a los elementos(±, n, a) E {-, +} x N\ {1} x [O, 1] y V E Ba, 
éste último con elemento E E (1, oo) correspondiente. Sea: 

s = (1 + e)/2 

Entonces: 

lim sup ll(I + VRt(z)) - (! + V'Rt(z))lln(L2(Rn)) =O 
V'-V zER+ ' 

Demostración. 

3r E R+:W1 E Ba:Vz E R+: ll(J +V ~(z)) - (I + V'Rt(z))!IB(L;(Rn)) :5 

$ llV - V'llB(Ho,-i(Rn),Li(Rn))ii~(z)iiB(Ll(Rn),Ji0 ,-,(Rn)) = 
= llP1+,(V -V')llB[Ho(R"),L2(R"))i1Rt(z)llB(Li(Rn),JJ0 ,-,(R")) $ 

(L.23 y L.A.21, d.e.e.c. (E1,E2,E3,E.1,01,02) = (Ha,-s(Rn),Ha(Rn),L 2(Rn),L¡(Rn), 

O¡-s,a)-(0,a)• O(o,o)-(•,OJ)) 

$ llPi+<(V - V')llB(Ho(Rn),L2(Rn)) ( sup llRt(z')iiB(Ll(Rn),11, _,(Rn)¡X¡o,1¡(z)+ 
z1e¡o,1J ' 

+rx(l,ooj(z)) (L.7 y 1.8) 

Por lo tanto: 

lim sup ll(J +V ~(z)) - (! + V'Rt(z))llB(L2(Rn)) $ 
V'-V zeR+ ' 

$ lim llPi+,(V - V')lln(ll (Rn) L2(Rn)) ma."< { sup 11Rt(z)lln(L2(R") El _ (Rn))•r} =O 
V'-V CI 

1 ze¡o,tJ ' ' a, J 
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Q.E.D. 

Lema 41. Considerar a los elementos (±,n,a,r) E{-,+} x N \ {l} x Jü,l) x R+ 
y\! E B,., éste último con elemento f E R+ correspondiente. Sea: 

5 = (1 + €)/2 

Considerar al conjunto consistente en los elementos inversiblcs en B(L;(Rn)), G C 
B(L;(R n)), y suponer que: 

Yz E (r, co): I +V Rff(z) E G 

Entonces existe una vecindad correspondiente a V, W C B 0 , tal que: 

V(z, V') E (r, co) :<IV: I -¡- \!1 Rt(z) E G 

Demostración. 

lim [[J - (I +V RS'(z))i[B(L2(R")) =O /\ (L.36) 
\z\~oo ' 

/\ Yz E [r, co): .\~. ll(J +V Rti'(z)) - (I-,- V R0(z
1
)J;in(L;(R")) 0~ O (L.35) 

Entonces, por el lema A.2, donde en este caso (n,S,E,F) == (1,¡r,00),B(L;(R")),J + 
\! R¡)(·)), {I} U (I +V Rff (·))([r, co)) es compacto; por Rudin 1970, teorema LlO, existe 
una vecindad correspondiente a O, W C B(L;(Rn)), tal que (J +V R()(·))([r, co)) + W e G; 
por los lemas 39 y 40, existe una vecindad correspondiente a \f, \V1 C Ba tal que: 

''i(z,\1 1
) E !r, oo) x \\" 1

: I + \! 1 R6'(z) E (J + \"R0(-))([r, co)) + W C G 

Q.E.D. 

Lema 42. Mismas hipótesis que en lema 37. Entonces: 

Vz E (r,oo): I +V Rti'(z) E G ==:. 
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Demostración. 

sup //(!+V R6'(zW 1/ln(L;[Rn)) < oo !\ (L.37) 
zE!r,oo) 

!\ lim sup //(!+V R6'(z)) - (I +V' R6'(z)) 1/n(L2(Rn)) =O (L.39 y L.40) 
V'~V zE/r,oo) ' 

Por lo tanto: 

lim sup il(I + VR6'(z))- 1 
- (I + V'Rt(zW

1
1/n(L2(Rn)) =O 

V'~V zE!r,oo) ' 

(L.41 y L.A.25, d.c.e.c. (G,A) = {[r,oo),B(L;(Rn)))) 

Q.E.D. 

Lema .(9. Considerar a Jos elementos (±,n) E{-,+} X N \ {1} y V E K2, éste 
último con elemento f E R + correspondiente. Sea: 

s = (1 + e)/2 

Entonces: 

Vz E Dt \ a+(H): 

lim llRS'(z) - Ro(z ± 1ó)/ln¡L2(Rn) H (Rn)) =O=> I - V R±(z) = (I +V R5'(zW 1 
ólO a , 21-1 

Demostración. 

Q.E.D. 

Lema.(.(. Mismas hipótesis que en lema 37. Entonces: 

Vz E [r, oc): I+V R5'(z) E G ==> lim sup //Q±(z)V-Q~(z)V'lln(JI (Rn) L2(R" =O 
V'-\" zE[r

1
00) a,-• ' 1 

Página 176 Apéndice E. El operador de Schrodlnger H 



Demostración. 

Por lo tanto: 

sup 11(/ +V il¡f (z))- 1lln(L¡{R")) < oo (L.37) 
zE/r,oo) 

lim sup llQ±(z)V - Q~(z)V'lln¡u _ {R") L'{R")) = 
V'-•V zE[r,oo) ª• ' ' ' 

= lim sup IJ(I-VR±(z))V - (I-V1(R±) 1(z))V'lln(ll _ (R") L'(R")) == 
V'~V zE[r,oo) o, ' ' ' 

== lim sup ll(J +V Rt(zW 1V - (J +V' RJ'(zW 1V'lln(H _ (R") P{R")) = (L.4.3) 
\!'-•V ::E!r,oo} ª• , i ' 

=O (L.42 y L.A.13, d.c.c.c. (G2,Bi.B2,Ba) == ([r,oo),Ho,-,(R"),L;(R"),Li(R"))) 

Q.E.D. 
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Apéndice F. La matriz de dispersión S{k) 

Iniciaremos este apéndice con algunos resultados sobre los operadores de traza 1(k) 
los cuales serán la base para ulteriores teoremas sobre la matriz de dispersión. 

Lema 1. 

Demostración. 

'v'(n, k) EN\ {1} x R+:V'I E L2(sn-1):V'c E Gcf(Rn): 

JR" fsn-I 1e-•kw·xc(x)l(w)ldwdx = 1iclli1(R")llllli2¡sn-1¡ < oo 

Por lo tanto: 

(cd(k)I) = ('Y(k)c,l)iz¡sn-1¡ = f ·1(k)cl = f f e-•kw·xc(x)dxl(w)dw = J sn- l J sn-1 Jnn 
(Por (3.38).) 

= f f e-•kw·xc(x)l(w)dwdx = (Teorema de Fubini.) 
}Rn Jsn-1 

= r c(x)J. elkW·X/(w)dwdz }Rn sn-1 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 2. 

Página 178 Apéndice F. La malrlz de dispersión S(k) 



V(n,k) EN\ {1} x R+:\;l(j,1) E {l,. .. ,ri} x L2(sn-l): a~.'y'(k)I = tk¡'(k)w¡I 
] 

Demostración. 

\;lx E R 11 : (c.t.p.)w E sn-l: 

Por lo tanto: 

( -
8
8 

¡' (k)I) (x) = lim E- 1((¡' (k)l)(x + ccj) - (¡' (k)l)(x)) = 
x¡ e-o 

= lim ( { c•kw·(x+«¡)¡(w)dw - { e•kw·xl(w)dw) = (L.1) 
e-O } 5n-1 } 5n-1 

= f e•kw·x1kw1·1(w)dw = (Teorema de convergencia dominada.) 
fsn-1 

Por lo tanto: 

~¡'(k)I = 1k¡'(k)w·I 
axj ] 
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Q.E.D. 

Lema 9. 

Demostración. 

Considerar a los elementos (n,k) EN\ {1} xR+ y 1 E L2(s11 - 1). Suponer que el 
lema es valido para: 

a= (a¡, ... ,a11-1,0) E ({O}UN)" 

Por lo tanto: 

Va E ({O} UN)": 

ª"'n a<>n-1 a<>1 ª"'" "n-1 n-1 . 
D"'1'(k)I = ----- --1'(k)I = --(1k)L..i= 1 "'i1'(k)I 11 w'" = axª" ax"'"- 1 ••• axª' axª" . J n n-1 1 n J=l 

Q.E.D. 

Lema 4. Todo (n,k) EN\ {1} xR+ es tal que todo polinomio p:R" -•Ces tal 
que todo 1 E L2 (s 11

-
1) es tal que: 

p(Y')1'(k)I = 1'(k)p(1kw)I 

Demostración. 

Considerar al grado correspondiente al polinomio n1 E {O} UN .Existe una función 
/: {a E ({O} UN)": lal:::; n1

} -> C tal que: 
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Por lo tanto: 

p(V)¡"(k)I = 2::::: f(a)D.,·/(k)I = 2::::: f(a)-/(k)(1k)l<>lw<>1 = (L.3) 
l<>ISn' l<>ISn' 

= ¡*(k) I:: f(a)(1k)l<>lw<>I = ¡'(k)p(tkw)I 
l<>ISn' 

Lema 5. 'v'(n, n1,s) EN\ {1} x{O} u N x (-oo, -1/2): 3r E R+:Vk E R+: 

Demostración. 

Por lo tanto: 

11 lh*(k)lln(L2(S"-1),H2n1,,(R")):::; r(l + k2
)n

1

1h*(k)lln(L2(S"-1),Ll(R")) 

Lema 6. 

Q.E.D. 

Q.E.D. 
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\-/(n,k) EN\ {1} x R+:·/(k) E íl B(L2(sn-l), Ha,a(Rn)) 
(•,<>)E(-oo,-1/2) xR 

Demostración. 

V(s, a) E (-oo, -1/2) x R:Vn1 EN\ (-oo, a/2): 3r E R+:VI E L2(S"- 1): 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

·y'(k) E íl B(L2(sn- 1),Ha,s(R")) 
(s,a)E(-oo,-1/2) xR 

Q.E.D. 

Lema 7. V(n, ,\)E N\{1} xR+: Rci(,\)-Ró(-\) = ,2-n"l-n,\(n-2)/2¡'(,\l/2)¡( .. \l/2) 

Demostración. 

\-/n EN\ {l}:Vc E Ccf(Rn):Vc' E C(f(R"):Va E R+:Vb E (a,oo): 

(E(Ho)((a, b])c, c
1
) = (F'i/J(xnb 112 (o)\B.i¡2(o))Fc, c1

) = (L.E.2) 

= (ifJ(XBb1¡2(0)\B.1¡2(0))Fc, Fe')= f XBb1¡2(0)\B.1¡do)FcFc' = 

bl/2 -
= { J (Fc)(kw)Fc'(kw)kn-tdwdk = 

lat/2 sn-1 

bl/2 -
= f I f (27r)-nf2(¡(k)c)(w)(27r)-nf2 f e•kw·yc1(y)dy kn-tdwdk = (Por (3.38).) 

Jal 2 Jsn-1 Jnn 
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bl/2 -= r r r (2ir)-nf2(¡(k)c)(w)(2ir)-nf 2e•kw·yc'(y)dwdy kn-ldk = 
J.112 ÍR" Jsn-1 

(Teorema de Fubini.) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

bl/2 
= f I f (2ir)-"(¡'(k)1(k)c)(y)d(y)dy kn-Idk = (L.1) 

Ía1 2 Jnn 

Demostración. 

l/n EN\ {l}:W E K2:1/k E R+ \ a+(H) 112:1/f E R+: 

R(k2 + tf) - R(k2 
- tf) = 2uR(k2 - tf)R(k2 + tf) = 

Q.E.D. 

= 2u(I - R(k2 - tf)V)il{¡(k2 - 1E)Ro(k2 + tf){l - V R(k2 + ic)) = {L.E.17) 
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= (I - R(k2 - 1c)V)(Ro(k2 + IE) - ll-O(k2 - IE))(I - Y R(k2 + 1e)) 

Por lo tanto: 

= lim(I - R(k2 - 1E)V)(Ro(k2 + 1c) - Ro(k2 - 1c))(I - V R(k2 + 1e)) = 
<tO 

Q.E.D. 

Ahora es el momento le verificar algunas propiedades de la matriz S. Iniciaremos 
con una relación entre el operador de reversibilidad temporal T y la adjunta de la matriz 
S (lema 11). 

Lema 9. V = O => S = I 

Demostración. 

'v'(±, n) E {-, +} x N \ {1}: 

V= O==> VI E L2(Rn):W±I = lim e'1He-itHo¡ = lim e1tHoe-1tlfo¡ = 1 
t-+±oo t-±oo 

Por lo tanto: 

W± = I => s = w.¡.w_ = I 

Q.E.D. 

Lema 10. 'v'(±, V) E{-,+} x K2: W± = TW:¡T 

Demostración. 
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Por lo tanto: 

W± =TW¡:T 

Q.E.D 

Lema 11. lfi' E K2: T ST = S" 

Demostración. 

\fV E K2:1V.: = T\V~_T (L.10 y L.C.5, d.e.e.c. E= R") 

Por lo tanto: 

TST = nv~\V_T = \V~\V+T2 = (L.10) 

(W~W-)" = S' 

Q.E.D 

Una vez definida la matriz S(k) sobre L2(sn-l), en el lema 12 probamos la relación 
de reciprocidad para el ca.so en que la matriz sea un operador con kerne 1 integral; en los 
lemas 17 y 19 generalizamos un par de lemas de representación de la matriz para el c11so 

k <o. 
Lema 12. Considerar a los elementos n EN\ {1} y V E K2, y suponer que existe 

una función /:R+ \ a+(H) 1i2 xsn-I X 5n-I ~e tal que: 

V(k,I) E R+ \ a+(H) 112 x L2(S"- 1):S(k)I = fsn-I S(k,·,w)l(w)dw (1) 

Entonces: 
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\f(k,l)ER+\cr+(H) 112 xL2(sn-l):PwTS.(k)TPwl= f S(k,-w,-·)l(w)d,,; Jsn-1 

Demostración. 

\f(k,I) E R+ \°a+(H) 112 x L2(sn- 1):\fw E 5n-l: 

(PwTS'(k)TPwl)(w) = (S'(k)TPwl)(-w) = 

= { S(k,w1,-w)(TPwl)(w')dw1 = (Por (1).) Jsn-1 · 

J. 
S(k,w1,-w)l(-w1)dw1 =J. S(k,-w 1,-w)l(w1)dw1 

sn-l sn-1 

Por lo tanto: 

PwTS'(k)TPwl = { S(k, -w', -·)l(w')dw1 

Jsn-1 

Q.E.D. 

Lema 19. Considerar a los elementos" EN\ {1}, (w, V) E sn-l x K 2, éste último 
con elemento E E R + correspondiente. Sea: 

s = (1 + e)/2 

Entonces: 

l' E L;(R 11
) => 

\fk E R + \ cr+(H) 112: 

Demostración. 

S(k)4>+(·,k,w) = <f>-(·,k,w) <:==> 
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<:==> (!- S(k))4>+(.,k,w) = 4>+(·,k,w)- 4>-(·,k,w) = 

Q.E.D. 

Lema 14. Considerar al conjunto: 

{±,:¡:} = {-,+} 

Entonces: 

Vn EN\ {l}:V(w,V) E sn-l x K2: T4>±(·, ·, w) = ,P'f(·, ·, -w) 

Demostración. 

Vn EN\ {l}:V(w, V) E sn-I x K 2:'/k E R+ \ a+(H) 112: 

=4>'!'(·,k,-w) 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 15. W E K2:Vk E R+ \ a+(H) 112: S(k) = I ~- T(k) => T(-k) = TT(k)T 

Demostración. 

S(k) = I + T(k) => T(-k) = S(-k) - I = TS(k)T - I = T(S(k) - I)T = TT(k)T 

Q.F..D. 
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Lema 16. Vn EN\ {l}:W E K2: 

Vk E R+ \ u+(H) 112
: S(k) = I + T(k) = 

Demostración. 

V(ú.'.I) E sn-l x L2(S"- 1):Vk E R-\-u+(H) 112: (T(k)l)(w) = (TT(-k)Tl)(w) = (L.15) 

= T fsn-I -tT"rr1-"(-k)"-2 JR" e•kw·xv(x)1¡L(x,-k,w1)dx(Tl)(w1)dw1 = 

(Por (3.36) y (3.37).) 

= f 12-"rr 1-"(-k)"-2 f e-•k:.nv(x)<P+(x,-k,-w')dx l(w1)dw1 = (L.14) Jsn-1 Jrrn 

Por lo tanto: 

Vk E R+ \ (-u+(H) 112 U {O} U u+ (H) 112): 

(T(k)l)(w) = f -12-"(rrsgn k) 1-"k"-2 / e-•kw·xv(x)<;?(x k w1)dx l(w1)dw1 

}511-1 ' 1 

Q.E.I 
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Lema 17. 

Demostración. 

\-/n EN\ {l}:W E J(2:\-/k E rr+ \ -a+(H) 112: 

S1'(k) = TS'(k)T = T(TS(-k)T)'T = TTS'(-k}TT = (L.C.5, d.e.e.c. E= 5 11 -1) 

= TST(-k)T = TPwS(-k)PwT = (L.3.5) 

= PwTS(-k)TPw = (L.C.8) 

= P..,S(k)Pw 

Por lo tanto: 

\-/k E R+ \ (-a+(H) 112 U {O} Ua+(H) 112 ):S1'(k) = PwS(k)Pw (L.3.5.) 

Q.E.D. 

Lema 18. 

Demostración. 

(S1'(k)Pw)' = P~(TS'(k)T)' = PwTS(k)T = 
(L.C.7, d.e.e.c. "S"= S'"- 1, y L.C.5, d.c.c.c. E= S"- 1) 

Q.E.D. 
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Demostración. 

Q.E.D. 

Pasaremos a estudiar ahora algunas propiedades topológicas de la matriz S(k). En 
el lema 23 probaremos la continuidad de esta matriz como función de k con respecto de 
la topología B(L2 (S"- 1)), mientras que en el lema 28 extenderemos a esta matriz como 
operador en B(R,B(L2(S"- 1))), para ello nos apoyaremos en el apéndice de integración 
\'cctoriul. Los lemas 30, 31 y 32 estarán avocados a un resultado ambicioso el cual establece 
la continuidad de la matriz con respecto del potencial V variando éste último de acuerdo 
a la topología de B 0 introducida en el apéndice anterior. 

Lema 20. 

Demostración. 

'In EN\ {l}:W E K2:\lk E R- \ -o+(H)l/2: 

llS(k)lln(L2(S"-'ll = ilTS(-k)Tlln(L2(S"-l)) = i S(-k)lln(l,2(S"-')l = 
(L.A.21, d.c.c.c. (E¡,O¡) = (L2(S"- 1),T)) 

= 1 

Por lo tanto: 

Vk E R \ (-o+(H) 112 u {O} u o+(H) 1l 2): llS(k)lln(L2(S"-')) = 1 

Q.E.D. 

Lema 21. \l(n, s, k, a) EN\ {1} x (-oo, -1/2) x R+ :< R: 

Página 190 Apéndice F. La matriz de dlsperslon S(k) 



Demo3tración. 

Vn1 EN\ (-oo, a/2): 3r E R+:Vk1 E R+: VI E L2(sn- 1): 

lf(¡'{k) - -({k1))1lln,• :o; llh'{k) - ¡'(k1))%,.•,, :o; rll(I- ~)"
1

(/'(k) -¡'(k'))lllo,, = 

= rll[(l -r- k2t
1

1'(k) - {l + (k1
)
2
)"

1
1'(k1)Jlllo .• :o; 

Por lo tanto: 

lh'(k) - 't'(k')!ln(Ll(S"-l),Jl
0
,,(R")) :o; 

= rlJ(l + k2
)"

1

1(k) - (1 + (k1
)
2
)"

1

1(k
1
)!1n(L'._,(R"),L2(S"-l)) 
(L.C.22 y Rudin 19Z9, teorema 4.10) 

Por lo tanto: 

lim ih'(k) -1'(k
1
)iln(L2(S"-l) !{ (R")) :S k'-k 1 0,.1 

Q.E.D. 

Lema 2!!. 
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Demostración. 

== O (L.21 y L.A.13) 

Q.E.D. 

Lema fJ9. Vn EN\ {1}: W E /(2: Vk E R+ \ (-a+(FI) 1/ 2 U {O} U a+(H) 112): 

Demostración. 

lim !!S(k) - S(k'llln(L2¡sn-1¡¡ ==O 
k'~k 

'in EN\ {l}:W E K2:Vk E R-\-cr+(FJ)l/2: 

lim l!S(k) - S(k'Jl!n¡L2(s"-1)) == lim llTS(-k)T- TS(-k')Tlin(I}(s"-1)) = 
k'-k k'-·k 

= lim llS(-k) - S(-k')iln(L2(S"-1)) == (L.A.21, d.c.e.c. (E¡, O¡) == (L2(sn-l), T)) 
k'-k 

=O (L.22) 

Por lo tanto: 
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Q.E.D. 

Lema 2,/. 

Vn EN\ {l}:li(x, V) E Rn x K2: Vk E u+\ (-a+(H)lÍ2 u {O} u a.,.(Il)L/2): 

Demostración. 

lim ll(J- S[(k))- (l- S[(k')llln(L'(S"-1)) == 
k'-k 

== lim llPwSx(k)Pw - PwSx(k')Pwlln(L2(S"-·l)) == (L.17) 
k'-k ' ' 

= lim llSx(k) - S,(k')lln¡¡,2(sn-1¡) = (L.A.21, d.e.e.c. (E;, O,) = (L2(sn-L), P...,)) 
k'-k 

== O (L.E.28 y L.23) 

Q.E.D. 

Lema 25. 

V(n, a) EN\ {l} xR+:'Js E (-(2 + x¡ 3,00¡(n))/2, --1/2): 3r E R+:lfk En.+: 

" "(k)" ,- k(l--11)/"(l k2)a/'' · { k-(L+2s)i2} 111 - 1ln(L'(S"-1 J,IIa,.(R")) ::o r - • + - ·mm 1, - ' 

Demostración. 

3r E R":Vn' EN\ [O, a/2): 3r1 E R+:Vk E u+,1;1¡ ·~ L2 (sn- 1): 

< (11 •(k)jl2n'-a 11 •(k)'I" )( 2111)-'·llll <" - 1 . Il(L'(S"-1),Ll(R")) 1 . i•n(L'(S"-t),H2n 1,,(Jl")) i L'{S"- 1) ::o 
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S {!h' (k) ll~{
1

i2(sn-1¡,L;(Rn)) [r' (l+k
2t

1 

lh' (k) lln¡L2¡sn-1 ),Ll{Rn))J"}Í
2

"
1

¡-
1 
l!lllL2¡sn-1) = 

(L.5) 

= (r')a{2n')-1(1 + k2)a/2¡h(k)lin(L:_,(Rn),L2(Sn-1))1illlp¡sn-1¡ :5 
(L.C.22 y Rudin 1979,teorema 4.10) 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 26. Mismns hipótesis que en lema 3.4. Entonces: 

V(f 1
, p) E (0,min{l, f }) x (sup a+(H) 1f 2 , oo): 3r E R +:\fk E R+ \ Bp(O): 

Demostración. 

V(f1,p) E (O, min{l, f}) X (supa+ (H) 112 , oo): 3r E R +: \fk E (-oo, -pj: 

lll- S(k)lin(LZ(sn-1)) = llI-TS(-k)Tiln¡Lz(sn-1¡¡ =fil- S(-k)!in(P(S"-1)) S 
(L.A.21, d.c.e.c. (E¡,0¡) = (L2(s"- 1),T)) 

::.; r(-k)- 1 (1 + k2) 0 12 min{l, (-k}'
1

} (L.3.4) 

Por lo tanto: 

Vk E R \ Bp(O): llI - S(k}iin(P(sn-1¡¡ :5 riW 1(1 + k2)ª12 min{l, lk!'
1

} (L.3.4) 

Q.E.D. 
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Lema 27. 

Vn EN\ {l}:V(x, V) E Rn x K2:Vk E R+ \ (-a+(H) 112 u {O} Ua+(H) 112): 

llI - S[(k)lln(U(sn-1¡¡ = llI - S(k}lln¡r,2¡5n-1¡¡ 

Demostración. 

= llPwe'""''"'(I - S(k))e-ikw·x F.,!ln(LZ(Sn-1)) = !II - S(k)iin(LZ(S..-1)) 
(L.A.21, d.e.e.c. E¡= L2(s"-1)) 

Q.E.D. 

Lema 28. 

Demostración. 

Vp E (sup a+(H) 112, oo): ::ir E R":Vk E R + \ (-a~(H) 1 12 u {O} u a+(H) 112): 

'.S XBp(Oj(k)2 + XB,(O)c(k)rjk¡"-l E (L.20 y L.26) 

Por lo tanto: 

I - s[(·) E L2(R,B(L2{s"- 1))) 

(L.24 y L.13.3, d.e.e.c. (E, F, S) = (L2 (s"- 1), l - SI(·), -a+(H) 112 U {O} u a+(H) 112)) 

Apéndice F. La matriz ele dispersión S(k) Página 19 5 



Q.E.D. 

Lema 29. Considerar a los elementos (n, a) EN\ {l} x(O, 1) y (x, e, V) E Rn x 
C B (Il) X Be., éste último tal que: 

(c(B1 (O}), c(B2(0)")) = ({O}, {l}} 

Entonces: 

lim sup !i(T((n')-1 I)c)(k)(I - S[(k))Pw1Jn(L2(S"-1)) =O (D.D.2) 
"-

00 keR 

Demostración. 

Vn 1 E N:Vp E (supa+(H) 112 ,co): 3r E R+:Vk E R+ \ Bp(O): 

il(T((n1
)-

1 I)c)(k)(I - S[(k))Pw!Jn(L'(S"-1)) = 

= XB"i(O)'(k}iicllooilI - S(k)lin(LZ(S"-1)) :S (L.D.13, L.27 y L.C.7} 

Por lo tanto: 

lim sup IJ(T((n1
)-

1I)c)(k)(J- SJ'(k))Pwlin(LZ(S"-1)) ~ 
n'-ookeR 

:S lim i1ci1 00 r(n1
}-

1 (1 + (n1) 2)"12 =O 
n1-oo 
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Lema SO. \fn EN\ {l}:W E UnE/0,1) B 0 :\fp E (supa+(H) 1i2, oo): 

11im sup l!Sv(k) - Sv1(k)lln(LZ(sn-1)) =O 
V -V kE(p,oo) 

Demostración. 

Q.E.D. 

Considerar a los elementos (n, a) E N \ {l} x[O, 1) y V E B0 , éste último con 
elemento ' E R + correspondiente. Entonces: 

•:'(s, fJ) E (1/2, (1 -t- min{l, <} )/2) x (sup a+(H) 112 , co): 3(r1, rz) E R + x R+: ?V 1 E B 0 : 

"ik E [fJ, oo) \ a+(H1)1f2: 

·lh.(k)iin(L~(S"-')),Ha,-•(R")) '.Ó 
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Por lo tanto: 

< lim 2fa-2n)/211"1-nr r max{p2(•-l) 1}· 
- V'-V 1 2 ' 

sup /IQ+(k2)V - Q~(k2)V'/ln(H (Rn¡ ¿z¡Rn¡¡ == 
ke¡p,oo) Q,-• ' ' 

==O (L.E.44, d.e.e.c. (±,r) = (+,p2)) 

Q.E.D. 

Lema 31. Considerar a los elementos (n,a) EN\ {1,2} x[O,l) y V E Ea, éste 
último con elemento f E (1, oc) correspondiente. Suponer que cero no es resonancia co­
rrespondiente a H. Entonces: 

R+ n11p(H) = </> => l,im sip__/ISv(k) - Sv1(k)l/n(L2(sn-1¡¡ ==O 
V-V keR+ 

Demostración. 

\:fs E (1/2, (l+min{l, f} )/2): 3(r¡, r2) E R+ x R+: W 1 E Ba: \:fk E R+ \11+(H1) 112: 

l/Sv(k) - Sv1(k)l/n(L2(sn-1¡¡ == 
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Por lo tanto: 

l,im si:!! _ _llSv(k) - Sv1(k)lin(L2(sn-1)) :5 
V -V kER+ 

< lim sup 2("-2nJ/2,,.1-"r1r211Q+(k2)V - Q~(k2)V'lln(l! (R") Ll(Rn)) =O 
- V'-V kEil.+ . a,-, 1 , 

(L.E.44, d.e.e.c. (±,r) =(+,O)) 

Q.E.D. 

Lema 92. l/(n, r) EN\ {1} xR+: W E K2: 

=> lim sup JJSv(k) - Sv1(kJl!n¡Lz¡sn-1¡¡ =O 
V'-V kER\(-r,r) 

Demo3tración. 

lim sup llSv(k) - Sv1(k)lln(L2¡sn-1)) = 
V'-V kE(-oo,-rJ 

= lim sup llTSv(-k)T-TSv1(-k)Tiln¡L'(S"-I)) = 
V'-V kE(-oo,-r) 

= lim sup llSv(-k) - Sv1(-k)Jln¡L2(sn-1¡¡ = 
v•-v kE(-oo,-r) 

(L.A.21, d.c.c.c. (E¡,O¡) = (L2(S"- 1),T)) 

=0 
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Por lo tnnto: 

lim sup llSv(k) - Sv1(k)lln(L2(s•-1¡¡ ==O 
V'~V kER\(-r,r) 

Q.E.D. 

Lema SS. Considerar a los elementos n E N \ {l,2}, (x,c) E R" x Cn(R) y 
V E UaE[O,I) Ba, éste último con elemento E E (1,oo) correspondiente. Suponer que cero 
no es resonancia correspondiente a H. Entonces: 

R"'" n ap(H) == ef> => lim sup iic(k)(S[(k) - S[r(k))Pwlln(LZ(s•-1)) ==O 
r~oo kER ' 

Demostración. 

Por lo tanto; 

lim sup ifc(k)(S[{k)- S[r(k))Pwllntl'(S"-l)) S: 
r-•oo kER ' 

Q.E.D. 
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Apéndice G. El método de Balslev. Parte 1 

Introduciremos ahora las ideas básicas desarrolladas por Balslev 1988 a partir ele 
las cuales se permite extencler el principio del límite absorbente para el operador H/j' ( k), 
el cual ha sido definido en el texto. Comenzaremos por calcular el espectro del operador 
equivalente reducido Ho(q); citaremos explícitamente el desarrollo de Balslev en este res­
pecto (lema 5 y teorema 7), y claremos algunas estimaciones a la norma de Ro+ (q) en lo" 
lemas del 8 al 10. 

Lema 1. Ve E C: {z E C: lzl - Re z :5 2jej 2} = {z 2 E C: IIm zl :5 !el} 

Demostración. 

Ve E C: Vz2 E {z2 E C: IIm zl :5 icl}: 30 E [O, 2ir): z = lzlc'8 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

{z2 E C: IIm zl::; lcl} e {z E C: l=I - Re;;::; 2!cl2} f\ 

f\ Vz E {z E C: lzl - Re z::; 2jcj2
}: 30 E [O, 2ir): z = jzje'8 

Por lo tanto: 
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Por lo tanto: 

{z E C: jzj - Re z S 2jcj 2} e {z2 E C: jim zj S /el} 

PClr lo tanto: 

{z E C: lz/ - Re z S 2jcj2} = {z2 E C: !Im zj S /el} 

Q.E.D. 

Lema 2. 

V(n,r) EN\ {l} x R:füj2 +2iret - r2 E C:e E Rn} = {z2 E.C:jim zj S jrl} 

Demostración. 

'i(n, r) EN\ {l} x R:Vz E {z E C: jzj - Re z S 2r2}: 

(2r) 2(r2 +Re z) - (Im z) 2 ;::: 2(izj - Re z)[(jzj - Re z)/2 +Re zj - (Im z)2 =O=> 

=> 3(6,(6, ... ,En)) E 

E {r1 E R:2rr1 = Im z} x {r1 E Rn-l: (2rjr 11) 2 = (2r)2(r2 +Re z) - (Im z)2} 

Por lo tanto: 

=> z E {!E!2 + 21rE1 - r 2 E C: E E R"} 

Por lo tanto: 
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* IEl 2 + 2irE1 - r~ E {z E C: lzl - Re z :S 2r2
} 

{IEl 2 -r 21rE1 - r2 E C: E E R"} e {z E C: lzl - Re z S 2r2} 

Por lo tanto: 

fül 2 +21rE1 -r2 E C: E E R"} = {z E C: jzj-Rc z :S 2r2} = {z2 E C: jlm zj :S irl} (L.l) 

Q.E.D. 

Lema 9. Vq E R:a(Ho(q)) = {z2 E C: jlm zl :S Jql} 

Demostración. 

V(n,q) EN\ {l} x R:a(Ho(q)) = {1Ei2 + 21q(¡ - q2 E C: E E R"} = 
(Schechter 1971, corolario 4.3.3) 

= {.::2 E C: jlm zj :5 jql} (L.2) 

Q.E.D. 

Lema .J. V(n,q) EN\ {l} xR:V(z,c¡,c2) E p(Ho(q)) x CQ'(R") x C(f(R"): 
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Demostración. 

((Ho(-q) - z)c¡, (Ho(q) - z)-1c2) =(e¡, (Ho(q) - z)(Ho(q) - z)-1c2) = 
(Schechtcr 1971, corolario 4.2.2) 

= ((Ho - z)e9x 1c¡, (Ho - z)- 1 e-q"1c¡) = (Schechter 1971, corolario 4.2.2) 

Q.E.D. 

Lema 5 (Balslev 1988, lema 1.2). K denota un subconjunto compacto de e+\ {O}. 
Tome g E L;(R"), s > 1/2. Para k E e+\ {O} los siguientes límites débiles existen en 
H~.-,(R"), uniformemente para k E K, 

Ro ... (Im k,k)g = w - limRo(Im k,k + IE)g 
. <!O 

Demostración. 

Para f y !J con soporte compacto 

uniformemente para k E K e e+. Por Agmon 1975, lema A.l, esto también vale para 
[(e e+\ {O}. Entonces, por el mismo lema, lo mismo vale para f, g E L;(R "). 
Por tanto, para g E L;(R") existe 

w - limRo(Im k,k + u)g en L:,(R"). 
<JO 

Por Agmon 1975, lema A.1, {R0 (Im k, k+IE)g} está también acotado en H2,_,(R") 
para E> O, uniformemente para k E K. Por lo tanto, por la compacidad débil de la bola 
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unitaria en H2,- 8 (Rn), el límite débil es alcanzado también en H2,-a(Rn), uniformemente 
para k E J(. 

Q.E.D. 

Lema 6. 'V(n,s,k) EN\ {l} x(l/2,oo) x e+\ {O}:V/ E L;(R"): 

(Ho(Im k) - k2)R-0+ (Im k, k)I = 1 

Demostración. 

'V(n, s,1.) EN\ {1} x (1/2, oo) x C+ \ {O}:lil E L;(R n): 'v'c E CQ°(Rn): 

(Ho(Im k) - k 2)Ro+ (Im k, k)I, e) = (Ro+ (Im k, k)I, (Ho(-Im k) - k°2)c) = 
(Schechtcr 1971, corolario 4.2.2) 

= Iim(Ro(Im k, k + tó)I, (H0 (-Im k) - k°2)c) = 
510 

= lim((Ho(Im k) - k2)Ro(Im k, k + ió)I, e) = (Schechter 1971, corolario 4.2.2) 
510 

= (l,c)+lim(Ro(Im k,k+1ó)l,l(k + tó) 2 -k2)c) =(/,e) (L.A.15, d.e.c.c. E= H2,-a(R")) 
510 

Por lo tanto: 

(Ho(Im k) - k2)Ro+(Im sk,k)I = 1 

Q.E.D. 

Teorema 7 (Balslev 1988, teorema 1.3). Ro+ (Im k, k) = lim,10 Ro(Im k, k + 1c) 
en la topología uniforme de operadores de B(L;(R"),H2,-a(R")), uniformemente para 
k E K. 

Más aún, la función B(L;(R"), H2,- 8(R "))-valuada de k = a+ 1¡3 

e-•ax¡ Ro+ (/3, k)e"'x1 

es analítica en e+ y continua en e+\ {O}. 
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Demostración. 

Por Balslev 1988, lema 1.2, Ro+ (¡3, k) := w - limdo Ro(/3, k + 1€) está bién definido 
como un operador en B(L;(Rn),H2,-a(Rn)). Note que para u E H2,-a(Rn) la norma 
i[u h-• es equivalente a 

uniformemente para O :5 ¡3 :5 /30, donde fijamos /30 talque J( e {k[O :5 Im k :5 
¡30}. Por tanto es suficiente mostrar que en la topología uniforme de operadores de 
JJ(Li(Rn), L:_,(Rn)), 

uniformemente para k E J(. 

Dado que 

se sigue que es suficiente mostrar que 

en la topología uniforme de operadores de B(L;(Rn),L:,(Rn)), uniformemente para k E 
J(. Ahora procedemos a mostrar esto. 

Primero que nada, el límite débil cuando f l O es de hecho un límite fuerte, lo cual 
puede ser visto como sigue. Tome a g E L;(R n). Entonces g E L;1(Rn) para 1/2 < s1 < s. 
Por Balslev 1988, lema 1.2, 

débilmente en H2 _ 81(Rn), uniformemente para k E J(, Dado que H2,_,1(R") está com­

pnctnmente inme;so en L:.,(Rn), concluimos que 
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Ro(í3,k + 1t) E~Ro+(í3,k), 

fuertemente en L:, (R"), uniformemente para k E K. 

Resta probar la convergencia en la topología uniforme de operadores. Esto es 
probado en las mismas líneas que en la prueba del paso correspondiente en la prueba 
del teorema 4.1 de Agmon 1975, usando la compacidad de la inclllSión de H2,_,1(R") en 

L:,,(R") para 1/2 < s' <s. Esto concluye la prueba de la primera parte del teorema. 

Para E > O la función B(L;(R11 ), H2,_,(R11 ))-valuada c-":.x'Ro(í3, k + 1E)e"'x1 es 
analítica en k é e+ y continua en k E c·c \{O}. 

Entonces se sigue de In primera parte del teorema que e·-ic.x1R0~(i3,k)e'Gz1 es 

analítica en e+ y continua en e+\ {O} como una función de k con valores .en B(L;(R"), 
H2,-s(R11)). 

Q.E.D. 

Lema 8. 

\i(n, s, r) E N \ {1} X (1/2, oo) X R.+: ~r 1 E R +: \i( o:, k) E !D. 2¡ X e+\ Br(O): 

Demostración. 

\i/ E L;(R"): llRo+(Im k,k)l!la,-• :S (llRo~(Irn k,k)llJ6::..~l!Ro"(Im k,k)lil~,-,) 112 :S 
(L.C.28) 

$ {ir'(l + lkl2)-l/Zll1llo,,)2-º[r'(l + lkl2)1/2llll!o,si"}1/2 = 
(L.6 y Agmon 1975, observación 2 en apéndice :\..) 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 9. \i(n,s,r) EN\ {1} x(l/2,oo) x R+: 3r1 E R ~:\ik E e+\ Br(O): 
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Demostración. 

3(r¡, r2, r3) E R+ x R+ x R+:Vk E C+ \ B,(0):\11 E L;(Rn): 

- r lle-•Rekx1R (Im k k)I - e-iRekx1t,.R (Im k k)I+ - 1 O+ 1 O+ . , 

Por lo tanto: 
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Q.E.D. 

Lema 10. 

"i(n, s, r) EN\ {1} x (1/2,oo) x R+: 3r1 E R+:V(a, k) É [0,2] XC+\ Br(O): 

Demostración. 

3(r¡, r2) E R+ x R+:'i(et, k) E [O, 2) :.: e+\ Br(O):\;'/ E L;(Rn): 

Por lo tanto: 

~ [ (11~.,. (Im k, k)iln(L1(Rn),L:!.,(Rn)) 'li/o,,) 
2
-". 

·(lle-•Rckx¡~+ (Im k, k)lln(L1(Rn),H
2
._,(R")) lilll~,.)"] l/2 ~ 
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Pasemos ahora al estudio del operador Jlt'(k) cuya continuidad y analiticidad po­
demos derivar a partir de 17-0+ (Im k, k), (lemas 20 y 21). Los cuatro últimos lemas de este 
apéndice sirven de apoyo para la prueba de continuidad simultánea de R~(k) como función 
de (k,w), la cual se da en el capítulo 3. 

Lema 11. 

Demostración. 

= (e'Rekx1r.;'¡-1D(Ho(Im k)) = Twe-1Rekx'Il2(Rn) = 
(L.D.39 y Schechter 1971, lema G.4.3) 

= H2(Rn) (L.D.41 y L.D.5) 

Q.E.D. 

Lema 1!!. 

Demostración. 

\l(n,k) EN\ {1} xC:Vw E sn·- 1:\fh E H2(Rn):Vc E CQ'°(Rn): 

(Twe-•Rekx 1H0(Im k)e'Rekx1r; 1h,c) = (Ho(Im k)e'Rekx1r; 1h,e'Rekx1r.;1c) = 
(L.D.12 y L.D.42) 

= (e'Rekxir; 1h,Ho(-Im k)e'Rekx1r; 1c) = (Schechter 1971, corolario 4.2.2) 
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= (h,Hfi'(k)c) = (Hfi'(k)h,c) (Schechter 1971, corolario 4.2.2) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 19. \l(n, k} EN\ {1} xC: \i(<.• E sn-l: a(H6'(k)) = {z2 E C: IIm zl :::; IIm ki} 

Demostración. 

Considerar a un elemento n EN\ {1} .. Por !os lemas D.5 y D.12, todo w E sn-l 

es tal que Tw es unitario; por los lemas D.39 y D.42, todo k E C es tal que e-iRckx¡ 

es unitario; por el lema A.38, donde en este caso (H,B¡,B2) = (L2(R").Tw,e-•llckx1); 

'.l'we- 1Rckx1 es unitario. Además: 

= a(Ho(Im k)} = (L.A.33, d.e.e.c. (H,B) = (L2(Rn),Twe- 1Rekx1)) 

= {z2 E C: jim zJ S Jim kl} {L.3} 

Q.E.D. 

Lema 1r \l(n, k} EN\ {1} xC:\l(z,w) E p(Ho(Im k}) x 5n-l: 

Demostración. 

V(n,k) EN\ {1} x C:\l(z,w) E p(Ho(Im k)} x sn-I:z E p(Hfi'{k)) (L.13) 
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Por lo tanto: 

Lema 15. Vk E R \{O}: Ro+ (O, k) = R~gn k (k2) 

Demostración. 

Q.E.D. 

Ro (O,k) = limRo(O,k + 1.5) = limRo((k + 1.5) 2) = limRo(k2 - ó2 + 21kó) = R~gn k(k 2) 
~ ó\O ó)O ó)O 

Q.E.D. 

Lema 16. 

Demostración. 

Q.E.D. 

Lema 17. V(±, n) E{-,+} x N \ {1, 2}:Vw E sn-I: .RD'(O) = RS'(O) 
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Demostración. 

'v'(±,n,s) E{-,+} x N \ {1,2} x(l,oo):'v'w E sn-l: 

Por lo tanto: 

< 00 

VI E L;(Rn): RQ'(O)I = lim RQ'(k)I = (L.3.6) 
±k!O 

= Rt(o)l (L.D.44 y L.A.14, d.e.e.c. (E¡,E,B2) = ([-l,l],L;(Rn),H2,-s(R"))) 

Por lo tanto: 

RQ'(O) = Rt(o) 

Q.E.D. 

Lema 18. 'v'(n, s, k) EN\ {1} x (1/2, oo) x e+\ {O}: 'v'w E S"-1: 

Demostración. 

= limllTwe-•Rckx¡(Ro+(Im k,k) - Ro(Im k,k + 16))e1Rekx 1T; 1!1n(L2(R") IJ, (R")) =O 
610 " 1 .,-J 

(Por (3.72) y L.A.13, d.e.e.c. (B¡,B2) = (L;(Rn),H2,-s(R"))) 
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Q.E.D. 

Lema 19. 

\f(n, s, r) EN\ {1} X (1/2, oo) x R+: 3r1 E R+: \f(a, k,w) E [O, 2) x e+ x S"- 1: 

Demostración. 

JIRQ'(k)Jln(L;(R"),H0 .-,(R")) = 

11
"' -•Rekx1 R (I k k) iRekx1r-1¡¡ _ 

= .Lwe O+ m ' e w Il(L;(R"),Ho.- 1 (R")) -

Jle-•Rekx¡Ro+(Im k, k)e•Rekz1 /ln(L;{R"J.Ho,-•(R")) ::; 

(L.D.11 y L.A.21 d.e.c.c. (E1,E2,E3,E~,0¡,02) = (L;(R"),L;(R"),Hn,-a(R"),Hn,-• 
(R"),T,;1,Tw)) 

:5 r1(1 + JkJ2)(n-!J/2 (L.10 y L.D.41) 

Q.E.D. 

Lema EO. \f(n, s) EN\ {1} x(l/2, oo): \f(k,w) E e+\ {O} x S"-1: 

lim /IRQ'(k) - RQ(k'llln(L2(R") H - (R")) =o 
k1-tk ' 1 2, ' 

Demostración. 

"' -iRek'x1Ro (I k' k') iRek'x1r-I¡¡ _ -.Lwe + m , e w D(L;(R"),H2,-,(R")) -
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-1Rek'x1R (Irn k' k') 1Rek'x1¡T-lll _ -e O+ , e w D(Ll{R"),H2,-,(R")) -

=O (L.A.21, d.e.e.c. (B1,B3) = (L;(R"),H2,-a(R"))) 

Q.E.D. 

Lema 21. Todo n EN\ {1} es tal que todo w E sn-l es tal que RQ(-) es analítica 
en e+. 

Demostración. 

Por el lema D.11, todo s E (1/2,oo) es tal que (Tw,T; 1 ) E B(Li(R")) :< 
B(H2,-.(R "));por el lema A.17, donde en este caso (S, E 1, Ez) = (e+, L;(R "), H·i,-,(R")); 
Twe-•Re· x¡Ro+ (Im·, ·)e1Re· x1r; 1 es analítica en e+; luego, RQ'(·) es analítica en e+. 

Q.E.D. 

Lema 22. V(n,s) EN\ {1} x(l/2,oo):V(k,w,1) E e+\ {O} xsn-l x L;(R"): 

lim ll(RQ'(k) - RQ'
1
(k1))1112,-a =O 

(k',w')-(k,w) 

Demostración. 

V(n, s) EN\ {1} x (1/2, oo): sup llTwllD(H• _ (R")) = 1 (L.D.11) 
wEsn-1 .. , ' 

Por lo tanto: 

V(k,w) E e+\ {O} x S"-1:3r E R+: 

11 -1Rek'x1 Ro (I k' k') 1Rek'x111 sup_ e + m , e D(l.l(R"),/12,_,(R")) < oo /\ 
k'eB,(k)nc+\{o) 

11 VI E L;(R "): 
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,i,im !l(e-,R.ekz 1 p..,._,~(lm r..i:)!'Iteh1 _ ~-1Rek'z1.Ro_(Irn k'J')c'Rek'=i)Jh-• S 
K-r. 

:;: ),im .. ~¡!'-:H.ek::¡ P4-0_ (Im l:, k)t:Ref.::1 -
r:-t:. 

Pvr lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema !!!J. V(n,s) EN· .. {1} x(l/2,x):?(k,:.i,h) E e+\ {O} xsn-I x H-2,.(R"): 

lim ![(R{j'(k)" - R{j'
1 

(k')")hilo.-• ==O 
(l;',w'J·-(k,.,¡ 

Demo~dracián. 

V(n,.~) EN\ {1} x (1/2,oo): sup l!Twlin(L' (R"))"" 1 (L.D.11) 
wé;Sn-1. _, 

Por ¡., lnnto: 

V(k,w) E C+ x sn-l: 3r E R +: 
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11 -1Rck
1
x¡R (I k' k') 1Rck'x111 suL e O+ m , e , B(Li(Il."),f/z,-,(Il.")) < 

k1EB,(O)nC+\(O} 

(L.C.22 y Ru<lin 1079, teorema 4.10) 

< 00 ¡\ 

lim ll((e-iRekx¡R (Im k k)e'Rekx1¡• - (e-1Rek'x1R . (Im k' k')e'Rck'xi)')h'¡I - < 
k'-·k O;. ' O..... , O, s -

( -1Rck'x1 (I k' k') 1Rck'x1)'ll 11111 - e Ro,. m ·, · e D(fLz,,(Il."J.L-,(Il.")) ·, i -2,, = 

= lim 1·1e-1Rckx1 R (Im k k)e'Rekx¡ -
k'-k O+ ' 

-1Rek'x1Ro (I k' k') 1Rck'x111 111 ll -e + m , e , D(L;(Il."),fI,,-,(Il.")) 1 t -2,s = 
(Rudin 1979, teorema 4.10) 

=O 

Por lo tanto: 

-- il((T e-1Rekx1R (Im k k)e'Rekx1T-1)'--
- 1[ w O+ ' w 
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-(T-1)'(e-•Rek'x1n (Im k' k')e'Rek'xi)'T' )hll - = w' -O+ ' w' O, a 

Por lo tanto: 

lim IJ(Rjj'(k)' - R(( (k')')hllo,-• = 
(k1 ,w')~(k,w) 

= lim ll(T (c-•RekxiR . (Im k k)e'R.ekxi)'T,- 1-
(k',w')~(k,w) w O.,. ' w 

-T i(e-1Rek'x1n . (Im k' k')e'Rek'x1¡•r-1)hll - = 
w O.r ' w' 01 a 

=O (L.D.18 y L.A.14, d.e.e.c. (E,B2) = (H-2,,(R"),L:_,(Rn))) 

Q.E.D. 

Lema 21. Considerar a un elemento (n,s) EN\ {1} x(l/2,oo), a un subconjunto 
COt:lpncto se e+\ {O} y a un subconjunto S' e L;(rrn¡. Entonces: 

sup 11/ilo,, < oo == Vs' E (1/2,sJ: sup IJRjj'(k)/112,-• < oo 
fES 1 (k,w,/)ESxSn-l"S' 

Demostración. 

Dado que Ses compacto, e-•Re ''tRo+(Im.,·)e'Re ''l(S) es compacto; por Rudin 
1979, teorema 1.15, todo s1 E (1/2, sJ es tal que: 

11 -1Rekx1n (I k k) 1Rckx1I/ < sup 1 e O+ m , e Il(L2 (Rn) ¡¡ i{Rn)¡ oo 
kES •' 1 2,-• 

(1) 

Entonces: 

'i(k,w,!) ES X 5n-l X 51: 

l!R{)'(k)/lb,-•' = llTwe-•Rekx¡Ro+ (Im k, k)e'Rckx1r;11112,-•' :::::; 
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< 11 "' -1Rekx1R (I k k) 1Rekx1r.-1ll 11!1' _ ,we O+ m ' e w Il(L;1 (R0),FI2,~,1(R")) !O,•' = 

= lle-1Rekx1 R-0+(Im k, k)e'Rekx¡ lln¡L;,(R"},llz,-,1(R"))llfl!o,s' :S: 

(L.D.11 y L.A.21, d.e.c.c. (E¡, E2, EJ,E.1, O¡, 02) = (L;1(Rn), L;1 (Rn), H2,-a•(R"),H2,-s' 
(R"), T.,;- 1, Tw)) 

< .. -1Rckx1n (I k k) 1Rckx1¡¡ 'lfll _ ¡¡e o,. m ' e .. n(L;,(R"),Il2,_,,(R"))i• O,• 

Por lo tanto: 

sup 11Rt'(k)fli2,-•' S 
(k,w,/)ESx 5n··I xS1 

11 -1Rckx 1R (I k k) 1Rckx1 I' 1¡:· :S: sup e O+ m ·, · e .!D(LZ (R") El (R")) sup ¡ ilo,8 < oo 
kES ,, ' 'l,-i' /ES' 

(Por (1)) 

Q.E.D. 

Lema 25. nlismas hipótesis que en el lema 24. Entonces.: 

sup llfllo,s < oo == Ys' E (1/2,oo): sup flR~(k)Jll 2 ,_,, < oo 
/ES' (k,w,f)ESxS"-1 :<S' 

Demostración. 

sup/ES' [lfllo,, < oo =='Is' E (1/2,oo)::=Jr E R+: 

:::: sup (x¡ 1¡2,,¡(s')i1Ro(k)fll2,-.• + x¡,, 00¡(s1
)r11R0(k)fil2,-.) < (L.C.2) 

(k,w,f)ESxS0 ·lxS1 

< oo (L.24) 

Q.E.D. 
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Apéndice H. El método de Balslev. Parte 11 

Una vez que han sido establecidas las propiedades importantes del operador RQ'(k), 
tales como la continuidad y la analiticidad como función de k, haremos extensivas estas 
propiedades al operador Rw ( k) además de reforzar las demostraciones del texto en este 
respecto. Empezaremos calculando el espectro esencial de Hw(k). 

Lema 1. 

\f(n, k) EN\ {1} X C:\f(w, V) E s"- 1 X K2: a,(Hw(k)) = {z2 E C: IIm zi :::; IIm ki} 

Demo3tración. 

Por el lema E.31, todo (n, k) EN\ {1} x Ces tal que todo (w, V) E 5n-l x K2 es 
tal que i,b(V) E B(L2(R"), H2(R ")) y es compacto. Entonces: 

a,(Hw(k)) = a,(HQ'(k)) = (Kato 1976, teorema IV.5.35) 

= a(HQ' (k)) = (Schechter 1971, corolario 4.3.3) 

= {z2 E C: IIm zl:::; jim ki} (L.G.13) 

Q.E.D. 

Lema 2. \f(n,s) EN\ {l} x(l/2,oo):\f(k,w) E e+ x 5n-l: 

~n;llRQ'(k)-RQ'(k+16)11n(LHR"),If2,_,(R")) =O ==>VI E L;(R"): (HQ'(k)-k 2)RQ'(k)l = 1 

Demo3tración. 
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Ye E Cg"(Rn): ((Hi)(k) - k2)R0(k)l,c) = (R0(k)I, (Hi)(k) - k°2)c) = 
(Schcchtcr 1971, corolario 4.2.2) 

= lim(RiJ(k + 16)1, (H0 (k) - k2)c) = lim((HQ'(k) - k2)R'Q(k + 16)1,c) = 
5)0 6)0 

(Schcchtcr 1971, corolario 4.2.2) 

= (l,c) + lim(RIJ(k)l,[(k + 16)2 -k2)c) = (1,c) (L.A.15, d.e.e.c. E= L;(Rn)) 
J¡o 

Por lo tanto: 

(HQ'(k) - k2)R'Q(k)l = 1 

Q.E.D. 

Lema 9. Considerar a los elementos n E N\{1} y V E K2, éste último con elemento 
e E R + corrcspondien te. Sea: 

Entonces: 

Demostración. 

YI E L;(R"): 

s = (1 + c)/2 

= (I +V Ri)(k))(I +V Ri)(kW 11 = (L.2) 
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Ve E C8"(Rn): ((HQ'(k) - k2 )~(k)l,c) = (R~(k)l, (HQ'(k) - 0i)c) = 
(Schechter 1971, corolario 4.2.2) 

= lim(R0(k + 1ó)l, (Hi)(k) - k2)c) = lim((HQ'(k) - k2 )RQ'(k + ió)l,c) = 
6 ¡o 6 ¡o 

(Schechter 1971, corolario 4.2.2) 

=(!,e)+ lim(~(k)l,((k+ 18)2 - k2]c) = (1,c) (L.A.15, d.e.e.c. E= L;(Rn)) 
6\0 

Por lo tanto: 

(HQ'(k) - k2 )RQ'(k)l = l 

Q.E.D. 

Lema S. Considerar a los elementos n EN\ {l} y V E K2, éste último con elemento 
€ E R.+ correspondiente. Sea: 

s = (1 + €)/2 

Entonces: 

Demostración. 

VI E L:(Rn): 

= (I +V RQ'(k))(I +V ~(k))- 1 1 = (L.2) 
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= (h,T(x)HT(:i;¡- 1c) = (T(x)- 1h, HT(x)- 1c) = (L.D.27 y L.D.12) 

= (T(x)HT(x)- 1h,c) (L.D.27 y L.D.12) 

Por lo tanto: 

(Ho + T(x)V)h = T(x)HT(x)- 1h 

Por lo tanto: 

lío+ T(x)\l = T{x)HT(x)- 1 (L.D.28) 

Q.E.D. 

Lema 6. 

lf(n, k) EN\ {1} x e+: ";'(w, V) E 5n-l x K2: k E e+\ .30 <=> N(l +V R'Q (k)) = {O} 

Demostración. 

={O}~ N((J + (T.; 1V)Ro+(Im k, k))T.; 1e1rlek:..o·x) ={O}~> 
(L.A.7, d.e.c.c. (O¡, 0 2) = (e-ifüL:·xTw, (I + (T~ 1 F)Ro+ (Im k, k))T;te 1Rcb:·x)) 
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<ol- N(I + (T; 1V)ll-O+ (Im k, k)) = {O} <ol-

(L.A.G, d.e.e.c. (01,02) = ((I + (T,; 1V)R-0+(Im k,k),T;le1Ilck:.."x)) 

?"} k E c+\({ir¡ E c+:-q2 E ud(Ho+T;1V)}U{O}U{p E R+:p2 E u+(Ho+T;1V)}) = 
(Balslev 1988, lema A.2.4) 

=e+\ ({iq E e+: -q2 E ud(H)} U {O} U {p E R+:p2 E u+(H)}) = 
(L.A.20, d.e.e.c. (E1,E2) = (L2(Rn),L2(R"))) 

=e+\ D.o 

Q.E.D. 

Lema 7. Considerar a los elementos n EN\ {1}, w E sn-l y V E !(2, éste último 
con elemento E E R + correspondiente. Sea: 

S = (1 + E)/2 

Entonces: 

Demostración. 

Vk E e+\ Ao: N(I +V RQ'(k)) ={O} (L.6) 

Por lo tanto: 

(I +V RQ(kW 1 E B(L;(Rn)) (L.E.34, d.e.e.c. s = (1 + E)/2) 

Q.E.D. 

Lema 8. Mismas hipótesis que en el lema 7. Entonces: 
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vk E e+\ ~o:lim llR(i'(k)(l +V RQ'(k))- 1 -[Hw(k)- (k + ió) 2j- 1fln(LZ(R") ¡¡, (ll")) =O 
ó LO 4 • .. ,-.t 

DemoJtración. 

l/k E e+\ ~o: lirn l!(I +V R(j'(k)) - (I +V RQ'(k + 1ó))lln(JZ(R"¡' J $ 
ótO .. , 

=O =-;. (Por (3.85)) 

* ~¡¡i/l(I + VRQ'(kW 1 
- (I +V RQ'(k + 1ó)r·

1
11n(L;(R")) =O=-;. 

(L.7 y Rudin 1979, teorema 10.12) 

= lim /IRQ' (k)(I +V R(j'(k))- 1 - R(j'(k + 16) (I +V R(¡'(k-. 18) )- 1 lln(L'(R") ¡¡2 (R"JI = 
t5!0 .t 1 ,-3 

• (L.A.11, d.e.e.c. (0 1, Oz) = (H0 (k) - {k + zó)~ ,V)) 

Q.E.D. 

Lema 9. Considerar a los elementos (n,a) EN\ {l} x[O,l), w E sn-I y V E Ba, 
éste último con elemento e E Ji+ correspondiente. Sen: 

s=(l+,)/2 

Entonces: 
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l;/p E (sup ILiol. oo): 3r E R+: 'ik E e+\ Dp(O): 

llRW(k)lln(Ll(R").lf2,-.(ll")) $ r(l + lkl2)(<>-IJ/2 

Demostración. 

Vp E (sup ILiol,oo): 3r E R+: lim llJ- (!+V R0(k))lin(L2(R•)) $ 
JkJ-co ' 

::Ó Jk\~~ llí'!ln(Ha,-•(ll").L;{ll"))llRQ'(k)lln¡L;(R"),lfa,-•(ll")) $ 

$ J!Vlln(Ha,-•(ll").Li(R"))r(l + Jki 2)(<>-l)/2 = (L.G.19) 

=o ¡\ 

¡\ Vk E e+\ Dp(D¡: lim 11(! +V Ro(k)) - (!+V RQ'(k'))lln(L2(R")) $ 
~-k • 

$ lim ilí'iln(lf• _ (ll") L'(R"))llRo(k) - RQ'(k')lin(L2(Jl") 1f2 _ (ll")) =O (L.G.20) 
J..-'-k .. , ' , 8 " ' ' ' 

Por lo tanto: 

$ r{l + iki2)(a-l)/2 ~p il(J +V Ro (kW¡ lin(L?{R")) 
kEC+\Bp(O) 

{L.G.19 y L.A.26, d.c.c.c. (S, A, f) = (c·e \ Bp(O), B(L;(R")),/ +V RQ'(·))) 

Q.E.D. 
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Lema 1 O. Mismas hipótesis que en lema 7. Entonces: 

'ik E C+ \ 60: lim [[R"'(k) - R'"'(k')[in(LZ(Il.") ¡.¡ (Il.")) = Ü k'--k ~. 1 2,-.t 

Dcrnostración. 

:::: lim l!Viln(/I - (R!') L'(R"))liRQ'{k) - RQ'(k')iin(L'(Il.") /{ - (Il.")) =o=.> (L.G.20) k'-·k 2. /J • ' /J ' 2, ~ 

=> lim Jl(I +V RQ'(kW 1 
- (I + i' R0(k'))- 111n(L'(R")) =e O=> 

k'-·k ' J 

(L.7 y Rudin 107\J, teorema lll. \ ~) 

=.> J,ir_::k ilR'" (k) - R"' (k'liin(Li(R"),Hz.- ,(H!')) = 

= limk'~k llRQ'(k)(J i \1 RO'(kW 1 - Ro(k')(I -i· V RQ(k'W 1lln¡L;(n:•),II,.-,(R")) =O 

(L.G.20 y L.A.13, el.e.e.e. (E¡, B¡, B2, B3, Ji,[2) = (Ci \ 60, L;(R n), L;(Rn), H2,-s (R"), 
(I +V RQ'(·))-· 1, IIQ(·))) 

Q.E.D. 

Lema 11. Todo n EN\ {1} es tal que todo (w, V) E 5n-I x K2 es tal que[{''(-) 
es analítica en e+ \ 6.d. 

Demostración. 

Sea e E R ·t· rorrespondiente a V. Sea: 

Por el lema G.21, RQ'(·) es analítica en e+; por el lema A.17, donde en este caso 
(S, E 1, E2, Es, f¡, h) = (C.,., L;(R"), H2,-,(R"), L;(R"), RQ' (·),V); I +V RQ' (·)es analítica 
en e+; por los lemas 7 y A.27, donde en este caso (S, A.,!) =(e+\ 6.d, B(L;(R")), I -· 
V Ri)(·)); (I + \' Rfi(·))- 1 es analítica en e+\ 6d; por el lema A.17, donde en este ca'o 
(S,E¡, E2, E3 , f¡, h) =(e+\ 6.d, L;(R "), L;(R"), Hz,_,(H."), (I +V RQ'(·W 1, R0(·)); se 

concluye que Rj)'(·)(J + VR0'(·))- 1 es analítica en cr \ 6d; luego, R"'(·) es analítica cu 
e+\ t>a. 
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Lema 12. Mismas hipótesis que en lema 3. Entonces: 

\l(k,w) E e+\ .6.o X 5n-I: 

lim 11.Rt'(k) - Rw'(k')ll 2 n n =O* 
(k',w')-(k,w) O Il(L,(R }.H2,-,(R )} 

=:> lim llRw(k) - Rw' {k1JllD(L2(R") ¡¡, _ (R")) =O 
(k1,w1)-(k,w) ' ' •• ' 

Demostración. 

lim ll{J +V flt'(k)) - (I +V Ra
1

(k'))llD(L2(R")) ~ 
(k',w')-(k,w) ' 

Q.E.D. 

~ lim llVllD(II2 _ (R") L2(R")Jil.Rt'(k)- R~'(k')llD(L2(R") ¡¡2 _ (R")) = 0 * 
(k',w')-(k,w) • ' ' ' • ' • • 

* lim 11{! +V Ra(kW
1 

- (I +V Ro' (k'))- 111Il(L'(R"}} =o* 
(k',w')-(k,w) • 

(L. 7 y Rudin 1979, teorema 10.12) 

=:> lim llRw(k) - Rw' (k')lln(L'(R") H2 _ (R"}} = 
(k',w')-(k,w) • ' • • 

= lim(k',w')-(k,w) IJR~ (k)(I +V flt'(kW 1 
- flt'

1 

(k')(I +V RQ'
1 

(k'Jl-1 llD(Li(R"),/lz,-,(R"}} =O 

(L.A.13, d.e.e.c. (E;,B¡,B2,B3,f¡,f2) = (C+ \ .6.o,L;(Rn),L;(Rn),H2,_,(Rn),(I + 

V Rci(·))-1, RQ{·))) 

Q.E.D. 

Lema 19. Considerar a los elementos (n, n1
, (s¡, s2, a)) E Nx {O} UN x R 3 y BE 

B(H,.1, 81 (Rn), HQ,,2{Rn)). Entonces B E íl¡,,n')E(•z,oo)x(n',oo) B(Hn1,,(Rn),HQ,82 (Rn)) 
y es compacto. 

Demostración. 

Por el lema C.3, todo(s, a 1) E {s2, oo) x (n1
, oo) es tal que BE B(Hn1,,(Rn), HQ,, 2 

{R")) nB(Ha•,,(Rn),Ha,•z(Rn)). Considerar a un elemento e E Có"'(Rn) tal que: 
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(c(B¡(O)), c(B2(0)c)) = ( {1}, {O}) 

Por el lema C.17, donde en este caso (s¡,sz,a,a1
) = (s,s,a1,n1

), todo k EN es tal que 
,P(T(k-1 I)c) E B(H0 1 ,(R"), Hn' ,(R")) y es compacto (definición D.2); por Kato 1076, 

teorema III.4.8, B,P(T(k- 1I)c) E 'B(H.,1,.(R"),H.,,, 2 (R")) y es compacto. Además: 

:::; L (TI B¡!h;!{/1¡ - 1¡)!]- 1) llP•1-• XB<(O)'k-IP-1llioollT(k-l J)Dil-1 (1 - c)lloo· 
15.fJ i=l 

·llp,D1c'llo,o = 

= L (TI /1¡![1¡!(¡1¡- ¡¡)!¡- 1) (1 +k2)1• 1-•l/2 k-lfi-1l ¡1ni1-1 ( 1-c) lloollD1 c'llo,s (L.D.13) 
15.fJ i=l 

Por lo tanto: 

11(1 - T(k- 1 I)c)c'lln•,,1 $ r¡ L l!Dfi(l - T(k- 1 J)c)c'ilo,:1 $ 
l1ll:5n' 

$ r¡ L L ( Il /1¡![¡¡!(¡1¡-¡¡)!)-1) (1 + k2)(•1-•)/2k-l/l-1l1¡nli-1(1- e) lloo!ID1c'llo,s $ 
l/il:5n1 1:5;1 i=l 

Por lo tanto: 

IJ(B - B,P(T(k-I I)c))c'l!a,• 2 = llB(l - T(k- 1 I)c)c'lla,, 2 $ 
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Por lo tanto: 

ilD - D¡/J(T(k-I I)c)lln(H, (Rn) ¡¡ (Rn)):::; llBlln(H, (Rn) ¡¡ (Rn¡¡{l + k 2)(•1-•l12ro 
a 11 1 ª•'2 n ,•¡ 1 Q,•z .. 

Por lo tanto: 

lim llB - B¡/J(T(k-
1 J)c)lin(H, (Rn) ¡¡ (R")) s; 

k-oo a ,, 1 ª''2 

Entonces, por Rudin 1979, teorema 4.18, B es compacto. 

Q.E.D. 

Lema 14. Considerar a los elementos (n, n1
) E Nx {O} UN y e E en' (Rn), éste 

último tal que: 

3(r,r1
) E R+ X R:\la E {o: E ({O} UN)n: lo:I :S n1

}: IDªcl:::; rpr• 

Entonces 1/J(c) E íl(s,a)E(r'/2,oo)x(n',oo) B(Ha,s(Rn),H111,_,(R")) (definición C.11) y es 
compncto. 

Demostración. 

=> 1/J(c) E íl B(Hn•,r•¡2(R"), Hn',-•(R")) {L.C.3) 
•Eir1/2,oo) 

Entonces, por el lema 13, donde en este caso (s¡, o:, B) = (r1 /2, n1
, 1/J(c))¡ 1/J(c) E 

íl¡s,a)E(r'/2,oo)x(n',oo) B(H.,,,(R"),H1110
_,(R")) Y es compacto. 
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Q.E.D. 

Lema 15. Considerar a los elementos (n, n1
) E N \ {1} x {O} UN y ("",V) E 

sn-l x ci (Rn), éste último tal que: 

::J(r1,r) E (-oo,-1) x R+:';la E {a E ({O}UN)":ial S n1}:1D"cl S rpr' 

Considerar a un elemento s E ( 1/2, -r1 /2) y al conjunto consistente en los elementos 
inversibles en D(H111,,(R")), G C B(H11.,,(R")). Entonces: 

Demostración. 

Vk E e+\ Ll.o: N(I +V R0 (k)) = {O} (L.7) (1) 

Por el lema 14, donde en este caso e= V, V E íl<>E(n',oo) B(H<>,-•(R"),H111,,(R")) 
y es compacto; por Kato 1970, teorema III.4.8, todo k E e+ \ 6 0 es tal que V R0 (J.,) E 
B(Hri',s(R "))y es compacto; por (1) y por Rudin 1070, teorema 4.25, -1 E p(l +V RQ'(k)); 
luego, I +V J?t(k) E G. 

Q.E.D. 

Lema 16. !v!ismas hipótesis que en lema 15. Entonces: 

Vp E (supi6ol,oo):::lr E R+:V(a,k) E !0,1) x e+\ 60: 

Vp E (sup iLl.of, oo): ::Jr E R+: Va E ¡0.1): 

lim l/l - (I +V RQ'(k))/ln¡¡¡, (R")) :5 
lk)-•oo n ,.t 

lk\~oo /IV /ln(If n'+o,-•(Rn),Ifn'.•(R")) llJ?t (k)/ln(Il n•,,(Rn ).Hn'+o,-,(Rn¡¡ :5 
(L.C.18, d.c.c.c. e== V, y L.14, d.c.c.c. e= V) 
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:S lim l!Vlln(H, (R") ¡¡, (R")jr(l + lkl2)(a-l)/2 =O /\ 
jkj-oo n +o:,-• ' n ,, 

/\ Vk E e+\ Bp(O): I +V R[j (k) E G /\ (L.15) 

/\ lim ll(I +V R[j(k)) - (J +V R¡j(k1))Jln(H, (R")):::; 
k1-+k n ,a 

Por lo tanto: 

:::; r(l + Jkl2)(a-l)/2 _:_'.IP JJ(I +V R[i(kW 11ln(Hn1,,(R")) 
kEC+\Bp(O) 

(L.A.26, d.c.e.c. (S, A, J) = (C+ \ Bp(O),I +V R[j(·))) 

Q.E.D. 

Pasaremos ahora al estudio de las funciones de onda generalizadas <P(x,k,w). En el 
siguiente lema probaremos que tales funciones son H 2,loc (R n); en el lema 23 probaremos 
que son simultaneamente continuas como funciones de (.r, k,w), mientras que en el 24 
demostraremos que son analíticas como funciones de k para todo x,w. 

Lema 17. Considerar a los elementos n E N \ {l} y V E K2, éste último con 
elemento e E R + correspondiente. Sea: 

s = (1 + c)/2, 

y suponer que V E Li(Rn). Entonces: 

\i(k,w) E C+ \ ll. X 5n-l: 

lim llRiJ'(k) - R'Q (k + 16) lln(L2(R") H2 (R")) =o=> 
610 ' 1 ,-• 

Página 232 Apéndice H. El método de Balslev. Parte 11 



Demostración. 

=>- .P(·,k,w) E íl Ha,•' loc(Rn) 
(a,a1)E(-oo,2]xR 

'v'(a,s1
) E (-oo,2] x R: 

Por lo tanto: 

9(·,k,w) E íl Ha,a' loc(R") 
(a,s1)E(-oo,2jxR 

Q.E.D. 

Lema 18. Considerar a los elementos (n, 8) E N \ {1} x { 9, {O}} y V E K 2, éste 
último con elemento f E R+ correspondiente. Sea: 

3 = (1 + E)/2 

Suponer que V E L;(Rn). Entonces todo subconjunto compacto Se e+\ (8 U .6.) es tal 
que: 

'v'(k,w) E C+ \ (8 U .6.) X 5n-l; 

lim llR"'(k) - Rw(k + 16)11n(L2(R") ¡¡ (ll")) =O=>-
6¡0 ' ' 2,-• 

=;. sup ll9(·,k,w)llL2 (ll") < oo 
(k,w)ESxsn-1 loe 

Demostración. 

Ses compacto; luego, R'(·)(S x sn-I) es compacto, y por Rudin 1979, teorema 
1.15, sup(k,w)ESxsn-1 11Rw(k)lln¡L1{R"),EJ2,_,(ll")) < oo. Considerar a un subconjunto 
compacto S1 e Rn. Entonces: 

3r E R¡.:lf(k,w) ES x 5n-l:'v'x E S1: 
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. :5 exp( sup /Imkx/) fl - R"'(k)V/(x) 
(k,x)ESxS' 

Por lo tanto: 

l/<P(·,k,wJili2¡s•¡ :5 Jlexp( sup fimkx/)(1-RwvJJI , S 
(k,x)ESxS' L·(S') 

:5 exp( sup fimkxf) (lfllfL'(S') + rlfRw(k)Vi/2,-.) :5 (L.C.14) 
(k,x)ESxS1 

Por lo tanto: 

sup lf <P(·, k,w Jlii2¡s•¡ :5 
(k,w)ESxsn-1 

cxp( sup /Imkxf)(/llflL2¡s•¡+r sup lfRw(k)lfn(Li{R"),/l2 _,(R"))lfVl/o,,) < oo 
{k,x)ESxS' (k,w)esxsn-1 ' 

Lema 19. Mismas hipótesis que en el lema 18. Entonces: 

\i(k,w) E e+\ .6. xsn-l: 

:;. Jim /l<P(·,k,w) - <?(·,k',w')lf L' (R") =O 
(k',w')-(k,w) loe 

Q.E.D. 
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Demo•tración. 

'te E GQ°(R"):3r E R+:V(k1,w1
) E B¡(k) ne+\ (8 U .6) :-: sn-Lvx E supp e: 

::; cxp( ~up /Im k'x!)IW"(k) - R"
1

(1/))Vf(x) 
(k',x)Ell¡(k)rC.,.\(0uJ.) xsupp r. 

Por lo tanto: 

+1
1

1

1

exp( ~P !Im k'xi)Hc(R~'(k) -Rw
1

(k'))vll :::; 
(k',x)EB¡(k)r.C"'\(0uJ.) ..:supp e ,lo,o 

+ exp( ~p IIm k'x\)rll(Rw(k) -· Rw' (k')JVll2,-.• (L.C.14) 
(k',:r)Ell¡(k)uC+\(6uJ.) xsupp e 

Por lo tanto: 

lim. llc(<P(·,k,w) - 9(·,k',w'))tloo < 
(k 1,w1)-(k,w) ' -

< lim [iic(e'kw .. - e•k'w'")(l - R"'(k)V)'' + 
- (k1,w')-(k,w) llO,O 
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=> \Í>(·,k,w) E íl Hoi loc(Rn) 
(o,i)E(-oo,2jxR. ' 

Demostración. 

\f(a,s1
) E (-oo,2J x R: 

Por lo tanto: 

.P(·, k, w) E íl Ho,s' loc(R") 
(<>,s1)E(-oo,2JxR. 

Q.E.D. 

Lema 18. Considerar a los elementos (n,0) EN\ {1} x{,P,{O}} y V E ](2 , éste 
último con elemento € E R + correspondiente. Sea: 

8 = (1 +t)/2 

Suponer que V E L;(R n). Entonces todo subconjunto compacto S C e+ \ (0 U 6) es tal 
que: 

\f(k,w)EC+\(0u6) xsn-1: 

lim!IRw(k) - R"'(k + z6)iln(L'(R") lf (R."))= O=> 6!0 a 1 'l,-a 

=> sup ll9(·,k,w)llL2 (R") < oo 
(k,w)ESxsn-1 loe 

Demostración. 

Ses compacto; luego, Rº(·)(S x S"- 1) es compacto, y por Rudin Hl79, teorema 
1.15, sup(k,w)esxsn-1 l!Rw(k)lln¡L¡[R"),lf,,_,(R")) < oo. Considerar a un subconjunto 

compacto S' e R n. Entonces: 

3r E R+:lf(k,w) ES x s•-1:Vx E 5 1: 
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:<.:; r sup IJ¡p(.,k,w)i/Lz(B¡(x)) (L.18) 
(k,w)ESxsn-1 

Q.E.D. 

Lema 21. Mismas hipótesis que en lema 20. Entonces todo par de subconjuntos 
compactos Se e+\ (0 u ó), 81 e R", es tal que: 

li(k,w) E e+\ (0 U 6.) xS"- 1: 

li¡n /IR"' (k) - Rw (k + 2ó)J/n¡L¡(R"),llz,-,(R")) =O=> sup. /<P(x, k, w)i < oo 
ó.O (k,w,x)ESxsn-lxS' 

Demostración. 

11' 
3n1 EN:3{s¡ E 8 1

: i E {1, ... , n1
} }: S' e LJ B 1¡2 (s¡) (Pues S.' es compacto.) 

i'=l 

Por lo tanto: 

3(r¡,. .. , rn•) E R'¡. X ... X R+:\;i(k,w,x) ES x sn-I x 51
: '?.i E {l,. . ., n1}:x E B1¡2(s¡) 

Por lo tanto: 

/<P(x,k,w)/ :<.:; r¡::; (L.20) 

Por lo tanto: 

sup /<P(x,k,w)/ :<.:; ma.x{r¡,. . .,rn•} 
(k,w,x)ESxsn-lxS' 

Q.E.D. 

Lema 22. Mismas hipótesis que en lema 20. Entonces todo subconjunto compacto 
se e+\ (0 u 6.) es tal que: 
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V(k,w) E e+\ (0 U .6.) X S"-1:liml!Rw{k)- Rw(k + 1ó)lln(L2(R") ff, (R")) =O==> 
6!0 ' ' .,-• 

J<P(x,k,w) - 4>(x,k1,w1)J::; ri{ll<i>{-,k,w) -4>(·,k1,w1)1Jiz(B¡(x)) -t- r2lk2 
- (k')21) 

Demostración. 

V(k,k1,w,w1
) ES x S x sn-l x S"-1:4>(·,k,w) - ef;(·,k1,w1

) E H2 loc(R") (L.17) 

Por lo tanto: 

30 E {0,1/2):\fx E R":3r E R+:\f(k,k1,w,w1
) ES x S X sn-l X S"-1: 

l<P(x,k,w) - <f>(x,k',w')I::; 

+( sup r J(k2 - (k')2?(y,k',w')l21x' -y¡·l-(n+20)dy) 1/2)::; 
x'EB¡(x) j B1(x) 

(Por {3.107) y Agmon 1975, teorema C.l) 

+( sup h lk2-(k')2l2 sup l?(b,k,:u)l2lx'-y1"1-(11+2o¡dy)1¡2] = 
x1EB¡(x) B¡(x) (k,w,b)esxsn-lxfl¡(x) 

(L.21) 
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+( sup l<?(b,k,w)j2 sup Ji , IYl4-(n+20)dy)l/21k2 - (k')21] ~ 
(k,w,b)ESxsn- l x B 1 (x) x1EB1 (x) B¡ (x)-x 

+( sup jq,(b,k,w)j2 sup Ji IY14-(n+20)dy) l/2jk2 - (k')21] = 
(k,w,b)ESxsn-lxB¡(x) x1EB¡(x) B2(x) 

Lema ES. Mismas hipótesis que en lema 20. Entonces: 

\i(k,w,x) E e+\ C. xsn-I :< R": 

=> lim l<?(x,k,w) - <?(x1,k1.w1)j =O 
(k1,w1,x1)-(k,w,x) · 

Demostración. 

30 E (0,1/2):\ix E R":3(r¡,rz,r3) E R+ x R+ x R"r: 

lim iefi(x,k,w)- 4>(x1,k1,w1)j ~ 
(k1 ,w1,x1)-•(k,w,x) 

Q.E.D. 

~ lim (j<?(x,k,w) - <?(x,k1,w1)j + jef¡(x,k1,w1
) - efi(x',k1,w1)1) ~ 

(k1,w1,x1)-(k,w,x) 
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:<::: lim [ri(ll4>(·, k, w) - 4>(·, k' ,w')llL'(B (x)) + r2lk2 
- (k1

)
2 1) + r3lx - x'¡º: 

(k1,w1,x1)-(k,w,r) 1 

(L.22 y L.20) 

=O (L.19) 

Q.E.D. 

Lema 2./. Considerar a los elementos n E N \ {1} y (w, V) E 5n-I x K2, éste 
último con elemento f E R+ correspondiente. Sea: 

s = (1 + f}/2 

Suponer que: 

I' E L;(R") /\ 'v'(k,x) E e+\ Lld X R": lim i4>(x,k,w) - <ti(x',k',w)I =o (1) 
(k',r')-(k,r) 

Entonces todo x E Rn es tal que <ti(x,·,w) es analítica en e+\ ti.d. 

Demostración. 

li(k,x) E e+\ ti.d X Rn: lim l(Rw(k)1')(x) - (Rw(k')V)(x')I = 
(k1,x1)-(k,x) 

=( 
1 

,l)im(k )le'kw·rq1(x,k,w)-e1k'w·x'q,(x1,k1,:..i)I =Ü (Por (1).) (2) 
k ,x - ,x 

Por el lema 11, Rw (·) es analítica en e+ \ ti.d; por lo que todo contorno cerrado 
e e e+ \ ti.d interior a e+ \ ti.d es tal que: 

Ve E C8°(Rn): { { (Rw(k)V)(x)dk c(x)dx = { { (Rw(k)V)(x)c(x)dxdk = Jrrn}c lcJrrn 
(Por (2) y por el teorema de Fubini.) 

= j
0

(Rw(k)V,c)dk =O (Teorema de Cauchy.) 
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Por lo tanto: 

Vx E R": j
0

(Rw(k)V)(x)dk =O (Por (2)) 

Entonces, por (2) y por el teorema de Morera, todo x E R" es tal que (Rw(-)V)(x) es 
analítica en e+\ t.d; luego, <P(x, ·,w) es analítica en e+\ 6d· 

Q.E.D. 

Lema 25. Considerar a los elementos n E N \ {1, 2} y V E K2, este último con 
elemento f E R + correspondiente y tal que supp V sea compacto. Sea: 

s = (1 + c)/2 

Suponer que cero no es resonancia correspondiente a JI. Entonces: 

=* "lk E e+\ 6: { { 1 { e-akw·xv(x)</>(x,k,w1)dxl
2
dw1dw < oo Jsn.-1 Jsn-1 )Rn 

Demostración. 

2 r r 1 r e-•kw·xv(x)<f>(x,k,w1)dxl dw1dw :s; 
Ísn-l Jsn-1 }Rn 

:s; r r 11e-tkw·xv11501rxsupp v<P(·,k,w')llaodw'dw < Jsn-t Jsn-1 , , : 

2 
= (lllllu¡sn-t¡llVllo,o sup llrf>(·,k,w)llL2(supp v¡) < oo (L.18) 

wESn-1 , 

Q.E.D. 

Para cerrar este apéndice nos referiremos a la función iji(x, k,w). En realidad sólo 
daremos un par de lemas de apoyo para las demostraciones del teorema 4.G (en lo que se 
refiere a la aplicación del lema de Sobolev), y del lema 4.7. 
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Lema 26. Considerar a los elementos (n, n1
} E N \ (i} x {O} UN -;· (w, V) E 

5n-l x Ca'(Rn), este último tal que: 

3(r1
, r) E (-oo, -1) x R +:\la E {a E ({O} UN)": !al ::; n1

}: iD"Vj ::; rpr• 

Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces: 

R- n "r(H) = </> => 

=>\Is E (1/2, -r1 /2): 3p E R+: V(a, k) E !O, 1) x e+: 

Demostración. 

\Is E (1/2, -r1 /2): 3p E R+:va E ¡o, l):Vk E e+ n B¡(O): 

::; ~up llRW(k)lln(H, (R"),lío+ , - (R"))::; 
kEC+nfl¡(O) "" • · "' ' 

s:; 21/ 2(1 + Jkl2)(<>-ll/2 ~up iiR'"(k)\ln(H, (R"),ll + , - (R")) 
kEC+nB¡ (O) "" 

2
'"' ' 

Por lo tanto: 

::; Xc+nB (O)(k)21/2(l + iki2)(<>-1)/2 ~up llR"'(k)lin(Jl' (R"),íl" ' - (R"))+ 
1 kEC+nfl¡(O) "•' .+n' ' 
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:::; max{2 112 
_!UP llRW(k)lln¡u 1 (R")./l , _ (R"))1P}(1 + lk\2)(n-!J/2 

kEC+nB¡(O) n '' z+n' ' 

Q.E.D. 

Lema 27. Considerar a los elementos (n,n1
) E N \ {1} x{O} UN y (w, V) E 

sn-l X C~(R"), éste último tal que: 

"i(r',r) E (-oo, -(1 + n)/2) x R+:'in E {n E ({O} UN)": !ni :5 n1
}: ID"l'I::; rflr• 

Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces: 

= Vs E (1/2, -(r' + max{O, n + r'} )/2): Sp E R ·: \f(n,k) E [O, 1) x e+: 

Demostración. 

Q.E.D. 

Lema 28. Considerar a los elementos ti E N \ {l}, x E R n y V E !í2 , éste último 
con elemento ( E R + correspondiente. Sea: 

3 = (1 + ()/2 
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Entonces: 

Demostración. 

PwSx(k}Pkt/J(x, k, ·) + (J -PwSx(k))l == PwSx(k)P1:(l-e-•k"xrJ>(x, k, ·)) + (I -PwSx(k))l == 
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-Pwe•kw·xs(k)e-•k<.."xe•k"xr/>(x, -k,.) + 1 == (L.4.2) 

== -Pwe'k"xr/>(x,k, -·) + 1 == (L.4.1) 

== -e-•k··xq,(x, k,.) + 1 == t/J(x, k, ·) 

Q.E.D. 
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Apéndice l. El operador de Marchenko-Newton generalizado 

Resultados varios. 

Iniciaremos este apéndice con un par de resultados que habfan quedado pendientes 
debido a que se basan en lemas apenas probados en los últimos apéndices. En el lema 1 
probamos que el espectro puntual negativo de H es discreto. En el lema 5 probaremos 
que el kernel IC(x, fj, k + ió, (L} definido en la demostración del lema 3.6, tiene norma en 
L 2(R6 ) finita. 

Lema 1. Todo V E K 2 es tal que el conjunto R- n ap(H) es discreto. 

Demostración. 

H = fl' 1\ (L.E.13) 

/\ a,(H) = R+ (L.H.1) 

Por Kato 1976, observación X.1.11, se concluye que R- n ap(H) es discreto. 

Q.E.D. 

Lema 2. 

Demostración. 
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::; 4ir sup (1 + t2)'12 r
1 

IE[-\x\,r1-\x\J 

Q.E.D. 

Lema 9. 

Demostración. 

Q.E.D. 

Lema .f.'i(s, r1, r2) E (-oo, -2) x R+ X R+:\fb E Br1 (O): 

r lb- x¡- 2p.(x)dx::; 4ir(r1 - lbl)-1(1 + ,¡¡r2+•)/2 
l¡n,1 (o)ull,2 (b))' 

Demostración. 
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Q.E.D. 

Lema 5. Vs E (-oo, -2): ÍR3 ÍRJ lx - y¡-2p,(x)p,(y)dxdy < oo 

Demo3tración. · 

Vs E (-oo, -2): /R
3 

/R
3 

lx - y¡- 2 p,(x)p8 (y)dydx = 

= /R3 p,(x) (JB { ) lx - y¡-2p,(y)dy +fin {o) B { )' lx - y¡-2p,(y)dy+ 
i+l•l/2 x i+zl•I n i+l•l/2 x 

+4ir(l + lxl)- 1[1 + (1 + 2¡xl) 2j(2 + s)/2) dx ·' (L.2, L.3 y L.4) 

= h, f" p, (x) (4ir(l + lxl/2) sup (1 + t2)'12 + ir(l + 21xl)[2(1 + lxl/2)- 1)2+ 
S· O tEHxl,l-lxl/21 

:5 h, f" P2+.(x) (4ir{l + lxl/2) sup ( 1 + t2)'12 + ir(l + 21xl)[2(1 + lxl/2)- 1 
J
2 + 

S· O tEl-lxl,l-lxl/21 

= {4ir) 2 (t P2+•(x) ((1 + lxl/2) sup (1 + t 2
)'/

2 + (1 + 2¡xl)(l -r lxl/2)- 2
·:-

0 tEHxl,l-lxl/21 
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Q.E.D. 

El operador de Marchcnko-Ncwton generalizado. 

Esta primer serie de lemas son de apoyo a las demostraciones del teorema 4.3 y 

del lema 4.4¡ en particular a la demostración de que el operador de Marchenko-Newton 
generalizado Afx es autoadjunto. 

Lema 6. 'if± E{-,+}: X±(t) = X±(t)' 

Demostración. 

Considerar al conjunto: 

Entonces: 

{±,::¡:}={-,+} 

'efn EN\ {l}:R(x±(t)) = L2(R±,L2(sn-1¡¡ = L2(R'F,L2(sn-1))J_ = 
(L.B.14, d.e.e.c. (E,S1,S2 ,B) = (R,R±,R'f,L2 (sn-l))) 
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=N(X±(t))J. 

Por lo tanto: 

X±(t) = X±(t)' (Rudin 1979, teorema 12.14) 

Q.E.D. 

Lema 7. V± E {-,+}:P± = F¡'X±(t)F1 

Demostración. 

\'(±, n) E{-,+} x N \ {l}:VI E L2(R, L2(S"- 1)): 1 = F¡' F¡I = Fix-(t)F¡I + Fix-1.(t)F¡I 
(L.B.14, d.e.e.c. (E,S1,S2,B) = (R,R-,R+,L2(s"-l))) 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Demostración. 

Q.E.D. 

Lema 9. Considerar al conjunto: 
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{±,:¡::} = {-,+} 

Entonces: 

Demostración. 

= F{X±(t)x'F(t)F¡ =O 

Q.E.D. 

Lema 10. 

V(±,n) E{-,+} X N \ {l}:VF E F(R,L(L2(sn-l))):Vd E D(<li(F)) n D(<li(F)x±(t)): 

X±(t)<I>(F)d = <li(F)x±(t)d (D.B.7) 

Demostración. 

(c.t.p.)r E R:(x±(t)<li(F)d)(r) = X±(t)F(r)d(r) = (D.B.7) 

= F(r)X±(t)d(r) = (<li(F)X±(t)d)(r) (D.B.7) 

Por lo tanto: 

X±(t)<li(F)d = <I>(F)X±(t)d 

Q.E.D. 

Lema 11. Considerar a los elementos n EN\ {l} y 1 E L2(R,L2(sn-l)), éste 
último tal que supp 1 sea compacto. Entonces: 
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Demostración. 

= {2;r)-l/Z JR Pwe-•rr'l(r1)dr1 = (2;r)-l/Zpw JR e-irr'l(r1)dr1 = Pw(F¡l)(r) = (PwF¡l)(r) 

Por lo tanto: 

Lema 12. \i± E {-,+}:P±Pw = PwP± 

Demostración. 

Demostración. 

\i± E{-,+}: P±Pw = FiX±(t)F1Pw = (L.7) 

= FiX±(t)PwF¡ = (L.11) 

= Fi PwX± (t)F¡ = (L.10) 

= PwFÍX±(t)F¡ = (L.11) 

= PwP± (L.7) 
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Q.E.D. 

Q.E.D. 
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CH-

Q.E.D. 

Demosiración. 

Por lo tanto: 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 15. Vn EN\ {1}: 'v'(x, V) E Rn x K2: Afx = .ú; 

Demostración. 

J.i; = (P+S{(k)PwPkP+)' = P;P;(sI(k)Pw)' P; = 
(L.I3.10, d.e.e.c. (E,B,F) = (R,L2(s"- 1),SJ(·)Pw)) 

= P+PkS'[(-k)PwP+ = (L.6 y 1.7, y L.F.18) 
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Q.E.D. 

Demostración. 

Q.E.D. 

Lema 17. 

Demostración. 

= (x+(t)F1SJ'(k)PwPkFix+(t) - c)n = (L.7) 

= (Mx - c)n =O{} (P+SJ'(k)PwPk - e) Fin= O{} Fin E N(P+SJ'(k)PwPk - e){} 

Por lo tanto: 
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Q.E.D. 

Lema 18. 

Demostración. 

=O (L.9} 

Por lo tanto: 

Q.E.D. 

Lema 19. Vn EN\ {l}:V(x, V) E Rn X K2: l!M:clin(P(R,L'(Sn-1¡¡¡ $ l 

Demostración. 

llS[{k)Pwlln(P(It,P(S"-1))) $ Z~h_ llS[(k)Pwlln(L~(S"-1)) = 
(L.B.9,d.e.e.c.(E,B,F) = (R,L 2(sn-l),S!{·)Pw)) 

= sup !IPwSz:(k)PwPwlln(LZ(sn-1¡¡ $ (L.F.17) 
kER 

:'.S sup l!Pwlin(L2(sn-1)}ilSx(k)lln(L2(S"-1)) = l (L.C.7, d.e.e.c. "S"= S"- 1
) 

kER 
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Por lo tanto: 

·!1Pklln(L2(R,Lº(Sn-l ))) 11Fillnw(R,L2(Sn- I ))) llx+ (t) lln(Lº(R,L'(S"-1 )!) :::: l 

Q.E.D. 

Dejamos las propie<lades algebraicas de Afx y pasamos a las cuestione,; <le com·cr­
gencia. La siguiente serie de lemas sirven de apoyo a la demostración de la compacidad de 
¡\fx bajo las hipótesis del teorema 4.4. 

Lema 20. Considerar a los elementos (n,a) EN\ {1} x[O, 1) y (x,c, V) E R" >; 
C 00 (R ") x B", éste último tal que: 

(c(B1(D)),c(B2(Dj<)) = ({O},{l}) 

Entonces: 

Demostración. 
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:::; lim sup JIT((n
1
)-

1J)c(SJ(k)-J)Pwl!n(L2(S"-l)) = 
n'-ookeR 
(L.B.9, d.c.e.c. (E,B,F) = (R,L2(sn-l,T((n1)- 1J)c(S[(k)- J)Pw)) 

=O (L.F.29) 

Lema 21. Considerar a los elementos n EN\ {1,2}, (x,c) E Rn x Cn(Rn) y 
V E UaE[O,l) Da, éste último con elemento l E (1, oo) correspondiente. Suponer que cero 
no es resonancia correspondiente a H. Entonces: 

Demostración. 

Vr E R+: 

Por lo tanto: 
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"P"· n ap(H) =<ji=> 

=Ü 

:::; sup !lc(k)(SJ(k) - s!,r(k))Pwlln¡qsn-1¡¡ 
kER 
(L.B.9, d.e.e.c. (E,B,F) = (R,L2(S"- 1),c(SJ'(.) - SJ.r(·))Pw)) 

Apéndice l El operador de Marchonko-Nowton gonerallzado 



Q.E.D. 

Le.rna 2!!. Considerar a los elementos n E N \ {1, 2} y l" E J(z, éste últizno con 
elemento E E (1, oo) correspondiente y tal que supp V sea compacto. Sea: 

5= (1+<)/2 

Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces todo subconjunto com­
pacto Se R \ (-a+(H) 112 U a .• (H) 112) es tal que: 

(O, V) E ap(H)c x L;{R") => limsup \IT(k) - T(k,<)\12 =O 
<!O kES 

Demo3tración. 

(O, V) E ap(H)c x L;(R") o=> (c.t.p)c E R+:Vk ES\ {O}: 

\\T(k) - T(k, <)\\2 = 

< 2-1111'1-11,k¡"-2 { { ile·-1kw"V1'l2 "x (<l>(·.k.:;;')-ó(· k+i< w'))i12 dw'dw < - r Jsn-i Jsn-i 0,011 supp V . , , ,,o,o __ 

·! _ { _ l/e-•kw"Vllao sup llxsupp v(9(·,k,w) - <;?(.,k + 1<,w))llB,odw'dw = 
sn l Jsn 1 , (k,::v)ESxsn-1 
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== z-n;rt-n¡k¡n-2 (¡¡1¡¡L1(sn-1) l!Vllo,o sup 111>(., k, w)-t/i(·, k + "• w) llI}(supp 11¡) 2 
(k,w)ESxsn-1 

Por lo tanto: 

lim sup !IT(k) - T(k, c)ll2 '.5 
<!O kES 

( ) 
1/2 

:5 lim 2-n;rl-n sup !kl"-2 lllilv(sn-1¡l!Vt!oo· 
dO kES , 

· sup ii~(·,k,w) - <P(·,k + u,w)liL2(supp 1') == 
(k,w)ESxsn-1 

==O (L.H.19) 

Q.E.D. 

Lema 2S. Considerar a los elementos n E N \ {1,2}, (x,c) E R" x CQ'(R") 
y F E J(z, éste último con elemento < E (1, oo) correspondiente y tal que supp F sea 
cornpacto.Sea: 

s == (1 + <) /2 

Suponer que cero no es resonancia correspondiente a H. Entonces: 

=> limsup l!c(k)((S[(k) - I) -T[(k,<)]Pwlin(LZ(S"-1)) ==O 
t!O kER 

Demostración. 

FE L;(R") 11 R+ :1 ap(H) = ef¡ =>Ye E R+:Vk E R \{O}: 

== lc(k)lll(TS;(k)T- I) -TT;(k,c)Tlln(LZ(s"-1)) == 
(L.A.21, d.c.c.c. (E¡,01,02 ) == (L 2(S"- 1),Pw,I)) 
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¡ (k)l'l{T'( 1k-.,·xs(k)e-1kw·x !) e'kw·xT(k t)e-•b·x1T}"'¡ __ =,e r. : e - - , · 1 !.D(L'(S"-1)) --
(1.4.2 y L.C.5, d.,,.c.c. E= 5n-1) 

= !c(k)li¡Te'kw·x(T(k) - T(k, <))e-ikw·xTllnW(S"-I)) = (Rudin l!li9, teorema 4.10) 

= lc(k)li!T(k) -T(k,<)lln¡L'(S"-1)) S (L.A.21, d.e.c.c. E¡= L 2(sn·· 1)) 

S /c(k)i!IT(k} -T(k,<ll:z 

Por lo tanto: 

lim sup !lc(k)((S[(k)-I)-T[ (k, <))Pwlln(L'(Sn-1)) :S lim !!c!loo sup llT(k)-T(k, <)i\2 = 
<!0 k<:::R <;O kEsupp e 

=O (L.22) 

Q.E.D. 

Lema 24. i\fismas hipótesis que en lema 23. Entonces: 

Demo3tración. 

V E L;(Rn) A R+ nap(H) = tP =?VEER+: 
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Demostración. 

$ sup ¡¡(si'(!.:) - s;:(k))Pwi!D(L'(S"-1)) 
kER 
(L.D.O, d.c.c.c (E. B. F) = (R, L2(sn-IJ, (S[(·) - s[, (·))P-:)) 

Por lo tanto: 

lim /!Afoc - Mx'iln(L'(RT L'(S"-1))) 5 lim sup llS[(k) - S[,(kJ:ln(l,'fS"-1)) = 0 
x'-x ' x1-x kER · 

(L.F.31 y L.F.3~) 

Q.E.D. 

Lema 26. Considerar a un elemento ::: E { - , +}, a un espacio d(• mcd ida E y a 
una función f: e± X E~ c. Entonces: 

JE F(c±,L2(E)) 1\ (l\".D.t) 

1\ Vq E R:::: !l/(p + zq,·)iiL'(E) E M(R) ,\ (:\.B.4) 

1\ 31 E L2(R x E): Ve E C"':i/(c,·)/ $ l(Rc e,·)=;. 

Demostración. 
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lema R7, Aiislila.s h1'p 't . 

o es1s qu 

e en teorellla 4 6 E 

· · ntonces: Q . .EJ.]), 

"'X+(t)EJ.1/J(z, "·) "':r+(t)p, fp S () 

1, w "''-01/J(z ) ( 

. ..,. -¡.. 1-pwS,,(·))1¡"' 

(L.if.2s) 

Q . .EJ.n. 



1 rf_ ap(Mz) => 1 E p(Mx) => (T.4.3 y Rudin 1979, teorema 4.25) 

Q.E.D. 
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