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INTROOUCCION 
Una ininersión de un espacio X en ot.ro espacio Y • es una 

idea t.opólogic.a • En el caso particular de que X sea una 

grAf'ica y Y una superficie requiere de herra•ient.as 

cOrRbinat.orias paea poder ser definido precisanumt.e • 

EL caplt.ulo uno de est.e trabajo est.6 dedicado a conceptos 

de T. de gráf'ica.s Algebra y Topologla con algunas 

relaiciones entre ellas • 

En el segundo caplt.ulo estudia el Teoreiaa de 

[urat.owski • el cual da un criterio de planaridad • La forma 

en que es abordado est.e t.eorema nos proporciona un algorit.•o 

de planaridad que nos da la inMersi6n de la gráfica con todas 

las regiones convexas y t..odas las arist.as representadas por 

lineas rect.as en el caso de g"raficas planas 3-conexas 

Ta•bién se t.rat.a la relación ent.re el T. de Kurat.owski y el 

T. de la curva de Jordan • 

En el últ.iMO capitulo •ediant.e el t.eorema de St.ahl 

obt..enentaar una caracterización de la inmersión de una gráfica 

en una superficie utilizando t..ant.o •ét..odos t..opológicos 

bAsicos como h&rra•ienlras cOt1binat.orias 

o 



CAPITULO l 

En est.e capítulo se desarrollan los concept.os de t.eoría de 

gráficas y t.opología necesarios para la elaboración de est.e 

t.rabajo. Los conceptos relacionados con la teoría de grupos t.ales 

como : grupo. homomorfismo. generador, orden de un elemento, et.e. 

pueden hallarse en un libro de Algebra Hoderna por ejemplo: A 

f'irst. cour-se in Abst..ract Algebra de Fraleigh u. ]. 

1.1 Definiciones básices. 

Una gráfica G consist.e de un conjunto V 
0 

de vért..ices y un 

conjunto E
0 

de aristas. Cada arista e tiene un conjunto de 

v~rt.ices V
0
(e) a los que llamaremos puntos extremos de e, este 

conjunto puede tener uno o dos elementos de V
0

• Def'inimos la 

estructura ~incidencia de G como el cor1junt.o 1
0
•< V

0
Ce) 1 eV:

0
>. 

Si es clai·o a que gráfiam nos est.amos refiriendo usaremos V Y E 

para denotar los conjunt.os de vért.ices v arist,a51 de la grárica. Si 

V 
0

Ce)•1 direeos que e esi: un lazo. si exist.en arist.as con el 11ismo 

conjunto de punt..os ext.remos entonces les llamarelltOs aris,t.as 

m~lt.iples. 

Una gráfica es simplicial si no t,iene lazos ni aristas 

•dlt.iple•. se prefiere el t,érmino simplicial al comunment.e 

utilizado de "simple". DOrque en el sentido topológico una de 

tales gráficas es un 1-coniplejo simplicial coino se verá 

po•t.eriol19ent.e. 

Si en una gráfica G • V v E son r init.os ent.onces diremos que G 



es una r;ráfica finit.a. en est..e t..rabajo consideraremos 

exclusivament.e gráficas rinit.as. 

Una r;rtifica O tiene una represent.ac ión Geométrica Que se 

obtiene de la siguiente manera : cada vértice v de G por un Punt.o 

en el plano y cada arist.a e por un arco de modo t.al que no cort.e 

otros puntos que no representen sus puntos ext.remos:. 

y estructura de incidencia V Ce 
1
)•(v 

1
,v /, 

V<e
3
)•<v

1
,v/. V(e

4
)•<v

1
,v/. V(e~)•(v/ ). G no 

V<e
2
)•<v

2
,v

3
). 

es simplicial 

pues tiene al lazo e~ v las aristas múltiples e
3 

y e
4

, en la 

figura 1.1 se dan tres representaciones geomét.ricas de esta 

gráf'ica. 

Fig. 1.1 

Si una representación de una gráfica G es tal Que para t.odo 

par de arcos dist.int.os e" Y eJ se t.iene e J n e•O 
J 

, entonces 

diremos Que la representación es plana, las: representaciones <a> y 

6(b) de lt1 fig.1.1 son phmas, la (e) no lo es. 



Ejemplo 1.2. Sea a definido por V• (vs,v
2

.v
2

.v,.v!!I >; 

E•<e
1
.e

2
.e

3
,e, ,e"}; VCe ,>•<v 

1
,v /, V(e )•{y ,V } • 

2 • 2 
V(e<l)•{v

2
,v!!I>. 

V<e,>•<v2 ,v/ y VCe">•Cv a'v i· a es una gráfica simplicial, ver 

r~present.aciones geométricas de est.a gráf !ca en la fit;tJra 1.2. 

y,_ el Vs \t~ e3 Vs 

º¡ e~ ei 

Y, V3 Vv v./ 
\.3 e, es e, 

F'igura 1.2 

La ~ ~ incidencia de una gráf'ica G t.iene #V renglones y 

#E columnas, donde #S denot.a la cardinalidad de un conjunto S, la 

entf'ada en el renglón i y la columna ; es 1 si V~E V<e? Y 

#V(e?•2. es 2 si {v?•V<e/ y O si Viti! VCe? por ejemplo Para las 

gráf'icas de los ejemplos 1.1 y 1. 2 t.enemos las siguient.es matrices 

de incidencin: 

e 
i 

e 
2 

e • e 

' 
e • e • e, e • e 

' 
e, 

V 

[: 
o 1 1 o V 1 1 o o o 

t t 

V o o o V 
2 

o o 
2 

V 2 v. o o • 
V o o o o 
' V • o o o 

41 m.Jinero de af'ist.as Que inciden en un vértice v se le llama 
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matrices de adyacencia de las gráf leas 1. 1 V 1. 2 

V 
l 

v, v, V • v, V 

' 
V 

' 
y • 

v,[ O 
1 2 v, o 1 1 o o 

v, 1 o V o 1 o z v, 2 1 V¡ 1 o o 
V o o o 
' v, o 1 o o o 

Gráficas dirigidas. 

Una dirección para una arist..a e una función sobre de 

<ccmienzo.rin > _,, VCe) las imagenes de comienzo v fin son 

llamadas punto inicial v punt..o terminal respect.ivament.e. 

A menudo se considera a una arist.a e con dos direcciones 

arbit.rariamennte distinguidas: como ~irección ~ e+ v 

dirección negativa e - . En una representación geométrica una punta 

de flecha es usada para most.rar la dirección positiva, con el 

punto inicial detrás de la punt.a de flecha y el punto final frente 

a ella . 

Una arista e con una dirección positiva o negativa es llamada 

una ~ diriG'ida y es denotada por e• o e-. Una gráfica en la 

que todas sus arist.es tienen dirección es una rráfica dirigida o 

digrárica. 

Ejemplo 1. 3. En la figura 1. 3 se tiene la representación de 

uno grárica dirigida. 

5 



Figura 1. 3 

Hapeos e i.somorf'ismos de goráf'icas 

Sean G v G' gráf'icas. Un ~ ~ r;ráf'icas es una función 

f':G - G' que consiste en tm pllr de funciones g-:V 
0

- V 
0

, v h:A
0
-A

0
, 

tales que : se Preserva la incidencia en el sentido que para toda 

arista e E A
0 

• la función h manda los puntos extl"emos de e en los 

puntos e"tremos de su imag-en f'Ce). Es común utilizar el símbolo f 

par.a las funciones de vértices v aristas g y h . 

Ejemplo 1.4.. Sean O v O' las g-ráricas de la rigura 1.4., un 

mapeo f:G 

rcv )•f'(v )•v, 
• ' 2 

Un mapt?o G 

o' está 

"· 

dado por: 

f(e )•e,. .. 

Fir;. 1. 4 

f(v )•f'Cv )•v' 
• 2 • 

f'Ce
2
)•f'(e

0
)•e; 

G' es llamado un isomorf'ismo si ambas 

!'unciones g y h de vértices v aristas son 1-1 y sobre. Dos 



gráficas se dice que son isomorfas si exist..e un isomorfismo entre 

ellas. 

Ejemplo 1. 5. Sean H y H.. las gráficas de la f ls-ura 1. 5 

definimos f;H H' 

v, 

H' 
"c~c------e::c.:..~~~~~--;:,V.' 

e; 

\J; 6'==='-------e-.----"()Y.,' 
Figura 1.5 '-

Observemos Que las r;ráflcas de la flgul'a 1.5 result..an ser 

isomorfas, mientras que las de la figura 1. 4. no lo son. 

Un isomorfismo de una gr.ífica en sí misma es llamado un 

automorfismo. Bajo la operación de composición de funciones los 

aut.omorfismos de una gráfica forman un grupo llamado el grupo ~ 

automorfismos de la gráfica y es denotado por Aut..CG) . 

Ejemplo 1. 6. En la s-ráfica H .. de la figura 1. 5 consideremos 

el mapeo : h(v ;)=v; . h(v ;):av; , h(v ;);i,y; , hCv ;)av; , hCv ;)mv; . 

Clarament..e h e~ 11n a•Jt.omorfísmo. Usando not..ación de permut.aciones 

cíclicas • h puede ser expresado como : mapeo df.'" vértices de 

h•(v'"v'"v'"v'")(y'") : mapo:-o de arist.as de h=(e'"eºe'"e')(e'e'"e'"e'"). 
:1234 !J t23<t 0679 

Las gráf it::·lS de la r igura 1. 6 t.ienen como r;rupo de 

aut.omorfismos al grupo identidad. 
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Figura 1. 6 

La ~ ~ valencias de una gráfica está formada por la 

list..a de todas las valencias de sus vértices. 

Ejemplo 1.7. La gráfica de la figura 1.7 tiene como grupo de 

auLomorl'ismos a y; 

v. V." . 

Los aut..omorfismos de la gráfica son : id el aut..omorfismo 

identidad 1Cv )•v ... 1Cv "')•v."'" 
' L 

1(v ""')•v 
l L L L 

con t •O ,1 ,2. tenemos que 1·1•2 , 1•2•id 

2•1•id por lo t..ant.o el 1:rupo de automorf'ismos de la ,;ráf'ica es 

isomor1'o a 2
3

• 

1. 2 Algunas clases importantes de gráf'icas. 

Sean u.v e V(G) , un camino dirigido de u a v en la gr-át'ica G 

es una sucesión de vértices y aristas dirigidas 

8 



W • v0 ,e~t.V1 ,e~z •.•. ,e~n,Vn (donde eªL•e+ o eªt•e-) , la arista 

dirig-ida e~t. va del vért..ice vl-tal ví. a v
0
•u se le llama vértice 

inicial y v n •v se llaina ~ !!!!.!.!.· Si u•v ent..onces se dice que 

V es un ~ ~ en otro caso se dice que V es un camino 

~· 
Un camino abierto es una t..ravectoria si todosr sus vértices 

son distintos . En g-eneral se denota por P n a una trayectoria con 

n vértices . Si el camino es cerrado y además todo par de puntos 

son distintos excepto el punto inicial y el final diremos que éste 

es un ciclo . Cuando el ntlmero de vért..ices es n se denot..a en. 

Al referirnos a un camino en una g-ráfica simplicial omitimos 

los vértices v solo escribiremos V•e, ,e
2

, ••• ,en. 

Una gráf'ica es ~ si para todo par de vértices u y 

v. existe una trayectoria de ti a v. 

Un 4rbol es una g-ráfica conexa sin ciclos. En la f'igura 1. 8 

se •Uestran varios eje111plos de árboles. 

*fv 
f'igur• 1. B. 

Los teoremas sig-uientes son de utilidad en algunas de las 

de1nostraciones de este trabajo. Para su prueba ver Curc6 C l. 

Teor-ema 1. 2.1. Sean u y v vértices de un árbol T entonces 

9 



existe una \Jnica t.ravect.oria de u a v. 

Teorema 1.2.2. Sea T un árbol. entonces llV • #E+i. 

Teoreml!I 1.2.3. Todo árbol no tri.vi.eil T t.iene al menos: dos 

vértices de valencia 1. 

Una gráfica simplicial se llama g-ráfica complet.a si para todo 

par de vért.ices: u y v de G u~v • u v v son adyacentes . La gráfica 

completa con n vértices se denota JC". En la f'igura 1.9 se dan 

varios eJe•plos de gráficas completas. 

Fii;ura 1. 9. 

Oráf'icas de Cavley 

Sean A un r;rupa y X•( x
1 
..... xn > un conjunto generador de 

A. La (ráfica ~ colo%" ~ Cavlev 'e( J4, X) t.iene como conjunto de 

vért.ices a los elementos del ,rupo J4 • las af'ist.as están dadas por 

lo• element.os del pr-oduct.o cO\rtesiano XxA • La arist..a ex.a> tiene 

co•o punt.os extremos los vért.ices a v ax • con lJJ. direcci6n 

posit.iva de a a ax Es conveniente escribir x
11 

en lugar de 

Cx,a). Diren1os que la aris:t.ai x(l es de color- x . Sl el grupo no 

abeli.ano ent.onces a.x puede ser dist..int.o de xa • va. que x opera a 

10 



los elementos de A por la derecha • a la t"ráfica de color de 

Cayley se le llama r;ráfica de color derecha de Cavley si 

t.uvier-amos xa en lugar de ax como x opera a a. por la izquierda 

tendríamos la gráfica de color izquierda de Cayley 

Consideraremos solamente gráficas de color derechas de Cavley y 

nos referiremos a ellas como g-ráfica ~ color ~ Cavlev. 

Si las direcciones y los colores son suprimidos a la gráfica 

resultante se le llama Oráf'ica ~ Cavley para el t;"f'UPO fl V el 

conjunto generador X y lo denotaremos h'( JI .X >º. 
Ejemplo 1. e. Consideremos los Grupos Z xZ 

2 2 

Respectivamente X•< (0,1) ,(1,0) X•(1,2) y X•<t> conjuntos 

generadores de ést.os . La gráfica de color de Ca.ylev junto con la 

gráfica de Cayley de cada uno se muestra en las fituras 1.10 Y 

1.11. 

lO,D)_f~ (1,o) 
/~\ 
I 1 I \ 
, ¡. L " 
... 1 1 1 
• 1 1 1 
1 I 1 1 

'\J------\.: 
(pr1J~'(1.i) 

-">--(1,0) 

--1---(0,1) 
\ 

ló.1) 

e cz
2
xz,.«1.o>,co.D>> e cz

2
xz,.cc1,o> .co.D»º 

Fir;ura 1.10 

u 



.:-o •..•• 3 f es consist.ent.e en color por definición ; todas las 

arist.as de YJ(.Jl.:O t.ienen color 1 y las arist..as imagen t.ienen 

color 2 • La función r preserva direcciones, sea a punt.o inicial 

de ia. ent.onces f'(a)•a.+a.. es punt.o inicial de 2a.+a. ; además f fija 

identidad , f(O)•O mod 8 .o E Z
4 

• O e Z
9

• 

El sigu.ient.e t..eorema muestra la conexidn ent.re g-ráficas de 

color de Caylev y los homomorClsmos de grupos. 

Teorema 1. 2. 4.. Sea f un mapeo 'e(..d,X> - 'eC.Jlf'~x') conssitente 

en color preservador de direcciones y Que deja fija a la 

identidad • Su 1'unci6n de vértices coincide con un homomorfismo de 

grupos si --.. ,(. Inversamente • cualquier homomorfismo de r;rupos 

h; A - .¡¡1'. t.al Que hC:O e x' coincide con una función de 

v~rt.ices de un .-apeo de tráficas 'CC.4,X) - 'e(..11:',X') consistente 

en color • preserva dirección y fija a la ident.idad. 

~most.ración. t=.t>P. D. Que f es un homomorf'ismo. 

Para poder hacer la demostración probaremos primero la 

sir;uient.e propied8d : 

a) f(axª)•f(a.)f'(x)O' "/ o. 6 A .x i;; X y ~±1 • donde x 1
• x y 

x-1 es el inverso de x en JI . 

Tomemos una arist..a en la grát'ica de Cayley con exi.remo 

inicial 11. Y 4X respect.ivament..e de color "x" • se situe que en la 

gráfica de Caylev 'IJl.•I', x') existe una arist..a Que va de f(o) a 

f(a.x) • Además , est.a arista t.iene el mismo color que la arista 

que va de 1 •·ª f(x:) • va c¡ue f es consist..ent.e en color . preserva 

dirección Y fija ident.ldad • La arJ.st..a de 1 A' a r<x> debe ser 

13 



coloreada con "f'(x)" Por lo t.anto la a:rist.a que va de !'Ca.) a f'(a.x) 

debe tener color "f'Cx>". Por la def'inición de gráf'ica de color de 

Cayley se sigue que rcax>•t'Ca>l'Cx) Para mostrar que 

f(a.x-1)•f'(a.)f'Cx>·' simplemente observemos que 

f'(a)•f'Cax-1x)•f(ax • 1 )f(x) 

La i~tJaldad f'(a.b)•f'Ca)f(b) se sig-ue expresando b en términos 

de elementos de X : b•xª1 · • · xª n y aplicando la 
t n 

propiedad (a) 

tenemos que f(b)af'(x >ºi· • · f'(x >ªn por 
t n 

lo que 

f(ab)•f(a)f'Cx >ª1· · ·1'<x >ªn • f'(a)f'(b) , 
l n 

"" ) Sea h:JI - _¿'un homomorf'ismo de grupos t.al que 

h(X) e:: hCX') • Definimos el mapeo de gráficas t':'eCA,X)--+'tJ<.~{ ,x'> 

como sigue : si a es un vért.ice de 'IJC'1,X> , ent.onces f'(a)•h(a) 

Si e es una arist.a con ext.remo inicial a y f'inal ax • de color x 

entonces f'Ce> es la arist.a que va de f(a) a f<.u:>•f(a.)f(x) de 

color fCx> • Observemos que f' es consist.ent.e en color ya que si e 

y d son dos arislas de color- x es decir que pueden ir de a. a l1X y 

b a bx entonces f(e) va de f'Ca.> a fCa.x>•f<a.>f'Cx> y ('Cd> va de f(b) 

a f(bx)•1'(b)f'(x> y las dos t.lenen color f(x). 

í' preserva dirección pues por definición manda puntos cric-en 

en puntos ori,;en • Sea e la arista que va de 1 A a x ent.onct.~s f(e) 

Va de f'(1A_l a f(iAx)•f(x) por lo tanto f(tA) 111A,.ll 

Una gráfica alt.ernat.ive ~ Caylev se define como una gráf'ica 

de Cayley except.o que cuando un generador x t.iene orden 2 (e. d. 

x2•1 A,? en el grupo .A , para todo elemento a E A las dos o?J.ristas :xn 

Y x<UC de una gráfica de color de Cayley 'eC..t,X) se identifican en 



una sola arista denot.ada xa. o xa.x. La ~ráfica alt.ernat.iva la 

designamos 'e(.d,X)t. 'e(.d .x>º y ~CA .X)1 son llamadas gráficas de 

Caylev • 

Ejemplo 1.10. Sea Zd con conjunt.o generadorX•< 1.2.3 >. en 

la figura 1.12 se aiuest.ran sus gráficas de Caylev . 

----..-1 
____ ,_ __ '1.. 

-i 

'~ 
( {Z:.,>(}' 

Figura 1.12. 

Ejemplo 1.11. Toda gráfica complet.a J.:.n es una gráfica de 

Caylev Ya que si n•2p+i tomemos a Z n como grupo y 

X•< 1,3, ••• ,2p-1 como conjunt.o generador aseguramos que 

-ecz
0
.:oº ~ Sean a,b fii Zn entonces a-b o b-a es impar y por 

lo tanto a-b o b-a .; X lo que implica Que existe una arista de a a 

bodebaa. 

Si n es par igual a 2P entonces el conjunto generador que nos 

sirve es X-< 1.2 •••• ,p • Sean a,b Ei zn entonces a-b o b-a E X 

ahora X tiene un elemento de orden 2 por lo t.ant.o 'e(2
0

,X)1 ~ 1(
0

• 

Una gráfice es !!_-rer;ular C o solamente regular ) si todo 

vértice tiene valencia n . Si un grupo f'inito es presentado con q 
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generadores entonces la correspondiente grárica de Cavley es 

2q-reg-ular . La gr.iirica alternativa de Cavlev es también regular 

per-o la valencia depende del número de generadores de orden 2. 

La grárica G es transit.iva ~ vért.ices si para todo par de 

vértices u y v existe un automorrismo de O que lleva u a v. 

Para cada a e .1f/ derinimos el automorrismo de grárlcas ia de 

acuerdo a las reglas : 

io. Cu)•au para todo vértice u .¡¡ .lf/, 

ia.( Cx,u) )•(x,au) para toda arista Cx,u) a Xx.A. 

Del aut.omorrismo de gráficas ia. decimos Que es una 

traslación izquierda de la grárica de Caylev . 

Ejemplo 1.12. Considérese a Sil y X•< C123) ,(12) } La 

gráfica ~esa.X) y la correspondiente bajo la imagen de la 

traslación izquierda se muestran en la 1'1gura 1.13. 
(•1) '.>} 

I' 

(\l.) 

1 1 

' t 

.. --&~, ,~/{¡J) ',. ... ', 
- (!') 

c;:;(c(s,, X)) 

-->--(/U) 

- - - ·---(ll.) 

(Ll) (l') 

é'(SJ,X) 
Pig-ura 1.13. 

Teorema 1. 2. 5 Cualquier g-rárica de Cavlev es transitiva en 

vértices. 

De11tostración • Sea ~(.lif,X) una grá1'ica de Cayley y u,v o15 A 
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entonces la traslación izquierda i •1 lleva u a v 
V VU 

El siguiente ejemplo utiliza el teorema ant.erior para 

deaost.rar que no todas las gráficas 2q-regulares son de Cavlev. 

Eje-mplo 1.13. La gráf'ica 4-regular que se muestra en la 

f'igura 1.1' no es g-rtif'ica de Cayley pues no existe automorfismo 

que lleve u a otro punto. 

Fl~ura 1. U. 

El recíproco del t.eorema 1. 2. 5 no es ciert.o como lo muestra 

el sit;uiente ejemplo. 

EJemploi.14. La gráf'ica de Petersen G veáse la fir;ura 

1.15, es transitiva en vértices como se puede probar usando como 

conjunto generador del grupo de automorfismos al siguiente: { rl 

con i-0, ... ·' donde r .. C•/••l+jmod!I para "J E Eº }y ' def'inida 

como sigue g(u
0

)•v
0 

• r;Cu
1
)•v

1 
, gCu

2
)•v

2 
, g(ua)•va , g(u

4
)i::1v

4 
, 

gCv
0
)•u

3 
, gCv._'•u

2 
, gCv

2
)•u

1 
, g(va)•u

0 
v g(v

4
_)•u

4 
• Sin embargo 

la. gráfica de Pet.ersen no es una gráfica de Cayley , lo cual 

probaremos en seguida • 
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Figura 1.15 

G t.iene 10 vértices y solo exist.en dos grupos de orden 10 : 

z,
0 

y D!S • ya que G es 3-regular debemos t.ener un elemento 

de orden 2 V t.ant.o 2
10 

como Dt'I lo tienen • veremos como p1Jeden ser 

los conjuntos generadores en cada caso . 

El único elemento de Z
10 

Que tiene orden 2 es 5 , así que 5 Ei l< 

el conjunt,o generador . el otro elemento puede tener orden 10 o 5 

en el primer caso t.enemos X•{ 5, b > donde b•2,d.,6,8 la gráfica 

'eCZ
10 

,X) 'se muestra en la figura 1.15 ,si X•{ 5, a > donde 

a•i.3,5,7,9 la gráfica ~CZ10 ,X) 1 se 

% o d'---o---0----0---">0 

ilusLra ooen f;. fl~ura1 ~.16. 
(1 ('.\ 

1 
5 

s:... +<\ 

S.lO: l•""-
~<Z,o .<5.a>l' 

Figura 1.16. 

D!:J el grupo diedro dE> grado 5 el grupo de simet.ría del 

pentágono regular es generado por una rotación que tiene orden 5 y 

una l"ef'lexión que t.iene orden 2 caer.o el conjunto de generadores 
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debe de tener dos elementos entonces X siempre tendrá los 

elementos con los ordenes mencionados y tendremos gr;íficas de 

Cayley isomorf'as . En la figura 1.17 se pueden ver las gráficas de 

Cavlev cuando ,X•«,. (12345) ,(15)(24>(3) >. 

Clo (l\l'S) 

bo(ISHL>1l) 

Figura 1.17 

Una gráf'ica ~ bipartita si su conjunto de vértices puede ser 

dividido en dos conjunt.os ajenos U v W t..al que cada arista t.iene 

un extremo en U y el ot.ro en V • Si además todo vért.ice de U es 

adyacente a V entonces diremos que es bipart.it.a ~ . si #1.J•m 

y #W•n la grár ica se denota por t:. . 
m,n 

Ejemplo 1.15. Sea 2 
6 

con conjunto generador X•<1,3> , en la 

figura 1.17 están represent.adas ~G.!6 ,X>º y ~CZ6 ,X> 1 
• 

Un ~ de n círculos es una r;ráfica con n lazos en donde 

todos tienen un vértice en comlln . veáse la f'igura 1.19. 
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'l.. 

5 4 
eu:., fl,31) 

F'igura 1.18. 

1. 3 Nuevas gráf'icas de et.ras. 

Sean O y o', decimos QUe o' es una sub5ráfica ~ G si Y sólo 

si V 0.c V 0 • E0 ,c E0 e 10.c ! 0 • Si además V o·ª V 0 entonces se 

dice que O'geneN1 a O Si una subgráf lea es un árbol y genera a 

la gráfica ent.onces es llamado un árbol g"enerador . 

Una represent.ación t.opológ:ica 5!!_ ™ r;ráfica ~ consist.e en 

asignar a cada vértice un punto distinto y a cada arista un arco 

distinto homeomorf'o al intervalo cerrado [0,11 Los puntos 

frontera de un arco corresponden a los extremos de la arista 

asig-nada . Los interiores de los arcos son ajenos y no cortan a la 

represent.aci6n de los vértices . 

La subdivisión !:!!:!_ !! arista ~ con puntos extremos v, y v
2 

consiste en aumentar un vértice v y dos aristas e, e" • que van de 

v, a v v de v a v
2 

respect.ive.ment.e. 

En general • una subdivisión ~ ™ r;ráfica es obt.enida por 

una sucesión de subdivisiones de aristas . 

Dos gl'áf'icas G y H son homeomorras si exist.en G' y H' 

subdivisiones respect.i vas Que son gráficas isomorfas • bajo est.a 
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definición dos gráficas son homeomorfas si sólo si son 

homeomorf.as como espacios t.opológicos • Ejemplo 1.16 . Un lazo es 

hOMeomorf'o e un ciclo de cualquier longitud , veáse la f'igura 

1.19. 

0000 
Ci el. _ e~ c8 

Pii;ura 1.19. 

El product.o cartesi.ano ~ dos gráficas G y G' es denotado por 

GxG' v definido como la gráfica cuvo conjunto de vért.ices es V 
0

xV 
0

, 

y conjunto de arist.as CE
0 

x E
0

,> U CV 
0 

x E
0

) • Si la arista 

(e,v•> e¡ E
0 

x V
0

• y los puntos extremos de la arist.a e son v
1 

y v
2 

entonces los puntos extremos de la arista Ce ,V') son los vértices 

cv,.v•) V (v2,V') • Si (v,e-> E Vox Ea· y los puntos extremos de 

e, son vÍ y vÍ entonces los extremos de la arista (v,e,) son 

cv.vs.> v <v.vz> 
K X K • 

2 1,; 

En la figura 1. 20 se ilustra el producto 
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Figura 1. 20. 

Un poliedro es un sólido limitado por planos , los planos que 

li•itan un poliedro se llaman caras ; sus intersecciones aristas 

y las intersecciones de las arist..as • vért.ices del poliedro 

La grárica asociada a un poliedro con los vértices y aristas 

del mismo donde dos aristas son incidentes si tienen intersección 

no vacía en el poliedro . Dicha r;ráfica es llamada el !-esqueleto 

del Poliedro . 

Un n-cubo Qn es el 1-esqueleto del cubo n-dimensional • Se 

puede derlnir recursivamente usando la operación de product.o 

cartesiano con Q,•JC
2 

V para n i?; 1 Qn+lª K.
2 

X Qn obsérvese la rigura 

1.21. 

I DLld'SJ 
2.-c.vbo 3-C.v'oo Lf-Cvbo 

Figura 1. 21. 

El complemento ~ ~ grárica simplicial G es denotado por Ge 

V es definido como la gráfica con el mismo conjunto de vértices 

que G , en donde dos vértices son adyacentes en Ge si y sólo si no 
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lo son en G • En ,;eneral se t.iene que ( Km U Kn >0 = Krn,n 

La suspensión de una gráf'ica G con respect.o a una gráf'ica 

O' se denot.a G + G' y es aquella que se obt.iene añadiendo a G U G' 

t.oda• las arist.as que t.ienen un extremo en V 
0 

y el ot.ro en V o· 

De est.a forma esta nueva gr;ífica tiene como conJunt.o de vértices a 

V
0
U v<T v de arist.as a E

0
U E

0
.U <V

0 
x V

0
) • 

k,+C'I 
Figura 1. 22. 

La gráfica n-oct.aedro On es definida recursivament.e con 0
1
•K; 

y para n ~ 1 ºn+1· on+ r.~ 

o 

Figura 1.23. 
O~:: O, • k:,' 

Sean G G' gráf'icas y f':H - H' un isomorf'ismo ent.re las 

subgráf'icas H • H' de G y G' respect.ivament.e • La amalgamación 

O •r 0 1 es obt.enida de la unión de G y G' ident.iricando H v H' de 
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acuerdo al isomorr ismo r . 

EJemplo 1.18. El bouquet Bn+kes una amalg-amación de los 

bouquets Bn v Bk en un vértice , veáse lo'\ f'ig-ura 1. 24. 

F'l¡r;ura 1. 2'. 

1,(., Sutieorficies. 

El concepto topológico de superficie es una abstracción 

mateMática del concepto f'amiliar de superficie hecha de papel 

lámina metálica , plástico u otro material delgado cualquiera 

Comenzare1t2os considerando dos superficies conocidas la 

esf'era y e-1 toro abstracciones matemáticas de una pelota y una 

cámara de llanta respectivamente. , observense los dibujos de- la 

fuera t. 2l. 

Una asa es un toro al que se le ha quitado un disco . Una 

esf'era con n asas es una superf'icie esf'érica con asas distintas 

pegadas a n agujeros circulares de la esfera , en la figura 1. 25 

se puede observar una esfera con una y con dos asas. 



A las superf'icies homeomorf'as a una esf'era con n asas las 

denotare•os Sn . Así S
0 

es la esf'era • S
1 

es el t.oro , S
2 

es el 

doble toro • Sa el triple t.oro , et.e. ,todas est.as superf'icies las 

lla11aremos superf'icies ~ orient.ables Cf'ig. 1. 25. ). 

o 
fsfe.ro 

F' igura 1. 25. 

La banda de Hoebius se puede obtener de una pieza rectangular 

de papel dandole un medio r;iro intercambiando los extremos 

inferior y superior de un lado y f'inalment.e pegando el lado 

derecho con el izquierdo como puede observarse en la t~igura 1. 26. 

A la operación de pegar se le da el nombre formal de ident.if'icar 

cuando se trate de superf'icies abstractas . De esta manera se 

puede obtener el toro identificando lados opuestos en direcciones 

opuestas < Pig-. 1. 26 ). 
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F'igura 1. 26. 

Al obtener la banda de Hoebius , la línea cenlral de la t~ira 

rectangular pasa a ser un círculo tras la unión o ident.ificación 

de los dos extremos , si especificamos un sist~ema de coordenadas 

dirigidas Y lo trasladamos por ese círculo hast.a que complete una 

vuelt.a una de las direcciones queda invert.ida ,informalmente 

diremos que por est.e hecho la banda de Hoebius es ~ orient.able. 

Figura 1. 27. 

Si uno quit.a un disco a la esfera , la fronlera de esla 

superficie esférica es homeomorfa al círculo La superficiP. 

obtenida al ident.if'icar la !'ront.eI"a de la banda de Hoebius con l;, 

front.era de un disco , es una superf'icie a la que se llamará plano 

provect.i vo • 

La botella ~ J::.lein es obtenida quit.ando dos discos a una 

esf'era e identificando dos bandas de ttoebius una en cada hoyo. El 

plano proyectivo y la bot.ella de Klein superfices no 
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orient.ables • Para k • 0,1, ...• la superficie obt.enida dt.· hact:-r k 

hoyos en la esf'era Y taparlos r:on k bandas de Hoebius se denot.a 

Nk • Una superf'icie que contenga un subespacio homeomorfo a unit 

banda de Hoebius se dice Que es ~ orientable . 

Una inmersión de una gr.if'ica en una sUPPrficie es una función 

continua 1-1 de una representación topológica de una gráf'ica en 

la superf'icie • 

Si una gráfica conexa es inmersa en t1na 'o"sfera . entonces el 

cOMplement.o ~ ~ imagen es una familid de re~iones o caras . cada 

una homeomorra a un disco abierto . En superficies más complicadas 

las regiones no necesariamente son discos abiertos Si ller;a a 

suceder que t.odas las regioni::-s son discos abiert..os entoncE>s la 

inmersión es llamada una inmersión ~-celular • 

F' 
0 

denotará al conjunto de re~ione.s: de una inmersión i:G -+ S 

si se considera más de una inmersión de la gráf'ica entonces 

denotara en el subíndice :i q1Je inmersión refiere Sí G es la 

única gr<ifica que se consider<:l entonces se usará F' en lug-::t.r de F 0 . 

El número de lados o tamafto de una región f es definido como 

el número de lados-aristas q11e se enc11ent~ran al recorrer el 

circuito que es front.era de la región y se denota por Sr • Si toda 

región de una inmersión de un<\ gráfica tiene 3 101dos entonces se 

dice que la inmersión es f_.riangular. 
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CAPITULO ll 

El problema de det.erminar si una ~ráf'ica es inmert;ible en la 

esfera S
0 

es equivalente al de saber si una grlifica es plana o 

no. es decir si tiene una inmersión en el plano . Esto se puede 

probar si se usa la provección est.ereogr.rífica de la esfera en 

el plano . El primero en abordar est.e problema fue Kurat.owski en 

un art.!culo publicado en 11J30 [ 8 dando las condiciones 

necesarias V suficientes para det.erminar si una r;ráf ica es plana 

o no l!I este result.ado se le conoce como el t..eorema de Kurat.owski • 

El present..e capít.ulo cont.iene las definiciones de género de 

une superficie v una gr<ifica una demost.ración de 1 T. de 

Kurat.owski dada por Thomassen en 1979 13 l donde ut..iliza la 

operación de cont.racción de aristas . a la vez demuestra los 

teoremas de F'arv y de Tut.t.e . produciendo todo est.o un alg-orit.mo 

de planaridad para gráficas 3-conexas en el caso que la gráfica 

sea plana una inmersión donde t.odas las c&ras son rer;iones 

convexas y t.odas las arist.as son líneas rec'f .. as . Por últ.imo se da 

un t.eorema publicado por Thomassen en 1990 ( 16 l en el que 

establece una relación ent..re el t.eorema de la curva de Jordan y el 

t.eorema de K.urat.owski • 

2.1 Gráficas de K1Jrat.owski 

La expresión #V-#E•#F•2 que relaciona los números de 

vértices • aristas y caras de un poliedro esférico va era conocida 

por Descartes en 1640 ( l pero la primera demostración fue dada 
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por Euler en 1752 • Al lado izquierdo de la ecuación se le llama 

fórmula ~ Euler , el le.do derecho es la caract.erist.ica ~ Euler 

de la superficie . La caract.eríst.ica de Euler de la esfera es 2 . 

Pe.ra la demost.re.ción de la fórmula de Euler para la esfera 

se necesit.a el siguient.e t.eorema conocido como el t.eort>mit de la 

curva cerrada de Jordan : 

Teorema 2.1.1. Sea C una curva cerrad& en la esfera S
0 

Ent..onces S
0 

- C t..iene precisament.e dos compÓnent.es . cada una de 

las cuales tiene a C como f'ront..era. 

Para la demost.ración de este teorema ve<ise Hunkres [ 11 ]. 

Teorema 2.1. 2. Sea i;G - S
0 

una inmersión de unn gráfica 

conexa en la esfera , ent.onces #V-#E+#Fm2, 

Demost.ración Inducción sobre el número de ren{!;lones #F . Si 

#F•1 , ent.onces O debe ser un árbol va que del T. de la curva de 

Jordan se sigue que cualquier ciclo debe separar ~ la esfera • Así 

por el teorema 1.2.2 (#V•#E+1) llV-#E+#F•2 . Ahora supón&ase que la 

ecuación de Euler vale cuando el número de regiones es n v 

supóngese #F•n+1 Ent.onces a 11;una ar is t.. a e se encuen t.ra en la 

frontera de dos regiones dist.inl.as por lo t..ant.o la subgrJfica 

G'obt.enida de Quit..ar la arisit.a e conexa De aq11í que 

#F'•#P-1•n y por hipót.esis de inducción #V'-#E'+#F'•2 . va que 

El si,uient.e t..eorema establece una desigualdad ent.re el 

número de arist.as y el número de caras. 

29 



Teorema 2.1. 3. Sea i:G -. S una inmersión de una gráfica 

simplicial conexa en cualquier superficie , ent.onces 2#'E :?:: 3Hf'. 

Oemost.ración. La suma E S de los lados de regiones cuent.a 
f <GF f 

t.oda arist.a exact.ament.e dos veces • Así 2#E p E Sr , ya que la 

''" 
gráfica es simplicial no exist.en monógonos (ciclos de t.amaho 1) ni 

dír;onos (ciclos de t.amaN:o 2) en la inm~rsión . Así V r E F .Sr ~ 3 

de donde se sir;ue 2#E ~ 3#F . 

Kurat.owski demost~ró en 1Q30 Que $i una grdfic"' no puede ser 

in11terr;ida en el plano t"Olonces contiene copi3s homeomorfas de K
0 

o 

t:.,,., por est.e mot.ivo a estas ~ráficas se les conoce como gr.:ificas 

de Kurat.owski como !'e est.ablece en el siGuient.c teorema : 

Teorema 2.1. 4- <Teorema de KuratowskD. Una gr~ifica G t.iene 

una inmersión en la esfera si y sólo si no contiene sub~ráficas 

homeomorras a K o K o a,a 

En est.a sección demost.raremos solo la parte fácil del t.eorema 

probando Que ni K
0 

ni t:..,,:; t.ienen una inmersión en el plano . La 

part.e rest.ant..e serci demost.rad.,, en la sección 2. 4.. 

Arirmación K!I no es esférica , es decir no t.iene una 

inmersión en el plano . Si K
5 

fui:-ra esférica cur.ipliría la fórmula 

de Euler para la esfera #V-HE+#FP2 de donde se obt.ien~ HF111 2+10-5 ... 7 

ahora se debe cumplir 2#E ~ 3#F por el T. 2.1.3 lo r¡ue implicarít• 

20 ~ 21 una cont.radición por lo t.ant.o K
5 

no t.iene un.:'.\ inmersión en 

la esfera. 

El ~ de una ~ráfica es el nümero de aristas de 1m cir:lo 
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Ejemplo 2.1. La fir;ura 2.1 a) representa a la gráfica de 

Pet.ersen v la figura 2.1 b) es una subgriifica de Pet.ersen 

homeomorfa a K . ... 

Fii;ura 2.1 

Utilizando el T. de Kurat.owski se comprueba que la gráf'ica de 

Pet.ersen no es plana. 

2. 2 Género de superficies y r;rdficas. 

En el capft.ulo ant.erior se dio una noción int.uit.iva de las 

superricies que nos van a interesar en est.e t.rabajo . Basandonos 

en est.o daremos la definición de género de superficies y de 

Recordando que una superficie cerrada orientable es aquella 

que es homeomorfa a una esfera con n asas • tl fíénero de una de 

est.as superficies el número de asas , así el género de la 

super:f'icie orient.able s
9 

es g • Sl la superficie no orient.ablP. 

ent..onces se define su fíénero ~ orient.able como el ntlmero de 

bandas de Hoebius ajenas entre sí que cont.en'"' la superficie . de 

esta :f'orma el género no orientable de Nk es k para k ?: 1 • N
0 

es la 

32 



esfera. 

El Kénero ~ ~ r;ráfica f! se denot.a yCG) o simplemente y si 

O es la única gráfica en el cont.ext.o v se define como el número g 

má• pequerio t.al que la gráfica G t.iene una inmersión en S 
9

. 

El número de género ~ orient.able ~ ~ gráfica G denotado 

por YCG) o simplement.e Y , corresponde al menor ent.ero k tal que G 

tiene una inmersión en la superficie Nk. 

Obsérvese que e 1 t.oro se puede obt.ener de un rect.ánr;u lo 

identificando lados opuest.os en direcciones opuestas ( Pig. 2. 2 ), 

figura 2. 2 

Dada una gráfica conexa G , una superficie cerrada S y una 

inmersión 2-celular i:G - S se definen la gráfica dual y una 

inmersión dual de la siguiente forma : primero para cada región r 

de la inmersión i . tomamos un punto r• en su interior . Para cada 

.arista e de la gráfica G dibujamos una arist.a e• Que una a los 

vért.ices de las caras QUe contienen a e ( si ambos lados de la 

arista e son frontera de la misma rer;ión f . ent.onces e• es 1m 

lazo basado en r• ). A la gráfica formada con los vértices r• y 

aristas e• , se le llama gráfica dual de i:G - S y es denotada. 

33 



Una est.r-ella es el conjunto de arist.as incidP.ntes a on 

vértice v y lo denotamos SCv). 

Afirmación 2.2.7. Si V v V valCv) :S ent.onces 

r< LCG> ) !i y(G). 

Para probal" est.o último ut.ilizar""mos sin demost.rar e;-1 

•itUient.e teot'ema veáse Har-arv [ 6 l. 

Teorema 2. 2. a. H es una tr<ifica de línP.as si y sólo si el 

conjunt.o de líneas de H puede ser dividido ~n subgráficas 

completas de tal forma que ningún punto est..é en más de dos 

subgrár icas. 

Demost.l'ación de la afirmación . Sea i: G - S una inmersión 

celulor , const.I'uíremos J:L.<G) - S de la sis-ui~nt..e manl'?ra : para 

cada vértice v E V 
0 

tenemos una vecindad Nv deo manera t.al que si 

V,• G Vº "+ Nv n N,, • o y lo s1.u:;t.it.uímos por N~ de la manel'~ QUE' se 

nnJest.ra en la rt,ura 2. 5 a cada est.re-lla S<v) en Nv le corresponde 

una gr-'fica complet.a O~cvi en N~ va ql.le- val<v) :!: 3 N~ cont.ienP.' 

una gráfica comr>lef..1'. K
2 

o Ka que se dibujan ut..ilizando los puntos 

de intersección de la vecindad Nv con la arist.a e e S(v) incidente 

en v • Tenemos una gr<ifica H inmersa en S . p~ra obt.ener LCG) 

simplement.e ut.ilizamos el t.eorema anterior para dos arist..as QUe 

sean adyacentes en v . Si dos vért.ices v .w de est.a consf..t'1icción 

son t.al QtJe son iguales y pertenecen a dist.int...as vet:indarfqs 

entonces los \Jhe t.m segmento de arco , para t..ehf.;'r L.<G:-> inmersa en 

S simDle-ment.e c:::ont.r.aemos t..opoldgicamenl.e est.e arco V obt~nemos 

J:LCG) ~S. 

35 



Figura 2.5. 

2. 3 Operaciones sobre aristas y conexidad. 

En est.a sección se dan dos operaciones sobre ar is t. as que son 

f'undament.ales para la demost.r.o.ción del T. de J::urat~owski el 

complemento de una subgráf ica con respecto a su gráfica y la 

contracción de aristas . La primera operación nos da la propiedad 

de conexidad de una gráfica en el sentido de cuánt.os vért.ices hay 

que "quitarle" para desconectarla . 

Si H es una sub¡;ráfica de G o 1m subconjunto de arist.as de G, 

entonces G-H es la gráfica que se obtiene de suprimir de G las 

aristas de H La gráfica G-H se llama el complemento ~ tl_ ~ ~ 

gráfica Q. • Si G es una gráfica completa podemos usar la notación 

Hº. 

Dos subgráf'icas H
1 

y H
2 

de G son llamadas eq1üvalent.1._as si 

existe un aut.omorfismo de G que lleve H, en H
2 

• Si los vért..ices y 

aristas de una gráfica H no pert.enecen a G . Y si t.odas las 
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subgráficas de O isomorf'as a JI son equivalent.es ent.onceos la 

notación 0-H es usad." p;ira denot..ar el complement.o en G de 

cualquiera de ellas. 

Ejemplo 2. 4. La figura 2. 6 ilust.ra la operación ant..erior . en 

es:t.e caso H es isomorfa a las est..rellas S<vl) •O .. ,, ,3 t.odas las 

scvi.> son equivalentes utilizando los automorf'ismos 

< fJ'v¡,>•v\+J mod• vt e vo:,) ,j•O,.,. ,3 >. 

Figura 2.6 

Una contracción de una gráfica G a lo largo de la arist.a e es 

el result.ado de borrar la arist..a de G identificar 

t.opológ-icament.e sus punt..os extremos y lo denot..aremos G/e • A la 

gráfica resultant.e de est.a operación la llamaremos la contracción. 

En el contexto de gráf'icas simplicial~s los l;,zos y aristas 

11ullt.iples se eliminiln es decir (G/e)otm es considerad;¡ en un abuso 

de terminología como la contracción ~ ~ gráfica . 
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Conexidad 

¿ Cuál es el mínimo número de vért.ices que hay que quit.ar a 

una gráfica conexa para de Jar una gráfica no conexa ? La respuest.a 

a est.a pregunt.a nos da un concepto muy import.ante en t.eoria de 

gréticas : la conexidad. 

Un ~ ~ cort.e de una gráfica G es un vért.ice v que al 

eliminarlo de la gráf'ica increment.a el número de component.es 

conexas donde por eliminar debemos entender G-SCv) . A una 

gráfica conexa sin puntos de corte se le llama bloque Los 

bloques ~ !:!.!!!!_ gráfica son las subgráficas máximas de G con la 

propiedad de ser bloques 

La conexidad de una gráfica G se define como el mínimo número 

de puntos cuva eliminación da origen a una gráfica disconexa , 

t.rivial o un bouquet. de círculos , Se puede observar que G tiene 

la misma conexidad que Gcnmp. 

Una gráfica cuya conexidad es mavor o ir;ual Que k se dice que 

es k-conexa , por ejemplo una gráfica 3-conexa comprende a las 

gráficas de conexidad 3 , 4 • 5 y mayores. 

2, 4.. P lanar id ad. 

En est.a sección se completará la demostración del T. de 

Kurato"ski que publicó Thomassen en 1980 (131 , Nos rest.ring:iremos 

primer.ament..e a gráficas 3-conexas y junt,o con est..e demost,r;~remos 

el T. de Tut.t..e sobre Ja convexidad de las caras de una gráfica 

plana Y el T. de Farv sobre la condición de Que lris aristas de una 

gráfica plana sean líneas rectas. 
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Se considera después a gráf leas que no son 3-concxas para 

completar la demost.ración del T. de K.urat.owski obteniéndose un 

algoritwto de planaridad para gráficas 3-conexas que en caso de ser 

planas se obtiene una inmersión plana con las propiedades del T. 

de Tutte v del T. de Farv. 

Se Probd anteriormente Que una r;ráf'ica que contenga 

subgráficas homeomorfas a IC!J o K
3

.2 no puede ser plana así que 

la demostración del T. de ICuratowski estará completa si se prueba 

el siguiente teorema: 

Teore1aa 2. 4.1. Si la gráf'ic:a G no contiene subgráficas 

h011C01tOrfas a K:!S o K3,a entonces G es pla.nt1:. 

El resultado siguiente es importante para la demostración del 

teorema . 

Le111a 2. &. 2. Sea G una g:ráf'ica que no contiene subgráf'ic:as 

Entonces el resultedo de contraer 

si11plicialmente a la arista e es una gráfica 0' que no contiene 

subgráficas horneomorf'as a K!J o K.
3

,
3 

• 

Oe•ostración , Supóngase que la gráfica O' contiene copias 

ho1neomorf'as de K!J o Ka.a • Entonces O debe contener una subgráf'ica 

H tal aue la contracción de una arista e de 11 produce las copias 

he>tteOMorf'as a IC o K • si reconstruimos la arista e tenemos 
!S ¡¡¡,¡¡¡ 

sola1nnete tres posibilidades que se ilustren en la figura 2. 7 
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al b) C) 
Figura 2.7 

<a> es homeomor1'a a t::a.a • (b) es homeomor1'a a K!:I v (e) contiene 

una s;ubgráfica home0tn0rfa a (a.a contradiciendo en cada caso la 

hipótesis de que G no contiene subdivisiones de K.~ o K.
3
,a. 

La demostración del T. de K.urat.owski se hará usando la 

operación de contracción de aristas , el sii;-uient.e lema da la 

validez de est.e procedirnient.o , 

Let1a 2. '· 3, Sea G una gráfica 3•conexa con t1l menos cinco 

vértices Entonces G cont.iene una arista e tal que G/e es 

s-conexe; 

Detnost.r.ación , Por contradicción , supongamos que para t.oda 

al'ist.a e VCe)• < x,y ) , G/e tiene conectividad 2 , ya que G/e 

t.iene al menos cuatro vértices posee un conjunto separador de dos 

vért.ices uno de esos véf't.ices debe ser el obtenido al 

identificar x y y de aquí que G tenga un conjunto separador 

< x ,y .z > • Escojt'llmos e VCe)•( x ,y > y z t..al que la mayor 

componente H de G - ( x,y,z > sea la más grande posible 

otra co•ponent.e y u un vért..ice de H' adyacente a z 

'º 

Sea H' 

entonces O 



t.iene un conjunto separador de la f'orma < z.u,v > porque 

G/{e,(z,u>> es 2-conexa • Ahora< H U { x.Y >> -v es conexa de aquí 

que est.é cont.enid.a en una componente H' / de- G - < z.u.v pero 

l_V<H' ') 1 > IV<H) 1 por lo ta:nt.o t.enemos una cont.:radicción l.s 

Ma"i•alldad de H. 

El leMa anterior nos va a permit..ir r-edt.icir toda '°rl!ifica 

s-conexe. con a.l menos cinco vért.ices a K, QUe t.iene 1ma 

representación conve-xa en el plano , en la que se entiende por 

rePresent.ación ~ un"' inmersión en el plano en donde bis 

car.as son subconjuntos convexos en el plano except.o la cara no 

~eot~da. 

TeoreMa a.'·'· ( de Tut..te ) Sea G una gNif'ica 3-c:onexa. que no 

cont.iene subdivisiones de K, o 1( ... 
representación convexa en el plano 

ent.onces G tiene 

El T. de Tut.t.e no vale para gNificas 2-conex.a.s planas colltO se 

ilustra en la gt"áf'ic~ d~ la f'igure 2. O . 

Figura 2.8 

P.eara la deWtOst.:r-ación del T. de Tut.t.e es import.a.nt.e el 

•iguient.~ t.eo.reaa : 



Teoreme. 2. 4.. 5. Toda región de una inmersión plana G tiene un 

ciclo simple para su frontere. si y sólo si G es 2-conexa . 

Demostración • Si la frontera de una región R: no es un ciclo 

pero es ot.ra clase de ca.,ino cerrado t..al que un vértice v es 

recorrido dos veces . entonces existe una travect.oria cerrada en 

el plano que deja al vértice v ent.re dos aristas de la frontera de 

R • entonces el recorrer la f'rontera de R • y al pasar por v 

tenemos que el camino cerrado separa al plano en dos partes que 

contienen puntos de G (verise la fit;ura 2. 9) por lo t.ant.o v es un 

punto de corle • una contradicción . 

F'i¡;ura 2. 9 

Inversamente si G tiene un punto de corte • entonces se le 

puede ver como la arne.lga111ación de dos gráf'icas H y K. en el vértice 

v • entonces para cualquier inmersión de G la cara no acotada de G 

no es un ciclo si"'ple . pues al recor-rer la fronter{I de esta cara 

t.ocar!a1tes v dos vece•. 

Oemost..ración del T. de Tutt..e . Por inducción sobre n•.ti'V(O) si 

n•4. o 5 es vlilida la afirmación . Supóngase válido para valores 

menores que n con n ~ 6 • 

Sea e con puntos ext.re.as ( x,y } una arista tal que G/e es 



3-conexa v sea z el vértice obtenido al identif'icar x v y 0/1!" no 

no contiene subdivisiones de KtJ o K
2

•
2 

por el lema 2. 4. 2 por 

hipótesis de inducción O/e tiene una representación convexa r 

r-<z> es 2-conexa y por el T. 2.,,5 r-<z> la rer;ión donde est.á z 

tiene como f'rontera un ciclo C . si rer;resamos la 

representación r , la r;ráfica ~enerada por C.: y <x> es una rueda 

veáse la fir;ura 2.10 (a), 

Pigura 2.10 

v l es advacent.e a x • el orden de las es el orden en que 

aparecen al recorrer C:z . Si los vértices adyacentes a y pero 

diterent.es de x pertenecen a una sóla trayect..oria P~ ~rnt.onces 

podemos construir la inmersión deseada veáse la fir;ura 2.10 (b). 

Si no x e y tienen t.res o inás vértices en coroún con lo Que al 

recuperar la arista e obt..enemos una gráfica homeomorfa a KtJ 

fig. 2 .11 a) o existen dos vértices advacent.es a y Que pert..en'"cen 

al interior de dos travect.orias Pl , PJ dist.int.as En este caso 

obtenemos una gráfica homeomorfa a K2,a Figo. 2.11. b). 



a) b) 
Figura 2.11. 

Los dos siguientes t.eor-etta.s nos ~rinit.irán t.enel" una 

de1DO.stración complet.a del T. de K.ul"at.owski 

Teoret11n 2~ '· 6. Sean H v t grá1'1éas planas ent.onces la 

gráfica obtenida por a.malgei11ación de H y t en un vértice v o 

at.l"aVés de- tJna ar-ist..a sencilla e es plana 

Demo.st.reción , To.emos in•ersiones plan~s de H y t. de forMa 

t.al que cada una. ciuede en la cara exterior de la ot.ra • entonces 

podenios hacer le. ident.if'!cación del vértice v como se n1uest.ra en 

la f'1g:ura 2.12 de e•t.a f'ol'"lna obt.enet1os la inmer5ión de H•)~· . 
Para el ca:ro de amalg-.amación en una arista e procedemos .is 

hacer las inmer-siones de H v K. dt- f'orm.a t.al que las arist.as e 

tengan la 1tisnta longitud f'igura 2.12. 



Figura 2.12 

El siguient..e t..eorema nos permit..e reducir el problema de 

inmersión a gráficas 3-conexas en el sent..ido de que t..oda gráfica 

se puede ver como una subr;ráfica de una gráfica 3-conexa. 

Teorema 2.,,7, Sea O una gráfica que no cont.iene 

subdivisiones de t:.5 o t:.
3

•3 t..al que la lldición de cualquier arist.a 

a O crea t..al subdivisión entonces O es 3-conexa • 

Oemost..ración • Por inducción sobre n • 1V(G)1 , el t..eorema es 

ciert..o para n • 5 va que K" - e es 3-conexa Suponr;ámos que es 

válido para las gráficas con un número de vért..ices menor Que n con 

n > 5 .v que O t..iene n punt..os . 

Si G fuera soh1ment..e 2-conexa • O seria la amalgamación de 

dos gráficas H y K. en dos vért..ices u y v • hay dos posibilidades 

que u v v sean adyacent..es o no • si no lo son ent.onces la gráfica 

obt.enida de aUedir la arist.a uv no cont.iene subdivisiones de t:.G 

ra,a va que t.al subdivisión debe estar cont..enida e-n G con una 

trayectoria P de u a v jugando el papel de la arist.a uv una 

contradicción • Podemos suponer ent.onces que O es 2-conexa que 

existen dos vért..ices u v v adyacent.l!'s t.al que G-<u .v> 

disconexa • Entonces G es la ª'"algamación de dos gráf'icas H y K en 

una arist.e e • uv • Ahora la edición de una arist.a a H o K ere.a 

una subdivisión de K0 o Ka.a en ell.as , por hipótesis de inducción 

H v K. son 3-conexas y por el t.eorema de Tut..t.e tienen inmersiones 

planas convex.as , por el teorema anterior la gráfica es plana y 



t.odas las caras t.ienen t.res lados • si no t.razando una diagonal en 

una cara con más de t.res lados se t.endr.ía una inmersión plana de O 

cont.eniendo una copia de K" o K.
3

,il una contradicción La gráfica 

y su inmersión sat.isfacen ent.onces el corolario 2.1. 7 y se tiene 

#E • 3#11 - 6 para los conjuntos de aristas y vértices de- G • H y K. 

respective.mente pero G es la amalgamación de H y K. at.ravés de una 

arista por lo t.ant.o #VCG) • #V(ff)+#VCID-2 y #ECO) • #ECH)+#E(J::)-1 

Por lo tanto #E(G) #E(ff)+#E(l::)-1 3#VCH>+3#VCl::)-3 

3(#V(0)+2)-13 ,,. 3#11(0)-6 una contradicción por lo tanto O no 

puede ser la .amlagarnación de dos gráf'icas H y IC en dos vért.ices 

por lo tanto O es 3-conexa. 

Combinando los teoremas 2.4..7 y el T. de Tutte t.enemos : 

Teorema 2. L. B. <Teorema de Farv y de K.urat.owski) Una grát'ica 

es plena si y s6lo si no contiene subdivisiones de K!:I o Ka,a , si 

es plana t.iene una representación en la Que las arist.as son 

segment.os de rect..eis. 

Algoritmo de plemarid.eid. 

Ahor.ei presentamos el algoritmo de plan11ridad para gráficas 

3-conexes basado en la demostración de Tbomassen de los teorem.eis 

de Tut.te , Parv y de Kurat.owski. 

Algoritmo de planaridad . Suponga11os Que nos dan una gráf'ica 

3-conexa entonces ! 

1. - Si la. gráf'ica t.iene más de 3n-6 erist.as aplicamos el 

corolario 2.1. 7 y por lo t..eint.o la gráf'ica no es plana si no 

2. - Aplicamos el lema 2. 4. 3. hast..a lle,ar a. une gráfica 



henteomorta a K, entonces : 

3. - Aplicamos el método desarrollado para la demostración del 

T. de Tut.t.e hasta encontrar un1J copia homeomorf1J a K
5 

o ~il,il , en 

caso de que no se encuentre se tiene la inmersón plana deseada. 

Ejemplo 2. 5 Sea la gro!if ica de la r igurai 2 .13 , en la r !gura 

2.1(. se muestra el proceso de contraer sucesivamente una arist.a 

hasta llegar a K, , en la rigura 2. 15 se muestra el proceso del 

paso 3 hasta encontrar una inmersión plana de la ,ráf ica. 

Figura 2.13 

q v5 
u. 

v, V, v, 

Figura 2.U 
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(~.JcV,):w~w, 

1.J, U5 
1. 
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W4 
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w~-::jw~,w~) v, 
.")~ 

w~ 
V¡ v\; 

v, ó'=:::::_ _ _::___-=>()v, 
L,; •-:. ¡ v,,w,} 

Pigura 2.15 
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2. 5. Un eslabón entre el Teorema de la Curva de Jordan 

v el T. de Kurtrit..o•ski. 

Thomassen demost.ró en una nota aparecida en 1990 C 16 que 

bajo ciert.tris condiciones en un espacio t.opolót;ico es válido el T. 

de la curva de J'ordan si y sólo si es válido el T. de Kurat.owski • 

Las condiciones son que el espacio sea Hausdorff , que sat.isfaga 

el T. de no separación velise Hunkres Cii J , que no sea homeomorf'o 

a S 1 v que sea coneclable por trayectorias El plano euclidiano C v 

si satisfacen estas condiciones , el teorema rest.rinr;ido a d:: es 

Teore1n.a 2. 5.1 Las siguientes proposiciones son equivalentes: 

.. Ca) Todea curva cerrada simple separa al plano C • 

(b) Toda curva cerrad.a s:hnple separa .a C en precisamente 

dos COftlPonent..es conexas por trayectorias veáse Hunkres CU l. 

(e) Ka,il no puede ser inmerso en c. 

Cd) Ni K., ni Ka.a pueden ser inmersos en C. 

Demostración (b) ... (a) y Cd)...Cc> son obvias. 

(c)>t(d), Supong6mos que K~ está inmerso en C sean 

Considere11os un 

arco A que conecta p
1 

y p
2 

V que cont.iene a v
1

,v
2

,vil,v,.v!l ya que 

C-A es conectable por travect.orias conf..iene un arco B de un punt.o 

qt. sobre la arista v
1 
v

2 
a un pun• ... o q

2 
sobre otra arista t..al que 

es ahora fiicil hallar 

obsérvese la figura 2.17. 

50 

K ... •n K o U B 



V, 

Pigura 2.17. 

<c>...Cb> • Seo C cua:lauier- ct.u:•va cerrada simple en e - C t.orn-emos 

un punt.o p e e- C • Seo"" A un arco simple de p e C tal que A n C 

consist.e de un punt.o q • sea A
1 

un setittent..o de A de q a un punt.o 

P/P va Que C - A1 es conect.able por t.ravect.orias contiene un arco 

A
2 

de A - A
1 

a C teniendo sólo sus punt..os t.ermlnales en común con 

A U C • Ahora A U A
2 

cont.íene un arco simple A'a conect.ando q con 

ot.ro punto q' sobre C t.al que Aa n C •< q,q'> • sean A, A
5 

los 

dos segmentos de C de Q tt Q' • va que C - A
3 

es arco conexo 

existe un arco s!Japle A
6 

que une un punt.o r sobre A,- < Q,q') con 

un punt.o r' sobre A,- < q,q') tal que Aef1 <A~v A,v A,> _. < r.r'> 

Ahora A .. -< Q,q') y A
6

- < r.r'> pertenecen a distintas componentes 

arco conexas de e - C va QUf" un arco simple de Aa .a Aes en C -e 
(t.eniendo sólo sus puntos t.erminales en comUn con A

3 
y A

0
) junt.o 

con A
3
u A

4
t.J A'Ju A

4 
nos dan una inmersón de K

3
,
3 

cm el plano por 

lo tanto IR2- C t..iene al menos dos componentes ~reo conexas 

figura 2.10. 
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Q---:-------P 
As r ~--4--~_,~ 

Para ver que C. - C no puede t.ener más de dos consponent.es arco 

conexas • supong6r1tOs por reducción al absurdo que p
1 

.P
2 

y p .. 

pertenecen a t..res dist.int.as componentes arco conexas de C - C 

Sean A, ,A
2 

y A.
3 

segeeent..os disjuntos dos a dos de C ya que 

C -<C-A
1
> es arco conexo t..iene un arco simple de p

1 
a p

2 
Est.e 

arco contiene un arco simple de p
1 

a p
2 

• Est..e arco contiene un 

arco Au de p
1 

a un punt.o qu sobre A
1 

t.al que Aun C • { Qu.} 

Simult.ánea~nt.e existe un arco simple Ai.j de Pi. a ql.J sobre AJ t.al 

que C n A\.J • (q1.? con l ,j•i.2 ,3 • Claramente Al,J l)Ak,p • 0 o 

< C11.,/ cuando i:iiek • Podemos suponer que A\.,j n '\,p •{pi.> cuando 

J""'P • Para j•i,2,3 • sea BJ el seg~nt.o de Aj que cont.iene qt.J 

q 2,J v Clil,J • Entonces los nueve arcos Al,J C l ,J'•i ,2 ,3> junt.o con 

B
1 

.B
2

.Ba rorman una inmersión de Ka,;1 Est.a cont.radicción prueba 

que e - C t.iene precisa•ent.e dos componentes arco conexas Figura 

2.19. 
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Figura 2.19. 

a) ..,. e>. Supongámos que e cont.iene una inmersión de 1( ... En 

K sólo tenemos 4-ciclos o 6-ciclos K t.iene nueve -ciclos u u 
y seis 6 -ciclos • cada uno de los cuales separa a e 

Consideremos un ' -ciclo C • Ka.a- C está en una componente conexa 

de e-e pues los dos vértices rest.antes son adyacentes existe 

pues otra componente de e-e la cual se denotará QCC) QCC> es 

también una cOMponente de e - Ka.a . Si A es un arco simple 

Q(C) a Ka.a tal Que A tiene solo un punto final Q común con 

entonces decimos Que q es un punto de contacto de QCC> sobre 

de 

Todos los puntos de contacto de QCC) están sobre C . Los puntos de 

contacto de QCC> son densos sobre C. 

TornetltOs un 6 -ciclo C de Ka.a tal que los vértices de- K. sea.n ..• 
denotados por v

0
.v,.v

2
.va,v

4
.v

0 
Y que Ka,a 

vt.vl•a(i•0.1.2) los índices se toman mod 6 

tiene las 

para 

diagonales 

cada arista 

el•vlvlH tenemos el ' -ciclo el vlvlHvl•2vl....,.vl • V en O<Cl>U e" 

seleccionamos un arco Al ciue une dos puntos pl v ci
1 

sobre e
1 

tal 

Que Aln [a,a• (pl ,Ql} . En remplazamos el segmento Bl de el entre 

Pl Y qL para Al • i•i.2,3,,,5,6 La curva simple resultante es 
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denot.ada por C'. Aseguramos Que C-C' es conexa p. t. •• Ka.a t.iene 

t.res 4 -ciclos Que cont.ienen dos diagonales de C , Para cada uno 

de ellos exist.e una corr-espondient.e c0tnponent.e de e -K:a,a pa;ra; 

ceda uno de est.os ciclos a los Que denotaremos C
1 

,C
2 

v c., 

obtenemos QCC
1
l,QCC

2
) v QCC.,> desde cada uno de estos podemos 

conectar los segmentos Bl v t.odas las diagonales de C figura 2. 20 

por lo que podemos concluir qoe todas las diagonales y sege111ent.os 

Bl est.tin en una misma componente R • Supongámos que p E X ' CC'U R> 

Ya que C''CA
1
,<p

1 
,q

1
)) no separa e 

simple D de p a A
1 

Ya que p " R 

se sigue que e t.iene un 

D no int.ersect.a K ... 
arco 

Pero 

entonces D s.: occ,> En part.icular p E QCC,> • De manera similar 

se prueba que p e Q<C:z' • Pero QCC
1
> y QCC

2
) son ajenas • Est.a 

contradicción completa la demost.ración. 



CAPITULO 11! 

En est.e capítulo se estudian los concept.os de superficie 

gráficas • inmersión de ,;ráf'icas en superficies desde un punto de 

vista más f'ormal hasta llegar al import.ant.e t.eor-ema del 

esquema de inmersión g-eneralizado de St.ahl [ 12 J. 

3.1 Superf'icies y complejos simpllciales 

En esta sección se dan las def lniciones de superficie 

g-ráf'ica y orient.abilidad 

complejo simplicial. 

usando el concepto topológico de 

Un espacio t.opoló~ico 01 se llama ~ ~ ~ ~ • 

simplemente o-variedad • si cada punto z G 01 tiene una vecindad 

homeomorf'a a ([)n C el disco de dimensión n ) y además es de 

Hausdorrr y 2-numerable para un.a mejor comprensión de los 

conceptos utilizados en este trabajo consultar Hunkres [ 11 J. 

o 
z ~ 01 el ~ de 01 si y sólo si existe una vecindad U de 

z en CH t.al que exist.a un homeomorfismo l7 de U en con tal 7)(2)•0 

z G 801 la frontera de 01 si para t.oda vecindad U de z en 01 exist.e un 

homeomorfismo r, de U en IDn tal que 1 r¡(z) / • 1 . 01 es ~ si 

es compacta y c:Jff • 0 , IH es abierta si no es compacta y dCH ~ O 

3.2. Complejos simpliciales geométricos 

Consideremos los puntos x
0 

•• , • -''ci -= lRn , T•( x• " + o 

\ Ei IR } es el espacio ~ r;enerado por 

v v vect.ore-s en IR" • V • { x• ~-v, , ••••• q i.=:-'\ 
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espacio vectorial generado :or < v
1 
.... ,vq> • q 

Si hacemos que A • 1-E X tenemos e 1 espacio T•<x•E A. x. 1 
0 L -:1 t t.~o" ~ 

q • 
;., " IR , I:l~o ,• 1 > , T es afín es decir f,~,x,·p,~,x, . Il\ • 1 

I}Jt implica )\ • µl para t.oda i si v sólo si db1CTl• a . A0 ....• Xq 

son las coordenad~s baricent:ric:as de x respect..o a < x
0 

••••• xq >. 
Si x ••••• x ,¡¡¡: tRn est..án en posición general afin. indep. > 

o q q q 

entonces et • uq • < x e IJ?I\ t x• E "A. x , E A • 1 , A >O > es el 
l::Ol l L-=o" t. 

q:-simplejo ( abierto ) con vértices x
0 
.... ,xq . La dim(a) • Q 

O • ~ • { X ,¡¡ !Rn 1 ••• \~ > es el q-simpleJo cerrado O • o-a 

es la ~ de o- • Un q-simplejo es t.al que CÓ,Ó)~!Dq,sq-t) son 

homeomorfas como parf?'jas • Consideremos q-simplejos: cerrados • el 

represent.ados en la figtJra 3.1. 

• 
6" 6' 

figura 3.1. 
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1-esFe<a. 3-bolo. 

Figura 3.2 

3. 3. Co11plejos si•Pliciales abst.ract.os. 

Un complejo sirnplicial abst.ract.o CV ,C> es un conjunto finito 

V junt.o con una colección C de subconj1Jnt.os de V cuya unión es V y 

t.al que si " 6 C y T e: " entonces T e C. 

El baricent..ro ~ de un q-simplejo e es el punto de coordenadas ' 

baricent.ricas >.. • >.. • o • >..q • *· es decir ; • * F=~L 
si <x

0 
, ••• ,xq) • a 

Para un complejo simplicial IC exist..e un complejo simplicial 

K .. su subdivisión baricént.rica t.al que ~ 

(a) Los vértices de K.. son los baricent.ros de los 

idmplejos de K. 

(b) Los vértices de O' 
0 

, ••• ,a q generan un q-si .. ple Jo de t:" 

si y sólo si para alg-ún orden se t.iene c
0
< q

1
(· • ·< "q' 

<e) IK"I • IKI dim i::· • dim K • n 

Ejemplo 3. 2. Los 1-esquelet.os de los complejos simpliciales de 

la figura 3. 3 son planos sin embargo los 1-esquelet.os de sus 
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subdivisio.nes baricént.ricas no lo son 

u 

1~1>1ersic~ e" el ~ lo.110 tle./ 
1· esqve le.il> de k. 

.rn~1ers¡O,, e" el ~/a.ito de( 

! -ejqteido de L. 

Le;\ lt'~ svPdivisiÓn bc..ticbrl-1:co.. La. lerC\. Svbdiv:~¡Q., ba_ric:irthiCI\ 
~tk tie.t l-E51c<ldo qct <o•ti'"f ~t L taoe t · esq>eltfo '["~ 

o. k,, F'ii;ura 3.3 <o"t¡erte CI. ks 
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Ejemplo 3. 3 El 2-complejo de la fir;ura 3. 4 no tiene 

inmel"sión en ninguna superf'icie pues el punto x no tiene 

vecindades homeomorras ni a II>2 ni a tD24 el semidisco • pero su 

pri~ra subdivisión bll:ricént.ric4 t..iene t.ln 1-esquelet.o con una 

inmel"sión en e-1 plano como se muestl"a en la misma Cit;l..lra. 

~.....,~~~~---'-"-'---'-'CJL."'-v 

flr;ura 3. '· 

3. 4. Inmersiones celulat'es 

Una rept'"eseht..aclón t.opolótica de una. g-ráfica es la renlización 

t.opclógica de un 1-complejo simpliclal geornét..rico , t."l que a todo 

vértice de G col"responde un vért.iee del 1-sirnpleJo y par"- toda 

arist.a ex, ·"zl de- o el 1-simplejo ex, .xzl . 

Una inmersión de una gráf'ica O en le. superf'icie S es una 

función c:ont.inua uno a uno ( : G --+ S • En ce.si todos los casos 

la grá:fica G se puede ver cono un subconjunt.o de la superficie S • 

v la función i :G --+ S como el iaapeo inclusión • La ininet'sión es 

entonces denotada sbrplemenle G S • Dada una in:nersión G --. S 

las co111ponent.es del compleMe-nf...o S - G son llam1;1das "re€iones" • Si 

cada rei16n es homeomorfa a un disco abiert.o . la inmersión se 
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la inmersión es llamada una orient.ación de la 

t.riangulación Una superf'icie or1ent..able si t.iene una 

inmersión con una orient..ación. En la f'igura 3. 6 se da una 

orient.ación del t.oro y el intent.o de una orient.ación de la banda 

de Hoebius en el que se not.a que t.odo int.ent..o de orientar produce 

una sucesión de 2-simplejos v el problema es orientar el t.Ilt.bto 

2-simpleJo de manera que al ident.if'icar los extremos de la cint.a no 

haya problema. 

Figura 3.6 

3. 6. Representando superf'icies por polígonos 

Una f'ol"ftla 11uy tlt.il de representar una superf'icie es usar 

polígonos con aristas dirigidas e ident.if'ice.r los dos lados que 

tengan la 11isma etiqueta en la dirección coincidente como va se 

vió anteriormente para el plano pr-ovect.ivo y el t.or-o. 

Def'inición para y ~ 1 sea E¿y e LR2 
• C el 4 -gono regular con 

vértices zk • ezm1e/.cy k •1.2 •... • 4.y E
4
Y es un subespacxio 

convexo compacto de R1 <• ~ ) , considérese la identificación dada 
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de la banda b • y los arcos C<J>xI> para J•0.1 • son llamados los 

lados de b • Una O-banda es si11plemente un espacio hotteoaorf'o al 

disco unidad al igual que las 2-bandas que son las 

correspondientes a cada cara de la inmersión . 

Una descomposición de bandas de la superficie S es una 

colección B de O-bandas , 1-bandas y 2-bandas satisfaciendo estas 

condiciones 

1. Bandas dif'erent..es se intersecan solamente a lo largo de 

arcos en sus fronteras • 

2. La unión de t..odas las bandas e-s S . 

S. Cada f'inal de cada 1-banda está en una O-banda. 

'· Cada lado de cada 1-banda está conteo-nido en una 2-banda. 

5. Las O-bandas son disJunte• dos a dos v las 2-bandas son 

disjuntas dos a dos 

La correspondiente desce>11pasición reducida de ~ndas B a.ite 

las 2-~ndas . 

Figura 3. 7 Una inr.ersión de a:., y su descatnposiclón reducida de 

bandas . 



3. 7 Orient.abilidad 

Una descot1posición reducida de bandas es llamada orientada 

local.ente • si a cada O-banda le eos asir;nada una orientación . 

Entonces una 1-banda es llamada preservadora de orientación si las 

direcciones inducidas sobre sus extremos por adJunt.amient.o de las 

O-bandas son las ,mismas que aQuellas inducidas por una de las dos 

posibles orientaciones de la 1-banda , en otro caso la banda es 

llamada revert.idora de orientación . Esas dos posibilidades están 

ilustradas en la figura 3. B. 

Doci orl.cinla.cloMR quG pr1111G1orvo.n Doa orlontocl.oneo quo 

ta. orl•nlt'ldon do la banda.. rovtorton lo. orl.onlaclon do 

ta. banda , 

f'ir;ura 3. 8 

Una ari•t.a e en la ininer•ión de una gráfica asociada con una 

desea.posición de bandas loce.lMente orient.ada se dice que tiene 

una orient.ación t.ipo O si su correspondiente 1-banda es 

preservadora de orientación Y orient.e.ción t.ipo 1 en et.ro caso Un 

ce.mino en la r;ráfice. asociada t.iene t.ipo 1 si t.iene un número 

b•par de arist.as t.ipo 1 y t..iene t..ipo O en ot..ro caso . 

Ahora padelnOs pensar en el problema de que nos den una 

descomposición reducida de bandas y obt..ener la inmersión de la 
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gNifica en la superficie v saber de qt.1e superficie se t.ra:t.a • Esta 

idtta rt.1e desarrollada en su caso orieht.able por Edmonds en 1960 

[3) de•ost.rada por Youngs en 1063 ( 18 J de la forma sigu1ent.e 

Dada una gráfica con conjunto de vértices V• (ve. ... , ,vn> y de 

arist.as E• {e
1

, ••• ~en} , Para i•l,, •• ,n deriniettos a VC1) coeo el 

conjunt.o de vecinos de v~ v Pt como una permut.ación cíclica de los 

element.os de VCD a cada elección CP , •• , ,P ) se le llama •.m . " 
sist..ema de t-ot.aciones de la gráfica G 

Teorema 3, 8.1. El teorema de Edmonds est..ablece que C.(lda elección 

de CP
1 

,, , • P ") determina t.ma inmersión celular G ___,. S de G en una 

superricie orlent.able S y que para cada inmersión celular G -- S 

con S orienh1ble .,xis:t.e un 6ist.erna de rotaciones (P1, ••• ,Pn) la 

cual det..eratina la inmersión en cuest.ión . 

Pemost.ración Dado CP
1 

, ••• ,P ,/ cxist.e un algoritmo el cu.al 

produce la inmersión deseada Primero estableceremos como 

encont.ra:r- las cares de la inmersión 

Algori t.1110 de t.razo de caras • Elijáse \In vértice inicial v t de 

G y una pr-itnera arist..a et incident.e a v, , sea v2 el ot.f'o vért.1ce 

ext.r"mo d"' e
1 

• la segunda ar-ist..a e 2 en la rront..era de la cara es 

la arist.211 post.erior a e
1 

en v
2 
t.~ando est.e. relación en P2 Si la 

arist.a e, es un lazo • entonces e
2 

es la arist..a post..orior a la 

ot.ra ocurrencia. de e 
1 

en v 2 • En general si el ca11ino trazado 

hast.a acsui termina con la arista e\ en el vértice vt+l , ent..onces 

la DroxJ.ma arist.a ei+t es la arist..a post...,.rior a e._ en V , .. El 
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ca1t1ino f'ront.era es rinalizado en la arist.a ele. si las dos próximas 

ar ist.as en e 1 camino !ion e
1 

ot.ra vez .Pues entonces 

recorrería111os el camino t.razado ant.eriorment.e Para hacer et.ro 

camino diferent.e empezamos en la segunda arist.a de c11alquier 

esquina que no aparezca en cualquier cara previament.e t.razada Si 

no exist.en esquinas no usadas • ent.onces t.odas las caras han sido 

t.razadas y las llamaremos F
1 

, •••• Fk • 

Una vez t.razad~s t.odas las caras procedemos a identificar 

t.opol6r;icament.e las arist.as de las caras correspondient.es con las 

arist.as de la ~ráfica G El espacio H así obt.enido es una 

superficie cerrada orient.able • Para ver que H as una superficie 

l.0tnemos un punt.o x en H y verifiquemos que exist.e una vecindad de 

él homeoinorfa al disco CD2 
, existen t.res posibilidades para x : 

D x pert.enece al interior de una cara . 

iD x est.á en el int.erior de una arista 

iii) x es un vért.ice de la gráfica. 

En el primor caso no hay problema t.01Rando un disco 

co11plet.a•ent.e cont.enido en la. cara. a la que pertenece x t.enemos lo 

que queremos. 

En el sagundo caso sea e la arist.a a la que pert.enece x y sean 

v, v v 2 vért.ices t.erminales de e en v, una part.e de la 

permut.ación es · · ·e
1

- e - e 2 y en v2 · · ·f
1

- e - r 2 veáse la 

figura 3. 9, 1 , La arist.a e sólo es usada como arista de una cara 

dos veces , la cara que t.iene como aristas · • • e
1

- e - f
2 

y la 

cara qu.e t.iene como arist.as · · · r,- e - e 2 · · · , por lo que ahora 
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es fácil tomar una vecindad d" x homeo•orfa a ID2 

Figura 3. 9 

En el caso iii) sea x • v v sea Ces ,e
2
,.,. ,en) una perniut..acidn 

de aristas en v • veáse la figura 3. 9. 2 , puesto que cada esquina 

es usada sólo una vez • entonces para cada pareja e~ ,eht. existe 

una cara con la que es identificada , Podemos de esta f'orma t.olQar 

una vecindad de x homeo11orfa al disco ID2
, Como lodo punto de l'I 

t.iene una vecindad homeomorfa a ID2 con x en su interior entonces H 

es cerrada por la derinición dada en 3.1 . 

H es compacto , Para demostr.ar que H es compact.o usaremos el 

siguiente teorema veáse Hassey [9] • 

Teorenta iv). Supongamos que Y tiene la t.opología cociente 

deter11in.ada p0r una aplic.ación f': X - Y Si X es co,,.pacto 

ent.onces también lo es Y • 

Una representación topológica. de una g-riif'ica G es homeomorf'a a 

un espacio coci~nt.e ,P/ .... donde 9' es una unión disjunt.a f'init.a de 

segmentos homeomorf'os a I el intervalo cerrado (0 ,11 <las aristas 

de O ) v x .... y con x "' y implica que x Y Y son vértices de 

seg-ment.os distintos e y f' y que es adyacente a r en el vértice x•v 

debido a que la unión f'inita de cornpact.os es compacta. 
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por el teorema anler-ior que la representación topológica de una 

gz.áf' ica es compacta , La eoperr !cíe H es homeomorfa a un espacio 

cociente T,... .... donde T es la unión disjunt.a de polít:anos hameomorros 

.ª <D2 coatpac:t.os y la represent.ación t..opológica de la r;ráfica G y 

donde x _ y con x: 1" y implica que exist..en : 

a) l...ados es.,e2 de polígonos dist..int..os con x E e,. v E e
2 

• 

b) Una arist..a e en la grárica O t.al que e • e
1 

Y e • e 2 en el 

algori t.mo de tr.azo de caras y 

e) Un ho1t1eo1r1orrisrno ~ : e,-... e
2 

t.al que los polígonos se 

idenlifiauen con e en la f"orrna que indica el algoritmo • 

Por &1 teorema iv) ti es comp.act.o pues: T es conipact.o por ser 

unión finit.a de compact.os • 

Ya: q\le G se puede ver como un subespacio de H • ent.onces la 

inMertüón G -- K est..~ detet'ininada por la inclusión En 3.5 

definimos queo una superficie es orient.able si tiene una inmersión 

con una orrient.4clón donde se entiende por est.o un eisignamhmto de 

o:rient.ación a todas l~s caras t.al que e regiones adyecent.es induce 

direcciones opuesLas: sobr-& su arista comtin Suponmgamos que 

exist.en car.as F' 
1 

v F 2 t.al que inducen la misma dirección en una 

ar-ist.a e • \lna parte de la fI'ont.era de F t se describe 

•••• vs.,e,v
2
.r .... de la mismd para P2 tenemos ••• ,v

1
,e.v

2
,g •.•• 

por el algoritmo de trazo de caras la arista Que continúa después 

de e es le. arista post..erior a e en v 
2 

por lo t.ant..o f•g V de aqui 

que P 
1 

• P 
2 

, Por lo t..ant.o K es orient..able • 

Hemos deMoslrado Que H es una superr icie coMvact.a • cerrada y 
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orient.able • 

Las superficies cerradas compact.as son t.riang-ulables como 

puede ver en ttassey [ 9 l • y se derine la caract.erisl.ica de Euler 

de una superficie f'( • como : xOD• #(V)-#CE)+#CT) donde V denota 

el conjunt.o de vért.ices . B el conjunt.o de arist.as y T el conjunto 

de t.riánt;ulos de la triangulación • 

Se deCAuest.ra t.ambién Que no es necesario QUe se cubra a H con 

t.riángulos v más generalment.e se def'ine la caract.eríst.ica de Euler 

de una superficie compact.a corw.o ;c<l'f)•#(V)-#(E)+#(Regiones) donde 

las regiones pueden ser polígonos cualesquiera , 

Los dos siguient.es teoremas son importantes para el resto del 

t.rabaJo ver una demostración en Massey ( 9 l • 

Teoretna 3. B. 2 • Toda superficie compact.a es ho11eomorra a una 

esfera • a Sr superricie orient.able de género y o a Nr superficie 

no orient..able de g-énero y • Que implica el siguiente 

Teorema 3, B. 3. Sean $
1 

y S
2 

superficies cornpact.as • Ent.oncets Si 

v S
2 

son homeomorfas si v sólo sus caract.er!st.icas de E:uler 

coinciden y las superficies son a111bas orient.ables o ambas no 

orient.ables. 

Por tllt.b10 t.eneinos la si,;uient.e relación entre el g-énero g y la 

caract.er!st.ica de Euler ;e: de una superricie compact.a 

{ 

t.12<2-~) en el caso orient.able. 

g • 
2-x en el caso no orientable, 
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Reg-resando al t.eorema de Edmonds una vez obt.enida la superficie 

H .aiplicamos la fórm:ul.ai de E:uler a la superf'icie obt.enida donde el 

núinero de vért.ices y el número de arist.as son los de la g-ráfica 

dada v el mJmero de reg-iones es el encont.rado en el alg-orit..a de 

t.razo de caras De est.a forma obt.enemos el g-énero de la 

superficie H v usando los t.eoremas ant.eriores s.aibemos de que 

superf'ice se t.rat.a. 

Ahora dada una inmersión celular de una gráf'ica G en Ulli!i 

superf'icie orient.able H • obt.enemos su desconiposición reducida de 

b.andas , asicn.aimos la orient.ación a las O- bandas que sea 

compat.ible con las 1 - band.ais de forma t.al que las 1- bandas sean 

del t.ipo O , est.o nos da una per111ut.ación cíclica de los vértices 

advacent.es al vért.ice que representa l.ai O-banda , de esa f'orMa 

obt.e-nemos las pet-rwut.aciones que nos piden . y procediendo con el 

algoritmo de t.razo de caras reconst.rufmos la superf'icie y la 

inmer1d6n dada. 

Saul St.ahl en un art..ículo publicedo en 1978 C 12 ,;eneraliza 

est.os sist.emas haciendo uso de las g-rát'icas de volt.aje que 

int.roduce Gross en 1974. ( 5 l. Ahora daremoG unas def'iniciones que 

nos serán út.iles : 

Sea G una digráfica y .sea Jll un grupo , una función a de Jtl a las 

arist.as de G es lle111.'lda un asig-nanrient.o de volt.ajes • La gráfica 

(G .a ) es llamade una g-ráf'ica ordinaria de volt.ajes Para 

represent.ar est.as g-rát'icas se dibujan v escriben los volt.ajes 

sobre las arist.as • Llamare•os a (G ,a la g-rát' ica base o 
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simplement...e base para obtener la gráfica derivada que denot..aremos 

ao: . El conjunto de vért.ices de aº es el producto cart.esiano V 
0

xA 

y el conjunto de aristas de aet es el producto cart.esiano E:Gx.4 • en 

lugar de usar (v.ci) y (e,a) para vértices y arlst..as de aª usaremos 

simplemente va. y ea. si la arista dirigida e• de la gráfica O va 

del vértice u al vért.ice v • y si b es: el volt.aje asignado a e+ 

entonces la arista dirigida e: de la grárica dirigida oª va del 

vértice tJo. al vért..ive v a.b . Veá6e la .figura 3.10. 

G 

~.~+1t .. ba.se 'º" 
Á =- 23 

Figura 3.10 

Sean los vol tajes asigandos en un grupo A a una gi-áf ica base 

ent..onces parll t..odo vért.ice v de G • el conjunt.o de vér-t.ices v u en 

la r;ráf'ica derivada es llamada la fibra sobre v Tambien para 

toda arista e en O el conjunto ea es llamada la fibra sobre e Get 

es un espacio cubrlent.e de G de l .di hojas. 

Un esque-ma. de inenersión generalie«do CP ,>..) para 1.1na gr~fica 

dirigida G • consi&t.e de un sist..ema de l"'ot.&ciones P y \ln 
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asignamient.o de volt.ajes >.. sobre G con valores en 2
2 

• La gráfica 

cubrient..e derivada de est.a gráfica de volt.aje es denot.ada por oX 

, Ya que oX es un espacio cubrient.e de dos hojas de O t.oda 

~rista e de O es la proyección de dos aristas {e
0

,e
1

} de G~ 

Ocasionalmente seran denotados por {e';'> y el símbolo "será 

useido Pl!!lt"a denot.ar el otro elemento en unei pareja dada , así en 2
2 

0-1 y 1•0 • Definimos un sist.ema de rol.ación PA para oA por 

levanl.allienf..o de p V a V 
1 Y levantando r:' la permutación in Versa 

cíclica de P v a ;, para cada vértice v de O • Así si d,e y f son 

arcos consecut..ivos en v. e. d. P..,. (d)•c y P v (e)•f sean d: ,e:v f: 

sus levantamientos en v~ para i•0,1 , enlences 

PA.Ce ')•f' pAce ')•d' 
v 0 0 0 V 1 t t (1) 

P).Cd')•e' pX(f'')•e' 
VQ 0 0 Vf. 1 f. 

El sist.ema de rol.ación p>- determina la inmersión auxiliar de 

o>-- , l..a siguient.e definición y lema aparea las regiones de est.a 

inn1ersión de una manerei nat.ural Si los arcos 

const.it .. uven una camino en O , ent.onces el camino e~',e~~f. •... ,e~' 

es el camino inverso . 

Le•a :l, e. 4 , Sea CP .).) un esquema de inmersión para ln grárica 

G • Ent.onces el conjunt..o de regiones de la inmersión aux 11 lar de 

o>.. puede ser dividido en parejas <R,R> con R~R tal que las 

f'ront.erns de R y R. se provect..an a caminos inversos sobre G • 

Oent0st.ración . Sean e' y r • dos arcos cosecut.i vos sobr-e la 

rront.era de una región R con sus vért.ices como se indica en la 
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figura 1 • Por R denot.arenaos la región cuya frontera contiene el 

arco ¡.,-l se sigue de (1) que P~.<Í~'-'>•;,-l v aplicando el 

principio de inducción a las front.eras de R. y R concluh1os Que se 

proyectan a caminos ,inversos en G • 

Por construcción R es única y tal Que R • R. • por verificar que 

R .,t. R • supongáinos QUe R • R entonces las porciones de la 

frontera de R se describen por 

.. ·-e'- f'-·. ·- cf,,-l_ ,;,>-'-". 
Si el número de arist.as entre f' v cf·>-' par entonces la 

frontera de R. tiene las siguientes porciones 

···-e'- f'-· · ·- x'- <~')_,_ · · ·- cF 1>·'- ,;,,-,_. · · 
Lo que implica que x' y <~')_, tienen los mismos vértices 

ter .. inales que es absurdo • Si el número de aristas entre f' y 

cf~.,-t es impar ent..onces la frontera de ~ se puede expresar como 

···-e'- f'- · · ·- x'- y'-,;,>-'-···- cf•)-1- ,;,,-,_ · ·. 
Lo QUe ocasiona 

. . 
que y'• (y')- sea absurdo por lo t.ant.o 

tenemos QUe R 1' R , 

Dos inatersiones celulares de una gráfica G se dice que son 

idént..icas si existe una correspondencia uno a uno entre sus 

regiones t.al que las fronteras orient.adas de regiones 

correspondient..es son los mismos ceminos de O, 

Ahore podefttOs present.ar el t.eoreMa principel 

Teore•.a 3. 8, 5. Si G es una gráfica , ent.onces t.odo esquema de 

inmersión CP ,).) det.er1111ina una in1111ersión 2-celular de O y t.ode 

in.ersión 2-celular de G es det.er•inade por alguno de t.ales 



esquemas • 

De•ost.ración • Dado un esquema de inntersión CP,X) de G • sea p 

la colección de las regiones de la inmersión auxiliar de o'>.. t.al 

que para cada región R , un oleiwent.o de la pareja (R,R> est.á en p 

, pero no .a.Mbos • Sea e:,e; •• ,. ,e~ la f'ront.era de una región R 

donde los e¡ son los levantamientos de arcos ei en G Entonces 

.Sea P(R:> un polígono plano cuya f'rontera orientada es et.iquet.ada 

e,- e
2

- - en,se sigue del Lema 3.8,4. que c-":da -'lrist.a e de G es 

dos veces como el lado de algún P<R) En otras palabras o 

exist.en dos regiones en p en donde e está en la f'rontera de cada 

una , o exist.e un.a reg-idn siMple en p sobl"e cuy.a f'ront.era e ocurre 

dos veces. Si e' es un levantamiento de e entonces est.á sobre la 

f'ront.era de dos reg-iones Rl y R2 de o'A. • Pero entonces Rt y Rl 
contienen a e' sobre sus f'ronteras • Ya que p contiene exactamente 

un elemento de la pareja <Rl .Rl> para cada i• 1,2 la af'irmacidn 

de arriba es válida , Es ahora claro que una aplicación del 

proceso clásico de ident.ificeción de lados a la colección 

P(p)•PCR> 1 R q p > da una inmersión 2-celular de G • claramente p 

debe sel" visto como proyección cubrlent.e orientable de dos hojas 

p : ~ - S donde S es lo superricie sobre la cual G ~s inrnorgida 

POI" <P,>.>. 

Inversa:ment.e supongo.timos que G está inmersa sobre lo 

superficie S
1 

, y sea Pl :S S
1 

una proyección cubrienle 

orient.able de dos hojas < Si s, es orient.able , entonces ~ es la 

unión disjunta de dos copias de S
1 

)veáse Co>Ceter ( l • Para todo 
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vért.ice v de G sobre S
1 

asigneMos los nombres v
0 

y v
1 

arbit.rariament.e a los dos punt.os en P~1Cv) • Si e es un arco con 

punt.os t.er111inales u Y v • ent.onces un levant.amient.o e' de e t.iene 

punt.os t.erminales ut y vJ def'inimos )..(e)•1 si i,.tj y )..(e)•O en ot.ro 

caso • Clara1r1ent.e ent.onces p-1(G) es una inniersión de G). sobre ~ 

Ya que ~ es orient.able exist.e un sist.ema de rot.ación f' • <P v 1 vt 
\ 

E veo>..> > el cual det.ermina est.a inmersión . Para cada vért.ice 

de G def'iniinos Pv(e) • f' siempre que f'v
0

<e') • !''. Aseguramos que 

CP.X.) induce la inmersión dada de G sobre S
1 

• Ahora las cubiert.as 

orient.ables de dos hojas son reversoras de orient.ación en el 

sentido siguiente • Supongáse que N es es un subconjunto abiert.o • 

sirnplement.e conexo • conexo y orient.odo de S , y N
1 

y N
2 

son los 

preimogenes de N sobre ~ • Ent.onces la proyección P levant.a las 

orient.aciones de N a orient.aciones de N
1 

y N
2 

una de los cuales es 

coherent.e con cualquif:'r orientación de ~ v la ot.ra es opuesta • De 

a.Qui dado que i" Ce'> 
va 

r• ·"" que 

Consecuent.ement.e la inmersión de G).. definida por P).. es en erect.o 

la inmersión ele O). sobre ~ • 

Supóngase ahora Que CP ,)..) dRt.crmina una in .. ersión de G sobre la 

superficie S • y sea P:~ --+ S la proyección cubrient.e orient.able 

de dos hojas definide por CP.)..) como en la primera part.e de la 

demost.racidn Es claro que con un peQuel'io abuso de not.acidn 

p 1 G).. • p
1

10).. • Por lo t.anto se sigue que si 2 y R: son regiones 

de cJ>'- sobre ~ apareadas por CPJ..) , entonces p
1
(R:)•p

1
<R> Est.o 

define una correspondencia ent.re las dos regiones de las dos 
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inmersiones de o sobre si y s tal Que las f'ront.eras de las 

regiones correspondient.es consisten de los mismos caminos en O 

ya que t.ale11 inmersiones son idénticas • se sigue que CP .X> 

deter .. ina la inmersión dada sobre S 

¿ Cuándo dos esquemas def'inen le misma inmersión , y CtJándo una 

inmersión determina una inmersión orient.able ? Eeo:t<1s preguntas 

serán contestadas con dos teoremas para lo cuál se necesitan las 

siguient..es de-f'iniciones , 

Una gráfica se dice Que es ho111eomorricmnente irreducible si 

t.iene un solo vértice o todo vért.ice t.iene grado al rnenos 3 , En la 

siguient.e discusión la gráfica O es fija , irreducible y íl denot.a 

el conjunto de t.odos los esquemas de inmersión generelizado de O 

Si U es un subconjunt.o de VCG) , ent.onces ºu el interruptor o 

ca11bio de volt.aje en U , es una permut.ación de n cuya acción se 

define COMO sigue : para cualquier esqueina de inmersión CP.X> de G 

, CP,A>0'
0 

es el esquema CQ,µ> con Q definido por Qv• e si v " u 

Qv•P~1 
E U , y µ(e);lll!>.,,(e) si y sólo si exact.ainent.e uno de los 

punt.os t.ersninales de e está en U • Definimos el grupo int.errupt..or 

t • <o0 ¡ U Si VCO) > • Si U es el simplete <v> , escribimos ºv en 

lugar de º<v>" Definimos ªuºv• ºu-v donde U-V denot.a la diferencia 

simét.r ica de U v V , 

Teorema 3. B. 6 Dos esquemas de inmersión de una gráfica 

irreducible G det.endnan la •isma in11ersión si ,y sólo si est.án en 

la •i-a órbit.a de n bajo la acción de r . 
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Demostración • Co•enceMOs por demostrar que dos esquemas en la 

Misma órbit.a determinan la 11dsma in11ersidn Se.a v un vért.ico 

arbit.rario di:J G y <P ,)..) un esque111« µare G Supongáse que 

<P ,)..) " •(Q ,µ) definimos la biyección de VCG>..) sobre V(Gµ) por 

iti<ui )•u\ s:i u.-.tv e i•0,1. 

lfJ(v )•v.. para i-0,1. 
' l 

(1) 

Es claro de la rorma que e v act.úa sobre los elementos de íl 

que 4> es 1Jn isotnorf isino de oA a Gµ , Más aún 

Qu.• P
0 

si u~v ,Qv•P~' (2) 

Oe aquí que en las inmersiones auxiliares de GA. y Oµ • 

Qrt;.uJ·· pu\. para todo 'll\ E vcoX>•V(Gµ) • (3) 

Est.o significa que el isornorfiimo tfJ es conforme con esas 

inmel'a;:iones • Sin e-mbargo , l.8is fronteras de las f'egiones de las 

dos imnersiones de G definid1,1.s por <P.> . .) y <Q,µ) son det.erminad.as: 

por la sucesión de las primeras coordenadas < vértices de G ) a 

t.r-e.vés de les front.el'as de las regiones levant.adas en las 

inmersiones auxiliares de G).. y Gµ • En vist.a de (1) • <2> y (3) de 

arriba , esas sucetdones son idént.icas 

det.er11inan la •ie:ma inmors-ión de G • Ya qqc 

Así <P _A) y <P.~>", 

<o 
V 

V E VCG) 

generan el grupo int.errupt.or r la deiaost.ración de s:qficiencia est..li 

concluida. 

Inversament..e • supóngase que (p ,A) y <Q.µ) det.erminan la misma 

in11el'sidn de G . Para cada v ~ VCG) P..,, Qv describen una de las dos 

posibles permu1.aciones cíclicas inducidas sobre los arcos en v por 
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fSTR 
SALIR 

la inmersión o De aqUÍ QUe p V • Q~tvl donde &(V)•±1 o 

TESIS 
Df t/1 

Na DEBE 
8/B~WTEGA 

Sea U • < v E VCG> / cCv)•-1 > y definimos (Q'',µ") • <P.>..>au 

Por la •anera en la cual los element.os de U fueron 

sel&ccionados • sabemos que O" • Q para t.odo vért.ice v de G Por 
• V V 

la primera part.e de est.e t.eorema , los esquema CQ" ,µ") y <P ,>..> 

def'inen la misma inmersión de G • v por lo t.ant.o t.ambién CQ",A.") y 

CQ.µ> • Ya que con ant.erioridad sabemos que Q"•Q , la demostración 

est.ará co .. plet.a cuando se demuestre que µ"•µ • Entonces , debido a 

la siittet.ría de la sit.ul'llción , debemos suponer que para alt;una 

af'ist.a e•uv , tenemos µ"Ce)-0 y µ(e)•1 • Supóng-ase que el sist..ema 

de rotación o es t.al que oy<t:>•e • Qy(e)•h Qu(d)•e-t, ouce-1)•f, 

Se sig-ue de la def'inición de Q).. y Qµ-· que la fig. 3.11 describe 

las inmersiones auxiliares de Gµ y otl" cerca de e' y e' Ahora 

sin embargo • se sir;ue que la inmef'sión det.erminada por (Q" ,µ"> 

t.iene una región a saber PC~1 ) cuya f'ront.era cont.iene la porción 

· · · - r - e - g -i_ · · • • Un examen de la ininersión de Gµ revela 

que est.o es inconsist.ent.e con el requerimiento que cada vért.ice 

t.iene valencia al menos 3 <El t.eore111a vale clarainent.e para 

gráf'icas irreducibles excepcionales con valencia ,.ínima menor que 

3 ) • Así t.ene111os que µ''•µ y de aquí que <P.A>ou •CQ" ,µ")•CQ,µ) • 
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,., 
h' 

e.' v, 
~ 

Gf'-' 
q; 

. ~ ~5' 
e• 

v, 
h' 

Plr;~ro 3, 11 

Es ahora •uv f'ácil det.er11inar cuando dos esquemas CP,1'.> y 

(Q,µ) derinen la 111isma in•ersi6n de G Priniero deberwos t.ener 

Pv•Q~tv) con &(v)•±1 para t.odo v G VCG) en adición CP,)l.)uu debe 

ser ig-ual a CQ,µ) donde U • { v E VCG) &(v)•±i >. 

La siguiente def'inición y t.eore•a da la respuesta a la segunda 

de nuestras pregunt.as • Dado un esquel'llla de inmersión CP ,).) de G un 

ciclo de O es A-t.rivial si cont.iene un núawro par de arist..as 

Teoreaa 3, 9. 7 • Si O es una g-ráfica irreducible , ent.onces el 

esquema de inmersión CP J.,) define una imnersión orient.able de G 

sobre una superficie S si y sólo si todo ciclo de G es >..-t.riviel 

Oemost.ración , Supóngase que t.odo ciclo de O es )1.-t.rivial • Se 

sig-ue que pera cualquier vért.ice v de G , v 
0 

v v, 
dif'erent..es: component.es d" G).. • Porque si suponemos 

pertenecen 

QUe V
0 

V 

est.án conect.ada.s por un ca•ino w de G"J.... Ent.onces la proyección de 

w en G es un camino cerrado con un ntl1110ro impar de aristas e t.al 

que >..Ce)•1 , Ya que est.o contradice la hipót.esis de X-trivialidad. 

Se sigue que G>.. es por lo t..ant.o disconexo • Así la superficie ~ 

sobre la cual o'>.. es inmerp;ida t.iene dos cotaponent.es orient.ables 

cada una de las cuales debe ser hoftteOllK>rf'a a S y por lo t.ant.o S es 

orient.able , 
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Inversaatent.e • Supóngoase que S tts orient.able Entonces esta 

in.el'sión puede t.a11bién ser def'inida pof" algún escsoema CQ ,Ol donde 

O<e>-0 paro11 t.odos los arcos e • De o11qui Que exist.e un subconjunto 

~ de V<G> Lel que CP,)..)au•(Q,Ol • No obstant..e es fácil verificar 

qu~ la operacidn de canibio de volt.aje preserva la ~-t.rivialidad de 

los ciclos • As! • ya que los ciclos de O son 0-t.riviales 

ser t.a•bién A-t.riviales. 

deben 

Pode-ntos ahol'a en lugar de usaf' un.a descomposición reducida. de 

bande:s t..rcbe.jair con es:quecu.e.s de inmel'sión generalizados. 

Un.a ror!IM. de represent.ar un esque•a de in•ersi6n g:enel"alizado 

e• escribir la peratut.ación cíclica de cada. vértice sef'iala.ndo con 

un supcr!ndic& 1 si Ja arist.a t..lene volt.aje 1 

euperíndice el volt.aje O, 

la a:usehcia de 

EJe•plo. 3, i Consid6rese el siguient.e sist.em., de rolaciones: 

u. cbd. x. abg. 

v. aJh. y. tdr. .. ecfe • z. hijg. 

La figur~ 3.12 ilustra. una provecci6n de est.e siste•.a d .. 

rot.ociones 
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e 

Fii;ura. 3.12. 

Sus caras son ! cbghabdfe • gaj , e cfijhid la in•er-sión 

tiene ¿ caras y es or.ie-nt..able pues t.odas sus ar!st..as t.iene volt.aje 

O , por el T. de Euler x<G>•6-1Q+¿-o por lo l.ant..o por el T. 3.8. 3 

g• f.;z(2-0>•1 por lo t.ant.o la superficie S 
9 

donde 

S el t.oro • • 

est.á inaersa G 

El t.ipo ~ ~ caR1ino se def'ine como la suma de todos los 

volt..3Jes de su.s aristas , así los cardnos serán de t.ipo O o t.ipo 

con est.o pode9os cOfnplot.ar el algoritmo de t.r-azo de caras para un 

esquema de inaersión generalizado de la sigulont.e Manera par.a 

det.er•inar la siguient.e ari.st.a se t.otnará en cuent.a el tipo de 

<:ludno trazado hast.a ese paso , si el Cal'tino t.razado es de t.ipo O 

se t.011ará la al"ist.a posterior y si es de tipo 1 se t.011arii la 

arist.a ant.erior en el vért.ice t.er•inal 

Algorit..o d~ orient.ubilidad 

El últ.b10 t.&or8a nos da tin criterio para deLer•ina:r cu~mdo la 

s1.1perricie que determina un esq. de in111. gen. CP .),.> de una g:ráric.a 

G e$ oril!!nt.a.ble o no • Para hftcer-lo tomemos un &rbol generador T 

de la gr-áf'ica G y cambieMOs las per1nut..aciontu: c!clicas por su 

lnvers.a en los vértices: de T de forma t.al que t.odas las aristas de 

T t.engan volt.aje O • llaatelltQs U al conjunt.o de vértices aue 

caabiaron su permutación entonces CP ,>.,)
0 

det.ermlna une inMcrsión 

idént.ica de O que CP ,A.) ,cualquier arista con volt.aje 1 en G - T 
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nos da un ciclo que no es t.rivial en CP ,).) u por lo tanto la 

superficie es no orient..able si v sólo si alguna arist.a en G - T 

tiene volt.eje 1 • 

EJe•plo 3. 5 Una inlftersión de t., en la bolell.a de K.lein N2 veá.se 

la rigura 3.13. 

'2' I:> l'igura 3.13. 

Su esque•a de imnersión es 

V o v, v, v, 
V VO 

' 
v' • v, 

v, Vt v0 v, 
V VO • v, v' 

' La gráfica de volt.aje respec::t.iva se ilustra en le. figura 3.12 

las car-as de est..a inmersión son Cv
0

v,v
3
v

2
v

0
v'iJv

1
v

2
) Y Cv

1
v

0
v3v? 

aplicando la f6r,.ula de E\ller Len~s .:t' • 4 - 6 + 2 • O ent.onces 

t • 2 - O • 2 superficie no orientable de género 2 cotno 5e t.enía 

orJginal•ent.e • 

Ejemplo 3. 6 • En la f'igura 3.1¿ a>~ tenemos repf'esent.ado 

un esque•a de in•ersión )l. de una gráfica O • en la Pig. 3.13 b) la 

1dsma gráf'ica con las permut..ac:iones cambiadas en los vért..íces v 0 y 
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Figura 3. U 

La segunda representación t.iene t.odas sus ar ist..as con volt.aje O 

por lo que la gráf'ica de 3.12 a) es orient.able • sus caras son 

Y (V V V V V V V V ) 
•1oa2430 

aplicando el t.eorema 

de Euler X • 5 - 8 + 3 • O • la superf lcie de est.a inmersión es 

orient.able de género 1 el t..oro , 

Una f'orma de describir un esq. de inlR. gen. de una gráf'ica 

simplicial es a partir de una 1nat..riz de adyacencia , en la que se 

use signo negat.ivo si la arist.a en cuestión t.iene volt.aje 1 y sin 

signo si el volt.aje es O se usan subíndices para indicar la 

Per111ut.ación cíclica por renglones , las siguientes 111at.rices 

describen las inmersiones de los ejemplos 3. 5 y 3.6 • 

VO V 

' 
v2 V • VO V 

' 
V 2 v, v, 

V o 1, 1 1 V o 12 o 1, 1 

' o ' 2 o 

V 1 o 1, -1 V 1, o 1, 1, 
' ' 2 ' 

12 1 1, 
V o 1 

2 
o 1 • 1 • V 2 • 2 

V 1, o 1 o 1 
2 V 1 -1 1 o • ' • • • 2 V 1 1 1, 1, o 

' ' 2 

Ejemplo 3, 7 La siguiente es la 111at..riz de adyacencia de r:7 con 

t.odas las entradas positivas , cualquier ot.ra inriersión de r:7 en 
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una superf'icie orient.able es idéntica a una de est.as • por lo que 

podemos asegurar que ést.as son t.odas las inmersiones orient.ables 

de K, 

V 
o 

V • y 2 V 

' 
v, V • 

•o o 1,0 1 1 1 1 
po po pO pO 

v, 1 o 1 1 1 1 
p• p< p< p< p< 

v, 1 
p2 

1 
p2 

o 1 
p2 

1 
p2 

1 
p2 

v, 1 1 1 o 1 1 
p• P' p• pa p• 

V< 1 1 1 1 o 1 
p• p• p< p• p• 

V • 1 1 •• 1 1 1 o 
po po pO p• 

Para cada vértice tenewt0s 61.16 per•ut.aciones cíclicas son 7 

vért.ices entonces tenemos (5D7 inmersiones orientables no 

idént.icas. 

¿Qué f'racci6n de todas ést.as in111ersiones tienen t..odas sus caras 

triangulares ? Cont.areinos pri111ero las in1Rersiones que t.lenen seis 

caras de t..res lados que cort.an al vért.ice v 
0 

Sea (va.v,.v2,va.v
4

,vd) una per•ut..ación cíclica de los vért.ices 

v
0 

• la lnntersión contiene la esquina ccv,v
0

).Cv
0

v2>> por lo tanto 

cont.iene la arista (v,v
2

) ent.onces v
2 

llene co110 permut.ación 

( • • • v v ) las cu a t.. ro ar islas restantes pueden ser aco•odadas en 3 f 
• o 

per•ut.aciones cíclicas :, para una permut.acidn cíclica de 

<v,.v2.va,v
4

,v
0

,vd > se llenen (31)0 posibilidades ya qué el 

mi.ero de permutaciones cíclicas de v
0 

es 51 ent.onces el número de 

inmersiones orientables con est.as condiciones es a lo más 51 C31 ) 6
• 
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Si queremos que t.odas las caras de una inmersión sean 

t.rhmgulares ent.onces debe ser una de las que tiene seis caras 

triangulares que inciden con v 
0 

La f'racción es Mnor que 

51(31)d • ~ - __ 1 __ < __ 1_._6 __ 

<5D 7 (Sl)d <2x10)d 10 9 

En una ininersión dada unt11 l"egión dice que es aut.ocolindant.e 

coherent.e a lo largo de la arista e , si la arista e aparece dos 

veces en sentido opuest.o autocolindant.e no coherente si 

apal"ece en sentido idéntico > sobre la f'l"ont.era or-ient.ad'l de 

la región • 

Si <P.A) y (Q,µ) son esquemas de inniersión para la g-ráf'ica O 

deci1~s que CQ.µ) es una pertUl"bación de <P ,A) si P • Q exist.e 

una arista e de G t.al que para todas las aristas d de O 

µ(d) • )..(d) si v sólo si d ~ e • De la •imna f'orma decimos que 

<P.A> es perturbado en e y produce CQ.µ). 

Los efectos que puede producir una pert.urbación sobre el número 

de regiones y la característica de Et.tler son cont.est.ados en los 

siguient.es result..ados : 

Lenae 3. 8. O • Supóngase que el esquema de inmersión <P .A> de 

la g'ráf'ica O es pert.urbado en la arist.a e v produce CP ,µ) 

Entonces tod8s las re,; iones deter111inadas por CP ,A.) que no 

contienen a e son t.aJl'lbién regiones de <P ,µ> pero : 

(e) Si e est.4 sobre la f'ront.era de dos regiones dist.int.as de 

<P,A> , estas se ldent.if'ican en IJ08 región simple de CP.µ> la cual 

es aut.ocolindant.e coherente a lo largo de e • 
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Cb) Si una ret;ión R de <P ,A,) es aut.ocolindant.e coherente a lo 

largo de e 1 es cambiada en ot.ra reg-ión aut.ocolindant.e coherente 

de <P.µ) • 

Ce) Si una l"'eg"idn R de <P.A.> es aut.ocolindant.e a lo largo de e 

Se descocipone en dos regiones deo CQ,µ) • 

Dent0sl.Nlcidn 

Ca> Si 1-eis dos l'eKiones de CP,A.> tienen f'ront.er.as eni,e,e
1 

Y 

rn.e-'.r, en t. onces la nueva región tiene front.era 

la fig-ura 3.15 • 

o e, e. F, 

(b) Si le reg-ión de t. ion e f"ront.era 

e,, ••• ,em ,e-t .r, ,. , . ,r n'e 

e,, .•• e
111

,e-• .f'~' , .••. r~' ,e 
e., 

e f~ 

(e) 

la nueva región tiene fornt.era 

ver fir;ura 3.16. 

Pig-ura 3.16. 
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t..ien4' inMrsiones no orient.ables de ese género • 

Tcorew1a 3. 8.11 Sea rCG) el nllmero ia:~xbto de regiones en 

cualquier inmersión de la grár le« G sobre cualquier superficie 

cerrbda • Si O es conexa ent.onces posee inmersiones 2-celulares no 

orient.ables con r regiones sobre superficies cerradas • para 

cualquier r ent.ero t.al que 1~ r :s r<G> • 

DeMOst.r4ción • Sea (P.)..) un esquema de inmersión Que det.erlft.lna 

una 1nMersión de G con t-(g) regiones Sl r(g:) io! 1 ent.ances 

existen dos re, iones las cuales compart.en una ari9t.a e • Sea CP ,µ) 

el esqueoa obt.~nido de pe:rt.\Jl'bar CP .,)...) .a. lo lat"go da e , se sigue 

del t.eoreMa • • • • • que CP ,µ) deterwdna una innaersión de O con 

r<G>-1 regiones y que la nt.Jeva región es aut.ocolindant.e no 

coherent.e , por lo t..ant.o la inmersión def'inida por CP,µ) es no 

orient.J)ble • Si rCG)-1 • 1 ent.onces t.er'9tinamos • si no cont.inuamos 

hast.t"t Que r<G>-1 • 1 • 

Corolario 3. 8.12 Supóng-eimos Que la. gráfica G t.iene p vért.ices y 

q at-ist.aer • Entonces G t.itme una in111er-si6n 2-celular sobre la 

superricie no orient.able Nk k ent.ero t.al que : 

y((J) ;; k ;; q-p+1 • 

De.-ost.ración • Por el T. ant.erior G tiene una iniAersión celular 

con exact.ament.e una cara , por la ról'Jl'tula de E:uler 1" inmersión es 

sobre S"' y aplicamos el t..eorema anterior. • 
q~p+i. 
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