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INTRODUCCION

Una inmersion de un espacio X en otro espacio Y , es una
idea topdélogica . En el caso particular de qus X sea una
grafica y Y una superficie requiere de herramlentas
combinatorias paea poder ser definido precisamente .

El. capitulo uno de este trabajo esta dedicado a conceptos
de T. de graficas , Algebra vy Topologia con algunas
relaciones entre ellas .

En el =segundo capitulo se estudia el Teorema de
Kuratowski , el cual da un criterio de planaridad . La forma
en que es abordado este teorema nos proporciona un algoritmo
de planaridad que nos da la inmersien de la grafica con todas
las regiones convexas y iodas las aristas representadas por
lineas rectas en el caso de graficas planas 3-conexas .
Tambi¢n se trata la relacgion entre s1 T. de Kuratowski y el
T. de la curva de Jordan .

En el daltimo capitulo mediante el teorema de Stahl
obtenemos una caracterizacién de la inmersion de una grafica
en una superficle wtilizando tanto wmétodos topolégicos
baslcos como herraalentas combinatorias



CAPITULO |

En este capftulo se desarrollan los conceptos de teoria de
graficas y topologia necesarios para la elaboracidén de este
trabajo. Los conceptos relacionados con la teorfa de grupos tales
como : grupo, homomorfismo, generador, orden de un elemento, etc.
pueden hallarse en un libro de Algebra MNoderna por ejemplo; A
first. course in Abstract Algebra de Fraleigh (4 1.

1.1 Definicicnes bésicas.

Una gréfica G consiste de un conjunto Vu de vértices v un
con junto Ea de aristas. Cada arista e tiene un conjunto de
vértices VD(e) a los que llamaremos puntos extremos de e, este
conjunto puede tener uno o dos elementos de Vu. Definimos la
estructura de incidencia de G como el conjunto I ={ V (e { e<E ).
Si es claro a que gréfica nos estamos refiriendo usaremos V v E
para denotar los conjuntos de vértices y aristas de la gridfica. Si
Va<e)-1 diremoz que e e8 un lazo, si existen aristas con el mismo
conjunto de puntos extremos entonces les llamaremos aristas
miltiples, .

Una gréfica es simplicial si no tiene lazos ni aristas

miltiples., se vprefiere el término simplicial al comunmente
utilizado de "simple", porque en el sentido topolégico una de
tales gréficas es un 1i-complejo simplicial como se verd
posteriormente.

Si en una grifica G , V v E son finitos entonces diremos que G



es una gréfica finita, en este traba jo consideraremos
exclusivamente graficas finitas,

Una gréfica G tiene una representacidn geométrica que se

obtiene de la siguiente manera : cada vértice v de G por un punto
an el plano y cada arista & por un arco de modo tal gque no corte
otros puntos que no representen sus puntos extremos.

Ejemplo 1. Definimos G con V-(v‘.vz,v,) y E-(e‘.ei.e;.e‘.en)
Y estructura de incidencia { V(e‘)-(v‘,vz). V(el)-(vz,va).
V(ea)-(vt.vi), V(e‘)-(v“vi). V(e5>-(v=) > G no es simplicial
pues tiene al lazo e, v las aristas miltiples e, ¥ e, en la
figura 1.1 se dan tres representaciones geoméiricas de esta

gréfica.

Fig. 1.1

Si una representacién de una gréfica G es tal que para todo

par de arcos distintos e Y ej se tiene e) n eJ-O . entonces

diremos que la representacidn es plana, las representaciones (a) vy

6Cb> de la fig.1.1 son planas, la (c) no lo es.



Ejemplo 1.2, Sea @ definida por V= (v’ AR A
E-(e‘.ez.e’.e‘.eu); < V(e‘)-(v‘ .v,) . \’Cez)-(vl w3 V(e:)-(vz .vs}.
V(:.-‘)-(vz 'Va) 1% V(es)-(va.v‘). G es una grdfica simplicial, ver

representaciones geométricas de esta gralfica ep la figura 1.2,

\/:_ e 3 VS \/,. 63 Vg

Yy

e| e5

Figura 1.2

La mitriz de incidencia de una grifica G tiene #V renglones y

#E columnas, donde #S denota la cardinalidad de un conjunto S, la
entrada en el renglén ¢ y la columna j es 1 si ve V(ej) Yy
A‘V(e])-Z, es 2 si (VL)-V(eJ) y 0 si V.= V(ej) por ejemplo para las
grificas de los ejemplos 1.1 v £.2 tenemos las sigulentes matrices

de {ncidencia:

E‘ el ez e‘ eg E! E: e] e‘ eﬂ
v, ft o ¢t t 0 v[ft t 0o o 0o
vt ¢+ o o o v,oo t 1 1 0
vpio t o1 1 2 vo]t o 0o 1 1

v [¢] o o 0 1
4
Yalo 0o 1 o o

Al nuimerc de aristas que inciden en un vértice v se le llama



matrices de advacencia de las grdficas 1.1 v 1.2 ;

Yo Y2 Yy Yo Y2 Y Yo Ys
v, o 1 2 v, g 1 1 0 O
v, 1 o1 vs 1 o 1 0 1
Y, 2 1 1 v, 1 1 0 1 O

v, 0 0 ¢t 0 O
Vg ¢ 1 0 0 ©

Gréficas dirigidas.

Una direccidn para una arista e es una funcidén sobre de
{comienzo.fin }» -~ V(e) las imagenes de comienzo y fin son
llamadas punto iniclal v punto terminal respectivamente.

A menudo se considera a una arista e con dos direccicnes

arbitrariamennte distinguidas como direccidn positiva e v

direccidn negativa e”. En una representacidn geométrica una punta
de flecha es usada para mostrar la direccidn positiva, con el
punto inicial detrds de la punta de flecha y el punto final frente
a ella .

Una arista e con una direccidn positiva o negativa es llamada
una arista dirigida v es denotada por e’ o e”. Una grifica en la
que todas sus aristas tienen direccidn es una gréfica dirigida o
digrdfica.

Ejemplo 1.3. En la figura 1.3 se tiene la representacidn de

una gréfica dirigida.



Figura 1.3
Mapecs e isomorfismos de graficas

Sean G y G' grdficas. Un mapeo g_g_ gra‘!‘icas es una funcidn
£:G -— @' que consiste en un par de funciones g:Va—v Va, Y h:AG—OAa.
tales que : se preserva la incidencia en el sentido que para toda
arista & @ Ao . la funcidn h manda los puntos extremos de e en los
puntos extremos de su imagen f(ed, Es comin utilizar el simbolo
para las funciones de vértices v aristas g v b .

Ejemplo 1.4. Sean G y @° las grdficas de la figura 1.4, un

mapeo £:.9 —_— [he estd dado por; I‘(v‘)-f‘(vzi)-v; :
f‘(va)-f‘(v‘)-v; : f‘(vu)-t‘(vd)-va‘ : f‘(e‘)wcl’ B I‘(el)-!‘(ea)-e; f
fle dulCe e ; £Ce due’ .

Fig. 1.4

Un mapeo 6 — @° es llamado un jisomorfismo si ambas

funcicnes g vy h de vértices v aristas son 1-1 y sobre. Dos



gréficas se dice que son isomorfas si existe un isomorfismo entre
ellas.
Ejemplo 1.5. Sean H vy H~ las grdficas de la figura 1.5

definimos f:H — H® : f(vk)nv_l' para t=1,...5 I‘(el)=el' para

=i, ...8. V‘ H H‘

V.o e‘; \("

N ;
Figura 1.5 €‘~

Observemos que las grdflicas de la figura 1.5 resultan ser
isomorfas, mientras que las de la figura 1.4 no lo son.

Un isomorfismo de una grifica en =i misma es 1llamado un
automorfismo. Bajo la operacidn de composicién de funcicnes los
automorfismos de una grdfica forman un grupo llamado el grupo de
automorfismos de la grdfica v es denotado por Aut(G) .

Ejemplo 1.6, En la grdafica H ™ de la figura 1.5 consideremos
el mapeo : h(vg’):v; . h(v;)ﬂv; . h(vz')av; . h(v;)av; . h(v")nv; .
Claramente h es un automorfismo. Usando notacidn de permutaciones
ciclicas ., h puede ser expresado como ; mapeo de veértices de
h-(v;vz’v;v")(v;) : mapeo de aristas de }x=(e;ez'ea'e:)(eu'e;e7'e;).

Las gréficas de la figura 1.6 tienen como grupo de

automorfismos al grupo identidad.



Ve

V) v,

V. Y/
v, NI

Figura 1.6

La sucesidn de valencias de una grdfica estd formada por la

lista de todas las valencias de sus vértices.

Ejemplo 1.7. La grafica de la figura 1.7 tiene como grupo de
Vi

automorfismos a Za.

v, v
V;_ LY T
Figura 1.7. '
Los automorfismos de la grdfica son : id el automorfismo
identidad ; (v du=v” | ACvDuy T Ay Td=v. o 20y ey T |
i 3 [} i ¢ [ i i
2(v,l')-v( . 2(v_: ‘)-v: ; con t=0,1.2, tenemos que 1-1w2 | 1:2wid |,

2+1=id por lo tanto el grupo de automorfismos de la grdfica es
isomorfo a Za'
1.2 Algunas clases importantes de grdficas.
Sean u,v @ V(G> , un camino dirigido de u a v en la grdfica G

as yna sucesién de veértices vy aristas dirigidas



- -
W o= vn.efl.vt.e:z.....e:n.vn (donde &%ime o e%me™) . la arista

dirigida e‘fl va del vértice vmal Y. 8 v mu se le llama ydrtice

t
inicial y v =v se llama vértice final. Si u=v entonces se dice que
¥ es un camino abierto en otro caso se dice que ¥ es un camino
cerrada.

Un camino abiertoc es una trayvectoria si todos sus vertices
son distintos . En general se denota por P a una trayectoria con
n vértices . Si el camino es cerrado y ademds todo par de puntos
son distintos excepto el punto inicial y el final diremos que éste
es un ciclo . Cuando el numero de vértices es n se denota Cn.

Al referirnos a un camine en una grafica simplicial omitimes
los vértices v solo escribiremos H-el,ez.... ..

Una gréfica es conexa si para todo par de vértices u vy
v, existe una trayectorla de u a v.

Un arbol es una grafica conexa sin ciclos. En la figura 1.8

se muestran varios ejemplos de drboles.

K

Figura 1.8.
Los teoremas siguientes son de utilidad en algunas de las
demostraciones de este trabajo. Para su prueba ver Curcd [ ),

Teorema 1.2.1. Sean u y v vértices de un drbol T entonces



existe una Unica travectoria de u a v.

Teorema 1,2,2. Ses T un drhol, entonces #V = JE+i.

Teorewma 1.2.3. Todo drbol ng trivial T Liene al menos dos
vértices de valencia 1.
’ Una grifica simplicial se llama grifica completa si para todo
par de vértices uw y vde G u¥v , u v v son adyacentes . La grifica
completa con n vértices se denota Kn. En la figura 1.9 se dan

varios ejemplos de gréficas completas.

N

3 ©
Figura 1.9.

Grdficas de Cayley

Sean # un grupo y Xm={ LIERE > un conjunto generador de
A, La gréfica de golor de Cayley €C 4,XD tiene como conjunto de
vértices a los elementos del grupo & ., las aristas estdn dadas por
los elementos del producto cartesiano Xxd . La arista (x.a) tiene
como  puntos extremos los vértices a vy ax , con la direccién
positiva de a a ax . Es conveniente escribir x, en lugar de
(x.a). Diremos que la arista x, es de color x . 51 el grupo no es

abeliano entonces ax puede ser distinto de xa . va gue x opera a

10



los elementos de o por la derecha . a la grdfica de color de
Cayley se le llama grdfica de color derecha de Cayley , si
tuvieramos xa en lugar de ax como x opera a a por la izguierda
tendriamos 1a grafica de color izquierda de Cayley . .
Consideraremos solamente grificas de color derechas de Cavley vy

nos referiremos a ellas como gréfica de color de Caylev.

Si las direcciones y los colores son suprimidos a la grdfica
resultante se le llama GQrdfica de Cavley para el grupo o y el
conjunto generador X v lo denotaremos 8¢ #,%X >°,

Ejemplao 1.8. Consideremos los grupos szzz . Zn v Z‘ .
Respectivamente Xm{ (0,1).(1,00 » , X={1 .2} y X=(1} conjuntos

generadores de €stos . La grifica de color de Cayley junto con la

gréfica de Cayley de cada uno se muestra en las figuras 1.10 v

Lo,o) (1,0

n —>— (1,0) i
i o) |
/ |
A N,
«)li} ] (OJ) )
e (szzz.(ci .0),€0,103 -4 CszZz {C1 0) (0 ,l)))u
Figura 1.10

11



im0,...,3  es consistente en color por definicidn ; todas las
aristas de $(4, XD tienen color % vy las aristas imagen tienen
color 2 . La funcidn f preserva direcciones, sea a punto inicial
de: 1° entonces f{(admgts es punto inicial de ZM’Q ; ademas € fija
jdentidad , £(0)>=0 mod 8 .0 & Z‘ .0 e Zq.

Ei siguiente teorema muestra la conexidn entre graficas de
color de CQavley vy los homomorfismos de grupos,

Teorema 1.2.4., Sea P un mapeo £(4.X) — €0 TX')> conssitente
en color , preservador de direcciones y gque deja fija a 1la
identidad . Su funcidén de vériices coincide con un homomorfismo de
grupos 4 — #'. Inversamente . cualquier howmomorfismo de grupos
hi # — &, tal que h{X> < X coincide con una funcidn de
vértices de un mapeo de grdficas ¥« X) — € %') consistenle
en color . preserva direccidn v fija a la identidad.

Pemosiracidn. t4)P.D. que £ es un homomorfismo.

Para poder hacer la demostracidn probaremos primero la
sigulente propiedad :

a) flaxTafCad(xI’ ¥V ¢ & f x @ X v omtl . donde x'm x y
x™ es el inverso de x en 4 . ’

Tomemos una arista en la gréfica de Cayley con extremo
inicial a vy ax respectivamente de color "x" . se sigue que en la
grdfica de Cavley (<’ ,X°) existe una arista que va de f€ad a
flex> . Ademds , esta arista tiene el mismo color que la arista
que va de 1A,a f(x> ., va que f es consistente en color . preserva

direccién v rija identidad . La arista de IA, a P(x) debe ser

13



coloreada con “f(x>" por lo tanto la arista que va de fCad a flax)
debe tener color "f(x>'. Por la definicién de grdfica de color de
Cayley se sigue gque fdaxd=f(alf(x) . Para mostrar que
£Cax HDmPCadrcxd™! simplemesnte observemos que
flamfax ™ xIar(ax™)0CxD .

La igualdad flab)I=f(ad((b) se sigue expresando & en términos

de elementos de X b-x‘l’u--x‘:n y aplicando la propledad <a)
t.enemos que Nb)nl‘(x‘)a:- .. {‘(xn)an por 1o que

£CabI=PadfCx 3% - -£Cx 37n = £CadPCL)

- > Sea hi# — « un homomorfismo de grupos tal que
RCX) < h(X') .Definimos el mapec de grificas [:8C7,X)——8Cs" XY
como sigue : sl a es un vértice de ¥(&X) , entonces f{ad=h(a) .
Si e e= una arista con extremo inicial o y final ox , de color x
entonces f(e) es la arista que va de fCad a (Caxdwf(ad(x) de
color f(x) . Observemos que f es consistente en color va que si e
vy d son dos aristas de color x es decir que pueden ir de a a ox v
& a bx entonces fCe) va de el a flaxI=f(adf{xd v (d) va de £¢&
a POXI=f{LIN(x) v las dos Lienen color f(x).

f preserva direccion pues por definicidn manda puntos origen
en puntos origen . Sea e la arista que va de 1A a x entonces f{Ce)
va de i‘CiA) a f(iAx)-f‘(x) por lo tanto f‘(iA)-lA_.n

Una grdfica alternativa de Caylev se define como una grdfica

de Cavley excepto que cuando un generador x tiene orden 2 (e.d.
x’-1‘) en el grupo A , para todo elemento a ¢ & las dos aristas :x_

Y X, de una grdfica de color de Cavley £(+o.X} se identifican en

14



una sola arista denotada X, 0 % . La grdfica alternativa la
designamos €040 €(40°% vy 840! son llamadas grdficas de
Cayley .

Ejemplo 1.10. Sea 2z, con conjunto generadorX=( 1.2.3 ). en

la figura 1.12 se muestran sus grdficas de Cayley .

Figura 1.42.

Ejemplo 1.11, Toda grdfica completa Kn es una grdfica de
Cayley . Ya que si nu2pti | tomemos a Z“ como grupo Yy
Xw{ 1,3....2p-1 > como conjunto generador aseguramos que
e(Zn.x>° Y K" . Sean ab ¢ Zn entontes a-b ¢ b-a es impar vy por
lo tanto a-b o0 b-a @ X lo que implica que existe una arista de a a
bodedbvaa.

Si n es par igual a 2p entonces el conjunto generador aque nos
sirve es X={ 12....,p } . Sean ab @ zn entonces a-b o0 b-a € X
ahora X tiene un elemento de orden 2 por lo tanto ’tf(Zﬂ,I)t LS Kn.

Una gréfica es n~regular ( o solamente regular ) si todo

vértice tiene valcncia n . Si un grupo finito es presentado con g

15



generadores entonces la correspondiente grdfica de Cayley es
2q~regular . La grafica alternativa de Cayley es también regular .
pero la valencia depende del humere de generadores de orden 2.

La grafica 6 es transitiva en vértices si para todo par de

vértices u vy v existe un automorfismo de @ gque lleva u a v.
Para cada a € o definimos el automorfismo de gréficas iu de
acuerdo a las reglas ;
1acu)-au para todo vértice u @ .
iat (x,u) d=w(x,aud para toda arista (x,u) & Xxs.
Del automorfisme de graficas ia decimos que es una

traslacién izquierda de la grdfica de Cavley .

Ejemplo 1.12. Considérese a S: y X={ (123>,(12> > ., La

gréfica \ecsi.x) vy la correspondiente bajo la imagen de 1la

traslacién izquierda se muestran en la figura 1.13.
(13)

ey (113)

cmea—m ()
r"——“'( 32)
(x3) oy 7
(55X t'\ﬂv’
) Pigura 1,13, w (€15:,X))

Teorema 1.2.5 Cualquier grdfica de Cavley es transitiva en

vértices.

Demostracién . Sea £(4.,X) una grifica de Cayley v uy 5 o

16



entonceg la traslacidn izquierda 1V-1W llevau av .
El siguiente ejemplo wutiliza el teorema anterior para
demostrar que no todas las grificas 2q-regulares son de Cavyley.
Ejemplo 1.13. La grafica d4-regular que se muestra en 1la
figura 1.14 no es grafica de Cayley pues no existe automorfismo

gue lleve u a otro punto.

Figura 1.14.
El reciproco del teorema 1.2.5 no es cierto como lo muestra
el siguiente ejemplo.
Ejemplol.14. La gréfica de Petersen G . vedse la figura
1.15, es transitiva en vértices como se puede probar usande come
conjunto generador del grupo de automorfismos al siguiente: { £,

con i=0.....4 donde fl('j).' para wJ e Ea }y g definida

+jmods
como sigue ;(uo)-vo . g(u‘)-v‘ . g(uz)-vz . g(uz)-vi . g(u‘)w‘ .
g(vo)-ua . c(v’)-uz . s(vz)-u‘ N g(va)-u0 1% ng‘)-u. . Sin embargo
la gréfica de Petersen no es una grdfica de Cayley , lo cual

probaremos en seguida

17



Figura 1.15

G tiene 10 vértices y solo existen dos grupos de orden 10

Zm v D= . Ya que G es 3-regular debemos tener un elemento

de orden 2 v tanto Zm como Du lo tienen . veremos como pueden ser

los conjuntos generadores en cada caso .

El dnico elemento de Zw que tiene orden 2 es § |, asf que 5 ¢ X

el conjunto generador , el otro elemento puede tener orden 10 o §

en el primer caso tenemos X®{ S, b )} donde bw2,4,6.8 la grdfica

E(Zm.X)‘se muestra en la figura 1.15 si X=( 5, a » donde
awi 3,5.7.9 la grélica E(?. ‘X)’ se llustra en la f‘igura 1. 16.
Hb
0
S+4b sea

5 543,

¢4 ,(S.b})‘ s(z Bant

10 10

Figura 1.16.

Dl el grupo diedro de grado 5

. el grupo de simetria del
pentigono regular es generado por una rotacidn que tiene orden 5 v

una reflexidn que tlene orden 2 como el conjunto de generadores

i8



debe de tener dos elementos entonces X siempre tendrd los
elementos con los ordenes mencionados vy tendremos graficas de
Cayley isomorfas . En la figura 1.17 se pueden ver las grdficas de

Cayvley cuando Xs{ (12345).015>C24>C3) ).

{reaus)

~ <%

O(15514)

Gz Cnsus)
bz (1))

Y] O4253)
Figura 1.17

Una gréfica es bipartita si su conjunto de vértices puede ser

dividido en dos conjuntos ajenos ¥ v W tal que cada arista tiene
un extremo en U y el otro en ¥ . Si ademas tode vértice de U es
advacente a ¥ entonces diremos que es bipartita completa . si #Uem
y #¥Wsn la grédfica se denota por KMV“

Ejemplo 1.15. Sea 26 con conjunic generador X=(1,3) , en la
figura 1.17 estdn representadas E(ZO.X)O Y ECZG.X)‘ .

Un bouquet. de n circulos es una gréfica con n lazos en donde

todos tienen un vértice en comin , vedse la figura 1.18.

19
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-—3

3 5
6(25‘{||}))L

4 B
’ &0z, }13) 3

Figura 1.18.

1.3 Nuevas grdficas de otras.

Sean G vy @', decimos que G’ es una subgrifica de G si v sélo
si VG,: Vu « Epe !-:‘0 € Ia‘c Ia . 8i ademas Vc‘- Vu entonces se
dice que G’genera a 6 . Si una subgrdfica es un drbol v genera a
la gréfica entonces es llamado un drbol generador .

Una representacidén topoldgica de una grifica ] consiste en

asignar a cada vértlce un punto distinto vy a cada arista un arce
distinto homeomorfo al intervalo cerrado (0411 . Los puntos
frontera de un arco corresponden a los extremos de 1la arista
asignada . Los interiores de los arcos son ajenos y no cortan a la
representacidn de los vértices .

La subdivisidn de la arista e con puntos extremos v‘ Yy v,

consiste en aumentar un vértice v vy dos aristas e/ e" |, que van de
voavy de v a Va respectivamente,

En general ., una subdivisidn de una grdfica es obtenida por
una sucesidén de subdivisiones de aristas .

Dos grdficas G vy H son homeomorfas si existen G' vy H'

subdivisiones respectivas que son grdficas isomorfas , bajo esta
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definicidn dos grificas son homeomorfas si vy sdle si sen

homeomorfas como espacios topoldgicos . Ejemplo 1.16 . Un lazo es
homeomorfo & un ciclo de cualquier longitud , vedse la figura
1.19,

G Q Cy CC;/O

E‘igura 1.19,

El producto cartesiano de dos gréficas G v G’ es denctado por
Gx@’ y definido como la grdfica cuvo conjunto de vértices es Vax‘l(T
y conjuhto de aristas (En x En') ¥) (Vu x Eo) . 81 la arista
(eyve) & Eu x Va' y los puntos extremos de la arista e son YV,
entonces los puntos extremos de la arista (e,v-) son los vértices
(v‘.v') Y (vz.v') . Sl (ve) € Vax Eﬂ, v los puntos extremos de
er son v, ¥y vg entonces los extremos de la arista (v.e-) son

(v.v:) y Cv.v;) . En la figura 1.20 se ilustra el producto

xz x Ks.:'
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Figura 1.20.

n poliedro es un sélido limitado por planes , los planos que
limitan un poliedro se llaman caras ; sus intersecciones aristas ,
y las intersecciones de las aristag , vértices del paliedro .

La gréfica ascociada a un poliedro con los vértices y aristas
del mismo donde dos aristas son incidentes si tienen interseccién
no vacia en el poliedro . Dicha grifica es llamada el i-esqueleto
del poliedro .

Un n-cubo L el 1-esqueleto del cubo n-dimensional . Se
puede definir recursivamente usando la operacién de producto

cartesianoc con 0‘-Kz y para n 2 1 On“- Kz X Qn obsérvese la figura

1.21.
. m o) v ]
——
1
L-cobo 2-cubo 3-gubo H-Cuko

Filgura $.21.
El complemento de una grdfica simplicial G es denotado por <
vy es definido como la grdfica con el mismo conjunto de vértices

que G , en donde dos vértices son adyacentes en G° st y sdlo si no
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1o son en @ . En general se tiene que ( K UK > =K .
L] n mhn

La suspensidn de una grafica G con respecto a una grafica

@’ se denota G + G’ vy es aquella que se obtiene afiadiendo a 6 U G’

todas las aristas que tienen un extremo en Va y el otro en Vo -

De esta forma esta nuesva grdfica tiene como conjunto de vértices a

qu V. v de aristas a BGU Eo>U o, ox Ve .

Ml D

K3UK&‘ = 3‘* k +Ct(

Figura 1.22.
La grdfica n-octaedro (.ln es definida recursivamente con 01-1(:

- e
Yy paran 2 1 Oh“ On'" Kz .

=a Y

¢
L 0. 04k O_ﬁo,_‘k-;(

Pigura 1.23.
Sean @ , G' gréficas v f:H — H’ un isomorfismo entre las
subgréficas H , H' de G v G’ respectivamente . La amalgamacidn
(<] "o G’ es oblenida de la unidn de @ vy G' identificando H v H’ de
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acuerdo al isomorfismo f .

Ejemplo 1.18. El1 bouquet Bm es una amalgamacidn de los

Kk
bouquets Bn v Bk en un vértice , vedse la figura 1.24.

Ve Vi
B B, (™

B,.‘, Be= Busc

Figura 1.24.
1.4. Syperficies.

El concepto Lopoldgico de superficie es wuna abstraccidn
matemédt.ica del concepto familiar de superficie hecha de papel ,
lédmina metdlica , pldstico u otro material delgado cualquiera .

Comenzarewos considerando dos superficies conocidas ; la
esfera vy el toro abstracciones matemdticas de una pelota y una
cédmara de llanta respecuvamentg , observense los dibujos de la
fugra 1.2¢,

Una asa es un toro al que se le ha quitado un disco . Una
esfera con n asas es una superficie esférica con asas distintas
pegadas a h agujeros circulares de la esfera , en la figura 1.25

se puede cbservar una esfera con una v con dos asas.
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A las superficies homeomorfas a una esfera con n asas las
denotaremos Sn . Asf Sn es la esfera , S‘ es el toro , sz es el
doble toro Sa el triple tore , etc. todas estas superficies las

llamaremos superficies cerradas orientables (fig. 1.25.).

Esfera Tore Esfera Con un  Qsa

Figura 1.25.

La banda de Moebius se puede obtener de una pieza rectangular
de papel dandole un medio giro intercambiando los extremos
inferior y superior de un lado y finalmente pegando el lado
derecho con el izguierdo como puede observarse en la figura 1.26.
A la operacién de pegar se le da el nombre formal de identificar
cuande se trate de superficies abstractas . De esta manera se
puede obtener el toro identificando lados opuestos en direcciones

opuestas ( Fig. 1.26 ).
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Figura 1.26,

Al obtener la banda de Moebius , la linea central de la tira
rectangular pasa a ser un circulo tras la unién o identificacidn
de los dos extremos , si especificamos un sistema de coordenadas
dirigidas v lo trasladamos por ese circulo hasta que complete una
vuelta una de las direcciones queda invertida .informalmente

diremos gque por este hecho la banda de Moebius es no orientable.

Figura 1.27.
Si uno quita un disco a la esfera , la frontera de esta
superficie esférica es homeomorfa al <irculo . La superficie

obtenida al identificar la frontera de la banda de Moebius con la
frontera de un disco , es una superficie a la que se llamard plano
proyectivo .

La botella de Klein es obtenida guitando dos discos a una
esfera e identificando dos bandas de Moebius una en cada hovo. El

plano provectivo y la botella de Klein son superfices no
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orienbables . Para k = 01,..., la superficie obtenida de hacer k
hovos en la esfera v taparlos con k bandas de Hoebius se denota

Nk . Una superficie que contenga un subespacio homeomorfo a una

banda de Hoebius se dice que es no orientable .

Una inmersidh de una grifica en una superficie es una funcidn
continua 1-1 de una representacion topoldgica de una grédfica en
la superficie .

Si unha grafica conexa es inmersa en una =sfera . entonces el

complemento de su imagen es una familia de regiones o caras . cada

una homeomorfa a un disco abierta . En superficies mds complicadas
las regiones no necesariamente son discos abiertos . §i llega a
suceder que todas las reglones son discos abiertos ., entonces la
inmersion es llamada una inmersidn 2-celular .

Fa denotara al conjunto de regieones de una inmersidén {:G — §
si se consldera mds de upa inmersidn de la grdfica . entonces se
denotard en el subfndice a que inmersicn se refiere . Si G es la
uUnica grdfica que se considera entonces se usard F en lugar de Fa'

El nimero de lados o tamaKe de una regicn I es definido como
el numero de lados-aristas que se encuentran al recorrer el
circuito que es frontera de la regién v se denota por S‘ . Si toda
regidn de una inmersidn de una grdfica tiene 3 lados entonces se

dice que la inmersidn es triangular.
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CAPITULO I1

El problema de determinar si una grédfica es inmergible en la
esfera So es equivalente al de saber si una gréfica es plana o
n;:. es decir si tiene una inmersion en el plano . Esto se puede
probar si se usa la proveccidén estereogrdfica de la esfera en
el plano ., El primero en abordar este problema fue Kuratowski en
un artfculo publicado en 1930 [ 8 1 dande las condiciones
necesarias v suficientes para determinar si una grdfica es plana
¢ no a este resultado se le conoce como el teorema de Kuratowski .

El presente capitulo contiene las definiclones de género de
una superficie v wuna grdfica . una demostracién del T. de
Kuratowski dada por Thomassen en 1979 { 13 1 donde utiliza la
operacidén de contraccidn de aristas ., a la vez demuestra los
teoremas de Fary y de Tutte |, produciendo todo esto un algoritmo
de planaridad para grdficas 3~conexas en el caso gque la grafica
sea plana una inmersidn donde todas las caras son regiones
convexas vy todas las aristas son lfneas rectas . Por ilLimo se da
un tecrema publicado por Thomassen en 1990 [ 16 1 en el que
establece una relacidn entre el teorema de la curva de Jordan vy el
teorema de Kuratowski .

2.1 Gréaficas de Kuratowski

La expresién #V=-fE+#Fu2 que relaciona los nimeros de

vértices , aristas vy caras de un poliedro esférico ya era conocida

por Descartes en 1640 { 1 pero la primera demosiracidn fue dada
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por Euler en 1752 . Al lado izquierdo de la ecuacién se le llama

férmula de Euler , el lado dereche es la caracteristica de Euler

de la superficie . La caracteristica de Euler de la esfera es 2 .

Para la demostracién de la fdrmula de Euler para la esfera
se necesita el siguiente teorema conocide como el teorema de la
curva cerrada de Jordan :

Teorema 2.1.1. Sea € una curva cerrada en la esfera Su .
Entonces So- C tiene precisamente dos componentes , cada una de
las cuales tiene a C como frontera.

Para la demostracidn de este teorema vedse Munkres [ i1 1.

Teorema 2.1.2. Sea iG — So una inmersién de una grdfica
conexa en la esfera , entonces #V-4E+iF=2,

Demostracidn . Induccidn sobre el nimero de renglones #F . Si
#Fm1 |, entonces 8§ debe ser un drbol va que del T. de la curva de
Jordan se sigue que cualquier ciclo debe separar a la esfera , Asi
por el teorema 1.2,2 (#V=gE+1) #V-4E+4F=2 . Ahora supdngase que la
ecuacién de Euler wvale cuando el nimero de regiones es n v
supdngase #F=n+t ., Entonces alguna arista e se encuentra en la
frontera de dos regliones distintas por lo tanto la subgrafica
G'obtenida de quitar la arista e es conexa . De aqui que
#F’miF=1mn y por hipdtesis de induccidn FV'~#E’+4F’=2 | va que
AVIwgy | YE'mpE-] y SF'w#F-1 ehlonces #V-SC+#Fm=2, "

El siguiente teorema establece upa desigualdad entre el

nimero de aristas y el nimerc de caras.
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Tearema 2.1.3. Sea i:G — S upa inmersidén de una grdfica
gimplicial conexa en cualguier superficie , entonces 24E 2 34F.

Demostracién, La suma Esl de los lades de reglones cuenta
{ €F

toda arista exactamente dos veces . Asi 24E = ES' . ¥a que la
[ €F

grifica es simplicial no existen mondgenos (ciclos de tamafio 1) ni
dfgonos (ciclos de tamaflo 2) en la inmersidn . Asi ¥ [ € F .S[ 2 3
de donde se sigue 2#4E = 34F . [

Kuratowski demostrd en 1930 gque i una grdfica no puede ser
inmergida en el planc entonces contiene copias homeomorfas de Kg o
K‘l,i por este motivo a estas grdficas se les conoce come grdficas
de Kuratowski como se establece en el siguientc teorema :

Teorema 2.1.4 (Teorema de Kuralowskid, Una grdfica G tiene
una Inmersidn en la esfera si vy sdlo si no contiene subgriéficas
homeomorfas a K,, [ Kz,:

En esta seceidn demostraremos solo la part.e fdacil del teorema
probando que ni Ks ni Ka,a tienen una inmersidn en el plano . lLa
parte restante serd demostrada en la seccidgn 2.4.

Afirmacién . Kﬂ no es esférica , ez decir no tiene una
inmersidn en el plano . Si Kg fuera esf'érica cumpliria la férmula
de Euler para la esfera #V=#E+4F=2 de donde se obtiene #F=2+10~527
ahora se debe cumplir 24E 2 34F por el T. 2,1.3 lo que implicaria
20 2 21 una contradicidn por 1o tanto K5 no tiene una inmersidn en
la esfera.

El cuello de una grifica es el numero de aristas de un e¢iclo
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Ejemplo 2.1, La figura 2,1 a) representa a la grafica de
Petersen y la figura 2.1 b> es una subgrdfica de Petersen

homecmorfa a K__.
3,3

Figura 2.1

Utilizando el T. de Kuratowski se comprueba que la grdfica de
Petersen no es plana.

2.2 Género de superficies y grdficas.

En el capftulo anterior se dio una nocidn intuitiva de las
superficies que nos van a interesar en este trabajo . Basandonos
en esto daremos la definicidn de género de superficies y de
gréficas.

Recordando que una superflicie cerrada orientable es aquella
gue es homeomorfa a una esfera con n asas . el género de una de
estas superficles es el ndmero de asas , asf el geénero de la
superficie orientable Sg es g . Si la superficie es no orientable

entonces se define su género ne orientable como ¢l numero de

bandas de Moebius ajenas entre s{ que contenga la superficie . de

esta forma el género no orientable de N es k para k2z1.N esla

32



esfera.

El género de una grifica G se denota y(G) o simplemente y si

G es la dnica grafica en el contexto y se define como el nimero g

més pequetio t.al que la grdfica G tiene una inmersidn en Sg.

El ndmero de género no orientable de una grdfica G denoctado

por ;(0) © simplemente ; , corresponde al menor entero k tal que G

tiene una inmersidn en la superficie Nk.

Obsérvese que el toro se puede obtener de un rectdngule

tdentificando lados opuestos en direcciones opuestas ¢ Fig. 2.2 ).

Figura 2.2

Dada una grdfica conexa G ., una superficie cerrada 5 y una
inwersidn 2-celular i:8 — S , se definen la grédfica dual vy una
inmersidn dual de la siguiente forma : primero para cada regidn f
de la inmersidn i . tomamos un punto " en su interior . Para cada
arista e de la grdfica G dibujamos una arista e" que una a los
vértices de las caras que contienen a e ( si ambos lados de 1la
arista e son frontera de la misma regidn £ . entonces e  es un
lazo basado en £ ). A la grdfica formada con los vertices oy

aristas e , se le llama grdfica dual de i:G — S y es denotada
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Una estrella es el conjunto de aristas incidentes a un
vértice v y lo denotamos S(v),

Afirmacidn 2.2.7, Si ¥V v = V val{v) £ 3 entonces
rC LEB 3 £ (6.

Para probar esto tiltimo utilizaremos <sin demostrar el
sigulente teorema vease Havary [ 6 1,

Teorema 2.2.8. H es una grdfica de lineas si v sdlo si el
conjunto de lifneas de H puede ser dividido en subgrdficas
completas de tal forma que ningdn punto esté en mis de dos
subgrédficas,

Demostracicon de la afirmacion . Sea i: 6 — S una inmersidn
celular , construiremos jiL(8> — S de la siguiente manera : para
cada vérlice v = V0 tenemos una vecindad Nv de manera tLal que si
ve eV » K nN =0y losustituimos por N:, de la manera que se
muestra en la figura 2.5 a cada estrella SCv) en Nv le corresponde

uha gréfica completa o'

i « i
sy P Nv va que valty} £ 3 NJ contiens

una gréfica completa K2 a Kn que se dibujan utilizando los puntos
de interseccidn de la vecindad NV con la arista e & S(v)} incidente
en v . Tenemos una grdfica H inmersa ea § . para obtener L(G)
simplemente utilizamos el teorema anfterior para dos aristas que
sean adyacentes en v . Si dos vértices v.w de esta construccidn
son tal que son jguales y pertenccen a distintas vecindades
entonces los une un segmento de arco , para tener L(BD inmersa en
S simplemente contraemos topoldgicamente este arco v obtenemos

JILCGY ~— S,
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Figura 2.5.

2.3 Operaciones sobre aristas y conexidad.

En esta seccién se dan dos operaciones sobre aristas que son
fundamentales para la demostracidn del T. de Kuratowski : el
complement.o de una subgrafica con respecto a su grdfica y la
contraceidn de aristas . La primera operacidn nos da la propiedad
de conexidad de una grafica en el sentido de cuantos vértices hay
que “"quitarle" para desconectarla .

Si H es una subgrifica de G o un subconjunto de aristas de G,
entonces G-H es la grafica que se obtiene de suprimir de € las
aristas de B . La grdfica G-H se llama el complemento de H en la
gréfica 8 . Si G es una grifica completa podemos usar la notacidn
He,

Dos subgraficas H‘ Y Hz de G son llamadas equivalentes si
.exist.e un automorfismo de G que lleve H‘ en Hz . Si los vértices y

aristas de una grafica H no pertenecen a G , vy si todas las
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subgrdf'icas de G isomorfas a H son equivalentes entonces la
notacién G=H es usada para denotar el complemento en G de
cualquiera de ellas.

Ejemplo 2.4. La figura 2.6 ilustra la operacidn anterior , en
e;te caso H es isomorfa a las estrellas SCVL) =0,....3 todas las
S(Vl) son equivalentes ut.ilizando los automorfismos
< PICV‘)"V“

| mode | Y, & VKD J=0....3 3.

Ve

Vo \,
Kq H KL, - H

Figura 2.6
Una contraccidn de una grdfica G a lo largo de la arista e es
el resultado de borrar la arista e de 6 e identificar
topoldgicamente sus puntos exiremos vy lo denotaremos G/e . A la
gréfica resultante de esta operacidn la llamaremos la contraccidn.
En el contexto de grdficas simpliciales los lazns vy aristas

aim
]

miltiples se eliminan es decir (G/e es considerada en un abuso

de terminologfa como la contraccidn de la grafica .
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Conexidad
é Cudl es el minimo numero de vértices que hay gue quitar a
una griflca conexa para dejar una grafica no conexa ? La respuesta
a esta pregunta nos da un conceplo muy importante en teoria de
gréfticas : la conexidad.
Un punto de corte de una grafica G es un vértice v gue al

eliminarlo de la grdfica incrementa el ndmero de componentes

conexas , donde poer eliminar debemos entender G-=S(v) . A una
gréfica conexa sin puntos de corte se le llama bloque ., Los

blogues de una grdfica son las subgrdficas mdximas de G con la

propiedad de ser blogues .

La conexidad de una grafica G se define como el minimo ndmero
de puntos cuva eliminacidn da origen a una grdfica disconexa
trivial o un bouguet de circulos . Se puede observar gue G tiene
la misma conexidad que G™™P,

Una grdfica cuya conexidad es mavor o igual que k se dice que
es k=conexa , por ejemplo una grdafica 3=-conexa comprende a las
gréficas de conexidad 3 , 4 , 5 y mayores.

2.4, Planaridad.

En esta seccién se completard la demostracién del T. de
Kuratowski que publicé Thomassen en 1980 (43) , Nos restringiremos
primeramente a gradficas J-conexas y junLo con este demostraremos
el T. de Tutte sobre la convexidad de las caras de una grdfica
plana vy el T, de Fary sobre la condicién de que las aristas de una

gréfica plana sean lineas rectas.
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Se considera después a grdficas que no son 3=conexas para
completar la demostracién del T. de Kuratowski obteniéndose un
algoritmo de planaridad para graficas 3-conexas que en caso de ser
planas se¢ obtiene una inmersidn plana con las propiedades del .
cie Tut.te v del T. de Fary.

Se probd anteriormente que una grifica que contenga
subgréficas homeomorfas a Kg [} Ka,z no pliede ser plana , as{ que
1a demostracidn del T. de Kuratowskl estard completa si se prueba
el siguiente teorema:

Teorema 2.4.1. Si la grdfica @ no contiene subgrdficas
homeomorfas a l(5 [} K:,: entonces G es plana.

El resultado siguiepte es importante para la demostracidn del
Leorema .

Lema 2.4.2., Sea G una gréfica que no contiene subgréficas
homeomorfas a Ku -] K:.: . Entonces el resultado de contraer
simplicialmente a la arista ¢ es una grdfica @’ que no contiene
subgrificas homeomorfas a Ks o K“ .

Demostracidn . Supdngase que la grifica G’ contiene copias
homeomorfas de K, 0 Km . Entonces G debe contener una  subgréfica
H tal que la contraccidn de una arista e de H produce las coplas
homeomorfas a Ku o K” ., $1 reconstruimos la arista e tenemos

solamnete tres posibilidades que se ilustran en la figura 2.7



e

a) b) c)
Figura 2.7
(a)> es homeomorfa a K?,i . (b es homeomorfa a Ka vy <Cc) contiene
una subgrifica homeomorfa a K:J contradiciendo en cada caso la
hipdtesis de que O no contiene subdivisiones de IC5 Q Ki,:'

La demostracisn del 7T. de Xuratowski se bhard usando la
operacién de contraccidn de aristas |, el siguiente lema da 1a
valldez de este procedimiento ,

Lema 2.4.3. Sea G una grédfica 3~conexa con al menos cinco
vértices . Entonces G contiene una arista e tLal que /e es
S-conexa .

Demostracién . Por contradiccidn . supongamos que para toda
arista e Vie)s { x,y } , G7/e tiene conectividad 2. , ya que  Gre
tiene al menos cuatro vértices posee un conjunto separador de dos
vértices ., uno de esos vértices debe ser el obtenido al
identificar x vy v de aqu{ que G tenrga un conjunto separador
{xv,2}). Escojamos e V(ed»({ xy } y 2z tal que la mayor
componente H de 8 = { x.¥.z } sea la més grande posible . Sea H’

otra componente y u un vértice de H’ advacente a 2z ., entonces @
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tiene up conjunte separader de la forma { zuy » , perque
Gr{e.(z,u)} es 2~conexa . Ahoral B U { x.¥ }> ~v es conexa de aqui
que esté contenida en una componente H’/ de @ = { zuwv Y pero
[y D] > [VGd] por lo tanto tenemos una contradiccidn a  la
maximalided de H.

El lema anterior nos va a permitir reducir toda grifica
S-conexa con al menos cinco vértices a K' que tiene una

representacidn convexa en el plano . en la que se entiende por

representacidn convexa una inmersidn en el plano en donde las

caras son subconjuntos convexos =n el plano excepto 1la cara no
acotada,

Teorema 2.4.4. { de Tutte ) Sea G una gréfica J-consxa que no
contiene subdivisiones de Kg o Kﬁ.i , entonces G tiene una
representacldn convexa en el plano .

El T. de Tutte no vale para graficas 2-conexas planas como se

1lustra en le gréfica de la figura 2.8 .

Figura 2.8
Para la demostracidén del T. de Tutie es importante el

siguiente teorema ;
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Teorema 2.4.5. Toda regidn de una inmersidn plana G tiene wun
ciclo simple para su frontera si y sdélo si{ G es 2=-conexa .

Demostracién . Si la frontera de una regidn R no es un  ciclo
pero es otra clase de camino cerrado Lal que un vértice v | es
recorrido dos veces . entonces existe una travectoria cerrada en
el planoc que deja al vértice v entre dos aristas de la frontera de
R . entonces al recorrer la frontera de R, y al pasar por v
tenemos que el camino cerrado separa al plano en dos partes gque
contienen puntos de G (vedse la figura 2.9) por lo tanto v es un

punte de corte , una contradiccidn ,

v

Figura 2.9

Inversamente si G tiene un punto de corte , entonces se le
puede ver como la amalgamacidn de dos gréficas H v K en el vértice
v , entonces para cualquier inmersién de G la cara no acotada de @
no es un clclo simple . pues al recorrer la frontera de esta cara
tocarfamos v dos veces,

Demostracidn del T. de Tutte . Por induccidn sobre n=4V(3@) =i
n"4 0 5 es vdlida la afirmacidn . Supdngase vdlido para valores
menores que np con n = 6 .

Sea & con puntos extremos { x,y ) una arista tal que G/= es
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3-conexa v sea z el vértice obtenido al identificar x v v Gre no
no contiene subdivisiones de Ku o K“ por el lema 2.4,2 , por
hipdtesis de induccidn G/e¢ tiene una representacidn convexa I
r-{z) es 2-conexa v por el T. 2.4.5 TI'—{(z) la regidn donde estd =z
tliene como frontera un ciclo Cz . i regresamos a 1a
representacion I' , la gréafica generada por C: y {x} es una rueda

vedse la figura 2.10 (ad.

X
Y
Figura 2.10
Denotamos por Fi el segmento de C: que une v, con v donde

v es advacente a x , el orden de las { es el corden en que
aparecen al recorrer Cz . Si los vértices advacentes a y pero
diferentes de x pertenecen a una s=dla trayectoria PL entonces
podemos construir la inmersidn deseada . vedse la figura 2.10 (bd.
Si no x e v tienen tres o mds vértices en comin con 1lo que al
recuperar la arista e obtenemos una gréfica homeomorfa a Ku
fig. 2.11 a) o existen dos veértices advacentes a v que pertenecen
al interior de dos travectorias Pi . l"’1 distintas E£n este caso

obtenemos una grifica homeomorfa a K“ Fig. 2.11. b).
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a) b)

Flgura 2.1%1.

Los dos siguientes teoremas nos permitirén tener una
demostracidn completa del T, de Kuratowski .

Teorema 2.4.8. Sean H v K gréficas planas ., entonces la
gréfica obtenida por amalgamacidén de Hy KX en un vértice v o
através de una arista sencilla e es planz .

Demostracidn . Tomemos inmersiones planas de H v K de florma
tal que cada una quede en la cara exterior de la oira , entonces
podensos hacer la f{dentificacidn del vértice v como se muestra an
la figura 2.12 de eata forma obtenemos la inmersidn de H-VK .

Para el caso de amalgamacidn en una arista e procedemos a
hacer lag inmersiones de H v K ds forma tal que las aristas e

tengan la misma longitud figura 2.12.
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K

Figura 2.12

El siguiente teorema nos permite reducir el problema de
inmersidn a gréficas 3-conexas en el sentido de gque toda  grafica
=e puede ver como una subgrifica de una grifica 3-conexa,

Teorema 2.4.7, Sea @ una gréfica que ho cont.iene
subdivisiones de Ku o Ki'a tal que la adicién de cualquier arista
a @ crea tal subdivisidn entonces @ es 3-conexa .

Demostracidén . Por induccidn sobre n = {VIG)| , el teorema esw
cilerto para n = 5 va que Ku- ¢ es 3~conexa . Supongdmos que es
vdlido para las gréficas con un ndmero de vértices menor gue n con
n > 5 v que @ tiens n puntos .

Si @ fuera solamente 2-conexa , G seria la amalgamacidn de
dos gréficas H v K en dos vériices u v v , hay dos posibilidades
qQue u Y v sean adyvacentes o no , si no lo son entonces la grafica
obtenida de afiadir la arista uv no contiene subdivisiones de Kﬂ [}
Ka,a vya que tal subdivisién debe estar contenida en G con una
travectoria P de u a v jugando el papel de la arista uv una
contradiccidn . Podemos suponer entonces gque G es 2-conexa y que
existen dos vértices u y v adyvacentes tal que G-{uyv} es
disconexa . Entonces G es la amalgamacidén de dos gréficas H y K en
una arista e = uv . Ahora la adicidn de una arista a H o K crea
una subdivisién de Ku ) K:,: en ellas , por hipdtesis de induccidn
H v K son 3-conexas v por el teorema de Tutte tienen inmersiones

planas convexas , por el teorema anterior la grdfica es plana vy
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todas las caras tienen tres lados , si no trazando una diagonal en

Una cara con mis de tres lados se tendri{a una inmersién plana de G
conteniendo una copia de K5 o xa,: una contradiccidn . La gréfica
v su inmersidn satisfacen entonces el corolario 2.1.7 v se tiene
#E » ¥V ~ 6 para los conjuntos de aristas v vértices de @ , Hy K
respectivamente pero G es la amalgamacidn de H vy K através de una
arista por lo tanto #V(G) = #V(HI+AV(KI=2 v #ECG) = #ECHI*HECK-L
por lo tanto #ED - AECHI+#ECK)~1 - 3#VHI+IH#VIKI=3 -
BCHVERI+2)~13 # 34V(G)=6 una contradiccidn por lo tanto G no
puede ser la amlagamacidén de dos gréficas H v K en dos vértices
por lo tanto G es 3=conexa.

Combinando los teoremas 2.4.7 v el T. de Tutte tenemos :

Teorema 2.4.8. (Teorema de Fary vy de Kuratowski) Una gréfica
es plana si v sdlo si no contiene subdivisiones de Kg o Km . =i
es plana tiene una representacidn en la que las aristas son
segment.os de rectas.

Algoritmo de planaridad.

Ahora presentamos el algoritmo de planaridad para grédficas
3-conexas basado en la demostracidn de Thomassen de los teoremas
de Tutte , Fary v de Kuratowski.

Algoritmo de planaridad . Supongamos que nos dan una gréfica
3-conexa entonces

1.= Si la gréfica tiene més de 3n~6 aristas aplicamos el
corolaric 2.1.7 v por lo tanto la gréfica no es plana si no ;

2.~ Aplicamos el lema 2.4.3. hasta llegar a una gréfica
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homeomorfa a K‘ entonces
3.~ Aplicamos el método desarrollado para la demostracion del
T. de Tutte hasta encontrar una copia homeomorfa a Kg o IC_"a ., €en
caso de que no se encuentre se tiene la inmersdn plana deseada.
Ejemplo 2.5 Sea la grafica de la figura 2,13 , en 1la Tfigura
2.44 sc muestra el proceso de contraer sucesivamente una arista

hasta llegar a IC‘ . en la figura 2.15 se muestra el proceso del

paso 3 hasta encontrar una ipmersidn plana de la grdfica.

Figura 2.14
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2.5, Un eslabdn entre el Teorema de la Curva de Jordan
v el T. de Kuratowski.

Thomassen demostrd en una nota aparecida en 1990 [ 16 1 que
bajo ciertas condiciones en un espacio topoldgico es vdlido el T.
de la curva de Jordan si v sélo si es v&lido el T. de Kuratowski .
Las condiciones son que el espacio sea Hausdorff |, que satisfaga
el T. de no separacidn vedse Munkres [111 , que no sea homeomorfo
a $' v que sea conectable por trayectorias El plano euclidiano € vy
s! satisfacen estas condiciones , el teorema restringido a € es ;

Tecrema 2.5.1 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

~ Ca) Todea curva cerrada simple separa al planc C .

(b) Toda curva cerrada simple separa a € en  precisamente
dos componentes conexas por trayectorias vedse Nunkres {11].

(€3] K“ no puede ser inmerso en C,

d> Ni Ks ni K pueden ser inmersos en C.

2,3
Demostracidn (bds{ad v (ddalcd son obvlas.

CcI»(dd). Supongémos que Ku estd inmerso en C . ssan
v‘,vz.va.v‘.va los vértices de Ku ., sean r.\‘.pz puntos en la
arista AR tal que v PPy, son distintos . Consideremos un

arco A que conecta P, Y P, ¥ que contiene a VY ¥V, Y, Ya  que

2 3

C=A es conectable por trayectorias contiene un arco B de un punto
q’ sobre la arista \r‘vz a uh pun‘o az sobre otra arista tal que
Bn Ls = a4, } es ahora facil hallar Ka,a en Ks Uus .

obsérvese la figura 2.17.
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Figura 2.17.

{c)(b) . Sea € cualquier curva cerrada simple en € - C |, tomemos
up punto p &« C~ € ., Sea A un arco simple de p a C tal que A n C
consiste de un punto q . sea A‘ un segmento de A de g a un  punto
p‘ip va que € - A‘ &g conectable por trayectorias contiewne un arco
Az de A ~ A‘ a C tenlendo sdlo sus puntos terminales en comdn con
AUC, Ahora A U Az contLisne un arco simple A‘a conectando g con
otro punto q’ sobre C tal que A, n C =( g.9'} , sean AL o Ay los
dos segmentos de Cde g a g' , va que € - Aa es arce <conexo
existe un arco simple Aa gque ure un punto r socbre A- { a4g'> con
un punto r’ sobre A< q.4'} tal que AN Ly Ay A5) « ( ror’) .
Ahora A,"[ aq’} v Ac‘ { r.r’) pertenecen a distintas componentes
arco conexas de € - C ya que un arco simple de Aa a A“ en € -C
(teniendo sSlo sus puntos terminales en comin con A, v Ao) Junta
con AU A‘u AHU Aa nos dan una inmersdn de K:.: en =1l plano , por
1o tanto R~ C tiene al menos dos componentes arco conexas ,

figura 2.18,
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Figura 2,18,

Para ver que € -~ C no puede tener més de dos componentes arco

conexas , supongémos por reduccién al absurdo que ”4"’: v ®,

pertenecen a tres distintas componentes arco conexas de € - C .
Sean AI'AI Y A: segement.os disjuntos dos a dos de C |, ya que

< -(C-A‘) es arco conexc tiene un arco simple de D‘ a pz . £ste

arco contiene un arco simple de P, ap, . Este arco contiene wun
arco A, de p, a un punto a, sobre A talque An € = < q) .

Simultineamente existe un arco simple AL de P_L aa sobre A, tal

§ i 3
que C AU = (qu) con v,=1,23 , .Claramente AL:J mk.p - 0 o
{ a ’) cuando ixk . Podemos suponer que A” noA p-{pt) cuando

J*p . Para j=1.23 | sea B} el segmento de AS que contiene a, i

q“ Y q“ . Entonces losg nueve arcos AH i g=4,23> junto con

B1.BI.B: f'orman una inmersidn de l:n . Esta contradiccidn prueba

que € - C tiene precisamente dos componentes arco conexas Figura

2.19.
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Figura 2.19.

a) » &), Supongémos que € contiene una inmersién de K" . En
K:a sélo tenemos 4-ciclos o 6-ciclos . ICiz tiene nueve ¢ -ciclos
y seis 6 =ciclos ., cada uno de los cuales separa a < ,

Consideremos un & -cicle C , xa.a_ C estd en una compohente  conexa
de €~0 pues los dos vértices restantes son advacentes |, existe
pues otra componente de C=C la cual se denotard Q(C) ., OQCC) es
también una componente de € - IC“ .8 A es un arco simple de

QG a K:a tal gue A tiene solo un punto final q comin con Ka:

entonces decimos que g es un punto de contacto de QCC)> sobre Ka -

Todos los puntos de contacto de QCQ) estin sobre C . Los puntos de
contacto de 0(C) son densos sobre C.
Tomemos un 6 =ciclo C de Kaa tal que los vértices de K:: sean

denotados por VoV V¥V, ¥ aue Km tiene las diagonales

vv, €(i®01.2> los indices se toman mod & . para cada arista

i {43
emvy  tenemos el 4 =-ciclo Ct . ¥ en O(Ct)U e

[N R PE ]

seleccionamos un arco AL que une dos puntos p‘ v oq sobre LA tal

MM TP

que A‘n K"- {p‘.ql) . En remplazamos el segmento B‘ de e entre

P Y 49 Dpara A‘ , i=m1,23456 . La curva simple resultante es

L 3
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denotada por C'. Aseguramos que <€-C' es conexa p.t...l(al3 tiene
tres 4 -ciclos que contienen dos diagonales de C . Para cada uno
de ellos existe una correspondiente componente de C -Km . bara
cada unc de estos ciclos a los que denotaremos crcz vy C
obtenemos O(G‘).O(CID Y OCCa) desde cada uno de estos podemos
conectar los segmentos Bt v todas las diagonales de ¢ figura 2.20
porilo que podemos concluir que todas las diagonales vy segementos
B{ estin en una misma componente R . Supongdimos gque p € X \ (C'U R
Ya que C’\(A’\(pvq‘)) no separa € , se sigue que € tiene un arco
simple D de p a A‘ . Yaque paR. Dno intersecta KLI . Pero
entonces D & O(C!) . En particular p e OCC’) . be manera similar
se prueba que p & 0<Cz) . Pero OCG‘) Y O(Cz) son ajenas .Esta

contradiccidn completa la demostracidn.

54



CAPITULO [T

En este capitulo se estudian los conceptos de superficie |
grafiicas ., inmersidn de graficas en superficies desde un punto de
‘;ista mis formal hasta llegar al importante tecrema del
esquema de inmersidn generalizado de Stahl I 12 J.

3.1 Superficies y complejos simpliciales

En esta seccidn se dan las definiciones de superficie
grafica y orientabilidad usando el concepto topoldgico de
complejo simplicial,

Un espacio tLopoldgico M se llama variedad de dimensién n . o

simplemente n=variedad , si cada punto z e 1 tiene una vecindad
homeomorfa a B ( el disco de dimensidn b ) v ademds es de
Hausdorf'f y 2-numerable . para una mejor comprension de los

conceptos utilizados en este trabajo consultar Munkres [ 11 1.

zZ s I;: ¢l interfor de M si vy sdlo 31 existe una vecindad U de
z en H tal que exista un homeomorfismo n de U en B" tal nCzd=0
z @ # la frontera de M si para toda vecindad U de z en M existe un
homeomorfismo n de U en D" tal que | n€zd [ =1 . M es cerrada si
es compacta v df = @ . M es abierta si no es compacta v ot = 6 .
3.2.. Comple jos simpliciales geométricos

q
Consideremos los puntos X ... x = R, T=({ xm xt DA |

ey

)\‘ e« R } es el espacio afin generado por < Korees .xq Y . S=an
q

Vi.....vq vectores en R" [ V = { x= D\.,LVL I )‘l « R > es el

iz
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espacio vectorial generado por < Ygmwe ¥y |

q
Si hacemos que A 1—{:). tenemos el espacio Texs=LAx |
€13 i=z0
E)» L-l).Tesat‘In esdecirgxx-nyx « A = 1 =
iz0 tza" ' =0t '
)}1_‘ implica )\& ~ p para toda § sl v sdlo si dim(T= g ')\0"“ ,)\q

son las coordenadas baricentricas de x respecto a | xo.... ,)cq X,

Si x e .x < R™ estin en posicidn general  afin, indep. >

entenceso‘-aq-(xem“ix-z}\x EL ~1.a X ) es el

t"D t=o"
g-simplejo ( abierto ) con vértices LI .xq . La dimCod = g .
cmwpdmxalR | SN )\‘20 > es el a=simplejo cerrado o = oo

es la frontera de ¢ . Un q~simplejo es tal gue CE.:}):*(ID".S“") son
homeomorfas como parejas . Consideremos g-simplejos cerrados ., el
O-simple jo o°-(x°) €l i-simplejo o= [x,x} . el 2-simplejo
2 3 -

& - [xo.x‘.le , &1 S-simplejo o= lxa.x'.xz.xal estin

representados en la figura 3.4,

- £ 4

figura 3.1,

O'\';.
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G B
A
N
1-esfera 3-bola
Figura 3.2
2.9, Comple jog simpliciales abstractos,

Un complejo simplicial abstracto (V.0) es un conjunto finite

V junto con una coleccidn C de subconjuntos de V cuya unidn es V y -
tal que 1 0o « C v ¢ < o entonces 1t « C,
"
El baricentro ¢ de un g-simplejo ¢ es el punto de coordenadas'

n %
x
q+1 L=o"

. -
baricentricas )\0- )\1- ers - ,\q - ryead es decir o =

si (xo,....xq) LI
Para un complejo simplictal K existe un complejo simplicial

K° su subdivisidn baricéntrica tal que :

Ca) Los vértices de K° son los baricentros de los
simple jos de X,
Cb) Los vértices de :70.....;q generan un g-simplejo de K°
si vy sdélo si para algin orden se iiene ”o( a‘<- sl aq.
Ce) |K7| = JK| dim K™ = dim K = n .
Ejemplo 3.2. Lo t-esqueletos de los complejos mimpliciales de

la figura 3.3 son planos sin embargo los 1-esqueletos de sus
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subdivisiones baricéntricas no lo son .

¥
Tnmersion en el plane def Tnmersion en el plano def
1-esqueleto de K. 1~esqmle’ru de L.

La Lt 5 pdivision basicnteica La L®®™ subdivision baricentn(a
dek Hene [-esquedelo que contiene  de L Hiene |- esqeleto  que

T e B Figura 3.3 (ohh@ﬂf a ‘CS
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Ejemplo 3.3 E)l 2~complejo de la figura 3.4 no tiene
inmersidn en ninguna superficie pues el punto x no tiene
vecindades homeomorfas ni a D ni a ©** el semidisco , pero su
primera subdivisidn baricéntirica tiene un i-esqueleto con una

inmersidn en el plano come se muestra en la misma figura.

v
Figura 3.4,
3.4, Inmersiones celulares

Una representaci6n topoldgice de una gréfica es la realizacidn
topoldgica de un t-complejo simplicial peomdtrico , tal que a todo
vértice de G corresponde un vértice del i~simplejo v pars toda
arista txl.le de G el t-simplejo [xl.le .

Una inmergida de una grdCica 8 en ia superficie § es una
funcidn continua uno a uno ¢ : @ — S ., En casi todos los casos
la gréfica @ se puede ver como un subconjunto de la superficie S |
v la funcién ;6 ——s S como el mapeo inclusién ., La inmersitn es
entonces denotada simplemente G ~—— S .Dada una lmpersién @ — S
las componentes del complemento S - G son llamadas “regiones® . 8i

cada regién es homeomorfa a un disco abierto . la inmersisn se
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la inmersidn G ~— § es llamada una orientacidn de la
triangulacidn . Una superficie es orientable si tiene una
inmersién con una orientacién. En la figura 3.6 se da una
orientacidén del toro v el intento de una orientacidn de la banda
de Moebius en el que se nota que todo intento de orientar produce

una sucesién de 2-simplejos y el problema es orientar el Ultimo

2-simplejo de manera que al identificar los extremos de la cinta no

hayva problema.

SANUNNE OGN\
CNJONJONY [ONJONON]

a3

Figura 3.6
3.6. Representande superficies por poligonos

Una forma muy iitil de representar una superficie es usar
poligonos con aristas dirigidas e identificar los dos lados que
tengan la misma etiqueta en la direccidn coincidente como va se
vié anteriormente para el plano provective y el toro.

Definicidn para y 2 { sea E‘r < R = € el ¢4 -gono regular con
vértices z = ™Y w12...4r . E es un subespacxio

Lr 4
‘convexo compacto de R? ¢m € ) , considérese la identificacién dada
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de la banda b , y los arces ({j3xI) para j=0,. , son llamados los
lados de b . Una 0O-banda es simplemente un espacic homeomorfo al
disco unidad , al igual que las 2-bandas que son las
correspondientes a cada cara de la inmersidn .

Una descomposicidn de bandas de 1la superficle 5 es una

coleccién B de O~bandas , i=bandas y 2-bandas satisfaciendo estas
condiciones :

1, Bandas diferentes se intersecan solamente a lo largoe de
arcos en sus fronteras .

2, La unién de todas las bandas es S .

3. Cada final de cada i-banda estd en una O-banda.

4. Cada lado de cada t-banda estd contenido en una 2-banda.

8, Las O-bandas son disjuntas dos a dos y las 2-bandas =son
disjuntes dos a dos .

La correspondiente descomposicidn reducida de bandas B omite

las 2=bandas .

e

Figura 3.7 Una inmersidn de K‘ y su descomposicidén reducida de

bandas .



3.7 Orientabilidad
Una descomposicidén reducida de bandas es llamsada orientada
localmente , sl a cada O-banda le es asignada una orientacidn

Entonces una i-banda es llamada preservadora de orientacidn =i las

direcciones inducidas sobre sus extremos por adjuntamiento de las
O-bandas son las mismas que agquellas inducidas por una de las dos
posibles orientaciones de la f-banda , en otro caso la banda es

1llamada revertidora de orientacidn . Esas dos posibilidades estén

ilustradas en la figura 3.8.

(Cm— Q<D
Q> @I::Q

Pos orientacionss que pressrvan ow orlentacionee
la orientacion de la banda. roviarien la orientacion da
la banda .
Figura 3.8

Una arista e en la inmersidén de una gréfica asociada con una
descomposicién de bandas localmente orientada se dice que tiene
una orientacidn tipc 0 si su correspondiente i-banda es

preservadora de orientacidén v orientacién tipo 1 en otro caso . Un

camino en la grdfica asociada tiene tipo 1 si tiene un nudmero
impar de aristas tipo 1 y tlene tipo 0O en otro caso .
Ahora podemos pensar en el problema de que nos den una

descomposicién reducida de bandas y obtener la inmersidén de la
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grafica en la superficie y saber de que superficie se trata . Esta
jdea fue desarrollada en su cago corientable por Edmonds en 1960
(3} demostrada por Youngs en 1963 [ 18 ] de la forma siguiente ;
Dada una grifica con conjuntc de vértices V= (vl... . .vn) ¥y de
aristas Ew (e’.... .en) . Para im1,....n definimes a V(i) como el
conjunto de vecinos de vL Y P\ como una permutacidn ciclica de los
elementos de V(i) a cada eleccidn (P‘.. v .Pn> se le llama un
sistema de rotaciones de la grdafica G .
Teorema 3.8.1. El tecrema de Edmonds establece gque cada eleccidn
de (P’.. . ‘F“) determina una inmersidn celuylar @ —s S de U en  wuna
superficie orientable 5 v que para cada inmersicdn celular G — 8
con § orienlable existe un sistema de rotaciones (Pl.... .Pn) la
cual deteraina la inmersidn en cuesticn .
Demastracidn . Dado CPi.... .Pn) existe un algoritme el cual
produce la inmersidn deseada . Primero estableceremos como

encontrar las caras de la inmersidn .

Algoritmo de trazo de caras . Elijdse un vértice inicial v, de

G v una primera arista e, incidente a v, . sea v, el otreo vértice
axtremo de LA la segunda arista e, on la frontera de la cara es
la arista posterior a B oen v, tomando esta relacidn en Pz « 51 la
arista e, es un lazo , entonces e, s ja arista posterior a 1la
otra ocurrencia de e, en v, . En general si el casmino trazado

hasta agui termina con la arista e en el vértice Vier entonces

la proxima arista 8. °5 la arista posterior a LA LU A El
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camino frontera es finalizado en la arista e si las dos proéximas

aristas en el camino son ei voe, otra vez ,Pues enlonces

recorrerfamos el camino trazado anteriormente . Para hacer oilro
camino diferente empezamos en 1la segunda arista de cualquier
esquina que no aparezca en cualquier cara previamente trazada , Si
no existen esquinas no usadas . entonces todas las caras han sido

trazadas v las llamaremos Fg" .. .l;“t

Una vez trazadas todas las caras procedemos a identiflicar
topoldgicamente las aristas de las caras correspondientes con las
aristas de la grdfica @ . El espacio M asi obtenido es una

superficie cerrada orientable . Para ver que M es5 una superficie

tomemos un punto x en ¥ vy verifiquemos que existe una vecindad de
é1 homeomorfa al disco B? | existen tres posibilidades para x :

i} x pertenece al interior de una cara .

i1) % estd en el inlerior de una arista .

111> x es un vértice de la grifica.

En el primer caso no hay problema t.omando un disco
completamente contenido en la cara a la que pertenece x tenemos lo
que queremos.

En el segundo caso sea e la arista a la que pertenece x y sean
v, Y v vértices terminales de ¢ en v tha parte de la

2 3
permutacidn es - - ce~e-e venv, - 'f‘x- e - f’z vedse 1la
figura 3.9.1 . La arista e sdlo es usada como arista de una cara
dos veces , la cara que tiene como aristas .- e~ e~ f‘z- vy la

cara que tiene como aristas --- f1- e - e, -, por lo que ahora

&7



es fdcil tomar una vecindad de x homeomorfa a D?

e/ U
v Ve

€, f,

Figura 3.9

En el caso iii) sea x = v v sea (e‘.ez.....en) una permutacién
de aristas en v , vedse la figura 3.9.2 |, puesto que cada esquina
es usada sdlo una vez . entonces para cada pareja e, existe
una cara con la que es identificada . Podemos de esta forma tomar
una vecindad de x homeomorfa al disco D?, Como todo punto de M
tiene una vecindad homeomorfa a D con x en su interior entonges M
es cerrada por la definicién dada en 3.1

M es compacto ,Para demostrar que M &s compacto usaremos el
siguiente teorema vedse Massey [91 .

Teorema iv). Supongamos dque Y tiene la topologia cociente
determinada por una aplicacién r; X — Y . Si X es compacto
entonces tambi€n lo es Y .

Una representacién topoldgica de una grafica G es homeomorfa a
un espacio cociente 9/ donde $ eg una unién disjunta finita de
segmentos homeomorf'os a I el intervalo cerrado [04] (las aristas
de G>v x _vecon x =y implicaque x v vy son vértices de
segmentos distintos e v f v gque es adyacente a f en el vdrtice xwy

debido & que la unidn finita de compactos es5 compacta , tenemos
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por el teorema anterior gque la representacidn topoldgica de una
grarica es compacta . La superlicie H es homeomorfa a un espacio
cociente T/ donde T es la unidn disjunta de poligonos homeomorfos
a ©? compactos y la representacidn topoldgica de la grafica O vy
donde x _ v con x ® v implica que existen :

ad) Lados e‘,ez de poligonos distintos con x & e‘\ vee,.

bl Una arista e en la grifica ¢ Lol que e = °, Yy &= e, en el
algoritmo de trazo de caras vy

c) Yn homeomorfismo I : e o, tal que los poligonos se
identifiquen con & en la forma que indica &l algoritmo .

Por el Lecrema iv) M es compacto pues T es compacivc por ser
unidén finita de compactus .

Ya gque G s= puede ver como un subegpacio de M ., entonces la
inmersidén G — N estd determinada por la inclusidn , En 3.5
definimos que uns superficie es orientable si tiene una  inmersidn
con una orientacién donde se entiende por esto un asignamiento de
orientacidn a todas las caras tal que a regilones adyacentes jnduce
direcciones opuestas sobre su arista comin . Suponmgamos que
existen carae F“ v F2 tal gue inducen la misma direccién en una
arista e , una parte de la frontera de Ft se describe
cee .v‘ .e.vz.f‘.. «+ de la misma para Pz tenemos e .v‘ -] .vz.g.. s
por el algoritmo de trazo de caras la arista que continda despuds
de ¢ e la arista posterior a e en v, por 1o tanto =g v de aqui
que F‘- F‘2 +Por lo tanto ¥ es orientable .

flemos demostrado que M ex una superficie compacta . cerrada v
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orientable .

Las superficies cerradas compactas son triangulables como se
puede ver en Massey [ 9 ) , v se define la caracteristica de Euler
de una superficie H , como : pC(Mds #CVI-#(EX+#(T> donde V denota
'el conjunto de vértices . E el conjunto de aristas vy T el conjunto
de trisngulos de la triangulacidén .

Se demuestra tambien que no es necesario que se cubra a ¥ con
tridngulos v mds generalmente se define la caracteristica de Euler
de una superficie compacta como y{MI=#(V)-#(EX+#(Regiones) donde

las regiones pueden ser poligonos cualesquiera .

Los dos siguientes teoremas son importantes para el resto del
trabajo ver una demostracidn en Massey [ 9 1 ,

Teorema 3.8,2 . Toda superficie compacta es homeomorfa a una
esfera | a St’ superficie orientable de género y o a N?’ superficie
no orientable de género y . Que implica el siguiente ;

Teorema 3.8.3. Sean Sl v S2 superficies compactas . Entonces S‘
y Sz son homeomorfas si v sdlo sus caracteristicas 'de  Euler
coinciden v las superficies son ambas orientables o ambas no
orientables.

Por dltimo tenemos la siguiente relacidn entre el género g v 1la

caracter{stica de Euler y de una superficie compacta ;
4/2(2-x) en el caso orientable.

2=y en el caso no orienlable,
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Regresando al teorema de Edmonds una vez cbtenida la superficie
¥ aplicamos la fdrmula de Euler a la superficie obtenida donde el
numero de vértices v el nimero de aristas son los de la grafica
dada v el numero de regiones es el encontrade en el algoritmo de
trazo de caras . De esta forma obtenemos el género de la
superficie M vy usando los teoremas anteriores wsabemos de que
superfice se trata.

Ahora dada una inmersidn celular de una grédfica @ en una
superficie orientable M , obtenemos su descomposicidén reducida de
bandas ., asignamos la orientacidn a las 0- bandas Qque sea
compatible con las 1 - bandas de forma tal que las 1- bandas sean
del tipo 0 , esto nos da una permutacidn ciclica de los vértices
adyacentes al vértice que representa la O-banda , de esa forma
obtenemos las permutaciones que nos piden .y procediendo con el
algoritmo de trazc de caras reconstruimos la superficie vy la
inmersidn dada.

Saul Stahl en un articulo publicado en 1978 { 12 1 generaliza
estos sistemas haciendo uso de las grdficas de voltaje que
introduce Gross en 1974 [ § 1. Ahora daremos unas definicicnes que
nos serdn Jdtlles ;

Sea G una digrédfica y sea # un grupo , una funcién a de & a las
aristas de G es llamada un asignamiento de voltajes . La grdfica
(G ,a ) es llamada una gréfica ordinaria de voltajes . Para
representar estas grdficas se dibujan v se escriben los voltajes

sobre las aristas . Llamaremos a (G ,a > la grdfica base o
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simplemente base para obtener la grdfica derivada que denotarsmos
@ . Bl conjunto de vértices de @% es sl producto cartesianc chd
y el conjunto de aristas de G% es el producte cartesiano EGx.d . en
lugar de usar ¢v.a} y {e,a) para vértices vy aristas de 6% usaremos
simplemente vo v e, si la arista dirigida e* de la grdfica 8 va
del vértice u al vértice v , v si b es el voltaje asignado a &
entonces la arista dirigida e: de la gréfica dirigida G% va del

vértice u, al vértive Vep * Vedse la figura 3.10.

Us

i o}
( )U \{( ) 2

Grafica Base ¢om

= Z U, - <
/{ 3 L Grafica devivada G"t

Figura 3.10
Sean los voltajes asigandos en un grupo # a una grafica base N
enlonces para tode vértice v de G , el conjunto de vértices v, °n
la grafica derivada es llamada la fibra sobre v . Tambidn para
toda arista e en G el conjunto e_es llamada la fibra sobre ¢ . Q%
es un espacio cubriente de G de [A| hojas,
Un esquema de inmersidén generalizade {(PAY para una gréfica

dirigida G , consizte de un sistema de rotaciones £ v un
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asignamiento de voltajes )\ sobre G con valores en Zz ., La grdfica
cubriente derivada de esta grdfica de voltaje es denotada por G)“
« Ya que 0)‘ e5 un espacio cubriente de dos hojas de G toda
arista e de G es [a proyeccidn de dos aristas (eo.e‘) de Gk .

na

Ocasionalmente serdn denotados por {e’e’} vy el simbolo "serd

usado para denotar el otro elemento en una pareja dada , as{ en 21
6-1 v i-O . Definimos un sistema de protacicn Pk para G)‘ por
levantamionto de F’v a v' y levantando P;‘ la permutacion inversa
ciclica de Pv a ;" para cada vértice v de G . Asi si de v f son

arcos cansecutivos en v, e.d. Pv(d)-e v Pv(e)-(‘ sean dl'.e.l'v f:

sus levantamientos en v, para i=04 , entonces :
Ace? ymp ! A .
Pv(eo) (‘o Pv(e;)-di
o 1
Y A >
P*(dyme? PR Ime?
v. e o v, 10 1
° 3

£l sistema de rotacidn Pt determina la inmersion auxiliar de
@ . La siguiente definicién v lema aparea las regiones de esta

inmersidén de una manera natural . Si los arcos e‘.e “ae ,a

2

constituven una camino en G , entonces el camino

es el camino inverso .
Lema 3,8.4 . Sea (PX) un esquema de inmersidn para la gréfica
G ., Entonces el conjunto de regiones de la inmersién auxiliar de
B>‘ puede ser dividido en parejas (R,ﬁ) con Rxﬁ tal que las
fronteras de R y ﬁ se proyeclan a caminos inversos sobre G .
Demostracidn . Sean e’ v £’ dos arcos cosecutivos sobre la

frontera de una regidén R con sus vértices como se indlca en la
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figura 1 . Por ﬁ denotaremos la regidén cuya frontera contlene el
arco i':"' se sigue de (1) que P);,(E‘"’)-;"‘ vy aplicando el
principio de induccidn a las fronteras de R y ﬁ concluimos que se
proyectan a caminos ,inversos en G , .

Por construccidn ﬁ es dnica v tal que ﬁ = R , por verificar que
E 2 R , supongamos gue ;2 = R . entonces las porciones de la
frontera de R se describen por

T T ) S
S1 el ndmero de aristas entre £’ vy I es par entonces la
frontera de R tiene las siguientes porciones :
R T L SRRy ¢ TP S S C I
% Lo que implica que x' v (;‘)" tienen los mismos vértices
ternminales que es absurdo . Si el mimero de aristas entre f’ vy
(;")" es impar entonces la frontera de R se puede expresar como :
et fhm e x— pm (XD (BT (e -

Lo que ocasiona que y'= ¢y sea absurdo por lo tanto
tenemos que R = ﬁ '

Dos inmersiones celulares de una grdafica G se dice que son
idénticas si existe una correspondencia uno a uno entre sus
regiones tal que las fronteras orientadas de regliones
correspondientes son los mismos caminos de G,

Ahora podemos presentar el teorema principal :

Teorema 3.8,5. Si G es una grafica , entonces tLodo esquema de
inmersidn (PA) determina una inmersidn 2=-celular de G vy toda

inmergidn 2~celular de G es determinada por alguno de tales
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esquemas .

Demostracidn . Dado un esquema de inmersidén (PAD de G |, sea p
la coleccidn de las regiones de la inmersidn auxiliar de G" tal
que para cada regidn R , un elemento de la pareja (R,E) astd en p
', pero no ambos . Sea e:.e;.... .e") la frontera de una regién R ,
donde los e: son los levantamientos de arcos e en G . Entonces
Sea PC(R) un polfgono plano cuva frontera orientada es etiquetada
o~ o,~
dos veces como el lado de algin PC(R> . En otras palabras , o

- e".se sigue del Lema 3.8.4 que cada arista e de G es

existen dos regiones en p en donde e esti en la frontera de cada
una , o existe una regién simple en p sobre cuya frontera e ocurre
dos veces. Sl e’ es un levantamiento de e entonces estd sobre la
frontera de dos regiones R( Y Ez de G)‘ . Pero entonces l’é‘ ' l'éz
contienen a e’ sobre sus fronteras . Ya que p contiene exactamente
un elemento de la pareja (EL‘EL) para cada i= 1,2 |, la afirmacidn
de arriba es vdlida . Es ahora claro que una aplicacién del
proceso cldsico de identificacidn de lados a la coleccidn

P(p)=P(R) | R @ p } da una inmersidén 2-celular de G . claramente p
debe ser visto como proveccidn cubriente orientable de dos hojas

p: 8 — S donde § es la superficie sobre la cual ¢ es inmergida

por {P ).
Inversamente |, supongdmos que G esta Inmersa sobre ia
superficie S‘ . Y sea F'l £ — S‘ una proveccidn cubriente

orientable de dos hojas C Si S‘ es orientable , entonces § es la

unién disjunta de dos copias de 8, Jvedise Coxeter [ 1. Para todo
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vértice v de O sobre Si asignemos los nombres Yo vy v
arbitrariamente a los dos puntos en P'(v) . Si e es un arco con
puntos terminales u v v , entonces un levantamiento e’ de e tiene
puntos terminales u v v definimos A(ed=i si i®j v A(ed=0 en otroc
caso . Claramente entonces P *(G) es una inmersidn de G)‘ sobre §

Ya que § es orientable existe un sistema de rotacidn P » (Pv | ve
1

€ V(G)‘) } el cual determina esta inmersién . Para cada vértice v
de G definimos Pch) =  siempre que ?‘vo(c’) = ', Aseguramos gque
(P,A) induce la inmersidn dada de G sobre S‘ . Ahora las cublertas
orientables de dos hojas son reversoras de orientacién en el
sent.ido siguiente . Supongdse que N e5 es un subconjunto abierto
simplemente conexo . conexo y orientado de S ., vy Ni vy Nz son las
preimagenes de N sobre % . Entonces la proyeccidén P levanta las
orientaciones de N a orientaciones de N‘ Y Nz una de lag cuales es
coherente con cualquier orientacidén de § vy la otra es opuesta . De

aquf dado que ?V Ce’) - £ 5o sigue que 'I”v‘((")-e'.
]

Consecuentemente la inmersién de G)‘ def'inida por Px es en efecto
la inmersidn de G sobre 3 .

Supdngase ahora que (P)A) determina una inmersidén de G sobre la
superficie S , vy sea p:¥ —+ § la proveccidn cubriente orientable
de dos hojas definida por (PA) como en la primera parte de la
demostracidn . Es claro gque con un pequefio abuso de notacidn .

A - D‘IGK . Por lo tanto se sigue que i R vy ﬁ son regiones

p| @
de Gx sobre 8 apareadas por (PA)Y . entonces p‘(R)-p|(E) . Esto

define una correspondencia entre las dos regiones de las dos
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inmersiones de G sobre S‘ Yy § tal que las fronteras de las
regiones correspondientes consisten de los mismos caminos en G
va que tales inmorsiones son idénticas , se sigue que (P>
_detar-ina la inmersidn dada sobre S . =

4 Cudndo dos esquemas definen la misme inmersidén , v cudndo una
inmersidn determina una inmersidn orientable ? Estas preguntas
serdn contestadas con dos teoremas para lo cuil se necesitan las
siguientes definicicnes .

Una gréfica se dice que es homeomorficamente irreducible si

tiene un solo vértice o todo vértice tiene grado al menos 3 .En 1la
siguiente discusidn la gréfica G es fija , irreducible y [1 denota
el conjunto de todos los esquemas de inmersidn generalizado de G .
Si U es un subconjunto de V(G) , entonces oy - el interruptor o
cambic de voltaje en U ., es una permutacidn de M cuya accidn se
define como sigue : para cualquier esquema de inmersidén (PA) de @

N (P.X)o_ es el esquema (0.0 con O definido por Ov- 5 sty @ U
u

OV-P;‘ e U,y pCedxr{e) si vy s6lo si exactamente uno de los

puntos terminales de e osta en U . Definimos el grupo interruptor

L= (ovu tUS VE Y., SiUes el simplete {v} , escribimos o, en

lugar de o(vS.DeI‘inimos Tu%™ Yy donde U~V denota la diferencia

simétrica de U v V ,
Teorema 3.8.6 Dos esquemas de inmersidn de una grifica

irreducible G determinan la misma inmersidn si,y sélo i estdn en

la misma Srbita de M bajo la accidn de £ .
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Demostracidn . Comencemos por demostrar gue dos esquemas en la
misma drbita determinan la misma inmersidn . Sea v un  vértice
arbitrario de & vy (P un esguema para G . Supongdse que
(PO, =QuD definimos la biyeccidn de vea™> sobre (M) por

v

¢ludmy £i u=v & i=01.
v 1y

¢(v‘)~v- para i=0d.
1

Ex clarc de la forma que o, actda sobre los elementos de [ N

que ¢ es un iscemorfismo de G" a G¥ . Mds adn
o~ P, 51 uxv @ =Pt [#3]
De aqui que en las inmersiones auxiliares de Gx y 6M |
095‘\4«"- Pu‘ para todo u < veahmveats | 3

Esto significa que el isomorfisme ¢ es conforme con  osas
inmersiones . Sin smbargo . las fronteras de las regiones de las
dos inmersiones de G definidas por (PA) v (Qu) son determinadas
por la sucesidn de las primeras coordenadas  vérlices de @ 2> a
través de 1las fronteras de las regiones levantadas en las
inmersiones auxiliares de G)‘ ¥y @M, En vista de (1) , (2> v (B de
arribe , osas sucesiones son idénticas ., Asf (PAY ¥ (P.k)ov
determinan la misma inmorsidn de 8 . Ya quo o, | v = Ve )
generan =1 grupo interruptor ¥ la demostracidn de suficiencia ests
conclufida,

Inversamente , supdngase gue (PR v (O determinah la  misma
inmersidn de G . Para cada v @ V(@) Pv 0, describen una de las dos

pesibles permutaciones ciclicas inducidas sobre los arcos en v por
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la inmersidn . De aqui que P = 0:“" donde s{vim#l ,

Sea U = { v € V(@ | elv)=-1 } vy definimos €Q" ") = (P‘)‘)au .
Por la manera en la cual los elementos de U fueron
.seleccionados . sabemos que 0"" - OV para todo veértice v de @ . Por
la primera parte de este tecrema , los esquema (Q"u'") vy [{ D]
def'inen la misma inmersidn de @ , v por lo tanto también CQ"A'") vy
Q) . Ya que con anterioridad sabemos que Q"=Q , la demostracidn
estard completa cuando se demuestre que p"=u . Entonces , debido a
la simetrfa de la situacién , debemos suponer que para alguna
arista ewuv , tenemos u'Cedwl vy pledmi , Supdngase que el sistema
de rotacicn Q es tal que Ov(g)-e \ Ov(e)-h . Ou(d)-e”. Ou(e"J-!‘.
Se sigue de la definicidn de ¢" v 0/ que la fig. 3.11 describe
las inmersiones auxiliares de 64 v 6% cerca de e’ v ;' + Ahora
sin embargo . se sigue que la inmersidén determinada por (Q".u'2
tiene una regidn a saber P(k‘) cuya frontera contiene la porcidn
verm £ ~ @ - g~ ++¢ . Un examen de la inmersisn de 6# revela
que esto es inconsistente con el requerimiento gque cada vértice
tiene valencia al mencs 3 (El tecrema vale claramente para
gréficas irreducibles excepcionales con valencia minima menor que

3 ) ., As{ tenemos que u"wy y de aqui gque (P.A)ou-to",p")-co.,u) .
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Pigura 3,11

Es ahora muy fdcil determinar , cuando dos esguemas (PX) vy
Q) definen la misma inmersién de G . Primero debemos tener
PV-O:W’ con €€v)=il para tode v « V(B) , en adicién CPJ\)au debe
ser igual a CQ.u) donde U m { v ¢ VCB) | glvimil 3,

La siguiente definicidn y teorema da la respuesta a la segunda
de nuestras preguntas . Dade un csquema de inmersidn (PA\)> de @ un
ciclo de G es A-~trivial si contiene un mimero par de aristas e

tal que A\(edwi,

Teorema 3.8.7 . Si U es una grafica irreducible , entonces el
esquema de inmersién (P,) define una inmersién orientable de @G
sobre una superficle § si vy sdlo gi todo ciclo de G es A~trivial .

Demostracidn . Supdngase que todo ciclo de @ es A-trivial , Se
sigue que para cualquier vértice v de G , Vo ¥ v‘ pertenecen a
diferentes componentes de e . Porque si suponemos gque Yo YooY,
estan conectadas por un camino w de 6. Entonces la proyeccidn de
w en G es un camino cerrado con un nuUmero impar de aristas e tal
que Afe)wi , Ya que esto contradice la hipdtesis de A-trivialidad.
Se sigue que G>‘ es por lo tanto disconoxo . Asf{ la superficie §
sobre la cual G es inmergida tiene dos componentes orientables

cada una de las cuales debs ssr homeomorfa a § y por lo tanto S es

orientable ,
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Inverzamente . Supdngase que S es orientable . Entonces esta
inmeorsidn puede Lambién ser definida por algin esquema (0,0 donde
0Ce)=0 para todos low arcos ¢ . De aqul que existe un  wubconjunte
U de V(G) Lal que (P.)\)UU-CO.O) , No obstante es fdcil verificar
.que la operacidn de cambio de voltaje preserva la A-trivialidad de
los ciclos . Asf{ . va que los ciclos de 0 son O-triviales . deben
ser tamblén A~triviales.

Podemos ahora en lugar de usar una descomposicidn reducida de
bandas trebajar con esquemas de inmersidn generalizados.

Una forma de represeniar un esquema de inmersidn generalizade
es escribir la permytacién cf{clica de cada vértice sefialando con
un superindice 1 si la srista tiene voltaje 1 y la ausencia de
superi{ndice el voltaje O,

Ejemplo. 3.4 Considérese el siguienie sistema de rotaciones:

u. cbd. X. abg.

v. ajh. y. df,

w. ecfe, 2. hijg.

La figura 3.12 ilustra una proyeccidn de este sistema de

rotaciones
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Pigura.3.12,

Sus caras son : cbghabdfe . gaj , & . cfijhid , la inmersidn
tiene & caras y es orientable pues todas sus aristas tiene voltaje
0 . por el T. de Euler y{@)=6~i0¥4=0 por lo tanto por el T. 3.8.3
g= 172(2-D=~f por lo tanto la superficie Sg donde estd inmersa O
es S‘ el toro.

El tipo de un camino se define como la suma de todos los
voltajes de sus aristas , asi los caminos serdn de tipo D o tipo 1

con esto podemos completar el algoritmo de trazo de caras para un
esquena de inmersidén generalizado de la sigelente manera ; para
determinar la sigulente arista se tomard en cuenta el tipe de
camino tragzado hasta ese pasc , 8i =1 camino trazado es de tipo O
se tomard la arista posterjor y si es de tipo 1 se tomara la
arista anterior en el vértice terminal .

Algeritmo de orientabllidad

El ditimo tesorema nos da un criteric para determinar cuando la
superficie que determina un esq. de inm. gen. (P)) de una gréfica
Q@ es orientable o no . Para hacerlo tomemos un &rbol generador T
de la gréfica G y cambiemos las permutaciones clclicas por su
inversa en los vértices de T de forma tal que todas las aristas de
T tengan voltaje 0 , llamemos U al conjunto de vértices que
cambjiaron su permutacién entonces (P.x)u determina una inmersidn

idéntica de 0 que (P)) ,cualquier arista con voltaje t en 8 - T
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nos da un ciclo que no es trivial en (F‘J\)u . por lo tanto la
superficie es no orientable =i v sdlo #i alguna arista en @ - T
tiene voltaje t .

Ejeaplo 3.5 Una inwersidn de K‘ en la botella de Klein Nz vedase

la figura 3.13.

X4

(Y Figura 3.13.

Su esquema de inmersidn es

2 o V2 Yt
ta grdfica de voltaje respectiva se ilustra en la figura 3,12
las caras de esta inmersidn son (vov‘vavzvov:v‘vz) v (v‘vovavz) N
aplicando la férmula de Euler tenemos y =43 -6 + 2 = 0 - entonces
g =2 ~0 =2 gyperficie no orientable de género 2 como se  tenfa
originalmente .
Ejemplo 3.6 . En la Ffigura 3.14 a)., tenemos representads

un esquema de inmersidn X\ de una grdfica G , en la Fig. 3.13 bd 1la
misma grdfica con Jas permutaciones cambiadas en los vértices Ve Y

V. .
2

a3



Figura 3.14

La segunda representacién tiene todas sus aristas con voltaje ©
por lo que la gréfica de 3.12 a) es orientable , sus caras son
Cv'vzv:v‘vo) N (vzvlv‘) v (v‘v‘vovavzv‘vzvo) aplicando el teorema
de Buler y = 5 -8+ 3 =0 , la superficie de esta inmersicn es
orientable de géners 1 el toro .

Una forma de describir un esq. de inm. gen. de una gréfica
simpliclal es a partir de una matriz de advacencia , en la que &se
use signo negativo si la arista en cuestidn tiene voltaje 1 y sin
signo =i el voltaje es 0 , se wusan subindices para indicar la
permutacidn ciclica por renglones , las sigulentes matrices

describen las inmersiones de los ejemplos 3.5 v 3.6 .

Q 1 Z ? VO 1 vz v? V‘

v 0 1,01, 1, o 0 1, o 1, 1

v, 0 1 -t v, i, o 1 0 1,
v 0 1 (] 1 1

v, !.z 1: 0 ii 2 . Oz oa 1
v 1 1

", [} -1 1 0 2 Fl 1 2
‘ 2 2 v 1 t 1.1 0

4 { 2 ? 4

Ejemplo 3.7 . La sigulente es la matriz de advacencia de 17 con

todas las entradas positivas . cualquier otra inmersidén de K7 en
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una superficie orientable es idéntica a una de estas , por lo que

podemos asegurar que éstas son todas las inmersiones orientables

de K, .
) Yo Vi Y2 Va Ya Vs
Yo 0 i‘r-o 1po 1po 1‘po 1p0 ]
v, lpl L} iN 1‘“ 194 19l
Va P2 1'pz 0 1p2 lpl ipz
Ya pi pa 1pi 0 193 pa
V‘ pe p4 ipt 1p1 o Pe
v, s Yos Los 1;,5 1y O
L J
Para cada vértice tenemos 6176 permutaciones ciclicas son 7
vértices , entonces tenemos (517 inmersiones orientables no
idénticas,

4Qué fraccidén de todas éstas inmersiones tienen todas sus caras
triangulares ? Contaremos primero las inmersiones que tienen seis
caras de tres lados que cortan al vértice v° .

Sea (vn.v‘.vz.vz.v‘.vd) una permutacidon ciclica de los vértices
Yo o la inmersidn contiene la esquina ((v‘v°>.(v°vz)) por lo tanto
contiene la arista (v‘vz) entonces v, tiene como permutacidn
(‘"Vivu) las cuatro aristas restantes pueden ser acomodadas en 3¢
vermutaciones ciclicas . para una permutacidn cfclica de
{Vl-Vz.v:.V‘.vB.vd ) se tienen (€31>® posibilidades . va qué el

nimero de permutaciones <¢iclicas de v, e§ S! entonces el nimero de

inmersiones orientables con estas condiciones es a lo mas 51¢313°,
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Si queremos que todas las caras de una inmersidn sean

triangulares entonces debe ser una de las que tiene seis caras

triangulares que inciden con AP La fraccidn es menor que
srean® | _can® |t PR
;N7 (5% 2x10° 10°

En una inmersidén dada una regidn se dice que es autocolindante
cohsrente a3 1o largo de la arlsta e , si la arista e aparece dos
veces en sentido opuesto ( autocolindante no coherente ) si
aparece en sentido idéntico > sobre la frontera orientada de
la regidn .

Si (PAY v CQ.u) son esquemas de inmersidn para la gréfica d N
decimos que (Q.u) es una perturbacién de (PA) si P = Q y existe
una arista ¢ de G tal que para todas las aristas d de 0
uCd) m ACd) si v 56lo si d ¥ ¢ . De la misma forma decimos que
(P\) es perturbado en e y produce (Q.,0.

Los efectos que puede producir una perturbacidn sobre el niumeroc
de regiones y la caracteristica de Euler son contestados en los
siguientes resultados :

Lema 3,B.8 . Supdngase que el esquema de inmersidn (P de
la grdfica 8 es perturbado en la arista e y produce (P .
Entonces todas las regiones determinadas por <P\ que no
contienen a e son tambidn regiones de (P,u) pero :

(a) Si e estd sobre la frontera de dos regiones distintas de
(PA) , estas se identifican en una regidn simple de (P la cual

es autocolindante coherente a lo largo de e .
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C(b) 8i una regicdn R de (P,A) es autocolindante coherente a lo
largo de ¢ , es cambiada en otra region autocolindante coherente

de Pyd .

Cc) Si una regidn R de (P} es autocolindante a lo largo de e

. Se descompone en dos regiones de (.

Demostracidn
Ca) Si las dos regiones de (P,A) tienen fronteras e, e, v
fn.e".fl entonces la nueva regidn tiene frontera
e weese ol e vedse la figura 3.15 .
1 m n 1
€
Fu
e'f\ Fl
@, ) [
Figura 3.15 .,
bl si la regidn de PAY tione frontera
LATEN .em.e".f“ e .t‘n.e la nueva regidn tiene forntera
e ....em.e".f;‘.... She |, ver figura 3,16,
£ ,
€ Fi €n € Fn
—3 'l -
-— e € -
Ql . bl el € ﬁ

Figura 3.16.
((-3]
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tiene inmersiones no arientables de ese género .

Teorema 3.8,11 Sea r(@) el nimero wmdximo de regiones en
cualquler inwmersidn de la grdfica G sobre cualguier superlicie
cerrada . 51 0 es conexa entonces posee inmersicnes 2~celulares no
;rientables con v regiones sobre superficies cerradas ., para
cualquier r entero tal que 15 r 5 v(G) ,

Demostracidn . Sea (PA) un esguema de inmersién que determina
una inmersién de G con r(g) ragiones . Si r(g) # 41 entonces
existen dos regiones las cuales comparten una arista e , Sea (Pud
ol esquema obtenido de perturbar (PA) a 1o largo de e , se sigue
del teorems ..... que (P ) delermina una inmersién de G con
rL@)~{ regiones y due la nueva regidn es autocolindante no
coherente , por o tanto la inmersidn definida por ((Pu) es no
orientable . 51 r{@)~1 = 1} entonces terminamos , si no continuamos

hasta que rlG-1 = 1 |

Corglario 3.8.12 Supdngamos que la grdfica G tiene p vériices vy
q aristas . Entonces @ tiene una lnwersidn 2-celular sobre 1la
superficie no orientable Nk ¥k entero tal que :

7€ S k £ qeptL .

Demostracidn . Por el T. anterior @ Liene una inmersidn celular
con exactamente una cara , por la férmula de Euler la inmersidn es

sobre S;-pu vy aplicamos el teorema anterior. n
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