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4 ANR métrtco |
“Tamben en o teoria de punto F jo. los espacics
euclzdfcmos son prototipo para definir sus™ con
iceptosl fundamentales. Junto con los espacios

ineales normados permiten  formulaciones |

:dlrecfas de  conceptos como el lﬂdlC@ de punto
Fjo of lﬂd!CG | - - |
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ag FJf'mpfoJ (a) Sea X espacio mc—ﬂncu CONEXO.
¥ es una variedad de dimension n si para cada
©eX existe una vecindad de x homeomonz’a a
R", ¥ es una varedad con frontera de dimen
sioh n Siopary cada xex existe una veandad
de x homeomorfa a R" ¢ @

HY=4xeR" %, 20}
> X es locamente fintomente triongulable s
parc cada xex existe una vecindad de x
homeomorfa a un poliedro compacto.
A los vanedades de dmension dos con ¢ sin
frontera tambien se les loma superficies con

¢

& on fontera esp.
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(b) " Si X es ANR métrico y uex abierto enton
Ce3 U es ANR métrico.  [H2,pq 971,

(¢) Sea X espacio métrco. X es ANR métrico siy
solo st existe un subconjunto abierto U de al

qun espacio Inedl normado y aplicaciones

=X, St XU

Con rs=1y. |
Ala pareja (ns) se le llama parametrizacion

Cde X,y s fixov—xoes continua e dice

3

que sfriftv)=Xx es equvalerte af.

Demostracicn. Supengase cue X s ANR.
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Yot Encale X LCon inanen cerracla Ak
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extensicn 'd@ Idge. Sean r=9"¢ _y =% Enton
ces rs=d.

lnversamente 5 sean Acy cemrado , Y m@tuco
y frA=X continud. Como U es ANR métnco
existen una veandad  vey de Ay Fiv U
extension de  sf: A—U. Entonces rf’iv— x

es._ung. extenswn d€ f

Tnnto las. vonedad@s y !os pclzedros awmo los
espacios neales normados son ¢jemplos de ANR

métricos de sima mportancia para la Leori

de punto porque diqunas de sus propeclades
mplcan simphficacicnes en las cuestiones que
plantea. Las siquientes prepiedades son un
gemple de &ste hecho  peraue con ellas se

dermuestio o svistenca e ang -iw‘twp!’:cczuzfn

tal que cudlquier elemente e 5o ase de



* homatopia tiene d
menos dos puntos fljos. ‘ ]
4.3 Teorema Si M es uig varedad con |
frontern entonces existen N una vecndod de

oM
/ he (N,aM) — (3Mx[e0) | 9MXO) |

| con  h(x)=(x,0) si X€M
un homeornorfismo.  [MB] - |
A la paeja (h,N) se le llama collar de M.

44 Coolano. Si M es uvna vonedad con
frontera entonces ™ es n rebmicto débl
por deformacion de M.

f

Dermostracdn. Sea (n,N) un collar de M. Senn

. ~ r Y
Lol o) = T o)
$
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X [ & X

Y Hg:M=M una extension de

Ixt
IMx [0,00)  —> M x(0,00)
ho? (N

R N N

® Ya que, poia cada sel, flp o=l ) flolxfyoh
es la oplicacich identidad en el complementg
de dlguna - veendad  de am y por tanto H
existe. Ademds cada Hy €3 myectiva porque
cada f5 loes , y H (M.
Sea it NMen. Claamente
P ~ y

HS ol Pic = -LM
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4.5 Corolano. Si M es una variedaq  entonces

CMxMN A es un rebracto débl por deformocién
de  MxMNA.

Demostracion Sean 7+ KIxiA G MxMVA Y Hg
la hemotopla definda en 44. Entences

S HoXHoo T = L gy o

4@ Corolono Si M &s una. vanedacl con fron

tera  entonces, pora toda neiN , To0) £
T M)y T (NIXMAVA) = T, (ML),

47 Tegrema de Exeensibn de Hemotopia | TR

Sean ALx poh@ffrm ) ACK y fix—y
/7 ! e D
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48 Coolario. Sean M superficie compacta
con frontera | %,eM y f,g:M—=M oplicaciones
homotdpicas. Si Fy g no tienen puntos 1‘:905
en aMux, entonces existe una aplicacion
h:M-M  fehrelamor, vy g =fixdh).

:Dcmostmaéﬂ. Sean (9N) un collar de M, Hif=g
v H oMo 5y V=HT G, |
Para cada Gotefi(H) y cada veandad V,CN
de x existe una vecndad Ve eV de &) on
H (Ve 1)) V- Por la compacidad  de fix(H
para A Ve,n L ogtie Bix(HD b existe und suew
bierta fnita {ve ) 5y oo el lema ¢
Urysohn , exste  uno aphcacion
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Sean @1y = (W% v H” lg exdension de
U X)) a (Mux)x) UMxal  donde

V4 ot
H [(amuxo)xi WU MX 2L =H

Entonces existe 6:H”~H rel Mx2L porque ¥, ~

SYAX Yy HgyoL=H SN pérdda de general
dad “supbngase que  H(x,,t)# %, para todla
tel Si H'Gt)=x y xeaM entonces

BYCIN AR PICAEICIY

CHOGb=x y x()=0, en contraciccicn con

la definicion de . Por tanto fix (H*1 np, 5
=¢_

Como g, Ge,t)# % st teaMu,, existe ung J2n
cad w de ik, v Ot Ex Sioxev Mg
Vamente nor @ emcn de Urpsonr, enste una g
Shracici d el en A = v ]

—
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Sean |
, ViMxL—= M
Vit = G, (x, Acat)
h: M= M
h(x)= Vix,l). -
Por deficicn v+ £ =hrel amux,

ot

, vy fixgr=fix(n)
porque hCo=x sy solo si xe mw y |
g(x)= 0, (x, 1)
= 0, (x,X(0)=h(x) =

A

49 f@oremcz Sea W una \anedcff de dmen
sicn 0. Para cada ze N existe una veandad v
de x, nome(,»mo/Fd a Dloji={xeR et} v ung

aplicacidn &: v=v—=v  tal que para cada vz ¥

P T SR e T . s
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Demostracion Claomente es suficiente demostrar
la existencia de @ si v=D(g, y x,=0,

S¢a
hiBloxdlo,1) — D)

hooy)= (G-lyl)x+y.
Entonces hy, : DO=DE,) es homeomarfismo

DN fix(hg) y he)=x ) parc todd x€BG,).
Se_defrie 6 por Gtx,zﬁ= h' . Solo resta probar
la continuidad de & parque las otras propedadas
claramente las satstace . Sea |

H:glnxDo,n = Blo)xDdo,)
Hryl = gyl
Comp H es una wientificacon y @4 es conbinea

0 es cenbinua.

Cordlang . Cear Vouna vanedod ) New
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B0 N VAR NI PN R A BV O - S O I A Vit



un 'homeomorﬁsm‘o h:iM=M con hly=1 y héo=y.

Demastracion &Qde\‘n la relocidn ~ en MN Spor
u~V S ysolo si wy v satisfacen la conclusian

del corolario. Cemo ~ €5 de equvalencia | si sus™

clases Son abiertos y adl mencs dos entonces
M\ o es conexo. For tanto es aficiente probar
que las clases de ~ son abiertos. Asi, es St
ciente demostrar la exstencicr de un homeomor
fismo hiR"=R" con Dl =1 y hoe
B(o,1) un punto dado. Pero | por 49, h exist>

A8 Cadlario. Secn M ouna vanedad conexe <l

y f
puntos <l

s/
dimension > 2y X, Xm Y,

PR S } e A e S T U A
{ereme;) age Mo Entorcrs Sxile o homenriir b

. RN » P P - e -
rn/J\ h'f;»' -3 [v: ISD; [“/ SE e s ‘});m



5 Flbraczones
lgual que o teoria de homologia , la teoria
ae homotopa es un nstrumento de la teorfo
de punto fyo. Los siquentes teoremas, junto
con la exsteraa de collares v el teorema da

L - o
extension de  homgtopia son los regLisitos
homotopicos  de éstas lecciones.

51 Definicidn. Sean p: X—x una aplicacich v
*‘ch un subconunto abierto. U es cberto pa
rejamente par p si p'U) es unch aena de
subconjuntos abiertos en Xy lo restrier

de p a cada o &S un Femesmorfisno,

¢ e
U. o &5 aplicaczn cusriente s para cacly
XEX Aaste o crnaad  de x o coherta
S0 I T S T G L eaCion LN

! - . . '
e o AR Lo ELSAL fobriene de K



®

54 Defincion. Sean E,F, 6 espacios topoldgicos
y p: E=F continua 5 {Ut una cublerto, abier
ta de F - ;Y {hy UxG=pl) [ hy es hor;@omcr
fismo | . § (E,F,6,p) €5 un haz fibrado
resped‘o {Wh} s g composmoﬁ

n, p
ux6 — p'v) = U,

para todo Uy es la proyeccicn.

3‘3 Teorerna. Una  ophcacicn cubnente €5 una
fibracion. Si (£ F,6,p) €s.un haz fibrado
Fes -paracompacto  entonces p es una fibmcion
(5, pa 67y%)

8¢ Teorema Sean piE—F fiacdn , f¢F
y €,€0'(f,) € 1:pf i B Entunces @x;.;:irét

3T (F ALy —T. (o) e

Cpe AR )‘-‘0/



6 e-gpoximociOn. L
A través de as e aproximaciones  de uria
aphcaaon compa(ta la cur%tfon de la ex stenmr
de in hdce " en los espacios
Inedles normados ce reduce ¢ los espacios
zﬁéﬁjd‘d@”@ , donde la respussta es afirmative

E?Sécj' x5 L cenbinva, L espacio Ineal normado |
x _espacio tupo!ogm Por defincidn , £ es e |
zdfmen\sron finita si < fo0> , el espacio gene
rado por f(x) , es de dmension finta. A <F
(x> se le lloma escacic relativo a f.

Por defmacn, una aplicacidn fix=y 5 Xy

BSPACICS  LOBCIGACES , 85 campicta & £0x #:
nCGS



i

b lemg. Sean )y (V,0) espacios métricos,

Ucx abierto , KU compacto y £:U=>Y continua,

o,
Doda >0 enste €, lanada e de la conbinpidad

uniforme de fen K respecto 7, con (400, £),

<n S x4y B, e)cU y dixuy<e

Demaostraacn: Si cara cada neN con B(k,AHCU

- l

@}{;5%@['} c B(K ﬂ) con C[(’Cn)/n )4

l]) I'l
© (F(¢), (w20 enfonces exsten subsucesiones
S Convergentes xo,Ya 5 vy de My =imy €K

0=t 0(£0r) £, 27

{

\Emar Lean E0nanas MEtnce L espacs, ned
- . . . . P y o~ r PRV
NOrMOCs v £ 00— 0 LOnninuas S Ty g S0l Tom

- M PR s
COCTOS ShLORCE

H T > L
Hx t) =1L FOd + (1-t)glx)



®

es campacta,

Demastracidn. Sea y, suesién en A@AD. Entonces
existe una sucesIsn z,, en HvxLl) con d.(z;n)inkz"”)
donde d es la métrca en L. Supcngase que Heg £,
= 7,. Entonces existe (%q,ta) SUbsucesion de

(ot tal.que 0, 90x,) v £, Son convergen
tes , por gemplo o w,v y S rEsp. Luego exste

una subsucesion de y, convergente a sut(-5)t
=lmHE,t) Yy HED s compacto.

5.5 lema Sean (%,d) espacio méLnco , vy )X
Stbconuntos Gbiertos - FiU=X continu@ - <on

'

. \ \ 7 s C r S e LU e
fix(ycw y Vau. Si fly e cmpacia engiices
C?VJSLL@ ((4:(5 ( 5,\/) ,v// , C/C'{:,:/-\/) X > 6 u XE \7' “‘.‘/.'//l,
ey sioacitn L

T P S VIR RN RGP
A l vl,_ll.} r-‘i-" PSR }:n e ey

R, A Y Tiest s - i
I R RO B M SRV B LB Ul e
. s RS ERETIEES (T



sucesion ¥ con fx

de  y=hmti)=lmx,

o) convergente en flv) , y

€ Vi,

d(,my,» )= md (£, 2,0 =0

¢ flp=y Por torito

ri(Xt)<£ para teda

W es compacto.

Demostracicn. fuiH)c
2EVIW. Siove fulic

Lx(v) Per tantn 4

flv) es compacio L

5 existe.

64 Corclanio. Mumas hipdtess v notacdn que
Sea Hivxl-» X compacta Siod (G0,

\..4_,

(ut)evxl, ENtunces fix(r:

Woporque dfFlo il ©
Vooentonees Fee=x v X
) es cerlo Pueste e

(

(HIC ) e compacte

i . *';‘n. L, { - R R ey o
(LOOSICICN  oenr L espac.s wheq nenmarle

T ” ’/ < ’1/ ’ [ y (. - :,’:j/_f :.U.,!,«': ,_, ’ “ ”J( _’VL, . 5‘,r"
7. ! oo s T T e B
T ‘I — [ (.‘—‘/J' el oV -1 i ~;",/ L \{AS (J‘\’" ‘.k.w,“,, L *f :



2 0aY;
o=
SN

2 1(7)
Claramente fe as de dmensign finita ,ccm“o;rta

y d&oo, te<ce For 6.2y €4, H es compac,

ta v fix(H) el es compacto.

J‘v Generclizacén de 63 y 6.5. Sean L espa
o Inecl normado 5 Vyxcl y weyeycul
subconyuntos (biertos con VU Ri U= X
continua con frGH)c W, Si HOHCX es compact
entonces  exsten §=5(Hy,w) v €,

Cal qu

A(H&O,xI>8 s eV, y para i

" e desm Ll . Ny Y
E<E, crisen aplcaccnes  He WX iongado

)
/

€-anCamacicnes de Hiy, cofnoactas deodiaen

A (o)
‘) [

/ - N . . -~
Sion favtn con dPH e A e donde A
= ISN'S "\";'fs)‘ T s | LR I I TR Ry St
NS IR L0 AR T G AT At (P SR SR Pt [ S U IS o B SRR R



- Gyt = tHOp + G-t H(y)
es compacta y fix(6) c wxL €S compacto.



Indice de punto fyo

El conteniclo de la uniclad es la demostracién
de la exstencia y wneidad de =7 un indice de
punto fyo. Comenza con la defricich de incice

de punto fjo & hdlice. Este es el concepto bd
sico de o teoria de punto fijo ; lo formaliza

aion de las consideraciones hechas en los

pr@(lmmcu es. 5010 Su t?xsbtema mplica und Cz@

neralizacicn  del teorema de Lefschetz | mo

de los plares e la teoria de puto fie de

Nielsen. Se le dfine | enbre clras (v,
[V, pgid), ceme g medhdd ainebruicd el
comunte de punfes fics = ia cphcacicn



@Cr Ly 7o
~ : —

BA C{H:UcWI—>X[VcX U son aber
tos v H.€B, , sitel},
se dice que la funcion B, —Z s ficlice de
punto fyo ¢ ncice en B, si para cada
fio=X en B, , HeBA, g:w=Y y h:V=>1 en
B, y Bs resp., satisface :

E“ Si fix(Fleuey y o e abierto. cntonccs
flyes, G(F)—B/FIU/) B

03 5 D<<r(")CU:(J'UzCU Y U0, son abiertos
cjenos entonces Flo, , Flu, €8,y a(f)=piely)
+ p(flg,)

{
64 S HCKeU y K es cempacto entonces
HK cs e [ffﬂffhf( Ly ,”3'\\ )= /\(F,]K)

-
|

) ; e [~ ) 8
Soonddg = sine sy, Lara rua SOk



0.6 Si hg:G'(v)—7 pertenece a B8, entonces
qh: H'(W) =Y pertenece a B, y p(gn)= g )

A las propiedades  0.2- 0.6 se les llema resp.
propieciad de esaision , cdibwidad , normalidad,
homotopid v conmutatvidad,

0.7 Ejemplos. Considérese la notacicn de la e
ficion anterior Y Sup que 6 es Ln indlice en B,
(a) S fx(f)=¢ entonces plr)=alfly), por

escision. Por acitvidad s (Flg) =2 aFlg) v stfly,
=0. Por tante 38(F)=0 s fxif)=¢.
Equvaientemente , si stf)# ¢ crltonces fix(fi#¢.
Mds ain , si sf)#0  entences

< min# fi(o) F3H:F =z HeBH L



e :ﬁs,éfﬂ,ﬂd@ﬁn@ Fi PO" ; (.#n-,®%t,>-“r/«’n-~~

P

Exrsfif‘ﬂC(Cf d@ ﬂdlC@ e.

Para cada nem se,clfﬁne nductivamente
un generador u,, dc’f Hy (R™R™0). Sea m, un
generador de H(R'R0). Suponiendo @ .,

d@ﬁndo Si 6 es @! isomorfismo d(. Kirneth

rfn,ale i \o)®H(ﬁ2R\o) H@RN0) | [5,p9239)

il As, paa cada nmei\/ Sives e( isomortismo

de Kinneth
H (RTRN0) @ Hy (R RA0) = iy @™ R™N0)

entonces

v ( Lo, & Yl = Wy

/ Larmpid i o e fn A
L gernciuracon e SOr nauclcs S5 n=ld



L Definicicn . Sean UcR” abierto y fru—R"
‘aplicacien con fix(f) compacto. Entonces existe
e cumpliendo  fix(F)c Bo,6). Sean e'

i (RR™NBO,6) & (R'TR™ ()
41 (U,0Nix(F)) G (ROR™NFix (F))
Ve (U)U\ﬂx(F)) — (R” R”\o) |

e donole dex)=x-feo . Por esasion .65 lsomomy“.
ue deﬁn@ el fnohce ee () de { por "

RRCE ‘e’ecc)',a‘,‘,f

L5 G (f) no dederde de e
Supénga-se que E2€e vy sean ¢

(oholbnyg o

« < Cl
N i . NP
) -



d@é

E!_rnohcc de. f no oepende del ab:ert-o U
| “compacto ﬁxu@) en el 'SICJLHC“OLG sentido. -

“5 fix(flcKeVeu KC'B(O)G) es comparto y
v abferto d=dlv €Y N, k7 son las mclu;
@ S{OHGS que “hacen. conmuLar C‘ dtaqrcmu

Hn(Q R" \6(06) ‘ he ~’é ARV Ha(RR™N0)

RPN K N
z* Ho®R™ )= Hy (v, \K) - 4
1

entonces dy 4L i, Va(e) = €LF) uq.

® L5 Ejemples. (a0 Uacda xeRT e define

- 0 foN
Hoiw =90 Kl = A

/ .



- e e i
‘5( UcR” es ablerto Y %eR" entonces e(x> (60

:segum x. el 6 x,¢U.
(b) S_i VCcR" &5 Ob!@ftO y HiUxL=R" continug

con '
fix(H)={ Gt | HOCE) = x

icompacto entonces e (h,1= ey )  par todla tel.

.....

@(c) 61 ucre“ ch’” 50N abxertos y

® FrUoR"
’ = - CgiveRT o |
;conhhuds con F:x(f)) ﬂx(g) -cémbaﬁtos entoneas
fix(fxq)=F €S compacto y e(fxg)=e(f)elq).
Demastracicn. (a) i x¢ U entonces fi x(xo =f
Hy RUR™ Fi(x))=0 y  0(x,)=0.
Supingase que U, Si £,9,hy dson res

D triccones de la trasiocon TGO=x-x,, 6y



satisfacen
- x, UB(b,6)C Bo,e)NT(Bloe)) . .
e 4/ es lo inclusion entences el diagrama *

HRIRBO,E) — Ho@1R ) —ﬂHQ\)u\x ) = Hy @R"N\0)

Ll g, 1. e ) d, /(},
| Hnm RNB(0,6) — Hy RIRN0) 5 Ho(hv), hW)\0)
: ,29* j;‘ )

iconmutatwo y

g[#j, Ty Vp(e) =4, 29?; W (€).

in:ro £, es iqual d homomorﬂsmo nducidlo per

la nelosion i
| (RIRNBGE ] & (R RNBo00

y entences Loy ﬂ? = leg - | ‘

s
Por tanto o o
6\4,5 :31'0 ’L"_ \v'n /(') = lé‘.g v"-"n”-»/‘:lll-(.n

y €)=t



(b) Sco P UXL—>U la proyecczon Por la compa

adad de p(fix)=F exste € cumpliendo
Fc 8,€). Sean
dy :(U)U\F)—> (R"R™\0)
dt () = x = H ()
(R R\ B0,€) & (R, IR”\F>
j (U U\F)C; RIR™F)_
® Entonces ééo* =y pora toda tei) Y por 1.7

- | €<Ho)/in:d;0kj;’-z-§'é DACE
o | Co=dy gy Ty V)= @M K,
y e(H,)=e¢Hy) , para toda tel.

ce) Considérense 105 diagramas

h, hx
Nl o0 oo /ehnh ;
Ho@®@RNB) = H RIRNO)  Ho@R™N8) -ﬁHn/'\’ “RN0)
'T\ . . & g . K, .f‘ ]
D(l ] ’,‘é—}(@‘léf' ‘1 } ‘f ‘}J ‘\“&‘ i 759*’
: E~P - SR Y Con - T L P
& M. (,‘ )a LB ﬁ) LR t? ey S (E ,({ \r)"" nn()?-.)l\‘.\e;»(«:f-..
@ /@ ' ’ -
q \ 7

Ho (0 1< ay o kogho) T



%‘ ’ e e

',_H,,‘(i?',’fR”,\B) - Hy (P")IR"\F) - Hn(VVW\F) = anrafa\o)
q‘f | 2%., o 1 ] oy b Lo °<41

éH,,(R‘ZR"xB(o,c—)) o Hp &R\ Fix () '@ Ho(0,UNAX(E) @Hpazﬁzﬁo)
: . -3 - e

: —> ]
THe®RN0E)  H®RMNG)  Hunix@)  HER)

. . - -t
e B lgx It @ Tqx e x® g

’dondc W -UxV , FcBeBl,8)cR™=RMRY v B es
el producto de Ias bolas de Ry R® de raco €
y centro cero, que contienen a fu(f) y fix(@)
grcsp. ; todas las 4 ¢ ¢ y hk son mclusiones;
:?d'-?_.d{:)(df} y |

e ()= %~ Fx)

a’.90c)=>£—9(>c};
las oy ,ety Son i6s iSomerfismos de Kimneth .y
o oy SON restriccicnes de (o somorfismos e
Kinneth  conesp.



‘e Lucqo, por definicn , €lina) el

= Uy gy 14 = oty g0 gy (10 10 ) (1P 1 4,

= oty Ul 10l Sl 4y 9)
S e(mp ® 8(9)#4)

—_ (\,Vl‘\ q

- /

‘h

el
ey
- 7



- LS Teorema. Sean (RR, R,

v
LS

y R defindos

o

- por
R ={f:U=R"[ucR" es abierty , f contnua

vy fix(f) compacto }
ReR, = {Frv=R I VCR™ a5 cbierto y fcontinua) -
RE = {H:uxLov—R"[ucR" esapbierto , H

es continua y fix(H) compacto

%LG f“””OP ¢, defiricl en 4, e ndice en R,

r

.Dcmostrac n. Sfan f:0—~R" en R, HiuxLov—R"
en Rit, grw—R" y n:@oz-k" en &,

D1 f . A~ Ala oL - o

i Esasion. En 17 S8 cemuesia cue @ oahs
7 b

face esta propiedsic ‘
K1 PN % SN B L ,'~’:» RN S e g \ o [
,A\Uu,_mcj(,;u. v es '_juL.-( Pia R .,;b(.jZCU YoV

;« N A i s PP - L
anler -5 VEGCL o e S R S ;..C‘[' €rere

| . B N R ot RIS A :!l{‘.JK :



®
Luego elf)=e(fly)+e(Fly,).

112 Normaldad. Sean $"=Rweo | .
YR < §"
O R e (RRNS(E) | Fulf)cBlog) -
05" o (8" SN i)
b+ (U, LX) & (8" S ()
N 4 0,0\ i) = @RM0)
®  deos )

V=0 e e T = dybya, 0. Por esaisicn By
es 1somorfismo.
Si fluckey vy Kes compacto entonces  Fer, |
)y €5 de rongp fnito ¢ If = (Fdy, (D5py 267,

Por la conmutatricad el diacroma

R R Ay o A N N e
Hn(\, ;T F’.n(_u )J . :I‘I(/‘ /S t: 31:’,‘?,”;'1 AR Hn(K ;L’(» \‘O/'
y 4 e o A £, A 4.
o U Wt et
L W o onn <t n P : PR TN A R T
H() G0 — =il b 5/ Lo "r‘!,ﬁ [SItAL S

[0 A
SEN Vo
T Loy



“dondé o s Inclusicn, =€) 5 y por @221
Fle es de Lefschetz y ACF) = LA
;Asr_ €)= Alfly).

13 Homofopia Suponlendo que para cada rel -
cx:ste €y O e(H) Si ls=rice , de lo
Compoadad dC‘ 1 5@ SIOUC‘ €(H e(HQ parg
toda tel
‘Demostraaon de la supesicién. ’Pard ‘cada (Berefix(>
‘ lstt‘ e vxx\/tCU veandad de t_donde r no
ipcrtenece a v, si r#t. Entonces existe {v,, vl
subcubterta de flH). Supo’ngase que revy; <ol
para isk ,ysea Be)cl contenda o dis asna
a Vi; segun i<k 6 kel Luegl, siols-rice en |
tonces  fix(Hy) € Uvy; y por esasicn y Gl
o= el



; 1M Conmutatividad . Supongase que hg:Glz)—R"
pertenece o K. Entonces oh:i'(w)—R" tambien
pertenece a R porque  fix(gh)= g(fix(hg)) es éom
pacto. |
Las homotopias
. 4y R = R
L bty gi@x i) = R™R"

5 4y R = RRT
- defmdaspor
T TGy = (hato, Egtos G-t)y,)
bt Goy) = (i=t)hg G+ thiy) | gl0)
C, (rpi=(niul, tghy) + (-£)gon)

P /- Lot N i 5 R
. ()/.p;/:’\fx"‘?'""-{v;/ Py, gr‘(v)>

T

r

pertencen o Sd poraae Lo fdC = fxdngsa fis(gh),

i

P - I’ Lo, AN, -\
Cotlas = ha n (Fodlhgy 2 T
0Ty

sald, =R, ;»;%'}F;;/-.If ;[:/\ N{h}/



donde
| hOot)=tgCo+ (=t)y, |
hy(yt)= (-h(y) + tx, |

(,,u) €R%R" son compactos.

&7

Entonces , por la homotopia y 1.8
Clay) = e(a,)
?:Q(b )=@(b )
o - =e(c,)=60¢,)
®. - o =e(dy) = eld,)

,Eyi - e(hglew)=eC)

- =e(d)) =0, P(gh
Como ely,)=0lx,) , ¢lhgi=e(gh),

W5 Corclano. Frepiedad de Restriccidn. Sean m -
0:R"™R™ la proveccon g AL el encae candni

] rl - ¢
fiU=R" en K

. S AT 8 Fa Ly ~ ol
Sioof=lf )t 0 entonces

. - . (TR N o /-
D ofg: gl —2" ertersia w R, fi=elnby

I



| Se déﬁnen |

@

Prrer cxtord

2 Fustencia del ihdice V.

(N, Ny NE por

Ny NN, (£ BoU—F | F/F Son espacios

er

N

NK =

0

\necles normados | U es abierto

y £ continuat.

={f1fes compacta f

={f: EoU—E | fwF) &5 compacto
y existe Vv v@(’\tndﬂd ce fixd
con fly compacta
{H:UxloYV—ELE €5 65 G
el r;Ormc:Czc) uet y Y GON
dbertos | H e continia y GALe
W weondad cie fr(H) con Rl

compacta

N ey ey, Lz s 5
N o GO TER car



Demostracicn. Sean €< s(yw)/3 . 7 Ter € o
tCICJ/ﬂ de fly con E' su espacio el v o -

H:vxl—F

H(rt Ef GO+ G-t ()
doncle F=<Eug> :
Por 641, Hlynp € Ry por o - Mepieat: g
frestncaom y homotoP

: V(‘[)V)V\/)E/) =p ({e/ lwne') = @ (f. o o , o
< €(flyne) = €05+ EI T e

2.2 vlbvw e) no rlecende de v

- P 7 ~ . . e o . ““
Dermostracion. Coda w' veanccid N
\ - ol CAr gy e YA B o ’
Wrev , eienc e < v < T

Sor e



248 V‘(F,v,'vv,s) no depende de V.

‘Demostracidn. Sea V' vecndad de fix(e) con Ve

U v fly compacta. Entonces flyyy: €5 compacta .
Sean W veandad de fix(F) con Wevav’; £, £

€- aproximaciones  de fly, fly con E,E" sus

€spacios ,rclat(vos y €< sEvuv,w oy

'
1

H: (v Vixl — F .
. Hx,t)= b0+ G- t)f oc)

J_dono/@ F=<EUE’,
Por 64T , Hlnvinryxy € Ry por restricoion

y homotopla
VEVW,E) = e lyng ) =e(felygp)

= (""\]CC- [\/Vﬂ‘ ; = e\Té \/\JnE/)

En whid de 22-24 . en ver oz YEywe) e

Y exnbe i) Alnunas vees . pam rdicar s v



se calcula mediante v, W se escribe vEvwW).

Ejernples. (a.) Considérese la notacicn ele 2.
St McL es un espacio nedl de dimensicn finta
y fuyem entonces  v(f)=v{flyam). En porticular =
vig,=e , es dear | v es extensiin de e

(b) Si L &s espacio lnecl normado y xeL entcn
% s LEN, v vix)l= o

) Propusdod multiphcativa.Si. F,,F O,U; =1L,
pertenecen a N, enfonces fixf,=f pertenece N,
y v(F) =),

@) Lema de o ponedad conmutativa de v, Si¢
fiLoUu—=U y qiilou=L certerecen a Ny oy

=1 - N L . i~ ;
GF: FO0 L DO R Ny ArTOneS Fgrg‘:r. ;L



»fDemostmao/n. (@) Por defincidn vE)= 0 felyag) .
Comp ECM , por la cestricadn ver)=e (eluam).
Sean £ e-aproximacion de Flyam con @spaéfo
relativo E7 y e< §Cf,vam,wamd; 5y

H:(vam)x L ;‘>M
H(x) = {fy (ac)+(4 t)F ().

Par 641” Hl(wnm)x L€ RK y por resi: ecicn v
@ homotoptq |

H

v(flpam) = E’ (-fe L wne!) =€(1Cei!WnM)
=By ) =VED.

Si feR, entonces ro solo feN, sno ademds exste

una vecndad cormpacta ce fwd) contenida en O.
For eemplo, si 6 < d(f(f), LAU) /2 entonces

K={xel]do,

- A~y -~ r.«mf-,,m_t’»- ~ (.-\, A 1%
) 63 veariad L,{’f-’);“:'.‘\.vl:,LQ cle ikl f”’" O{TCI‘ :f(f‘

. ! " . . B . e -
§i FeR, ertoies |, oor minicAn v honvinplo,



o0E)= e (fhy)

=e(fly)=elf) ‘,

La existencia de K se basa en la compacidad
local de los aspacios evchcionos y si este resul
taclo no es vdlide en los espacios Inedles normadins
de dmensicn infimte. Por esto la condicidn de
la compac icdad de fen, en una vecndad cle fix)

s no C‘S tz al. '

f.( ) Cu lquer aproximacichn. d@ 1, €5 zo )y entonces,
por 8[@ iz, )=

<

(€) Sean wicv, €y, oy wLe L, veandades de

Ax(E) y {,-;»;(FZ) Cotiniendo (

\//-;’
‘/\-,

denge f.le 20 on o co ok 21,0

3 - J

) t‘ﬂu- TS frf ;";JI .’A,"»!‘ ,?; - AN f',-"‘.ﬂ?,ff"JC ‘:kl



Sean' e, fie vy e e-aproximaciones de £,y f,
con espacios relativos ELE y E , y e<s(f,
Vix Vo , WX W )/3 ) §(E, Vi, Wi /3; Y

¥
S

CHi(vxV)xl— F
HCr,u,t) tf, (x,z97+a t)ﬁexfz6 (6 Yy)

donce F=< EU(EXE>> % P
Por 64I H?(wxw)xi € RK y por homotop(a
restncczon v multi phcatxvdod =
Cv(f)=e(f [(WxW)nF)“f’(ﬁc"{zel(w«wm;:)
= 0 (fexfelay” )x(_wznez))" @ (fieluye) € e hge)
= 9(F ) (F,)

P {
@) la demostracicn es andliga o o de L.
—_ 4 /
Tambien lo es la de la nvarianza  hematépied

1

correspenckente @ la crplecdia anr’



® P
2.6 Teorema. v es un indice de punto fjo en N.

B la demostracion se emplea lo notacion de 2.

2.7 Escison. St el es veandad de fix(F)
entences Flymy €5 compacta v, por tanto,
flyeN,. Elpendo W con Wweuav, por defricicn
i v (F,Uhv,w) =V (fly, unv,w)

y V) =0 Ely).

o

-

2.8 Ad:bwdad owcnomc QUE. U0U,CU 65 VECh
dad de f@) y uu, son genes. Como g
es compacta , flo e N, Elyende w=viuw,
con W, < UV ,por aditiadad

~

(L‘;——p/“-; 5 ‘
[ P I A . AT
A R AAD VAP E B

ol L

'/Hr) ';W,(" )

~i

Sean fe E-apr o e - e COn BT esnac



HAUnv)xL —F -

: , - HGh = tfoo +0-1)1] 3

donde F=<EUE’,

Por 64T, Hlayarxy € RX y por homotopio y

restriceion
- 2Uelwae) = €l lyap)

= e yar)

o o= ef anE’)- V(Fly,).
% Ana!ogam@nte u(HUz)~ e lf,ly, nE> Y por tanto
()= v(Fly,) JrV(Huz o

?2.‘? Normaldad. SLodrgase que #u)ckeU v
.K es compacto. Elwendo W como una veandlad
de K, por 647 6 ‘
Hovxl— 1
Hixpl=Lor (1m0 500,

® entonces AxL <W L Do BOg &5 Compors i,



par DormOhdad ) Fe‘whE es de Lefschetz Yy
e Ffelyne) = A Fel Zan) ).
De la conmutatividad e los diagramas

13
B

W) e W K o w
Ll T RN 1 Exfly fD N iy

F(W)C-aw- : KL-J»W

se conduye QUE - Hg y HW son de Lchcheu y |
Bk | iy )= ACFlw) “AGL).
,Lqeg,o\‘,,_,_u(f% 0 Lflwng )= AFlg ).

s g ’
240 Homotopla. Sea HiUkioU=> L en Ng. Seon
we Vel vecndades de fix(H) con wev, Vau
: aprevimacién
y Hly 65 compacta; H, e- de Hiy
E su espacio relative y s< bl 2w /3.

H'= ' ,

® pig e(H,y=e(4]) |, caw toda tel



751 F €5 €- aprommauon de H Ivs con espa
co relatwo Ey

v

»

Oivxl—= F
| Gxt)= LHES(Z>+<I t)f () |
dondle F=<EuE’> entonces , por 64I

6 J(Wm;)“ € RIL y por- r@stncc:on y homo
§topla 1

’ *@(Heslw‘snf)

|

A, por toda tel, ()= v(H,).

7y

24 Conmutatividad. Sean f:oU—L en N,
y grLou—=Len by .-pcnf”:}rﬁ que fix(gf) es
co

ﬂ”'DCIC 0.
- - L, {3 Loy L e - RPESR
Entonces Cfidfgy = FOLaaR ) bl dn A aemrac o)
Sean V Vasats v BN datxaie’s M w sl PR sV NSRS



%:'Vc G5 WeCVye s k=i2, vecindades de fix(gf) |
f(fg) resp. cumplenclo
 Wevelefw)
W, C VW, € GV
Entonces gfty y fgly, son compactas |y por
tanto of, fgeN;. |
}Siﬂépcrdlda de generalided sopéngase qQue §<
@ SR, 8(Fg ) €5 la delta de la continudad
“wniforme de g en &) respecto §(gfy ).
- Roa €<t seon f, e-apoimacién de fly, con E
;SU espacio relato y  BOFG 6)C W) contenrndo
la magen de

-
~
<
1l
t
-
o~
X
T
N
i
~
-
o

an
}__

!
r

!
N
1
$
i
T
3\

@



sl |
O HeGh = thge+i-t) g

Por 6.3T , Fy H son compactas . Luego 6 tambien
es compacta. Puesto que , pora toda tel,
IgfG) = Gabl < §(gf, vy
| fg(x Hieghl < 5<fg,v2)wz> |

,,,,,,

por 62I ﬂx<6 v ﬂx(H son comoactos

@
A 6 HE Nx , por homotop!o

- v(gf)=vgf,. )
| 0(Fg) = vifegly) 5
or 2.5 (a)
Yy P vifal= vfqlyne). o

Como f,:V,=E | §:,iE—y, St compactas ; g

N CCﬂr;}(-a‘CCO poraue LOE 2y C::T.ﬁ;;,quO , poro25a)

) O P .,
vlan = Ulfkaivns



.

u

€9

0]
;
(gf)
=V
(f
g
)



_ e | .
- 5 Existencia del ndice «.
© Se defnen (ALAL,AL) Yy AK por
Ay A A IFxoU=Y X YEA  UeX e
chierto v f continua}
A, = {1 f es compactal
A

| - ={faxou=x| exste V veendad
S de fx®) y Flyes compactal
@ o L AR HAMDU=XIVEX y U son

c:b:ertos y HeA. , Fot) <Hocm>}

dond@ A esla clcme de los ANR métnces.

Natuamente al exterder v a 4, cara codo
fehA, se consiaera o fomiha T cN. de oohca
clones equivienies a £ nackada por

famiaic e StImEel Yanones el S30anit e

@
N LR Pt e ~ PN A — e iy # e Fyp st
CONTEne SU oomils SR GemlssUiry aur e



i
i
q -~

FI 0 «(f) no depende de rs.

Demestracicn. En wirtud de la conmutativiciad

de v, paa cudesquera aplitaciones
prw—=X , qixX—=wW

cumpliendo pq=L , donde w" es subconunto

abierto de_dlgin espacio Ineal normado

o ulgfplpw)- V{QFEPH sp7 7))
o = oepgfrrl gy
e = 0(sfrl )

33 Teorema. « es indice de punto fio en A. 6 pg22¢]

Sean f:u=x en A, H:U'—7 en AL | g:72o0—=7
en A, y h:Z5v'=7 en Ay En 34-36 se con
sidera la ritaccn de 3.



flg y sfrisw) Son de"‘Lerchetz y

L (F)=v(sfr) |

© 3.7 Homotopia. Por 4.2(0)T, existen W subconjunto

abierto de L espacio Ineal ncrmodo y aphea

CIONES
p: W—s Y ) q Y —= W

y pq=1L.
SiHly es compoctn vy vey' es veandad de

fiv(H) eﬂtmc@ﬁ (ov L)' es vesndad ol
Comrncts oM my 1)) =Xl ’%’st?’}) aH(ov L)
- i - - 1 i ¢ '

Doy L DO L0 L ek (prliE B



o
v por homotopza

o (H,) o((qH(pu) )
= V((qH(Px 1)), ) = o (Hy) |

3.8 Conmutatvidad. Supongase que hg: vz
pertenece a Ay Sean |
y riwisz! s z—>wf ; ;_’
parametmzacones de z yz’ Fntonces sgpeN,
ghre Ny (ghr) (59p~theN, Luego , por
conmutatmvidod  (sgpighr)=sghre Ny

‘2'(Qh@/3) = x}(st;hr)A
ome también r(sghrised, y risghr)s=gh

o - R \
= ST \//';!iu 2

S SRS

P
j = o._ifgf';/)_



"~ Unadad de o,

Mediente el fdice e se han definido los
ndices v y «, y de hecho cada una de
sus propiedades  es consecuencia de o

.PrOp&@dad corraSpondieﬂt@ d@ e.

: [R2,pq 165]
la umadod d@ wn ndice en R, tomben

smphco la umc;dad de D). Para demostmr
ﬁsea el caso, y supongase que v, son
hdices en Ny A

Lov=v’ ‘
Demostracion. Por 641,

Hivxl —> |
'© HOot= 00+ (-t f o)

I | - . ' ) /, s
et . ) e A, N/ Y
" tenese o WX VAR T SER S TR IR It 0 BN/ ‘/WC ST (lﬂ;:



'gDemostraf*ron De sﬂve N,y )reN3 b rsF!VeN, y

Seq iEal. Como fei=flypp € N, por |
conmutatividad  V'(F )= v (e lyng) 5 v por la

unicidad de € v dne) = elflyne)
Es decr vi(f)=elflyne) . Pero, por definicidn

V(R)=e(f lne).  Asl v=v/

Pl |

A7 x=o

por conmutat(v fod’ y unicicladl e v
&/ (£) = &/(5fr)=(sr).
Pcrﬁ o (F)=v(sfr) | por definicicn. As? ="

t
|



Numero de Neelsen y - Reahzabiliclad!.

".Céﬁsrde?ésé /a_da,!fo’ap//cdczoﬁ 7‘) an el dominio
:a’e & Una forma de emplear el dice « para
ca/ca/af wa. coln m/enar del cardinal #//x(%)
123 /za//ar una. cberta U, 1T aéze_/;ﬂj aena. |
@ de //x(f) @ e/ amwfo 5 { S

(7 {je:f/d(f/uj)ro}

pm ) m?mm) por 07@,7[ #J<4ff/>((ﬂ)
C laramente  en el tpo de cuﬁ/&za’& por €ncon

¢

lrar ) para. gul ademd.s
4. < min ?/ff/x[a) [FH:92f | He 4K }

® ol crdinal e la O corres pon://c"/?éé/ 7 cm/'qwe)/



chlealy: de Ny .

"Udexmyzy

{ . . §
i
Vo S U P - G emman e s e

% .
»

do ae mdve o<

@/ dommm zle/ méce 52 z/e/mc/o 5/7 A 5/455 5

........

6)7 //x(/) s¢. z/e/ /7@ /4 74/45/017

vy 1950/0 si mée ona z‘ragecfona Ceon™

%’(C) > /e/go,:;

suS

S dvde, ~ es de equualencia. A clgses. |

se les llama clases e N/@/an,.- de £
o clases de ¥

vnEAxit)=F.

! Dom:mo dei l\umero cl& N:eisem N oéocia

II Dea”m cih, Jm / (/cx~9>( mz@ap//mam an .

@ Jun Fdase de iy vel ealo comphendo



) -

5@ c(e/ ne ol /m//ce 0(/:) a:’e c@c ﬂ/aJé F /aof
j o BE)= 6(Ah), |
W) ;fi dzc@ qecé £s (’ﬂﬂ/zma/ 57 (9(/-‘) 7o é.f (éro.

Jz e/ wﬂjmﬁ? /16 c/aje’s 5F I3 «/@ e /ﬁ/fo
@ guste oma chbrerta Ui } aé/m‘zz Y d/&)’zﬂ de
f/x (7") wmp//mz/a ) | |

6/ wmem a(e c/ases esenm/es

Mt B, — mnz*}‘
M(£) = mm { e | IHg= 1 HE f
6[0’)5(6 6 s ¢ 6( u./(/?’)’}/ﬁz A 8.

Se  dice gL ol ndmero de Melsern My es ra
hzable si - Ny lpogyu, = M.



@ e e e e o ittt ot e e e e e e :
L wistoeca de

B “Hogef Ton HEGK, %

Sl o A g sm voowcides y amsiaten
de v punto | 5 o condeesn suficente

phre le igwldad  WCE)=MEF).

@ 1.2 Tooreme Fl dommwo de_ o5 elde <y
ND( S Mu. i

/’am demostar ambas _M/)ﬁaéébﬂz@ & sufiwentz

dimoshar | pana cada FUSXSX en A |
) En fxlt) cuda clxe F e £ es ona ampo
o nente, [RI, pg7ci] ,[R2,pq 861 :
(6) §1 Hif=g oy HEAK embnces Ny (F)=N,(g)

[RI, pg 7061, [R2,pq95], 02, pg 197, [k, pg 34)

{



@mwimczw (a) (bma X € AW Méc/mo mm‘m
on ospaio lneal normads L Y o1 oy ¢ x-aL'
Lon (magén cerradz, [AE]. Ja que Vi) ¢ ,9/\//{
cerrado y les mdtrco mm‘éﬁ v vecmdad
aberta de &) g Zf % )‘7%() oxtdin wm‘mm
;dé 1y B : 1
IS xeF clommente. fd=x. Sea «€F | BlwD,€)
) C V Y B/z 6’)6@ (5(%:),6))(7() Pom@f /am‘mm
| oniste. geel con r”(@’/z)é))CB(Z) ’) @ como X |
’ //) ZGCJL[??’M/L{Z@ Lonso e ﬂd@ecz%r/w Y /)05/5/6
Wmm a. Bx, §) tomno o /m@ea?wza/.} B
Sea yeBOGSINF. Enlmees ouste oma braectora C |
en Blx,§) de xay 5y FC,YC sm z‘mqea‘a/ww
en B4, e) pun §<e’ ,Cg ‘

° Els,ty=sWfct)+ (I-S)‘FC(HE@(Q”(Z))E))

pwna. lpda St€ 5 pargec  B{¥0,€) o) amvero



. |
p) m;/dewm AR ,_'LTTT I
| sz(S ?f') (f/) Z; (3} . :
éSé 5/9446 c < re/w,// fw{@o xer y F@cmm/&

viyjpgn/gﬁ[/() 7[(@ 7(6{5 é ?y B(IX)/)FX(/)/ CW é(. -
| gyb?/f)’)’?td_lég[lm()f/l’J_C/Oﬂ ) L anelyye Gue yer
/)aj?dL//’)?/C’M/h F &)' 'é%/ /&}z%f‘f"éﬁff’/)&‘(?‘,’). ERR

( b) 5@4 6 clfae a’z Hy. éné)ﬁceS @mz‘é/? la c/&sé
zzg H p weUXT M/@zfv camp//m%d £, =6 9 |
M/ﬁsz(H) E. Pan @W/)/a, sun £ 4 chse
que contieng o Got), donde x€G, n W 4Gl
—vecndad A E o, donde § e monan gus, el
WMo e Gy ditawcir cube o clwrsr de .
fane aada seT ) Es € ma clse de Hs ,porgut
o 5 wvek; , C=00,C) D ﬁ’fééjé&m/{( de (u,S)
a4 (v,S) coen HC=Crgldetl o prUXI—=0 &



S/ [rm@écaw/ﬁ Gitimices

, CC/)S)_’?C ?’6/{0//}
Y HsC = pH(C,,8)~ pCyS)=C, rel 30,1] )
G deerr wyv o Som é;zzoawéaféy. Pan bautn 6=E

Ahora s¢ denvestra ) pura loda tel, & wuoldad

Sean
e . pwIow

/& prozgeccxm )Y
G:Wrl —> UK
G, (xS) = CHyyays pye C0) , (RaISH2E)

Claamente  C,=H g p(fx(E))=E. Asl) poy
7 - -
etrncon , AL g por /.-zmo/z,p/(c
£ (£)T alg).
. S
; @ o~ L



@ x.. e e s - . . A
Afféﬂ)?&,WCéS Lyo H/W 6, 5 Hoig= H.L ) 74 /90 CZL;

45 ociats U/(ZMZ el hdice

;o d(ZéoHlW) N(H ZL Z(H/))
g : d(é/): C<<H6! )
o : .. = D((E{) VVVVVV ‘ .
- y “}(4(5){‘:?% CEé). B |
@ /7or éanfo k pam w/a éCj /(( fmczon

e I a’c/asesdeﬁ} — {c(a;esdﬁ f/é[ B
U TeeEE,, o

Es ngecé/ua y o« (8C6) = d(é)

GPSc‘o demuestea ln tuistoncite de omi ;%)75/077

é/@mf/m o entre lus clses de Hy oy Hy ) pua

b €T, gn A8 =%(6). En parbahy

NCF)= Ng).

®
2 Sean tel, u W la §/2-vecmdad de



la clase F; de Hy, donde & o5 menor que el
minimo de s distancias entre sus clses. \,

Al menos imtwlwamente | la demostracién de (b)
Np 05 an clara amo gue Wb es cobieria

de Exlts) g cada Wi contene solo ona

clase, si.1s-tl<e para alqna € ; de donde se
sequiria. NGE)=NQ). Y en efectp, & demvstracién
se_expone en [K,pg 847 ; aungué la € ahi” propi -
iZLm es lu adecvade . Por ¢jomple, poede lerrse
wenoy gu $l2.

Qungue el wimero de Nielsen ascaads « = 2o
s reahzable e.ste o restncadn de o donde
’/Viﬁ“ :ﬂ/ g -

v, ! ’ .
La cogstin Ao (o raalzalildad dé Ny ) plan

teadg ror Liwig <n [02 pg22], a5 del i
i —~ K Y 1



de (o resvella por ¢l teorema de lefchetz

( i dez‘éxm/ﬁd/ una. cotee interor de M) y consi
f;démﬁ@ 1265 ona ganeralizacdn de déa
14/ Defmzaon Sea X espacly onexo. x¢ X o5 /mz‘a

¥ z/e SQ/)afdcz())? ae X .si Xz &5 disconexo, Un

V'pania Zy en ol é5/)4£/0 }/ s de Separacion (pcal

s &5 un ponty de Separa 6/0/7 de a/g‘m w/)gs/mac

tberto conexo. Sen T b ciase de s espacios

| 450177/)@5@5 Conexos. locudments c‘//cwya//w’/& st

, i/)///?@é’ de 5@/)42/”&5/0/ ) local y SCT la de ks

©espacios que ns Son Stperfices con araclprisbian
de Euler negalwa. ‘

Se detmen ([,T,G)y TH (5,550 y 5K como

(Ai)/}u/%) Yy AX pers 7?_6‘/95‘6212) Ty S5 féjp.
Es claro que alp=1 3 =i =0 Sen indiceS en
T v S 7resm.



) -

' }fcf s veulrable.

I 5 Téorema 5/ nd’ Nero c/e /l//é/fé/?’ amcmdg) a

My Vv A/ dono sz ) en lo Sueasivo, el minmp nimero

- de pontos #ps y ol ndmers ae Welsen asoctadss

icz,/ mdiwe. 7.
/\/((. 7 mz//c/m’ an wzéz //ﬁ/d/r./éo/é s el dbyetno a[z

- /a/J /eccmné& o5 aéwyz‘mf o bustenciac e o
a/z//caczw F3—0B  con.. A/(f’/ M), donde

= /6 08 ¢l disco. M/Z:/c/f/o plany con b5 agueros o

(/6)~~/ s (KéC/)/ a/écé‘ Wowes redlizabl

1

5 I az/az/a dz/ ntmere a’c fielsern , y por tanto
el de ona wh miorier de M) e5 relelwdmene
Hel Las Sguentes propedades, ayemplos
de s simplficacwnes gut /)77/7 cwll oo
pledades de cirlos AR mébices, permiten
Calendarle.



.6 Proposicion (@) Parp. cadee £:UcR™R" difren
clable en acl, se definer
| Fiu=Rr" '

Flx)= x- Flx)
UF (o)

sig(Flw) =
[JF@)]

%si'dF‘(a} e/Jacoéz(mo de Fen a ,no s cero.

Sz f.es diferenciable on a= fix(#) Yy JE@W#o en

| f{zmees ()= sig(Fla). ERZ)pg 170]

(b) Propledad de Ee/??cw//dad Sea FiucRR"
apleacion y act m ponto Ao aisladp. Si Be) U=
y #(lplae)=0 eubinces existen €<s y
HeFf! cumplendo : fix(f)7 8@ e)=g , p v

/_. /, foond '
oy te ’) LU Bla,er) .

.7 e - ., . e A < ,/"_.,.ﬁ /A ] -
A 5 el maice A L Spireacic T duerancialie o

8

.'ﬁ, /‘[ - s P “ /"n '1 7/ "I—/ - /;- APPSR )
Fix (: )—dl, CAACTZIT LA A /x(/)/!uiz.»/_'/.";,(. & d,}/j,‘/(,,[é)



‘ |
geom?: beo de e mz’e/mam de SV gra/ ca

y la dzayom/

%
+




Realizabilidad

~La cendusion de las lecciones y de la ndad
es lo ewstencia de una aplicacen f:6—p
con N(f)=o0 pero M(f)>2. Es un gemplo
de lo complejo que puede ser el cdleulo de
M), en sy en relacidn a N(g) 5 dando
e relevaﬂcza a coneepto de reahzabiidad.

Pero principdmente |, muestra (o la teoria
de trenzas es compo adecuado  (natural )
pora conclur schre dlqunas cuestiones de
o teoric de punto Fyjo, Come lo reclza
hihdad. ‘o

e
s 0 Esmaco de (:\:..nFu:w.,:.rmcfgn y grope



o

0.1 Definicidn. Sea M vanedad de dimensicn
E’Nidﬁ&/kjr_“o"'f‘i,(glu’dl'_’"“d"'”z V.

={xeM | o # g s Te gt

% dencta la iésima ccordenada de xeM”
S€ llama qgrupo puro de Erenzas con n fibrais
de la \/Clrl@dCid M ol qrupo ﬂmdomental de

@FM y
. Dadg [F]em(fzonM) o fs (F,, ), 56
deﬁne ‘trenza £ asociada a f

por Fe(f, )an>
donde ‘
Fo T — MxT

S By ose die que f; o5 da fsma fbra de la

Loy
CIErzoy



Se define ¢l n-espacio de canfiquracion FgM
de M respecto a B={b,,.. b, 1M como F, M\B.
Se ha definido el grupo puro de brenzas amo

T (FaM) porque  F M €s conexo por trayec
ftorias. Esto se demuestra en 2.5,

;‘@ Sucesxon de Fadel- Neuw:rth

H Deﬁmmon Para cadla espacio X tc) € X
y u#v , S¢ definen

Do W= OINA L )
INCIENCDN

D (X \/))(L(,li))"?’ (/\,‘u)

D e inma sucesin e Bl ici-Neswirth de X ¢



iy
|- G0, ) — T (N czun) 5 (%00
donde iy, p, son os hOmomorﬂsmos inducidos
por 1,p.

Obsérvese que dudas las presentaciones de
00w, 1) y' T (x,0), cuando X €5 wna

@ vofiedad , s la sucesion cé Fadel-Newwirth
Cie X cs éxocta por 31T, s posible exhibir
e presentacdn  del qmpo puro de trenzas
de X. As(, para cdelar el grupo puro e tren
zas de  § es suficente demostrar U
exactitud de s sucesicn e Fadell-Nevhyirth,
En cereral, 10 sucesicn de Fadell - Necwirth
de cuclauEr sunerfee L oon  sin fizntend

@ dshinta de Py RPTOE edacta

[N - 1 " “~ J
/



g Por qenermdod y simphadad , se demues
tro ésta dtma propedad de las superficies
distntas a Sty RPYy se evita probar
drectamente lo exactitud de la Sucesicn de .
Fadell - Nevwirth, de &,

@ i.'.z.j Presentaczon del 9rupo puro de
L  trenos, d@ 2

'2.1 En JCIS‘prOpC-SICIOHC‘S 22-25 M denoto
ung varedad de dimensidn mayor ¢ 1oual
o 2,y el n-espaco de anfiquracich

Feg M de M respecto

~

oA ) - 1
@ l\,/“ﬂ.kl)"‘)CK‘]C—T\vl{

se denctu por Fy



A

— For ren

mn

‘ po(n:"')l)cn): (XIH‘H PRRRD Xp)
A ;@S UﬂO ﬂbI’OC!Oﬂ [B) ch ] [FN)pCj \|4]

?Demostmc on. Sea F= mer el espacio de
e fconr;guracron de M respecto
T B={bybuC

donde S (b,,... beF.

A COPtmL acion se orueda que & =(Fupy Fr ,F,
p) €S un haz Shrado ”

{

En wirtuc de O cadka = r y aef,

() existe un norenmertege 2o k=rl con

% CC}CIX.(O{? Y HAreE s



(b) existe ung veandad V; de a; homeomortfa
d disco unitario de ™y una aphicacion
6 (ntvi)xVi—V, tal que | para cada xémty;

iy i V5 =V
QM (9)- (xep

fes n homeomorﬁsmo, 00 C0)=0; y RV, cfixe,,
;/\demas.la \/2 son. cymob y Cc M\uvZ

-{C!arammt@ LI U= (mtxv )N Fm V.. p JYF = U
es I proyecc:on entonces

UM — M
Loy SioyeMy;

E(xin)= 3’ .

' G,“flg?-;}) St QE\/Z'

S5 una gpicacion , Tara feda zeu



por 55T poes uno flracon.
2.3 Cordlanc. F,. es conexo por trayectorias,
La demostracion es mmediatd de 22y 531

Ahora es fraci establecer una condicidn suf
memLe pare o exactitud de 1o sucesicn de
_’ngﬁl Newwrrth de M.

2.4 Poposicon. (@ S Ty(Fp )= T (Fu)=t,
paa cada m=0  entonces T, (F =1 [Bpg .1

4 S . : Iy - . @ s
(o) otar w=00,. a6 b, Fo & £5paii
i Ty

! . o ' , I LT o
de conbquracion de M orespeCio o o, 46

)

y D la aplicacion definida en 2.2



. Trz(‘_Fmﬂ,n—t) = Trz ( an )
i mz0,n%L
Por tanto T (Fon) = T (F o)

1?
R
=i
~
__n i
3
“4"

(o) En wrtud de T, (Fpy) = Ty (Fmy) =1 PO cado

Mz, por el nciso ante mor , T (Fopd =1
POF 5(01 Y TTO(Fm,)ﬂY , S i:[j‘(ap__)(]n)(_,,_ F

@ -—-D“ (FO(]H(QZ' Q)) ’T(D(O” )\,ln) O) H( on) )

} : :l

5 " T( on ] )(Oz) 2 )'b-‘rTo(l“' (OZ""’O”)
o
b ‘ , PN .

L g sucesidn de fomotepid de 0 P Fon,

Vo

b definda en 22, % exacta.

2 Por taro

)

B , - . LT / ] \}
B @ =T, o 750 LA 5‘\‘02‘)‘ o
L l

gl



de Fadell- heuwu*tn de una supe rﬁc:e n o
sin frontero no s exacta.

¢

‘,) T e

28 Teorema. Si M=8RP® es una superficie N
on o sn frontera entonces la sucesion de
Fadell - Neowrrth es exacta.

Los Sigweﬂtes lemas "(Soﬁ ‘dos partes importan
tes de la demestracién de 2.5,

2.5 R es la cuberta unversal de ntM

MENLE (ONEXD LU Erayectonas y

Demostracion. Ya que ntM es conexo, locs.

- sermloeaimer
e SIMCEMEnce (nexo , Axicte

to criersal o p)

i resutrterien

,
VA

: ! Lo !
N R S ST T RS (S W AL rEL M



Supongamos qu@ M- es cmmpocto Pues
que M+ RP tambien intM=SRP por

tonto
crden T, (ntM ) > H

o

y para cada yeépi)

~card p(x) mdzce mth ¥ p*(m(@,z;))'

et omea,JT,,(m'tM,&),_a 5,

[M, pg 162].
Luego,si M es compacto exsie ur punto de
acumulacén de £ y o no es wa aplicacidn
cubriente porgue « ne estd cunrto pareia
mente o tar e s es comoat

)

AST BN SO L S VERTAS B ,!,,}.'QIF'C,D'
Ayi O . e



| tr;m dable
no  cormpacta szmo!emence conexa vy por ten

‘to homeomorfa o R, TM, pg197]

13
>

xmq:: ,

1.7 S c={c,.,micntM y n>l entonces
T, (IntMAC) = 1.

Demostracidn. Por 2.6 y 55T ,resp, existe
p:Ri= A\ una aplicaadn cubriente v
también es wna fbracion.

'D,Qdos xemthNC e yep'te) por 5.61,

S S 2 o L
T (PG y) = T (R ) = T (UG =T (5 y)

la sucesidn de homotop i de la Atracon D

CS exacia ‘
AST & nzl enfonres T (RN =T (fed,u)=



Es)

2% Demestraadn de 25. For 27 y 24(6) la
sucesion de Fadel-Neuwirth de ntm es exactJ
y por 461 tambén la de M ’

2.8 Corolario. Qados p,, -, p, €R* se definen

el segwwﬁﬁx> v el poliguno ,resp,
Bk

pplt)= tptl-tip

R RR R R 2

~

n)‘ﬂ

Sean Z, »:2% Yy Qy,b,5,,5, log poligonos en &
Coyas Imagenes ban Sido graficadas en fot

J

- /
N {ygl, 05 CueCcones schre s coliannos
i o ¢

) v N r] e Ar-/,.'—r 3
naicon e orclet deocus vertiees

Sean

()= (%)

§x) = ey )



e e e ot en

0S5

n

ol

ﬂQCJAC’ﬂ.

1=
i
b

-
s

(15

[
~
L
i)
o
-
=



= 50547, € (65,6, B=i, 1,
Qixzjk[blbz] ) @2‘2:jg[b3b4l - o

Los generadores €,,8,,6,,6,,B8 y las rela

clones

(@) 06,6, = €,6€86
(v_ge,e, = 66€ Be,TEBE
o (O :'ez“" B €, =¢,8 o | - o
@) ele e,- 0 :

€7 6, 6,6, €o8'¢,8€,

)€, BE, = e,8 @,;)

il

son una presentacicn de T (PNA Goxp),

Cerostracén 5 vicuri de 2.5 la Sucesion

L 5 -
R ; ) -—,—,’f Y

2/

— |



Lueqgo , por 211 ya Que
(507,105,071, (b3

“genercn @ T (P, %)y Gty SON la pre
mogen de los nmrrodgec ce (B, %), €5
suficiente. probar 1S lguoidc:des (@@=

Para dcmoﬁrar (d) Cmolﬂf‘ﬁuc o figura ®.

gy Hr‘fluﬂ
. r’or ce
3 ’-1
.'J = [ (X‘ ) bjb/{/‘J \/ bbbq -
:: @zv " - /71‘5“}( Ly 5 Yy Vs 2
n. oonde y (£r=%
Eﬂ‘ . L
it —l‘- - Y

® am T teL

P LLEE



- Grdficamente €5 claro que existen homoto

/
as o
b Fo@,~V rel {0t}

6: @, = U, rel Jo,1}

@

J

¢, (t)= (0,5 (), t)
@ ()= (x,,t) |
V@)= G asal Gt
‘4)"(%—( bxas () 8

@ntre las ﬂbros de las trenzas asociadas
a los representontes de 6,y 6,06,
dados, taes que

Dara toclo 6,5,2/_,1361.

At s pifnl P oes la proseccion Lntcnrcp

/

e I . ‘:: ‘——7 KJ\ ': ‘ N / l:“f:\,; J‘ ;/L, = ,/‘_; (J‘ l("‘]] r 03

I'd . N
"/‘Z, Ql.uv(:_



2 S,
es una homotopla en Ay por tanto

- |
| reu» =0, € €




Pxo

N L

-

ey

Pxo

N L

76 :I] St
TS e

IS I

N



3 N no ¢es redizable

%
»

51 Consideranclo 1o notacion de 29 y de
la fig4, se definen

(a) r:p—"~P
(b)g P—=P

';(a) rlA Cs )rIB Co Y .rlc=é’ gy rlg €9
resp, la proyeccion  horizontal 'y vertical
schre Py rle v rlg es resp la proveccicn des
de wvy v sobre P '

(b) Fix(g)={c,c,C 1,

%_}(51)\: L?b (j/w> ={4 gilyi= li
GlLoi=ty, Qilsi=Cy gl =ty
ALe o =C, Gl L(,
’\)"\'L]‘l:(»/é g(ClZ) = 'O



®
-y paa todo tel

q(tCy+ (-0)Cjy ) = tglCy) + (-1)G(Cy,).

Sea f=gr.

%2 Claramente res una retraccion , y por
tonto |
S H(®Q =H PQ).

Como Pes la reahzacidn de un complep simplicicl

I-dmensional
, CH (PRI
st n#ot LUego , por L2G)I

, == tef]

e e L .
Pero trig=t, pur eemslo respecto de la badse

sl 7 ///
{b‘bz :r/301f§ C_”’“ \P)

4

D Y SO I
or o L1



5

33 Comp res ung retraccidn Ax(F)=fix(g), y

YO QUE- ey
724 £(b'bs)=b,b, by'bs = b'by rel 0,1}
C, y G pertenecen a la misma clase de Nelsen

de f.




C\D

. mero de
Finu )

. ERVE
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vaff ol
{. (AR

we

no €5



8

Dempstracicn. (@) Sean hy,h, ,resp, la composi

cdn de la rotacion del plono mecionte el dn

qulo ~arglcsc,), T-argc-¢) con o traslocion
1-C,,1-¢ 5 vy e»0 tal que | para toda =,

(2
’ Blc;,e)c ¥
BN Gy s b= G
Ast ) si B
L oo ' N
;(‘P,,w’z>=h,¥h,‘~')( m hFh' 0,6>—>B(0 €)

6ﬂtCﬂC€3‘P% ¥ = O) __
: @ (2)= -x

¢

Por o conmutatracad  nvanarza bowo homeorion

N e st T T
fomos y contmes TN dsl incioe rese

TRER [ TR B
ol TSR L RCLanF

SIS DERISY



i (Flg e = 109 1gec erne)
= (% 9) = 1 (W),

Fntoncc’fz por 1. 6 (@),
 UFlg, )= 1=
z(HB = 1(Y)=-1,

tn v:mud e Ia normaldad del !ﬂdlCC y L(f)=0

L= l(ﬂB(( E)) ,_K L
o‘e dond@ por 35 N(£)=0, :

(b) Suporiendlo que f es homotdpica a dlguna
{
oplicacicn s puntos fyos , por 481, existe

n=trel 2Pux

]

o7
T rr':yl",



Sean. ,
AT b

f(x>= (¢, 00
h ()= 0, ht0)

e

Es claro que, para i=o,t y2 , si w;=q;5;d; entonces

0= L f(wi)]
Ty =0 hwp) ’
Uuj [ (4; )][Ha >]

pertenecen a T(FRa, 2 w) y z = 1,0, z["

Como en 29 se prueban los lguododes

- ¥ —2 2
R '50 = (eu GIZB )(@2; 622)
g, = €,(6, 8)
G, = 0,(8'¢/0,B0,).

/- O L A -
YO ople '.Dg;t,,l BLCCOLEEE X,y CyE Ul



1= [hw,) hw, (h(w,))'] =Elt2?2;| y

2o - et .
36 U0 U0, U, = X,0, U,

dean «, 6 los gereradores de 7,#2 con w=1
Defmiendo la funcion 6 en los generadores de =
u,(&o VAL )] por
LB )=d, (e
R T (S RTa Y
Qe uxguc que 8 se cnulc en los relatores de
W\A (X, dudm_,en 20) ﬂor tanto existe

)~i?

._m_(gﬁ\a,<<‘<z)/ ~7, 77 un” he momorﬂsmc extension,

que por 35 y L6 cumple

2

L()/Cjo)z i’j)) fl/Gl)=} 0(0’/: 0{” e
‘
=i
6(G,)= 6 (U, 4,0 60, 0 (uz'z(oj .
Do A ISV DY DA B -~
CS el Aido s SIS B NOO0NS !;,.'H}f(lﬂamr,nie
230

Lwear vl ophcacicr Bot Dene 0l menns



punto fjo. Si h=f tiene sblo un punto Fjo,

de ith)=i(f)=0 pues N(h=N(f)=0, por

L6 () W existe h'~hy fix(h)=¢, Estq
contracicaidn implica  MUF) > 2.
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