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INTRODUCCION

El primer modelo de relajacién dieléctica, fué planteado
inicialmente por Debye en el aho de 1929', El misno describe el
copportamiento de algunos ligquidos polares diluides en solventes
no pelares, muchos pcolimercasz a bajas temperaturas como el
polietileno, tereftalato, polinetil metacrilato, acetato de
polivinilo, etc,. Este wmodelo de relajacidén dieléctrica estd
representado por una semicircunferencia en el planc complejo. Otro
de los nodelos de vrelajacién dieléetrica nuy conocido lo
constituye el modelo de cole-cole!’’. El cual es muy Qtil, gque
inicialmente se usaba para estudiar membranas y tejidos, fué en
1941 cuando XK.S. Cole y R.H. Cole lo probaron para liquides como
el Agua a distintas temperaturas, Alcohol Etilico, Glycerina,
Ssolfdos como el Hielo, 1,2,4 Trimetilo, 3,5,6 Triclorobenzeno,
ciclopentanol, Halowax, Parafina, Pyrex, Mica, etc.. También puede
describir la relajacién de una variedad de polimeros en solucién y
solidos amorfeos, describe arcos de circunferencia en el plano
complejo, y en cuyo modelo aparece un parémetro a que varia de
cero a uno,

A inicios de los afos 50 Cole-Davidson'’' plantearon otro
modelo de relajacién dieléctrica, el cual es capaz de describir el
glicerol, glicol propileno y n-propanol a muy bajas temperaturas,
ese nmodelo de relajacién dieléctrica en el plano  complejo
describe un arco sesgado, donde para bajas frecuencias es una
semjcircunferencia y para altas frecuencias su comportamiento es
de una linea recta . En el cual hace la aparicién un pardmetro de
ajuste B que varia entre cero y uno, El modelo de relajacién
dieléctrica que planteé Havril:ia)c-neqa:hl5 a finales de los afios
60, puede ser empleado para una gran variedad de liquidos



,soluciones poliréricas y polimeros amerfos, algunos de estos
polinmeres son: policarbonate , poliz-clorostireno, laurate de
polivinilo, polizetil acrilate y acetato de polivinilo. Este
rodelo consta de dos par&netros de ajuste oy 8, ambos varfan de
cera a une, Y en &l plano conplejo descrike un arco sesgade, para
najas frecuencias es una semicircunferencia y para frecuenclas
altas es una linea recta, este podele es una cosbinacién de
Cole~Davidson y Cole~Cole ,el cual es:

*
[ c‘ 1

- e, = [l 4 (Lu:)"“v} B

En la siguiente tapla se ve core la ecuacién de Havriliak-Negami
se reduce a los casps particulares, variande o y 8.

a=0, B =1 Debye
«=0, 0s@gs1 Cole-Davidson
g=1, 0fa=x1l Cole~Cole

pada la importancia que filtimemente ha tomado en  las
investigaciones de relajacién dieléctrica en polimeros el nodelo
de H~N , el presente trabajo estd enfocado a su estudié. £l
objetivo de la tesis es hacer un anilisis descriptive del modelo
de relajacién dieléctrica de Havriliak-lMegami, observar cdmo esti
relacionado con los nodelos de Debye, Ceole-Davidson y Cole-Cole.
Comparar datos experimentales para varies polimeros, y la parte
nds importante del trabajo, es la cobtencitn de los pardrnetros de
ajuste o, B ¥ el tieapo de relajacitn t tediante una nueva
técnica, que consideramos una alternativa para ahorrar tiempo, ya
que goza de scencillez en su utiiizacién e implerentacién en los
equipos de laboratorio, acoplades a un procesador de datos.



Este trabajo de tesis esta dividido en tres capftulos. En el
primer capfitulo se encuentran las ecuaciones bisicas de relajacién
dieléctrica, como son la ecuacién de Debye para un tiempo sinple
de relajacién. De esta ecuacién se deduce la parte real e
imaginaria, las dos tangentes del &ngulo de pérdida dieléctrica y
los mdximes de la parte imaginaria y de la tangente del &ngulo de
pérdida. En éste capitulo se realizan los nisnos célculos para el
modelo de C-D y H-N excepto el célculo de los réxinoes de la
tangente en estos dos Gltimos modelos. Al final de este capitulo
se trazan las gra&ficas de las ecuaciones encontradas, para
cbservar el comportamiente de diversos polimeros a distintas

terperaturas.

El segundo capitule se inicia con la interpretacién gréfica de
los pardmetros del modelo de H-N. Se presenta ensequida
compatibilidad fisica de cada uno de 1los modelos, usando el
principio de Causalidad®'’’®,
reglas de Suma{Sum-Rule). Del modelo de Debye es el Gnico que se

resuelven las integrales, y del medelo de C-D y H-N quedan

las reglas de Xramers-Kronig y las

indicadas ya que no son inmediatas, sino que reguieren de algin
método numérico para calcularlas.

En el tercer capitulo se xenciona como c-p* obtiene 1los
pardmetro & y T usando grdficas y ecuaciones. Adem&s se da unma
alternativa de c6mo encontrar estos pardmetros mediante un
* programa de computadora, usando las ecwaciones ya deducidas para
ese fin, continuamos en ese mismo capitulo con la técnica gue uso
H-x° para obtener los parametros a«, 8 y T usando grificas y
ecuaciones.

Al final del capitulo decimos cual es la técnica propuesta por



nesotres para encontrar los pardmetros a, 8 y T mediante un
programa de conputadora disefiado por nosotros, auxilidndonos de
las ecuacienes deducidas .

El método propuesto come cbjetivo de tesis es de mucha utilidaq,
ya gue s6lo hace uso de las ecuaciones deducidas y de los datos
experimentales que se obtienen en los laboratorios. Esto es un
avance, pues en la actualidad se utilizan nétodes graficos para
obtener dichos parimetros de ajuste.



CAPITULO 1
CARACTERISTICAS DE LA RELAJACION DIELECTRICA

G A A A

1) .~ECUACIONES FUNDAMENTALES DE RELAJACION DIELECTRICA
La inmensa mayoria de los polimeros son materiales dieléctricos,
los cuales colocados en un cazpo eléctrico aparece en ellos un
romento dipolar eléctrico es decir, la polarizacién eléctrica
inducida.

La polarizacién de un dieléctrico es i y puede ser representada

por la siguiente suma:

B =3 +8 {1)

donde B or®8 la polarizacién debida a la orientacién de los
dipolos permanentes y B der ©5 12 polarizacién de deformacién®'’,

resultado de la distorsién de la nube electrénica del &tomo.

Los dipolos permanentes son caracterizados per la magnitud del
nomento dipolar B ;B =g 1 , donde q es la npagnitud de 1la
carga, 1 es el vector de separacién de las cargas.

En ausencia de un campo eléctrico los dipolos permanentes son
distribuidos aleatoriamente y el romento dipolar total es cero.
Cuando un campo eléctrico es aplicado, ocurre una cilerta
orientacién de los dipolos y un =monento dipolar eléctrico
orientado aparece caracterizado por el vector de polarizacién 3”.



El papel de dipolos permanentes en polireros lo realizan los
grupos polares o cadenas polinéricas, por ejexplo, en el caso del
clorato de polivinyl el C-CL es el dipolo.

En los dieléctricos no polares el wozento dipolar eléstrico ﬁdef
aparece cuando un carzpo eléctrico es aplicado a la molécula de un
dieléctrico, pues este canpc eléctricc afecta los Storos de la
zelécula deformande su cubjerta electrénica, ya que son
desplazados y aparece con este un dipolo, es decir aparece un
mopente dipolar inducido, Este romento dipolar inducide es
proporcional a la ragnitud del canpo eléctrico aplicado:

B o=ac? 2)

donde a es cierto coeficiente llamade coeficiente de

polarizabilidad de la molécula, ¢ es la pernitividad en el vacfo.

I3

La pol;rizacion en un dieléctrico aparece debide al campo
eléctrico aplicado, pero no s6lo depende del campo eléctrico, sine
de las propiedades de la molécula del dieléctrico y es por eso que
para un tipo de dieléctric o { excepto para materiales
ferroeléctricos) el vector de polarizacién se puede escribir como:

P o= B (3)

donde x es conscida como constante de susceptibilidad dieléctrica.
Las propiedades eléctricas del dieléctrico son caracterizadas por
el momento dipolar eléctrico que aparece cuando un campo eléctrico
es aplicado.

La parte de deformacidn 3def de este nomento dipolar aparece muy



1 segundos, El tiempo de duracién de)

répidamente en 10777 a 107
norento de orientaci6n del dipele, depende considerablemente de
la tepperatura, de la cubierta elétronica de las moléculas y de

las fuerzas de interaccién intermolecular.

De suma inportancia en la consideracién de las propiedades
eléctricas del dieléctrico lo constituye el cdlculo de la magnitud
del campo eléctrico Ei que actGa scbre una molécula. El valor de
Ei (ver apéndice & ) es:

B, =%+ (1/3c )P (4)

siendo T 1a pmagnitud del campo macroscépice”, y B la polarizacién
de todas las nmoléculas de la nuestra. La ec. (4) es vdlida para
cristales del sistema clbico o sistemas con sipetria esférica en
la distribucién de los dipolos.

Un papel considerable en la descripcién de las propiedades
eléctricas de los sélidos dieléctricos lo juega también el vector
de desplazamiento B . En sélidos anisotrépicos el desplazamiento
eléctrico es un tensor. La relacién entre las cantidades B Y o
conduce a determinar la constante dieléctrica de sélidos. Para un
material isotrépico se tiene que:

B=c? +2 (5)

de las ecuacidnes (3) y (5) se encuentra

B = C°E + X c°3 = c'ﬁ (1+x )= c“cﬁ {6)



donde

c=1-=-x {7)

Usande la ecuacién (4) podencs escribir la ecuacién {2) como

B=nc°[€'(1/3c: ;“p'] {8)

Entonces el womento dipolar eléctrico por unidad de volusen de un
dieléctrico puede ser definido como:

B=nf-=nac(f~-yieh =nack+ns B (9)

de donde n es el ndmero de nmolécylas por unidad de volumen,
entonces.

B = 3(nac 2)/{3~na) (10)

Se sabe gue cuando un dieléctrice se introduce en un campo
eléctrico, los dipolos se orientan, pero no instant&neanmente sino
que tardan cierto tiempo . Este tiempo de orientacitn, es estimado
nds facilmente para ciertos naterjales polares sélides, en los
cuales los dipolos consisten en pares rdviles de iones negativos y
positivos, de carga ¢ separados a unpa distancia a.

Los jones tienen cierta posicién de equilibrio fijo en el sélido
{debide a la fuerza restauradora de la energla térpica mas que a
la energfa potencial elastica), pero pueden efectuar saltos™’®
nasta otras posiciones vecinas permitidas. Por nedio de estos
sajtos, el dipolo puede girar hasta alinearse con un canmpo

aplicado, © regresar a la orientacién aleatoria al elininarse el



campo. El tiempo promedio de un salto se le conoce como tiempo de
relajacién. Se le denota como T gue se conoce comp tiempo de
relajacién dieléctrica.

§i la variacién del cappo eléctrico con el tiempo es peridédica
entonces el perfode de variacién serd T= 2n/uw, dende w es la
frecuencia del campo eléctrico aplicado. Cuando un carnpo eléctrico
var{a senoidalmente con el tiempo se expresa coro:

t= Eucasu: (11)

donde ?5 no depende del tiempo y w/2n es la frecuencia en ciclos
por sequndo, si este carpo perdura por cierto tiexpo, B también
varia perjodicamente en el tiempo’, en general, B y % no se
encontrardn en fase, y el Angulo de desfasamiento es dado por §,

es decir:
B = aﬂcos(ut-é) = 3°ccsutcosé + 3nsenutsen6 {12)
o bién
B = 3lcosut + 325enut {13)
donde
B,a ﬂqcosd , B,= B sens (14)

En la mayoria de los dieléctricos T)'o es proporcional a 'Eﬂ pero la

razén D°/E° generalmente depende de la frecuencia . Por lo
tante dos distintas constantes dieléctricas que dependen de 1la
frecuencia son cl(u) Y ce(u).



D=k y D= cE (15}

usando las ecuacicnes (14) y (15) se ebtien

D ¢.E D sens c
2 0 2 2

i x W e S = orang = et (16}
o, T EE D083 g

se puede mostrar que €, es proporcional a la pérdida de energia en

dieléctricos®.

Mientras la frecuencia se aproxima a cero [en el caso cuando el
carpe eléctrico es estitico, no hay pérdida de energfa), vy
entonces:

cz(u) —— 0, c‘(u) o, i W=~ 0 {17)

c,(u) —C,, cuando w ——i = (18}

c,es la constante dieléctrica estatica, € para frecuencias
altas. Las anteriores ecuaciones se pueden escribir en una
forma condensada, introduciendo una constante dieléctrica
¢ozpleja c', que consta de una parte real c’ y otra imaglnaria
c’’, €ésta Gltira conocida como factor de pérdida dieléctrica es

decir:
B
D=¢ cE (19}
donde

¢ =g’ v ic' (20)

10



: s
cen ¢, = €' y e =¢'", entonces podemos tambiéh expresarb'.

2

:
tans = 5 (21)

conocida como factor de pérdida dieléctrica tangente.

Ahcra considerarenos la relacién que existe entre el
desplazaniente eléctrico B, y la intensidad del campo eléctrico
b3 , en un dieléctrico polimérico. El desplazamiento dieléctrico en
un nmedio isotrépico se puede representar mediante la siguiente
suna: .

B=8 +8 (22)
donde B. es ¢l desplazamiento eléctrico cuando el material estd

sonetido a una frecuencia de oscilacién infinita, w ~—s o Yy 3‘
es la parte de disipacién del desplazamiento eléctrico . El
desplazamiento dieléctrico Bn estd definido como:

B=ccl B (23)

gue es parecida a la ecuacién (15) con ¢’  como constante
dieléctrica cuando w ~—-+ = . Lla parte de disipaciétn del
desplazaniento eléctrico ésta dada por:

3 - cocli (24)

siendo £, la constante del dieléctrico®. lLa representacién del
desplazaniento eléctrico como la suma de dos términos es
justificado, puesto que el nomento dipolar eléctrico del
dieléctrico es resultado de la aplicacién de un campo eléctrico el
cual tiepe dos componentes.

11



Se puede notar que la expresién para el desplazariente eléctrico
{23} es, estrictamente hablande, vaAlida unicarmente para campos
eléctricos que no dependen del tiempo. Si el campo eléctrico
B aplicado al dieléctrico varia periédicarente con el tiempo, el
desplazapiento eléctrico D en ese punto del material en un tiempo
dadc puede depender no (nicamente de la nagnitud del canmpo
eléctrico sino también de la respuesta anterior del dieléctrico.

51 el periodo de variacién del campo eléctrico es proporcional con
el tiempo, para establecer el equilibrio, el proceso de relajacién
juega un papel activo en el material. Es obvio que el proceso de
transicién al equilibrie ocurre de una manera en el cual el
proceso de relajacién se sobrepone. Por lo tanto en un polimero
dieléctrico real, colocado en un campo eléctrico que varfe
senoidalmente, el vector de desplazamiento eléctrico debe tomar en

cuenta a las respuestas anterjores del material.

Asi para describir las propiedades dieléctricas del pelimero, se
pueden usar ciertos valores no en egquilibrio B‘ distintos del
estado estético 30“ el cual corresponde a un éampo eléctrico
estdtico (independiente del tiempo).

Asumiendo que la diferencia de B con el valer B es pequena, se
puede escribir la siguiente ecuacién de relajacién':

5 R -

@Bet = -1 (8,8 (25)
La ecuaci6én anterior se puede consjderar como un corolario del
fenémeno que ocurre en un sistema térmico polarizade, para la

termodingmica de procesos irreversible.

Es decir, para un sistema térmico polarizado en el cual no exite

12



flujo viscoso la copduccién térmica o difusién ocurre, donde
los efectos magnéticos se desprecian, la intensidad de la fuente
de entropfa estd dada por’:

P
apx-—.r—?g('z‘ﬂ-z‘);o (26)

Si el sistema tiene densidad unifoerme y permanece en repoesa
{ v = 0, que es la velocidad del observador en el medio ),

entonces la anterior expresién se convierte en:
1 e & -
o, =~ B/et(E -E) (27)

La ley fénomenologica lineal, correspondiente a la ecuacién (27)
y para un sistema isotrépico es:

.3, L

aBjet = -—1‘:— E-B - e @ - o) (28)
se ve que la ecuacién (28) es similar con la eguaciébn (25).
Ahora, si el camppo eléctrico aplicado al dieléctrico varia con el
tiempo E(t). Usamos las transformadas de Pourier para pasar al

espacio de frecuencias, las transformadas de Fourfer son las
siguientes:

Bt) = 1/2n [ By e 9t gy (29)

-

B(ty= 1721 J Blo) e it ay (30)

13



¥ tazbién

Bloy =J Brey e ar (31)

o) = j‘ HO R (32)

y entonces la ecuacién fénomenolegica (25) se convierte en

—n.n:ii1 = -Bl . 'n'31 {33)
6
B = B, (e, (w) (34)
con
T
€ () = T (35)

€, ©s el valor de la constante dieléctrica a bajas frecuencias.-

En polimeres Comunsente se emplea un espectro de tiempos‘ de
relajacién mas bien que un sizple tierspo de relajaciénm. cono
resultade de 1a presencia de grandes cadenas polinéricas.

Cuando se tiene un nimero arbitrario de procesos de
relajacioén, la ecuacién (35) se puede escribir como:

n c
= RN B
¢, (v ZH T (36}

14



12 suma se puede explicar por el hecho de gue, el vecter de
desplazaniento total , es la contribucién de cada dipolo es decir:
D = ;0 = [;e, (1) E donde ¢, = gieg o).

De las ecuaciones {22), (23) (24) y {36) se obtiene:

B=c e B (37
donde

H E
©@ =] Tt % ol

Ahora usando las expresiones (18), (20} {22) y {37) se encuentra:

n C
oy =) ——2 s (39)
Is1 1 % Ut)

n €Wt
) =] e (401
a3 1+ 07
3
Oe las ecuaciones (3%} y (40) se abserva la presencia de un
espectro discreto de tiempo de relajacién, que aparece eh los
polineros cuando el campo eléctrico varia con el tiempo.

Ahora pasamos del espectro discreto de tiempo de relajacitn al

continue si n —— =, obteniendo las expresiones para las
ecuaciones (39) y (40):

et (w) = !_JLEL.. dr + ¢ (41)

1+m

15



=
et = J AT gy (42)
s 1tw T

donde H(t) es la densidad del espectro del tiempo de relajacién
dieléctrica, y cuande wt ~—s =, £'(w} = ¢, ¥ €''—— 0 esta
condicién corresponde a altas frecuencias. El otro caso es cuando
wt —> 0, correspondiente a bajas frecuencias, entonces si 0T -~
entonces tenemss que:

e’ (u) = J H(T) dt + ¢
o
(43)
e tw) —> 0

Como resultado de la polarizacién del dieléctrico pelimérice,
habrd un movimiento de las cadenas poliméricas, gque serd el
responsable del espectro gue aparece cuando se le aplica un campo
eléctrico variable, pero como en un polimere existen nruchisimas
cadenas , entonces podemos considerar este espectro discreto de
tiempo de relajacién como un continuo., En completa concordancia
con las ecuaciones (41) y {42).

2),~ EL MODELO DE DEBYE DE RELAJACION DIELECTRICA

Posiblemente el primer rodelo nis eficiente que describe la
relajacién dieléctrica en algunos liquides y sélidos polares, es
el que plantea Debye'' . Este modelo de relajacién dieléctrica se
puede obtener ya sea considerando a las roléculas del dieléctrico
como osciladores arménicos (dieléctrico bajo la accién de un carpo
eléctrico variable, ver apéndice B }, La ecuacién de Debye para un
dielétrico polimérico se obtiene de la siguiente forma de la
ecuacién (36), tomando un sicple tiermpo de relajacién entonces se
tiene:



e = ~r—m _’Wt s, (44)

Al varfar la frecuencia de cero a infinite de €’(v) es decir si

cl{—) = €, = c, + L ¥y £'{u — &) = £_ entonces.

de donde se encuentra que las partes real e imaginaria estdn dadas

como:
(e, -c)
el {u) = Gt e c (46)
1+ o't ®
(cu - :r)ut
oy =
B s 1. O (e

Estas ecuaciones son la forma més usual de las ecuaciones de Debye
conocidas como " forpa canénica de las ecuaciones de Debye", la
ecuacién (47) como ya se habla nencionade, se conoce como factor
de pérdida dieléctrica. Ahora usando c'(w) y ¢’‘(w} se puede
obtener® tans = c'’(u)/c'(w), el factor de pérdida dieléctrica
tangente, que ya se habfa mencionade, usande las ecuaclones (46)
y (47) se encuentra gque 3

(e =t Yot
tan & = c’''{w)/cf(w) = —_—
e+ e )

Si se sitta en el plano complejo, entonces las ecuaciones (46) ¥

{47) seré&n expresadas en senos y cosenos.
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e (w) = (co-cz)cossv T e, {49)

c'!(w) = seny cos¢ ey = c) (50)
Usando las componentes del plano complejo se tiene
tans = wt {51)
o bien
¢ = tan"ut (52}

y usando la ecuacién (52} para expresar nuevamente nuestras
ecuaciones en términos de wr.

chw) = (e-¢ yoos®(tan'ut) + c, (53)
€' (W) = (c-c)sen(tan 'wr)cos(tan’ut)  (54)

(co-cn)scn(tan_’ur)cos(can"ur)
tan & = — (55)
(co-cw)cos {tan ‘wt) + c.

¥y adenés®

tand =

= ut {56)
et -

Comparando la ecuacién (51) con (56) se tiene que los arqgurentos
¢ = ¢ , la ecuacion (56) nos serad de gran Gtilidad posteriormente.

El niximo de c’’ tomando la ecuacién (47) & (54) se obtiene
cuando wt = 1, ¥y ¢ = n/4 donde se encuentra:

18



GRAFICA MUKERO {

9.0 ~—~

8. ~

7,01 AN
6.6

5.81

Lllt
EN
2.0

Lot

9l
11

legw

Gr&fica 1,comportamiento de las ecuaciones 53, 54, 55 y 56 con
L, =loyc =2 t= 1x10™%s
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e, - c)
elw)’t = —2 T (57)

=ax 2
Y el méxinmo de tand es cuando uwt = (cﬂ/cu)‘jz por lo que

(e =-¢.)
tan s, - — o= (s8)
Z(EDC=)

Para ver el conportamiento de las ecuaciones (53}, (54), (55)
y (56) realizamos una gqréfica (grdfica 1}, donde podenos
observar los maximos de las ecuaciones ¢’’ y tans.

3).-EL MODELO DE COLE-DAVIDSON DE RELAJACION DIELECTRICA

Los modelos empiricos que describen el comportamiento de 1la
relajacién dieléctrica en 1liquidos son de gran importancia, el
grado de exactitud para deseribir tal comportamiento también lo
es, pues nmientras mis exactos son, mis exacta y précisa serd la
descripcién del material dieléctrico.

El podelo propuesto por Cole-Davidson en 1951, describe la regién
de altas frecuencias de una gran variedad de liquides, soluciones

poliméricas y glicoles a muy bajas temperaturas, tal modelo
14,12
es :

:‘ (u)-:w(u)

= (1 o+ dur )P (59)

donde 8 es un pardmetro positive no mayor que une, y que fue usado
originalmente para representar la exactitud del experimento, Esta
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ecuacién describe el comportamiento del glicerol y 1,2 Propancdiol

Yy es Gtil para una gran variedad de liquides orgdnicos similares.

La figqura que representa esta ecuacidén en el plano complejo, se
ilustra en la grafica 3, se observa que es una curva asimétrica.
Para frecuencias bajas es una senicircunferencia, con centro en el
eje horizontal que corta en el punto €,- Para frecuencias altas se
tiene una linea recta, que corta al eje herizental en c_ forrando
un angulo ¢ = ng/2.

Ayudandonos de la gréfica 4 podermos escribir la ecuacién (59) de
la siguiente forma :

*
£ {w) - [ -
= (Rcos¢ + iRseng) (60}
c, ~c
o a
et
)
1]
wt R '
)
1
¢ i
i
L .
1 c!t
Grafica 4

La ecuacién anterior se puede reescribir ahora como:

.
C(U) -r - -
= « g 1R0 (61)
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De la grafica 4 se tiene rfs cos‘Bé y con la ecuacibn (61) se
obtiene la parte real e imaginaria :

c’ (W) =(c°-c=)cosgo cosfe + ¢ {62)
ety = (Eo-cn)cosBo senf¢ {63}
Y
(to-c.]cosﬁé senfe
tan § = {64)

(ca-c.)cosﬁé cosf¢ + €,

En 1a grifica 5(a) y 5{b) se observa el comportamiento de ¢’,
c'’, tand y tan%, como en el caso de Debye ty &8 la constante
dieléctrica para bajas frecuencias y ¢, es para altas frecuencias.
De la grafica 4 también se obtienen:

tan¢ = wt (65)
es decir

¢ = tan lur (66}

auxitiandonos de la ec. anterior, las ecuaclones (62}, (63) Y
{64) en funcién de w son:

1

£ (w) = (ca-c!)cossttan" wrycos(Btan 'ut) + £, (67}

£’ {w) = (co-c.)cosg(tan"ut)SEn(Btan"m) (68)

(co-cajcost (tan'ut) sen(atan " ur)

tang = {69)

~1 -1
(c° cn)cos (tan ‘wtjcos{Btan uwt) + €,

23



Las ecuaciones (62) y {63) se pueden escribir como'%

e'-c, a

- = cos ¢ COsf¢
P

LX)
cc_ = cosfe senge

-] L)

usando la grafica 3 podemos escribir.

tan§ =

et
- T tan 8o
L]

donde la ecuacién (56) es similar a la ecuacién

anterior se encuentra que los &ngulos.

¢

1

La recta bisectriz

las ecuaciones (66) y (73) tenemos que ¢ =1 / 4, qu
para bajas frecuencias {grafica 3).
&, = Bn/4

(70)

(71)

(72)

(712), y de la

(73)

corta a la curva cuando wt = 1, y empleando

e es el &ngulo

(74)

Ahora 8i wt —— « , y de las ecuaciones (66) y (73) se tiene que

¢ = n/2, entonces:

@w = fnf2

(75)

Para observar el conportamiento de é&stas ecuaciones vease la

gréfica 3,

Se obtiene c::x de (63) haciendo oe'fféw = 0 encontrando que:
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Grafica No, 5A, nos muestra el comportamiento de las ecuaciones
67, 68 Para el glicerol’, con ¢ = 63.9, c_ = 4.1, B = 0.603 y
T = 1.1.24 x 10" a temperatura T = -50°C.
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GrAfica SB, para observar el conpportamiento de 1las ecuaciones
(69) y (72) usando el glicerol.
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b

= —— (76)
Mroaee)
sustituyendo en (63) se convierte en:
8 n n

Cé;x‘ cos” { R 1))sen(,‘? T T ) )(co—c“) {171

Para ver el comportamiento de las ecuaciones {67), {68), (69) y
(72) se muestran las graficas 5(a) y 5{b) ,.donde la variable
independiente es w. Enseguida se presenta la curva caracteristica
de algunos 11.quidcs'2 a distintos valores de.c,, £ ,T Yy a
diferentes temperaturas (ver grificas 6, 7, 8 y 9).
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gréfica 6. donde se ve el comportamiento de cf, ctt, tand y tand
para el 1,2-dibromopentand'” a T = -112°C con ¢ = 4.725, €= 2.65,
B = 0.463 y T = 7,58x10"" .
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Grafica Wo.7. ¢’ vs ¢'' para el Dibrosmopentano
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grafica A donde se ohserva 'el copportamiento de cf, y £'' para
el n-Propilnitrite’® a T = 95.9°Kk y con c= 40.13, e= 3.58
B = 0.705 y T = 3.83 x 1074,
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gréfica 8B muestra el comportamiento de las ecuaciones tans y tand
para el n-propilnitrito.
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4).= EL MODELO DE HAVRILIAK Y 5, NEGANI DE RELAJACION DIELECTRICA
Mostraremos otro tipo de funcién empirica de dispersién
dieléctrica, propuesta por Havriliak y Neganmi®.

Ellos analizaron los parametros de dispersi6én para dieciocho
polimeros usando datos experimentales y asi observar el
comportaniento de :'(u).

En esta funcién de dispersién aparecen dos pardmetros, a y B,
estos dog pardmetros no pueden ser definidos en términos de un
modelo molecular desde el punto de vista descriptive, a describe
el ancho de la dispersién y varia de cere a uno, # describe el
sesgo de la dispersi6n, y toma un valor entre de cero Y uno. Con
los dos parémetros anteriores podemos describir mejor la
dispersién de muchos polineros amorfos Yy soluciones
poliméricas's'?/}e!s,

Una funcién de dispersién para el procese de relajacién
dieléctrica puede tomar cualquiera de las dos formas siguientes;
un arco circular {modelo de Debye) el cual es mis comin, o bién un
arco sesgado (modelo de cole-Davidson). H-N usaron estas dos
formas, obteniendo con elle datos muy confiables,

Después de haber estudiado decloche polimeros, Havriliak-Hegami
concluyeron que, todos respondfan al mismo comportamiento grafico
en el plano complejo, es decir de un arco sesgado a altas
frecuencias y de un arco circular a bajas frecuencias (ejemplo ver
grifica 11), y para representar tal comportamiento postularon la
funcién empirica de relajacién dieléctrica siguiente'r®'*''";

*
e (w) -¢ -
——= 1+ ter)? ] (78)

[ L]
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Esta funci6n empirica cooincide con los dates, y ademds es una
funcién que puede ser considerada como una funcidn general, pues
cuando @ = 0 Y 8 s 8 s 1 se obtiene la funcidn de relajacién
propuesta por Cole~Davidson, si § = 1 y 0 = a s 1 la muy conocida
funcién de relajaci6n dieléctrica de Cole-Cole’ y con g = 1 ¥
a = 0 se reduce a la funcidn de relajacidn dieléctrica de Debye .

La ecuaci&n {78) también se puede escribir como:

- 8
£’ () = [ 1+ {iury' 8 ] {egmt,) + ¢, (79}

Usando el teorerma de Denoivre varias wveces (ver apéndice cC}
podemos escribir la parte real e imaginaria de 1la siguiente
manera:

B

e (u) = "’o“:”‘. cospe + € {80)

o' (W) = (e -c )R Psengy (81}

y también

et (t‘;ct)k"’senﬁo
tand = = {82}

(co*:.)n"ﬂcosao te,

con ayuda de la gradfica 10 tenemos que:

12 tf2
Re a7+ 8] T (14 2tenyCsentnasy + wr)?im®] (83)

Los valores de a y b aparecen en el apéndice €. De la grafica 10
se puede plantear.
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(o)} “®cos(na/z)
tan¢ = bja =

(84)
1+ (ut) ¥sen(nasz)

i-a
o= tan'l[ (wT) cos(na/f2}) 1

(85)
1+ (wt) ' %sen(ra/s)

De la gr&fica 11, podemos escribir la siguiente ecuacién.

cre

tant = —ET(::

= tan 8¢ (86)
La diferencia entre la ecuacién (82) y la ecuacién (86), es que

la constante £, aparece en el denominador de (86) y en (82) no
aparece.

.Con la ayuda de las ecs (85) Yy (86) se puede plantear 1la
sigquiente ecuacién:

tan™ [ eriycer-ey ]
8 =t/¢ = = (87)

tan™ { )" %os(nasa) 7 (1 + (wr)'Cseninasa)) |

a c’

crafica 10, auxiliar para obtener R_B y tang
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Usando las ecuacién (85) reescribimos las ecuaciones (80), y (81)
y {82} en funcién de o .

£ {u) = (ccac‘)cos[atan‘l((m)l"acos(ﬁale)/(ﬁ (ut)l_asen(ﬂalz)))]
-8/
{1+ 200" sen(nasay + n2fa] c, (88)

CRATICA 1, C-C Pt L PMLICARE™RTY
ctre b

in

31 3.2 11 14 I [P I
cl

Gréfica No 11. ¢ vs €'/ para el policarbonato’ e, = 3.637,
£,=3.128, B ~0.285 @ = 0.205 T = i.1e-3 y T = 184'C.
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e (w)= (:o-cw)sen[ﬁtan'l((ur)l-“cos(na/z)/(1+ (ut)l_“sen(na/z)))]
-B/2
{1+ 2000 ™sen(nasa) + (n)?07% ] {89)

teg-e )R P (wisenpo (w))
tans = = (90)
(6~E )R "(u)cos(Be(w)) + £

donde los valores de R{w) y ¢{w) estan dados por las ecuaciones
(83) y (85).

para mostrar el corportaniento de las ecuacicnes (86),(88),(89)
y (90) se muestra a continuacién la grafica 12.

Calculando el méximo de c’’(w) haciendo éc’!/éw = 0 {ecuacién Bl &
89) se encuentra:

tan 8¢ [ sen(na/2) + (ur)i™® ] = cosna/2 (91}

De la ecuacisn anterior se deduce el miximo de '’ para el caso
de Debye si a=0 y A=1, quedando (tans)? = 1 entonces wr = 1, de
donde ¢ = m/4, como ya se habia visto, para el modelo de Debye.

Con la ecuacién (91) se llega a encontrar la ecuacién del maximo
de ¢'’'’ de Cole-Davidson, cuando a = 0, ya que tanB¢(wtr) = 1 , pero
wt = tan¢, entonces tanfétang = 1 por lo que tanfi¢ = 1/tané , de
donde se encuentra L n/2(1/{f+1}) que concuerda con la
ecuacién  (76), Finalmente observemos el comportamiento de dos
polimeros ¢’' vs ¢’ en la grafica 13,
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Grafica No 13 ¢! vs c’f para el acetato de pollvinile con: €y =
8.62,¢c = 2.74, B = 0.45, &« = 0.09, T = 1,le-3 y T = 66°C para el
laurato de polivinilo® g = 3.8, ¢ = 2.34, £ = 0.413, @ = 0.632,

T = 1.07e-4 y T = 6.2°C,
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§).~ EL MODELO DE COLE-COLE

Como prueba de consistencia de la ecuacién {78) se presenta el

siguiente caso para # = 1 se cbtiene la ecuacién siguiente:
*

T (92)

:G l::
Esta ecuacién se conoce como rodelo de relajacién dieléctrica de
Cole-Cole, y fué propuesta iniclalmente por K.5. Cole y K. H.
cale’, Este nodelc puede describir con exactictud una gran
variedad de cristales organicos y en especial para polirercs
solidos. As{ como un gran nimero de dieléctricos que sirven como
aislantes eléctricos.

En el plano complejo este =nodelo describe arcos de
circunferencia, con su centro sobre una recta gque forma un &ngule
con el eje horizontal (ver gradfica 2lc, gue se encuentra en la
pag. 74). De la ecuacién (92) y usando el teorema de Demoivre sc
encuentra la parte real e imaginaria:

£f(u) = (co- cn) R cosg + £ (93)
€ff{u) = (e~ £) R send (94
ere (cu-cﬁ) R sené

§ = — = 95
ran e (ro- c ) Rcosd + e (95)

P

2 =
tani T
®

= tang (96)

donde los valores de R y ¢ son los mismes de las ecuaciones (83) y
85y .



El mé&ximo de ¢'’ se obtiene cuando de’’'/éw = 0, y wT = 1, que al
sustituirlo en la ecuacidén (94) se obtiene:

1 n

:"‘“BT(cn-cw)tan[(1-a)--‘~]. {97}

En esté capitulo se plantearon los modelos nds conocidos de
relajacién dieléctrica, el siguiente se inicia con wuna
interpretacién fisfca de los paripetros del modelo de H-N.
Continuando con un analisis de compatibilidad fisica de los
nodelos anteriormente estudiados.
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CAP II

1) INTERPRETACION FISICA DE LOS PARAMETROS DE LA EC. DE H-N

2) PRINCIPIO DE CAUSALIDAD Y ANALITICIDAD DE DOMINIO
3) RELACIONES DE DISPERSION {REGLAS DE KRAMERS-KRONIG)
4) REGLAS DE SUMA (SUM-RULE)

1).~ INTERPRETACION FISICA DE LOS PARAHETROS DE H-N

La interpretacién f{sica de los pardmetros de la funcién de
dispersién de Havriliak-Negani es como sigue:
.El parametro €, representa el comportaniento del dieléctrico a
bajas frecuecias ( wt —+ 0 ) & en equilibrio, mientras que ¢, es
para altas frecuencias { wt — = ) ( grafica 14 ).

La cantidad £~ €_ representa el nomento dipolar eléctrico
efectivo de la cadena del polimero { ver grifica 14 ) consecuencia
- del campo eléctrico aplicado. El pardmetro T que tiene unidades
de tiempo, y es interpretado por Kauzmann® como el tiempo gque se
emplea al saltar la cadena. Cuando un campo eléctrico se aplica al
polimero ,las cadenas del polimero se aproximan al equilibrio
mediante una serie de saltos, y el pardmetro T es la nmedida del
tiempo de esos saltos.

Los pardmetros « y @, estan relacionados con la forma de la
curva, si se hace # = 1 y 0 s a s 1 se tiene la funcién de
Cole~Cole, que describe arcos de circunferencia. Ahora si se tiene
a=0y0spg 21, se encuentra la funcién de Cole-Davidson, que
son arcos sesgados. De donde se concluye, que el pargmetro a estd
relacionado con la simetrfa de la curva y B con la
antisimetria'®'’,
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Gréfica Mo. 14 ¢! v.s. t'’ para el Octanoato de polivinil y el
poum-clor:orsth-enos con valores de « = 0.131,8 = 0.488 y a =
0.603, B = 0.422 respectivamente.
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polivinil con valores de a = 0.205,8 = 0.285 y « = 0.131,
f = 0,488 respectivamente.



Es decir que mnientras nis grande es el valor de 8, la
forna de la curva se acerca a un arco de circunferencia, y
si esté valor es muy pequefo el arco se deforma (grdfica 14 y 15).

Recientemente se ha llegado a la conclucién de que, a varfa con
la temperatura y £ es independiente de ella'!. Es decir si B es
esencialmente independiente del tiempo de relajacién ( o de la
temperatura o del solvente diluide ) entonces, la asimetria de la
funcién de dispersién, es introducida por la conectividad de las
cadenas. Ahora si a depende del tiempo de relajacién, ya que t
cambia al cambiar la temperatura o el solvente diluido, entonces
el ancho de la funci6n de dispersién describe la interaccién de
las cadenas con su alrededor.

La constancia de B ctorresponde a temperaturas por debajo de la
temperatura de transicién vitrea T'"'“'"’ Para temperaturas

mayores a Tv, 8 varia.
2}.= PRINCIPIO DE CAUSALIDAD Y ANALITICIDAD DE DOMINIO

Como consecuencia de la dependencia con la frecuencia c{uw),
existe una relacién no local con el tiempo entre el desplazamiento
B(x,t) y el campo eléctrico 7 . de manera tal gue las componentes
monocromiticas con la frecuencia w se encuentran relacionadas por
la ecuacién':

B(x,w) = c(u)B(x,w) (98)

de donde se puede construir la dependencia del tiempo mediante
superposicién usando el teorema de Fourier. Tratahdo como un
pardpetro la coordenada espacial, las integrales de Fourier se
pueden escribir como:



Bix,t) = VA J Bex,w)e {¥Caw (99)

Bix,0) = 1/@?] Bx, t')el¥t aer (100)

sustituyendo 1a ecuacién (98) en la ecuacién (99) se obtiene:

Bex,t) = 1/\/2—n[ c () B(x,0) e 10 (101)

si se introduce la representacitén de E(x,w) como transformada de
Pourier en la ecuacién anterior se encuentra:

Bix,t) = 1/2n ]’ do c(u)e iVt J atredVt B (x, t7) (102)

y coro podemos intercambiar el orden de integracién, entonces se

puede escribir:

Bix,e) = cdix,t) +[ G(t)B(x, t-t)dt (103)

donde G(t)} es la transformada de Fourier cox. = cl{w) - c,

entonces

G(r) = 1/2m J [etwme, ] e (104)

De las ecuaciones (103) y (104) se observa que existe una relacién
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(- ¢)

G(T) = et a(r) (107)

Siendo 6(t) la funcién escaldn unidad { 6{(t) = 0 para t < 0 y
8(tr) = 1 para T > 0 ). Para la constante dieléctrica (105), la
funcién G{t) es justamente }a superposicién lineal de términos
como los de la ec.(107). El niicleo G(t) es ondulatecrioc con la
frecuencia caracteristica del nmedio y estd amortiguado con la
constante de amortiguamiento de los osciladores electrénicos.

La ecuacién {103) es no local en el tiempo, pero no en el
espacio. La aproxiracién es vilida supuesto que la variacién
espacial de los canpos aplicados tienen lugar en una escala que es
grande comparada con las dimensiones gque intervienen en la
aparicién de la polarizabilidad atémica o nclecular. Para cargas
ligadas, esta Gltima escala es del orden de las dimensiones
atémicas o menor y, por consiguiente el concepto de constante
dieléctrica como funcisn exclusivaménte de w podemos esperar gue
sea vdlido para frecuencias pucho mas alld de la regidn visible,

Sin embargo, para los conductores la presencia de cargas libres
con recorridos libres medios de tamafo macroscépico hace que la
hipétesis de una c¢(w} o o(w) sencilla falle a frecuencias mucho
mas bajas.

G(tr) da la conexi6n entre dos eventos a distintos tiempos es
decir, el efecto de up evento pasado influye en un evento en el
tienpo presente de acuerdo a la forma que posee la funcién G.

Para el modelo de Cole-Davidson, usando la ecuacién ({59) y (104)
tenemos:

(Cn' e}

6T = —

J (1 dur)® el g, (208}

£
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Para ciertes valeres de g y cascs lipmites se obtiene una
expresién para la integralx.

Por Gltiro, para el modelo de Havriliak-Negami se tiena:

(eme) (" I
G(t) = —"n—'J [ 1. (iur)"“] &Yl du (109)
-x
Las inteqgrales (106) y (105) no se pueden realizar analiticazente
sino wediante algin netdde nunérico, dado que los parazetros de

ajuste a ¥ 8 no sen enteros (varfan de cero a uno).

De la ecuacidn (137), se encuentra que para T < 0, G(r} = 0 esto
significa que en el instante t sé&lo los valores del campo
eléctrico anteriores a dicho instante entran en la determinacién
del desplazaniento, de acuerdo con nuestras ideas fundanentales
acerca de la causalidad en los fendzenos fisicos. Y entonces la
ecuacién (103) se puede escribir como:

Bix.t) = e Bonn) »[ G(r)B(x,t-1)dr1 (110)
Q

Que es la relacién causal, lineal y espacialmente local mis
general que puede escribirse entre D y E, en un nedio isdtropo y
uniforme. Entonces la constante dieléctrica puede expresarse como:

cf{w) = e+ J G(T) e"”c dr {111)
[+

Esta relacién tiene varias consecuencias interesantes, A partir
de que D, E y por consiguiente G(r) son reales en (110) se puede
deducir de (111) que cuando « sea compleja.
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c(-0) = ¢ () (112)

Ademds si se considera (111) como una representacién de c(w) es
una funcién analftica de w en el semiplano superior, suponiendo
gue G(t) es finita para todo 1. Es necesario invocar el requisito
"fi{sicamente razonable" de que sobre el eje real G(r) — 0 cuando
T — = para asegurar que c(w) sea analitica sobre é1.

La ecuacién {112} nos indica una propiedad de simetria, es decir
Re(w} es par e I(u) es impar, Aplicando la ecuacién (112) a}
modelo de Debye, usande las ecuaciones (53) y (54) donde se prueba
que si satisface tal ecuacién. Lo mismo se realizd con el modelo
de Cole-davidson, usandc las ecuacliones (67) y (68) donde se probd
la validez de (112} y por tltimo se probé para el wmodelo de
Havriliak-Negami usando las ecuaciones (88), (89), donde se vi6
que también satisface la ec,(112).

3) RELACIONES DE KRAMERS-KRONIG

Que £(w) sea analitica sobre el semiplano superjor w, permite el
emplec del teorema de Cauchy para relacionar la parte real e
imaginaria de ¢(w) sobre el eje real. El teorema de Cauchy, para
cualquier punto z que se encuentra dentro de un contorno cerrado €

sobre el semiplano superior u, da:

I [c(u')—co(u)] duw!
e(z) = co + 1/2ni E—(-T-:..z_)..u

(113)

Si el contorno c se escoge de tal formpa, que éste formado por el
eje real y un gran semicirculo en el infinito del semiplano
superior, se observa que c-t, se anula de forma rapida en el
infinito para que no haya contribucién a la integral a lo largo de
la semicircunferencia. Entonces, la integral de Cauchy se puede
escribir como:
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[t(:’)- :J awr

ef{z) = e, + 1/2mi J (114}

donde z es cualquier punto del semiplano superior, y la integral
se oncuentra extendida a lo largo del esje real. Temando el limite
cuando la frecuencia se acerca al eje real desde la parte
superior, escribinos para z = w + ir, entonces la ecuacién {114)
se convierte en:

e(w’) -CJ

£lw) = e, + 1/3ni f—a“'—"":ﬁ:— dw’ {115)
Para w vreal 1la presencia de (£ en el dencninador es un
recordatorio del hecho de la distorsién del contorne a lo largo
del eje real describiendo una semicircunferencia infinitesimal por
debajo del punto w’ = w . TFormalmente el denominador puede
escribirse coto:

e = P [ ]+ M (ur-a) (116)

donde P es la parte principal. La funcidn delta sirve para extraer
la contribucién de la peguefia semicircunferencia que va en sentido
positivo alrededor del polo en w'-w. Usando la ecuacién (116) y
reajustando términos, la ecuacién (115) se convierte en:

o cu’) e,
c{w) = ¢, + {1/ni) ¢ - duw’ (117}

donde 1a parte real e imaginaria es

Imc{w')
Recfu) = £+ Pfn J —rp— {118)
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du’ (119)

s ® Rec{u’) - €,
Ime{w) = __;r U

Estas relaciones, se conocen cono relaciones de dispersién o
relaciones de Kramers-Kronig”s’“. la propiedad de simetrfa (112)
denuestra que Re(w) es par en w nientras que Imc(w) es inmpar. Las
integrales (118) y (119) pueden asi transformarse de modo gque
aparezcan Unicamente positivas de la siguiente forma:

2 - w’Ine{w)
Rec(w) = et e P - du’ (120}
2
o wWiw

Imc(w) = — 3 (121)

>
w I [Recz(u) cJ o
0 [ALEC ]
Las relaciones de Kramers-Kronig resultan de validez muy general,
y se deducen casi exclusivacente de la hipStesis de la existencia
de la relacién causal de la ecuacién (104) entre la polarizacién y
el campo eléctrico.

Usando las relaciones de Kramers-Kronig para el modelo de Debye,
de la ecuacién {47) y (120) se tiene:

©

2 W
Rec(u) = cu+—P {c -cu)tj —_——
n ° . (lm,zta) w,z_uz)

X
dw’ (122)
resolviendo la integral por fraccliones parciales se obtiene:

(e,=c,)
Rec(w) = e+ - (123)
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Y para la parte imaginaria, donde se hace uso de la ecuacién (46)
¥ (121) se encuentra:

20 ® (co-c ) 1
Inc(w) = = == P L e du’ (124
n _,[ (‘+u,2t2) ® ] (0’2-02) ( )

que, integrando nuevamente por fracciones parciales se llega que:

(co-:-)wt
Int(w) = — e (125)
1+uw't
Se observa, que para el modelo de Debye, si se satisfacen las
relaciones de Kramers-Kronig.

Aplicando las relaclones Kramers-Kronig al wmodelo de
Cole-Davidson, donde la ecuacién (68) se sustituye en la ecuacién
(120} para encontrar que:

- cose[tan"(w't)]sen[ﬂ tan"(m't)]w

dw’ (126)

2 2

2
Rec(uw)= ¢ +- (€ -¢ )P
t).,nu.,)f Y R—

0

Ahora para la parte imaginaria, usando la ecuacién (67) y (121) se
llega a:

Inc {w) =-—i(c°-c_) P
[}

— dw’ (127)

20 ['[cosﬁ(can"(u't))cos(a tan” (w'T)) +e ]
w! -

Finalmente, usando el modelo de Havriliak-Negami, para la parte
real, usando la ecuacién (81) y (120) se tiene:

2 R'Bsen(ﬂé)u’
Rec(u) = ¢ + H (l:n—c_) P J — dw! (128)
L)
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Donde se establece que, cuando N — o« , el valor medio Rec(w) a
todas frecuencias es igual a e

Aplicando la primera regla de suma al rmodelo de relajacién
dieléctrica de H-H, de la ecuacién (89) para frecuencias nuy altas

y con w > w se tiene que:

{ c,t,) sendi(i-a)

cfrfw) = {132)

B/
[ 1+ 2(ut)’ “%sen(nafz) + (0r)’ () ]

ya que para altas frecuencias

1-a
{oy) cos(majz) cac('—'%) Y cot(%) = tan{nf2 - naf2)

1+ (wt)' “sen(nasa)

2(1=a)

y ademds 2(wt) %sen(majz) < {ut) entonces la ecuacién

(132) se convierte en:

(cu-éw)sengi(x-u)

e (w) = (133}
[wt]ﬂ("ﬂ)
La primera regla de suma es entonces
o W ©

o

u: = c_z_ ” wIne (w)dw ] = ;——[J w Ime(u)dw + Ju Imt(u)du] (134)
= o o w

o

si sblo tomamos en cuenta las altas frecuencias, entonces se
integrars el segunde término.

W= c—"-[- J w Inmc(w) dw (135)

P @ o
o
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sustituyendo (133} en (135) se llega a:

159;&&%1’1 ®

W
U J ) du  (136)
uﬂ

de est§ Gltima ecuacién si se hace n = 8( 1 - a ) = 1 es decir

‘f - 2sen{nn/2; J ) du @ (137)

€1 n
0 U(u 1)
e

De donde se puede concluir que la integral tiende a infinito, y
como el modelo de H-N contenpla los modelos de Debye, Cole-Cole y
Cole-Davidson, entonces la integral es para Debye cuando n = 1,
Cole-Cele si n =1 - a y Cole Davidson n = B.

Por lo que los nodelos antericres no satisfacen la primer regla
de suma , ya que la integral (137) diverge. Este comportaniento de
los modelos de relajacién dieléctrica es similar a la "catastrofe
ultravioleta". Es decir que para frecuencias muy altas las
predicciones fallan.

Al aplicar la segunda regla de suma, usando la ecuacién (131), y
del resultado anterior w® ——- =, se concluye nuevapente que,como
el modele de H-N es unpa generalizacién de los demds wrodelos
estudiados anteriormente, entonces la segunda regla diverge
también para cada uno de los modelos, es decir no satisfacen la

sequnda regla de suma.

En este capitulo se concluye que, los meodelos de dispersién
propuestos por Debye , Cole-Cole, Cole-Davdson y Havriliak-Negami
8§ son analiticas, en el case de Debye se verifict el principio de
causalidad, las relaciones de Kramers-Xronig . Para c-¢, C-D, y
H-N queda indetermipado, ya que no se resolvieron las integrales.
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Se probd que ningdn podels de los estudiados anteriormente
satisfacen las reglas de suma , sino que se observa "catastrofe
ultravioleta".

De lo observado hasta agu{ se puede concluir que, si se usan
potencias fraccionarias en los modelos anteriores para ajustar
dates experirentale, da un excelente resultado, pero hay dos
aspectos que hacen a estas expresiones carecer de
generalidadzh

Carecen de significado fisico a altas frecuencias y ademis no se

puede pasar al espacio temperal c(t)} mediante la transforrmada de
Fourier, sblo por métodos numericos de manera que ¢l significade
fisico queda indefinido.
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CAPITULO III
TECNICAS DE AJUSTE POR MEDIO DE LAS ECUACIONES DE COLE-DAVIDSON Y
HAYRILIAK-NEGANI

A

INTRODUCCIONR

En los incises 1 y 3 se revisardn las técnicas de ajuste
usadas por Cole-Davidson y Havriliak-Negarmi, para obterer los
pardnetros de ajuste a, £ y el tienpo de relajacién 1. En 2 se
hace rmencion de una nueva forma de obtencidn de estos pardmetros
para el modelo de C-D, rediante un prograna de computadora. En 4
se plantea de la misma forma un nuevo netddo para encontrar estos
pardmetros en el modelo de H-M, y que es mediante un programa de
computadora, donde se usan las ecuaciones ya deducidas en el

capitulo 1I.

La ventaja de esta nueva técnica de ajuste, es que sélo erplea
valores experimentales para encontrar los pardmetros buscados. Con
esta nueva técnica, se evita el trazado de graficas, ahorrando con
esto nucho tiempo . Este mismo programa de cooputadora es dtil
para el cdlculo de o y B para el mnmodelo de Cole-Cele y
Cole-pavidson,

En el inciso 5 se indica como calcular el valor de t, para el
nodelo de ¢-D y H-N nediante el nmismo programa de computadora.
Finalmente en 6 mencionamos la forma de come Cole-Cole encuentra a

Y ¥, asi como la técnica propuesta.
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1).- TECNICA DE AJUSTE COLE-DAVIDSON

Las ecuaciones de C-D se transformara en coordsnadas polares,
para ello se define el radio vector r de la siguiente manera':

r={ (e'-e)?+ 0’ ]‘/2 (138)

Usando la forma polar de e/ y ¢'* dadas en las ecuaciones (62) y
(63) del capitulo I tenemos:

8
= (co-c-)[ cos(4/8) ] (139

La curva correspondiente a la ecuacién (139) sec observa en la
gréfica 16 que es una gréfica de c’’ v.s. ¢’, para el glicerol a
temperatura de ~s0°c. Aqui se ve que se intersecta con el eje ¢’
enc, yc_. Es decir, c'( UT—— 0 ) =€ Y c‘( W~ @) =g
respectivamente. Cuando €/ es intersectado en el punto ¢ es una
semicircunferencia, con centro sobre el eje horizontal., Ahora si
e’ es intersectado en el punto ¢ encontrandose una recta haciendo
un dngulo con el eje horizontal con vértice el punto £,. El valor
del &ngulo ¢, es obtenido mediante un trasportador o mediante
distancias a escala y usando funciones trigonometricas. E1 &ngulo
es & = Bm/2 (ec.75 cap.I). De esta manera se concluye gue,
utilizando la grifica c’’' v s. ¢’ pueden encontrarse los valores
de € €, Y B directamente. La obtencién de T es de la manera
siguiente.

De las ecuaciones 65 y 73 tenemos

tang = wr = tan{$/f) {140)
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Esta dltima ecuacién denota una linea  recta, cuande
tan($/8) =wr = 1. De donde se obtiene T = l/w (gréfica 17).

fsta técnica para la obtencién de £ Cos B y t fue propuesta

por Cole-Davidson y es totalmente grifica.

ere .
GRATICA 16
17

L slicers!

£

4.

Grafica No. 16 ¢’/ v.s. £’ para el glicerol
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tan(¢/8})

Gpariis 17
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Grafica No.17 tan(¢/f) v.s5., w
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Z).~ FORHMA ALTERNATIVA DE AJUSTE AL HODELO DE COLE-DAVIDSON

De las ecuaciones (66) (72) y {73) del capitulo I para el modele
de Cole-~Davidson se llega a:

) .
tan” [—5

B=a/p s —— RS (141)
tan” (wt)

y como ¢’, €’' ¢y w son datos experimentales, las unicas
cantidades desconocidas de la ecuacidn (141) son 8 y t , si se
toma el valor de t = 1. Entonces nos permitird encontrar el valor
de B para una serie de datos con el auxilio de un programa de
computadora.

El hecho de usar el valor de t = 1, es porque al realizar los
célculos de c’'f(uw) con este valor, se encontrd que tiene el mismo
méximo que cuando el valor de T es distinto de uno. Al cambiar el
valor de t gridficamente lo que se observa es corrimiento en el eje
horizontal, pero sin modificar la forma de la curva. Es decir gue
los pardmetros 8 y t son independientes. Modificando el valor de t
tenemos una familia de curvas con la misma g { ver grdfica 18).

Este programa de computadora también nos ayuda a calcular el
valor de t. Auxiliandonos de la ecuacién (66) y (76), de donde se
tiene'’:

-1 _ n
tan (unlr) = SwEe I (142)

De esta Gltima ecuacién encontramos el valor numerico de 1,

tan[—s"—
- Bl (143)
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gratica 18, ¢’ v.s, w donde se observa una familia de curvas

para distintos valores de t, y para un nismo valor de 8. Donde se

puede ver que el maximo es el misno.



3}.-TECNICA DE AJUSTE DE HAVRILIAK-NEGAMI

N ' : : 5
A continuacién veremos como Havriliak-Negami *'* encuentran los

pardmetros a,f y T , a partir de los datos experimentales €l W
y r usando la teoria desarrollada para dicho efecte. Iniciamos
reescribiendo las ecuaciones (83) y (85) del capitulo I.

/2

1
R= [ 1+ 2000 senrasz) + (n?9] (83

o= tan"[ (wt) ' %cos(na/2) ]

(85)
1 + (ur) ! %sen(na/z)

Para altas frgcuencias la curva ¢’ v.s. ¢’ ( grafica 19 )
degenera en una recta y el 4ngulo que forma con la horizontal es

¢ que tiene su vértice en ¢ Es decir cuando wr > 1, y usando
las ecuaciénes (B4) y (B6) se convierten en:

tan ( QL / B) = cot (na/2) {144)

Auxiliandose de 1a relacién trigonometrica cotc = tan{ nf2 - ¢}
la ecuacién anterior se transforma en:

tan (SL/E) = tan (n/2 = na/2) (145)

De aqui

°|. = (1 =a) gnf2 {146)
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para determinar el valor de o , se ocupa la ecuacién (138) para
H-H con wt = 1 es decir.
t/2

2
r = [c"’mtﬂ) + [erque=t) - e ] (147)

Empleando las ecuaciones (80} y (81}, la ecuacién anterior se

reduce a:
£ = R (aey? (148)
De la misma forma la ecuacién (83) es:
1{2
R = [ 2 + 2sen{nafz) ] (149}
De la ecuacién (148) y (149) se tiene:
2 < B
[3‘;—] = [ 2 + 2sen(na/z) ] (150)
tomande el logaritme en ambos lados se llega a:
2 log{r/Ac) = -Blog[ 2 + 2sen{na/z) ] (151)

Con ayuda de {146) la ecuacién anterior se convierte en:

-i: loglr/bc) = “n‘%?-‘f) 1og[ 2 + 2sen(najz) ] {152)

De esta Gltima relacién sec puede observar que @L, Ac y r son datos
que se pueden encontrar mediante una gr&fica (gr&fica 20), por 1lo
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4&ngulos OL,r.
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CRAFICH 19, C-C Moy FL POLICAREOMATO

Gr&fica No.20 para el policarbonato de bisfenol.
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que la anterior ecuacién es sélo funcién de a. Entonces el valor
de « se encuentra al reselver la ecuacién .

Ya conocido el valor de a, se usa la ecuacién (146) para conocer
el valor de g.

Por otro lado cuando wt = 1 y con la ecuacién (85) llegamos a:

- e ''(ut = = ~ir_cos{najz)
tany TGt = 1) - €, tan[ g tan™' [ 1T sen(na/z)] ] (153)
es decir

T=42 (154)

por lo que 7 es el dngulc que bisecta a 4 teniendo como vértice
ac, {observar gr&fica 20). La recta bisectriz corta a la curva en
el punto, wt = 1 y entonces se puede obtener el valor de T con el
inverso.

De esta manera conocemos los 5 pardmetros Utiles a la ecuacién de
relajacién dieléctrica de H-N € €0 T, € Y B Como un ejemplo
de como H-N obtienen los 5 parémetros a partir de las ecuaciones
anteriores, usamos el policarbonato de bisfenol a una temperatura
de T=164°C.

Tomando los datos experinmentales del policarbonato de

bisfenolsﬂb, trazamos la grédfica 20 ¢’’ v.s. c¢’. Obteniendose los
valores de €, = 3.637, que es el punto donde se corta la curva

para bajas frecuencias, y €, = 3.128 para altas frecuencias,

De la grafica original el valor de r que es r = 22.1 cm., el
valor de Ac = 25.4 cm. ¥y GL = 20.4°, tales datos se sustituyen en
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la ecuacibn (152). La igualdad se satisface cuando a = 0,205, @l
cual representa el valor de la a buscadas.

Upa vez encoptrado el valor de a con la ecuacién (152), y con
ayuda de la ecuacién (146} se obtiene el valor de B, el cual es g

= 0,285. Es as{ como H-N obtiene los parédmetros «, B, 1, € Y €

[ =

Gtiles en su ecuacién de relajacién dieléctrica.
4}.~ FORMA ALTERNATIVA DE AJUSTE AL MODELO DE HAVRILIAK-NEGAMI

Una forma alterna para encontrar los anteriores cinco pardmetros
es mediante el uso de un programa de computadora, y asi evitar el
uso de graficas.

En el programa de computadora, sélo haremos uso de los datos
experimentales ¢/,c'',w y £ . Estos datos serdn procesados en el
prograpa gque hewnos diseflado y asf poder obtener los valores de «,
8 y v. lLa forma de como obtenemos estos valores es la siguiente:
de la ecuacién (87), se puede ver gue c’,c!’ y £, son cantidades
experimentales, tal ecuacidn sélo es funcién de « y v, el valor de
T es una constante desconocida, que hacemos T = 1 (como ya lo
mencionamos anteriormnte) por lo gue la ecuacion sélo depende de o
¥ w, tue se puede reescribir como:

-1 c'!
tan [—_c—:c:::]
8 = rps (155}

@
tan-l[&) cos(naf2) ]

1+ w' " %sen(na/2)

con esta ecuaclén realizamos los ¢&lculos tomando c¢f, £'' ¥y su
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correspondiente, aqui €, permanece fija y « varfa de 0 a 1. El
programa de computadora esta disefiado de tal forma que cuando «
toma un valor encontramos un valor de § y cuando la 8 calculada es
constante, entonces se interrumpen los cdlculos y se imprime el
valor de a y su f correspondiente (ver programa en el apéndice D).

Este programa de computadora fue disefado no sin antes comprobar
la validez de la ecuacién (155). Con ayuda de otro programa
{paguete} .

Para probar la validez del programa de computadora, inicialmente
usamos los polimeros policarbenato de bisfenol y acetato de
polivinilo. Aqui se vio como variaban los valores de a y 8 y se
observé que para cambios bruscos de a, B varfaba muy poco, Yy
cuando tomabamos el valor de a ya conocido® correspondiente al

polimero, el valor de g se volvia constante en un rango muy amplio
de frecuencias, desde cero hasta un Mhz.

Los datos experimentales son almacenados en un archive, que
posteriormente se sacan uno a uno (segfin el nlmero de datos que
queriamos calcular) para usarse en la ecuacién (155) , donde « se
le da un valor inicial de cero. Si con este valor de a, § no es
constante, entonces se incrementa este valor &n 0.001, realizando
nuevamente el calculo anterior con los mismos valores de c’,c’’ y
W,y con el mismo nGmero de datos que hayamos seleccionado
{seleccionamos 10 datos en todo el intervalo de frecuencias), asf
repetimos los cdlculos hasta encontrar un valor de a el cual nos
proporcione un valer de g, constante para el nGmerc de datos
seleccionados.
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Aqui{ se observé que mientras nids pequefic es el incremento de a
y mayor el nirero de datos a calcular, mayor serd el tiempo gque se
tarde la computadora en encontrar el valer de la & y £, Cere
ejemplo del buen funcionamiento del pregrama, realizamos el
cdlculo de a y 8 pare 18 polizeros que aparecen en el articulo®.

Para la realizacién de estos c4lcules, se crearon los dates con
la ayuda de otro programa auxiliar y se almacenaron en un archivo,
con los valores de ¢’,c'‘ y w, gque posteriormente son llamados en
el programa para el célculo de a y B. Estos célculos coinciden con
los valores dados en el articulo. Probando con esto, el buen
tuncionamiento de! programa y su efectividad.

5}.~ CALCULO DE t
El hecho de haber usado t = 1 fué para poder usar la ecuacién
(87) coh mayor facilidad y encontrar valores de a ¥ 8 .

Hasta aqui heros calculado los valores de los parametros a y 8
con el valor de t = 1, Ahora se procedera a realizar el cdlcule de
T con la ayuda de las ecuaciones y un programa de computadora que
estd integrado al anterior programa para calcular a y 8. Este
cdlculo se realiza de la manera siguiente.

De la ecuacitn (89) y cuandoe se hace 4c’’/ow = 0 , obtenemos la
ecuacién (91).

tan 8¢ [ sen(naf2) + (ut_!) ] = cos(na/2) (91)

De 1a ecuacibn (86) del modelo de H-N, y la anterior se llega a:
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£ [ sen(nafe) + (ut_")

! 1-a
ctfet
@

] = cos(mafz)  (156)

obteniendose
1

Ta
t = —i— [ [E’E-!E#Q-— - sen(na/f2) ] ] {157)

- —_E"C

®
Como la ecuaci6n (91) se encuentra al calcular el maximo de crr,
Entonces 1los valores experimentales que enplearemos en la
> ¥
el valor de a, ya encontrado anteriormente y con esto obtenemos el
valor de T .

anterior ecuacién son ¢'’, ¢', w, (correspondiente a ¢!’ ), ¢

Este cidlculo lo realiza también en el pregrama de computadora
{ ver apéndice D).

Como prueba del buen funcionamiento del programa se realizaron
los célgulos de diecjocho polimeros ya mencjonados anterjormente,
llegindose a encontrar los miszmos valores de T del articule®,

6} TECNICA DE AJUSTE COLE-COLE

Al gr&ficar los datos experimentales para algunos polimeros
solfidos, y para algunos cristales orgénicos se obtienen las
siguientes curvas’ { ver grafica 21(a), 21(b) y 21(c)).

De la graéfica 21(a), se observa una semicircunferencia donde
el vector u, es perpendicular al vector v cuando a = 0 (caso

Debye} .

Cuando el centre de la circunferencia no coincide con el eje ¢!
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entonces su centro est& por debajo, como lo muestra la gréfica
21(b} ( entonces el &ngule vale n/z(1-a}. Si sélo hay algunos
datos experimentales, entonces tenemos la grafica 21(c). Es decir,
que podemos calcular el valor numerice de a grdficamente
conociendo ¢y varios puntos experimentales, como vimos en las
anteriores gré&ficas.

£l programa de computadora funciona de la misma forma gue para el
modelo de H-N, es decir si se proporcionan los dates
experimentales ¢’, ¢'' w, w, Ye, obtendremos el valor de a y t©
{donde 8 = 1).

En la siguiente tabla aparecen algunos polimeros gque pueden ser
descritos mediante este modelo y con valores distintos de a.

Para el caso donde tenemo unos cuantos datos, el programa de
computadora s&lo funciona si cuenta con el valor experimental

w correspondiente a ¢!’ .
aax nix

sustancia £, €, T a
agua 81 1.8  9.4e-12 .09
glicerol 63 5 6.9e~5 .21
3,5,6 Triclorobenceno 7.85 3 8.4e~5 .
clorebencenc 8 3 1.8e-5 .31
ciclohexanona 20.3 3.3 l.6e-8 .55
cloruro de polivinile 10 3.04 1.3e-4¢ .61
plastificado
resina glicol ftalato 17.2 5,8 5.7e-7 .44
resina fenol formaldeido 8.25 3.4 lile=$ .6
hule 5.7 2.7  5.3e-5 .68
slate 98 8 2.7e~4 .53
nmetilpentaciorobenceno 5.54 3.1 1l.6e-6 .13
vinsol 8.48 3.42 1.2e-4 .61
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CONCLUSIOKES

En la actualidad los polimeros son materiales muy dtiles en la

vida del Thombre. Existen polimeros de origen natural &
sinteticos™. De 1los sinteticos se pueden menciomar los
siguientes, los térmoplasticos, los conductores’, cristales
liquidos, etc..

Es por eso la gran importancia de los modelos de relajacién
dieléctrica. Con este trabajo, pretendemos que el mpodelo de
Havriliak-Negami {H-N) sea wuna alternativa®'t'ért7ete para el
estudio de relajacién dieléctrica en polimeros, como se vié este
modelo es capaz de describir con mucha precisién una gran
cantidad de polimeros muy Gtiles en’la industria, con este modelo
también es posible obtener los modelos de Debye, Cole-Cole(C-C)
Cole-Davidson(C-D), que fueron los primeros modelos de relajacién
dieléctrica que se plantearon. De lo mencionado anteriormente se
puede concluir gque el modelo de ( H-N) es un modelo mis general
que contecpla los modelos de Debye, Cole-Cole y Cole-Davidson.

Cuando se realiza el chlculo del valor méximo de la parte
imaginaria del modelo de (H-N) se encuentra que este maximo se
puede reducir a los miximos de Debye, Cole-Cole y Cole-Davidson.

De las ecuaciones deducidas se puede encontrar el valor de T,
usando los valores de a y f, esta nanera de obtener es nueva,
puesto gque como lo encuentra C-C,C-D y H-N es mediante gré&ficas.

La técnica que nosotros planteamos es mis eficiente por el hecho
de que s6lo empleamos las ecuaciones de H-N y los datos

experipmentales u_"(CDtrespcndiente a c::l), e, ¢!, w, c, ¢

4] L]
y T = 1 para calcular los valores de a y 8. Se hace T = 1 para
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facilitar el manejo de las ecuaciones, se observa que la curva de
€'’ tiene un corrimiento sobre el eje horizontal sin cambiar la
forma de ésta, y con el eje vertical toma lcs mismo valores cuando
el valor de T es distinto de uno. El cdlculo de t se realiza
después de haber encontrado los valores de a y A ,para la
obtencién de los pardmetros a, 8 y T se usaron valores de £ €, ¥
T de los articulos consultados®, Los c&lculos realizados por este
programa de computadora coincide con esos valcres.

Los datos que nosotros usamos, los tuvimos que crear y almacenar
en un archivo, donde este archivo bien podrfa ser el de una
cormputadora integrada a un equipe de laboratorio y que al estar
tomando los datos de la nmuestra, realice en ese mismo momento el
cédlculo de los valores de a, B ¥ t . Estos cllculos los hard en
poco tiempo, lo que permitir4 que se haga una gran cantidad de
mediciones para muchos polimeras.

Con este programa de computadora disefiado por nosotros, podemes
varfar las frecuenclas Ya sea a frecuencias muy altas o a
frecuencias muy bajas y con valores de a y 8 requeridos , puesto
que el programa lo podemos manejar de acuerdo a nuestras
necesidades.

Esperamos gque con este programa de copputadora, el nodelo de
{H-N) sea una alternativa, ya gue esté modelo contempla a Debye,
Cole-Cole y Cole-Davidson gue son los mds usados en el estudic de
relajacién dieléctrica en polimeros. Con el modelo de H-N y usando
los datos experimentales en el programa de computadora podenmos
decir que modelo describe tales datos experimentales.

El programa de computadora se puede complementar con un programa
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que pueda elaborar las graficas de ¢’, ¢'’, tend y tan¥ . Ademas
también se puede agregar a este programa una parte en donde sea
posible localizar Cff . 0y su o correspondiente es decir gque
los Gnicos datos que requeriria nuestro programa de computadora
serian los valores de ¢’, ) ¢!’ y las frecuencias u,

Este prograca de conputadora, al obtener 1gs valores dea , By t

nos facilita el trabajo en el andlisis de los espectros de
absorcién y emisién en los polimeros por la rapidez con lo que son
calculados tales parénetros.

Esta técnica de obtener los pardnmetros a, £ y mnediante un
programa de computadora puede ser 0til también para el caso
mecdnico pues la teoria de relajacién dieléctrica es anélogas'z‘.



APENDICE A

El campo eléctrico responsable de la polarizacién que actua sobre
una molécula E_ es de gran importancia. Este campo eléctrico es
producido por todas las fuerzas externas y por todas las moléculas
polarizadas del dieléctrico con la excepcién de la molécula en el
punto de consideracién. E. no es el campo eléctrico macroscépico,
este campo molecular se calcula quitande una porcién pequeha de
dieléctrico, dejando una cavidad esférica que estéd rodeando al
punto donde se va a calcular el campe molécular. Si devolvemos una
a una cada molécula a la cavidad, excepto la molécula del centro
de la cavidad donde deseamos calcular el campo mnolécular. Las
molécuylas colocadas debersn de tratarse no como un continuo, sino
como dipolos individuales.

Ahora supongamos que se coloca uba Tuestra delgada de
dieléctrico, enmedioc de dos placas paralelas y aplicamos un campo
eléctrico, el cual polarizard las moléculas del dieléctrico, y
aplicando la idea anterior, entonces el campo eléctrico en el
centro de la cavidad seré:

E=E+}:+g_+il (r-1)

donde Ex es el campo eléctrico debido a las placas paralelas; Ed
es el campo despolarizante debido a la carga de polarizacién en
las superficies exteriores del dieléCtFiCO, E_ se debe a la carga
de polarizacién sobre la superficie de la cavidad 5 y E’ se debe a
todos los dipolos que estdn en el interior de $. Si las
dimensiones de las placas son grandes comparadas con su separacién
E =o/c, siendo o la densidad de carga superficial. El1 campo
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ESTA 183

SR gy D DEBE

U BBuioregy

despolarizante se produce por dos planos paraleles de carga, con
densidad p,ycomop = p= tp .

E, = 1/cP (h.2)

Como la componente normal del desplazamiento eléctrico D es

continua, al atravezar la zona interfacial entre el vacio y el
dieléctrico y como D = toEx en el vacio que queda exactamente en
e] exterior de la plancha dieléctrica.

CE =cE+P (A.3)
0 x L]

combinando las ecuaciones (A.1), (A.2) y {A.3) se tiene que:
£ =E+E +E* (A.4)
n .

donde E es el campo eléctrico macroscbpico en el material
dieléctrico.

El campo E‘ proviene de una densidad de carga de polarizacién
o= p, en la superficle esférica S. Usando c¢oordenadas esféricas y
tomando la direccién polar a lo largo de la direccién de P,
obtenemos

~Pcose

dE, = ( dnc r

3) r da (A.5)

donde r es el vector que va de la superficie al centro de la
esfera. De la simetria, es evidente que s6lo la componente de dzl
en la direccién de P contribuird a la integral de 1la ecuacién
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(A.5) sobre la superficie completa como da = r’sens de
entonces:

2n n
P [ d¢ J cos’s seng de =
o o

1
3c°

e, P (A.6)
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APENDICE B

En el presente apéndice se deducira la ecuacién del modelo de
relajacién dieléctrica de Debye.

Ootra clase de mecanismo de absorcién es conocida como pérdida
dieléctrica, que puede ocurrir a frecuencias nmuy bajas ( pero no
mds altas ). Este es frecuentemente irportante como mecanismo de
pérdida para frecuencias de microondas y nids bajas. Este efecto es
importante en la polarizacidn orientacional de los dipolos
permanentes., Este caso puede basarse también en el modelo de 1la
ecuacidbn clasica del movirmiento para la fuerza unidimensional del
oscilador amortiguado, aunque a costa de forzar la interpretacién
fisica de las cantidades involucradas.

Se origina cuando el amortiguamiento y las fuerzas restauradoras
son importantes, pero los efectos inerciales ( aceleracisn )
pueden despreciarse. En este caso, la ecuacién del movimiento
resulta ser.

dx _
Ggp *+ Ox = eE (B.1)
-]
ax , 2z _ °h
[ e 3 (8.2)

donde 7 = G/m, tiene dirmensiones de frecuencia, W, es la
frecuencia natural del oscilador no amortiguado, E. es el campo

molecular, e y m con la carga y la masa de la particula.

La solucién apropiada de (B.2) se obtiene al considerar que para
el caso sencillo del pico de resonancia ® se tiene.
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.4
K-1=—-L_ (8.3)
us—uz-nu

al despreciar W’ entonces se llega a:

H
- %]

K-1=— £ (B.3)
v~ d1u

como el térrino inercial ha sido despreciado, entonces m no se
introduce, y la pejor forma de escribir la solucién es:

. ve'/e,
K-1=5—qar {B.5)

Donde m gueda totalpente eliminada. Usando la ecuacién (B.2) con
E_ = 0, el restablecimiento del equilibrio estd descrito por:

-<t/G
x = xe (B.6)

si se hace C/G = 1/1, donde T se conoce como tiempe de relajacién.

2
En térpinos de este, con Ke-l = Ne_ , se obtiene.

CDC
. KD_ 1
A (8-7)

que es la ecuacién de Debye.
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a Uz
K-1= _317?_"_ {B.3}
Ce) -i70

al despreclar w® entonces se llega a:

- uz
K=1=—"F _ (B.4)

2
Wy EY %)

como el término inercial ha sido despreciado, entonces m no se
intreoduce, y la mejor forma de escribir la solucién es:

- Nez/co
K- 1= oo (B.5)

Donde m queda totalmente eliminada, Usando la ecuacién (B.2) con
E = 0, el restableciniento del equilibrio esta descrito por:

/6
X = xe (B.6)

si se hace C/G = 1/t, donde T se conoce como tiempo de relajacién.

2
En términos de este, con K-l = f:‘i'c , se obtiene.
[}

. K -1
0
K-1= (B.7)

que es la ecuacién de Debye.
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APENDICE C

En el nodele de Havriliak-Negami y Cole-Cole, ecuacién (79)
(82) se tiene un térnino complejo que es:

1-a
(o)™ e ()W) e [ P] Wt (c.1)

y como
et (1-a) cos[ ma(1ima) ] + usen[ wme(i-a) ] =
= sen{Nas2) + ccos{nare) (c.2)

sustituyendo la ecuacién anterior en (C.1) tenenos:
(wr)' ™ = [sen(na/z) + Lcos (na/fz) ] {wr ) (c.3)

de donde

[1+(Lut)h“]-as[1 + {wr)"®sen(nasy) + (Ur)baLccs(nu/2)]-ﬂ(C.4)
que es una expresién de variable compleja y donde podemos hacer:
a =1+ (ur)®sen(nasa) (C.5)
b = (wr}'%cos(na/2) (€.6)

entonces la ecuacién {C.3) se puede escribir

-B
[a+b] =grPetf? (c.7)
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entonces la ecuacién (79) se escribe de la siguiente forma:

-8
et =( ca—cu)[ 1+ (wr)™® ] +£, =l cn-:m)R'Be’LN +c, (C.8)
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APENDICE D

El pregrapma de conputadora gue cilcula los pardmetros de ajuste
a, # y T en los rnodelos de C-C, C-D y H-N se realizt en lenguaje

Turbo Pascal y es el siguiente:

program alfa_beta;
uses

crt;
var

nomarch:=string[20];

archbeta,archivo:text;

tauau, tau,aux,ereal,einag,ein,pot, finen:real;
wmax,n,t,w,iiinteger;

a,b,c, beta,fina:array{1..100] of real;

procedure inicia;
begin

clrser;

writeln(’escribe einfinito,eimag max, ereal max, w max y
no.de datos’);

readln(ein, einagm,erealm, vmax,n);

writeln(’escribe el nonbre del archivo donde estan los
datos’);

readln{archivo, homarch);

assign(archivo, nomarch);

reset (archivo);

for i:= 1 to m do

begin
readln(archive,a[i],b[i),c[i] };
fima[i]:= arctan( b{i]/(a[i] - ein ) );
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end;
close(archive);
end;
procedure calculabeta;
var
alfal,alfa:real;
1,3,contador: integer;
fimen:real;
beta:array[l..100] of real;
begin
contador:=0;
alfa:= 0.00000;
while contador <> m=1 do
begin
for i:= tom do
begin
fimen:= arctan{ ( pot*cos({l.57#alfa) )/(1+potesi
(1.57)%alfa) ) );
beta[i}:= round ((fima[i]/fimen)*1E6 };
end;
for j:=1 to m do
begin
if abs(beta[j] = beta[j+1]) < = 1 then
begin
contador:= contador + 1}
end;
end;
alfa:=alfa + 0.001;
end;
writeln;
writeln;
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writeln(’ el valor de alfa = ,alfa-0.001);
writeln;
writeln;
alfal:=alfa-0.001;
tau:w exp( ( 1/(1-alfal})e (aux})/wmax;
writeln(’ el valor de beta = ¢, beta[i]/1E6);
writeln;
writeln;
writeln(’ e} valor de tau = ’,tau);
end; (* de calculabeta %)
begin
inicia;
calculabeta;
end,
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