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INTRODUCCION

A finales de la década de los 80's, uno de los problemas de la
fisica que trascendié el ambito cientifico para llegar a ser tema
de los no especialistas fué el cambio climdtico del planeta debido
a la actividad humana. Hasta la fecha no existe claridad o acuerdo
sobre los efectos que global y regionalmente producira este
fenémeno. Para el cambio de temperatura en todo el planeta, las
predicciones van desde quienes sefialan que no habréd ningin cambio
significativo, hasta prondsticos de un calentamiento de 4° o 5°C en
los préximos 50 afios (Jones & Wigley, 1990). La diversidad de
escenarios se debe, en parte, a que el tamafio de las computadoras
disponibles obliga a hacer simplificaciones de los complejos
procesos que ocurren en la atmdosfera y los océanos. Para modelar
estos procesos, existen actualmente distintas parametrizaciones que
finalmente llevan a diferentes predicciones. Por otra parte, los
datos climaticos con que se cuenta, de 100 afios en las series mas
largas, no permiten concluir en forma significativa respecto al
calentamiento que ha producido en el planeta la emisién de gases a
la atmésfera producto de la actividad industrial.

En ese contexto se han establecido diversos programas para
estudiar y entender el clima del planeta. Entre los mé&s importantes
estan el "World Climate Research Program" (WCRP) y, como parte de
él, el "World Ocean Climate Experiment" (WOCE) que se plantea
profundizar en el conocimiento de la circulacidn oceanica y sus
variaciones en escala de décadas mediante el desarrollo de modelcs
Yy 1la intensificacién y mejoramiento del muestreo de diversos
parémetros oceénicos.

Los modelos de circulacién ocednica, conjuntamente con los
modelos de circulaciétn atmosférica, son esenciales para la
prediccién del cambio climdtico. En la oceanografia, como en otras
ramas de la ciencia, se trabaja combinando datos con modelos. Para
que los modelos sean una herramienta creible, deben ser compatibles
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con las diversas observaciones de la circulacién global. Es en este
contexto, en el que existen datos de diversos parédmetros y de
distinta calidad, distribucidn espacial y temporal, etc., en que
los métodos para la interpretacidn de datos juegan un papel central
en el conocimiento de la circulacién ocednica, tanto global como
regionalmente.

El problema mds viejo e importante en la oceanografia es la
descripcién, explicacién y prediccién del movimiento de 1los
océanos. La mayor parte de los esfuerzos en esta rama de la ciencia
se han enfocado a resolver este problema. El estado actual de dicho
problema se apoya en una herramienta tedrica con la cual se
describe el movimiento del océano; por otra parte, se han desarro-
llado diversas metodologias para efectuar mediciones directas o
indirectas del campo de velocidad en los océanos. La mayor cantidad
de ellas son calas hidrogrédficas. Se cuenta también con una gran
cantidad de mediciones de la concentracién de distintos trazadores:
temperatura, salinidad, oxigeno disuelto, PH, nitritos, nitratos,
sulfatos, fosfatos, e incluso diversos elementos radicactivos como
tritio o carbono-14. Mediciones puntuales de estos pardmetros
proporcionan informacién sobre el movimiento del agua. Existen
también mediciones directas de corrientdmetros de diversos tipos
incluyendo los relativamente nuevos Perfiladores Aclsticos Doppler
de Corriente (ADCP), e 1incluso datos de satélite dque dan
informacién sobre vientos, altimetria, temperatura superficial,
etc. Otra técnica es la tomografia acistica que permite medir el
campo de densidad en forma cuasi-continua en tres dimensiones. Toda
esta informacién de distinto origen, época, escala espacial vy
calidad, junto con diversos modelos tebéricos y numéricos son los
elementos con que se ha venido construyendo una imagen del

movimiento de los océanos.

Cuando nos enfrentamos a un problema apoydndonos en un con-
junto de leyes fisicas y paradmetros del modelo para predecir un
conjunto de parametros observables, decimos que resolvemos un
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problema . directo. Resolver un probléma‘inVerso es inferir 1los
valores de los parimetros del modelo a partir de parémetros
observables.

Para estimar los parametros de la descripcidn tedrica se han
desarrollado diversos algoritmos para integrar mediciones y teoria.
Al conjunto de estos métodos los podemos agrupar bajo la denomina-
cién de Teoria Inversa. Esta teoria ha venido utiliz&ndose en la
oceanografia, con diversas variantes, desde finales de la década de
los 70's (Wunsch, 1978), y cada vez con mayor frecuencia para la
descripcion de 1la circulacién oceénica, principalmente en el
Atlantico Norte.

La teoria inversa se desarrolld en la geofisica fundamental-
mente con los trabajos de Backus y Gilbert (1967, 1968), Jackson
(1979), Wiggins (1972) y Tarantola y Valette (1982). Estos trabajos
dieron claridad sobre los casos lineales, los no lineales y sobre
el manejo de errores; propusieron y analizaron diversas soluciones,
Y gquizé& lo més importante, han delimitado los resultados gque se
pueden obtener con estos métodos.

En la oceanografia, diversos trabajos han dado luz sobre la
aplicacién de estos métodos en distintas situaciones: Wunsch
(1978) , desarrolldé medelos basados en una circulacién geostréfica
e imponen conservacién de distintas cantidades; Killworth (1986),
apoyandose en los trabajos de Welander (1983), propusc un modelo
distinto introduciendo la ecuacibédn de Bernoulli; Mercier (1986), ha
venido trabajando con modelos no 1lineales, manejando varianzas
asociadas a los datos del modelo; Wunsch (1988) y otros, han
insistido en la importancia de determinar incertidumbres en los
resultados obtenidos y han hecho propuestas en esta linea. Zavala
(1986) , introdujo modelos en que se encuentra un minimo de una
funcién de los parametros del modelo, y no un minimo de la magnitud
de la solucién o de su distancia a una propuesta a priori como
generalmente se ha hecho en la teoria inversa, abriendo el espectro



de modelos con gue se puede trabajar.

Otros algoritmos, gque tradicionalmente no se han considerado
como métodos inversos, se han utilizado para estimar la circulacién
ocednica: la B-espiral de Schott y Stommel (1978) y la programacién
lineal y no lineal por Wunsch & Minster (1982), entre otros.

Entre las dificultades de log problemas inversos radica el
que, por lo general, é&stos no son unideterminados; el carécter
puntual de los datos y su ruido asociado, provocan gue usualmente
el conjunto de valores observables sobredeterminen algunos para-
metros del modelo y dejan otros subdeterminados. Una discusidn de
estos problemas y algunas de sus soluciones aplicadas a 1la
oceanografia son la motivacién de este trabajo.
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CAPITULO I.
EL PROBLEMA INVERSQO LINEAL

1.1 El problema inverso.

Dado un sistema fisico f, asumamos que es posible definir un
conjunto de parametros (x) del modelo que lo describen completamen-
te. No todos estos parémetros pueden ser directamente medibles (por
ejemplo, la profundidad del océano es dificil de medir directa-
mente) . Es posible definir pardmetros no observables cuyos valores
dependen de los valores de los parametros observables. Resolver un
problema directo es predecir los valores de los paradmetros
observables; resolver un problema inverso es inferir los valores de
los parametros del modeleo. E1 conjunto de valores observables
usualmente sobredetermina algunos de los pardmetros del modelo,
mientras que deja otros subdeterminados. Sin embargo, dada la
diversidad de problemas en que se aplican las técnicas inversas, no
siempre este esquema refleja los procesos realizados. En oceanogra-
fia, por ejemplo, el método inverso se ha utilizado para determinar
la circulacidn ocednica gue se aproxima por un modelo geostréfico
en que se conoce la derivada de la velocidad con respecto a la
profundidad y se busca conocer el valor absoluto de la velocidad o
las condiciones iniciales; en este caso la interpretacién clésica
no es directa.

En un problema inverso se cuenta con un conjunto de parametros
X = (%3, %5, ..., ¥X,} gque describen un sistema, y una teoria que
impone una serie de restricciones

£(x) = 0 (1.1)

sobre el vector x. No todos los pardmetros del modelo san obser-
vables, por lo que a partir de un modelo tedrico y de aquellos
pardmetros que si son observables se busca conocer los parametros
desconocidos. En general el problema no estd unideterminado sobre



los elementos de X, y se busca una solucién que minimice una
cantidad relacionada con el modelo. :

Cuando el modelo que relaciona al conjunto de dateos medidos
con los parédmetros del modelo (ecuacidn 1.1) se puede separar en el
conjunto de parametros medibles o vector de datos 4@ = [d;, dj, ...,
dM]t, el conjunto de parametros desconocidos o parametros del
modelo m = [my, My, .-, mN]t, y un conjunto de ecuaciones lineales
A, que contiene las restricciones del modelo, entonces es posible

escribir el problema inverso como:
An-=4a (1.2)
que forma el siguiente conjunto de ecuaciones:

Aj(my, my, ..., My) = d;
Ay(my, My, oo, My) dy _ :
. . (1.3)

Ay(my, My, ..., My) = dy,

La bfisqueda de una solucién a este problema asi como el
estudio de la validez de los resultados que se obtienen y los
algoritmos para lograrlo, soh lo que se considera como Teoria
Inversa en un sentido amplio.

El problema lineal es el mds estudiado y el que se comprende
mejor, habiéndose desarrollado el mayor nimero de algoritmos para
su solucién.

1.2. Existencia de soluciones

Del &lgebra lineal estamos familiarizados con el problema A m
= d, con solucién m = A" 4 siempre que exista A”!, y esto sé6lo es
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posible si el nimero de renglones (M) y el nimero de columnas (N)
de A son iguales y las columnas de A son linealmente independien-
tes. Como A contiene la informacidén del modelo que relaciona 4 con
m es dificil pensar gque este caso se pueda dar; en general M * N,
Yy en particular en oceancgrafia, como se sefiala en secciones
posteriores, M < N. Adn en el caso en que exista una solucién Gnica
m, los datos 4 tienen ruido y es necesario entender cdémo los
errores en 4 afectan a m. En las siguientes secciones se aborda el
problema en el gque A es singular y/o M # N.

1.2.1 Problema sobredeterminado.

Si M > N, entonces "existe demasiada informacidén® en 1la
ecuacién (1.2) para que se satisfaga la igualdad. En este caso es
necesario "escoger una solucién" que satisfaga en algin sentido el
modelo. En un caso asi se ha buscado encontrar un vector m que
mejor se aproxime a una solucién de A m = 4 y el método que mds se
ha utilizado es el de minimos cuadrados.

Método de minimos cuadrades.

El problema que se busca resolver es Am = d y no es posible
encontrar una soluciéin gque satisfaga esta igualdad cuando M > N,
por lo que se desea minimizar

E=(An-&)tAm- 4a). (1.4)

Definamos @, = L A, my - d busquemos la solucién que minimiza
i 13 My [ 4 q q

a E = e%e, es decir a

E = Ei [ El Aljmj - dL] [ Ek Aikmk - dl] . {1.5)

Derivando esta ecuacién con respecto a m
llega a

p © igualando a cero se



2 '7’)2;':’11,"2"- Ajshix : 2 T, Aggdy =0,
lo -cual nos ileva a'esggibir a m en formé matriéial coﬁo sigﬁe:
m = (AFA)~lata (1.6)
que es la solucidn de minimos cuadrados para el problema lineal.
La solucién de minimos cuadrados se basa en una norma L, e
implica una estadistica gaussiana en el comportamiento de los

datos; en los casos en gue existan razones para pensar en otra
estadistica pueden utilizarse otras normas, como por ejemplo:

Ly = (& Jegl1?t
1"'3 = [E, |eil]1/3
L, = (L; |eg|2¥/®

Para la estimacién de un valor a partir de varias mediciones, la
norma L; dard relativamente poco pesc a los datos alejados, mien-
tras que 1, dnicamente considerara el dato mi&s alejado en el
sentido de colocar el valor estimado en el punto medio entre los
dos valores ma&s alejados, sin considerar la distribucién de 1los
datos restantes. En los casos en que existan datos alejados de 1la
media con una frecuencia considerablemente mayor gue la predicha
por la estadistica gaussiana es recomendable utilizar una estadis-
tica L. Como se sefiala mds adelante, la solucibén L, coincide con
aquella de mdxima probabilidad.

Minimos cuadrados pesados.

Al calcular E = ei2 puede haber razones para plantearse dar

mayor peso a algunos términos que a otros, por ejemplo si deter-
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minadas mediciones son realizadas con mejor resolucién que otras.
De esta manera el error, en forma general, es

E=e"Wa (1.7)

donde W es una matriz diagonal que define la contribucién de cada

término en el error total.

siguiendo los mismos pasos del caso anterior este procedimien-
to lleva a la solucidn

m=(A*waj;tatwa (1.8)

llamada solucién de minimos cuadrados pesados.

1.2.2, Caso subdeterminado.

Cuando existen menos ecuaciones que incégnitas en A, esto es
M < N, ¥ no existen inconsistencias en los datos, entonces es
posible encontrar un nimeroc infinito de soluciones que satisfagan
Am=4d.

Para elegir una de estas soluciones es necesario agregar mas
restricciones al sistema cuando esto es posible, o incluir infor-
macién a priori gque indique alguna caracteristica buscada en 1la
solucidén. Este tipo de informacién puede reducir el rango de
probables soluciones o incluso lograr una solucién tnica.
Informacién a priori.

Minima norma.

La caracteristica mis simple que puede pedirse a la solucién
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L=n*m=21 n? C(1.9)
sea minima. La solucidn a este problema se obtiene con ayuda de los
multiplicadores de Lagrange pidiendo que se satisfaga A m =4 y,

simulténeamente, gue L = L miz sea minima.

Sea

N M N
¢m) =L + 5 dje; =% m? + 8 A0d; ~ Eagymy) (1.10)
L i 3

donde A; son los multiplicadores de Lagrange. Tomando las derivadas
con respecto a my llegamos a

3 N ) M N S M
"%f‘:?:‘ll =TI, 2%;’2-?1 = L Tagy —!I—“nff amg - DA A5 - (1.11)

Igualando 1las derivadas a cero y escribiendo el resultado en
notacién matricial obtenemos 2m = A*A, gue al resolverse simul-
taneamente con Am=4d nos lleva a la ecuacién 4 = A[A®A/2]. La
matriz AAY es una matriz cuadrada MxM; cuando es posible encontrar
una inversa para esta matriz existe una solucién para los mul-
tiplicadores de Lagrange, A = 2[A A%]71l4, y al sustituir esta
expresién en 2m = AL se obtiene la solucién general de minima
norma para el caso puramente subdeterminado:

m = A% [A A%]°Y a. (1.12)

La existencia de la solucién sélo depende de poder invertir RAAL.
Mas adelante se analiza este problenma.

La solucién que se obtuvo es aquella que satisface la ecuacidn
A m=4dy gque minimiza la norma de m. Sin embargo, es légico pensar
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en otro tipo de informacién a priori distinta de la simple magnitud
del vector solucién. :

Minima distancia.
Por diversas razones uno puede tener elementos para pensar gue
la solucién debe ser muy cercana a un vector m, propuesto a prieri,

por ejemplo como resultado de mediciones directas de corriente.
Esta condicidén implica minimizar

L= (m~m)Sm -my) |, {1.13)
Y siguiendo los pasos del caso anterior se obtiene la solucién

m = m, + Ab[a aty-1q. (1.14)
(o]

S8oluciones suaves.

Uno puede plantearse que una funcién solucién varie suavemente
y buscar la que minimice la suma de la diferencia de sus componen-
tes. Esta caracteristica del vector m puede evaluarse como

m
-1 1 0 m;
-1 1 .
) . =Dn
-1 1 my

con D la matriz que indica las diferencias entre té&rminos conse-
cutivos.



Uno puede también buscar minimizar 1la- “quési&adﬁ"de ‘la
solucién.. Esto puede representarse por : T

1 -2 1 ml
1 -2 1 4] m2
1 -2 1 .
. . =Dm
1 -2 1 mN
En ambos casos se busca minimizar
L = [D m}* [D m]
=m" Dt Dm
=mt wam . - . (1.15)

en donde la matriz W = Dt D puede ser interpretada como uné matriz
de peso.
Solucién general de Minima Norma.

La solucién general de minima norma busca minimizar

L=(mn-m)%w (m-my) , (1.16)

donde my es un vector elegido a priori y W es una matriz de peso
gue impone alguna condicién sobre el comportamiento de la solucién
y/o el peso de cada uno de los paré&metros del modelo.

La solucitn a este problema, siguiendo los pasos del caso simple
de minima norma y utilizando multiplicadores de Lagrange, es:

m=m, + WA“[A w A®}71[(d - A my]. (1.17)

Si se satisface completamente A my = 4 la solucién se reduce a

o -
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my; si no es asi, la solucién depende directamente de qué tanto no
se satisface esta igualdad.

Otros tipos de informacidén a priori.

Podemos tener alguna razdén para suponer gue uno o  varios
parametros del modelo tengan valores fijos, por ejemplo  como

producto de mediciones. Esto puede representarse como

Se puede pensar en incluir una funcién de los parametros del
modelo y minimizar o maximizar esta funcidén. A diferencia de los
casos anteriores en que se minimizé el error E = (Am - 4)*W(Am -4)
o la longitud del vector L = (m - mo)t W (m - mg), es posible
plantearse el minimizar una funcién de m. Como se sefialé en 1la
seccidn anterior, es posible no sélo buscar una solucidén que
minimice m*'m 6 (m - mo)t(m - my), sino incluso buscar una solucién
gue minimice una caracteristica del vector solucién, por ejemplo
las diferencias entre las componentes consecutivas de m. Estas
restricciones sobre una caracteristica del vector m, impuestas a
priori para escoger una solucién dentro de determinadoc rango,
imponen condiciones sobre una funcién de éste y podemos considerar-
las como parte del modelo con el que se trabaja.

Funcién de m con gradiente lineal como una propuesta a priori.

A partir del formalisme de multiplicadores de Lagrange es
posible incorporar explicitamente otras cantidades a minimizar
(Zavala, 1986), con la caracteristica de que la cantidad que se
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minimice pueda ser una funcién de m con la condicién de que su
gradiente sea lineal.

Sea ¢(m) la cantidad a minimizar y V,¢ lineal en m (como en
todos los casos que hemos revisado), entonces:

Va¢=Bm+b . (1.18)

Se tiene que encontrar un extremo de ¢ sujeto a las restricciones

De acuerdo con el algoritmo de los multiplicadores de lLagrange,
inicialmente se tiene que minimizar

¢ = ¢+ L, A e {1.19)
con
Ve =Bm + AL + D=0 (1.20)

sujeto a la condicién A m = d, donde A es un vector de multipli-
cadores de Lagrange. De esta manera, los vectores m y A, de
‘correcciones y multiplicadores de Lagrange respectivamente, deben
satisfacer el sistema

B at m ] _[-b

A 0 A a
cuya solucién estd definida univocamente si (AB~! AM)-l existe, y
esta dada por
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m -7 at s tat) " lap7t 4+ 87 87 at(ap~1a%) 2 -b
(ap~1aty~lap~1 —ap~ 1At a
en este sistema el vector de parémetros del modelo es:
m = (B} A%(Ap~! a%)! apl-p7l1p + (B! A®(aB"iaF)"lja . (1.21)

Ejemplos

En cada uno de los casos arriba mencionados, existe una
funcional ¢(m) a minimizar. La solucién final depende s6lo del

gradiente de ¢ a través de B y b.

a) Minimizar }mf.
Sea

¢=;i):mj2

@
s

= m.A,
™%
haciendo B = I y b = 0 en (1.18), y la solucién es at (A a%)~1 a,

gue es la solucién encontrada para el modelo de minima norma.

b} Minimizar el vector de parémetros del modelo multiplicado por
una matriz de peso.

Sea
¢ =%L oy my? (1.22)
e _
Y am—iajmjhj
V¢ = Wnm , B=W, a=0,

donde W es una matriz diagonal con elementos &44. La solucién
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coincide con la de minima norma pesada:
m=wWat@awat) ! a (1.23)

Pueden obtenerse otras soluciones particulares interesantes con

aplicaciones a la oceanografia que se desarrollan mas adelante.

Problemas mixtos o inconsistentes,

A los problemas en gue algunos pardmetros estén subdeterminados
y otros sobredeterminados se les incluye en la categoria de
problemas mixtos. Idealmente uno desearia agrupar los parametros
del modelo en sobredeterminadeos por un lado, y subdeterminados por
otro, esto es:

a 0 m

S0B SOB dSOB

Asus m

SUB dSUB
Estos serian dos problemas separados gque pueden acoplarse
mediante alguna funcién que dé un peso a cada uno de ellos, por
ejemplo:
¢ = E + e2L, = a0 + e2n'm (1.24)

esto es, minimizar la magnitud del errxor y la longitud del vector
m dando un peso €* a L en relacién a E. La soluciétn a este
problema, utilizando multiplicadores de Lagrange en forma anéloga
a los casos anteriores, es:

m = [A%A + e21]°! aAta. (1.25)

No todos los problemas mixtos son separables.
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1.3. Descomposicién en valores singulares

Hasta aqui se han encontrado soluciones para el problema inverso
lineal dentro de lo que pueden llamarse soluciones L,, ya sea
minimizando el error, la magnitud del vector solucién o alguna
funcién de éste. Perc en todos los casos que se han discutido
aparecen matrices que deben invertirse, y por lo general estas
matrices son singulares y en estos casos no existe B tal que
AB = I. Sin embargo, puede encontrarse una inversa gque permita
encontrar m tal que satisfaga A m = 4, en forma aproximada para el
caso sobredeterminado y exacta para el subdeterminado.

Existe una formulacién de la inversa de una matriz basada en la
descomposicidén en valores singulares (SVD). Esta descomposicién se
basa en el teorema espectral que sefiala que cualguier matriz M x M
puede representarse como el producto de tres matrices (Lanczos,
1961), y a partir de esta propiedad, como se nmuestra en la
siguiente seccién, cualquier matriz A de dimensién MxN puede
escribirse como

A=0UAVE . (1.26)

La matriz U = [uy, Uy, ..., Uyl de M x M es la matriz de los
vectores propios que generan el espacio de las columnas de A. Los
vectores propios son ortogonales entre si y pueden ser elegidos
unitarios, de tal manera que U'D = I (M x M).

_En forma similar Vv = [v;, v,, ..., V4] es una matriz (N x N) de
vectores propios que generan el espacio de los renglones de A.

La matriz A (M x N) es diagonal con elementos no negativos, que
corresponden a los valores propios asociados a U y V. Usualmente
estos elementos son ordenados en forma decreciente de acuerdo con
su magnitud. Algunos de los valores propios pueden ser cero, o
numéricamente cero, por lo que podemos partir la matriz A de la
manera siguiente:



donde Ap contiene a los valores propios distintos de cero, La
descomposicién es entonces:

A=UAVt=UA.pvt=UPAPVPt, (1.27)

donde UP y V, estadn formadas por las primeras columnas de U y V

respectivameike ya que las partes restantes de las matrices de
vectores propios son canceladas por los ceros de A. La matriz A no
tiene informacién en el espacio generado por los vectores propios
de Uy de V mas alla de p. A esta parte la llamamos Uy y V¥V,

respectivamente y corresponden al espacio nulo de A.

En los casos en que A es no singular, una propuesta de inversa
es V, Ap“lupt, que en analogia al caso en que A es no singular, se
le llama la inversa natural generalizada.

Notese que si A es no singular

-1 _ -1y t
A Vo AU, (1.29)
con p=M =N = rango de A.

En principio, es posible sustituir las matrices inversas que
aparecen en las soluciones de los casos antes mencionados por esta
inversa, y se cuenta con una solucién para todos ellos aunque las
matrices que deban invertirse sean singulares.

1.3.1. Derivaciédn de la descomposicidn en valores singqulares.

Sea A una matriz MxN y férmese la matriz 8 cuadrada de tamafio
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(M + N) X (M + N) a partir de A y A® como sigue:

0 A

At 0

'Esta matriz, por ser simétrica tiene valores propios reales (;) y
un conjunto completo de vectores propios (w;) solucidén de 8w;=A;W;.
Dividiendo w; en dos partes, una u; de largo M y otra v; de largo
N, se obtiene:

0 A u, u,
sw, = € . = Ai :
A ] v v
i i
Este sistema implica
Avy = A u ‘ o (1dz0)

Atul = Ai vy .

Manipulando estas ecuaciones se obtiene

t 2
A A v A’i vy

Ahtui_=l.j_2 uy ’

gue sugieren un algoritmo para obtener u, v y sus correspondientes
li's.

La ecuacién (1.30) puede escribirse en forma matricial como
AV =U A, con A una matriz diagonal de valores propios. Multipli-
cando por la derecha esta ecuacién por Vvt se obtiene la descom-
posicién en valores singulares

A=1UA Ve, (1.31)
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1.3.2. Propiedades de la descomposicién en valores singulares.

Si la matriz A = U A V® tiene p valores propios distintos de
cero, entonces los (M - p) vectores propios de U que generan el
espacio de parémetros se hacen cero en el producto U, Ap, y al
multiplicar AP v t, los (N - p) vectores Vv; que generan el corres-
pondiente espacio de datos mayores de p se hacen cero. Esto
significa que A = U A v® = U, A, V. 5. '

La inversa generalizada.

Si en el problema A m = 4 sustituimos A por su descomposicién en
valores singulares y calculamos su inversa se llega a

m=(DAVH)ld=v Al ota (1.32)
que siempre es posible sustituir por
m= ¥V Ap'lntd (1.33)
p P ’
donde o Ap'1 Upt es conocida en la literatura como inversa
generalizada.
Casos particulares de la solucidn 8VD.
Para el caso sobredeterminado en gque se minimiza el error se
obtuvo
m=(@ta~lata ,
y al sustituir A por su SVD:

[(DAVHE(mAVW))™l (UAVH)Ea
v ATl Ut a

u
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que coincide con la inversa generalizada.
Para el caso de minima norma se llegd a
m=Aa" (aaH)ta
sustituyendo A por su descomposicidén en valores singulares

(U A VvE)E((u A vE) (U A vE))~la
=V Alota,

que coincide con el resultado anterior y por lo tanto la solucidn
de minimo error y la de minima norma para el caso subdeterminado
coinciden cuando se hace su descomposicidén en valores singulares.

Interpretacién de términos en 1la descomposicién en valores
singulares.

Supongamos gue se busca encontrar un vector unitario v que mejor
se aproxime a ser paralelo a los renglones de A en el sentido de
que v* A" A v tenga un valor maximo.

Como la matriz V de vectores propios es una base para el espacio
renglén de A podemos expresar V como una combinacién lineal de sus
elementos:

v =Vva , {1.34)
donde a® = [oy, @ -»ep ayl, ¥y I a;? = 1.

Entonces el miximo da vEA* A v=max a* VEV A UR U A VEV o =
max a®Aa = max (@,%4,% + @,22,2 + ... + o4?A?), y como los valores
propios son ordenades en forma decreciente, el valor maximo se
obtiene si a, =1, a3 = ... = ay = 0. Esto significa que el primer
vector propio de V correspondiente al mayor valor propio 1,, es el
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mAs cercano a ser paralelo a los renglones de A. Similarmente se’
puede mostrar que el segundo vector propio de V es el segundo mas
cercano a ser paralelo a los renglones de A,

Esta interpretacidn de los vectores propios de V (y en forma
andloga con los de U) permite entender que al eliminar los términos
mds pequefios de la matriz A se mantiene la mayor parte de 1la
informacién y las componentes ortogonales que mejor representan a
A en el sentido antes descrito. Una medida de lo gque se esta
eliminando estd dada por el cociente A;/A,. El criterio para
considerar numéricamente cero algin elemento depende de cada caso
particular. Algunas caracteristicas que deben considerarse son: la
resolucidén numérica de la computadora y la incertidumbre en el
‘modelo y en los datos, este Gltimo criterio implica que el eliminar
algunos elementos es de hecho un filtro para la informacién con
menos presencia en el modelo.

1.4. Errores e incertidumbre en el cidlculo de los parametros del
modelo.

La matriz de resolucién de datos.

En las secciones anteriores se han sefialado diversas soluciones
al problema inverso lineal. Estas, en general, implican alguna
solucién que en un sentido amplio podemos considerar como una
funcién de A, dque involucra a su transpuesta, uno o varios
productos matriciales, inversién de matrices, matrices de peso y
alguna propuesta a priori sobre las caracteristicas de 1los
pardmetros del modelo. Esto lo podemos agrupar bajo '"alguna
inversa" A" y decimos que m = A"4. Partamos de que una vez resuelto
el problema de encontrar m, se calcula d con esta soluci6n, y al
nuevo resultado se le llamari 4% para distinguirla de los datos 4.
Es entonces l6gico plantearse qué tan distintos son estos datos de
los medidos.
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Tenemos que:
4° = Am=A (A"ad) = (AA") A =N4a . (1.35)
La matriz N de rango M es llamada la matriz de resolucién de datos.
Esta matriz describe qué tanto las predicciones coinciden con los
datos; si N =1I, 4° = 4 y en ese caso el error de prediccidn es

cero. En caso contrario, N - I puede ser una medida de la resolu-
cién de datos.

si A" es la inversa generalizada, N puede escribirse como:
*

N=2aa" = (oAvVH) (valohy . (1.36)

Cuando N es el range de A, N = U Ut, Yy como 4 estd en el espacio
columna de A, la relacién entre 4% y 4 estd determinada por

a® =pguta, (1.37)

gque es la proyeccién de 4 en el espacio columna de A, v 4% = d s6lo
si el rango de A es igual a M.

Una medida de la inconsistencia del problema es:

h = ld][—[[dei .
4

Ootro indice de inconsistencia puede ser:
£ t-'
h ](Up Up |4[ 1) 4}

Sustituilr en el problema 4 por 4® no afectari la soluciédn.
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La matriz de resoclucién del modelo.

La matriz de resolucién de datos da informacidén de cuando los
datos pueden ser independientemente predichos. La misma pregunta
puede hacerse sobre los parametros del modelo.

Partamos de que existe un conjunto de parédmetros m* (no nece-
sariamente conocidos) del modelo, que lo satisfacen exactamente y
son solucién de A m"= 4. En forma andloga a la matriz de resolucién
de datos se plantea la pregunta de qué tan cercano es n* am. A
partir de la expresién A m" = &,

®

n* =a"d=A"Aan = (A'A) m=Rn {(1.38)

en donde R es una matriz (N x N) llamada la matriz de resolucidn
del modelo. Si R = I, entonces cada pardmetro del modelo esta
unideterminado. Si R no es una matriz identidad, entonces las
estimaciones del modelo son realmente promedics pesados de los
verdaderos par&metros del modelo. En forma ani&loga a la matriz de
resolucidn de datos, una buena medida de la resoclucidén del modelo
es R - I. Ambas matrices son funciones tGnicamente del kernel y de
la informacién a priori del problema.

si A* es la inversa generalizada, R puede escribirse como:
*

R=2a"2a= (VAo (uAvhH . (1.39)

Si el rango p de la matriz A es igual a M (caso puramente subdeter-
minado), tendremos:

A' A= vV, (1.40)

y siL p = N, entonces ¥ vt » I. Como m esta en el espacio renglén de
A, la relacién entre m y m" es
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-

n' =vvanm (1.41)

1o 'que ‘significa- . que m" es una proyeccién de m en el espacio
.rengldn de A. Por lo que la solucién general para el caso subdeter-

minado es:
. N
" =m+ L q; V

i {(1.42)
i=p+1

donde p es el rango de A y los (N - p) vectores V, se pueden
construir a partir de los p primeros V;. Estoc significa que a 1la
solucidn de un problema con p < N es posible agregar términos en el
espacio nulo sin que se altere la igualdad A m = d. Desde el punto
de vista de la solucién de minima norma, se obtiene la solucidn con
@; = 0 para i > p.

La matriz de covarianza.

La matriz de covarianza C, de los parémetros del modelo estéd
determinada por la matriz de covarianza de los datos €3 y la forma
en que el modelo mapea los errores:

c, = A" ¢, a. (1.43)

1.5. Ejemplos de modelos lineales en oceanografia.

En una seccidén ocelnica para la gue se tienen datos de estacio-
nes oceanogrdficas, el transporte geostréfico total de volumen
entre dos superficies isopicnas p; y p;,; Se puede estimar como

2{Pi4q)
vj(z) dz

Z(pi)
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donde T; es el transporte total para la i-ésima capa, Aj es la
distancia entre estaciones y vy es 1la velocidad geostréfica gque
descomponemos COmMo

donde uj es la velocidad geostrdfica referida a un nivel arbitrario
y donde my; son constantes gque se busca determinar con método
inverso y gque no es posible medir directamente (excepto por los
datos de altimetria de satélite y las aproximaciones que pueden

hacerse a partir de mediciones directas de corriente).

Si el muestreo es cerrado, la condicidén de cero transporte total

de volumen para cada capa produce un sistema de ecuaciones para mj:

2{Pi41) 2(Py4q)
g (Aj dz) my = -% Aj uj(z) dz =d;. (1.44)
Z(Pi) Z(Pi)

Si A es la matriz cuyos elementos son Rige definidos como:

2(Ps4q)
A. = AL dz (1-45)

z(py)
el vector m de componentes my es la solucién al sistema lineal
Am=4, (1.46)
donde 4 es el vector con componentes d;.

Si se tiene conservacidn de masa de algidn trazador, basandose en
la ecuacién (1.46), el transporte para una capa es



» 27

S i'z(pl+l) . e |

Too= DAL Ly (z) Q (z) v (z) dz E
’ z(p o :

y la ecuacién: (1.44) queda como

2(P341) 2(P141)
1 (Aj daz) m;= —§ Aj p5(2) Qj(z) uj(z) dz = ;..
z(p;) z(p;)

Los elementos Aij de la matriz son ahora

Z2(Pj4q)
Aij = Aj pj(z) Qj‘;) QZ
Z(Pi)
y se tiene un sistema
A'm' =4' .

Al comparar este sistema con el anterior se encuentra que A' ¥ A,
4' »+ d y m' = m. En el caso de que se busque satisfacer ambas
constricciones a la vez, se tiene el problema

A (m]=|4a

A’ -

Si se desea dar mayor peso a una de las matrices, esta puede
multiplicarse por una matriz diagonal de peso
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En general este sistema resulta ser subdeterminado, independien-
temente de qué condiciones de conservacién se utilicen. La
propuesta mas comin (Wunsch, 1977, 1978; Veronis, 1986) ha sido la
de cerrar el problema partiendo de 1la velocidad geostrdfica
referida a una profundidad dada y minimizar alguna medida de la
magnitud del vector de correccién m. La solucién asi obtenida
depende del nivel de referencia elegido inicialmente y, por 1o
tanto, presupone la existencia de conocimiento a priori scbre el
campo de velocidad. Esta solucidn resulta de obtener una inversa de
la matriz A en (1.46) a partir de su descomposicién en valores
singulares (Lanczos 1961, Wunsch 1978).

Una alternativa mas general que permite incorporar explicitamen-
te otros criterios de cerradura (Zavala, 1986) se puede derivar a
partir del formalismo de multiplicadores de Lagrange de acuerdo con
el planteamiento hecho en las secciones anteriores.

Para resolver la ecuacién (1.46) producto del modelo geostrdfico
con conservacién de trazadores, que en general es subdeterminado,
es necesario cerrar el modelo con alguna informacién a priori. Para
cerrar el modelo es posible hacerlo a partir del planteamiento
general de las ecuaciones (1.19) y (1.21). En ese sentido algunos
posibles criterios son:

Minima norma. Minimizar la magnitud del vector de correcciones con
respecto a un nivel de referencia. Este criterio fuerza a 1la
solucién a tener velocidades bajas en un nivel de referencia a
priori. Este nivel no necesariamente tiene que ser isobarico o

isopicno. La funcién a minimizar en este caso es

¢ 5 L mj:

con solucién

At(AAt)_l

qa . (1.47)
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Minimizar la energia cinética en un nivel de referencia. En este
modelo la funcién a minimizayr es

¢ =%1 ay my?

con ay el inverso de la distancia entre la j-ésima pareija de
estaciones con solucién

m=oga(agat a (1.48)

donde Q es una matriz diagonal con ij = aj. Esta solucidn es la de
minima norma pesada con el inverso de las distancias entre parejas
de estaciones. Esta solucién ha sido la base de gran parte de los
trabajos realizados con método inverso en oceanografia.

Minima distancia a una solucién propuesta. Puede haber elementos
para suponer que la velocidad en una cierta regién tenga un
determinado valor y dentro de esta propuesta dar mayor peso a uno
u otro término. En este caso la funcién a minimizar es

¢ = L [(mj - moj) wj (mj - moj)]

con Wy el peso que se desea dar a cada término. La solucidén a este
modelo es

R=my+WA" (AwaAY)"! (4 - A my) (1.49)

donde W es una matriz de peso. Esta soluciédn incluye como casos
particulares a las dos anteriores y tiene la ventaja de que no hace
tender forzosamente la velocidad a cero, sino a algin valor my. En
ese sentido, al igual que los anteriores criterios de cerradura,
depende de una propuesta a priori, en este caso my. Este modelo es
Gtil cuando se cuenta con lecturas directas del campo de velocidad,
perc con la limitacién de que debe hacerse una dnica propuesta a
priori para cada pareja de estaciones. En caso de gue en algunas
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regiones no se cuente con datos confiables es posible hacer
propuestas con un peso menor para evitar gque distorsionen 1la
solucidn.

Manejo de datos de corriente. Cuando el modelo de minima distancia
a una solucidén propuesta de la seccién anterior no es adecuado por
el tipo de datos con gue se cuenta, es posible tener una formu-
lacién que incluya sélo datos puntuales (estimacidn de la velocidad
geostrdéfica entre una pareja de estaciones a un nivel dado). Esto
puede hacerse agregando renglones al modelo de conservacién

Am=4d, con vy Uiy + my, de la siguiente manera

b b

A;
d

I}
—
[=]
(=}
.
.
~
=

jo seer 01,
% Viy T Uiy

con V4 la velocidad absoluta estimada para ese nivel y u;y la
velocidad geostréfica referida a algun nivel inicial de integracién
(o referencia). Es posible agregar varios renglones de este tipo
sin que sea necesario hacerlo para cada pareja de estaciones.
Ademés es posible agregar mas de un dato para una misma pareja de
estaciones, aunque esto generar& inconsistencias en el problema, lo
que no impide que pueda resolverse con alguno de los modelos arriba
expuestos. Esta informacidn se agrega directamente al modelo y para
encontrar una solucién es necesario escoger alguna funcién o
distancia a minimizar.

Minimizar la energia cinética total. Los criterios anteriores son
locales en su naturaleza y suponen un conocimiento a priori de 1la
solucién: observaciones directas de corriente o la aceptacién de un
supuesto histérico sobre la velocidad en alguna regidn, gque puede
o no ser un nivel de referencia de velocidad cero dependiendo de si
se minimiza m*Wm 6 (B - my)" W (m - myg). En ese sentido el
planteamiento correcto es la solucién que mds se acerca a my y no
la que minimice m en algquna regién.
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Uno puede pensar en minimizar la energia cinética contenida en
el campo de velocidad. Se pueden dar una serie de justificaciones
estéticas para este criterio (Zavala 1986) gque no deja de ser
particularmente atractivo. Existen en este modelo algunas caracte-
risticas que lo hacen interesante: si se busca conocer el flujo o
campo de velocidad, y no se tiene suficiente in¥ormacién como para
aventurarse a proponer una solucién a priori, el modelo de minima
energia cinética da una cota inferior del flujo de esta energia, y
se acerca al minimo del flujo acorde con las restricciones de
conservacién.

Ha sido argumentado por diversos autores (Fomin, 1964), que es
vdlido suponer un minimo de la velocidad en profundidades en donde
-du/dz es pequefia. El criterio de energia cinética total minima,
necesariamente produce perfiles de velocidad con velocidades
cercanas a cero donde dv/dz = 0 sobre espacios relativamente
grandes. En estas &4reas, domina el criterio de energia cinética
total minima, sin la necesidad de introducir criterios de horizon-
talidad en la regidén en que la velocidad es pequefia. No hay que
perder de vista que dv/dz cercana a cero no implica v cercana a
cero, ademds es sabido que ese supuesto es cuestionable para muchas
regiones ocednicas. Los resultados obtenidos con este criterio no
dependen de la profundidad del nivel inicial de referencia, ni
tienden a producir velocidades cercanas a cero en superficies
isobéaricas en algin lugar de la columna de agua. Sin embargo, como
se muestra en los capitulos cuatro y cinco, produce flujos menores
que los obtenidos con otros criterios como el de minima norma.

La funcidn a minimizar con este criterio es:
@ = b Ai.j (ulj + “'lj)z
con solucidén

m = [(B™lat(a pla%)"! a B! -B7ljT - (B IAt(A BTlAt)"lja (1.49)
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donde B es una matriz diagonal con*Biij=‘Zj~ALj, Yy

T. = A u
J

w1

ij "ij

es el transporte de la columna j gque corresponde al campo de
velocidad sin correccién.

Minimizar el flujo total. Dentro de la misma idea de minimizar la
energia cinética total, es légico plantearse encontrar el flujo
minimo en una regidén coherente con las constricciones de conserva-
cién. Si bien este resultado puede estar alejado de la situacidn
real, da una cota minima de los flujos. La funcién a minimizar
seria el cuadrado del flujo total, dado por

o = § ; [Agy (ugy + my) (ugy + my)]
con solucién
m = A"l [(at(x + a%) T (AY) "1 - atay (1.50)

donde T; es el transporte del renglédn i.

Ootros modelos aplicados a la oceanografia.

Pensemos ahora en otro problema. Supongamos gque se cuenta con un
muestreo bidimensional uniforme (regularmente construidc mediante
algiin proceso de interpolacién) de la concentracién de algin
trazador y se guiere resolver la ecuacién

u; V¢ = K V2

donde K es un coeficiente de difusién turbulento, gue se asume
conocido. En diferencias finitas esta ecuacién tiene la forma:
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(@51 = Caoy,s) Fiey o1 e ei-1,3 TG 34) Ty =
= 2K . [{Cy4y,4 #Cy1,5 = 2C{ 4) +:82(Cy 541 + Cy yq = 2 Cy,5)1]

donde ¥ es una funcidén de corriente evaluada en los puntos del
centro de la malla y 6§ = Ax/Ay.

El conjunto de ecuaciones puede ser condensado en notacién
matricial como

AT =24 T (1.51)
con
4
_ 11
7 = le
. [
Tan
Y @ = =2K [(Cyeq, 5 +Cioq g = 2C,4) + 63(Cy g0 + Cq ym1 = 2 Cp 3) 1,

Byy = (Cy,341 = Cia,9) ]

Un recuento de los términos de la ecuacién A ¥ = 4 muestra que
hay mds incognitas Yl'j gue ecuaciones. Si el trazador C es biogui-
micamente activo (o radioactivo) se deben incluir términos de
creacién o consumo y la ecuacidén se escribe

Ac¢c=4"', con 4' =4 + Q

asumiendo @ conocida o no. Estas ecuaciones tratan la distribucién
de trazadores como datos conocidos con la funcién de corriente como
incégnita. Un arreglo de este sistema permite escribir la ecuacidn
como '

A% c = o.

El problema usual (directo) considera el flujo conocido y por

encontrar la distribucién de trazadores, pero en oceanografia es
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dificil asumir un conocimiento completo de la distribucién de un
trazador o del campo de flujo, por lo que el problema de encontrar
la funcién de corriente en la ecuacién (1.51) se puede resolver
mediante metodologia inversa.
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CAPITULO II

TEORIA INVERSA NO LINEAL

Partimos del planteamiento de un problema inverso en el gue
existe un conjunto de datos conocidos o medidos, un conjunto de
parametros del modelo gue se desea estimar y un modelo tedrico que
relaciona los datos con los parlmetros e impone ciertas
restricciones sobre los pardmetros del modelo. Cuando es posible
separar en forma explicita el conjunto de parametros del modelo m
del conjunto de datos 4, este modelo se representa como

Am=4 . (2.1)
y en caso de que A, determinada por las ecuaciones

Ay(mg, My, «c., My} = dy
By (my, My, o, my) d,

i o ' (2.2)

Ay(my, my, ..., my) = dy,

sea no lineal, entonces los métodos explicados en las secciones
anteriores no son aplicables.

Las posibilidades de algoritmos de solucién en problemas no
lineales son casi tan diversas como los problemas mismos. Sin
embargo, el método no lineal gue mds se ha utilizado en oceano-
grafia es el de minimos cuadrados, basado en Tarantola y Valette
(1982). Por esta razdén, en esta seccién nos limitaremos a 1la
discusién de ese método.

En forma andloga al caso lineal, si las distribuciones no
obedecen una estadistica gaussiana, el criteric de minimos
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cuadrados proporciona resultados errdéneos. El planteamiento de
minimos cuadrados asociado a la gaussianidad del problema llevd a
Tarantola y Valette (1982) a proponer su algoritmo de Inversién
Total, gue recoge como casos particulares los resultados para el
caso lineal obtenidos por Wiggins (1972), y los resultados de
Jackson (1979) y Backus (1967). La Inversidn Total permite estimar
incertidumbres a los parédmetros del modelo, a los datos de entrada
y al modelo mismo. Sin embargo, quizd la mayor aportacién del
trabajo de Tarantola y Valette, es la forma de plantear el
problema, pues sefalan con nitidez las 1limitaciones de todo
problema al mostrar que tanto los datos a priori como los parame-
tros, e incluso el modelo tedérico, tienen asociados una covarianza,
y en el caso general, al resolver un problema inverso, sélo puede
mejorarse el estado del conocimiento del sistema estudiado.

El problema inverso de minimos cuadrados no lineales.

Definamos como X, una propuesta a priori del vector de datos
y parametros, y como C, a la matriz de covarianza asociada a x5, es
decir,

Ko = dO 4 cO = cdodo cdomo

my cmodo cmomo

La propuesta de Tarantola y Valette consiste en dar un enfoque
probébilistico al problema, esto es, considerar que la mejor
solucidn que se puede obtener es la del estimador m&s probable del
vector x,;, aceptando de antemano ¢ue no es posible resolver
completamente el problema. En el planteamiento general de Tarantola
y Valette no hay diferencia en el tratamiento dado a los paréametros
y los datos, pues ambos conjuntos son incégnitas agrupadas en el
vector X y s6lo se diferencian en la varianza asocciada a los

distintos términos. En ambos casos se asume un cierto nivel de
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conocimiento del problema.

Este enfoque lleva a considerar la funcién de densidad de
probabilidad

p(x) = const [exp(-%(x - %)% ¢y (% - x4))] (2.3)

Yy buscar el punto en que p(X) es mixima, siempre gue se cumpla la-

ecuacién no lineal A ¥ = 0. Esto es equivalente a minimizar

s(®) = (¥ - %)% ¢ 1 (x - %) (2.4)

cuando se cumple

Ax =0. C el (20B)
La matriz de derivadas parciales

ik =~ gl axk (2.6)

define una aplicacién lineal tangente sobre A. Sea S* = ds/3x¥ una

aplicacidén lineal de s(x) y ¥ una solucién, entonces derivando
(2.4) obtenemos:

ds/dx = 2(x - %)% ¢,71 . (2.7)

Si dado un vector v éste es tangente a @, esto implica que 6 * v = 0

y las condiciones expresadas por las ecuaciones (2.4) y (2.5) son
equivalentes a:

(x - %) Gglv=o0 (2.8)

AxX =0 . (2.9)

Esto implica que existe un vector de multiplicadores de Lagrange
tal que
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(x - %5) = Co Gt A CL(2e10)

<Y Ax=0 .
Multiplicando (2.10): por G, obtenemos:

G (x - X5) = (G Cq GY) A
de donde

-
I

(6 cp 6t)™1 G (x ~ xg) . "‘, _(27711")
Sustituyendo (2.11) en (2.10):
(x - %) = €0 6* (G ¢5 65)7! 6 (x - xp) (727.12)7;
gue junto con la ecuacidén (2.9) puede escribirse como
(X - %) = CO Gt (6 ¢ 6%)™1 (@ (x - x5) - A(x)} (213)
y de esta ecuacidn
X =Xy +Cq Gt (G gy G°)71 {6 (x - x5) - A(x)} . (2.14)

Esta ecuacién se resuelve en forma iterativa de 1la siguiente
manera:

Xpop = % + C0 G.F (6, ¢ 6,57 (@), (%, - ®y) - A(x)}. (2.15)

La ecuacién (2.15) es conocida como el algoritmo de inversién
total. Si existe s6lo un minimo no es importante en gué punto se
inicie la inversién. Si existen minimos locales entonces si puede
variar 1la solucién. Esto puede checarse variando los puntos
iniciales del proceso.

Existen limitaciones para resolver este problema debido a que
la matriz (G, C, th), a la que se calcula su inversa, puede ser
singular. Este problema puede salvarse trabajando la inversa
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generalizada a partir de la descomposicién en valores singulares
discutida en la seccién de teoria inversa lineal.

Si A X = 0 puede separarse en 4d = A m, el problema puede

exXxpresarse Como:

Ax = [I -A] [

B
—

con 4= [I-2A)yzx={(4d, m]% en este caso Ay = JA;/dm;. Para
este problema se obtiene:

= £
By = W + [Croomo Ak ~ Cmodol
t t,-1
[Cdodo = Caomo Bk Cmodo ¥ Pk Cmomo Px ]
{ 4y - £(m) + A, (my - my) } (2.16)
y el correspondiente algoritmo para d,,;, gueda como

e,y = £(m) + Ay (M, - m) . (2.17)

Si Cuomo = Cpode = 0+ la solucidn se reduce a:

— t -1 -1,-1 t -1
My, = my + [a k Cdodo Ak + cmomo ] {a k Caedo
(dg - £(m)] - Cpomo ~ (M = Mg) } . (2.18)

cuando las restricciones a priori de los par&metros son muy débiles

y tienen la forma €, = d* I, y si A A" es sobredeterminada en el
limite cuando 02 tiende a ®», (2.18) se reduce a:

M,y = my + [ A Choge Bl AT Cyoge™t { dp - £(my) } (2.19)

que es la solucién clésica no lineal de minimos cuadrados.
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si Akhkt es subdeterminada en el limite:éhéndo gt tiendéka «,
entonces: i ) !

My, = my + A5 [ oA A5 (a4 - £(my) + AL (my - mp) 3. (2.20)

Caso lineal.

Si el problema es lineal se asume gue las ecuaciones A x = 0
son lineales y con elementos conocidos (si algunos de los elementos
no lo son, deben considerarse como incégnitas y entonces el
problema es no lineal}.

La solucién general para el caso lineal es:

X = %y - Co A° (A ¢y A%)"1 A ¢, (2.21)
€ =Cy - Cy At (A Cyat) ! a g (2.22)

[}

Si el problema es separablel, entonces:

Ax = (I~ A [d]
n

Y la solucién esta dada por

— t t
m = mg + {Cpoye A ~ Cpogel [Caode = Cdome A ~

A Cpogo + A Cpeme A°171 (4 = A mp) (2.23)
c. = C + (€ At - c_,.1 [C ~-cC At -
™m momo mome modo dodo domo )
R Cpoda ¥ A Cpomg "1t (a Cromo ~ Cdoma) (2.24)

1 Nétese que la relacién entre 4 y A es: A = [I - A]}.
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y las otras componentes son

Cam = A Cpn »
Cna = Cam A* (2.25)
Com = A Cpp Ay -

Si el problema es lineal ¥ Cpua, = Caomo = O: entonces:

nome AT17L (dg - A mQ) (2.26)
t -1 -
memo B~ {Cdodo + A Creme) ta Coome  * (2.27)

m=m0+c
C.. = (C

mm moMo

t
moma A [cdodo +AC
- C

Estas ecuaciones recuperan las soluciones lineales mas usadas
cuando el problema es separable y 1lineal. Utilizando las
identidades (2.26) y (2.27) se pueden escribir como:

m=my + (A Cuat A + Cpomo 117Y A% Cuugel(dp - A my) (2.28)
Com = (A Cyoaqa™ A + Cpopa) ™ - (2.29)

Si las restricciones sobre los parametros son muy débiles, a
partir de (2.26) y (2.27) se obtiene para el caso puramente
subdeterminado:

m=m + A% (A 2a%)"1 (4, - 2 my) , (2.30)

Com = 02(T - A (A R5)"1 Ay (2.31)

La ecuacidn (2.30) recupera la ecuacidén (1.17), que es la solucidn

de minima norma obtenida en el capitulo I. Para el caso Unicamente
sobredeterminado se obtiene, a partir de (2.28):

m o= (A% Cyat M) A% Cyg,t 4g (2.32)
que recupera la solucién de minimos cuadrados pesados obtenida en

el capitulo I (ecuacién 1.8). A partir de la ecuacién (2.29) se
llega a:

o
[}

am = (A% Cyg.-1 M), (2.33)
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Modelos no lineales utilizados en cceanografia.

Los modelos no lineales que mAs se han utilizado en oceano-
grafia son los modelos de cajas discutidos en el capitulo I. La
ventaja de los métodos no lineales, particularmente del algoritmo
de inversidn total de Tarantola y Vallete (1982), consiste en que
se puede manejar la existencia de errores en los datos, en los
pardmetros del modelo y en el modelo mismo. Todos los errores son
ajustados simultineamente por este algoritmo.

En oceanografia los modelos descritos en el capitulo I han
sido también trabajados con é&xito con modelos no lineales,
reportandc mejores resultados Wunsch (1982), Mercier (1986) vy
Killworth (1986), entre otros.

Existe un modelo particularmente interesante debido a
Killworth (1986) gque se basa en una propuesta de Welander {1983) y
gque se le ha llamado método inverso de Bernoulli. En &l se
construyen las funciones de Bernoulli para cada estacidn gue se
conoce hasta una constante (B, y); se encuentran las curvas de
densidad y vorticidad (p, d), en las cuales las constantes para las
dos curvas tienen un mismo valor de funcién de Bernoulli. De esta
forma se tiene una ecuacién para cada interseccién y con la
posibilidad de varias intersecciones para cada estacién. Killworth
reporta del orden de N3 intersecciones donde N es el numero de
estaciones. El método supone: conservacién de masa, de densidad y
de vorticidad, y 1lineas de corriente sobre 1las isolineas de
densidad y vorticidad.

Killworth sefiala comoc una de las ventajas del método de
Bernoulli que puede trabajar con estaciones separadas, y entre las
desventajas est& el gue se asume que las estaciones pertenecen a
las mismas masas de agqua.
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CAPITULO III.

CIRCULACION GEOSTROFICA EN EL SUR DEL GOLFQ DE MEXICO A PARTIR DE
DO8 MODELOS8 DE TEORIA INVERSA Y NIVEL DE REFERENCIA EN 1000 M.

Introduccidén

En este estudio se comparan resultados obtenidos a partir de
dos modelos distintos en método inverso lineal y una estimacién
clasica con nivel de referencia a 1000 m. Los modelos con que se
trabaja son geostréficos con conservacién de volumen en cinco capas
definidas por superficies isobdricas; en un caso se utiliza el al-
goritmo de minima norma, y en el otro se minimiza el campo de
energia cinética total (MECT) que es compatible con la conservacién
de volumen y la circulacidén geostréfica. Se analiza la circulacién
geostréfica norte-sur en el sur del Golfo de México. Para hacer 1la
comparacién indicada se utilizan datos hidrogrédficos de CTD de la
zona sur del Golfo de México a lo largo del paralelc 21°N,
obtenidos durante la Campafia Oceanogrdfica OGMEX I que se llevd a
cabo en febrero de 1987.

Figura 1. Transecto a lo largo
del paralelo 21’ en el Golfo de
México.
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Area de estudio.

El Golfo de México es una cuenca semicerrada, conectada al
exterior a través de dos bocas, el Canal de Yucatén y el Estrecho
de Florida, con profundidades maximas de 1900 y 800 m respecti-
vamente. La circulacién en el Golfo estd dominada, y posiblemente
casi totalmente forzada, por el flujo de entrada de la Corriente de
Yucatin que forma un giro anticiclénico en 1l1la parte norte del
Golfo, 1la 1llamada Corriente del Lazo, antes de salir por el
Estrecho de Florida. De esta corriente se desprenden dgrandes
remolinos anticiclénicos que viajan hacia el interior del Golfo.
Dentro de la cuenca también se da la presencia de giros ciclénicos
por efecto de la Corriente del Lazo (Vukovich y Maul, 1985). Otros
estudios (Brooks, 1984) sugieren que la circulacién de la parte
oeste del Golfo esta dominada por pares de dgiros ciclénico-
anticiclénico. Sin embargo, otros autores (Sturges y Blaha, 1976)
sugieren que, en la zona este del Golfo, el rotacional del viento
juega un papel fundamental en la circulacién. La importancia
relativa de cada uno de estos fendémenos en la circulacién de esta
&rea esté aln por determinarse. Una de las regiones del golfo menos
estudiadas en su circulacién es la zona sur, que comprende la parte
cercana a los estados de Veracruz, Tabasco, Campeche y Yucatén.

piscusién y resultados

Los modelos que se utilizaron fueron el de minima norma sin
peso, cuya solucién es

m=2a" (aah-la,
y minima energfa cinética total, con

m= (Bt At (aBlat)y-l a B! -p1 ] - (87! At (A B! at) a
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donde B es una matriz diagonal con By, = Iyay vy Ty =I5 a5 vy

es el transporte de la columna j que corresponde al campo de

velocidad sin correccién.

Los criterios de minima norma y de minima energia cinética
total se aplicaron a un transecto de 13 estaciones oceanograficas
realizado a lo largo del paralelo 21°N entre Tuxpan, Veracruz y la
peninsula de Yucatdn (figura 1). Las estaciones wutilizadas
representan un muestreo practicamente sinéptico, realizado del 25
al 27 de febrero de 1987 con una duracidén de 45 horas, y dque

corresponde al régimen de invierno de la circulacidén local.

30

345 350 355 960 365 9.0

Figura 2. Diagrama T~S de las 13
estaciones del Golfo en el paralelo
21.

La estructura termohalina de la zona estudiada muestra una
gran homogeneidad por debajo de la capa mezclada (figura 2) con un
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minimo de salinidad (34.85 entre 750 y 1000 m) que corresponde al
agua intermedia del Antartico. Esta agua se encuentra en el Mar del
Caimdn y entra al Golfo de México a través del Canal de Yucatén.

A partir de una inspeccién de la distribucién de las propie-
dades termohalinas en el transecto estudiadoc (fiquras 3, 4 y 5) se
determind® una segmentacidén de la columna de agua en cinco capas
acotadas por las superficies en las que o. toma los valores 25.2,
26.5, 26.9, 27.3 y 27.61. Con esta seleccidn, la capa mezclada en
la que el flujo diapicnico no es despreciable, queda incluida en la
seccidén mas superficial.

Al evaluar las matrices inversas que aparecen en las solu-
ciones por el método de descomposicidn en valores singulares es
necesario adoptar un criterioc para definir cuales de los valores
propios son significativamente diferentes de cero y cuales, debido
a los errores numéricos de truncacidén, deben considerarse como
efectivamente iguales a cero. El criterioc sequido para adoptar esta
decisidén se basa en el comportamiento de los flujos residuales en
cada capa a medida que decrece la magnitud de los valores propios
incorporados. En los dos casos analizados (figura 6), la incor-
poracién del segundo valor propio (en orden de magnitud) hace
decrecer los flujos por capa, wientras que la incorporacién del
tercer valor propio, dado su considerable menor tamafio relativo,
incorpora ruido numérico y destruye los balances por capa. Esto
define claramente un criterio de corte en la secuencia de valores
propios, como ya ha sido observado en otros estudios (Wunsch, 1982,
Zavala, 1986). El criterio de minima energia cinética total (MECT),
ademas de producir resultados independientes del nivel inicial de
referencia, es mas estable que el de minima norma en el sentido de
que la solucién correspondiente al primer valor propio difiere poco
de la solucién final, en la que los valores propios siguientes sélo
introducen correcciones menores., Esto no se observa en las

aplicaciones del criterio de minima norma (figuras 7, 8 y 9).
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Al comparar los transectos de velocidad obtenidos a partir de
los dos criterios propuestos y el obtenido a partir de un nivel de
referencia en 1000 m (figuras 10, 11 y 12), se observan esencial-
mente los mismos resultados, probande que, en este caso, la hipo-
tesis inicial de un nivel de referencia en la base de la columna
sobre la que se tienen los datos, satisface aproximadamente las
condiciones de conservacidn de volumen para las distintas masas de
agua. En ningin caso la diferencia en velocidades absolutas entre

las tres estimaciones es mayor de 5 cm s71,

Con estos resultados se obtiene un flujo norte-sur (y sur-
norte) para la capa superficial de 250 m de 2.5 X 106 m3 71 y para
la capa entre 250 y 1000 m de profundidad, un flujo de 2.6 x 105

3 -1

m> s Con estos valores se obtiene un tiempo de residencia de 109

dias para la capa superficial y de 215 dias para la capa profunda.

Los resultados muestran un remolino anticiclénico superficial
(figuras 8, 9 y 10) con un diametro del orden de 400 km, un alcance
vertical de 200 m y velocidades maximas de 15 cm s”l. su brazo de
entrada se localiza en el margen oriental de la Sonda de Campeche
y la salida ocurre entre 95° y 96° W, cien kilémetros al oriente
del margen occidental de la cuenca. Este patrén de circulacidn
invernal ya ha sido reportado en la literatura (Nowlin, 1970;
Hofmann y Worley, 1986 y Sturges y Blaha, 1976). En el interior de
ese remolino (figuras 8, 9 y 10) es posible identificar un remolino
menos intenso de sentido contrario (ciclénico), con velocidades
méximas de 9cm s™! y alcance vertical de alrededor de 100 m.

Conclusiones.

En este estudio se encontrd que dentro de los rangos de error
esperado, los dos criterios de método inverso dan los mismos resul-
tados y aparentemente el sélo incluir conservacién de masa en el
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modelo lleva a resultados convergentes con propuestas a priori
diferentes. Sin embargo, esto puede deberse a las caracteristicas

de la zona de estudio en que forzosamente tiene gue haber flujos
nerte-sur y sur-norte.
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CAPITULO IV.

COMPARACION DE DO8 MODELO8S8 CON METODO INVERSO EN UNA RED DE
ESTACIONES EN EL ESTRECHO DE YUCATAN.

Introduccidn

En esta seccidn se plantea estudiar basicamente dos problemas;
el primero consiste en experimentar en una cuenca no cerrada el
modelo de minima energia cinética total (MECT), y el sequndo se
plantea experimentar qué tanta informacién se gana al acoplar dos
o mds secciones cerradas por estaciones hidrograficas (celdas) y
qué tan buena es la aproximacién obtenida al s6lo contar con una
celda. Se comparan resultados obtenidos a partir de dos modelos
distintos en método inverso lineal y se estudian dos secciones
cerradas por estaciones oceanogrdficas con una seccidn comin. Los
modelos con gue se trabaja son deostrdéficos con conservacién de
volumen en cuatro capas definidas por superficies isopicnas; en un
caso con el algoritmo de minima norma, y en el otro se minimiza el
campo de energia cinética total (MECT), con las restricciones de
que la circulacién sea geostrdfica y se conserve el volumen. Se
analiza el flujo a través del Canal de Yucatdn y la magnitud de las
velocidades geostréficas durante mayo-junio de 1984 con datos de

CTD de la campafia oceanogradfica YUCA 1.

Area de esatudio

La corriente de Yucatdn es una de las mds intensas del planeta
Yy tiene fundamental importancia por los flujos de masa y calor que
transporta de latitudes tropicales hacia latitudes medias. Es parte
del sistema de la Corriente del Golfo que transporta calor a lo
largo de 1la costa Atlantica hasta alcanzar Islandia, Irlanda e
Inglaterra. Para los mares de Mé&xico es, sin duda, una de las prin-
cipales fuentes de energia en el Golfo de México, dando origen a la
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:.Corriente del Lazo de la que se desprenden drandes giros anti-
ciclénicos de unos 200 kilémetros de di&metro y con corrientes
reportadas de hasta 100 cm s™!, Estos giros viajan hacia el oeste
dando origen a pares de giros ciclénico-anticiclénico (Vukovich y
Maul, 1985), hasta llegar a las costas de los estados mexicanos de
Veracruz, Tamaulipas y las costas de los Estados Unidos. El sistema
de la Corriente del Golfo es uno de los mas estudiados del mundo;
el flujo a través del Estrecho de Florida, entre Miami, Florida y
las Bahamas, ha sido intensamente monitoreado mediante diversas
metodologias en forma sistemdtica y constituye una de las series de
tiempo de medicién de flujos ocednicos mds completa. Existen ademds
estudios (Stommel) en el también llamado Estrecho de Florida, entre
Cayo Hueso, Florida y La Habana, Cuba, en donde funcioné un cable
telefdénico durante 7 afios con el gue se hicieron mediciones del
flujo neto, dos dias por semana, de agosto de 1952 a enero de 1959.

La 2zona del Estrecho de Yucatan es la menos muestreada del
sistema de la Corriente del Golfo, alcanza preofundidades de hasta
1900 m, mientras que en el Estrecho de Florida hay zonas en que la
profundidad es de menos de mil metros. Los flujos netos en el
Estrecho de Yucaté&n y los de la zona Cayo Hueso-La Habana son
similares debido a que el Golfo de México es una cuenca cerrada y
su intercambio de agua se da a través de estos dos estrechos; por
el de Yucat&n entra agua proveniente del Mar del Caima&n y por el
Estrecho de Florida sale agua del golfo. En el Estrecho de Yucatén
se han observado corrientes hacia el sur en ambas costas (Emilsson,
1971). Estudios anteriores han mostrado la presencia de una
componente estacional en la variacién del flujo a través de la
corriente de Yucatan; Cochrane sefiala un miximo de la corriente
durante el mes de mayo y un minimo en noviembre. El1 eje de 1la
corriente ha mostrado un control topografico hasta la zona norte de
la plataforma de Yucatdn, aungque este es menos claro cuando la
intensidad de la corriente disminuye. Este tipo de comportamiente
se ha observado en la regién del Caribe. Segin Ahrens, citado por
Cochrane, la corriente del Mar del Caim&n y la Corriente de Yucatéan
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tienden a seguir las isébatas y sefala la presencia de contra-
corrientes costeras. Esta 0Gltima caracteristica también ha sido
reportada en la seccidn Cayo Hueso-La Habana.

Resultados

Los modelos qgue se utilizaron fueron: el de minima norma
pesado con el inverso de la distancia entre estaciones y que
corresponde a minimizar la energia cinética en un nivel de
referencia propuesto a priori, en este caso 1000 m, en el cual la
solucidén estd& dada por

m=wlat awlahyla ,

con W una matriz diagonal y Wj4 = distancia entre la j-ésima pareja
de estaciones. El otro modelo que se utilizd fué el de MECT:

m=(BLtAt (apla%-lap?!-plgr-[ptat (anlat)a
con B una matriz diagonal, donde By; = Zj Ay Y

es el transporte de la columna j que corresponde al campo de
velocidad de referencia.

Los criterios de minima norma y de MECT se aplicaron a dos
celdas cerradas con un transecto comin, y posteriormente se trabajd
con un sistema con las dos celdas acopladas (figura 1). Los datos
con que se trabaja provienen de CTD y fueron recolectados durante
mayo-junio de 1984 en la campafia oceanogrdfica YUCA 1 y correspon-
den al periodo en gque se ha reportado mayor intensidad en 1la
corriente.
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A partir de una inspeccién de la estructura de densidad en los
transectos este-oceste en la regién de estudio (figura 2), se
determiné una segmentacién de la columna de agua en cuatro capas
acotadas por las superficies en las que o, toma los valores 24,20,
26.00, 27.00 y 27.40. La primera capa de superficie a 24.20 incluye
apenas la capa mezclada, buscando tener mayor resolucidén en los
primeros 250 m, que es donde la corriente es mAs intensa y se

observan los mayores gradientes de velocidad en la vertical.

Al evaluar las matrices inversas que aparecen en las solu-
ciones por el método de descomposicién en valores singulares es
necesario adoptar un criterio para definir cuiles de los valores
propios son significativamente diferentes de cero. El criterio
seguido para adoptar esta decisidn se basa en los tamafics relativos
de los valores propios y en los cambios observados en la velocidad
resultante para la zona superficial al incluir mas términos en el
calculo de la solucidén (figuras 3 a 10).

En los casos en que se trabajaron las celdas en forma indepen-
diente, tanto con el modelo de minima norma pesado como con el de
minima energia cinética total, la diferencia numérica entre el
primero y el sequndo valores propios es aproximadamente de dos
6rdenes de magnitud y de tres para el tercero, mientras que cuando
se trabajaron las dos celdas acopladas, el primero y segundo
valores propios son del mismo orden de magnitud y el tercero de dos
6rdenes de magnitud menor que el primero (figura 3). Considerando
gue buscamos la parte con una sefial mAs intensa y aceptamos que
ésta tiene la mayor parte de la informacién del modelo, resulta
dificil plantearse incorporar mls de dos términos de la descom-
posicién en valores singulares en los cllculos para el caso de
celdas separadas, y tres para el de celdas acopladas. Usualmente
(Wunsch 1982, Zavala 1986) se ha planteado incluir aquellos térmi-
nos que den resultados razonables dentro de los limites numéricos
de la computadora con gue se hacen los célculos y mientras no

aparezcan seflales de alta frecuencia que den datos irreales. Sin



Figura 2. Distribucién vertical de densidad en el 4rea de estudio.
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embargo, los argumentos arriba expuestos junto con el resultado
sobre la sensibilidad de la matriz de covarianza al incorporar
valores propios pequefios, sugieren ser muy cautelosos al incorporar
mas términos. Debe subrayarse que se puede afirmar que, en general,
al incluir menos términos en el calculo de la solucién, se acerca
uno ma&s a la propuesta a priori del modelo. Cabe sefialar que en los
seis casos con que se trabajd, al incluir todos los términos en el
célculo, se satisface plenamente la condicién de conservacién de
volumenl, aungue en casi todos los casos cuando se incluyen todos
los términos en el célculo se obtienen velocidades irreales,

mayores de 10 m/s (figura 5).

Otra caracteristica que se observa es una clara tendencia a la
presencia de velocidades con mayor magnitud cuando se usa el modelo
que minimiza la velocidad en el fondo en comparacién con los
resultados del modelo de MECT. Estos resultados difieren de 1los
obtenidos en el estudio del Golfo de México en el capitulo
anterior, en donde los resultados con los dos modelos son
similares.

En el modelo de mninima norma (figura 9) coinciden 1los
resultados en la zona acoplada al incluir los tres primeros tér-
minos. En las zonas no acopladas la coincidencia se mantiene al
incluir dos o tres términos, pero difiere del resultado al incluir
s6lo uno.

Las restricciones en el sistema acoplado incluyen las de los
-sistemas separados y ademds la condicién de una misma solucidn para

1 A diferencia de los resultados observados en el estudio del
capitulo anterior en que al incluir la totalidad de los valores
propios los transportes residuales se disparaban, en este caso
tienden a cero. Esto se atribuye a que en éste estudio se incorpo-
raron para el calculo numérico de la descomposicién en valores
singulares rutinas comerciales (Numerical Recipies 1988) y se
trabajé con mds digitos por hacerlo con otro lenguaje y otro tipo
de computadora.
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cuatro parejas de estaciones. Esto produce un resultado consistente
en esas cuatro estaciones con el modelo de minima norma pues
coinciden los resultados al incluir de uno a tres términos, no asi
en el modelo de MECT. Sin embargo, las tres configuraciones (dos de
celdas separadas y la de celdas acopladas) dan distintos resultadoes
para la regién acoplada con el modelo de minima norma, mientras que
se observa mayor coincidencia entre los distintas pruebas con el
modelo de MECT (figura 10).

Con base en la discusidén arriba expuesta resulta dificil
elegir una mejor solucidn. Aungue en principio parece légico
trabajar con el modelo de minima norma acoplado, la eleccidn de la
solucidn con uno o dos términos parece dificil, pues de la pareja
20-19 a la 35-29 las velocidades tienen sistemdticamente un
incremento positivo con relacidén a las soluciones con dos o tres
términos (figura 9). Algo similar se observa de la pareja 20-21 a
la 25-29 pero con un incremento negativo. El punto mis polémico de
estos resultados es la pareja 19-33, en la zona oeste, pues con un
valor proplio aparece una corriente significativa hacia el sur (del
orden de 30 cm s™1), mientras que con dos o tres valores propios es
menor de 10 em s~). Al observar los resultados del modelo de MECT
en esta zona y compararlo con estos resultados se observa que para
el calculo con uno y dos términos los resultados coinciden entre
si, y al compararlos con los del modelo de minima norma, en general
la magnitud de la velocidad es menor. Esta diferencia es mas
intensa en la pareja 22-23 en que prédcticamente se obtiene un flujo
cero con el modelo de MECT contra mas de 100 cm/s con el de minima
norma, y en la pareja 35-29 se obtiene una corriente de mas de
100 cm s~!, a diferencia del modelo de minima norma en gue Se
obtienen corrientes de la mitad de esa magnitud en esa zona (figura
8). Para la pareja 19-33 se obtienen resultados con flujo con-
siderable hacia el sur, similares a los que se obtienen con un
término en el modelo de minima norma.

En base a la discusién anterior, se decidié optar por el
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cdlculo de los flujos con el modelo de minima norma con celdas aco-
pladas y el de MECT con celdas acopladas. Los cdlculos de transpor-
tes se realizan con dos términos. Los resultados del modelo de MECT
pueden considerarse como una cota minima al transporte en ese
periodoc. E1 flujo sur-norte y norte-sur para la capa superficial de
250 m y para la capa entre 250 y 1000 m de profundidad se presentan
en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1
flujo flujo flujo flujo flujo
norte- sur- norte sur- total
Transecto sur norte sur norte sur-
0 a 250m | 0 a 250m | 250 a 250 a norte
1000m 1000m

29 a 20
M. N. 12.5 8v 18.5 Sv 9.5 Sv 9.4 Sv 27.9 Sv
2 vp
29 a 20
MECT 1.5 Sv 9.6 Sv 19.6 Sv ] 3.4 Sv 13.0 8v
2 vp

Los resultados obtenidos con ambos modelos son menores a los
reportados con anterioridad. E1 flujo neto con el modelo de minima
norma es de 6 Sv hacia el norte, y de 8.1 Sv hacia el sur con el
modelo de MECT. Los flujos reportados por Molinari (1977) son 20.8
Sv por encima de la superficie donde o, = 27.0, gue se sitda cerca
de los 500 m (figura 2). Estos resultados no son muy diferentes a
los gue se encuentran con el modelo de minima norma porque la mayor
parte del flujo sur-norte se encuentra precisamente por encima de
los 500 m y Molinari mismo encuentra flujos hacia el sur en zonas
profundas. Entre Cayo Hueso y La Habana, Brooks y Niller (1975)
encuentran un flujo de 21.4 * 2.3 Sv por encima de la superficie de
0, = 27.0 para el verano de 1972, y los resultados del cable
telefénico entre Cayo Hueso y La Habana reportados por Stommel en
el periodo de agosto de 1952 a mayo de 1955 dan un flujo promedio
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de 25.4 Sv con una desviacién estandar de 5.27 Sv. Estos resultados
estan por encima de los gque agui se obtuvieron con los dos modelos,
siendo el de minima norma el mds cercano.

Las velocidades superficiales obtenidas con ambos modelos
rebasan los 100 cm/s y son similares a las de estudios anteriores,
pero en el modelo de MECT son consistentemente menos intensas.

Un aspecto que debe considerarse es gque en este caso la zona
occidental no estad completamente incluida en los cdlculos debido a
las caracteristicas del muestreo (figura 2), y por ello se pierde
parte del flujo hacia el norte porque ahi es donde la corriente es
mids intensa.

Discusidn

De acuerdo con los transportes reportados por otros autores,
se considera como la mejor aproximacién la del modelo de minima
norma gque presenta las mayores magnitudes de la velocidad; se
encuentra una tendencia a disminuir la magnitud de la velocidad con
el criterio de MECT, y los resultados se alejan mis de los reporta-
dos para la zona gque los del modelo de minima norma. Esto se debe
a gue existe una tendencia en el modelo de MECT a que existan
flujos en ambos sentidos en cada pareja de estaciones. En este caso
se observan intensos flujos hacia el sur en las aguas profundas
mientras que se d& un flujo hacia el norte en las capas superficia-

les, excepto para la zona oriental.

Al acoplar dos celdas no parece ganarse mucha informacién, en
los dos modelos se observan resultados muy similares a los

obtenidos con celdas separadas, (figura 10).

Los criterios de eliminacién de valores propios deben acotarse
a los tamaflos relativos de éstos (A;/i,) de tal suerte que se
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mantengan sélo agquellos términos gque representen un determinado
porcentaje de la informacién, asumiendo que la componente geostré-
fica representa la parte mis intensa de la sefial. Unoc de los
aspectos gue podria referzar los modelos en esta zona es incluir
conservacién de trazadores (vorticidad, temperatura, oxigeno o

salinidad), gque son los trazadores con que se cuenta en esta
campafia.
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CAPITULO V.

COMPARACION DE RESULTADOS8 AL INCORPORAR EN EL MODELO LA
CONSERVACION DE NUTRIENTES. EVALUACION EN EL ES8TRECHO DE FLORIDA.

Introduccién

En forma andloga al capitulo anterior se plantea estudiar dos
problemas. El primero es probar los modelos con que se ha venido
trabajando en otra regién cerrada por estaciones oceanograficas. El
segundo problema es determinar qué tanta informacidén se gana al
incorporar en el modelo la conservacidn de un nutriente (PO,) con
una relacién no lineal con respecto a o., buscando que la informa-
cibn que aporte la conservacidn de nutrientes no sea redundante con
relacidén a la del campo de densidad. Se comparan los resultados del
modelo geostré6fico con conservacién de volumen y de un nutriente
con los de otros dos modelos en método inverso lineal, ambos
geostréficos con conservacién de volumen en seis capas definidas
por superficies isopicnas: en un caso se utiliza el algoritmo de
minima norma cuya propuesta a priori es velocidad cero en 1000 m,
y en el otro el modelo de MECT. Se analiza el flujo entre Cayo
Hueso y La Habana y las velocidades geostrdficas durante abril de
1991 con datos de CTD de la campafia oceanogrdfica YUCA 3.

Diversos autores llaman indistintamente Corriente de Florida
al flujo entre Cayo Hueso-La Habana y a la corriente entre Miami y
los bancos de Bahamas. Estos flujos no son necesariamente iguales,
deneralmente ‘es mas intenso el flujo en la regién de Miami por el
aporte del Canal de Bahamas. Algunos autores para diferenciar una
regién de otra se refieren a la Corriente de Florida en Cayo-Hueso
Y a la Corriente de Florida en Miami. Aqui{ se entenderd por
Corriente de Florida a la Corriente entre Florida y Cuba, excepto
cuando se aclare que se est8 refiriendo a la zona de Miami.

La Corriente de Florida, al igual que la de Yucatdn, es una de
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las mds intensas del planeta y tiene fundamental importancia por
los flujos de masa y calor que transporta de latitudes tropicales
hacia latitudes medias. Es parte del sistema de la Corriente del
Golfo y en algdn sentido puede decirse gue es la continuacidn de la
Corriente de Yucatan después de que ésta forma la llamada Corriente
del Lazo en la regidén noreste del Golfo de México. Este tramo del
sistema de la Corriente del Golfo ha sido objeto de interesantes
estudios. En ella se ha observado un flujo maximo en mayo y minimo
en noviembre y persistentes contracorrientes costeras en el norte,
(Cochrane, J.). De las variaciones que sufre el flujo de esta
corriente, a la componente estacional se le atribuye el 45%
(Niiler, P. y Richardson, 1973). El flujo a través de este estrecho
fué monitoreado de agosto de 1952 a marzo de 1959 mediante medicio-
nes de la diferencia de potencial entre las dos costas (Stommel,
H.), tom&ndose muestras dos veces por semana en dias consecutivos
en forma casi ininterrumpida. Los resultados que se obtuvieron para
el periodo agosto de 1952 a mayo de 1956 fueron de 25.4 X 10% m3/s
con una desviacién estandar de 5.3 x 10% m? s™!. Este estudio
constituye una de las series de tiempo md&s completa que existen
para evaluar la variabilidad de los flujos. Brooks, I. y Niiler, P.
(1975), encuentran que la contracorriente alcanza velcocidades de

25 cm s~1

, la corriente de 145 cm s~! y un transporte de 21.4 % 2.3
Sv por encima de la superficie donde o, = 27.0. A la latitud de
Miami, Niiler y Richardson (1973) encontraron, en un estudioc de 90
transectos, corrientes de 33.6 Sv a principios del verano y de 25.4

Sv a principios del invierno.
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Figura 1. Localizacién del &rea de estudio.
Muestreo hidrogrédfico con CTD.

Resultados

Se utilizaron tres modelos: 1) minima norma, geostréfico, con
peso de acuerdo a la distancia entre estaciones, conservacién de
volumen en seis capas y un nivel de referencia propuesto a priori,
en este caso 1000 m; 2) el modelo anterior "agregando conservacién
de un nutriente (PO,;) en las mismas seis capas; y 3) el modelo de
minima energia cinética total.

Los criterios de minima norma y de minima energfa cinética
total se aplicaron al sistema acoplado de dos transectos, La
Habana-Cayo Hueso y Cayo Hueso-Cuba (figura 1). Los datos con que
se trabaja provienen de CTD y representan un muestreo practicamente
sinéptico, realizado el 6 de abril de 1991 (este periodo es un mes
antes del periodo en que se ha reportado mayor intensidad en la
corriente).

A partir de una inspeccién de la estructura de densidad (at)
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en los transectos de la regién de estudio (figuras 2 y 3) se deter-
mind una segmentacién de la columna de agua en seis capas acotadas
por las superficies en las que g, toma los valores 24.40, 25.00,
26.00, 26.60, 27.10 y 27.50. El aumento en el nimero de capas con
relacién a los capitulos anteriores, busca tener mayor resolucién
en los primeros 250 m, que es donde la corriente es mis intensa y
se observan los mayores gradientes de velocidad en la vertical.

Al evaluar las matrices inversas que aparecen en las solu-
ciones por el método de descomposicién en valores singulares es
necesario adoptar un criterio para definir cudles de los valores
propios deben incluirse en el c&lculo de la solucién. En el
capitulo IITI se utiliza el criterio de evaluar los transportes
residuales y en el capitulo IV se sefiala que este criterio puede
llevar a soluciones irreales, ailin cuando los residuales disminuyan,
por lo que se propone utilizar Gnicamente el criterio de 1los
tamafios relativos de los valeores propios y los cambios observados
en la velocidad resultante para la zona superficial. En este
capitulo se analizbé este problema, evaluando 1los transportes
residuales, los tamafios relativos de los valores propios y las
velocidades obtenidas (fiquras 4 a 7, 11 y 12).

Con el modelo de MECT con dos y tres términos en el cilculo de
la solucidén se observan resultades muy similares, y difieren,
dentro de rangos aceptables, del resultado obtenido con un término.
La solucidn que parece mas consistente, de acuerdo con los crite-
rios arriba discutidos, es la obtenida con dos términos. En el
modelo de minima norma con conservacién de volumen se observan las
mismas caracteristicas que en el modelo de MECT pero con flujos
persistentemente mayores, y la solucién que parece méds consistente
es la de dos términos. Cuando se agrega al modelo la condicién de
conservacién de un nutriente se observa que las soluciones
obtenidas con uno y dos términos son préicticamente iguales, y al
agregar un tercer té&rmino se presenta una variante dentro de los
rangos aceptables, pero con un valor propio 3 &6rdenes de magnitud
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mas pequefio. La solucidn con tres términos incrementa la magnitud
de la velocidad entre las estaciones 15-16 y 16-17 a diferencia de
los modelos anteriores que la redujeron. Esta regidén es la que
tiene mayor incertidumbre porque involucra estaciones someras, y
para el cdlculo de la velocidad entre dos estaciones de distinta
profundidad se mantuvo la velocidad relativa en la zona més
profunda de la estacidén somera. Esta extrapolacién es cuestionable
en regiones en donde el gradiente de la velocidad en la parte méas
profunda es relativamente grande. Se hicieron pruebas extrapolando
la velocidad, manteniendo el gradiente en la zona profunda y
haciendo tender a cero la dv/0z en un intervalo de 50 m, y se
alcanzaron velocidades irreales. Al aplicar método inverso estas
velocidades se corrigen, pero se mantienen mis altas que cuando no
se hace esta extrapolacién (figura 8). La lUnica solucién razonable
para este problema es un muestreo mas intenso en estas zonas.

Siguiendo los argumentos del capitulo anterior y en base a los
resultados de las figuras 4 a 7 se optd por hacer los célculos de
los flujos con 2 términos para el modelo de minima norma con
nutriente (PO,;), minima norma sin nutrientes y el de MECT.

Se calcularon les flujos para la capa de superficie hasta
250 m y para la capa entre 250 y 1000 m de profundidad; los
resultados se presentan en la Tabla 5.1.
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Tabla 5.1
flujo flujo flujo flujo
Transecto ] hacia el hacia el hacia el hacia el
este oeste este oeste
La Habana - 0 a 250m 0 a 250m 250 a 250 a
Cayo Hueso 1000m 1000m
12 a 17 :
M. N. 17.0 Sv 0.3 Sv 7.8 Sv 0
2 vp
12 a 17
M.N. con 14.1 Sv 1.6 sv 14.6 Sv 2.9 Sv
Nutrientes
2 Vp
12 a 17
MECT 9.4 Sv [o] o] 12.1 Sv
1 vp
Discusidén

Al comparar los tres modelos, el resultado mis importante que
se observa es una tendencia a disminuir las magnitudes de las
velocidades y los flujos con el modelo de MECT en comparacién con
los de minima norma. Para tener una conclusién definitiva al
respecto habria gque comparar estos resultados con mediciones
directas de los flujos 6 con mediciones basadas en otros métodos y
realizadas en forma simultdnea. Las diferencias gque se observan
entre el modelo de minima norma con conservacién de nutrientes y
sin ellos, se atribuyen a las restricciones que se agregan y en ese
sentido debe considerarse que al incluir nutrientes se conoce mejor
la circulacién, considerando con cautela los resultados de las
parejas 15-16, 16-17 y 17-18. Como 1la distancia entre 1las
estaciones 16 y 17 es relativamente pequefia (figura 2), el efecto
de este problema en el flujo total es menor.

Comparando los resultados con los obtenidos con anterioridad
para esta zona, los de minima norma con nutrientes y sin nutrientes
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estdn dentro del rango obtenide por otros autores: 21.4 & 2.3 Sv
por encima de g, = 27.0 en mayo de 1972 (Brooks & Niller, 1975) y
25.4 Sv con desviacién estandar de 5.3 Sv para el periodo de agosto
de 1952 a mayo de 1956 (Stommel). Los resultadoes del modelo de MECT
reportan flujos similares en ambas direcciones, lo que no se ha
reportado antes ni lo sugiere asi la estructura del campo de
densidad.

Uno de los puntos mds interesantes que se desprenden de la
discusidén a lo largo de este trabajo es el problema de decidir
cudntos términos incluir en el c&lculo de la solucidén. Para
ilustrar este problema se hicieron los cdlculos de los transportes
residuales con uno, dos y ocho términos con el modelo de minima
norma con nutrientes (figura 11), mostrandose que al incluir ocho
términos los transportes residuales disminuyen, pero las velocida-
des alcanzan magnitudes irreales (figura 12). Esto muestra que el
utilizar los transportes residuales como criterio de eleccidn del

nimero de valores propios es en algunos casos inadecuado.

Es posible estudiar cémo se mapean los errores al incluir
distinto niGmero de términos en el c&lculo de la solucidén. La matriz
de error asociada a los datos (ecuacién 2.31), es:

c= (¢ n)"t
suponiendo que ¢; = aI es una matriz diagonal (los datos no estén
correlacionados) y sustituyendo A por su descomposicién en valores
singulares, se obtiene:
¢ = ((UAVHE e (U A VE)-2

Al reducir términos se llega a:

¢ =a(VE A2y



€5

de donde se observa gque los errores crecen con el inversc del
cuadrado de la magnitud de los valores propios, concluyéndose que
al incluir m&s términos no siempre se gana informacién. Esto
explica los reultados de las figuras 11 y 12.
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CONRCLUSIONES

1. Dentro de la teoria inversa lineal de minimos cuadrados es
posible cerrar el modelo con informacién a priori que minimice
(maximice) una funcién de los parédmetros del modelo (m), con un
gradiente de la forma Bm + b con B una matriz y b un vector. Esta
generalizacidn de los minimos cuadrados lineales debe seguirse
trabajando en el sentido de acoplar varios modelos a la vez, dando
distinto peso a cada uno de ellos. Las soluciones gue cominmente se
han usado en oceanografia se han limitado a minimizar una distan-
cia, pesada o no, (m - my). El modelo de minima energia cinética
total es un buen ejemplo de esta generalizacién.

2. Los resultados experimentales con el modelo de minima
energia cinética total (MECT) en la Corriente de Yucatan y 1la
Corriente de Florida mostraron una tendencia a reducir los flujos
en relacién con los modelos de minima norma; estos resultados
manifiestan una debilidad importante de este modelo. Una ventaja
del modelo de MECT es que la solucidén no depende de un nivel
inicial de referencia, pero hay que subrayar que si depende de la
profundidad a la cual se muestrea. Sin embargo, considerédndolo como
un medelo a priori como cualquier otro, sus posibilidades dependen
del problema especifico. Habri que experimentar con &l en distintos
casos para tener m&s elementos para evaluarlo. Cuando se use el
modelo de MECT debe buscarse un muestreo profundo para dque el
efecto de la disminucién de flujos superficiales se vea neutraliza-
do por las contracorrientes profundas y/o sus bajos gradientes de
velocidad.

3. A pesar de que se ha hablado de un nivel de referencia, en
los medelos de minima norma no hay ningdn requisito para que éste
sea isobarico o isopicno, tampoco en el sentido de que la propuesta
a priori sea una regién de cero movimiento,.
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4. Se ha mostrado que se pueden agregar las mAs diversas
restricciones al modelo: datos de corriente a priori, conservacién
de trazadores dinamicos, quimicos, biolégicos o radioactivos, y
propuestas sobre el tipo de solucidn que se espera, como minimizar
las diferencias en la magnitud de los parédmetros del modelo, la
distancia a una propuesta a priori o una funcién de los parametros
del modelo. Las posibilidades que en este sentido ofrece el método
inverso lineal son muy amplias.

5. La teoria lineal no se restringe a los métodos de norma L,
que implican una estadistica gaussiana. Aqui se trabajd con este
modelo por ser el mas desarrollado en la oceanografia. Cuando el
modelo no tiene una estadistica gaussiana esta no es una buena
eleccidén, pero en caso de que existan dudas sobre el comportamiento
de algunos datos estos pueden manejarse dadndoles poco peso en la
solucién del modelo. Otros algoritmos también han sido utilizados
en oceanografia como la programacidén lineal y la no lineal (Wunsch
1982) y la B-espiral (Scotch y Stommel 1978). Dependiendo del
problema particular, y del tipo de datos con que se cuente, los
distintos métodos ofrecen ventajas y desventajas. La mayoria de las
comparaciones hechas en la literatura sobre teoria inversa en
oceanografia se han referido a métodos no lineales (Killworth 1988,
Mercier 1986) que tienen la ventaja sobre los lineales de permitir
un mejor manejo de errores.

6. En la inversa generalizada que se deriva de la descomposi-
cién en valores singulares, el criterio para incluir un cierto
nimero de términos debe basarse en los tamafios relativos de los
valores propios de la descomposicién, y no en el comportamiento de
los transportes residuales (semejante a la diferencia A m - 4) o en
un criterio subjetivo como el comportamiento de la solucién.

7. La teoria inversa juega un papel central en la integracién
de mediciones y teorfa. En la oceanografia se ha utilizado en 1la
evaluacidén de los coeficientes de difusién, el calculo de la



circulacidén oceénica y los diversos trabajos con trazadores.
Actualmente la teoria inversa se desarrolla y reescribe en
distintas ciencias, desde la geofisica hasta la medicina.
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