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INTRODUCCION

La poca familiaridad que tenemos con el mundo microscépico y la
dificultad de visualizarlo, nos obligan en algunos casos a tratar
de entenderlo haciendo analogias con sistemas macroscépicos. Asi,
generalmente se propone un modelo del sistema fisico que es motivo
de nuestro estudio a traveés del cual se espera reproducir las
caracteristicas esenciales que muestran los datos experimentales.b
Al final lo que se tendra es un modelo, una imagen, cuyo acuerdo
con la realidad dependerd de su simplificacién. Un modelo
sobresimplificado sera lo gque se conoce como la primera
aproximacion y que por lo regular reproduce el comportamiento mas
esencial. La analogia o modelo sera mas aproximado a la realidad
mientras mejor reproduzca los resultados experimentales.

Los modelos en muchas ocasiones pueden reproducir razonablemente
un tipo de comportamiento de un sistema fisico. En consecuencia
para explicar los fendmenos presentes en un sistema fisico, en
muchas ocasiones es necesario utilizar varios modelos. Uno de los
ejemplos en la fisica donde ésto sucede es en la fisica nuclear,
ademas en ésta la utilizacién de modelos ha sido fundamental para
incrementar nuestro conocimiento de la estructura nuclear.

Uno de los primeros modelos desarrollados es el modelo de capas,
inspirado en el modelo de capas que explica el espectro atdmico, a
pesar de que no hay como en el caso atémico un centro de fuerza
externo gue produzca un potencial en el cual se nmnueven 1los
nucleones, se considera que éstos se mueven dentro de un potencial

comun que ellos mismos producen.



Este modelo reproduce una gran cantidad de informacion experimental
como los numeros magicos, sistematicas del decaimiento « y B8 ,
etc.Pero no puede explicar momentos cuadrupolares de nucleos con
un numero grande de nucleones de valencia.Los valores calculados
resultan hasta dos ordenes de magnitud mas pequenos. Ademads la
version estandard del modelo de <capas no puede explicar
satisfactoriamente espectros de energia de tipo vibracional vy
rotacional.

Otros fendmenos observados en fisica nuclear son aquellos en los
que participan un gran numero o todos los nucleones y gue se llaman
fendémenos colectivos. Este comportamiento de conjunto adquiere
importancia porque permite explicar los defectos de la teoria del
movimiento independiente.

Los movimientos de origen colectivo, pueden clasificarse de la
sigulente manera.

1) Las vibraciones superficiales conterplan movimientos de
nucleones de un lado a otro de 1la superficie nuclear, La
consecuencia son oscilaciones alrededor de la posicién de

equilibrio,en este caso una esfera; véase fig, I.la y I.1lb
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2) Las rotaciones de un nucleo deformado constituyen otro

movimiento importante. Queda especificado el movimiento a nucleos

ncs en el primer cass

defcrmadcs, yYa gue si no fuera asi, guedar:

fis]

de la fig.(I.la). Ya que el nucleo parece una densidad de carga
eléctrica, los excesos de materia que quedan fuera de la esfera

sefialada en la fig.(I.la), al rotar, seran la causa de un patroén

energético cuantico del tipé rotor.
3) Otros movimientos de tipo colectivo, que suceden a energias
mas altas que 1las anteriores son 1las resonancias gigantgs
fotonucleares y los procesos de fisién. El primer caso se da
cuando un fotoén que incide sobre un nucleo desplaza a los protones
en una direccidén, luego, los neutrones se moveran en direccidén

opuesta para garantizra la conservacion del momento total.
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En este trabajo, nos restringiremos a bajas energias, es decir
movimientos del tipo Rotacién-vibracion.
Ahora cémo distinguir un espectro rotor y uno vibrador.
El espectro vibrador esta sefialado en la fig. (I.3a), Yy el

tipico rotor en la Fig. (I.3b)
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Fig 1.3

Al dar importancia al comportamiento colectivo, el nticleo pasa a
ser conceptuelizado como un continuo de masa que puede deformarse
y ejecutar movimientos propios de un oscilador o un sélido rigido,
como los son la vibracidén o la rotacidén respectivamente.

Los primeros modelos colectivos fueron creados teniendo como

imagen una gota de liquido. Asi, el modelo atdémico puede



pensarse como una gota de fluido nuclear que por algunas de sus
propiedades como incompresibilidad, saturacién y evaporacion se
asemeja a un liguido. Entonces se puede aplicar la propiedad de
tension superficial a la gota nuclear y que ha sido muy util para
explicar los fenodmenos de fisién y fusion nuclear.

Los primeros estudios utilizando el modelo de la gota de liguido
fueron hechos por Feenberg1 y Bohr y Hheelerz,que enfocaron su
estudio en la estabilidad nuclear y asi describir el proceso de la
fisioén nuclear.

Al introducir el concepto de grados de libertad colectivos de la
superficie nuclear, Fligge fue el primero en discutir 1las
vibraciones y rotaciones de superficie; pero no reconocio
la estrecha relacién gque existe entre 1la forma estatica y
orientacién de un nucleo deformado con las variables de
defcrmacion cslectivas  de um  nucles esferico. Esto fue nas
tarde cons:derzic en el trabajc de Bohr y Mottelson’que al
cuantizar 1la imagen clasica de Flugge, construyen el modelo
colectivo que es fundamento de subsecuentes modelos. ) '

El movimiento de las particulés individuales gquedan fuertemente
influenciadas por las variables colectivas cuantizadas siendo
posible hacer una analogia mas : La comparacioén del micleo con una
molécula: Ambos pueden tener un marco de referencia intrinseco,
determinado unicamente por la disposicién de los atomos (en la
molécula) y deformacidn del nucleo, entonces es posible hablar de
orientacién. Las particulas independientes en el nucleo quedan
identificadas con los electrones en el molécula.

Los modelos colectivos que siguieron mantuvieron 1la misma

filosofia (Hamiltoniano), pero evidentemente tenian que ir mas



alla de una simple aproximacién.

Davidov3‘°partiendo del Hamiltoniano de Bohr-Mottelson, inicid el
estudio de nucleos deformados con comportamiento triaxial.

Mas tarde Faessler Yy Greiner''® estudian nucleos axialmente
simétricos (deformados) a bajas energias (<3Mev) con bastante
éxito. La lista de modelos continua, cada vez mas ambiciosos, pero

esos seran mencionados mas adelante. hkkkkokok
En este trabajo de tésis tenemos como objetivo principal, el
estudio de wuna cadena par-par de isétopos del Ruthenio, en

particular de Ru96 - Rul08. Este estudio se hace mediante el modelo
colectivo (GCM) desarrollado por M.seiwert, J.Maruhn, P.O. Hess y

W.Greiner® En particular se utiliza una rutina de este modelo para

computadora elaborado por D. Troltenier et Al.

Hablar del estudio de una cadena de isdtopos implica mostrar las
caracteristicas y propiedades globales como individuales de los
nucleos de la cadena. Poner en evidencia la importancia de su
comportamiento colectivo y en consecuencia poner a prueba la
capacidad del GCM.

La trayectoria que se sigue en este trabajo para 1llegar al
objetivo es la siguiente:

a) Estudio de las variables colectivas a utilizar en esta teoria.

b) Establecimiento de la estructura del Hamiltoniano colectivo. ™

c) Propiedades de la superficie de potencial colectivo.

d) El modelo vibracidén-rotacion (RVM) de Faessler y Greiner?

e) Aplicacion del RVM

f) Breve introduccion del GCM

g Aplicacidén del GCM a Ruthenio.

h) Resultados

i) conclusiones.



Los primeros cuatro puntos de esta lista son obtenidos del

texto: Nuclear Models Vol 1 de Eisenberg-Greiner.



CAPITULO 2
COORDENADAS COLECTIVAS

Las variables colecticas nucleares se introducen en general,
en base a una imagen clasica del movimiento nuclear, por
ejemplo, una gota de liquido en vibracién o un cuerpo gque rota, ya
que en algunos casos no se conoce la relacién entre las

coordenadas colectivas y las de los nucleones.

El tipo de variables colectivas para describir 1la dinamica
nuclear, puede variar, dependiendo del tipo de movimiento nuclear
que esta considerandose. En este trabajo se van utilizar como
variables colectivas aquellas que describen a la superficie

nuclear, cuando se considera al nucleo como una gota de liguido.

Las variables de superficie %u Se introducen como sigue:
Supdéngase gue R(8,¢,t) es la funcion que describe la superficie

del nucleo, y se expande en armonicos esféricos se tiene:

@ A
R(8,6,t) = Ro{1+Y T (-1 a,_ () ¥, (8,9 (2.1)
1 AZ0 p=-A A-u A, p s

i

donde a Al {aa_u} dependen del tiempo y p=-a,-a+1l,-A+42,...,+A

Si se conjuga (2.1), teniendo en cuenta que R es real ycon

la propiedad de los armonicos esféricos:

*
Yau- DY

se tiene



R(8,¢,t) = Ro{1+ ¥ a._ (t) Y, _ (68,¢)}
1 Ay Amm A, -

'

haciendo el cambio -u -

R(8,¢,t) = Ro{1+ ¥ a;u (t) ¥, , (8.e)} (2.2)
y en consecuencia:
Y
NI G S A (2.3)

Ahora si rotamos el marco de referencia de la ec. (2.1)
v Ve -
R(8,¢,t) = Ro{1l+ T “A,u(t) YA'u(B,rp)}

aqui las «’ definen la superficie nuclear en el marco rotado

Au

Los arménicos esféricos se transforman ante rotaciones

. A
mediante las Dvu(ﬂ).

s oA
i -4 ’ = b
o, ulelef) =1 VDV“(M Yo

icnde las ¥ representan los angulos de Euler que definen la
J

(6,49

rotacion.Sustituyendo esta relacién en la ecuacidén anterior y dado
que ambas sistemas de referencia describen la misma superficie
nuclear: -
R°{1+Z e, (6) ¥, (6,8)} =
=Ro{1+L (-1)¥a, _ WL D}, (9) ¥, ,(6,9) }
M
concluyéndose:
u
L (-1) aA—u(t) YA'”(9,¢) = Ev(—l)ua (t) D (ﬁ) YA p(6:9)
utilizando (2.3) y la ortogonalidad de los armonicos esféricos
“A,v(t)= T D L () ctA p(t)

obteniendo finalmente



, _ A
ak,“(t)— E Dy () “x,u(t) (2.4)

ya que D:V(ﬂj) es unitaria.

Las LI sé tranforman bajo el operador de paridad, de la
siguiente manera:
fad 51 ,_a\A
Ploy (FP7= ("1)7ey (2.5)

Segun lo visto anteriormente ,las a’s se transforman como los
g '

arménicos esféricos ante conjugacién, rotacién y reflexién.

Analizando el significado de R(6,¢,t)segun el valor de A
Los términos con A=0 corresponden a un cambio en el volumen
nuclear. Esto puede explicarse como un cambio en la densidad

nuclear, algo gque se espera ocurre a altas energias, de 2z 80

-1/3
A" Mev!

En este trakajc estamos inter er lcs estados colectives
de baja energia (= 3 Mev ) pcor lo gue se despreciara la

contribucién producida por el término monopolar (a,) - Los términos

1 . . ‘.
con al’quedan excluidos, ya que éstos representan una traslacion

completa de la superficie nuclear, para ot pequenas. -

Por lo anterior las primeras LN

sarrollo de R(8,¢,t) son los términos con A=2.Asi restringiendose a

ude interés que aparecen en el de
deformaciones nucleares del tipo cuadrupolar,es decir a=2, el
desarrollo de la superficie nuclear R(6,p,t) esta dada por:

R(8,p,t) = Ro{l+ Eazu(t) Y}u (6,¢)} (2.6)

P PR P . 8
Escribiendo los arménicos esféricos en coordenadas cartesianas :

1
E.Bertran, Nuclear Physics A354 (1981) 129c-156¢

10



Y,,(8,p)=(161s5) 12 (3cos”e-1) = (16n/5) VP (227-x7-y®) /2%,

- + - .
Yzﬂ(e,w)= ¥ (8n1/15) Y2sengcose e*'? = ¥ (8m/15) 1/‘2(>(ztlyz)/1“2 ,

-i/2

Y,.,(8,9) = (32157 ?sen’ge ' P= (32/15) (x3-y*r2ixy) /r?

(2.7)

utilizando 1la relacion entre coordenadas esféricas y cartesianas:

2 2 2,172
r =(x"+ y°+ 2%)

e

I

arctan (( 2+ y3) 2y 2} (2.8)
¢ = arctan y/x
y estableciendo la ecuacioén de la superficdie en cartesianas:

R= Ro[ 1+ axx x}r2 + Qyy y7r2+ azz zz/r2+

(2.8.1)
+2axy Xy/Ir° + 2axz xz/r° + 2ayz yz/ro ]
se llega a:
o, = (Bnlls)llztllz(dxx— ayy * 2iaxy)]
2t2 B
o= ;(anus)“z[axz + iayz) (2.9)
a_= (ems1s) 7367 T(2az: - ax - ayy) ]

donde las coordenadas colectivas en cartesianas estan sujetas a la
condicion:
axx + ayy + azz = 0. (2.10)

‘Todas estas relaciones donde el tiempo no apa—rece
explicitamente, describen al nicleo en forma instantanea. Para
cada instante, 1la descripqién de la forma del nucleo, es mas
sencilla si se hace una transformacién a un sistema de ejes
principales, en el que:

R= Ro[ 14+ axx x.}r,2+ d;'y y'}r'z-f azz Z 2/1‘2

con a‘xy = a’'xz = a’'yz = 0 y de acuerdo a la ec.2.9
a =a_ =0
21 2-1
a_ = a
22 2-2

11



2
- E D“v(ﬂ) %y (t)

donde se identifica « = a_ . Las variables de forma a_= a y

2 22 “a2-2
a,, pueden escribirse en términos de las variables introducidas

por Bohr

a =Bccs’I

20
e (2.11)

a, - 2 (B sen 7)

El significado fisico de éstas variables puede visualizarse

evaluando los semiejes principales del nucleo, esto es:

.
= ’ ’ ’
R = Ro [1+a) ¥, (8',0") + a_ (Y, (87,9') + Y, (8',¢))

Ri =R (6=mn/2 , ¢'= 0 ) = Ro (1+8rx)

2-2

Rz = R (8=1n/2 , 9'=n/2 ) = Ro (1+8ry)

Rs = R (8= 0 ) = Ro (1+6rz)
con
ors = (4n/5) ' ‘cos(z-2nk/3) k=x,y,z (2.12)
Er rces, el nucleo es axialmente simétrico para 7 = 0%, 0%,

120°,ya que dos de los semiejes son iguales.

El momento candnico conjugado 1™ ge 1as variables colectivas
a(ll

tiene que cumplir las reglas de conmutacién:

A )
[IIM Pyl = iR, 8 (2.13)
My, » M1 = Qg g1 =0 (2.14)

De 1la invariancia de las expresiones (2.13) y (2.14) ante
rotaciones y reflexiones espaciales, se pueden derivar las

propiedades de transformacidn de los momentos candnicos conjugados

Hlu

Considérese la ec.2.13 para el caso especial A=A, u=p’

12



- . N N
nAu Ve aA“ HAU = =-ih (2.15)
esto implica que nAu actuando en &Au es simplemente -ih, esto es

( Ty, o+ o) = <ib (2.16)

Esta relacion es independiente del sistema de coordenadas y

consecuentemente Hkuha de transformarse bajo rotaciones de una

manera contragradiente a es decir, por medio de la matriz

[A)*

aA'lJ '

rotacién o Como la ec. (2.16) es invariante ante

transformaciones de paridad y

A - A
en P = (- : 2.17
tonces (ak,u)P (-1) ak,u (2.17)
P, )P = (-1)*0 (2.18)
A h Al :
Las propiedades ante inversiones temporales de HAuson obtenidas si
se tiene en cuenta que:
T, =(h/i 2.19
m, = (h/i) e/ea, ( )
entcnces
ﬁi _ 4 R} s 1sq
A= (/) efda z.19.1)
utilizando (2.3), resulta
P TR
DU R Pl S AR PO (2.20)
N -
La cantidad H‘A’forma un tensor irreducible de rango A y paridad

* :
(—1)A transformidndose con las D’A] y consecuentemente si el
sistema de coordenadas es rotado
A 2% ~
HAu = );:1 Dy (T, , (2.21)

A menudo resulta necesario introducir un conjunto de operadores de
. s A ‘. + - .

creacion y aniquilacidén de fonones BAu Yy Bxu , respectivamente

172

@, oo, = (hv(2B,w,) ]

Y TRt
Al AL ( Byt (-1 By ) (2.22)

13



=

a” ﬁM =[i(nBw,)/21" % ¢ é;u+(—1)“ é;u) (2.23)

Expresando é:u y éAu en en términos de ﬁku y &Au

L -1/27 =1s2 .M £
By, = vellh/(2B,w,)] @y, 1(hBw,) /2] -nfm 1 (2.24)
- _ -1/2, . M : 172 A
By, = 121/ (2B0,)] (1), +i(hB,w,)/2] m, 1 (2.25)
es sencillo derivar las reglas de conmutacién :
. + + -
By, . B -B B, '= & ,.,8
AT Aan Ag TAap A T (2.26)

+ + B .
[ By Bap 1= 1By, 4 By 1 =0
que son Jjustamente las reglas de conmutacién ordinarias para

bosones.

14



CAPITULO 3

ESTRUCTURA DEL HAMILTONIANO COLECTIVO NUCLEAR

Hasta el momento sabemos que el Hamiltoniano es una

Al
Al y n[ s

funcién de las variables colectivas « entonces en este

capitulo utilizaremos las propiedades antée transformaciones de las
coordenadas y momentos colectivos para determinar la estructura

IAl

general que debe tener la energia cinética T(aM’, n*) y la

energia potencial V(a‘AH , posteriormente, analizaremos el caso
mas sencillo del Hamiltoniano propuesto (oscilador arménico)
construyendo sus funciones de onda en términos de operadores de
creacion y aniguilacion de bosones (para un numero de foncnes

=30). Finalmente se mencicnararn algunas aplicaciones del modelo de

oscilador arménico.

ESTRUCTURA
El Hamiltoniano nuclear colectivo debe ser invariante ante

rotaciones, reflexines espaciales e inversion en el tiempo [ver

tabla IXI.1}. Por tanto, unicamente combinaciones de Iﬂhly u‘“

que son rotacionalmente invariantes, etc. deben ser considerados.
Al restringirnos a movimiento de tipo cuadrupolar a=2, el

Hamiltoniano se desarrolla en serie como sigue:

f2] [le U[2]]l°]0

T (', ') = (vV5/2Bz2)[l

o]
o

QPB[[U[ZlX alz)]lzlx n(Z]] (3.1)

15



2),10
all 1

v(alzz) - (\/5/282)[amx 100 Ca[[amx am](a)x a'2']'°'+
C‘[alzlx arz)]xm[a(z)x dlel][O] . (3.2)

Los B’s y C’s caracterizan los parametros de inercia y rigidez

del potencial respectivamente. Estos pueden obtenerse al comparar

con el experimento, o de un modelo mas fundamental, como lo seria

uno de tipo microscopico. Si no consideramos términos divergentes

@y czm][ml»'1 es posible mostrar que la ecs. 3.1 y 3.2

como {[«
son las unicas estructuras posibles®' hasta ese orden de
aproximacion (tercero para T y cuarto para V de cuarto orden del
tipo:

&3] lZ)x a(Zl (=], 0]

(fa'¥x )% [« 12197 pei230e

. . N . . 7
desaparecen si m es impar, de lo contrario no son independientes
o
a {a - ajfa - aj’

Las ecs. 3.1 y 3.2 constituyen lo gue poiriamos denominar el

modelo general, y modelos especificos dependeran del numero de

términos que se consideren en el Hamiltoniano.

EL MODELO DEL OSCILADOR ARMONICO CUADRUPOLAR
Si unicamente se toma en cuenta el primer término tanto en T como
en V, es facilmente identificable con un Hamiltoniano del tipo de
oscilador armonico:
;’o - (¢5/2Bz)[n‘2’x nlzlllol'(\/sc:z /2)[alzlx am]m}
= ~(1/2B2)T |ﬁ2“|2+ ce/2 ¥ I‘;eu | ? (3.3)
Como Ulay o'®'pueden escribirse en término de

operadores de creacién y aniquilacipn de bosones y viceversa,

16
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es posible reescribir la ec 3.3 como:
- + -
H, =hwl {8,, B,, *1/2} (3.4)

o

aqui = vC2/B2

La ecuacion (3.4) puede escribirse también en términos del
operador de numero de fonones:

. + 2
nzu h B}‘u Bhu (3.5)
que es un buen numero cuantico ya que conmuta con H“

H“ =hw, T (nZLi +1/2) (3.6)
Para la construccion de 1los diferentes estados, partimos del
estado correspondiente a cero fonones, identificado con el vacio
10> y si aplicamos operadores de creacion sucesivamente hasta

crear el estado 1] con Nucomo el numero de fonones de clase

N

1 contenidos en este estado.

N
| "{’u“) = (B;u) oy (3.7)

al aplicar el operador de numero ﬁw en la ec. 3.7 obtenemos

nZU» JI" = Nl-l w“ {3.8)

[ o

Si el estado gque consideramos tiene N“ fonones del tipo g,
El operador de numero se define:

R = z f, (3.10)
Asi la ec. 3.6 puede escribirse como :

H, = (R + 5/2)hu (3.11)

18



en consecuencia

HuuwN ’“‘l'HO"”'NZ—_— (N + 5/2),’“‘)2

L (3.12)

donde N = N-z+N-1+No+Ni+N2 es el numero total de fonones,
cada con energia hwi
Antes de construir los estados con momento angular definido es
necesario establecer 1lo sigquiente. Como vamos a considerar micleos
par-par,el estado base tiene paridad positiva y momento angular
cero. Por otra parte, el operador de cracion de fonones ﬁ;utiene
momento angular dos y proyeccion u. Entonces es facil mostrar gue
el estado B;u| 0 > satisface que:
L? B;uw > = 2(2+1)n%8] 10 >
.. N H (3.14)
Lszulo > = uhszulo >
Asi B;u| 0 > es un estado de un fonon , N=1, con momento angular
dos, I=2 y proyeccion M
proyeccion M es directamente (el factor de normalizacion es 1)
IN=1,I=2,H > = B;ulo > (3.15)

El estado con 2 fonones esta dado por

IN=2,I,M > = A -‘):-2(2 2 Ilm m2 M) Bwsmm > (3.16)

donde 0 = I = 4 . Puede mostrarse rapidamente que

< K=2,1,MIN=2,I,H > =| A1|2(1+(-1)]) (3.17)
por tanto, 1los estados con momento angular I =1,3 gquedan
excluidos. Entonces hay tres estados con energia 2hw2 a saber
0,274,
En el acoplamiento de tres fonones se obtienen 5 estados

degenerados 0;2;3,4'y 6" por efecto de la normalizacién. Para

estados con mayor numero de fonones es necesario tomar en cuenta
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el apareamiento de fonones a momento

se dan en la tabla III.2

Nu Moma
roﬁ‘éﬁﬁud" Estade Angu
0 10,00) = [0) 0
1 1,280y = 4).,10> 2
2|4 IMy = VI Y Q2fm o M, 0,2,4
my,my
30 R 6MY = TN (40 may MEL 12 A 6
My, my
33 4AD = A (\/';;' X Q24 A 4
N
AL SRt K PRI R
: ey
3O =R Y aaeem 3
"y, m
= JE N 4 me Mgl am)
LI
3 n2M = 1 (S oo angl e
AL 12,2010 2
4 SN
3 H i N 2

Tabla II5.2
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CAPITULO 4

LA SUPERFICIE DE ENERGIA POTENCIAL COLECTIVA

En este capitulo trataremos las simetrias que aparecen cuando
pasamos a describir nuestro sistema nuclear desde el sistema de
laboratorio al sistema intrinseco. También mostraremos algunas
posibilidades para la superficie de energia potencial en
dependencia de los parametros.
Estas posibilidades estan relacionadas con los diferentes estados
del nicleo, ya que es posible reconocer un vibrador armdnico
anarménico; si esta deformado en sus estado base o es esférico en
algun estade excitado. Es conveniente recordar que en este nodelo
sclz consideraremos af peguenas, Yya dgue para a” grande
(tendiente a infinito) nuestra aproximacidén resultara inoperante.
Se supondra entonces, que la superficie del nucleo quedara
descrita unicamente en términos de a’s de pequena magnitud. Acerca
de los parametros, estos son obtenidos de la comparacién con el
experimento, pero también podrian ser obtenidos de modelos mas
basicos (como el de capas). Cada conjunto de parametros de la
energia potencial distinguen al nucleo del cual se habla; sus
minimos, su simetria, etc.

El sistema intrinseco
La superficie nuclear en coordenadas cartesianas es:

R= Ro( 1+ axx X Jr 2+ ayy y Jr 2+ ozz 2 2/7 ) (4.1)
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esta es invariante ante las transformaciones

x' -x’ (4.2)
Yy’ -y’ (4.3)
z’ -z’ (4.4)

entonces (4.1) es invariante ante transformaciones especulares .

La transformacién gque se hace del sistema del laboratorio al
sistema de ejes principales del nucleo, trae consigo un problema.
La transformacién no es uno a uno. Esto s€ discute a continuacion,

ver Fig IV.1:

Xip = {X z L ntes de un punto fijo en el
Pab = {xy,zb tes componeryes doun ynte (1
xi! = x’ ’,z’ Las coordenadas e¢n el slstema
1 b {x,y7,27 {ntrinseco rotado. Tal taclon queda
determinada por los angulos de Euler.
X = X z L d das espe
Peb = %y, 24 25 oA T
P . >
U~
P E——
LT
N,
N
L(~_
O -
; s,
VS s
L /
d 4
l'l I,
AP Y
. NoF ~ -
1K) T -
-\ h
\ x
lx' Fig. IV.1
equerimiento de qu nto P
Ft,bzra SEeThe R gee Pl Re t’g r89aTreYe, 87, 8h simtema do
] Le m tnlrineeco & tnece -
e BlTerconoctan ambos'atsteman ounlo y raya. Los angu

Introduciendo las componentes esféricas ra de (x,y,z) para

reemplazar las coordenadas cartesianas.

r = rv(4/3)Y (9, p) (4.5)
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Haciendo lo mismo para el sistema intrinseco

r; = r(n/3)Ym($’,9’) (4.6)
donde ¢,¢ Yy ¥9’,p’ son los angulos polares en el sistema de
laboratorio y en el sistema intrinseco.

Se requiere que las distancias se conserven, por lo tanto

2,1/2

r = (x2+ y2_{_2 ) Z) 172

= (x'% yi+z (4.6.1)
Ademas rm puede ser representado en el sistema rotado por

r, =Vz D;;(m)r{{ (4.7)

Para que esta ecuacién conserve los grados de libertad, hay que
definir los angulos de Euler, de manera que en el sistema rotado
un punto debe tener coordenadas fijas r), = ;v

Entonces en la ec.4.7 se tiene tres grados de libertad del lado
izquierdo, a saber x,y,z y del lado derecho, también tres grados
de libertad : ¥:,92,93.

Los numeros fijos X,y,z caracterizan las coordenadas intrinsecas
del punto. Si el punto se mueve en el laboratorio: x = x(t)
Yy = y(t), z = z(t), entonces, los angulos de Euler quedan
definidos en fﬁhc}én del tiempé a.év:(t) si imponemos que L/ = EV

El problema consiste en que los angulos de Euler pueden definirse
de manera distinta, De hecho la definicién mas usual, es que en»el
sistema intrinseco, los ejes x’,y’,z’coincidan con los ejes
principales de un nucleo. En ese caso, la transformacién de rs a
las nuevas coordenadas no es uno a uno, ya que para cada conjunto
ra pertenecen diferentes conjuntos o1ﬂh,ﬂ3,§;.Para ser exactos, es

posible escoger de 24 diferentes maneras el sistema de coordenadas

intrinseco coincidente con los ejes principales y aun describir el
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misme punto en el sistema de laboratorio. Algunas de estas

posibilidades se muestran en la fig. IV.2

o
N

Cuqgtro po lb\hdndos
3aT8nE a cger igtema intrinseco
Sde,H0g, ge estas po Ebuf dad38°%sa camb\ag ta ortentacion”

Fig IV.2
La fig. IV.2a corresponde a la situacién normal. El sistema
intrinseco x’,y’,z’ es el sistema original de la fig. IV.1l y esta
rotado a través de los angulos de Euler 1,92,93, con respecto al

sistema de laboratorio. En este sistema intrinseco en especial el
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punto fijo tiene las coordenadas:
X'=xX ,y'=y ,z'=2 (4.8)
Si la misma fig.IV.2a es rotada n/2 alrededor del eje z,entonces
se tiene otra posibilidad para el sistema intrinseco, teniendo
entonces:
X'=y , y'=-x , z'=2 (4.9)
Las figuras restantes, son obtenidas al hacer una rotacién
alrededor del eje z de m y 3n/z respectivamente, entonces se

tiene : ‘

NI

x'= -x , y'= -y , z'=s
(4.10)

NI

X'= -y , y'=x , z'=
Ademds de estas posibilidades para el sistema intrinseco, existen
también los siguientes:
a) Para cada caso de las figuras anteriores, la inversién de los
ejes x’, z’.
b) El eje z puede ser escogido ya sea a lo largo del eje z‘, del
x’ o del y’, ya siendo en ‘el sentiso positivo o negativo de los
ejes de la fig.IV.z(a). Entonces se tiene 4X3X2= 24 posibilidades
para hacer coincidir al sistema x’,y’,z’ con los ejes principéies.
Puede mostrarse que las 24 posibilidades pueden construirse en
términos de 1dnicamente tres transformaciones basicas que
denotaremos : ﬁl,ﬁz,ﬁ:, definidos de la siguiente manera:
§1(§,§,E,01,ﬂ2,03) = (},—;,—E,ﬂz+n,n-ﬂ2,—03)
R2(X,¥,2,91,92,93) = (F,-X, Z,01,92,93¢n72) (41D

R3(X,¥,2,01,92,03 ) = (¥,2, X,f1(01),E2(92),£3(93))

donde un caso especial puede ser (ver ref 7.1)

A e e - - - - mn
Ra(x,y,z,%1,92,0) = (y,z,X,91,02+ 2732 )
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De acuerdo a los angulos que utilizan estas transformaciones :

RE =1, R¢ =1, R} =1 (4.12)

Estas tres transformaciones se representan a continuacién, ver

fig. IV.3

~
W
ot

[
N

8

La tres tranesformaciones basicas.

) Fig. IV.3

Analizando tales transformaciones :

~
- Ri corresponde a una reflexién simultanea de y’ y z’ y un

cambio correspondiente en las coordenadas intrinsecas (X,¥,Z).
A .

- Rz representa una rotacién de mn/2 alrededor del eje z Yy

simultaneamente un cambio de las coordenadas intrinsecas

X'y , ¥y’ -x , 25 Z
~
- R3 describe un intercambio ciclico de los ejes x’,y’,z’ y un

esto puede verse de la definicién de los angulos de Euler.

La relacién entre las coordenadas del laboratorio y 1las
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coordenadas del sistema intrinseco {xi1} ~» {xi'} esta dado por la
matriz de rotacion :
Rij(91,92,93)=

cosdicosPacosFI~sendicentd3 sendleosd 2coud 3+cosd151n03 ~send2cosd3
~cosBlcosd2s enI3-senTlcosI3  -senficos2send 34cosVicos¥3  send2s enda

cos¥1send2 sendisend2 cosd2
(4.213)
asi
3
X’ =¥ Rij(91,82,93)X) i=1,2,3 (4.14)
1=1
Sustituyendo los cambios de los angulos de Euler de acuerdo a
(4.11) puede checarse rapidamente la interpretacidén de Ri,R2 y Ra.
Por ejemplo, si se hace la substitucidén: &1 Oi+nw, v2 n-82, ¥y
finalmente ®1 -¥3; las componentes z’,y’ cambian su signo de
acuerdo a (14;rientras gque la conponenete X’ no. Estc corresponde
a la transformacion realizada por éx‘ver Fig IV.3
Cada una de las 24 posibilidades de hacer coincidir el sistema de
coordenadas intrinseco x‘,y’,z’ con el sistema de ejes
prinéipaiéél pﬁéae ESEénérééh;;S el siéuiente producto: ’ -
R- R AT AP

donde ni.n2,n3 SOn enteros.
Ahora se vera como estas operaciones de simetria establecidas en
(4.11) afectan a las variables colectivas.

Las variables colectivas con respecto al sistema de ejes
principales son a. y a2. La superficie del nucleo en el sistema
intrinseco en términos de coordenadas cartesianas es definido por

la ecuacidn:
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nucleo en el sistema intrinseco en términos de coordenadas
cartesianas es dada por las ecuaciones:

R= Ro[ 1+ e x'/?'rz + (X;'y y'}'r2 + oz z‘z/r2 (4.15)
En consecuencia, aplicando ﬁi,ﬁz,ﬁa a la ultima ecuacién se

de acuerdo a (4.13) se obtiene:

A , A , A ,
Riaxx = Qxx Rz2axx = dyy R3axx = ayy ,
A i A ) A '
Rixyy = ayy Raayy = axx Raayy = dzz , (4.16)
A ’ ’ A , ’ A ’ )
Rixzz = azz R2azz = azz Rixzz =‘axx ,

o
~ - ~ -
Riaz = az Rzaz = -az R3az = V6 @ao/4 =~ az/2 ,
~ ~ - - (4.17)
Riae = ao Rzao = ao R3ao = -ao/2 + Ve az/2

En la representacion B-7 se tiene:
RE = R = 8 - RE = B
ﬁn =7 fzz7 = -7 ﬁa: = 7-2n.3
y asi las transformaciones basicas pueden escribirse como sigue:
Ri(B,7,91,92,93) = (B,7,91+1,1-92,-83)
- Re(B,7,01,02,03) = (B,~7,1,92,03+1/2) -

A
Ra(B,r,m,oz,g) = (B,7-2ms3,% +n/z,72-!,192+rr/2) (4.19)

[+

s nn

R3(B,7,%1,92,0) = (B,7,01,%92+ ,7)
Para R3, tenemos casos especiales de ¥3, ya que en general es muy
complicado.

Supdéngase ahora una unica funcion de las coordenadas del

laboratorio, {xi},{azu}» , dada por f(xi,a_ ). Entonces a cada

21
conjunto de variables {x:},{azu}corresponde una unica funcién a

saber,f(xx,azu), Expresando esta funcién en términos de los

28



angulos de Euler y las funciones intrinsecas, partiendo desde las

variables del laboratorio f(x1,x2,%x3,a, )- Utilizando

"

transformaciones rox ! 3 a
n rmacion x Yy au o

-1 se
f(xi1=y Rij(01,92,03)x’y ,a_, =Y D (9) a )
2u bl v (4.20)

= f(%1,092,93,x’,y’,2’,a0,az)

que reporta las siguientes consecuencias: Ya gque rm=): D;;(ﬂ)rl’)y
ademas a2u= T DZ;(ﬂ)azvson invariantes ante ﬁx,fzz,ﬁa entonces
f’ es también invariante ante ellas, es decir, ante las 24
transformaciones especificadas ya.
Si se hacen calculos con variables intrinsecas, ya sea para
resolver un Hamiltoniano en estas coordenadas, en dgeneral las
soluciones wr"(m,ﬂz,os,x',y',z',ao,az) no son invariantes ante

A A A
las transformaciones Ri1,Rz,R3.
Si se quiere tener una funcidén que sea unica en el sistema de
laboratorio, gue también sea unica en el sistema intrinseco,
entonces se necesita simetrizar de la funcién de onda y la cual
automaticamente genera simetrias en las funciones de las
variables intrinsr_eéas. R -

Ahora para analizar tales tipos de simetria hay que partir del

potencial superficial colectivo:

o1 I0)+

V({I‘a’) - (\/5/232)[(1[2’34 alZl] + Ca[[amx a(ZI]KZIX alZl]

+ C([C(IZJX alz]][O][aIZJX alZ)llol

+aoun
(4.21)

Expresandolo ahora en términos de 1los angulos de Euler y

de las coordenadas colectivas, la forma del potencial no cambia,

Ya que este es un escalar.
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V(ao,az) = (\/5/282)[al2)x alZ)]l0]+ C3[[amx alz)llzlx a121]|01+

2
aIZI]IVJ][E‘[Z]x a( l]m]

+ Cq[amx +...

(4.21.1)
escribiendo los coeficientes de Clebsh-Gordan correspondientes (en

la notacidn de Rose)e.
via,,a,) =C2(a§+23§) + V5C /s [ao{(zzzloou)az + (222|2-20)a§+
+(2221-220)az + az{(zzzm—z—z)aoaz + (222]-20-2)aza0 +
+a {(2221022)aa + (2221202)aa } ] + C4/5(a§+2a2)2
=c/2(al+2al) + V2735 Caan(ﬁaz—ai) +¢/5 (a§+2a2)2
(4.22)
Para esta funcidn que solo depende de a, y a, \nicamente 6

de las 24 simetrias gue cambian al sistema intrinseco (ao,a ).

Estas 6 transformaciones pueden construirse a partir de las dos

2

transformaciones basicas:

'i'1 (a,.a,) = (aj,-a,) 'r;‘ =1
'i‘z(ao,az) = (~a /2 + (V&/2) a,, Ves1 a - a/2) 'r; =1 (4.23)
oengyv T, (B7) = (B, =1 -

- T,(8,7) = (B,y-2ms3) T =1
Explipitamente estas transformaciones estan dadas por
'i‘z(ao,az) = (-a /2 + (Ve/2) a, , -(V6/4) a,- a,/z2)

. - -
T (a,,a,) = (-a /2 - (Ve/2) a , (Ve/a) a - a,/z2)

T (a,,a,) = (a_,a,)

270" 0’2 ) _ (4.24)
Tsz(ao,az) = (—ao/z + (Ve/2) a, ., (Ve/a) a + az/z)

. .a - -

TT,(a,,a,) = (-a /2 - (Ve/2) a, ,- (Ve/u) a +a,/2)

L .g .

Tl'l‘a(ao,az) = (ao,-—az) = Tx (ao,az)
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En la siguiente figura (fig. IV.4) se da una interpretacion de
estas 6 transformaciones; las lineas a= o , a2=(VZ/z) a
a2=-(¢2/2)aogeneran 6 areas en el plano az-

Por simetria, la fisica gueda determinada en cada A&area. Ver

fig.Iv.4

El ofocl. loa o oradcren de simeria Ti. T2_en lcno
o cxz C gn nto (gc az2) 1 \fna é 5“ 14 ge g
encri e _una Eonns . nycleo. Funcio g “da-
Y88 en tal a inforrmacion de ura propledad nu-
He & ur

MODELO  ESQUEMATICO PARA LA  SUPERFICIE

DE ENERGI A ‘POTEA;(l'I AL COLECTIVA

o . T
De la ec.(4.22) podemos darnﬁs cuenta, que existen diferentes
superficies de energia potencial, dependiendo éstas de los valores
de los parametros Cz, Ca, Yy Cs.El modelo con estos tunicos tres
parametros, ya sefala algunas de las caracteristicas escenciales

del comportamiento colectivo nuclear a bajas energias. Estas pueden

ilustrarse encontrando los médximos y minimos’ de (4.22) y asi
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obtener conjuntos de parédmetros de interés.

En la tabla IV.1 se muestran algunos de los puntos criticos de
interés. En las primeras tres columnas se especifica el signo de
los tres pardmetros, en la siguiente columna se da el valor del
valor critico para el cual existe un minimo. Las sihuientes dos
columnas indican en dque parte del plano V(ao,az)tiene lugar el
minimo (en los ejemplos son prolatos). La ultima columna tiene la
grafica correspondiente, de las cuales la primera indica que para
el signo de los parametros ejemplificados’ siempre existe un minimo
en el origen del plano (ao,az). Las sigquiente es un segundo minimo,
este se da solo si el valor critico x > 56/9. El1 otro minimo que se
ilustra solo se da si 56/ 9 < x < 7.
bajas energias. Basta con hacer algebra de maximos Yy minimosn

para obtener el conjunto de parametros que nos sefialan un estado

En la tablz IV.1 se wuestran algunos de los puntes criticos de

interés, y el tipo de deformacién gque representa en el nucleo.

32



Cz o] Caq w~C3/C204s a3,

(el

de

H ! P B
H - H 1 ;
! H ! o
- t i H

' :
; :
i H
. i

33

L)



CAPITULO 5

EL MODELO ROTACION - VIBRACION

Este modelo es util para describir nucleos de simetria axial y
que estan deformados en su estado base. De tal manera que puede
desarrolarse alrededor de la posicién de equilibrio

deformados en su estado base.

Expandiendo la energia potencial colectiva alrededor de la

posicién de equilibrio

a =B+ a’ =8+ &
0 o o 0 (5.1)
= =
a2 0 + al 0+ 7
tenemos:
v(a’ ,a’) = (Ca’®)s2 + (Ca’?)s2 = c £+ c (5.2)
o ‘a2 oo 22 [} 2 ’

Considerando oscilaciones pequefias la energia cinética clasica esta

dada por:

. . P . s s . s 7
La energla cinética clasica a primera aprox1mac1on es :
T 1 B . ® Py .
=z BLa&, &y , (5.3)

. n
Hk,z B -2 2
o = —— e ’
e T=1 e(a,) T TE (B0t 2R (5.4)
donde aparecen los momentos de inercia Ik:
_ 2, . = 2, 2 2,
11(ao,az)—B(3a0+2¢6a0a2+2a2) = 4BB“sen” (y-~2n/3)
_ 2_ 2, _ 2 2.,
Iz(ao,az)»B(Bao 2V63°a2+232) 4BR“sen” (y-4n/3) (5.5)
Ia(ao,a2)=88az =4Bsten27
adelante.La energia cinética (5.3) o (5.4) es una expresioén

clasica y tiene que cuantizarse, para esto se utiliza el método
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siguiente:

CUANTIZACION DE PAULI
Escribiendo la energia cinética como una forma bilineal en todas
las velocidades qv 3
T=1Tg,,(a) 44, Hv=12.., (5-6)
donde las quv(qo) son funciones de las coordenadas unicamente.
El elemento de 1longitud en este espacio esta definido por 1la
expresion:

LT dt®= ds® =} s & (aq.)

dq  dg (5.7)
-T2 Tig

Entonces la forma cuantizada de la energia cinética (5.6) toma la

forma:

- N - < 5
T = i ¥y E,qu‘g (g )uv 7q,, (5.8)
donde g es el determinante de gw), y (g'l)“v denota la matriz

inversa de 9y La ecuacuacién (5.8) puede reescribirse :
1 ¢ 2 1 2,_,2
T=>YI(,a) {LV (9,6 2,93 ds:}° + SB(a’"+a’")
2 x'0'"2 ki dt 2 0 2 (5.9)
el término entre corchetes es la velocidad angular con respecto al
sistema intrinseco.

Ahora identificando las coordenadas:

q=a, ., q2=a2,q3='01 ,q‘=oz,q5=63
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y comparando las ecuaciones (5.9) y (5.7) tenemos:

9,,= B

9,,~ 2B

9,,= 9,,=0 si k =1 (5.10)
9,,= 9,,70 si k = 2

9~ E I, (@2, )V, (80)V, ,(81) v oz 3

Esta meétrica explicitamente esta dada como sigue:
r o o . .

B ] 0 0 0 )
0 2B o} 0 <
0 o} Ilsen:ﬂzcosiﬂa -Ji1sendzcosdasenvs T3cosy2
+I2sen dz2senv¥3 +Izsend2sendscosya
N +I3cos 92
—Ii1sendzcosvsisentda 2 2 -
0 0 iI>senvzsenvicosss L1S€n 93+Izcos O3 0
L Q 0 Iacosd2 o] Ia _
(5.11)
El determinante de esta matriz es facilmente calculado:
g = 2sten202111213 (5.12)

Encontrando la inversa de la matriz (5.11) y utilizando las
ecuaciones (5.11) y (5.12) se determina la expresidén cuantica de

la energia cinética
T = Trot + Tub (5.13)

donde fmt esta dada por:
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- _ 2 1 _ cosd3 g
Trot = =h"[ ZIa(ao,az) sendz 31 +senvs 392 +cotdzcosys 603) +
1 sends 8
+ ETE"(E;T&;T “zenos doa T coaOJ—— - cotﬁasenﬁ]——)
1 a 2
+ (335)°) (5.14)

2I:(ao,a2)

En la ec. anterior, los términos dentro de los paréntesis redondos

son las componentes del momento angular en el sistema intrinseco.
Lk = Li(o1)

Si se define:
=(91) = hLk(D1) (5.15)

~
entonces Trot se convierte en :

3
ol _ Mx
Trov = L EEITICNTIN (5-16)

La parte vibracional depende de la parte no diagonal de guv

5/2 2
Tvib = - -g—{ X g_a 2 _La -—az)—sem?ag—a
4B° I (Ja -a )sem}z [} B 0
o i eI iy e g S72 2__ 2
+ YT 532 —ga 7A'B as—o——(3a a2—————) sendz send2 ——g;
4B a (3a_-a_)send2 2 2B
o Y] 2
2 - a2 - 2 2
R Sy B
Bao aa2 a, (3a°-a2) ] 232(3a0-a2) 2
(5.17)
. . . _ _ B
Si se hace la substitucion a = Bcosy Y a, vasenv
se obtiene la forma utilizada por la escuela de Copenhage
a h 1 8 438 1 1 3
T = S [= 2 _pgt == —_—
viv 75 | o " g+ g2 sen 37 oy o S 67
(5.18)



El elemento de volumen es :

572 2 2
dt = 4B lazllaau - Zazllsenﬂzldaodazdﬂ‘dﬂzdo3

(5.19)
CAHMBIO EN EL ELEMENTO DE VOLUMEN
Originalmente el elemento de volumen fue escogido como:
dr = dt(ao,az)-dn
donde
dQ = !Senﬂzldﬂldﬂzdﬂ3 (5.20)
Yy

di = v2 Iazllaaz - 2a§|dauda2 = p'Isen3ryldpdr
como el elemento de volumen de la parte vibracional. Las funciones
han de ser normalizadas como:

ju (ac'a:)“ (ao,az)D(ao,az)daoda:: 1 (5.21)

_ e I 2
Con D = V2 lazll3a0 zazl (5.22)
Resulta conveniente hacer un cambio de volumen que redefine la

funcidén de onda como:
P (a,a,) =vD ¥ (a a,) (5.23)
gue se normaliza de acuerdo al nuevo elemento de volumen
dr(ao’az) = daoda2
. (5.24)
Iw (ao,az)p (ao,az)daoda2= 1

El cambio en el elemento de volumen, modifica la ecuacidén de

eigenvalores
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T (a,a,) ¥ (a,,2,) = E ¥ (a,a,) (5.25)

a la siguiente :

"i‘vlb(ao,az) w(ao,az) = vD ["I\'vlb(ao,az) -—‘e—g—‘a;%i—iz)—-] = Ecp(ao,az)

(5.26)
y la funcién de onda : ¢ = VD ¢ satisface
T,, P(3,,3) = E ¢(a a) (5.27)
donde
2
o h 1 3 -1 3 1
T == =5 LI D 5—(9) el
vib 2 VD ¢, x=0,2 da A Ba, vD
2 A . (5.28)
_ h é -1 g
=- 7 1 g (9 haza, * Ve
k, A=0,2 A
El potencial adicional es:
2 -1
- A 8D 3(g ) -
as . 4D kz)\{,aa;\ ca, \,"A
'
(5.29)
- 1 ogh b D
2D 9 A Ga | Ga |
Ahora :
N 3 2 R® a2 i a2 2 2,2 -
T= x-g 21"(;:’3 )‘ L [8 2 " %_aaa 2 * (83:2(:ag-a2)a2)2
" @ %o 2 2 0 2
B (5.29.1)
El operador ﬁ puede escribirse entonces :
A 3 o2 2 2 2 2 2,2 -
B T ompay " lont 7ot g
- ’ -
x=1 ) aao aa2 8a2(3a° 232)
+ V(ao,az)
(5.30)
donde dt = dﬂdaoda2
En la representacion B~y tenemos:
- M 2 %2 1 8 48 .1 1 3
H= —_— = e [ — —_— —— . +
k): ZT(B, 7 ) 28 é T 8 P B 72 sen 37 F7Sen37 7]
+ V(B,7)
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(5.31)
Por otra parte, 1la parte rotacional y vibracional gquedan
acopladas debido a su dependencia de a, en los momentos de

inercia.
Por la misma suposicion de gque se trata con nucleos axialmente

simétricos, se pueden expander los momentos de inercia hasta

términos de sequndo orden en al’)/ Bo , quedando:

, 2 sa’a’ PP N 3
f%“ — _%;[l+_g%2~+ _zV:azgo _2vea! _2a; 3: ]
(4] Bo Bq Bu Bo
.2 o’ ) , ,2
1. 1,220, 2Veajal avea;  2a, , 3a, (5.32)
Iz Io 2 Bz 38 8 Bz
o 0 0 o o
2. 1
I3 8Ba’
donde Io = 3532
Haciendo una expansién similar alrededor de V , se obtiene el

Hamiltoniano del modelo Rotacidn-Vibracion (aés £ , a’s mn)

rot vib vibrot
donde:
B oo WPoR W WM We
rot Io 2 16Ba’ 210 1687 -
2 2 2 2
S A A BN LR R :_ &
B~ "3 lagdt 5 38 * G8 + 6,0 - —ey?
R 2 2 2 2
B MM 7 5, & 38 1+
vibrot 21o Bz 8 Bz
- 0 o 0
: A-z Ava - -
o MO M5 2vE gn | 2vEm
41 2
o B, 38,
(5.33)

Aqui se definio:
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A A A
Me = My + 1 M2
A A A,
M- =M - i M
Ay

M- M= A--(M. M3

Ahora se vera la solucion de tal Hamiltoniano.

Las partes I»Aimt y }‘lv“_tienen solucién exacta. La precision de
la solucion completa depende del tratamiento que se le da a la
parte l‘»\{“bmlLa solucion exacta es obtenida al diagonalizar
esta matriz. La solusion aproximada es obtenida si se utiliza

teoria de perturbaciones. La primera es mas conveniente si se

quiere obtener estados con espin alto.

SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER

~ A
Para la solucidn exacta de Hrcl+ H  se plantea:

2 2 2 2
2

FOPR ~r g

N "+ M3 M3~ -] h 3
e 1631,l21 78! agz Al 3 B )
* 3 CE+ €071 B(93,€,m) = E §(93,€,m)

(5.34)
Utilizando el "anzats" para la funcion de onda:
. 1e
p(81,€,m) =D (33) ¢(£,m)
Ademas teniendo en cuenta la ecuacidon de eigenvalores para el

rotor simétrico, es obtenible la siguiente ecuacién:

2 h2 32 2
[jI(I+1)kk kl)h_ 1 3 1+

T6Bn° ~ 3B | ag 2 @
+ Lcog® +c,n’) e(g,m) = E p(€,1)

(5.35)
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Por tanto es diagonal para k y puede separarse £ y 7

(€M) = x (m) gno(ﬁ) (5.36)

dando origen a dos ecuaciones diferenciales

2

L1+ 2y h e n? s .
[i 163772 B2t C.7
+(E-E)) 1z, (m) = 0
(5.37)
Y
h? ’
i- 38 asz+“CE E} g(g§) =0 (5.37.1)

Esta ultima tiene como solucion al oscilador arménico, que en
términos de los operadores de creacién y aniquilacién queda
- - ' -1/2 o+ A
gno(ﬁ) ]n°> (n!) By B, jo> (5.38)

No veces

. donde se ha considerado : L .

h

€ = {"T%}w B+ B,) = Y(By+ B,)

. h Ay ~ . Ne A
£ = -ig | 2Bw0}1/2('30+ Bo) = —iw, ¥ (A5t By (s:39)

2
- h 172 3e 172 _ h _ Co (172
con y = { —5~ B“o} B(5g- ) r e = I Eg = i )

_ 2
e Iu =3B Bo
La energia E para las vibraciones a  son:
= 1 _ 172, 1
= (ngt 5oy = (n+ b (§2)7%= (n+ ) Eg
(5.40)

n =0,1,2...
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Ahora, la solucién de la ecuacién (5.37) para las vibraciones m (ver

Eisenberg-Greiner ,Aria aA.pl° ueda ya normalizada.
g q Y

(1k+ 3/2) 3 12
_ 12 P+ -5+ n)} 1z _ksz_-An°/z2
Xn (M = 1/2 3 [n} " 0" "e +
L (n,1)Y T, + 5)
3 .,.2
+ :Fx(-n2,1k+~i~ 7ATY)
(5.41)
donde las energias son:
= 3 -x%) £
E - E = (1+5+ 2n)hw, + (I(I+1)-K) (5.42)
_ Cz 172 _ '
donde hw_= h( B ) = E 3
En suma, la funcion de onda total buscada es:
> (5.43)

. 1
@ (93,€,m) = ND_  (9) xmz(n) in,

donde N es el factor de normalizacién .

SIMNETRIZACION DE LAS FUNCIONES DE ONDA

En el capitulo 3 ‘ée mostraron las simetrias que una funcidn de
onda, en términos de 165 angulos de Euler debe cumplir. Pero la
ec. (5.43) no tiene estas simetrias, por tanto habra que
simetrizarla; en otras palabras, se necesita que la funcién de
onda que esta bien definida en el sistema de laboratorio no sea
ambigua en el sistema intrinseco, debido a las varias maneras en

las cuales puede ser escogido este ultimo.

Aplicando el operador ﬁz a la funcidén de onda (5.43)
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AL ~ 1e
R (93,§,m) = R, D (9)) xmz(n) In>

]

mk

1*
mk

- n -
=D (0,992,934 5 ) %, (-M In> (5.44)

8]

c s 1
De la definicion de Dmk (ver Roses) se encuentra que:

1 m _ _mx/2 _1°
Dmk (19&,132,193+-2—) = e Dmk (91,92,93)

y de la funcién xk(n) de la ec.(5.41) se obtiene
®/2

(=m) = (-1, , (M (5.45)

X
kn, 2

Asi

Ro (91,6,m = (-1 ¢ (91,6,m) (5.46) -
Entonces ¢ es invariante bajo fzzsolamente si k gueda restringida
a enteros pares:

K = 0,%2,24,%6..... (5.47)

Luego, procediendo  similarmente para simetrizar la funcion

de onda bajo R es necesario que:

a 1° ~ oyl 10
R, D (%) = (-1) D (¥) (5.48)
esto se logra si la funcién de onda en cuestion es ahora :

- Dl (93) = (-1)" I’ (1)

~ ~
De esta manera se determinan 10s eigenestados de H _+ an, que

" ~
son invariantes bajo Rl Y R,

IT M Knny= (—ZI) 172 (pl* (9y) = (-1)"™ p!’ (84))
16n2 (145 )
x,0
Xy (M np = JTM K 2 (M) |n> (5.49)
2 2

donde
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k=0,2,4...
I=20,2,4... para k = 0 (5.50)
I = K,k+1,k+2,... para k = 0

Las correspondientes energias quedan asi:
Ikl

- (I(1+1)-K%) £+ (15h+1+2n)E + (ng+ 1e

2 2 B

(5.51)

E
IMkn_n
20

En la fig. V.1 se muestra el origen de los diferentes tipos de
vibraciones en el nucleo.

Por otra parte cualquier conjunto de numeros cuanticos k,nz,nD
quedan especificados como una banda. Cada conjunto lleva a una
banda rotacional, ya que para un conjunto dado k,nz,nD el numero
cuantico de momento angular (I) corre desde I=k ». Estas bandas
siguen un patrdén del tipo I(I+1).

La tipica estructura de bandas para un nucleo deformado se
nuestra en la fig.Vv.2.

La banda del estado base gueda determinada por |I lk) E)
banda g-vibracional por {I 0 0 1 > que lleva una energia EB = h(-%
arriba del estado base. La banda ¥-vibracional tiene los numeros

siguientes |I 2 © 0 >. La energia queda determinada po; la

Co
3)

. e . 172
ecuacion correspondiente E7= h(

n-vibrolion
7-vibrotion

Ilusiracion esquematica del significado de las vibraciones
ao’ifd azyr,

fig v.1 .o

45

172
)



La fig.v.1 ilustra el significado de las vibraciones aé(B) y a;({a) .
Donde los parametros pueden ser obtenidos de la siguiente manera,
ver Fig.v.2.

e T8

6e

———t— e

— &

- 64

2+
0

K:0,
0 ny=l,
2nd 7-vibeation

n:0
3ed s-vibrelien

| ¥<2,
£ md,
1 2 n‘=0
PX: £ ovibeetane
n:0
greundstcte
Tugica astructurz do bandas para un nueleo
daTarmode par-par.
Figura V.2
N : -+ . .
EB: Es la diferenciz de 0 de la banda B-vibracional con el

0+ de la banda base.

Ey: Se obtiene de la diferencia del 2,7 con el OT de la banda base.
€: Es obéenible, al saberse que el estado [2200 > se hallampor
encima del estado base en la cantidad en la cantidad Ey+e

B: Es obtenible directamente de la transicién cuadrupolar de 0:‘ ZT

APLICACION

Con este modelo se hizo un célculo por computadora. Los nucleos
que se trabajaron, son los siguientes isdétopos de 1la regidn
actinida de la tabla periddica:

24

238 238 234 232 232 230
9<PU. 9PU, s, 9y, gy. 9Jh, 9Jh.
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Los numeros cuanticos maximos gue se utilizaron fueron:
k=8, n =4, n =2
En las figuras V.3-10 se muestran los espectros obtenidos,
tanto como transiciones y momentos cuadrupolares del los primeros
estados.
A continuacién se muestra una tabla con los parametros utilizados

para este calculo (tabla V.1).

0w am "o
“ oo e ou
“on 1 e
u e " onr
oy “ " ”we on
“ oo “ on
Booa ) en
aw m - e
w o or o L T
o E e o
v - T R T . .
- ' .
- - ' -
" ] . e -
w om o ¥
. u m coer " e
™ w0 ooy LR i o (311
» 1 L .. (Y] 0 s 21}
L T Y ¥ S P 1) W en
” m L LLE 13 " ”n a3
n D1 s e e oan
= N - e 004 rtaw LIRN) L) " L1 il
L 1% i) L Aot ey 24 (1] (31
- Tablayl
Tabla 1

Los resultados no distan mucho de ios experimentales.Ya que éstos
calculos son unicamente de prueba. Se confiaba en obtener buenas
aproximaciones, pues se abordaron nucleos que tienen todas las
caracteristicas de las cuales parte el modelo Rotacioén-Vibracion.
Pensando en lo anterior, se halla un mayor acuerdo para el nucleo

de Uranio-238. Se sabe que este nucleo es un rotor ejemplar. Para
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los demds nucleos, las aproximaciones teoricas concuerdan

. . . 1 12 3,14,15 .
satisfactoriamente con el experimento T A ' (ver Figs.

V.3-10).
Vp K KK  9~+KM A \K9 Y . *K
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CAPITULO B

EL MODELO GENERAL COLECTIVO Y SU APLICACION A RUTHENIO

En esta segunda parte, se hace un estudio de las caracteristicas
fundamentales de nucleos par-par de la cadena de Ruthenio. Para
eso se utiliza el modelo GCM (General Collective Model) elaboradc
por P.HESS, M. SEIWERT, J.MARHUN, y W.GREINER®.

Este modelo fue creado ante la necesidad de tener una descripcién
mas exacta del comportamiento colectivo de los nucleos. Exacta en
el sentido de conjuntar los diversos comportamientos gue pueden
presentarse en el movimiento colectivo. Comc un elexmplo tomese la
aproximacion estudiada en los capitulos anteriores; la de
vibracién- rotacion introducida por Faessler y Greiner, donde solo
es posible abordar nucleos deformados con simetria axial _con
movimientos de rotacién y vibracién. Pero no es esta la unica
posibilidéd, ya que solec pocos nucleos tienen las caracteristicas
de los nucleos trabajados por el vib-rot. )
Otro ejemplo es la aproximacidén hecha por Davidov y Filipov para
nicleos deformados triaxialmente. Entonces los primeros modelos
centraron su estudio en problemdticas particulares de la dinamica
colectiva, y aun asi existen casos de interés no abordados
originalmente, como lo son los llamados nicleos transicionales,
que tienen deformacién estéatica no bien definida.

Variedades de superficies de energia potencial con varios

56



minimos, maximos, puntos silla; aparecen para algunas especies
nucleares ; entonces se habla de coexistencia de forma , gue es un
concepto muy importante, especialmente en el estudioc gue agui nos
ocupa.

Estos ultimos casos se abordaron por primera vez, al tomar
Hamiltonianos mas generales, como lo hicieron Kumar y Barangerf6
Evidentemente, al tratar con Hamiltonianos cada vez mas generales
(mayor numero de términos en la energia cinetica y potencial)
entonces el método para resolver la ecuacién de Schrédinger deben
ser mas sofisticados .

. 17
Gn e uss-Greiner

introducen una mayor (generalidad en su
Hamiltoniano, ademas de métodos de teoria de grupos para la
solucién de la ecuacidn de Schrédinger. La energia potencial en
este modelo es un polinomio de sexto grado en la variable «. Esto
permite obtener mucha inforrmacion acerca de la forzz o las formas
que puede adoptar un nucleo bajo ciertas ccndicicnes.

Para nuestro propdsito utilizaremos el modelo de Gneuss-Greiner
en el marco del GCM.
La solucién numérica de la ec. de Schrodinger es hecha al
diagonalizar el Hamiltoniano utilizando como base las
eigenfunciones del oscilador arménico en cinco dimensiones. .
Al aplicar el modelo, las propiedades colectivas son determinadas
al obtener los pardmetros de masa y la superficie de energia
potencial (PES).

El GCM es el mds general de los modelos colectivos, al poseer

una estructura capaz de describir la mayoria de los procesos

colectivos . Es un modelo unificador, por contener en su aparato
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modelos &ntes creados para situaciones especificas y abordar
nuevas situaciones.

La figura VI.1d es el PES de un nucleo triaxialmente deformado.
Tal figura es un claro ejemplo de la flexibilidad del tipo de
potencial que se utilizara aqui, ya que representa un minimo en
una zona muy importante del plano a-a,. Dentro de la cadena de
nucleos con comportamiento colectivo, son mas aquellos gue tienen
caracteristicas triaxiales. Por tanto el tipo de potencial con
seis parametros ayuda a visualizarlos de una manera relativamente

rapida

EL MODELO COLECTIVO GENERALIZADO

El GCM al igual que los demas modelos tiene su fundamento en el
modelo de la gota de 1liquido de Bohr-Mottelson. Estudia las
propiedades a bajas energias (<3 MeV) de nucleos par-par. Por ser
continuacion de modelos mas simples, las variables colectivas son
las mismas qﬁe hemos revisado en los capitulos anteriores , para
el RVM. .

8¢ Hamiltoniana
El Hamiltoniano asignado :

f=T+v(8,7) (6.1)

ha de tener propiedades bien definidas como las mencionadas para
el H del RVM.
a) Debe ser un escalar, para asegurar la invariancia ante
rotaciones
b} debe ser invariante ante tranformaciones de paridad
(reflecciones espaciales).

c) Invariante ante transformaciones temporales (inversiodn del
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tiempo)
Para la parte cinética, el GCM utiliza:
T = %g}[n”’xlﬂ”]w’+ -%1{[n'“x Q)12 praglony
2
_}ga_o {lelx izl el tay am]ro)}
(6.2)

donde  {{m"®'x «'?11'?, 1'¥1'°1{ es 1a permutacion de n‘Z’y o'?

en [[me am]mx Hlal]lm y similarmente para el término
con Pw .
Los términos que pueden considerarse fundamentales en la
construccion de la energia potencial son:

Iz= [

I3 = [[al2]x a[Z]JKZIx «

(3] 1,10 1 2
x o= o

[21,10) /2,3

] =-(§—5) g’cos 37

(6.3)

para expresar esta parte como un desarrollo de potencias en estos
términos . Una posibilidad es una serie de Taylor: se tiene
entonces:

V(B cos 37) =p):“ Vou Bp(cos it (6.4)

p Y # varian dentro de los limites:

2sp=s10 y 0= p = 4( (6.5)

Esta serie incluye el potencial VGc , Que como ya se dijo se

utilizara en la aplicacion.

LA FUNCION DE ONDA

Para obtener los eigenestados del Hamiltoniano anteriormente
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senalado, debe ser diagonalizado para una cierta base. Para tal
motivo, se escogen las eigenfunciones del oscilador arménico en
cinco dimensiones:

RN - RS T | V5 o o ql0)

Hs = ‘ﬁ;[ﬂ x 1T + ——Z-Czlzx X a ]

2
_ h 1 8 a8
= 5B (?7—;@ T

A%y + c:g® (6.6)

o~

A
&

Donde Aes el operador de antiguedad definido de la siguiente

manera:
3
~2 1 3 3 1,02
A Sen3y 57 sen:sz'a—?, +k§1Ik Lk (v1) (6.7)
Aqui Ik = 4sten2(7-2n};/3) es el momento de inercia con respecto
al eje k.

L, son las componentes del momento angular en el sistema

intrinseco Bz y C2z son los parametros usuales de masa y dureza,
respectivamente. Para el problema de la clasificacion de las
funciones propias se utilizan tecnicas de teoria de grupos, que
consiste para este caso, en obtener una cadena de grupos cuyos
operadores de Casimir sean los de los numeros cuanticos que nos

interesan.

La cadena que satisface tal necesidad es:

Us o 0BG D 03 5 2>

En el siguiente esquema se muestra la clasificacon:
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GRUPO

A AZ A2 A2
OPERADOR DE CASIMIR N N L Lz
NUMERO 'CUANTICO v A L M

ESTADO lV)\ULM)

Donde los dos ultimos numeros de los grupos (Q(3) v 0(2) tienen el
significado usual, momento angular y proyeccidén respectivamente.
El numero v representa el numero de fonones obtenido del operador

de Casimir de J(B) :
2 N Bn Bm (6-8)

A

con B; Y §_como los operadores de creacion y aniquilacién
mencionadaos en el capitulo uno. .

Por otra parte A es el numero de fonones que no estan acoplados
por pares a cero. Este numero, es obtenido del operador de Casimir
de O(5) -

Para la completa clasificacién de 1los estados, es necgsario
introducir un niumero cuantico adicional; este numero que es
denotado por u, cuenta los estados degenerados, es decir aquellos
con todos los numeros cuanticos iguales. Estos casos aparecen para
I26. Luego, por construccion, si A esta asociada a [am]x alm]%
es tentativo relacionar a pu con el otro término fundamental, que

se utiliza en el desarrollo del potencial Ha[ax a[m]m)x amlfm
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y se interpretaria como el numero de tripletes de fonones
acoplados a cero. Esto para dar significado al numero cuantico
adicional.
El estado determinado por el ket |v A u4 L M) puede separarse en
sus partes que dependen de B,7 y % :
v a LMy =) L op ) [D (o) + (-1)'Dy (o1)]
* (6.9)

La parte dependiente de B es la radial y puede escirbirse asi:

Phaye [—2mi) ) _ca VNI e ke
" I (n+a+ =) hw, (
2
(6.10)
donde «k =( g:‘, ]52 y LA'B/Z(x)son los polinomios asociados de

Laguerre.

La parte en 3 es mas dificil de obtener. Con apoyo en el trabajo

. 1g . P 1
de chacén et'3l. se tiene una expresion para ¢>':‘“L(1) como una

funcién en los polinomios de creacién de bosones. Debiendo ser

este un polinomio homogéneo y bien definido con respecto a la

aplicacién del operador de momento angular. La funcion completa

aparece en la referencia 6.

APLICACION NUMERICA
Para la aplicacién numérica de este modelo se ha elaborado un
programa para computadora por D, Troltenier, J. Mahrun, W. Greiner
y P. Hess' °Este programa calcula energias,valores transicionales y
momentos cuadrupolares. Incluye una rutina, que ajusta 1los
parametros de la base, para crear un potencial gue satisfaga la

convergencia de energias y transiciones calculadas. En ésta, la
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base son las eigenfunciones, que son parametrizadas en la base
éptima, que es escogida por el método de diferencias finitas.
De esto se habla en lo siguiente.

Los parametros gue son introducidos en la funcidn de prueba sirven
para calcular energias, transiciones y momentos cuadrupolares. Al
compararlas con el experimento, obtenemos un error (la funcion de
error x1). El programa calcula nuevos parametros en esa corrida y
vuelve a calcular energias, transiciones y momentos cuadrupolares,
qgue comparados con el experimento , obténemos un segundo error
x2. Estas dos funciones de error son comparadas; si xyi>x2 el
proceso continua, de 1o contrario el proceso es iniciado
nuevamente.

Es posible gue después de un ajuste, exista la necesidad de
reajustar los resultados manualmente, como multiplicar todas las
energias por un factor o ajustar exactamente el valcr de la
transicion B(E2 0; 2:). Para ells se utiliza el metodo de
transformacién candnica, ya que con este podemos cambiar el
valor de B(E2) sin alterar las energias. También podemos ajustar
las transiciones sin alterar las energias. Por tanto, pasta
encontrar el factor que transforme a nuestras variables y por
consecuencia a la funcién de onda para tener el cambio adecuado.
Cabe senalar gque este factor es proporcionado en los resultados

para un posterior ajuste con el experimento.

APLICACION A LOS ISOTOPOS DE RUTHENIO

Los nuicleos de la cadena de Ruthenio, ya cuenta con varios
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estudios hechos hasta el momentof°'2"22aunque en diferentes

modelos. Ya sea en el marco del modelo De Gneuss-Greiner o en el
modelo de bosones interactuantes (IBA). La motivacion para un
nuevo estudio radica en el aparente desacuerdo gque existe entre
los resultados para uno y otro modelo en el estudio de: algunos
isdétopos de Ruthenio.

Mientras gque el modelo de GG predice una tendencia hacia la
triaxialidad, por otra parte el IBA-l1 no puede reproducir esta
triaxialidad®’aungue existe una sofisticatién de este modelo” 'que
aporta resultados apoyando la triaxialidad para el nuclec de
Ru-104, pero es muy elaborado, sin sequir una simetria dinamica,
es decir, sus numeros cuanticos no provienen de los operadores de
Casimir de una cadena de grupos determinada.

Este trabajo entonces servira para poder tener una imagen mas

real del tipo de comportamiento en la cadena mencionada.

RESULTADOS

Los resultados que se han obtenido al correr el progi‘ama
mencionado son los siguientes:

En  Ru-96 originalmente se encontré un ajuste donde la
coincidencia de niveles energéticos era buena, a excepcion del
primer seis, dque guedaba muy por arriba del experimental. Mas

tarde se hizo un nuevo ajuste, para tratar de lograr un mayor
1

Las caracteristicas fundamentales en el modelo de bosones
interactuantes, viene de considerar a los nlcleos par-par como un
siatema de bosones monopolares con momento angular cero y paridad
positiva (bosones s) y bosones cuadrupolares con momento angular 2
y tambi€n paridad positiva. Estos bosones interactUan entre si con
interacciOn de uno y dos cuerpos . Una condic1On necesaria es que
el nUmero de bosones sea fijo, es declr Ns+Nd = N = constante.

{ver ref 21 )
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acuerdo,pero eso repercutidé en un aumento del momento cuadrupolar,
haciendo un balance en cuanto a los acuerdos, el ajuste escogido
es precisamente este ultimo. Es mostrado en la fig.(VI.2).

Los graficos de la superficie de potencial en el plano a -ay
los cortes de esta superficie a y = 0,30,60 grados indican que
tiene comportamiento de oscilador armonico con una ligera
tendencia a simetria prolata, ver figs. VI.3 y VI.4.

Para Ru-98 se ha hecho un ajuste relativamente satisfactorio, su

PES indica que tiene un comportamiento de oscilador arménico.Ver
fig. (VI.5-7).
Los nucleos de Ru-100 Ru-108 tienen mucho en comun. Segun los

graficos de cada uno, nos atrevemos a decir gque tienen un
comportamiento triaxial, es decir tienen o tienden a formar un
segundo minimo en la zona triaxial. Estos cinco nucleos exhiben
cierta continuidad

Se aprecia en los cortes a 30 grados (el angulec que nos da la
maxima evidencia de triaxialidad) que tienen minimos con
diferente profundidad ver figs. (VI.8 VI.22).

El corte a 0 grados indica que los estados en cuestidén de estos
micleos tienden un poco a tener simetria prolata. Tal tendencia
difiere en magnitud de un nucleo a otro.

Partiendo del nucleo de 100 y avanzando en direccién Ereciente
notamos que la profundidad del segundo minimo aumenta, y asi
también su tendencia a prolato.

Estos minimos triaxiales se localizan para 0.3 < g < 0.5 siendo
el limite inferior para el de Ru-100.

Tenemos entonces tres tipos de comportamiento dentro de la cadena

de Ruthenio:
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a) Oscilador con caracteriisticas de prolato. (Ru-96)
b) Oscilador arménico (Ru-98)

c) Oscilador con segundo minimo triaxial (Ru 100-108)

Por otra parte es necesario discutir acerca de la confiabilidad de
nuestros resultados. Es este contexto, debido al método utilizado
para obtener el mejor conjunto de parametros que aproximen los
resultados experimentales, es posible que' exista otro conjunto de
parametros que también describan al experiment02
satisfactoriamente, pero que originen una superficie de potencial
muy diferente. La pregunta es entonces: Cémo sabemos que tenemos
los resultados que mejor describen la realidad de los nucleos que
estamos abordando. Esto lo vemos a continuacidn.

En la cadena que nos ocupa, estamos advirtiendo que hay
caracteristicas triaxiales para los nucleos de 100 a 108 ; que en
96 existe oscilador un oscilador con caracteristicas prolatas,
siendo el 98 un oscilador mas puro y por tanto divisor de entre
los dos comportaﬁienfoé an&eriorés. ’
Para dar confiabilidad a estas aseveraciones es necesario
establecer ciertos criterios, en particular, aplicados en gl
intervalo 100 108.

1) Utilizar las reglas o criterios establecidos para identificar
un nucleo triaxial (ver Eisenberg—Greiner7). La aplicacion de
estos quedan detallados en la tabla (VI.1 ). Pero esta reglas
pueden resultar un tanto ambiguas en nuestro caso, ya que si bien

Los datos experimentales fueron obtenidos de las referencias

23,24,25,26,27, 28
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. + + +
Nucleo E,(2) +E,(27) E (37)
IR AN T YT T T TTTIECTN ITYTE CH YT
RU - 96 2.429 | 2.762 - -
RU - 98 2.127 2.066 2.148 | 2.013
RU - 100 2.046 1.904 1.877 1.882
RU - 102 1.776 1.579 1.612 1.552
RU - 104 1.417 1.251 1.310 1.242
RU - 108 1.167 1.062 1.119 1.092
RU - 108 1.086 0.950 1.034 0.970
Tabla.¥l.2. En esta t la se presenta ios v ores obtenlides
para cada nUcleo, utlizandg el criteriode triaxialidad (comparado
Sonel cxperiacntol "ata] ISE 2):5(3]5
TABLA VI.1
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dan un cardcter triaxial a nuestros nuicleos (como esperdbamos)
también lo especifican para Ru-98, donde tenemos mayor seguridad
de que sea un oscilador armdénico.

2) Se propone también medir el momento monopolar y cuadrupolar del
(QOO y on) nﬁclgo, para tratar de inferir ciertas
caracteristicas de forma gue podamos relacionar con un
comportamiento triaxial. Un anidlisis simple puede mostrar (ver
apéndice 2) que para un nucleo triaxial el valor de Q, que es
independiente del angulo 7,es relativamente grande con respecto a Qe
que si depende de 7.

3) Otro criterio para apoyar nuestros resultados, consiste en
obtener la distribucion de probabilidad de la funcidn de onda para
un estado de momento angular dado, en el espacio de las
cooordenadas B-y¥ . Entonces si graficamos |@[2en funcion de B y
¥, es poéible localizar un estado determinado en el plano a-a_,
ver fig. (VI.2).

Si la mayor parte de la distribucién se halla dentro de un
intervalo de angulos que son considerados triaxiales, entonces

tendremos con mayor seguridad un estado triaxial.

>

LT

Fig.VI.2
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En las graficas de las figuras VI.3~-23 se muestran las
localizaciones de los tres primeros estados en 0'y 2'para los
nicleos que tenemos en estudio. Cabe mencionar gue no se graficé
unicamente [\P]z sino ésta multiplicada por f'sen3y para facilitar
su localizacién en el plano que nos interesa.
Unicamente tomaremos en cuenta los dos primeros estados de o'y 2°
En la fig.(VI.24) corrrespondiente al nicleo de 96 podemos
observar que el primer cero guarda un caracter de oscilador
armonico, en cambio el primer 2'es una mezcla de oscilador
arménico con tendencia a prolato. En los graficos correspondientes
a los segundos 0'y 2'vemos gque pueden existir como parte de un
espectro de oscilador armoénico simple con tendencia o con
caracteristicas ligeras de prolato; la probabilidad para esta
segunda posibilidad es mayor. Dejando la existencia de la otra
como efecto de una resonancia.
La fig. (VI.26) que corresponde a Ru-98 contiene graficas, gque
bien pueden pertenecer a un oscilador arménico un poco deformado,
por encontrarse los primeros estados en g=.0,.2. Los segundos
estadoé q\;edaﬁ un poco deformados. Notamos, también, que .este
segundo 2- tiene buena probabilidad de estar como un oscilador
arménico.
E1l nucleo de Ru-100 (Fig.VI.26) nos informa una tendencia triaxial,
ya que para los estados 0;,2;,0;)1 2, la mixima probabilidad, se
halla entre 20 y 25 grados y a una distancia suficiente del origen
para considerar una deformacidén propia de un nucleo con
comportamiento triaxial. Es decir, la funcidon de onda se halla
confinada en los limites sefalados (a excepcion de 1la parte

correspondiente a la resonancia) B = 0.4 , 7 = 25 por tanto
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pensamos que el minimo triaxial debe estar dentro de esos limites.

Para Ru-102 tenemos un comportamiento similar al nucleo anterior,
puede considerarse con comportamiento triaxial(Fig.vI.27).

La fig. (VI.28) acusa un comportamiento triaxial de manera mas
segura. Los estados 0;, 2;,0; y 2; ya tienen uan deformacioén sobre
B=0.4, mientras el angulo ¥ continda entre 20 y 25 grados
(Ru-104) .

La fig.VI.29, para Ru-106 muestra un comportamiento similar al
del nicleo de 104. Es triaxial. En este caso, el primer 0" ya se
distingue bien por este tipo de comportamiento.

Finalmente para Ru-108 (fid® VI.30) se aprecian 1las mismas
caracteristicas, resultando gque la deformacién para O;es mayor
que 0.4.

El hecho de que los estados O; y 2;se hallen repartidos entre
dos maximos separados, en las draficas de distribucién de
probabilidad de la funcion de onda, se debe a que estos estados
quedan por arriba de la barrera que se forma entre primero y
segundo minimo. Por tanto, estos estados pueden existir en un
momento determinadov en el #mbito de oscilador arménico o de
comportamiento triaxial. Entonces estos estados pueden ser
considerados como resonancias entre estos dos estados. Resul;a
interesante aclarar ademas, que la mayor contribucién de 1la
distribucién de probabilidad queda en la zona triaxial. Por tanto
podemos considerar que los nucleos (Ru-100, Ru-108)
también pueden vivir en estados triaxiales.

Los resultados anteriores confirman el comportamiento que ya
sospechabamos. Los nucleos de Rul00 a Rul08 son esfeéricos y

triaxiales.

71



Cabe mencionar aqui nuevamente, gque un nucleo en un estado
triaxial tiene un momento cuadrupolar menor gue si estuviera en un
estado deformado (prolato por ejemplo) axial. Por tanto, para
niucleos triaxiales, una deformacién grande no implica
necesariamente un momento cuadrupolar grande. En el apéndice 2 ,se
hace un pequeno calculo para un conjunto de cargas discretas,
puestas estratégicamente, para mostrar lo anteriormente dicho.

Entonces lo anteriormente dicho, nos ofrece un criterio para
determinar experimentalmente la triaxiglidad de 1los nucleos:
Si se encuentra que comparativamente el tamario de Qwes grande Yy
el de Qmes pequfio, para un estado determinado, entonces puede

inferirse que se trata de un estado triaxial.
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TRANSICIONES Y MOMENTOS CUADRUPOLARES

0,240 20 212 2|2 3|2 4 (2 4@
0.236]0.0059!0.3046{0.0398[0.0043[0.2101|0.0007|-0.4562 T
RU- 86 57373 0.091 0.098 -0.13
+.007 +0.013 t0.013 *0.09 E
0.373].00007|0.0614]0.1378|.00004|0.2775].00005|-0.2172 T
RU- 88157373 0.147 0.194 -0.20 £
*.017 +0.025 *o0.022 +0.09
0.570{0.0053{0.0192{0.1395/0.0030{0.4459{0.0088|-0.552 T
RU-10015 573 5.067 700262 c
s +.040 +0.009 t.0003 -
0.617]0.0082]0.0798)0.1512{0.0043{0.5106]{0.0003}-0.617 T
RU-102 57577 0.0154 0.335 -0.68 £
+.005 +.0015 t0.046 +0.05
0.834|0.0064/0.0142[0.1712{0.0039|0.6016|0.0027(-0.6763 T
RU-104 57837 0.167 0.430 -0.70 E
t.044 +0.020 $0.046 t0.08
.9003(0.0113{0.0097[0.1397[{0.0072{0.5949{0.0018(-0.7337 T
RU-106
E
.9299/0.0124{0.0186|0.1558/0.0078)0.6462{0.0012|~0.7577 T
RU-108 GEE] e
+t0.08
TABLA VI.2



FARL A DE PARAME TROS UTILIAROS EN EL

AJUSTE DE RUINHEHIC

NUCLEO| C, _dwuca Cq Cs Cs _Ds Eg_ Pa_
RU- 96/65.2203{623.293/1270.688| 0.0 0.0 0.0 |46.411]| o0.0
RU- 9836.1938(47.3111]39.5406 | 0.0 | 0.0 | 0.0 |34.383| 0.0
RU-100{169.752|-63.277 23928.04 |4291.94|26407.7|26407.7|25.050-.0011
RU-102|82.371 |6.873 |-1407.17|1450.92|8041.55(8041.55[28.379|0.0084
RU-104|122.561|-75.748)-2568.16(2881.98|14829.7)14829.7[26.289|.00098
RU-106(100.59 |-52.308|-2405.12|2882.91(15471.9|15471.9|32.076(.00083
RU-108|73.8389|-36.025|-1573.81|1791.91 9258.22(9258.22|36.007|.00071
TABLA VI3
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CONCLUSIONES

Recordemos gque los modelos colectives tuvieron su origen en la

necesidad de explicar ciertas evidencias experimentales, gque no
abordaban satisfactoriamente otros modelos, como el primer modelo
de capas. Nucleos con numeros dentro de los numeros magicos,
poseen caracteristicas gue solamente pueden ser explicadas si se
toma en cuenta el movimiento conjunto de los nucleones; o
solamente si se considera al nucleo como un continuo, gue tiene
cuerpo. Entonces con eso se tiene salvado varios de los obstaculos
gque no pudieron afrontar modelos como el de capasl. si 1los
nucleones se mueven conjuntamente, es posible explicar
comportamientos de vibracioén, rotacién, a bajas energias; por otro
lado, resonancias gigantes y fision para altas energias. Al tener
cuerpo el nucleo resulta mas facil explicar los grandes momentos
cuaafﬁpolares

En consecuencia, surgieron varios modelos, de 1los cuales es

considerado fundamental el de Bohr-Mottelson por su tratamiento

con las wvariables dinamicas; mas tarde Davidov aborda los nucleos

con? -caracferisticas triaxiales, con éxito. Tiempo después

Faessler y Greiner hacen estudios sistematicos con su modelo de

vibracién- rotacidén a bajas energias con buen éxito.
Posteriormente surgen los modelos que intentan generalizar el

comportamiento colectivo, al considerar Hamiltonianos cada vez mas

generales. El primero de éstos fue el de Kumar y Baranger, luego
1

Desarrollos reclentes en el Ambito » de modelo de capas, apoyados
enh en el grupo simpl€ctico SP(3,R) pueden abordar comportamientos
que no pueden explicar modelos de capas anteriores, en este

contexta.
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el de Gneuss-Greiner gue introduce la superficie de potencial,
resultando ¢ésta muy reveladora en cuanto al estudio de 1las
caracteristicas del nucleo. Posteriormente, surge el modelo mas
general, que es el que da marco a este trabajo de tésis; El Modelo

Colectivo Generalizado.

Por otra parte, los objetivos de este trabajo, fueron basicamente
estudiar la cadena mencionada, tomando en cuenta tanto el
comportamiento individual, como el de conjunto en la cadena. Poner
en evidencia el caracter colectivo de sus principles estados y por
consecuencia, poner a prueba la capacidad de prediccion del modelo
que se ocupa. Posteriormente, como un objetivo de conjunto y a
largo plazo, reunir toda la informacidén posible gque desde el punto
de vista colectivo describa a la zoologia nuclear.

Cuando en este primer objetivo se habla de transiciones de fase,
nos referimos al hecho de gque un nicleo puede existir en
diferentes estados, de distinta naturaleza, es decir puede ser un
niclea es{éricg o uno deformado, en un momento determinado ya sea
akiﬁlv -;71 Eriafiélmente. La transicién también puede ser
infernuclear en una cadena, es decir, el comportamiento para

determinados estados puede variar de nucleo a nucleo.

Para cumplir tales objetivos, primero se hizo una aplicacién del
modelo colectivo vibrot, a manera de ejercicio, ya para la
comprensién de 1la teécnica y filosofia, ya para valorar la
evolucién de los modelos colectivos en la posterior aplicacion.

Para tal aplicacion se elaboré un programa para computadora

basado en el modelo de Faessler-Greiner. Se utilizé para nucleos
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de la regidén actinida de la tabla periédica, a saber Thorio,
Uranio y Plutonio, en varios de sus isdtopos. Se escogieron estos
nucleos por ser ejemplo de aplicacion de este modelo y asi
facilitar el aprendizaje de 1los fundamentos de 1los modelos
colectivos.

En tal estudio se comprobé gue estos nucleos tienen bandas
rotacionales de facil acuerdo con el experimento en la banda base.
Esto se notd sobre todo para el nucleo de Uranio 238, cuya banda
base acuerda con el experimento en grado preciso. En este mismo
nucleo, transiciones y momentos cuadrupolares ajustan muy bien.

De esta manera comprobamos la efectividad de prediccion del
modelo vibrot; pero ademas, estamos concientes que tal modelo no
es suficiente, ya que sus resultados en otra region de la tabla
periédica, resultan inapropiados.

La siguiente tarea consistic en la aplicacidon del GCM a la cadena
de nucleos de Ruthenio con numeros 96-108. En esta se utilizo otro
programa para computadora, basado en el trabajo de Hess et a1’

Los resultados pueden resumirse de la siguiente manera:

E*iéten‘gfansiciones de fase a nivel nuclear, dando origen a un
compa;taﬁiento tfahsicional a nivel cadena. La primera, porque
varios dei‘estos nicleos tienen un seqgundo minimo de caracter
triaxial, ;entonces el nucleo en estado base (como oscilador
arménico) puede saltar a otro estado con deformacion, dando lugar
a caraétefisticas de un oscilador anarmoénico, esta caracteristica
se encontrd en los nucleos de Rul00-108.

A nivel cadena se encontré que existe transicén uniforme en el
comportamiento de los nucleos, ya gque el micleo de 96 es un

oscilador anarménico con caracteristicas de prolato; en cambio
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Ru98 es un buen oscilador arménico. . Luego, el de Ru-100 muestra
niveles anarmoénicos, es un nucleo con comportamiento triaxial. Tal
triaxialidad va en aumento hasta el nuclco de 108.

Encontramos entonces que en la cadena de Ruthenio, pueden
coexistir diferentes comportamientos; y si lo vemos de otra
manera, aumentar o quitar dos nucleones, puede repercutir
enormemente en nucleos en las cercanias de 100 nucleones. De esta
manera, podriamos predecir el comportamiento de nucleos vecinos,
es decir, tendriamos justificacidén para aseverar gue el nucleo de
Ru-94 podria ser un oscilador con una mayor tendencia a prolato
gue el nucleo de 96. Esto unicamente si confiamos en la
uniformidad del comportamiento que hemos observado en la cadena.
Por lo mismo, pensamos que el nucleo de 110 tiene caracteristicas

triaxiales mas acentuadas que el nucleo de 108.

Respecto al ajuste que se hizo para Ru-102, que aungue mantiene
el comportamiento que sus vecinos tienen, sale un poco de la
unifotmidag. Puede deberse a dos razones:

a) Ei conghntovde'parémetros que se escogieron para representar
este nicleo no son los adecuados, asi que es posible hallar otros
que se ajusten bien y gue queden dentro de la uniformidad de 1la
cadena.

b) Este niucleo tiene caracteristicas especiales gque hacen un poco
diferente su comportamiento. Esto puede ser tomado como una
posibilidad, ya gque en un trabajo anterior a este2°, donde también
se aplica a Ru-102, se hallan problemas de ajuste similares. Sin
embargo, confirmar alguna de estas posibilidades tendra que ser

parte de un trabajo posterior.
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Por otra parte, se halld también, gue un nicleo con algun estado
triaxial guarda ciertas caracteristicas .

Aungue el estado triaxial se halla en una zona de deformaciodn
relativamente grande (0.4,0.5) , su momento cuadrupolar en cambio
no es grande comparado con el de un estado prolato. Es decir una
deformacién grande no implica necesariamente un  momento
cuadrupolar grande. Por tanto un estado triaxial tiene un momento
cuadrupolar relativamente peguenio (ver apéndice 1). Esto nos
proporciona un criterio experimental para establecer cuando un
estado corresponde a un nucleo triaxial.

En suma el GCM puede predecir muy bien las caracteristicas
colectivas en esta cadena, tanto las caracteristicas simples de
rotor y vibrador, como 1la ‘coexistencia de estados (segundo
mjinimo). Esto lo aventaja sobre otros modelos gque trabajan en

esta area.
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APENDICE 1

CAMBIO EN LA FUNCION DE ONDA

La justificacién para el cambio de la funcién de onda, en el
momento de obtener la distribucion de probabilidad, se hace para
facilitar la visualizacién de esta distribuciodn en el plano a-a,.
Por razones dadas en el capitulo cinco, acerca del cambio de
volumen, realmente debiéramos trabajar con un Hamiltoniano
efectivo H’,la funcién de onda en este caso queda normalizada con
respecto a un elemento de volumen mas simple, esto implica un
cambio en la misma funcidén de onda, para efectos de este trabajo,
esta técnica solo la utilizaremos, como ya dijimos, para desplazar
un poco 123 mayor parte de la distribucién de la funcién de onda
fuera del origen de coordenadas. Esto facilita nuestro estudio de
la locali;ziac:_iﬁni de 1la funcién de onda. Por ejemplo el
Hamiltoniano tedrico del oscilador armonico, tiene una grafica de
la forma indicada en la fig.Al.1 Sin embargo, para facilitar los
calculos, introducimos el elemento de volumen en la misma funcion,
para tener otra funcidn de onda.

g“2 = B‘ sen3y Al.1l
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Entonces la nueva funcién de onda es
¢ =9 ¥ Al.2

asi, esto cambial el Hamiltoniano de la siguiente manera:

_é" A3

Este cambio da origen a un potencial diferente, (un potencial
ce$trifugo; (ver Eisenberg-Greiner).

En 1la préctica; ésto no lo hacemos, pero si resulta necesario
para graficar las funciones de distribucién de probabilidad, ya
que si no se introduce esta corrreccion (g1Q=B'sen37) la
grafica queda como en la fig.Al.2; donde la linea punteada es la

distribucion sin la correccién y la linea llena es con correcciodn.
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Entonces
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lo que tenemos es que nuestro nuevo elemento de volumen
el tamano de la funcion de onda cerca del origen,
que de hecho inicia de cero, permitiendo localizar el

las cercanias. El mencionado cambio de volumen mantiene

a la nueva funcidn de onda igual a la anterior para zonas alejadas

del origen, por tanto nuestro cambio de volumen solo actua en las

cercanias

del origen.
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APENDICE 2

MOMENTO CUADRUPOLAR EN ESTADOS CON SIMETRIA AXIAL Y TRIAXIAL

En este apéndice se calcula el momento

cuadrupolar para un

conjunto de cargas estratégicamente colocadas, de tal manera que

podamos simular con pocas cargas toda una distribucién de cargas

como las de los nucleos. Evidentemente
idealizacion.

Las cargas se colocan en un sistema
dimensiones y variaremos su distancia al

nuestras necesidades, (ver fig.A2.1).

esto representa una

cartesiano de tres

origen de acuerdo a

’,* b}
. !
.
|
v a
! Al
AR 4
"""""" It . > x
¥, ot
e § .
S '3
s :
. t
. "‘ t
I ;
: i
Fig.2.1
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El momento cuadrupolar para un sistema discreto de cargas,

puede ser aproximado de la siguiente manera:

Q= § (32°- (xf + yf + 2% A2.1
H

#

2 2 2
I (22]- y{- X))

=2 (22%- yP- ¥P) - A2.2

Ahora, dando forma al conjunto de cargas de acuerdo

a

posibilidades de simetria que existen a nivel nuclear:
a) PROLATO (x,y << z ), de acuerdo a la ec.A2.2

o = 427 A2.3
b) OBLATO (z << X,¥ ; X = ¥)

Q%' = -4x° A2.4
c) ESFERICO (x=y=z)

Q=0

d) TRIAXIAL (En este caso, pondremos un ejemplo, x=2y=4z)
Qtriaxs o (222__%% _ _i_:) =2 232 - _: - __i_-_G_) A2.5
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triax., _ 27
32

A2.6

Se calcula el momento

Enseguida se toma un caso particular.
cuadrupolar para el nucleo de Ru-108, para una
dada, (B # 0.3) a diferentes cortes (y = OO'y 300).

a) ¥ = o°

Utilizando la expresion para Q en términos de las matrices D:

= 2°
Q, = 2

2

A p?’ +4{D
2] o COS¥ {

ABD

©
i

Ya que

g = /F

222
F (227 «ngiz

-2 0 2

Yy ademas

1

<21|QmI|2> = <22|IQm|122>

1670
— <22HQ2 f122> -

2 2 2
AcCB I [ ®:, + o ) ol (0?
Q

A = 3ZRo , C = 5

an lén
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A2.9

A2.10

222
-2 0 2

2 2
+
2-2 D-ZZ)

]dﬂ

A2.11

deformacioén

A2.7

A2.8



; _ 22 2 2 2
<22|Qz0|22> = B8NACR [2 [20 -2 ][20 _

entonces:

2 ]] A2.12

Q =3.1R8 A2.13

si p=0.3

Q2 = 0.93 A2.14

Ahora si 7y = 30
Procediendo de la misma manera que para 7=00

<22|Q20122> =

- AgB I [(D§2+ Dz_z)(vi Dz;+ 7%-(1)5; + Di:z))(sz_2+
Q

_ 2 ACB = 1 22 2)°

= 8n 2 [\/3+72_] [20-2]

tomando las unidades adecuadas:
= 0.597 B
por tanto:
Q, = /’——-:’f (0.597) B = 1.89 B
si B = 0.3 como se hizo anteriormente

Q2 = 0.57

A2.15

A2.16

A2.17

Podemos observar entonces, gue el momento cuadrupolar triaxial

es menor que el prolato, como se habia predicho en el calculo con

el conjunto discreto de cargas.

107



REFERENCIAS

1.~ E. Feenberg, Phys.Rev. 55 (1939) 504
2.- N.Bohr, J.A.Wheeler, Phys.Rev.,56 (1939) 426
3.- A. Bohr,B.Mottelson, Kgl. Danske Videnskab Selskab Mat.Fys.
Medd.27(16) 1953 .
4.~ A.S. Davidov, B. Filipov, Nucl. Phys. 8 (1958)237
5.~ Faessler A.,Greiner W. y Sheline R., Nucl. Phys. 70 (1965) 33
6.~ Hess P.O., Seiwert M., Maruhn J.y Greiner W., 2. Physik A
296 (1980) 147.

7.~ J. Eisenberg y W.Greiner, Nuclear Theory (North

Holland),3® edicién Amsterdam 1987.

8.~ 'Rose -, Elementary Theory of Angular Momentum (1957), John .

9.- W. Greiner, B. Mialler-Quantum Mechanics (Simetries) Springer
verlag 19ss. . ..
10.~_Arya A.ﬁ{ﬁ_QFugdamentals of Nuclear Physics, Allyn Bacon,
- (1;;6{'“>.7- -
11.~ Nuclear Data Sheets 40 523 (1983) (U-234)
12.~- Nuclear Data Sheets 40 385 (1983) (Th-230)
13.~ Nuclear Data Sheets 53 601 (1988) (U,Pu-238)
14.~ Nuclear Data Sheets 36 367 (1982) (Th-232)
15.~- Nuclear Data Sheets 43 245 (1984) (Pu-240)
16.~ Kuman K. y Baranger M., Nucl. Phys. 63 (1965) 167

17.~ Gneuss~-Greiner, Nucl. Phys. 177 (1971) 449

108



18(a).-E. Chacén, M. Moshinsky and R.T. Sharp J. Math. Phys. 17 (1976)
668
18(b).-E. Chacén, M. Hoshinsky and R.T. Sharp J. Math., Phys. 18
(1977) 870
19.- D.Troltenier,P.Hess, J.Maruhn, W.Greiner, Zeitschrift fir
Physik A296 (1980)147
20.- P.O.Hess, J. A. Maruhn, W.Greiner, "Procceedings of Future
Direction in Studies of Nuclei far from Stability". North Holland
Pub.Comp. (1980) 151 .
21.- A.Frank, Physical Rev.C 39 (1989) 652
22.- Heyde X.,P.Van Isagker, M. Waroquier y J. Moreau
Nucl. Phys. C 29 (1984)4
23.- Nuclear Data Sheets 35 #3° (1982) (Ru-96)
24.- Nuclear Data Sheets 39 #3 (1983) (Ru-98)
25.- Nuclear Data Sheets 11 §3 (1974) (Ru-100)
26.-"Nicleai Data Sheets 35 #4 (1982) (Ru-102)
27.- Nucléé:'b§£a~sﬁeets 41 §325 (1984) (Ru-104)
28.- K.Stimmerer, N.Kaffrell, E. Stender y N.Trautmann

Nucl. Phys.A 339 (1980) 74-88 (Ru-106,108).

109



	Portada
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Coordenadas Colectivas
	Capítulo 3. Estructura del Hamiltoniano Colectivo Nuclear
	Capítulo 4. La Superficie de Energía Potencial Colectiva
	Capítulo 5. El Modelo Rotación-Vibración
	Capítulo 6. El Modelo General Colectivo y su Aplicación a Ruthenio
	Conclusiones
	Apéndices
	Referencias



