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EL METODO X-11 ARIMA Y EL FILTRO DE KALMAN 

EN EL AJUSTE ESTACIONAL DE SERIES DE TIEMPO 

Mart..1 n Romero Mart..1 nez .... 

Se est.udian dos mét..odos de ajust.e est.acional el X-11-ARIMA 

<Da¡;um,1983) y el uso del filt.ro de Kalman <Harvey,1989), Jos 

capi t.ulos de la t.es:is: son Int.roducción, Mét.odo X-11-ARIMA, Fi.Jt..ro de 

Kalman y Simulaciones. 

En los primeros capi t.ulos se p1•esent..a con ciert.o det.alle a los 

mét.odos en con1paración, y en Ja par t. e f"inal se r-ealizaron 

simulaciones:, para medir Ja bondad de los mét.odos en Ja es:t.imación del 

component..e t.endencia de una serie de t.iempo, y analizar .el modelo de 

re¡;res:ion lineal simple, cuando Ja variable re¡;resora es el component..e 

t..endencia de una serie de t..iempo. 

Por últ.imo, las ref"erencias básicas: de la t..esis: son : 

Da¡;um, E.B. <1983): The X-11-ARIMA Seasonal Adjust..ment.. Met.hod, St.at.is:-

t..ics Ganada, Time Series Research and Analys:is St.af"f", Cat.alo¡;ue 

12-564E. 

Harvey, A.C.(1989): F'oz•ecast..in¡;, St.ruct.ural Time Series Models and t..he 

Kalman Filt..er, Cambrdi¡;e Universit.y Press. 
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OBJETIVO. 

El ajuste estacional de series de tiempo es una técnica 

est.adist.ica importante, porque muchas series de tiempo, en su 

mayor parle económicas, son ajustadas estacionalmente para su 

publicación o inclusión en un modelo. 

El propósito del ajuste estacional es la eliminación de las 

Cluct.uaciones estacionales e irregulares, que contribuyen poco en 

la comprensión del comportamient.o básico o tendencia de la serie 

de tiempo observada, porque según Dagum C1978,p.10) : 

por 

" Las principales causas de estacionalidad son Cact.ores 

climáticos o institucionales, que son exógenos al siste­

ma económico y no pueden ser cent.roladas por los tomado­

res de decisiones, en un periodo corto ", 

lo el ajuste estacional de una serie de 

consisle 

tant.o, 

de manera muy general, en la 

estacional e irregular. 

estimación 

tiempo, 

de los 

componen les tendenci ª.• 

Las di versas soluciones ajust.e estacional 

podemos agruparlas en Cunción 

componentes de la serie, y 

clasiCicación siguiente : 

propuestas al 

de los supuestos hechos sobre los 

con ést.e crit.erio, se 

aJ métodos que no modelan a las componentes, 

X-11, X-11-ARIMA CDagum 1983), 

bJ métodos que modelan los dalos observados, 

modelos para los component.es, 

Burman C1980), Hillmer y Tiao C1988), 

presenta la 

y deducen 

cJ métodos que deCinen modelos para los component.es, y 

entonces implican un modelo para los dalos observados, 

Akaike C1980), Gersh y Kit.agawaC1984). 

En ést.e trabajo se estudiará el mét.odo X-11-ARIMA de Dagum 

C1983) y el desarrollado por Gersh y Kit.agawaC1984); las razones 

para escoger estos métodos se explican a continuación. 
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El método X-11-ARIMA es el más usado en oí'i ci nas .de 

gobiernos y en industrias, llene como alraclivo ser casi 

automático, y no supone modelo alguno para los componentes de la 

serie; su origen se remonta al método de Shiskin y 

EisenpressC1967), uno de los primeros métodos implantados en una 

comput-adora. 

El método de Gersh y Ki lagawaC 1984) es rel ali vamente nuevo, 

se ascogi6 por es~ar rundamentado por ~oda un desarrollo le6rico, 

basado en el í'iltro de Kalman, y es una generalización del trabajo 

de Akai keC 1980). 

En éste trabajo se pretende comparar los métodos en estudio 

en dos aspectos, 1 a es ti maci ón del componente lendenci a por si 

sóla, y su estimación para su inclusión en un modelo lineal. Para 

lograr el objetivo mencionado, éste trabajo se dividió en tres 

parles, descritas en el parrara siguiente. 

En una primera parle, se discuten de manera breve los 

conceptos más usados, a continuación, 

de los métodos en consideración, 

se presentan los í'undamenlos 

y en la parle í'inal, se 

realizaron simulaciones para comparar a los métodos. 

En las simulaciones, se mide la eí'iciencia de los métodos en 

la estimación de los componentes tendencia y estacional, y se 

estudia el modelo de regresion lineal simple, cuando la variable 

regresara es el componente tendencia de una serie de tiempo. 

Al momento de iniciar el trabajo, no habia en el Inslilulo de 

Investigaciones en Matemáticas Aplicadas y en Sistemas de la 

U. N. A. M C I. I. M. A. S) , i mpl anlaci enes de 1 os métodos, por 1 o 

lanlo, como parle del trabajo se instaló el prorgrama X-11-ARIMA 

proporcionado por la Dra. E.8. Dagum, y se programó el método de 

Gersh y Kilagawa C1984). 

En los apéndices se muestran los aspectos de cómputo 

relevantes para un uso posterior de los programas. 
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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

En este capitulo se resumen conceptos y aspectos importantes 

del ajuste estacional de series de tiempo. 

Ejemplos de serles de tiempo en las que se manif'iesta la 

presencia de un componente estacional son : 

a) el precio de alguna verdura, generalmente en los meses de 

producción el precio baja, 

b) la temperatura máxima observada en un dia, en invierno se 

observan temperaturas bajas, 

temperaturas son altas, 

pero en primavera y verano las 

c) el número de animales presentes en algún lugar, cuando la 

población a la que pertenecen es migrante, 

estas series tienen como caract..erlslica común, la existencia de 

movimientos dentro de un intervalo de tiempo que se repiten 

periódicamente, y en algunos casos, esos movimient..os contribuyen 

signif'icativamenle en el comport..amiento global de la serle. 

El primer supuesto del ajust..e estacional es modelar a la 

serie de tiempo observada como la suma o producto de componentes 

i ndependi ent..es 

e irregular 

componentes es 

I 

t..endencia N, 
t 

Cuando la 
t 

mul t..i pl i cal! va, 

reduce a una relación adit..iva. 

estaciohal s,. det..erminista o,. 
relación entre la serie y los 

la tr ansf'or maci ón logaritmo la 

La idea de que una serie de tiempo esta compuesta de varios 

componentes no observables, es una manera de interpret..ar a la 

serie. Según Nerlove, Grelher y Carvalho C1979), la idea comenzó 

a ser popular en economia durante los af'íos 182!3-187!3, y tambien 

hacen ref'erencia a un trabajo del meteorólogo Buys Ballet dado a 

conocer en 1847, como uno de los primeros intentos de ajustar 

estacionalmente a una serie de datos. 



Desde los t.rabajos iniciales has t. a nuest.ros di as, 

concept.os 

sido bien 

de 1 os componen t. es 

de!' i ni dos , ésto ha 

t.endencia 

ocasionado 

y est.aci anal 

que di fer entes 

no han 

métodos 

est.imen diferentes cosas, por est.a razón, en la sección 1. z se 

pr esent.an varias descripciones, mas que una def i ni ci ón de 1 os 

component.es. 

1.1 COMPONENTES DE UNA SERIE DE TIEMPO. 

Comenzaremos por hablar del component.e t.endencia, pues 

result.a ser el más import.ante. 

TENDENCIA. 

Desde un punto de vist.a matemát.ico, el concepto de t.endencia 

no es un concepto bien definido, 

ent.ender a la tendencia de una 

y hablando vagament.e, uno puede 

serie de tiempo, como aquella 

f'unción que representa el comport.amiento básico o fundament.al. 

Los primeros int.entos para modelar a la t.endencia suponian 

que ésta era una !'unción del tiempo, o de et.ras cantidades 

observables, si la función result.aba ser lin~al en los parámet.ros 

se manejaba un modelo de regresión. 

Pero la mayoria de las veces, la tendencia es una función 

desconocida del t.iempo o de otras variables, que se mueve 

suavement.e en el t.iempo y no puede ser 

su dominio por un polinomio de bajo 

bien represent.ada en t.odo 

grado, aunque la supuest.a 

suavidad, nos permit.iria represent.ar a la t.endencia cuando menos 

localment.e por polinomios, ya que el supuesto de suavidad es una 

propiedad local. 

En el dominio de las frecuencias, la densidad espect.ral del 

componente t.endencia se caract.eriza por t.omar valores alt.os en las 

frecuencias peque~as y valores bajos en las frecuencias altas. 
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Cuando no es posible modelar a la t.endenci a con f'unci ones 

conocidas del t.iempo o de et.ras variables, porque depende de 

f'act.ores no observables o la relación que explica a la t.endencia 

es muy compleja, es común suponer que el component.e t.endencia f'ue 

generado por un modelo Aut.oregresivo Int.egrado y de Promedios 

Móviles CARIMA:l, con la est.ruclura siguient.e, 

C1 .1) 

donde 

sucesión 

C I - B )dNt = l)tCB)ct, 

es un polinomio en B. 

da v.a.i.i.d. CO,c2
), 

BC Xt) Xt-~, y <c? es una 

es decir, variables aleatorias 
e 

independient.es e ident.icament.e dislribuidas con media cero y 

varianza o-2
. 

e 

N 
t 

es generado por el modelo (1.1), la f'unción de Si 

densidad espect.ral de Nt no 

podemos 

exist.e, porque el proceso no es 

est...aci onar i o. pero def'i ni r a la !'unción 

pseudo-espect.ral de (1.1) por 

/ C w) = C&2 /C2rr))r¡ Ce'")r¡ Ce-'" )/{C1 - e•w)dC1 
N e L L 

de densidad 

(1. 2) 

e -iw )~ 

con w e ( 0, rr J, f'unción que no es acolada cuando w es cero. 

ESTACIONAL. 

Algunas descripciones del component.e est.acional que han sido 

dadas son : 

"Por variación est.aciónal de una serie de t.iempo económica, 

ent.enderemos a los movi mi ent.os i nt.ra-anual es sislemálicos, no 

necesariament.e regulares. 

f'enómenos no económicos, 

ocurrencia regular de 

que algunas veces son causados por 

t.ales como cambios climáicos y la 

f'est.i vi dades religiosas CThomas y 

Wallis,1978 ), mient.ras que Dagum (1978.p. 10) af'irma. 

Las principales causas de est.acionalidad son f'aclores 

climálicos o i nst.i t.uci onal es. que son exógenos al sist.ema 

económico •y. no pueden ser cent.rolados por los t.omadores de 

decisiones, en un periodo corlo ". La primera caract.erización del 

component.e est.acional f'ue dada por Nerlove (1964), para quien, 

La est.acionalidad es aquella caract.er!st.ica de una serie de 

t.iempo, que da lugar a picos en la f'unción de densidad espect.ral 
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en las f'recuencias estacionales " 

Usando el modelo de regresión, un componente estacional 

determinista sl de periodo s (con s estaciones). tiene 

car act.er i st.i cas, 

repetir sus valores cada s periodos, 

como 

la suma de cualesquiera s valores consecutivos debe ser 

cero, 

y puede ser modelado con la inclusión 

variable 

de s-1 variables 

indicadoras, donde la i-ésima indica cuando una 

observación corresponde a la estación i del a~o. 

Un modelo ARIMA propuesto para Sl es 

donde UCBJ 1 + 81+ 

un polinomio en 8. 

+ as-i, {b ) 
l 

z son v.a.i.i.d CO,ab), 

Cl. 3) 

y 'I' es 

Cuando Sl es generado por Cl.3), Sl es capaz de evolucionar 

en el tiempo, pero localmente presenta un comportamiento parecido 

al de un componente estacional determinista. 

La f'unción de densidad pseudo-espectral de Cl.3) es 

/

9

Cw) = Có'~/C2TIJJ t¡J(ei" ) ip(.e-i" )/( UCei")UCe-i") ) 

y esta f'unción tiene como caracteristicas 

(1. 4) 

ser inf'inita en las f'recuencias estacionales w 2rrk/s, 

con k = 1,2, , (s/2l, 

tener minimos relativos cerca de las f'recuencias 

w = rrC2k-1)/s para k = 1,2, .. , (Cs-1)/2]. 
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DETERMINISTA. 

El componente determinista es modelado por 

p 

D = .:!: X 
t j (3j. t J=• 

Cl. 6) 

donde los valores X 
tj 

son f'i jos y conocidos. 

En series económicas que representan cantidades acumuladas, 

como puGdG ser la producción mansual de una máquina, algunas veces 

es necesario introducir un componente determinista, debido al 

llamado "ef'ecto calendario", que se presenta porque los meses no 

son de igual tama~o, o la ocurrencia de un d1a particular de la 

semana no es constante en todos los meses. 

Con el componente determinista se modela una intervención 

exógena conocida, como puede ser, el cambio de una política 

gubernamental, la aparición de un nuevo competidor, o la 

introducción de una campa~a de publicidad. 

IRREGULAR. 

El componente irregular puede ser modelado con un proceso 

ARMACp,q), pero 1 a mayor i a de 1 as veces se supone que I t no 

depende de su pasado ni de su f'uturo y es modelado por una 

sucesión de v.a.i.i.d. e o, O'z., . 
I 

Por último, es necesario manejar observaciones fal tantes y 

observaciones extremas, como en todo análisis estadístico. 

Los modelos para los componentes tendencia y estacional han 

sido arbitrarios, porque son conceptos no totalmente def'inidos, 

dependientes del usuario y modelan a cantidades no observables, 

por lo tanto, cualquier modelo explicito para éstas componentes 

será arbitrario. 
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Una revisión del aJ.ust.e est.acionl es hecha por Bell . y 

HillmerC1984)·, y una int.roducción al .t.ema se puede leer en los 

1 i br os de Box y J enk i ns C 1 976) , Ander sonC 1 971) y Kendal 1 , st:uar t. y 

Ord (1983). 

EL análisis de int.ervención 'es :'J:,rat.ado por Box y Tiao C1976), 

y el ef'ect.o calendario por Cl evel and ·y. Devl in C 1980). 

1.2 ASPECTOS DEL AJUSTE ESTACIONAL. 

Dos pregunt.as nat.urales son, si el usuario puede modelar a la 

serie de t.i ampo sat.isf'act.oriament.e, cuales son los razones para 

ajust.ar est.acionalment.e a la serie, y la segunda, cuales son las 

caract.erist.icas de un buen mét.odo de ajust.e est.acional. 

Posibles respuest.as a las pregunt.as plant.eadas, se dan en los 

párraf'os siguient.es. 

JUSTIFICACION DEL AJUSTE ESTACIONAL. 

Conviene observar, que en los métodos de ajust.e est.acional 

donde se modelan los dat.os y deducen modelos para los 

component.es, el ajust.e est.acionalse realiza despúes de modelar, 

y entonces t.iene sent.ido la primer pregunta del párraf'o ant.erior, 

mient.ras que, en los mét.odos que def'inen modelos para los 

component.es e implican un modelo para la serie, 

est.acional se ef'ect.úa al modelar. 

el ajust.e 

Algunas razones para ajust.ar estacionalmente a una serie, 

independient.ement.e del mét.odo a usar son las siguient.es. 

a) Simplif'icación de la Inf'ormación. 

Bell y Hillmer (1984, p. 301) dicen : "El ajust.e est.acional es 

hecho para simplif'icar los dat.os, de manera que pueda ser más 

f'ácil su int.erpret.ación, por usuarios con no muchos conocimient.os 
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estadisticos, sin una pérdida de inf'ormación", ésta es una buena 

justif'icación cuando el porcentaje de variabilidad explicada por 

el componente estacional no es muy grande. 

b) Pronósticos. 

Cuando se intenta predecir el comportamiento global y no el 

valor puntual de la serie, es más f'ácil detectar cambios de 

dirección en una serie ajustada que en la serie original, 

ant.icipar por ejemplo, cuando una serie que 

comportamiento creciente deja de hacerlo. 

most.raba un 

c) Relación de la serie con otros datos. 

La presencia de un ef'ecto estacional puede obscurecer las 

relaciones entre la serie de tiempo y otras series o eventos. 

d) Estudio de ciclos económicos. 

Al sup~ner que el componente no estacional, 

modif'icado en alguna medida, la estimación del 

tendencia sirve para tomar decisiones en el control 

actividades económicas y determinar el estado de 

dentro del ciclo económico. 

puede ser 

componente 

de algunas 

la economia 

Cuando ninguna de las razones dadas es suf'iciente para 

ajustar estacionalmente, debe recordarse que la descomposición de 

la serie es una manera de ver a los datos, y como tal, proporciona 

inf'ormación, pero la decisión de sustituir a la serie original por 

la tendencia en análisis posteriores, debe ser tomada en el 

contexto de cada problema. 

CRITERIOS PARA BUEN AJUSTE ESTACIONAL 

La idea general para identif'icar un buen método de ajuste 

estacional es que el método elimine uni camente al componente 

estacional, y ésta idea se ha traducido en los criterios 

mencionados a continuación. 
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a) Cualquier comport.amient.o int.ra-anual repet.it.ivo debe ser 

eliminado. 

b) Remover los picos en las :frecuencias est.acionales de la 

densidad espect.ral de la serie original, sin producir baches en 

esas :frecuencias o a:fect.ar grandement.e la densidad espect.ral en 

et.ras :frecuencias. 

c) El component.e irregular debe comport.arse como un ruido 

blanco. 

d) Los movi mi en t.. os ciclicos globales no deben ser 

dist.orsionados. 

e) Debe exist.ir alt.a coheri~ncia ent.re las series original y 

ajust.ada. 

:f) El espect.ro cruzado de las series original y ajustada debe 

t.ener un desplazamient.o rn1nimo de :fase. 

Es t. os crit.erios son buenos 

det.erminar con cert.eza el mejor 

por las razones ~iguient.es. 

para 

Los crit.erios b),e), y :f) :fueron propuestos por Nerlove 

C1964), pero Nerlove,Gret.her y Carvallo (1979) muest.ran que : 

1.- la coherencia ent.re la serie ajust.ada y observada es uno, 

si la serie ajust.ada se obt.iene como una combinación lineal 

Cconst.ant.e en el 

:Cut.uros, 

t.iempo) de valores pasados y posiblement.e 

2.- los únicos :filt.ros lineales e invariant.es con 

des:fasamient.o igual a cero son los :filt.ros simét.ricos. 

También Ner 1 ove y Gret.herC1970) invest.igaron el est.imador 

lineal con rn1nimo error cuadrát.ico medio a t.ravés de simulaciones, 

y su conclusión :fue que no sat.is:facia t.ot.alment.e los crit.erios de 

Nerlove C1964). 

Bell y HillmerC1984, p.345) y PierceC1979) muest.ran que si el 

component.e irregular es ruido blanco, el componente irregular 

estimado con el criterio de minimo error cuadrat..ico medio no es 

g 



un ruido blanco. 

Debe recordarse, que cuando el ajuste estacional esta basado 

en la def i ni ci 6n de un modelo par a los componentes, un criterio 

general para seleccionar entre dos alternativas es maximizar la 

verosimilitud o una funci 6n de ést.a, como puede ser mi ni mi zar el 

criterio AIC = -2><LnCLCeJ) + 2p, propuesto por Akaike, donde LCe) 

es la función de verosimilitud y p el número de parámetros. 

De esta peque~a discusión puede concluirse, que los crit.erios 

propuest.os son deseables pero no necesarios, y nuevamente, la 

decisión final debe ser tomada por el usuario, conjuntando su 

conocimient.o del problema, los criterios expuest.os y de ser 

posible el objetivo del ajust.e estacional. 
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1 . 3 SISTEMAS LINEALES. 

El modelo más simple de la EsLadisLica es 

y una generalización de ést.e son los sist.emas 

el modelo lineal, 

lineales, pero el 

uso de los sist.ernas lineales en la Est.adist.ica, comenzo de manera 

muy discret.a en Duncan y Horn C1972) y Harvey y Phillips (1976). 

La aplicación de ést.os modelos en las series de t.iempo se revisa 

de manera breve en el capit.ulo 3. 

Comenzaremos por describir un sist.ema lineal. 

Un sisLema lineal invariant.e y discret.o en la f'orma 

espacio-est.ado, es especif'icado por las mat.rices (p,C,D,F) y las 

ecuaciones 

xCt.+1) 

yC t,) 

+ Dl;CD, 

C xCt.) + F l;Ct.), 

donde ~ e ~~xn . Ce ~sxn~ D e~ nx~ y F e ~~xr 

Cl. 6) 

y i; proceso de enLradas no observables al sistema, 

l;Ct.) son v.a.i.i.d. con vect.or de medias cero y rnat.riz 

de covarianzas r. 
y proceso observable o de salida, 

x el est.ado del sist.ema a t.iempo t., es una variable no 

observable, 

C la mat.riz de observación, que sirve como vent.ana para 

x. 

P la rnat.riz de transición para el sistema, def'ine la manera 

en que evolucionarla el sistema en ausencia de ruido, 

F,D: Matrices para correlacionar a i;. 

Exist.en sistemas lineales en los que el vect.or de est.ados 

evoluciona de manera continua y el proceso se observa de manera 

continua o discret.a, pero no seran discut.idos en este Lrabajo. 

El sistema Cl. 6) no es el más general. pues carece de 

variables de control, que pueden ser variables exógenas al 

sistema. Un sisLema más general se present.a en la sección 3.2. 
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.., 
1 

Los sist.emas lineales con orient.aci6n· a la ·Íngenieria pueden 

verse en Kailat.hC1980), y el trat.anuént.o est.adist.ico es hecho por 

CainesC1988) y HannanC1988) 

Ahora se def'inen los conceptos de sist.ema observable y 

cont.rolable, que como se verá son muy import.ant.es. 

Observabilidad. 

El sist.ema Cl.6) es observable, si la mat.riz el)', 

C1.7) 

es de rango complet.o. 

El signif'icado de la def'inici6n de observabilidad es el 

siguient.e, si <D' es de rango complet.o,es posible resolver las n 

ecuaciones 

y(t.) t. = O, ..• n-1, C1. 9) 

es decir, en ausencia de i; es posible det.erminar (observar) xCO) 

Cy en consecuencia a xCn)) a part.ir de yCt.), t.=O, ... ,n-1 

Cuando el sist.ema no es observable, 

exist.e una mat.riz T t.al que CT' )-1 <D' 

<D' t.iene rango n
1
Cn

1 
<n), 

t.iene n-n
1 

renglones de 

ceros. los primeros n 
1 

renglones de 

independient.es y T sat.isf'ace 

al mu! ti pl i car 

T xCt+1) 

y(t.) 

o J. 

por Tal sist.ema C1.6) 

T !li T- 1T xCt.) + T D l;l, 

C T-
1
TxCt.) + Fl;t.' 

T son linealment.e 

(1. 9) 

(1.10) 

y renombrando adecuadament.e en el sistema, est.e se t.ransf'orma en 

X Ct.+1) 
1 

x Ct+l) 
2 

y( t.) = 

!li X Ct.) + 
11 1 

!li X (t.) + 
21 1 

C
1
x

1
Ct.) + F i;l, 

!li X Ct.) 
22 2 

(1. 11) 

donde e !li • e ) es observable. 
1i 1 

De la nueva representación del 
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sistema, se deduce que puede omitirse a x C t) , pues no aparece en 
2 

la ecuación para yCt). es decir, el ef'ecto de i; sólo se observa a 

través de X Ct). 
1 

Ejemplif'icaremos el concepto de observabilidad con el 
sistema 

r 

~:_, l [ 
1 o o o Cl .12) 

1 
1 o 

1 

o 
o 

L t-2 

yCU = [ 

La matrices 11) -· Cl .13) 

r 1 1 
1 1 o 11)' 

l o o 
o 1 

además, Cl .14) 

[ 
1· o 1 o 

l o o -1 o [ 
;p ;p 

l T!PT-1 1.l 12 

_Q __ L=L!.._Q ;p ;p 
2.l 22 

o o -1 . o . 
y el nuevo vector de estados es Cl. 15) 

r 1 o o 1 r· 1 [ 
N + s 

1 L L-2 

l 
o 1 o -1 

j :::: 
s - s l L L-2 

o o 1 -1 s - s 
o o o -1 

L-; L-2 

L-2 

ahora tenemos un sistema que nos permite modelar a yL de igual 

manera que C1.15), con menos variables, mostrando que el concepto 

de observabilidad. corresponde a la existencia de 

en el modelo lineal. 

13 

rango completo 



Cent.rol abilidad. 

El sistema C1.6) es controlable si la matriz ~. 

C = [ D,!PD, .• ,a;n- 1 0 J, 

es de rango completo. 

(1. 16) 

El sentido de la def'inici6n de. ·cont.rolabilidad, 

de la igualdad 

se obtiene 

l + 1 
xCt+1) = :>: !Pj-<D/!'Ct+1-j) 

J = i. 
+ a; l + 1 xCO), (1. 17) 

si pudieramos manejar a i;'Ct), ... , l;CO), podriamos hacer que el 

sistema a tiempo t+1 tome 

f'inito y conocido. 

cualquier valor, mientras xCO) sea 

Cuando el sistema no es controlable, podemos encontrar una 

matriz no singular T de manera que el sistema transf'ormado sea 

X Ct+1) 
1 

X Ct..+1) 
2 

;¡; 11X1 et)+ ¡¡; 12 x2 et) + D 1 i; l , 

!!? X ( t), 
22 2 

donde el sub-vector de estados x Ct) no es 
2 I 

controlable, 

su valor no puede ser modif'icado a traves de i;. 

Otras def'iniciones importantes se dan a continuación. 

Construibilidad. 

El sistema (1.6) es const..ruible si 

(1. 18) 

porque 

rango( <D' ) 2 rango( !P'n). C1.19) 

y signif'ica que el conocimiento de i;k, O<=- k: -<=--,-t:- C t>= n_::i- )-, 

nos permite conocer a xCt..+1). 

Detectabi 1 i dad. 

El sistema (1.6) es detectable si 

a) existe una matriz T tal que, 

T !P T -• [ ::: ~J 
con C !P

11 
C

1
) construible y 

14 
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b) los eigenvalores de !!? 
22 

son menores que 1 en valor 

absol ut.o, es decir : ;>,.. C !!? ) : < 1 . 
L 22 

La propiedad de det.ect.abilidad se int.erpret.a del modo 

siguient.e, la part.e del vect.or que no observamos, no dependerá 

después de mucho t.iempo de x
2
CO), porque los eigenvalores de !1?

22 

son menores que 1 en valor absolut.o. 

Cont.rolabilidad al origen. 

El sist.ema Cl.6) es cont.rolable al origen si C!l?',D') es 

const.ruible, y se int.erpret.a asi, para sist.emas cont.rolables con 

un valor conocido de xCO), exist.en ¡;l, O<= t.<= k, C k >=n-1 ), 

t.al que xCk+1) = O. 

Y f'inalment.e, un sist.ema es est.abilizable si Cil?' ,D') es 

det.ect.abl e. 

En seguida se present.an t.res t.eoremas, 

import.ancia de los concept.os ant.eriores. 

que muest.ran la 

El primer t.eorerna muest.ra que un sis'Lemna lineal e 

invariant.e, puede ser expresado en las f'ormas ent.rada-salida o 

espacio-est.ado CHannan,1988, p.16). 

Teorema 1.1 

Cualquier !'unción de t.ransf'erencia racional en z 

"' ZCz) = ~ 

j=o 
L 

o 
< 00 • 

puede ser expresada como CC Iz - !!? )-~D + F, 

donde F = L , L. = cwio, 
o J 

F e ~~xr ~ e ~~xn C e ~sxn 

y se dice que C!l?,C,D,F) es una realización algebraica de 2. 

C1. 21) 

Un concept.o import.ant.e es la minimalidad de un sist.ema 

lineal. 

15 



Definición. 

El sistema lineal C~,C,D,F) es minimal, si ~es la matriz de 

menor dimensión posible entre todas las realizaciones posibles de 

la función de transferencia ZCz). 

Y dos teoremas, que nos dicen que es suficiente trabajar con 

los sistemas observables y controlables. 

Teorema 1.2 

Un sistema lineal C~.C.D,r) es minimal si y sólo si es 

observable y controlable. 

Teorema 1. 3. 

Si los sistemas lineales mi1)imales C~.C.D,F) * * * * y e~ .e ,o ,F ) 

son realizaciones de la misma función de transferencia, entonces 

existe un matriz no singular T tal que 

T ~ T:
1 

TD y 

e*= e T: 1 

F = F~ 

16 
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y II 

CAPITULO I I . 

METODO X-11-ARIMA. 

El método X-11-ARIMA tiene como antedecentes a los métodos I 

de la Of'icina del Censo de los E.U.A.CShiskin y 

Eissenpres,1957), que f'ueron dos de los primeros métodos en ser 

implantados en una computadora. 

El método X-11-ARIMA consta basicamente de tres !'ases 

C Daguin, 1 983) : 

a) modelar a la serie de tiempo observada con un modelo 

ARIMA, 

b) extender la serie al pr i nci pi o y f' i nal del 

periodo de observación, con pronósticos para un a~o 

obtenidos del modelo seleccionado en a), 

c) ajustar estacionalmente a la serie extendida, haciendo úso 

del Método II-X-11, tal y como f'ue propuesto- por 

Shiskin, Young, y Musgrave C1967). 

En la sección 2.1 se explica con algún detalle cada una de 

las !'ases del método X-11-ARIMA. 

2.1.- DESCRIPCION DEL METODO. 

MODELADO Y EXTRAPOLACION. 

Existen dos maneras de obtener el modelo ARIMA que servirá 

para extender a la serie : 

el usuario lo proporciona, 

- el programa lo seleccione de manera automática. 

El programa maneja tres tipos de relación entre los 

componentes, y el tipo de relación determina los posibles modelos 

que ajustarla el programa. Las relaciones y los modelos se 

muestran en la tabla 2.1 
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Tabla 8~1_ :·· 

---~~!.e~!.!:?~------------------------------------tis:?!:!~!.s:?~-------
Mul t.i pl i cat.i va c·o~1. i )C0, 1; 1) log 

~ :::~-;-'::."'A:~-.;.;_. ,~_,>·;~: ,';:_·-:.:--:;.·,~·~: ,-: ,• ~ • :. 

zl Nl* sl* rl .~;': '(' .',;:.~ .. co;·8;8)C0~1;1) log 

--~:~~rd;;;'.;, =-~-=~~'.~.~~~1.~~tt~~t~i~i¡~~~;~-- ---
zl = Nl + sl + r l ~~:{:=~~~;¡\~) s 

---------------------------------------~--------:_. __ :_ __ !, ____ _ 

Los modelos que aparecen en la tabla rueron seleccionados de 

un conjunto más grande C18 modelos), los cuales habían demostrado 

su erectividad para modelar 

observadas. 

una gran variedad de series 

La manera en que se seleccionaron los modelos que ajusta el 

programa X-11-ARIMACDagum,1983), rue la siguiente. 

Se obtuvieron 174 series de tiempo de di versos sect.ores 

económicos del Canada, cada serie abarcaba 15 ai"íos de 

observaciones mensuales y trimestrales, para cada una de las 

series se ajustaron los 18 modelos, y por cada modelo, se contó 

el número de series en las que se cum~lian 

siguientes 

los criterios 

a) se acepta la hipótesis de aleatoriedad de los residuos 

con la prueba x 2 de Ljung y Box (1978) al 10%, 

b) que el promedio de 1 os val ar es absolutos de 1 os error es 

relativos de predicción para los últimos tres af'!os sea menor al 

18%. 

18 



Con los cr·i t..er ros a) y. b) Tos·! mejor es ·.modelos f'uer on 

~Tabl-a" 2. l:f:· ._:,,_::_ 

Modelo .. ,. 'pcíi.;cent..á.)'e de ·1as series en el que 
... , ·. . . .. ·· .. se cumplierOn los a crit..erios para 

------:...-'.L::.:2':_;_;_:;~_,¿;¿_:...:::'.foe':!!i:~~·~!__ti'.:_x:i::~§.i_E~i:.~-!.'::!~-~<::!c:!~!.<::!~-!. 
e :2 ·~ ¡: .·-¿·;,é: ¡:-~~-i~}f-~- .-.. ~_:._~·~ '._~;·;~ -

- :_ .. -. - -.. -· :--=- '~ _·'. g· - , __ ;":··' 

._.,_ 

73 % 

e o. a, a) e o , 1 • D "lag 5 x 
co,1,1)C0,1,1) log a % 
---------------~----------------------------------------

el 
i-1. 

Por úl t..i mo, se i ncl uyer on los modelos C0, 1, 1)(0, 1, 1) s y 

co.a.a,)co,1,1) 
" 

para series modeladas con el supuest..o de 

adit..ividad de los component..es, porque después de experimentar con 

series que seguian una relación adi t..i va, la t..r ansfor maci ón 

logarit..mica afect..ó negat..ivament..e el promedio de los errores de 

predicción y la estad.1.st..ca ·::/. 

Para seleccionar el modelo, se est..iman los dos primeros 

modelos propuestos, si alguno sat..isface los crit..erios a) y b), 

éste es el modelo seleccionado, si no, se ajusta el t..ercer modelo. 

Cuando ninguno de los dos primeros modelos es rechazado, se 

escoge el de menor er~or de pronóst..ico. 

Para cada modelo ajust..ado el programa imprime. 

a) El promedio de los valores absolut..os de los errores 

relat..ivos de pronóst..ico para cada uno de los t..res últ..imos a~os, y 

par a los úl t..i mes t..r es a~os. Si el promedio de los errores para 

los tres út..imos a~os es mayor que el 12% el modelo es rechazado. 

b) La prueba 2 
X de aleatoriedad de los residuales CBox y 

Ljung,1987), cuando se rechace la hipót..esis al 10% el modelo es 

rechazado. 

c) El coficient..e de determinación R
2

. 

d) Verifica que no exist..a sobrediferenciación en el modelo 

est..imado, revisando que las sumas de los pará.metros del promedio 

móvil y del promedio móvil est..acional sean menores que 0.9. 

Cuando fue posible seleccionar un modelo. éste es usado para 

hacer pronóst..icos hacia at..rá.s Cbackast..); al hacer pronóst..icos 
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hacia atrás a) se sustituye por 

a'). el porcentaje de error debe ser menor que el 18%, 

se impuso esta condición, porque para series de tiempo grandes, es 

peque~a la inI'luencia de los pronósticos hacia atrás en los 

últimos raclores esl.acionales. 

El usuario puede proponer un modelo o hacer un ajuste sin 

extender la serie, cuando ninguno de los modelos rue aceptado. 

METOOO II-X-11. 

Este es un procedimiento que descompone a la serie en la suma 

o producto de cinco componentes 

- tendencia CN), 

estacional CS), 

irregular CI), 

"Trading-day Variation" o erecto del número de dias CTD). 

I'acl.ores iniciales CP): 

para cada observación, 

del Trading-day Variation, 

y los principales pasos del método son: 

a) ajuste a priori, 

b) estimación preliminar de "Trading-day Variation" y pesos 

para los irregulares, 

c) estimación t.'inal de "Trading-day Variation" y pesos para 

los irregulares, 

d) estimación I'inal de ractores estacionales, 

irregulares y serie aj~stada estacionalmente. 

tendencia, 

Se describe el programa X-11-ARIMA en el ajuste de series 

mensuales, y las diI'erencias con X-11-ARIMA trimestral se se~alan. 

Las palabras encerradas en corchetes "[ J ", son las adecuadas 

cuando la relación entre los componentes es aditiva o lag-aditiva. 
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En la part..e de aJust..e a priori, 

a) se ext..iende a la serie con pronóst..icos cuando se selecci~nó 

algún modelo, 

b) se divide (rest..aJ la serie ent..re los f'act..ores iniciales de 

cada observación, 

c) si se t..i enen los pesos i ni ci al es par a las variables que 

miden el número de veces que aparece un dla en un periodo, t..ambién 

se hace un ajust..e apriori. 

En las t..res últ..imas part..es, se est..ima it..erat..ivament..e a los 

f'act..ores est..acionales y pondera a las observaciones irregulares. 

Los pasos para la est..imación de los 

est..aci onal son. 

component..es t..endencia y 

1. - Dividir (rest..ar al la serie original por un promedio 

móvil 2x12, para t..ener una est..imación inicial de S*I (S+IJ. 

2. - Aplicar un promedio móvil 3x3 a las est..imaciones de S*I 

[S+IJ obt..enidas en Cl), para cada mes por separado, para t..ener una 

est..imación inicial de los f'act..ores estacionales S. 

3.-Ajust..ar 

aproxi madament..e 

los 

12 

!'actores 

(QJ sobre 

est..acionales, 

cualquier 

para que sumen 

conjunto de 12 

observaciones consecut..ivas, por medio de dividir (rest..arleJ a cada 

f'act..or S un promedio móvil 2x12. Para tener los seis valores 

f'alt..ant..es al principio y f'inal de la serie, repet..ir el primer y 

últ..imo f'act..or disponible. 

4. Divida ( rest..e a J las est..imaciones de S*I del paso 1 por 

la est..i maci ón de los f'act..ores est..acionales del paso 3, para 

t..ener una est..imación preliminar de I. 

5. Calcular una desviación est..andar móvil C o ) que incluya a 

irregulares est..imados correspondient..es a 5 af'ios, y pruebe los 

component..es irregulares del af'io cent..ral cont..ra 2.5o, remover los 

valores mas grandes que 2.5o y repit..a la evaluación de o. 

Asigne un peso de cero a los irregulares mayores que 2. 5o, 

un peso de 1 a los irregulares menores que 1. !30, y asignar un 

peso de manera lineal ent..re O y 1 a los irregulares ent..re 1.!3o y 
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a. 60. 

Para los primeros dos a!'íos usar la o calculada para el 

tercer a!'ío, y para los dos últimos, usar la última o calculada. 

Para reemplazar un valor extremo en los dos primeros y 

últimos a~os, se toma un promedio de 

el valor por su peso, y 

los primeros 6 últimos irregulares del mismo mes a los 

que se les asigno peso completo. 

7.- A las estimaciones de S*I con los valores extremos de I 

remplazados , aplicar un promedio móvi 1 3x3 par a cada mes por 

separado, y obtener otra estimación de los factores estacionales. 

8.- Repita el paso 3 a los factores encontrados en 7. 

9. - Para tener una estimación preliminar de la tendencia, 

divida [reste al la serie original por la serie de factores 

encontrados en 8. 

10. - Para estimar el componente 

promedio móvi 1 de Hender son( Kenny y 

términos a 1 a serie obtenida en 9, 

tendencia-ciclo, 

Durbi n, 1988) de 

aplicar 

9,13 o 

un 

23 

y divida [reste al la serie 

original por la estimación de tendencia-ciclo, 

segunda estimación de S*I [S+Il. 

para tener una 

11. - A las estímacionas de S*I 

móvi 1 3x!3 por cada mes, par a tener 

componente estacional. 

18.- Repita el paso 3. 

[S+I l aplique un promedio 

una segunda estimación del 

13. - Divida la serie original por las estimaciones de S*I 

[S+Il del paso 11, para obtener la serie ajustada estacionalmente. 

En las fases a,3 y 4 del método X.-11, se aplican casi todos 

1 os pasos descr i t.os, y el resultado de cada paso es una t.abl a 

denominada af3, donde ex E < A,8,C,D > represent.a a la fase del 

método y~ e< 1, ... ,13 > es el paso. 

En el programa X-11, el único componente determinista que es 

posible modelar es el efecto del calendario C "Calendar Effect." o 

"Trading-day Variation" ) , y se a!'íade a los 13 pasos el siguiente 

procedimiento, propuesto por EisenpressC1966). 
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Si ID 
t 

represent.a a la serie de irregulares .que, se. obt.ienen 

del paso 13, se t.i enen dos modelos par a I Dt. 

ID 
t 

? 

relación adit.iva, 

IDt -1 C t x,J\)/n,. relación mult.iplicat.iva , 

C2.1) 

donde x,, es el número de veces que el di a i ocurre en el mes o 

t.rimest.re, 

n, es el número de días que t.iene el mes o t.rimest.re t.,, y 

~. es el coeficient,e asociado al efect.o del dia i. 

Con los residuos del paso 13 est.imar a ~ por mínimos 

cuadrados ordinarios OLS y const.ruir 

M 
t 

? 

C relación adit.iva ), (2; 2) 

M 
t 

t x"C1+~,)/n, C relación mult.iplicat.iva ) , 

los irregulares est.imados son 

o I = ID /M, 
t t t 

dependiendo del t.ipo. de relación ent.re los component.es, y por 

últ.imo, aplicar el paso 6 a los nuevos irregulares. 

Consideraciones del mét.odo. 

1.- No es posible usar un filt.ro simét.rico para ajust.ar a las 

últ.imas observaciones, lo que hace necesario, usar los filt.ros 

asimét.ricos dados en DagumC1983). 

2.- Si la serie es t.rimest.ral, se usan los filt.ros de 6 y 7 

t.érminos de Henderson y un promedio móvil 2x4, en sust.it.ución del 

promedio 2x12 y de los filt.ros de 9, 13 y 23 t.érminos. La elección 

del filt.ro de Henderson la hace el usuario o el programa, en 

función de la variabilidad de los component.es. 

3.- Los filt.ros usados por el mét.odo fueron seleccionados con 

base en la experiencia. 

4. - Aunque el mét.odo no supone modelo alguno. Cleveland y 

TiaoC1979) han probado que X-11-ARIMA es ópt.imo en la est.imación 

de N, para el modelo 
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con 

z 

CI -
.. z . 
8) N· 

-t· 
=<e ·r 

CI- B12)S,;, 
t 

T) = -0.49 • 
z z 

ac= 1.30' b 

T) = 0.49 z 

I = NCO,o-2 
). 

t .. 

.y¡¡s .. 

z 
O' .. 

cz. 3) 

-0.83 

por lo tanto, para series cercanas de éste modelo, el ajuste será 

bueno en términos de error cuadrálico. 

5. - Es un método poco flexible por el limitado número de 

filtros disponibles, pues ya en 1967, Shiskin y Eisenpress C1957) 

al presentar su Mélodo II decian : 

" Debe ser claro a los estudiosos de éste problema que no 

exisle una t'órmula de graduación, la cual pueda delinear los 

movimienlos ciclicos básicos de todas las series 

y mencionaron la posibilidad de desarrollar criterios para lograr 

una buena selección del filtro, dependiendo de las fluctuaciones 

estacionales e irregulares particulares de cada serie. El método 

X-11-ARIMA ya incluye criterios para seleccionar al filtro de 

Henderson y olros filtros, pero aún con éstas opciones, el número 

de filtros es limitado. 

Como se ve, desde sus orígenes ya se conociá la principal 

limitación del metcdo, que es su falla de flexibilidad. 

6.- Los filtros de Henderson tienen la propiedad de minimizar 

la suma cuadrados de las lerceras diferencias de la serie 

ajustada, la demostración puede verse en Kenny y DurbinC1982). 

7. - Una de las caracterlsticas que hizo dificil el estudio 

del método X-11, son los elemenlos no lineales que conliene, entre 

ellos, la estimación móvil de o para sustituir valores.Una 

aproximación lineal al mélodo fue dada por YoungC1968). 

8.- Cuando la longilud de la serie es mayor que 29 a~os, el 

programa X-11-ARIMA no ajusta modelo. 
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El mét.odo X-11-ARIMA represent.ó un avance respect.o al mét.odo 

II-X-11, al hacer que el ajust.e est.acional dependa de un modeio 

ajust.ado a 

li mi t.ación, 

la series, y resolver parcialment.e su 

sus vent.ajas según DagumC1983) son. 

principal 

La exist.encia de un modelo que ajust.e a la serie original, da 

una medida de la calidad de los dat.os, aunque el modelo no 

sat.isfaga los requisit.os para la ext.rapolación. Cualquier 

descomposición de una serie es de dudosa validez, si no es 

posible ident.ificar un modelo ARIMA de la serie. 

El valor esperado y la varianza de la serie original pueden 

ser calculados si la serie t.iene un modelo ARIMA, y enlences, 

pueden ser const.ruidos int.ervalos de con:f'ianza para las 

observaciones, e ident.i:f'icar posibles valores ext.remos. 

La est.i maci ón del componen t. e t.endenci a par a 1 as úl t.i mas 

observaciones combina a los :f'ilt.ros simét.ricos de Henderson y los 

pesos que el modelo ARIMA asigna al ext.rapolar, de ést.a manera, 

los últ.imos pesos cambian con el modelo ajust.ado, y el :t'ilt.ro 

:f'inal re:f'leja los movi·mient.os más recient.es de la serie. 

Al ai'íadi r 1 o 2 ai'íos de da t.os ext.r apol ad os, se t.i ene una 

mejor est.imación de la varianza de los irregulares, y signi:f'ica 

una mejorla en la ident.i:f'icación y reemplazo de las observaciones 

ext.remas. Se encont.ró que un ai'ío de pronóst.icos hacia at.rás y 

adelant.e es la mejor elección para muchas series. 

Si los últ.imos :f'act.ores est.acionales son aplicados para 

ajust.ar est.acionalment.e a las observaciones act.uales, no hay 

necesidad de revisar el ajust.e más de 2 veces (evidencia 

empirica), y para muchas series una revisión es su:f'icient.e, 

Es un mét.odo que en la pract.ica ha :f'uncionado acept.ablement.e, 

es casi aut.omát.ico, y maneja aut.omat.icament.e a posibles 

observaciones ext.remas. 
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En la aplicación de lodo método est.adistco es necesario 

probar o cuando menos cuant.i ficar, la medida en que son 

satisfechos los supuest.os del método, y para X-11-ARIMA se han 

propuest.o algunas est,adist.cas de control. Como no existe un modelo 

para la serie y los componentes, las pruebas de hipot.esis 

proponen son aproximadas. 

ESTADISTICAS DE CONTROL Y PRUEBAS DE HIPOTESIS. 

P1.- Prueba de presencia de estacionalidad. 

que se 

El propósito de ést.a prueba es verificar la significancia del 

componente estacional estimado, es decir 

H no exist.e t'act.or estacional en la serie, o 
o 

H
0 

los factores estacionales son iguales para lodos los 

meses. 

La prueba se obtiene de un Análisis de Varianza CANOVA) con 

una entrada, para la est.i maci ón del componen le est.aci onal del 

paso 1 fase 2 (Tabla 81), si w .. es el j-ésimo fact.or estacional 
' J 

correspondiente al i-ésimo a~o. se definen las sumas de cuadrados 

siguientes 

S.C.M. :;: ( 
2 

en t. re w w .> meses • (2. 4) 
J ... J 

S. C. T. :;: .e w w. .) 2 t,ot,al, 
' J ' J 

S.C.R. S.C.T.- S.C.M. residual, 

y bajo el supuesto de que los factores esLacionales son 

constantes en el tiempo, la estadist.ica de prueba es 

F =-~~~~~~~~~=~~-------- C2.5) 
e S.C.R./C T - 2*1 - s) 

donde s es el periodo de estacionalidad, 1 = 6 para observaciones 

mensuales y 1 2 para observaciones t.rimestrales. Dado que se 

viola el supuesto de normalidad, se prueba la hipótesis con un 

nivel de significancia del 0.1X y una distribución F de Fisher, 

con Cs-1, T-2*1-s) grados de libertad, siendo deseable un valor 

alt.o de la est.adist.ca de prueba. 
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P2.- Prueba de Estacionalidad Móvil. 

La hipótesis a probar es 

H
0 

El !"actor estacional es estable, 

y se t-rabaja con la serie w,j= absC Wlj) [wlj= absC 100- Wlj)], 

donde Wlj es la est-imación del componente S .. I [S+I J 

correspondiente al aRo i mes j de la t-abla DS. 

La prueba se obt-iene de una t-abla de ANOVA de dos ent-radas 

par a la serie w . y t-r a t-a de medir el cambio del componen t. e 
'J 

est-acional en el t-iempo . 

Se def"inen las sumas de cuadrados entre aRos CS.C.A) y de los 

residuos CS.C.R), 

S. C. A = ¿: C w ca. 6) 

S.C.R. = S.C.T. - S.C.A. - S.C.M., 

la est-adistca de prueba es 

F ca. 7) 
m 

donde n es el número de aRos. La prueba de hipót-esis se hace con 

un nivel de si gni !" i canci a del 5% y una di st-r i buci ón 

FCn-1,T-1-Cn-1)-Cs-1)' ). En ést-a prueba es deseable un valor bajo 

de la estadist-ca. 

P3.- También se hace la prueba de Kruskal 1-Wall is 

CConover.1980,p.229) al 5X. para probar est-acionalidad est-able. 

P4. - Prueba para la presencia de un componente est-acional 

ident-if"icable. En ésta prueba exist-en t-res posibles decisiones 

para 

H,: Probable no presencia de estacionalidad ident-ificable, 

H : Presencia de Est-acionalidad Ident-if"icable, 
2 

H
9

: No presencia de Estacionalidad Idenlif"icable. 

F .. y K* son los niveles de signif"icancia descriptiva 

F, 
" 

F 
m 

y la 

Ti = 7/C F - F ), 
m " 

prueba de Kruskall -Wal 1 is, se evaluan 

T2 = C3F )/F , C2. 8) 
m e 

y T = C Ti + T2)/2, 
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y la regla de decisión es 

a) sir*>= 0.1% entonces H 
g 3 

b) si 
.. 

F <= 5'' ,. 
m 

y T >= 1 entonces 

c) si F*> 6% y T1>= 1 entonces 
m 

d) si F*> 5% 
m 

y K* > 1 ~-: en t. onces 

e) si r*> 5% 
m 

y TZ<1 entonces H 2. 

f) si no a),b),c),d) y e) en ese 

H 
3 

H . 
1 

H 
1 

orden. entonces H 
1 

El programa evalúa 11 estadisticas para medir la calidad del 

ajuste estacional, las estadistcas tienen como característica que 

son forzadas a tomar valores en [0,3J, y su región de rechazo es 

el intervalo [ 1, 3]. 

Las estadlsticas de calidad del ajuste estacional son. 

1.- La contribución relativa de los irregulares sobre 

periodos de tres meses. 

Si es ICJ<) = l: cuando la relación entre los 
J 

componentes es aditiva cuando la 

relación entre los componentes es multiplicativa, y se define de 

manera análoga a NCk),SCk),PCk) y TDCk). La estadística reportada 

depende de 

-------~~~L~--------------------- cz. 9) 

I 2C L) + N2CL) + S 2CL) + TD2CL) 

donde L 4 para series mensuales y L 1 en series 

trimestral es. 

z.- La contribución relativa del componente irregular en la 

parte estacionaria de la varianza. 

a) Relacion aditiva. Se ajusta la linea recta m(t)= a + b ... t 

a la serie z. y la estadística reportada depende de la cantidad 

Varianza( ICt) ) v;;1añzacoct5=ffict55 ____ _ 

b) Relacion multiplicativa. Se ajusta la linea recta a Ln(Z), 

y el divisor se sustituye por VarianzaCOCt)/expCmCt)). 
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3.~- El t.ot.al de cambio mes a mes Ct.rimest.re a t.rimest.re) en. el 

component.e irregular, comparado con el t.ot.al de cambio mes a mes 

Ct.rimest.re a t.rimest.re) del componente tendencia. 

La est.adist.ca reportada depende de IC1)/NC1). 

4.- El tot.al de correlación en los irregulares, medido por el 

promedio de la duración de una corrida. 

6.- El primer mes o ~rimes~re 

denot.ado por MCD C da los mensual es) 

para el cual CICk)/NCk)) <1, 

o QCD Cdatos t.rimest.rales). 

cuando MCD o QCD es grande. se trat.a de una serie con irregulares 

muy grandes, ya que por la definición de ICk)/NCk), se espera sea 

una función decreciente de k. 

6. - El letal del cambio a!'ío con a!'ío en los residuales 

comparado con el tot.al del cambio a!'ío con a!'ío del componente 

es taci anal . 

El valor report.ado depende de ICL)/SCL), donde L = 12 si las 

observaciones son mensuales y L 

trimestrales. 

4 si las observaciones son 

7. - La relación entre los t.ot.ales de estacionalidad móvil y 

est.able. El valor reportado es función de los valores del nivel de 

significancia descript.ivo para F
9 

y Fm . 

• En las est.adisticas 8,9,10 y 11, Sl es el valor estandarizado 

s 12 para observaciones mensuales y s 4 en 

observaciones t.rimest.rales. 

8. - Una medida de la variación a!'ío con a!'ío del componente 

estacional. La est.adistica de prueba depende de 

9.- El 

• - s 
l-S 

promedio del movimiento 

est.acional .El valor reportado depende de 

s• :/n 
n. J 

lineal 

donde n es el número de a!'íos que abarca la serie. 
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10. Igual que 8, pero calculado para a~os recientes (3). 

11. Igual que 9, pero calculado para a~os recientes C3). 

Después de calcular las 11 estadísticas de prueba, se evalúa 

la estadistica f'inal como un promedio ponderado de los valores 

asignados a las estadisticas individuales,. los pesos 

propuestos por Lothian y MorryC1978) son, 

E~~~~~---h--ª--~--~--~--~--z __ § __ @ __ hQ __ h~----~~~~~--
E~~~----hQ_hh_hQ __ §_~~-hQ_h§ __ z __ z ___ ~--~------hQQ __ _ 

2.1 EJEMPLO 

Presentaremos y comentaremos la aplicación del método 

X-11-ARIMA a una serie de datos toma.da de DagumC1983), que abarca 

los a~os 1969-1978 y se llama "Freigth and Shipping Payments". La 

salida del programa X-11-ARIMA esta delimitada por lineas del 

caracter 

En la Gráf'ica 2.1 se encuentran la serie observada y la 

tendencia estimada, y en la Gráf'ica 2. 2 aparece el componente 

estacional estimado. 

1.- Serie Original con totales por a~o y por trimestre. 

A 1. ORIGINAL SERIES 
YEAR 1ST QUAR 2ND QUAR 
1969 210.0 269.0 
1970 232.0 306.0 
1971 212.0 324.0 
1972 247.0 360.0 
1973 322.0 411.0 
1974 427.0 646.0 
1976 467.0 686.0 
1976 479.0 618.0 
1977 490.0 641.0 
1978 628.0 687.0 
AVGE 361.4 473.7 

TABLE TOTAL- 17446.0 MEAN-

3RD QUAR 
262.0 
284.0 
343.0 
360.0 
399.0 
499.0 
626.0 
647.0 
606.0 
641.0 
444.6 

436.1 

4TH QUAR 
265.0 
284.0 
317.0 
368.0 
428.0 
665.0 
669.0 
575.0 
609.0 
669.0 
464.9 

TOTAL 
996.0 

1106. o 
1196.0 
1315.0 
1560.0 
2036.0 
2147.0 
2219.0 
2346.0 
2525.0 

STO. DEVIATION- 143.4 
================================================================== 
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En la GráI'lca 2.1 se puede observar que la serle presenLa más 

variabilidad al principio de la serle, y esLo se reI'leja en que el 

error de pronósLico para los 3 primeros a~os es mayor que para los 

úl Limos. 

Gráf'ica 2. 1 

MéLodo X-11-ARIMA 

10 15 

Tiempo 

+ Tendencia EsLimada 

o Serie Observada 
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2. - Modelos ARIMA ajustados para hacer pronósticos hacia atr.ás 

Cbackcast) y hacia adelante Cforecast). 

================================================================= 
F'REIGHT AND SHIPPING PAYMENTS PAGE 2. SERIES 

AUTOREGRESSIVE INTEGRATED MOVING AVERAGE CARIMA) EXTRAPOLATION 
A5. ARIMA EXTRAPOLATION MODEL CFORECAST) 

THIS PROGRAM WAS DEVELOPED F'OLLOWING THE PROCEDURES OUTLINED IN 
'TIME SERIES ANALYSIS' BY G. E. P. BOX AND G. M. JENKINS. 

MODEL TRAN. 

AVERAGE PERCENTAGE STANDARD 
_____ g~~Q~-~~-EQ~gg~;:rr~-----

ADDITIVE LAST 3 LAST LAST-1 LAST-2 CHI-SQ. 
CONSTANT YEARS YEAR YEAR YEAR PROS. 

C0,1,1)C0,1,1) NONE O.OOOE+OO 
C0,2,2)C0,1,1) NONE O.OOOE+OO 

3.02 
3.28 

2.03 
2.32 

2.90 
5.00 

4.12 48.48% 
2.52 48.67% 

MODEL R-SQUARED 
VALUE 

ESTIMATED PARAMETERS 

C0,1,1)C0,1,1) 0.9569 
C0,2,2)C0,1,1) 0.9461 

0.2802E+OO 0.3780E+OO 
0.1075E+01-0.1772E+OO 0.3028E+OO 

THE MODEL CHOSEN IS co.1.1)(0,1.1) WITH TRANSF'ORMATION - NONE 

F'REIGHT AND SHIPPING PAYMENTS PAGE 3, SERIES 

AUTOREGRESSIVE INTEGRATED MOVING AVERAGE CARIMA) EXTRAPOLATION 

A6. ARIMA EXTRAPOLATION MODEL CBACKCAST) 
THIS PROGRAM WAS DEVELOPED F'OLLOWING THE PROCEDURES OUTLINED IN 
'TIME SERIES ANALYSIS' BY G. E. P. BOX AND G. M. JENKINS. 

AVERAGE PERCENTAGE STANDARD 
_____ g~~º~-~~-~~g~g~~-----

MODEL TRAN. ADDI TI VE LAST 3 LAST LAST-1 LAST-2 CH! -SQ. 
_______________________ gg~;:rr~r __ rg~~--rg~~---rg~~---rg~~---E~Q~~---
C0,1,1)C0,1,1) NONE O.OOOE+OO 11.92 8.46 11.66 15.63 46.75% 

MODEL R-SQUARED ESTIMATED PARAMETERS 

________________ y~~~---------------------------------------------
-~Q~~~~~~Q~~~~~---º~@~~ª---º~ª~@zg~QQ_Q~~ª~Q§~QQ __________________ _ 
THE MODEL CH OSEN Is e o. 1 • 1) e o. 1 • 1) WI TH TRANSFORMA TI ON - NONE 
================================================================== 
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3. - Serie de dat.os ext.rapolada un af'ío at.rás y et.ro af'ío hacia 

adelant.e. 

8 1. PRIOR ADJUSTED ORIGINAL SERIES 
YEAR 1ST QUAR 2ND QUAR 3RD QUAR 4TH QUAR TOTAL 
1968 184.5 256.5 242.4 249.3 932.7 
1969 210.0 269.0 252.0 265.0 996.0 
1970 232.0 306.0 284.0 284.0 1106.0 
1971 212.0 324.0 343.0 317.0 1196.0 
1972 247.0 350.0 350.0 368.0 1315.0 
1973 322.0 411.0 399.0 428.0 1560.0 
1974 427.0 545.0 499.0 565.0 2036.0 
1975 467.0 586.0 525.0 569.0 2147.0 
1976 479.0 618.0 547.0 575.0 2219.0 
1977 490.0 641.0 606.0 609.0 2346.0 
1978 528.0 687.0 641.0 669.0 2525.0 
AVGE 345.3 454.0 426.2 445.3 

TABLE TOTAL- 18378.7 MEAN- 417.7 STD. DEVIATION- 148.9 
ORIGINAL SERIES EXTRAPOLATED ONE YEAR AHEAD 

YEAR 1ST QUAR 2ND QUAR 3RD QVAR 4TH QUAR TOTAL 

1979 583.0 735.9 690. 1 713.2 2722.2 

================================================================= 

El component.e est.acional CGrárica 2.2) est.imado t.iene un 

comport.amiento regular, increment.ando su variabilidad al 

t.ranscurrir el t.iempo. 
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Gráf'ica 2.2 

AjusLe EsLacional 

MéLodo X-11-ARIMA 

Tiempo 

o ComponenLe EsLaclonal EsLimado 
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4.- Factores estacionales finales y pronóstico de factores 

estacionales. 

================================================================== 
FREIGHT ANO SHIPPING PAYMENTS PAGE 5, SERIES 

010. FINAL SEASONAL FACTORS 
3X5 MOVING AVERAGE SELECTEO. 

YEAR 1ST QUAR 2NO QUAR 3RO QUAR 4TH QUAR AVGE 

1969 -46.2 28.0 9.9 8.9 0.2 
1970 -48.1 29.1 10. 7 8.9 0.1 
1971 -50.0 31. o 10.0 10. o 0.2 
1972 -52.9 34.4 7.8 11. 8 0.3 
1973 -56.4 39.5 3.7 14.5 0.3 
1974 -60.6 45.2 o. 1 16. 5 0.3 
1975 -65.0 50.9 -2.8 10. 6 0.4 
1976 -70.2 55.8 -3.5 19.4 0.4 
1977 -74.8 59.4 -2.8 19.1 0.2 
1978 -77.5 60.9 -1. 2 17. 8 o.o 
AVGE -60.2 43.4 3.2 14. 5 

TABLE TOTAL- 10.0 MEAN- 0.2 STO. OEVIATION- 38.8 
OlOA. SEASONAL FACTORS, ONE YEAR AHEAD 

YEAR lST QUAR 2NO QUAR 3RO QUAR 4TH QUAR AVGE 

1979 -78.3 61. 4 -0.3 17. o -0.1 

En la tabla siguiente se muestran las observaciones en las que 

no se asignó un peso del 100% a sus irregulares. 

Obs. o 8 10 20 22 23 35 36 

Peso (~.) 34.7 58.5 00.0 36.0 20.7 65.7 º·ºº 47.7 
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5.- Serie ajustada estacionalmente. 

================================================================= 
FREIGHT AND SHIPPING PAYMENTS PAGE 6, SERIES 

Dll. FINAL SEASONALLY ADJUSTED SERIES 
YEAR lST QUAR 2ND QUAR 3RD QUAR 4TH QUAR TOTAL 

1969 2!36.2 241.0 242.1 2!36.1 99!3.3 
1970 280.1 276.9 273.3 27!3.1 110!3.4 
1971 262.0 293.0 333.0 307.0 1195.0 
1972 299.9 31!3.6 342.2 3!36.2 1313.9 
1073 379.4 371.!3 30!3.3 413.!3 1!3!39.7 
1974 487.6 499.8 498.9 !348.!3 2034.9 
1975 !332.0 !33!3. 1 527.8 550.4 2145.3 
1976 !349.2 !362.2 5!30.!3 !3!3!3. 6 2217. !3 
1977 !364.8 581.6 608.8 589.9 2345. 1 
1978 605.5 626. 1 642.2 651.2 2!324.9 

AVGE 421.6 430.3 441.4 450.4 

TABLE TOTAL- 17436.0 MEAN- 43!3.9 STD. DEVIATION- 136.3 

FREIGHT AND SHIPPING PAYMENTS 

B.- Estadistcas de Calidad del Ajuste. 

Comentarios. 

De F2.G, los irregulares a rezago 1 tienen un correlación alta, 

aunque la prueba de F3.4 no sea signif'icativa. 

- De F2. I, existe ef'ecto estacional pero no es f'ijo en del 

tiempo, y la conclusión de la prueba combinada C no mostrada) es 

la existencia de estacionali.dad identif'icable. 

- Las estadistcas F3.10 y F3.11 se encuentran en el limite de la 

zona critica. 

- Se acepta el ajuste estacional de la serie. 

================================================================== 
F 2. SUMMARY MEASURES 

F 2.A: AVERAGE 
INDICATED 

C18 

SPAN 

IN 
F 

QUARTERS 

DI FFERENCES 

81 011 

o CI 
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WI THOUT REGARD TO SI GN OVER THE 

013 012 010 

I c s p 



TD QC 

1 58.54 16.88 10.94 11. 92 57.4!3 0.00 
o.oo 16. 8 

2 51.97 25.93 7.64 22.90 47.09 º·ºº 0.00 25.9 
3 73.3!3 35.04 9.!31 32.69 !38.39 0.00 

0.00 3!3.0 
4 43.!38 43.!30 8.60 42.78 2. 61 º·ºº 0.00 43.5 

F 2.B: RELATIVE CONTRI BUTI ONS TO THE VARIANCE OF THE 
DIFFERENCES IN T 

SPAN 

IN D13 D12 DlO A2 C18 
RATIO 

QUARTERS I e s p ID 
TOTAL CX100) 

1 3.36 3.99 92.65 0.00 º·ºº 100.00 103. 95 
2 2.08 18.73 79.18 O.DO 0.00 

100.00 103. 67 
3 1.98 23.40 74.62 o.oo 0.00 

100.00 84.91 
4 3.87 95.77 0.36 0.00 0.00 

100.00 100.58 

F 2. C: AVERAGE DIFFERENCES WITH REGARD TO SIGN AN 

D STANDARD DEVIATION 
SPAN 81 013 

012 010 
IN o I 

e s 
QUARTERS AVGE S.D. AVGE S.D. AVGE 

S.D. AVGE 
1 11. 77 71.66 -0.27 13.80 10.39 

11.39 1. 64 
2 21.87 57.69 -0.20 11. 82 21.16 

20.53 0.92 
3 34.22 75. 71 -0.17 11. 77 32.07 

26.77 2.32 
4 42.47 33.57 -0.13 11.57 42.62 

31.32 -0.02 

F 2. D: AVERAGE DURA TI ON OF RUN CI I e QCD 
1. 77 1.26 3.90 1. 77 

F 2.E: I/C RATIO FOR QUARTERS SPAN 
1 2 3 4 

0.92 0.33 0.29 0.20 

QUARTERS FOR CYCLICAL DOMINANCE: 1 

37 



F 2.F: RELATIVE CONTRIBUTION OF THE COMPONENTS TO 
THE STATIONARY PORTION TilE VARIANCE 

I C S P TD TOTAL 
2.89 32.85 66.76 0.00 º·ºº 102.51 

F 2.G: THE AUTOCORRELATION OF THE IRREGULARS 
FOR SPANS 1 TO 6 

1 2 3 4 5 
-0.45 -0.04 0.00 0.06 º·ºº 

6 
-0.04 

F 2.H: THE FINAL I/C RATIO FROM TABLE Dl2: 
TilE FINAL I/S RATIO FROM TABLE DlO: 

F 2. I: 
STATISTIC PROBABILITY LEVEL 

F-TEST FOR STABLE SEASONALITY FROM TABLE B 1. 
69.101 0.00% 

F-TEST FOR STABLE SEASONALITY FROM TABLE D 8 
89.673 0.00% 

o;ee 
2.08 

KRUSKAL-WALLIS CHI SQUARED TEST FOR STABLE SEASONALITY FROM 
TABLE D8 
31.234 0.00% 

F-TEST FOR MOVING SEASONALITY FROM TABLE D 8. 
3.064 1.16% 

FREIGHT AND SHIPPING PAYMENTS PAGE 10, SERIES 

F 3. MONITORING ANO QUALITY ASSESSMENT STATISTICS 
ALL TilE MEASURES BELOW ARE IN TilE RANGE FROM O TO 3 WITH AN 
ACCEPTANCE REGION FROM O TO l. 

1. THE RELATIVE CONTRIBUTION OF THE IRREGULAR OVER ONE 
QUARTER SPAN CFROM TABLE F 2. B). M1 = O. 336 

2. TilE RELATIVE CONTRIBUTION OF THE IRREGULAR COMPONENT 
TO THE STATIONARY PORTION OF M2 = O. 289 
THE VARIANCE CFROM TABLE F 2.F). 

3. THE AMOUNT OF QUARTER TO QUARTER CHANGE IN THE IRREGULAR 
COMPONENT AS COMPARED TO THE M3 = 0.487 
AMOUNT OF QUARTER TO QUARTER CHANGE IN THE TREND-CYCLE 
CFROM TABLE F2.H). 

4. THE AMOUNT OF AUTOCORRELATION IN THE IRREGULAR AS DESCRIBED 
BY THE AVERAGE DURATION M4 0.695 
OF RUN CTABLE F 2.D). 
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5. THE NUMBER OF' QUARTERS IT TAKES THE CHANGE IN THE TREND-CYCLE 
TO SURPASS THE AMOUNT M5 = 0.416 
OF' CHANGE IN THE IRREGULAR CF'ROM TABLE F' 2.E). 

6. THE AMOUNT OF' YEAR TO YEAR CHANGE IN THE IRREGULAR AS COMPARED 
TO THE AMOUNT OF' YEAR M6 = 0.767 
TO YEAR CHANGE IN THE SEASONAL CF'ROM TABLE F' 2.H). 

7. THE AMOUNT OF' MOVING SEASONALITY PRESENT RELATIVE TO THE AMOUNT 
OF' STABLE M7 0.300 
SEASONALITY CF'ROM TABLE F' 2.I). 

9. THE SIZE OF' THE F'LUCTUATIONS IN THE SEASONAL COMPONENT 
THROUGHOUT THE WHOLE SERIES. MB = 0.693 

9. THE AVERAGE LINEAR MOVEMENT IN THE SEASONAL COMPONENT THROUGHOUT 
THE WHOLE SERIES. M9 = 0.643 

10. SAME AS 9, CALCULATED F'OR RECENT YEARS ONLY. M10 = 1.050 

11. SAME AS 9, CALCULATED F'OR RECENT YEARS ONLY. Mil = 1. 050 

*** ACCEPTED *** AT THE LEVEL 0.52 

*** CHECK THE 2 ABOYE MEASURES WHICH F'AILED. 

F'REIGHT AND SHIPPING PAYMENTS 
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CAF'I TULO II I . 

EL FILTRO DE KALMAN. 

En este capitulo se presentan los fundamentos del filtro de 

Kalman y su aplicacion en series de tiempo para ajustar a los 

llamados modelos estruct..urales, que representan una alt..ernat..iva a 

la metodología de Box y Jenkins. 

Un est..ruct..ural !'arma.do por compon.:>nt..9s; 

estocásticos o determinist..as, que t..engan una int..erpretaci ón 

direct..a, y represent..en a las caracterist..icas sobresalient..es de la 

serie de t..iempo, como pueden ser, los component..es t..endencia o 

es~acional, és~a manera de modelar es opuest..a a la propuest..a por 

Box y Jenkins, donde se int..ent..a modelar una t..ransformación que 

conviert..e a la serie en estacionaria. 

No es posible revisar t..odos los aspect..os de los modelos 

est..ructurales de series de t..iempo, para ésto se recomienda 

HarveyC1989) que resume mucho del t..rabajo recient..e; Anderson y 

MooreC1979) hacen un estudio muy amplio del filtro de Kalman. 

3.1 INTRODUCCION. 

Most..raremos que con la ayuda de los sist..emas lineales 

in t..r oduci dos en la sección 2.4. es posible represent..ar y 

generalizar a varios modelos est..adist..icos comunes, para hacer 

pat..ent..e la flexibilidad y generalidad de los sist..ema lineales. 

Ejemplo 1. Modelo de Regresión Lineal. 

Sea el modelo de regresión lineal con los supuestos comunes, 

Y = C(3 + e (3.1) 

donde e· C1., .. ,CnJ, e E MCn,p), 

(3 e IRP, e' = [ e ' ... e J • 
1 p 

Y' 

!E{& ) = o. !E{cc') = o-2 !, 

el modelo de regresión puede ser escrit..o como un sist..ema lineal, 

donde el vect..or de estados es fijo y represent..a al vect..or de 
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parámetros desconocidos, 

k = 1, .. ,n. C3.2) 

éste modelo puede ser generalizado y manejar coericientes de 

regresión variables CLa Mott.e y Me Wort.her,1978), o dise!'íos de 

experiment.os no balanceados y errores correlacionadosCJones,1985). 

o 

Ejemplo 2. Proceso Autoregresivo. 

Soa < 2t> el proceso au~oragresivo de orden p deFinido por 

p 

= :¡: z C< 
j= l L - j 

+ & 

puede ser represent.ado con el sist.ema lineal 

X = ~X + e L ' L L - i 

z = Cx + o. L L 
explicit.ament.e, 

X r C< "' C< C< X L,O • 2 9 p L-i,O 

X 

=l 

1 o o o X 
xt,1 o 1 o o XL-~, i 

L,2 t.-1, 2 

00 
X o o q 1 o X L,p-1. l-1,p-J. 

z = [ 1. o .... o ][x 
L L ,O .x L,l .. . .x J,' 

L ,p-~ 

C3. 3) 

C3. 4) 

& L 

o 
+ o 

o 

donde x es la variable i del vect.or de •est.ados en el moment.o t, 
t.,t. 

y represent.a el valor del proceso aut.oregresivo a t.iempo t,-i, es 

decir 

[1,1, .. ,1], 

zL-i' al sust.it.uir el vect.or [1,0, .. ,OJ por 

zL represent.aria la suma de p valores consecut.ivos de 

aut.oregresivo de orden p. un proceso 

Ejemplo 3.Proceso de Promedios Móviles. 

El proceso 
q 

de promedios moviles derinido por 

ZL = j~i ¡1j&L-j + & 
L 

puede ser eser i t.o como 
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[ s~: ~] -[ ~ ~ ~ - ~] [ s~=::~ -] -[ ~ l j l. 2 - t-i.,2 + 

1 o o : 
X 000 010 X, 0 

l, q l-t,q-t 

z l 1 '(3 t' (3 2' • · · '(3 q J [ xl, o' xl, t' · · · 'xl, q J ' + O' 

donde xl,j represent.a a &l-j'. 

La represent.aci6n de un modelo est.adist.ico a t.ravés de un 

sist.ema lineal en su rorma espacio-est.ado no es única, y después 

de construir la represent.aci6n del modelo es import.ant.e veriricar 

las propiedades de observabilidad y controlabilidad, pues éstas 

determinan las propiedades est.adisticas del modelo. 

Cuando el modelo estadístico se ha expresado en su rorma 

espacio-estado, el rilt.ro de Kalman nos sirve para evaluar la 

verosimilitud como runción de los paramet.ros no incluidos en el 

vector de estados, y estimar recursiva y opt.imamente al vect.or de 

estados; en los dos primeros ejemplos el vect.or de est.ados 

coincide con los parámet.ros de int.erés. 

Ahora daremos una derivación elemental del rilro de Kalman, 

junt.o con sus propiedades básicas. 

Comencemos por recordar un conocido resultado, 

Result.ado.- Si X y Y son dos v.a. dist.ribuidas conjunt.amente 

normal con parámetros C3.5) 

IE [~] [~]. 
:¡: 

)()( 

:¡: 
Y>< 

:¡: ] ><Y 
:¡: • 

YY 

ent.onces IE< X y y) es una v.a. normal con vect.or de medias 

(3. 8) 

y mat.riz de covarianzas 

:¡: (3. 7) 
)()( 
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Aplicaremos el resultado anterior a la sucesión de v.a. 

< xj )~=1 generadas por (3.8) 

x1c ... 1 wx1c + Dwk k o, .. ,N, (3. 8) 

yk ex + vk, le 

para estimar recursi vament...e a X. con base en la i nf'or maci 6n 
J 

proporcionada por yi = ( y o' .. • y. J. 
J 

En el sistema (3. 8) {W )N 
le le=• 

y { )N 
vlc k=• son sucesiones de 

v. a. i. i. d. normales con media o y matrices de covarianza Q y R, 
e independientes entre si. Además X y y son dos V.a. o o 
dist.ribuidas normal con parámetros 

[ ~:] [ ~;J w [ ~:] [ p PC' 

R] 
(3. 9) 

IE CP CPC'+ 

De los supuestos anteriores y usando el result,ado C3.8) 

IE < X y ) = X + p e • e ep e. + R ) - 1
( y Cx ) e 3. 1 0) 

y 
o o o o o 

W< X : Y > o o 
p - .Pe • e CPC • + R ) - 1CP (3. 11) 

por Po/o' por ser 

y t.ambién 

X 
i/O 

p 
1/0 

C X 
1 

X )( y 
1/0 1 

1 uego ent.onces el vect.or 

wX 
O/O 

IEC Y : Y ) ) ' 
1 o 

= P e·, 
1./0 

(3. 12) 

(3.13) 

(3. 14) 

X~, Y~ J' condicionado en Y
0 

es una 

v.a normal con vect-or de medias y mat.riz de caovarianzas dadas por 

[ ';'º l [ puo 
p e• 

R l 1/0 

ex ep ep e·+ 
1/0 1/0 1/0 

ent.onces la v.a. X
1 

condicionada en Y
0 

y Y
1 

es una v.a. normal con 

vect.or de medias (3.16) 
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X 
1/1 

X + p e. e CP e· + R ? - ~e Y· 
1/0 1/0 1/0 .. __ 1 

y matriz de covarianzas 

P - P - P c•c CP e• + R )_._cp 
1/1 1/0 1/0 1/0 "1/0 

ex ) 
1/0 

e s.17) 

por lo tanto, la v. a. X
2 

condicionada· con Y~ y Y
1

_ es una· v. a. 

normal con vector de medias 

X E 'l!X 
2/ 1 :1/ 1 

y matriz de covarianzas 

p = 
2/1 

.J?P ~·+ DQD', 
1/1 

repitiendo los argumentos, no es muy dificil probar que 

C3.19. a) 

C3. 19. b) 

C3.19.c) 

(3.19.d) 

C3. 19. e) 

xk/k 

X = '!! X 
k+i/k k/k 

pk/k= pk/k-1 

p 
k+1/k 

K ~ p c·c CP e· + R )- 1 

k k/k-1 k/k-1 

+ R )- 1 C Y . k 

C3. 18. a) 

C3.18. b) 

que son las ecuaciones que definen al filtro de Kalman. 

Algunos comentarios que pueden hacerse son. 

Porque las v. a. X y Y son v. a. distribuidas conjuntamente 

normal es, su di str i buci ón queda caracterizada por el vector de 

medias y la matriz de covarianzas, entonces el riltro de Kalmnan 

es un procedimiento para actualizar la función de densidad 

condicional de X dado Y, 

generalizaciones. 

y esta idea ha servido para hacer 

La estimación de Xk cuando Y es un escalar, es invariante 

ante las transformaciones p* o 
aP , Q*= aQ, 

() 
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La serie de inovaciones o errores de pronóst.ico vk y 
k· 

cxk,,k-1 son v.a. _t.ales que 

IE< vJc: 
yk-1 > = º· C3. 20. a) 

IE< V v•" 
k k 

: yk-1> 
CPk/k-1 e• + R, C3. 20. b) 

IE< V V' 
k l 

:yk-~) o k > l. C3. 20. c) 

C3. 20. c) se obt.iene porque CXk/k-l es la mejor est.imación lineal 

de Yk en el subespacio generado por 

es or t.ogonal a t. oda combi naci 6n 

k-1 y = 

lineal 

Y
0

, .• ,Yk_1J, ent.onces 

de [Y 
0 

, •• , Y k-• J , en 

part.icular a vk-p que es runción lineal de [ Y
0

, •. ,Yk_pl. 

Se ha supuest.o que las mat.rices ~.D,Q,C y R son const.ant.es y 

conocidas, pero el argument.o cambiaría poco, si permit.imos que 

~k.Dk'~'Rk y Ck sean runciones de Yk-•=[Y
0

, , Yk_1 J. 

3.2 EL FILTRO DE KALMAN. 

En est.a sección se generalizan los result.ados de la sección 

ant.erior, y se da una present.aci6n más rormal del rilt.ro de Kalman 

CChen, 1986). 

Sea el sist.ema lineal 

en el 

para 

que se incluye a los t.érminos Bk+•uk 

represent.ar la int.ervenci6n de un 

variables ex6genas. 

Los 

A1. 

supuest.os sobre el sist.ema C3.21) son, 
k 

~k+•'ºk+•'ªk+•y,uk son runciones Y - medibles, 

C3. 2D 

que sirven 

y posibles 

para t.oda 

k ~k+ly Bk+• son acot.adas por una const.ant.e Clas cot.as pueden 

depender de k) y t.ambién 

IE •• 
'' IE ID :

2 <co. k+l 
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Bl. Ck,Fk,Hk y vk_
1 

son runciones Yk=
1
medibles para loda k, .ck es 

acolada por una c'onst.anle e la cola puede depender de k ) y 

IE 11 Hv ' 12 <co 
11 k k-~· 

Cl. 

medias 

~· 'x • ' 2 < ro y x
0 

se dislribuye • • o'' 

X 
o/-i 

y mat.riz de covarianzas P. 

normal con veclor de 

Dl. <~k> son v.a. mut.uamenle independienles, e idenlicamenle 

dislribuidas segón NCO,I), además son independient.es de x. 
o 

Teorema 3. O. 

Suponga que el sist.ema C3. 21) cumple las condiciones Al-Dl, 

enlonces los est.imadores insegados de mlnima covarianza para xj 

dado Yj pueden ser calculados recursivamenle usando las ecuaciones 

que derinen al rillro de Kalman. 

X ~X p p 
O/-~ O O/-~ 

De las expresiones C3.22), 

D o o 

(3.22.b) 

C3. 22. c) 

(3. 22. d) 

C3. 22. e) 

se observa que la mat.riz de 

ganancia Kk y las mat.rices de covarianza Pk/k y Pk+
1
/k dependen en 

general de Yk, pero en el caso especial de que ~k' Dk,Ck Y rk son 

det.erminist.as. ent.onces Kk, Pk y Pk/k-
1 

son det.erminislas Y 

conocidas desde el momenlo t. = O. 
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Tambien, si suponemos .k >= j >= O y deI'inimos 

y .x. 
J 

) . 
el teorema C3. 0) da rormulas recursivas para ~j 

k' si se 

sustituye ~j 
k 

por xk, pj 
k 

por Pk, y se det'i ne ~~ X,, pj o. 
J J j 

Además, si ~k+•'ºk+t'Ck,Fk,Bk+tuk Y Hkvk_ 1 son deterministas, 

~e,=o, ~e,ej=6Ci-j)I y ~e,x0 =0 para todas i y j, entonces las 

ecuaciones C3.22), son las I'órmulas recursivas para calcular los 

estimadores lineales e insegados de minima varianza CLlJMVUE) para 

x. condicionados en YJ. 
J 

Porque el sistema (3. 21) es muy 

suI'iciente con el sistema C3.23) 

general, en ésta tesis es 

~kxk + Gku k 

Ckxk + vk k = 0, ... ,N. 

donde [u~ , v~J' son v.a.i.i.d. normales con media O y 

[; ~J 

Teorema 3.1. 

Sea el sistema 3.23, 

C3. 23) 

(3. 24) 

a) Filtro 

covarianza 

de Kalman. Los estimadores insesgados de núnima 

para xk dado yk, pueden ser calculados recursivamente 

por 
~ 

xk/lc-1 + KlcC Y1c - Clcxlc,,lc- ,> 

X = ~ X 
k+i/k k k/k 

pk/lc pk/k-1 

~X 
o 

p 
0/-1 
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o 

X)' 
o 

C3.26.a) 

(3. 26. b) 

C3. 26. c) 

(3.26.d) 

(3.26.e) 



b) Suavizamient.o en un punt.o f'ijo. 

m1nima covarianza para x. dado Y~ 
J 

Los est.imadores insesgados ~e 

con.· k = j +1 , j +2, j +3, ... ; pueden 

ser calculados recursivament.e por: 

X = X + Kªc - e X ) 
j/k j/k-1 k yk k k/k-1 

K" p°' e• e e P e• + R ) 
k k/k-i k k k/k-1 k k 

p" = p°' e ;i; - K e· ) · 
k·H/k k/k- i k k k 

P = P - p°' C CK°' ) ' 
j;k j/k-1 k/k-1 k k 

donde p"' 
j/j-i 

= p 
j/j-i 

c) 

de 

Suavizamient.o en 

m1 ni ma covar i anza 

un 

para 

int.ervalo. Los 

x. dado Yk. 
J 

pueden ser calculados recursivament.e por 

xj-t;k = xj-1/j-1 + ACj-1)( xj/k - xj/1-1 

ACj-1) = P. ., <é' P-i 
J-i/¡-i J-i j/ j-i 

C3. 26. a) 

(3. 26. b) 

C3. 26. c) 

(3. 26. d) 

estimadores insesgados 

con j = k -1 , k -2, k -3, .. , O; 

C3. 27. a) 

C3. 27. b) 

p j- i/k P j-1 /j-.< + ACj-1)C Pj;k Pj,.. j -.< ) A' C j -1) • C3. 27. c) 

d) Pronóst.ico. Los est.imadores insesgados de minima covarianza de 

x. dado yk, con j k +1 • k +2 • k +3. . . ; pueden ser calculados 
J 

recursivamente por 

XjT:l/)c 

pjH/k 

;¡¡ jxj/k 

'11 tj/kil! J + GjQjGJ 

C3. 28. a) 

(3. 28. b) 

Exist.en f'ormulas equivalent.es a las del t.eorema 3.1 en las 

que se act.ualizan a las mal.rices P-i , 
l/l 

result.an ser mejores numéricamente, 

P~;~. que en algunos casos 

y pueden consult.arse en 

Anderson y MooreC1979) o en Bierman C1977). 

xj/k con k > j es conocido com el est.imador suavizado de x .. 
J 
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sERIES DE TIEMPO. 

En esta sección se muestra la representación ·con tin_ sistema 

lineal en la f'orma espacio-estado de los componentes de una--'serie 

de tiempo. 

Tendencia. 

El componente 

siguientes procesos 

tendencia C N t) puede ser mod<>l ado por los 

a) Tendencia Localmente Lineal, 

C I - 8) µt 

,,t - ,,t-1 
donde { T) t) y 

=r>l_i+T)t' 

z; t. 
<t; t) son v. a. i. i. d. 

C3. 29) 

normales no correlacionadas 
2 2 

entre s.1, con media cero y varianzas al
7 

y ""¡;· La representación 

con un sist.ema espacio-estado de C3. 29. a) y C3. 29. b) es 

C3. 30) 

Nt= ( 1, OJC µt, (>tJ, 

b) Caminata Aleat.oria Mas Ruido, 

C3. 31) 

Nt = µt + '''t' 
donde {r¡t) y {Et) son v.a.i.i.d. normales no correlacionaos entre 

si. con medias cero y varianzas a
2

• c 2
. 

T) E 

Estacional. 

El componente estacional es modelado por el proceso 

CI+B+ .. 8L- 1 )s = w C3. 32) 
t t 

donde {w) 
t 

son v. a . .i. i. d normales con media cero y varianza 

cuando L = 4 su representación en la forma espacio-es~ado es 

¡ :::: i n -~ -~ u:::::: i + ¡ : i w, 

C3. 33) 

2 
ó' • 

" 

una manera alternativa de modelar el comportamienteo estacional es 

con el uso f'unci ones trigonométricas, si 1 

(L/2J, el ef'ecto estacional al tiempo tes 
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CL/2l 

.L. Y.COS A. t 
' ' 

+ 

donde los coeficientes Y. y y~ son fijos o satisfacen una: ecuaci'óri 
' ' en diferencias: estocástica. 

Ruido Autoregresivo. 

La representación de un proceso AR, ya fue dada al inici·o de 

es:te ca pi tul o. 

Variables Exógenas 

Un manera de representar al componente determinista 

C3. 36) 

es: con el sistema 

[ ~··· i [ 
1 o 

w'-'··i o 1 
l ,2 L-i.. 2 

1 o 
f1 l ,p 

o o o 1 
(Jl-1. p C3. 36) 

D = ( X l 1. ,x J C(J ,(1 •.. ,(1 J-
l lp l • 1 l ,2 l,p 

donde (1 . es la estimación del j-ésimo coeficiente en el momento 
l • ' 

t, y con una adecuada selección de las variables: exógenas puede 

representarse una tendencia polin9mial o trigonométrica, o una 

intervención. 

Hasta ahora cada componente se ha representado por un sistema 

de la forma 

xiCj) = F Cj) xi_
1
Cj) + G Cj)uiCj), 

yiCj) = CCj)x,Cj),. 

donde el indice i indica la observación i-ésima y j representa al 

j-éesimo component.e, por lo tanto, bajo el supuest..o de 

independencia entre los p componentes de la s:erie, un modelo para 

toda la serie es 
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[ :.~~~] x_Cp) 
L 

º• 

CC1), 

g¡ X t-• 
C X 

l 

+ G u 
·l 

x.Cp) J + &. 

' ' 

donde ul y&, son v.a.i.i.d. normales t.ales que 

C3. 37) 

u,C1)] 
u. C2) 
' 

ul Cp) 

C3. ~8) 

IE<u >=O 
l 

IE{& >= O 
l 

IE<ru .. &.JCu .. &.J') = (Q 
' ' J J o 

~ ] 6Ci-j). 

Con el modelo C3. 37) podremos estimar opt.imamente a los 

componentes no observables tendencia y estacional, quienes 

aparecen en el vect.or de estados, de manera condicional en los 

valores de las matrices q¡, Q, R y C. 

Un modelo tipic~ para el ajuste estacional de series de 

. tiempo es el Modelo Basico Est.ruct.ural CMBS:> definido por, 

Y, = µ, + yl + "\• C3. 39. a) 

donde µ, es la tendencia definida por C3.29), r, es el componente 

estacional definido por C3.32) y &,es un ruido blanco. 

Despejando a µ, de Á2 µ, = <:,_1 + Á lit.. el modelo implicado 

por el MBS para Y, es 

~!.- ~!.:.!. __ 
w 

+ + 
l 

+ Y, = •\ 
Á Á2 SCB) 

(3. 39. b) 

donde SCB) = I + 8 + ... + BL-• y A I - B. 

La forma estacionaria de un modelo estructural se obtiene al 

aplicar el operador que convierta a Y, en estacionaria, por lo 

tanto, la forma estacionaria del MBS es 

SCB)A2
y = A SCB)ry + SCL)<: + SCL)A

2
& 

l l L-1 l 
C3. 39. c) 

y la forma reducida del MBS es 
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SCB)A2y 
L 

(3. 39. d) . 

donde los diversos errores .han sido ·s.ustituidos por sólo uno ca,). 

De C3. 39. c) se puede obtener la f'unción de autocovarianzas 

para SC8)A2 yL 

yCO) 2a 2 2 80' 2 2 + LO'~ + + 40' (3. 39. e) 
Y) w e 

y(1) 2 2 20' 2 
CL-1)0'~ 40' 

w e 

yC2) 2 2 
CL-2)a~ + O' w 

yCk) 2 
CL-k)a~ k 3, .. ,L-2 

yCL-1) 2 + 2 
O'~ O' 

e 

y(L) = 2 
2a 2 

-O' 
Y) e 

yCL+1) 2 
O' 

e 

donde se puede observar, que el MBS corresponde a un MACL+1) para 

SC8)A2y con restricciones no lineales sobre los parámetros .. 
L 

Hasta ahora no se han impuesto restricciones para el número y 

tipo de los compone~tes de una serie de tiempo, y para obtener 

buenas propiedades de los estimadores es necesario imponer ciertas 

restricciones, que se dan a continuación. 

I DENTI F'I CASI LI DAD. 

Comenzaremos por distinguir entre una estructura y un 

modelo. Con un modelo se especif'ica una distribución para la 

variable de interés, y una estructura especi f'i ca 1 os parámetros 

de esa distribución. Las def'iniciones de identif'icabilidad para un 

modelo y una estructura son CHarvey, 1989): 

1) si dos estructuras tienen la misma f'unción de densidad 

conjunta, decimos que son observacionalmente equivalentes, 

2) una estructura es identificable, si no existe otra 

estructura que sea observacionalmente equivalente, 

3)un modelo es i den ti f i cable si todas sus posibles 

estructuras son i denti f' i cables, si ninguna estructura es 

identif'icable se dice que el modelo esta sub-ident.if'icado. 
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Puede decirse, que dos estructuras Gaussianas son def'inidas 

como observacionalmente equivalentes si en su !'arma estacionaria 

tienen una misma !'unción de autocovarianzas, además, porque una 

única !'unción de autocovarianzas esta asociada con algún proceso 

ARMA invertible CBox y Jenkins,1976,p.195), cuando dos estructuras 

son observacional mente equivalentes tienen la misma f'orma 

reducida. 

Cuando el modela estructural es invariante, puede ser escrito 

en su f'orma UCARIMA (Componentes no observados ARIMA), 

posible dar condiciones para su identif'icabilidad. 

y es 

Sea la representación UCARIMA de yl 
M 

;¡: (3. 40) 
m=o 

con las supuestos, 

la) todos los polinomios ~m son estacionarios y de orden pm' 

lb) todos las polinomios e son 
m 

necesariamente estrictamente invertibles, 

é'!) cada par de pal i nomi os e~ .e ) 
m m 

común. 

3) los polinomios no estacionarios e 
en común. y son de orden dm. 

4) los ruidos i; mt' m O, ... M, 

correlacionados. 

5) los ruidos son normales. 

invertibles aunque no 

y de orden q , 
m 

na tienen f' actor es en 

A ) no lienen !'actores 
m 

son mutuamente no 

Bajo los supuestas Cl-5), una condición suf'iciente para tener 

identif'icabilidad del modelo C3. 40) es que, Cpm+ dm)>=qm para al 

menos M C de los M +1 ) componenentes. Si no existen restricciones 

en los polinomios em y ~m 

polinomios es necesaria. 

la condición sobre los grados de los 

Tomemos como ejemplo el MBS, que puede ser escrito como 

donde ( 1 

<;.L:_~_§2. 
A 2 

+ e 8 )v 
l 

V 
l 

+ _!___ w 
$(8) 

l 
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(3. 41) 

por el resultado e e. 2 
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0'2. 0'2) 
.., & 

es ident::ff'icable, y porque la relación entre e e• o-z) 
V 

y 

2 2 e 2 2 2 o-2) identi1'icable. e o-n. ªi;) es uno a uno, a n' ªi;· O' w' es 
& 

PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES. 

Una de las razones para usar a los es ti madores de máxima 

verosimilitud es su normalidad asintótica.Los estimadores de 

máxima veros.imi 1 i tud para los parámet.ros de un sistema 

espacio-estado tenderan a tener distribución normal, si se imponen 

restricciones adicionales y propias de los sistemas lineales. 

Las condiciones bajo las cuales~· estimador de M.V. para el 

vector de parametros desconocidos ~ se distribuya normal con 

son 

a) media ~ y 

b) matriz de covarianzas MC~), 

MC ; ) = T- 1 IA- 1 C 1P) 

IAC ~ ) = lim T-1 IC~) 
donde IC~) es la matriz de inrormación. 

1) ~ es un punto interior del espacio paramétrico, 

2) ~ es identiricable, 

C3. 42) 

3) las derivadas de Log L, hasta de orden tres existen y son 

continuas en una vecindad de ~. 

4) el modelo espacio-estado es detectable y estabilizable, 

5) l I - .PL puede ser ractorizado como ACL)</X.L), donde /;(L) no 

tiene parámetros desconocidos y </X.CL) tiene todas sus raices ruera 

del circulo unitario. 

Debe recordarse que un sistema estabilizable, no es 

necesariamente estacionario. 

Si las condiciones 2 a 5 son satisrechas y un sólo 

parámetro esta en la rrontera, la distribución asintótica de su 

estimador máximo-verosímil esta relacionado con la distribución 

normal, y puede ser una distribución mitad-normal con varianza 

dada por la matriz de inrormación y masa de 1/2 en la rrontera. La 
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distribución de los otros parámetros no es afectada, y la 

distribución conjunta con el parametro que esta en la frontera si 

es afectada. 

Las condiciones para que se cumpla 

son las siguientes. 

- Caminata Aleatoria Mas Ruido. 

C4) en algunos sistemas 

El sistema lineal es del . .,cl.able y estabilizable si 2 a es 
T) 

positiva, aunque a: sea cero. 

- Tendencia Localmente Lineal. 

El sistema es detectable y estabilizable su y solo si a; >O . 

- Modelo Basico Estructural. 

El modelo MBS es detectable y estabilizable si y solo si 

a; > O y 

y cuando 

0'2 > o. .., 
los modelos mencionados son detectables y 

estabilizables, las condiciones de regularidad son satisfechas si 

~es un punto interior. 

PRUEBAS DE HIPOTESIS. 

Un aspecto importante en el ajuste estacional es averiguar 

si los componentes tendencia y estacional son deterministas, en el 

MBS quiere decir a
2 = a

2 = a~= O, encontrandonos en la frontera del 
T) \J ~ 

espacio paramétrico. 

El método de cociente de Verosi mi 1 i tudes supone que el 

parámetro que especifica a la distribución nula no se encuentra 

la frontera del espacio paramél.rico. Para probar la hipótesis 
2 2 = a..,= a{= O, definamos los dos modelos y después daremos 

estadistica de prueba según Harvey y Franzini C1983) .. 

en 
2 

O' 
"() 

la 

En el primer modelo los componentes son deterministas, es 

decir 

C3. 43) 

donde y
1 
•..• yT son las observaciones, a y ~son los parámeLros de 

la tendencia lineal, ztJ son las variables indicadoras de las 
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est..aciones, 

normal es : en 

ó. es 
J 

es Le 

el ef'ect.,o de la est.,aci6n j, y "\ son v .. a. i. i. d. 

modelo se t.,ienen s+1 parámeLros y el mét.,odo 

adecuado de est.,imaci6n es m1nimos cuadrados ordinariosCOLs:>. 

En el segundo modelo, 

est.ocáslicos, 

se supone que los component.,es son 

y = 
t 

+e 
t 

C3.44) 

donde µ
1 

y ylson los componenl.es Lendencia.Y est:aci:onal del MBS, 

la Lendencia es def'inida por 

µt= µt-1 + 11,_, + nt' ¡Jt= ¡Jt-t+ t;t~· .:·t,=1, ..•.• T. C3.45) 

y el component.,e est.,acional por 

L:jyt-j=wt, L=1, .. ,T, C3. 46) 

donde <t;t),<nt) y {w)t son v.a.i.i.d. normales no correlacionadas 

enLre si, y con varianzas a~,a2 y .. n 
2 

• O' • .. 
z z 2 

Para probar la hipóot.,esis H
0 

O'n O'~= O',.= O, Harvey y 

Franzini expresan el MBS como un modelo de regresión. En primer 

lugar se expresa al MBS en su f'orma espacio-est.,ado, def'iniendo a 

se Liene a=Ca +b, 
l l - .t l 

par a adecuadas el ecci enes de C y xt C Ver 3. 89 y 3. 33). 

Si a
0 

es f'ijo y con 

posible expresar 

yl 

donde X l 

V 
t 

x'a + 
t o 

et X• 
l 

x'C 

a yl por 

V t., 
l 

t. 

sucesivas susLi t.,uci enes de 

O, .. ,T. 

O, .. ,T. 

entonces el modelo de regresión para Y' [ i , .. , :¡: J •es 

Y = X a + v, 
o 

con IE{v) = 0, donde, 
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es 
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C3. 49) 



[ Cll óCs-t..) + rn*i 
sl sl 

mi.n<s,t.> 
.L x• .. Q X . 
J=S. t.-J S-J 

Q 
-2 

(E{ b~b.> O' 
e e 

-2 
= 2 2 -2 2 2 y O' ªr{'ª• ªt:= ªt:"ª· ;;.

2 =a2 
/o-

2 son las varianzas r el a t..i vas 
r¡ .., .., 

-z -2 -2 
Conociendo a ªr,'ªt; y ªw' la suma ponderada de los residuales 

al cuadrado y el est..imador de minimos cuadrados generalizadosCGLS:> 

a
0

, pueden ser est..imados sin invert..ir a la mat..riz n, es decir 

se -2 
O' r¡. 

-2 -z . ...... -1 
ªt:'ªw) =e y-Xa

0
) O Cy- X a

0
) 

T 

~ v2 /f' 
t.= s+Z l 

donde vl es el error de predicción a t..iempo t.. y J:'l 

C3. 50) 

-2 
a varCv ) . 

l 

Si la mat..riz n es conocida, la región crit..ica e invariant..e 

para las t..ransformaciones y* ry + XR, r escalar y R vect.or, más 

pot..ent..e para probar CHarvey y Franzini, 1983) 

es 

H : 
o 

IE<vv' > Vs. 

C y - Xa )0- 1 Cy Xa ) 
-------~-----------~---- < 

Cy - X :;;: )( y - X :;;: ) 
e 

H 
1 

donde a
0 

es el est..imador de OLS para a
0

. 

(3. 51) 

Los valores crit..icos de la prueba pueden ser calculados con 

el mét..odo de Imhof'C1961), y dependen de s, T y 

asignados a las varianzas relat..ivas. 

los valores 

Para usar la prueba propuest..a, es necesario asignar valores 
-2 -2 -2 

a ªt:'ªr,·Y aw; plant..eandose dos alt..ernat..ivas, 

1) hacer t..odas las varianzas relat..ivas iguales, es decir 

Q = q diagC 1,1,1,0,0). 
+ C Prueba b ), 

-2 -z -2 
2) hacer a.,,= ªw y at;= O C Prueba b ), 

Q = q diagC!,0,1,0,0), 

después de escoger est..as hipót..esis alt..ernat..ivas, f'alt..a det..erminar 

un buen valor para q. 
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Si e es la proporción del ··valor esperado de la suma de lC?s 

residuales al cuadrado de un ajuste OLS bajo la hipotesis 

alternativa explicada por la variabilidad de los coericientes de 

la regresión, e y q estan relacionados 

1978) por 

C La Mot te y Me Wor ther , 

q trCM o* ) 
e 

trCM) + q trCM o* ) 
C3. 52) 

.. 
Cl= I + qO , M 

Harvey y Franzini rijaron a q como runci6n de e. y después de 

examinar numericamente la potencia de la prueba para elecciones de 

e = 0,0.5 y 0.9 con valores verdaderos de e 0.5 a 0.9, se 

encontró que la selección de e = 1/2 es un buena valor para las 

pruebas + 
b y b. 

Al campar ar 1 as potencias de 1 as pruebas bC €1=1 /2) , b + C €1=1 /2) , 

Durbin-Watson, y la Durbin-Watson de cuarto orden·, cuando T = 20 y 

un nivel de signiricancia del 5X, contra las alternativas 

1) Q 

2) Q 

3) Q 

4) Q 

q diagc1,1,1.o,o) 

q diagC1,0,1,0,0) 

q diagc1;0,o,o,o) 

q diagC0,0,1,0,0) 

concluyen que la estadistica bCéJ=l/2), es la que mejor 

en los cuatro casos, y es la estadistica elegida. 

se porta 

Los valores criicos para bCéJ=l/2) pueden encontrarse en 

Harvey y Franzini (1983), y aqui se dan algunos. 

T q C T q 

12 
16 
20 
24 

0.384 
0.314 
0.265 
0.229 

0.437 
0.447 
0.465 
0.485 

28 
32 
36 
40 

0.201 
0.180 
0.162 
0.148 

e 

0.504 
0.523 
0.540 
0.555 

otro articulo relacionado es el de NyblomC1986), donde se da 

otra manera de escoger e para un modelo con sólo tendencia. 
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EVALUACION DE LA VEROSIMILITUD. 

Uno de los conceptos básicos en la Estadistica es la 

verosi mi 1 i tud, y bajo el supuesto de que yl sólo depende de su 

pasado, es posible escribir a la runción de densidad conjunta como 

LC Y; 

dode yl = 

T 

) = n 
t.= 1 

(3. 53) 

En un sistema lineal donde el vector inicial y las variables 

de ruido tienen una distribución normal, yl condicionado en yl-• 

tiene una distribución normal, cuyo vector de medias y matriz de 

covarianzas pueden ser actualizados con las rormulas del riltro de 

Kalman, y de su derivación, puede observarse que yl condicionada 

en es una 

covar i anzas F 
l 

v.a normal 

CP C' + R, 
t.,... t - ! 

puede ser escrita como 

A 

com media y matriz de 

luego entonces, la verosimilitud 

(3. 64) 

donde v = yl- Clxl/t~•· La expresión (3.64) es conocida como la 

descomposición en errores de predicción de la verosimilitud. 

Debe observarse que el riltro de Kalman nos da una manera de 

evaluar a la verosimilitud, pero no siempre es la mejor 

numericamente, por ejemplo, si tenemos un proceso ARCp) debemos 

mul ti pl i car y sumar matrices de pxp cuando menos T veces, método 

que no tiene comparación con la evaluación de la expresión 

(3. 66) 

En el 

verosimilitud 

observación, 

modelo uni variado es posible concentrar a la 

de como runción de 

y entonces las 

expresadas relativas a R 

Vare e) = R/R = 1, Vare;; ) 
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R, varianza del error 

varianzas de los errores son 

Q,/R, F /R, 
l 

(3. 66) 



c:on esta reparametrizac:ión del modelo es ,Po:s;ible .e;xpri;>sar a ~a 

verosimilitud c:omo 

Lag L = -CT/2)logC2n) CT/2)logCR) 
T 

- C1/C2R)) e ¿ v 2 /r ), 
t = t L t. 

el estimador máximo verosímil de R es 
T 

R = ( ¿ v 2 /f' )/T, 
L = 1 t. t. 

la verosimilitud c:onc:entrada es 

T 

C1/2t~< lc:igCf' l) 

C3. 67) 

C3. 68) 

C3. 69) 

.. T A 

Log L = -CT/2)C logC2n) + 1) - C1/2t~,logC!'l) - CT/2)logC R) •• 

Cuando se desc:onoc:e el valor inic:ial del vec:tor de estados y 

su matriz de c:ovarianzas, existen varias alternativas. 

1) Si el vec:tor de estados es estacionario, es decir lX.C~)l< 1,su 
e 

matriz de covarianzas CP) 

P= ~P~' +GQG'' 

es la solución a la ecuación 

C3. 60) 

un algoritmo para evaluar la verosimilitud de un proceso ARMA con 

el !'iltro de Kalman después de resolver la ecuación C3.60), 

en Gardner, Harvey y PhillipsC1979). 

está 

2) Si existe la matriz. limite de las matrices de P l/l, Gersh y 

KitagawaC1984) proponen usarla como matriz inicial, y como vector 

inicial sugieren xo/-< = O o el pronóstico de xCO), obtenido al 

pronosticar la serie en orden invertido. 

3.a) Cuando el vector de estados no es estacionario, el uso de una 

distribución inicial dif'usa es equivalente a la construcción de 

una distribución inicial propia a partir de los primeras n e dim. 

del vector de estados) observaciones, si el modelo es observable 

cHarvey, 1989, p. 122). y la 

condicionada en Y,··., Y,, es igual 

sumas evaluadas a partir de n+1. 

3.b) Si algunos elementos del 

verosimilitud de yn+•'ºº'yT, 

a la expresión C3.S4), con las 

vector de estados son no 

estacionarios y otros son est..aci onar i os. sin pérdida de 

generalidad se puede suponer que los primeros d elementos del 

vector de estados no son estacionarios, entonces, la matriz de 

transición y el vector de observación deben tener la siguiente 

!'arma 
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e e , e J 
1 2 

C3. 61). 

donde iP l i ene 
1 

dimensiones dxd, iP es dxCn-d), iP es Cn-d)xCn-d) 
2 3 

con : A.. C ~ ) : < 1 , 
' " posible conslruir 

y e parlicionado conf'ormablemenle; enlences es 

una dislribución propia a parlir de las primeras 

d observaciones. si c;i; ,e ) 
1 1 

es observable y la malriz de 

covarianzas inicial es 

p 
0/-1 

donde p 

[kI O O p] ' 
es la malriz de covarianzas 

eslacionarios del veclor de eslados. 

C3. 62) 

para los elemenlos 

De Jong (1988) da un mélodo para evaluar a la verosimililud 

como !'unción de cualesquiera valores asignados a el veclor de 

eslados inicial Cµ) y su malriz de covarianzas CC). Denolando a 

lCYTlµ,C) por menos 2 veces el logarilmo de la verosimililud de 

YT= [y
1

, •• ,yTJ, lres de sus conclusiones son: 

a) Limile lCYTlµ,C) - log :e : 
e -->ro 

= !Cy:M,), 

i.e. si C = kI y k liende a inf'inilo la verosimililud liende a 

cero, 
T ~ ~ T ~ ~ 

lCY :µ,C )= lCY :µ,C=O). 
T A 

por que 1 C Y : µ, C) , la menos 2 veces 1 og-ver osi mili l ud concenlr ada 

respeclo a µ es una !'unción decrecienle de C. , 

c) lCYTl .. ,) es menos dos veces la log-verosimililud de la 

lransf'ormación lineal de YT,que convierle a los dalos en 

invarianles respeclo a µ, y corresponde a la log-verosimililud dada por 

Ansley y Kohn C1986) cuando e = kI y k = oo. 

Ansley y KohnC1986) muestran que 

y f'illrado no son inlercambiables, 

las operaciones de limile 

dan un f'il lro de Kalman 

modif'icado Ck es inf'inilo), y esludian el ef'eclo de k en Pl/l y 

X 
l/l 
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SISTEMAS I NV ARI ANTES. 

Si se usa el ~illro de Kalman en un sislema invarianle, es de 

int.erés saber, cuando se da la convergencia de la mat.riz de 

covarianzas, pues ent.onces las ecuaciones para el vect.or de 

ganancia y 1 as varianzas del vector de inovaciones tambien 

convergen, lo que puede reducir mucho el t.iempo de c6mput.o, las 

ecuaciones est.acionarias para el rilt.ro de Kalman son, 

p L+i/L = P, (3. 63. a) 

K '1\PC'CCPC' + R)~ 1 
(3. 63. b) 

'1' - KC, C3. 63. c) 

XL+1/L = '1' XL/L-1 + KyL, (3. 63. d) 

p - ,i;p,i;• + '1\PC'( CPC'+R)-iCP'1'' GQG' = º· C3. 63. e) 

las condiciones bajo las cuales se satisrace la ecuación 

algebraica de Riccat.iC3. 63. e) y convergen las matrices PL+t/L se 

dan en los resultados sigui entes C Chan, Goodwi n y Smi t.h, 1984, y 

Souza,Gevers y Goodwin,1986) 

Resul t.ado 1 . 

Si el modelo es estable C: :>.., C!D: <1) y la matriz de covarianzas 

iniciales CP
0
/_

1
) es posit.iva derinida, 

en t. onces Lim P 
t t+ll l 

P, 

con P independient.e de Po/-<' y la convergencia 

exponencial. 

Resultado 2. 

Suponga que p p es positiva der!n!da o p 
0/-1 0/-1 

en t. onces Lim p = L/t-1 
P, 

si y solo si ('1\,C) es detect.abl e. 
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Cuando modelamos a una.serie de tiempo por 

CI-B)Nl = I; l, 

yl=Nl+Sl, 

CI -B')S = l l?l. (3. 64) 

donde {/;)l y {'l)l) son v.a.i.i.d. normal e independientes entre si, 

la matriz de transición ili no es detect..able, por lo tanto, el 

11 mi te de P l/l-l no es independiente de P o/-l, lo que se ti ene es, 

a) para cada P
0
/_

1
= A.I existe Lim Pl/l-•= PCA.), evidencia 

empírica, 

b) Burridge y HallC1987) muestran 

inovaciones y el vector de ganancias, 

que la varianza de las 

F = CP C' + R, 
l t/l-• 

(3. 6!3) 

K = ,pp C'F- 1
, 

t t/t.-1 l 

si convergen independientemente de P 
0

,,.._
1

. 

Los conceptos de observabilidad y detectabilidad han sido 

dados para sistemas invariantes, para el sistema no invariante 

ilikxk + Dkl;k· .. • 

Ckxk + Fkl; ' 

ChenC198!3) de~ine a 

ili .. = I ;¡¡ = ;¡¡ ;¡¡ 
k. i. k k-t, i ... 

<D' = [ e·•;¡¡• e•· • ;¡¡• e· 
Je 0 1 1,0 t'··· • k,o k 

(3. 66) 

y demuestra que el LUMVE de x. basado en yk C j < =k) 
J 

denotado por 

xjCk) y PjCk) su matriz de covarianzas, cumplen a) y b) 

a) 

b) 

Limite P/k l P o/-
1 

= IA. ) 
A. -->oo 

existe 

IE~ Limite x.Ck 
A -->OO J 

po/-1= A.I)) = X. 
J 

si y sólo si C A+ es una inversa generalizada ) 

;¡¡ <D+<D 
j ,o k k 

También 

observabilidad 

ChenC198!3), generaliza los 

y detectabidad, de~ime que 

(3. 67) 

conceptos de 

un sistema es 

estocasticamente observable, si <Dk es de rango completo a partir 

de cierta k, mientras que, un sistema es estocasticamente 

detectable, si se cumple C3.67) para alguna k. 
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DI AGNOSTI COS. 

Los diagnóst.icos son import.ant.es porque permit.en det.ect.ar 

cuando un modelo propuest.o no est.a bien especiricado. 

Las est.adist.icas básicas para caliricar el ajust.e de un 

modelo son 

est.andarizadas 

v' 
l 

los residuos, 

V /( r )1/2 
l l 

derinidos como las inovaciones 

t.. = n •... ,T. C3. 68) 

que son v.a.i.i.d. NCO,a2
) si el modelo es conocido con cert.eza. 

En la pract.ica se recomienda t.rabajar con los residuos 

cent.radas y est.andarizados .. 
V 

l 
e v' 

l 

- 1/2 
- v' )/VarCv'), 

l l 
t. = n, ... ,T. C3. 69) 

y De JongC1988) hace not.ar que las inovaciones eslimadas son 

runciones lineales del vect.or de est.ados inicial. es decir 

Las variables v* seran 
l 

aproximadament.e NC0, 1) 

CHarvey,1989,p.257), s~lo si conocemos a t.odos los parámet.ros con 

excepción de a~ 

A las est.ad1st.icas v* pueden 
l 

ser aplicados t.odos los 

diagnóst.icos que comunment.e se usan en los residuos de una serie 

de t.iempo, Box y Jenkins (1976, p. 285-294). Harvey C1989, p. 

256-271) y HarveyC1981. p.146-155), t.eniendo en cuent.a que el 

número de grados de libert.ad que se pierden son 

g. l. #paramet.ros est.imados 1. 

porque los residuos est.imados son independient.es de 2 
a 

Algunos de los diagnóst.icos que se pueden usar son 

a) la suma acumulada de residuales CUSUM, Harvey (1981 p.151-4), 

b) probar que un conjunt.o de 

cero CLjung y Box.1978), 

autocorrelaciones muest..rales son 

c) el periodograma acumulado CBox y Jenkins.1976, p. 294 ). 
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OBSERVACIONES FALTANTES. 

Una de las virt.udes de usar el Filt.ro de Kalman CKr), para 

evaluar la verosimilit.ud de un modelo, es la facilidad par manejar 

observaciones falt.ant.es. 

Sea el sist.ema 

xk ... 1 = ;p xk + Guk, 

yk = Cxk + sk. . k = 1, .. , T, 

(3. 70) 

y supongamos r es una observación falt.ant.e, est.e hecho puede ser 

represent.ado muy faciliment.e con el sist.ema 

X 
k ... 1 

il?xk+ G uk, k+l 1, .. ,r-1,r+2, ... T, (3. 71) 

X il? 2 x + ;p G u + G u , 
r ... 1 r - t r- 1 r 

yk = c xk + ek k = 1 ....• r -1 • r +1 • . . , T, 

y en t.erminos operat.ivos, las ecuaciones del filt.ro de Kalman son 

modificadas por las siguient.es reglas (Janes 1986) 

K o. (3. 72) 
r 

p p 
r/r r/r-1 

OBSERVACIONES EXTREMAS. 

Las observaciones ext.remas son observaciones inconsist.ent.es 

con el modelo especificado, y mencionaremos 2 alt.ernat.ivas para 

manejarlos. 

Si es posible asociar a la observación discordant.e un event.o 

conocido, la manera de t.rat.arlo es con la inclusión de una 

variable indicadora, que t.oma el valor de 1 en la observación 

discordant.e y O en et.ro caso. 

Ot.ra alt.ernat.iva es suponer el siguient.e sist.ema 

X il?xk + GukC 1 + wi) • 
kH L 

YL Cx + e e 1 + w~. 
L L L 

C3. 73) 

donde L o. escalares, cuando L 
w y w son w es 

L L L 
di1'erent.e de cero, 
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represent.a un ruido ext.raordinario que influirá en yl+i yt+
2

' .• ~. 

Con w: es posible modelar un ruido que sólo se manif'iest.a en yt 

CTi ao, 1gsED. 

Por últ.imo, con el .f'ilt.ro de Kalman, podemos moni t.orear 1 a 

est.imación de los paráet.ros que aparecen en el vect.or de est.ados, 

ayudandonos a 9et.ect.ar posibles cambios est.ruct.urales. 
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3. 4 EJEMPLO. 

En est.a sección se mueslra y comenla el ajusle eslacional de 

la serie de liempo ya analizada en la sección 2.1. La salida del 

programa K CApéndice 8) eslá delimilada por el caracler 

1.- Descripción de los componenles de la serie de liempo. 
================================================================== 

Variables regresaras O 
Ef'eclos no observables 2 

Descripcion de los ef'eclos no observables 

lipa Tendencia 
rezago max. 2 

Coef'icienles 
aC 1 ) = 2.000000 aC 2 ) 

t.ipo Est.aci anal 
rezago max. 3 

Coef' i cien les 
aC 1 ) = -1.000000 aC 2 ) 

Malriz de' Observacion 

Variables regresara~ O 
Ef'ect.os no observables 2 

Descripcion de ef'eclos no observables 
Tipo Rezago Lugar 

Tendencia 
Eslacional 

o 
o 

o 
2 

-1.000000 

-1.000000 aC 3) -1.000000 

================================================================= 
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8. Parámet.ros est.imados y mat.riz de covarianzas ºdel últ.ifuC)- vect.or 

de est.ados (dividida por R ). 

===============================================~==~~~====~=====~== 
Var. de ruidos 

Tipo 
Tendencia 
Est.acional 

Varianza del 

0.100000 
0.180000 

error de medicion 

log-like 
hiper-par 
err. pred 

-166.680 
q[ 1 J .10 q[ 8 J 

88.76 #par 3 

Mat.riz de covarianzas 

o 1 z 
o 0.916 
1 0.449 0.390 
z -0.378 -0.146 0.665 
3 -0.056 -0.066 -0.183 
4 0.088 0.016 -0.183 

Vect.or de es t. a dos 
658.788 638.253 14.468 

148.587603 

.12 
AIC = 

r = 11.9410 
339.84 

3 4 

o. 481 
-0.166 0.471 

Z.736 _61. 839 
================================================================== 

Los coci en t. es se,ñal a ruido est.i mados no per t.enecen a la 

malla propuest.a por Gersh y Kit.agawaC1984), y se obt.uvieron de 

maximizar la ver osi mi 11 t. ud a t.r a vés de una búsqueda. Aunque los 

cocient.es señal a ruido est.imados son direrent.es a los encont.rados 

al maximizar en la malla. los component.es est.imados dirieren poco, 

cambian signiricat.ivament.e la runción de aut.ocorrelación para los 

residuales y las matrices de covarianza. 
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3.- Pronóslicos para la serie y sus componenles. 

==============.==================================================== 

Dalos 40 Componenles : 3 

de 40 a 45 
Serie Obs y Esl Tendencia Eslacional 

40 º·ººº 688.278 667.311 -79.033 
41 0.000 743.679 681.840 61.839 
42 0.000 699.105 696.369 2.736 
43 0.000 725.356 710.898 14.458 
44 0.000 646.394 725.427 -79.033 
46 º·ººº 801.796 739.966 

Varianzas de los componenles y de la 
Variable de respuesla 
Tendencia Eslacional V. Ser. 

40 2.572 1.138 4.218 
41 5.993 1.164 7.370 
42 11.810 1.173 12.957 
43 20.655 1.358 20.710 
44 33.162 1.831 36.122 
45 49.962 1.856 52.296 

61.839 

================================================================== 

Los f'aclores eslaci onal es son casi iguales a los 

pronoslicados por X-11-ARIMA, y el pronóslico para la serie es muy 

parecido para las lres observaciones siguienles. 

La !'unción de aulocorrelación implicila para C1-8)C1-B12
)x es 

l 

Rezago 
1 2 3 4 

-.4579 . 0672 . 1890 -. 4201 . 210 

que no es idénlica a la oblenida con X-11 y posibles razones son: 

a) el modelo C0,1,1)(0,1,1), ajustado por X-11-ARIMA, minimiza la 

suma de cuadrados de los residuales e impone como reslricción que 

pC2) O, 

b) KF maximiza la verosimililud con olras reslricciones sobre la 

!'unción de aulocorrelaci6n para CI-B)CI-B12)x, CVer 3.39), 

c) KF maximizó la verosimililud de y d ..... 

y<' .. ,yd 

Ansley, 1985, 

d es la dimensión del veclor 

p.1292, y Harvey,1989,p.127), 

eg 

condicionada en 

de es lados CKhon y 



d) la parametrizaci6n de la verosimilitud ~como !'unción de los 

cocientes se!'íal a ruido, dá como resultado ~uria !'unción mas 

plana. 

o menos 

4.- Estimación de los componentes tendencia después de aplicar el 

algoritmo de suavizamiento CGráf'ica 3.1). 

================================================================== 
Datos 40 Componentes 3 
de o a 39 

Serie Obs y Est Tendencia Estacional 
o 210.000 210.000 194. 476 16.624 
1 269.000 269.000 248. 381 20.619 
2 252.000 252.000 270.629 -18.630 
3 265.000 26EI. 917 256.812 10.105 
4 232.000 226.491 264.212 -38. 721 
5 306.000 312. 981 280.661 32.320 
6 284.000 289.781 282.009 7.773 
7 284.000 277.848 270.169 7.689 
8 212.000 220.269 276.783 -56.514 
9 324.000 326.782 296.299 31.483 

10 343.000 328.248 306.730 21. 518 
11 317.000 323.580 313.544 10.035 
12 247.000 253.329 315.663 -62.334 
13 350.000 350.893 319.636 31.257 
14 350.000 348.647 335. 193 13.454 
15 368.000 373.043 358.468 14. 584 
16 322.000 318.353 373.269 -54.916 
17 411.000 •417. 360 382.303 35.057 
18 399.000 397.370 397.098 0.272 
19 428.000 441.816 429.052 12.763 
20 427.000 407.653 469.454 -51. 801 
21 545.000 534.411 487.269 47.142 
22 499.000 601.070 613.633 -12.563 
23 566.000 661.497 626.144 26.353 
24 467.000 475.129 636.505 -61.376 
25 586.000 590.587 540.342 50.244 
26 525.000 526.408 539.834 -13.425 
27 669.000 665.127 641. 501 23.627 
28 479.000 485.643 662.107 -66.564 
29 618.000 616.431 668.516 57.915 
30 547.000 649.043 667.554 -8.510 
31 675.000 574.058 656.818 17.240 
32 490.000 495.036 667.917 -72. 881 
33 641.000 644.019 684.433 59.586 
34 606.000 695.006 692.367 2.640 
35 609.000 613.392 600.237 13.165 
36 528.000 632.616 611. 168 -78.642 
37 687.000 686.953 623.823 62.130 
38 641.000 641. 157 638.428 2.728 
39 669.000 667.240 662.782 14.458 

============~===================================================== 
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5. - Varianzas de los componentes despue!s de aplicar el algorit-mo 

de su.a.vizamient.o. 

================================================================== 

Varianzas de los componentes y de la 
Variable de respuesta 
Tendencia Estacional V. Ser. Inovac. 

o -1778865.590 -1778860.608 
1 -6238.963 -5238.072 
2 -24847.991 -24847.264 
3 0.210 0.802 
4 0.217 0.427 
8 0.288 0.446 
6 0.256 0.413 
7 0.260 0.414 
8 0.266 0.389 
9 0.272 0.390 

10 0.271 0.383 
11 0.274 0.383 
12 0.274 0.378 
13 0.275 0.379 
14 0.275 0.377 
15 0.275 0.377 
16 0.275 0.376 
17 0.276 0.376 
18 0.276 0.376 
19 0.276 0.376 
20 0.276 0.376 
21 0.276 0.376 
22 o. 276 o. 376 
23 0.276 0.376 
24 0.276 0.376 
25 0.276 0.377 
26 0.276 0.377 
27 0.276 0.377 
28 0.276 0.378 
29 0.276 0.380 
30 0.276 0.381 
31 0.276 0.382 
32 0.276 0.389 
33 0.277 0.395 
34 0.277 0.397 
35 0.285 0.408 
36 0.304 0.465 
37 0.304 0.478 
38 0.328 0.479 
39 0.916 0.665 

1. ººº 
1. ººº 1.000 
0.955 
0.445 
0.614 
0.475 
0.495 
o. 491 
0.510 
0.508 
0.512 
0.510 
0.512 
0.512 
0.512 
0.512 
0.613 
0.613 
0.513 
0.613 
o. 613 
0.613 
0.613 
0.613 
0.514 
0.614 
0.614 
0.616 
0.618 
0.519 
0.620 
0.628 
0.641 
0.544 
0.544 
0.686 
0.697 
o. 713 
0.825 

210.000 
86.260 

-110.636 
-114.120 
-262. 141 

14.000 
-0.022 

-16.006 
-46.636 
32.116 
60.452 

-16. 641 
-31. 288 
-3.221 
1.564 

33.600 
27.252 

-10.360 
-24.326 
13. 662 
68.674 
37.203 

-46.040 
16.716 

-68.921 
-18.346 
-24.010 
-4.760 
-8.830 
27.640 
-3. 111 

-20.438 
-4.664 
26.996 
41.089 

-24.791 
-14. 301 
14. 823 

7.179 
10. 077 

Var. c 

8000001.6 
7876004.0 
2634926.9 
2048197.3 

762948.2 
7.343 
6.636 
6.630 
6.090 
6.912 
6. 891 
6. 871 
6. 791 
6.766 
6.766 
6.762 
6.739 
6.736 
6.732 
6. 731 
6.728 
6.728 
6.727 
6.727 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
6.726 
5.726 
6.726 
6.726 

Valor T 

0.006 
0.003 

-0.006 
-0.007 
-0.026 
0.464 

-0.001 
-0.492 
-1. 683 
1.106 
2.086 

-0.641 
-1.089 
-o. 112 
0.066 
1.170 
0.963 

-0.362 
-o. 861 
0.474 
2.049 
1.302 

-1.676 
0.686 

-2.412 
-0.642 
-0.840 
-0.166 
-0.309 
0.964 

-0.109 
-0.716 
-0.163 
0.910 
1.438 

-0.868 
-0.600 
0.619 
0.261 
0.363 

================================================================== 
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Las primeras varianzas son negativas debido a errores 

numéricos, originados porque las primeras mal.rices t.ienén 

elementos muy grandes. 

V. Ser. representa a la varianza de ~<Cx :Yl) 
l 

R, es decir CCP /R)C' 
l/l 

di vi di da por 

Inovac representa a los errores de predicción paso paso, en 

la Gráf'ica 3.2 se muestran los errores relativos de predicción, y 

tienen como promedio a 0.056 (omitiendo los primeros cinco). 

Var. c. es igual a la varianza de los errores de prediccion 

dividida por R. es decir CCP /R)C' 
t/t-1. 

+ 1. 

Valor T es el cociente entre 1 a i novación y su desviación 

estandar, y nos permite ident!f'icar como posibles observaciones 

extremas a las observaciones 10,20, y 24. 

Gráfica 3. 2. 

Ajust.e Estacional 

Método KF. 

Tiempo 

o Error Relativo de Predicción 
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6.- Estimación de los componentes tendencia Y eslaci onal paso a 

paso, sin aplicar el suavizamienlo CGráI'ica 3.3). 

================================================================= 
Dalos : 40 Componen les : 3 

de o a 39 
Serie Obs y Esl Tendencia Estacional 

o 210.000 210.000 131. 260 78.760 
1 269.000 269.000 274.962 -6.962 
2 262.000 252.000 320.096 -68.096 
3 266.000 266.000 365.663 -90.563 
4 232.000 232.000 262.760 -30.760 
6 306.000 303.957 275.927 28.030 

.6 284.000 284.003 284.683 -0.680 
7 284.000 286.298 285.481 0.817 
8 212.000 219.668 265.867 -46.199 
9 324.000 318.568 277.610 40.958 

10 343.000 332.737 312.047 20.691 
11 317.000 319.664 319.807 -0.143 
12 247.000 252.403 316.476 -63.073 
13 350.000 350.659 318.900 31.669 
14 350.000 349.728 324. 139 25.689 
16 368.000 362.176 346.902 16.274 
16 322.000 317.261 374.180 -56.929 
17 411.000 412.805 387.637 26.168 
18 399.000 403.244 391.146 12.098 
19 428.000 426.634 409.316 16. 318 
20 427.000 416.776 464.884 -38.109 
21 546.000 \'.)38.506 602.719 36.786 
22 499.000 506.864 615.061 -8. 196 
23 565.000 562.081 560.035 12. 046 
24 467.000 479.035 642.876 -63.840 
26 686.000 589.204 646.722 42.481 
26 625.000 629.193 643.212 -14. 019 
27 669.000 569.829 644.419 26.411 
28 479.000 480.642 542.314 -61.772 
29 618.000 613. 190 557.698 55.492 
30 547.000 547.543 663.067 -16.524 
31 576.000 578.569 668.386 20.185 
32 490.000 490.815 567.384 -66.570 
33 641.000 636.460 571.779 64. 681 
34 606.000 598.824 600.401 -1. 577 
36 609.000 613.330 603.243 10.086 
36 528.000 630.497 605.902 -75.406 
37 687.000 684.411 620.866 63.545 
38 641.000 639.746 635.201 4.546 
39 669.000 667.240 652.782 14.458 

================================================================== 
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Gráf'ica 3. 3 

Ajuste Estacional 
Método KF 

700 ~---------
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o Datos 

+ Tendencia 

En la Gráf'ica 3.4 se muestran las estimaciones del componente 

estacional antes y despui::s de suavizar, y son si gnif'icati vamente 

dif'erentes sólo para los primeros cinco datos. 
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o Estacional Suavizada 
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35 

Notar que el procedimiento de suavizarniento, tiene mayor 

efecto para las primeras observaciones, y despu./s: de cuatro 

observaciones, ya se tienen estimaciones creibles de la tendencia. 
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7. - Varianza sin suavizar de la serie, componentes tendencia y 

estacional, las otras tres columnas se repiten. 

================================================================= 
Varianzas de los componentes y de la 

Variable de respuesta 
Tendencia Estacional V. Ser. Inovac. 

o 428572.409 
1 210844.220 
2 105883.387 
3 1. 071 
4 0.977 
s 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

O.Q74 
0.963 
0.935 
0.934 
0.927 
0.923 
0.919 
0.919 
0.918 
0.917 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 
0.916 

428571.885 
210844. 148 
105883.517 

0.821 
0.817 
0.784 
0.775 
0.700 
0.697 
0.686 
0.684 
0.672 
0.672 
0.669 
0.669 
0.667 
0.667 
0.666 
0.666 
0.665 
0.665 
0.665 
o·. 665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 
0.665 

1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
0.864 
0.847 
0.847 
0.836 
0.831 
0.830 
0.830 
0.827 
0.827 
0.826 
0.826 
0.826 
0.826 
0.826 
0.826 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.885 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 
0.825 

210.000 
85.250 

-110.635 
-114. 120 
-262. 141 

14.QQQ 
-0.022 

-15.006 
-46.636 
32.115 
60.452 

-15. 641 
-31.288 
-3.221 
1.564 

33.500 
27.252 

-10.350 
-24.325 
13.562 
58.574 
37.203 

-45.040 
16. 716 

-68. 921 
-18.346 
-24.010 
-4.750 
-8.830 
27.540 
-3.111 

-20.438 
-4.664 
25.995 
41.089 

-24. 791 
-14. 301 
14.823 
7.179 

10.077 

Var. c 

8000001.663 
7875004.046 
2634925.952 
2048197.316 
752948.246 

7.343 
6.535 
6.530 
6.090 
5.912 
5. 891 
5. 871 
5. 791 
5.765 
5.755 
5.752 
5.739 
5.735 
5.732 
5. 731 
5.728 
5.728 
5.727 
5.727 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 
5.726 

Valor T 

0.006 
0.003 

-0.006 
-0.007 
-0.025 
0.464 

-o. 001 
-0.492 
-1.583 
1.106 
2.086 

-o. 541 
-1.089 
-0.112 
0.055 
1.170 
0.953 

-0.362 
-0.851 
0.474 
2.049 
1. 302 

-1.576 
0.585 

-2.412 
-0.642 
-0.840 
-0.166 
-0.309 
0.964 

-0.109 
-0.715 
-0.163 
o. 910 
1.438 

-0.868 
-0.500 
0.519 
o. 251 
0.353 

================================================================== 
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Las dos primeras columnas muestran la convergencia de los 

elementos de la diagonal de las matrices Pl/t' como se ve es muy 

rápida, y practicamente para la cuarta observación se tiene un 

valor cercano al valor 11 mi le. 

En la GráI'ica 3.5 se muestra el logaritmo de la primera columna. 

1~ 
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8. - Correlogarma para las inovaciones estandarizadas, junto con 

las est.adlst.icas q1 CLjung y Box,1978) y q2CBox y Pierce,1970). 

================================================================ 
Correlogramas para la serie de inovaciones 

1.- Calculado con media O 
2.- Calculado con media 0.46 
Media de las Inov. 0.46 
Se omitieron las primeras 6 inovaciones 

k r1Ck) r2Ck) q1Ck) q2Ck) 

o 
1 
2 
3 
4 
6 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
16 
16 
17 
18 
19 

1.0000 
0.0938 

-0.2796 
-0.2729 
0.0644 
0.1429 
0.1212 

-0.1306 
-0.2366 
-0.1334 
0.1209 
0.0914 

-0.1689 
0.0666 
0.0824 

-0.2080 
-0.0432 
0.0222 
0.1472 
o. 1020 

1. 0000 
0.0924 

-0.2816 
-0.2748 
0.0630 
o. 1416 
0.1199 

-0.1323 
-0.2384 
-o. 1361 
0.1196 
0.0900 

-0.1606 
0.0662 
0.0810 

-0.2098 
-0.0448 
0.0207 
0.1460 
0.1007 

º·ºººº 0.3788 
3.8364 
7.2180 
7.4117 
8.3916 
9.1170 
9.9869 

12.9246 
13.8892 
14.7073 
16.1909 
16.7049 
16. 9811 
17. 4196 
20.3268 
20.4667 
20.4927 
22.1480 
22.9804 

º·ºººº 0.3680 
3.8717 
7.3012 
7.4866 
8.4492 
9. 1691 

10.0606 
13. 0348 
14.0239 
14.8244 
16.2939 
16.8408 
17.1067 
17.6298 
20.4863 
20.6267 
20.6681 
22.2862 
23.0960 

========================================================~=?======= 

Los cuant.iles para una x2 son 

0.9 
0.95 

g.l. 
8 

13.36 
16. 61 

17 

24.77 
27.69 

por lo tanto, si usamos a q1C10) y q1C19), no se rechaza la 

hipótesis de que los residuales sean ruido blanco Cpor un margen 

peque!'ío), ésto puede ser originado por la t'alt.a un t.érmino al 

modelo est.ruct.ural. 

79 



CAPITULO IV. 

SIMULACIONES. 

En ést..e capit..ulo, se medirá la bondad del mét..odo X-11-ARIMA y 

del filt..ro de Kalman, en la est..imación del component..e t..endencia de 

una serie de t..i empo. En primer 1 ugar, se explica 1 a met..odol ogi a 

de la simulación, para después, comparar a los mét..odos, y analizar 

aspect..os propios de cada mélodo. 

4.1 CONDICIONES DE SIMULACION. 

La series son generadas por el modelo 

Y=S+T+I C4.1. a) 

T 6T •\CD, e CD NC0,0'2 ), 
l l-1 l T 

C4.1.-b) 

s 6S elCS), e CS) NCO, 0'2 ), 
l l- .. l s 

C4. 1. c) 

I elCI), e CI) NCO, O'~), l l 
C4. 1. d) -

donde "'ten. & CS) y l & en l son variables aleat..orias no 

correlacionadas a cual.quier rezago. 

Los parámet..ros de la simulación y las razones de su elección 

son 

a) el número de repet..iciones por cada conjunt..o de parámet..ros 

fue de 200, 

b) la est..ruct..ura de las series es muy simple, esperando que 

ést..a elección no favorezca a algún mélodo, 

c) el mét..odo X-11-ARIMA puede analizar con moderada exact..it..ud 

series que sat..isfacen e I - B)CI - B12)Xl ACB)cl, para algún 

polinomio ACB) CCleveland y Tiao,1976), 

d) las longilud de las series fueron 40,80 y 116 dat..os, el 

últ..imo valor se eligio porque el programa X-11-ARIMA no ajust..a un 

modelo ARIMA a series que abarquen más de 

observaciones t..rimest..rales), 

29 af'íos e 11 6 

e) se escogió t..rabajar con dat..os t..rimest..rales, porque de 

haberse realizado la simulación con obser vaci enes mensual es . el 
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uso del f"iltro de Kalman habría consumido mucho tiempo, 

f") el valor de 6 f"ue muy cercano a 1 C6 =0.99), para que las 

series se parecieran a las supuestas por Gersh y KitagawaC1984), 

pero sin dejar de ser es~acionarias, y asi poder calcular la 

varianza de los componentes, 

g) se decidió manlener f"i Jo a o-2 = 1 , 
T 

y madi f" i car 2 
O' 

s: 
para 

que A= VarCS)/VarCY) lome los valores 0.1,0.2 y 0.4, A represenla 

al porcenlaje de varianza explicada por el componenle eslacional, 

h) en ladas las series T
0 

f"ue O, porque de la tendencia sólo 

nos importa su nivel, ya que se puede lrabajar con la serie xt-xo 

para evilar problemas numéricos, 

i) los valores s_.. s_,, s_2 y s 
-~ 

f"ueron obtenidos de 

generar y centrar cuatro v.a. NCO,a2
), 

s: 
j) las variables aleatorias Normales simuladas, f"ueron oblenidas 

con el método de Box y MullerC1968), 

k) las variables aleatorias unif"ormes usadas por el método de 

Box y Muller, f"ueron generadas con el algorilmo AS183 de la 

revista Applied StatislicseWichman y Hill,1982). 

En la tabla siguienle, se muestran los parámelros resultantes 

de las condiciones impuestas, 

Tabla 4.1.1 

Varianzas. 

--~------~~~'.!2.----~~~~------~~~~~---Y~~~~-~---
0.1 
0.2 
0.4 

Vare s ) 
l 

1. o 
1. o 
1. o 

2 
O' 

s: 

o. 110912 
0.428372 
0.666467 

0.01 
o. 01 
0.01 

Vare T ) 
l 

6.6734 
21.5262 
33.4908 

y los modelos ARIMA para las series simuladas son 

eI 

& 
l 

B)eI +B +B 2 +B3 )Y 
l 

NeO,ó'2 ) 

e r 
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Tabla 4.1.2 

Páramet.ros 

- . . ' . 

2 
O' 

---":'"-~~-:".'--"'":'":":".-~-:--:-"------------------------------------

º·' 1 
0.2 

0.4 

.~k99 .7758 

.6904 .6088 

. 6283 . 5400 

. 6681 

. 4677 

.3957 

-.0066 

-.0046 

-.0039 

4.2 ESTIMACION DEL COMPONENTE TENDENCIA. 

1. 2284 

1. 4672 

1.5946 

En est.a sección, compararemos la ef'iciencia de los mét.odos 

X-11-ARIMA y KF' en la est.imación del component.e t.endencia, para 

los dif'erent.es modelos y t.amaríos de muest.ra especif'icados en la 

sección 4.1. 

El programa X-11-ARIMA se uso con dos opciones 

a) el programa elige un modelo, opción denolada en t.odas las 

t.ablas por XA, 

b) el programa est.ima un 

denominada opción X8, 

la est.imación de la t.endencia 

modelo ARIMACO, O, 4)(0, 1, 0) , 
" 

se t.omó de 1 a t.abl a Dl 1 del 

programa X-11-ARIMA, y t.iene como t.it.ulo : "Est.imación f'inal de la 

t.endencia despues de aplicar el filt.ro de Henderson". 

El f'ilt.ro de Kalman CKF') se uso con las condiciones 

siguienles: 

a) una dist.ribución inicial impropia, 

b) se t.omó como est.imación f'inal del component.e t.endencia a 

la est.imación de la t.endencia suavizada, 

c) el modelo est.ruct.ural usado f'ue 

_:..!:_____ + ---~.!:_ ______ _ 
CI - 8) CI +8 +8 2 +89

) 

donde <~L),{ryL) y {et) son v.a.i.i.d con media cero y varianzas 
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2 2 
ó'~. "'r¡ y 

detectable 

2 
"'e· 

si 

i denti f'i cables 

El modelo 
2 

"'~>O y 

porque 

corresponde a un 
2 

ó' 
71
> O, además, 

se cumplen 

identif'icabilidad CVer sección 3.2). 

sistema controlable y 

los parámetros son 

las condi cienes de 

En algunas tablas obtenidas poco se pueden comentar, se 

presentan por completez, y se tuvo que recurrir a la def'inición de 

indices más o menos arbitrarios, porque el método X-11-ARIMA no 

supone modelo para los componentes. 

Antes de pasar a comparar los métodos, analicemos algunos 

resultados particulares de cada método. 

4.2.1 M.ETODO X-11-ARIMA. 

En ésta sub-sección se dan los resultados de la simulación 

que son relevantes para el método X-11-ARIMA. Las tablas tienen un 

nombre y dos 1 ndi ces los tamaf'íos de muestra (columnas) y los 

valores del cociente A= Vare Sl)/VarCYl) (renglones). 

Tabla 4o2o1o 

Sel CN) 
CA) 40 80 116 
Ool 187 179 179 
Oo2 191 184 183 
Oo4 191 186 184 

Sel muestra el número de veces Cde un total de 200) que el 

programa X-11 no pudo identif'icar un modelo para la serie, e hizo 

un ajuste estacional sin extender a la serie con pronósticos, los 

resultados de ésta tabla motivaron la necesidad de ejecutar el 

programa X-11-ARIMA con la opción XB. 

Tabla 4o2o2oa Tabla 4o2o2ob 

F'ail XA CN) F'ail XB CN) 
CA) 40 80 116 CA) 40 80 116 
Oo1 Oo796 Oo93 10096 Oo1 009600 Oo960 10096 
Oo2 Oo736 10086 1 ººª 009000 10090 lo030 
Oo4 00886 lo206 1 o1 Oo4 lo0600 lo240 lol25 
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F'ail indica el _promedio de est..adist..icas de control para las 

que se obt..uvo un valor de rechazo, de las t..ablas se puede ver que 

al aument..ar T o A aument..a F'ai l , no exist..en direrencias 

signiricat..ivas ent..re XA y XB, y si t..omamos en cuent..a que F'ail e 

[0,11l el valor que toma F'ail es bajo. 

Tabla 4o2o3oa Tabla 4o2o3ob 

Acept.. XA CN) Acept XB CN) 
CA) 40 80 116 0.) 40 80 116 
Ool 196 198 200 Ool 196 198 200 
Oo2 197 198 200 Oo2 197 198 200 
Oo4 197 198 200 0°4 198 198 200 

Acept.. indica el número de veces que rue acept..ado el ajust..e 

est..acional por la est..adist..ica global. en las tablas se observa 

poca direrencia ent..re XA y XB, y el por-cent.aje de aceptación es 

casi t..ot..al. 

Después de est..udiar el comportamient..o de la est..adist..ica 

global, analicemos a ~as 11 est..adist..icas que la componen. 

Quall. - Cont..ribución relat..iva del component..e irregular en perio_dos 

de t..res meses. 

Tabla 4o2o4oa Tabla 4o2o4ob. 

Qual1 XA CN) 
Qual1 XB 

CN) 
CA) 40 80 116 (]\.) 40 80 116 
Ool 0°5986 Oo614 005268 Ool 005510 006037 006212 
Oo2 003196 003081 Oo26i6 Oo2 002770 002988 002461 
Oo4 002734 002592 002111 Oo4 002339 0·2508 002062 

Qual2.- Cont..ribución relat..iva del componente irregular a la part..e 

est..acionaria de la varianza. 

Tabla 4o2o5oa Tabla 4o2o5ob 

Qual2 XA CN) 
Qual2 XB CN) 

(A) 40 80 116 CA) 40 80 116 
Ool 003151 002204 001613 Ool 002864 0°2160 001590 
Oo2 0°2292 001767 001367 0·2 001979 001692 001328 
Oo4 002139 001694 001333 Oo4 001810 001616 001292 
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Qua! 1 y Qua! 2 decrecen al aument.ar la varianza explicada 

por el componente est.acional y t.oman en promedio valores bajos 

Cde no rechazo). 

Qua! 3. - El t.otal de cambio cuarto a cuart.o en el componen t. e 

irregular. comparado con el cambio cuart.o a cuart.o del componente 

t.endencia. 

Tabla 4o2o5aa Tabla 4o2o5ob 

Qual3 XA CN) Qual3 XB CN) 
(;>,.) 40 80 116 (;>,.) 40 80 116 
o 1 o 4725 o 4841 004868 Ool 004669 004769 004826 
Oo2 006336 006686 006583 Oo2 006282 006604 006544 
o 4 o 7244 o 7737 007483 Oo4 0°7211 007663 007459 

Qual4. - El t.ot.al de aut.ocorrelaci6n en el componente irregular, 

medida por la duración promedio de las corridas. 

Tabla 4o2o6oa Tabla 4o2o6ob 

Qual4 XA CN) Qual4 XB CN) 
(;>,.) 40 80 116 (;>,.) 40 80 116 
Oo1 005729 009014 lo0671 Oo1 005786 o 8925 lo0684 
Oo2 006124 009888 lo1494 0°2 006166 009909 101588 
Oo4 0°6156 lo0153 lol804 0°4 006387 1 0143 lol873 

Qual3 y Qual4 present.an tendencia a crecer cuando aumenta ;>,. o 

N, Qual4 es la única est.adist.ica para la que se obt.ienen valores 

promedio de rechazo. 

Qual5.- El número de cuart.os necesarios para que la variabilidad 

de la tendencia sea mayor que la variabilidad de los irregulares. 

Tabla 4o8a7aa Tabla 4o2o7ob 

Qual5 XA CN) Qual5 XB CN) 
(;>,.) 40 80 116 (;>,.) 40 80 116 
Oo1 o 4625 Oo449 004373 Ool 004349 004403 004313 
Oo2 0,6066 005976 005948 Oo2 0°5666 005861 005860 
Oo4 o 6796 006694 006664 Oo4 006408 006583 006578 
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Qual6.- El t. o tal del cambio af'¡o con af'¡o en el componen t. e 

irregular comparado con el tot.al de cambio af'¡o con af'¡o en el 

componente estaci anal. 

Tabla 4o2o8oa Tabla 4o2o8ob 

Qual6 XA 
CN) Qual6 XB 

CN) 
0 .. ) 40 80 116 0.) 40 80 116 
0·1 004324 003315 003081 0.1 004638 Oo338 003077 
Oo2 005752 006009 006301 Oo2 006396 0·611 0°6364 
Oo4 005296 Oo677 007191 Oo4 007017 Oo689 007252 

Qua! 5 y Qua! 6 incrementan su val ar cuando aumenta la 

variabilidad explicada por el componente tendencia, y presentan 

valores de no rechazo. 

Las estadisticas restantes tuvieron en promedio valores de no 

rechazo y tienen un comportamiento de poco interés. 

Qual7.- La estacionalidad estable comparada con la est.acionalidad 

móvil. 

Tabla 4o2o9aa, Tabla 4o2a9oa, 

Qual7 XA CN) Qual7 XB CN) 
CX) 40 80 116 CX) 40 80 116 
Ool 002641 Oo233 002002 Ool 002654 Oo232 0·2004 
0·2 0•2039 0·1943 0·1744 0·2 0·2063 0·194 0·1746 
0·4 0·1937 0·1888 0·1711 0·4 0•1967 0·188 0·1713 

Qual8.- El tamaf'¡o de las f' 1 uct uaci enes del componente estacional 

en la serie completa. 

Tabla 4·2·10•a. Tabla 4•2·10•a. 

Qual8 XA CN) 
Qual8 XB 

CN) 
CX) 40 80 116 CX) 40 80 116 
Ool 005264 006015 0·5721 0·1 006970 006206 005823 
Oo2 004485 005241 Oo601 Oo2 005218 006436 0°6133 
Oo4 0°4369 005136 0·4922 0·4 005106 0.5339 005052 
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Qual9.- El promedio de los movimientos lineales del componente 

estacional en la serie complet.a. 

Tabla 4o2o11 ºª· Tabla 4o2o11ob 

Qual9 XA 
CN) Qual9 XB 

CN) 
C:.\.) 40 80 116 0 .. ) 40 80 116 
Oo1 Oo427 003166 002368 Oo1 004690 003216 002388 
Oo2 Oo381 003033 002348 Oo2 004273 003091 002372 
Oo4 003732 003021 002348 Oo4 004225 003089 002372 

Qual10.- Igual que 8, pero calculado para los úl t.imos t.res arios. 

Tabla 4o2o12oa Tabla 4o2ol2ob 

Qual10 XA 
CN) QuallO XB 

CN) 
()\.) 40 80 116 C/I.) 40 80 116 
Oo1 Oo665 006573 005652 Oo1 007008 006870 005865 
Oo2 005816 Oo575 004865 Oo2 006193 006085 005192 
Oo4 005673 005625 004763 Oo4 006096 005995 005117 

Qual11. - Igual que 9, pero calculada para los úl t.imos tres arios. 

Tabla 4o2ol3oa Tabla 4o2o13ob 

Qual11 XA 
CN) Qual11 XB 

CN) 
()\.) 40 80 116 ()\.) 40 80 116 
Oo1 006333 006273 005395 Oo1 006659 006508 005517 
Oo2 005622 005562 004691 Oo2 005936 005849 004949 
Oo4 005496 Oo545 004601 Oo4 005860 005772 004883 

La conclusión general es: con excepción de la est.adist.ica que 

mide la aleatoriedad de los residuales, se obtuvieron valores 

bastante bajos y de no rechazo. 

4.2.2 PILTRO DE KALMAN. 

En ésta sub-sección, se estudia el comportamiento de la 

verosimllit.ud y las est.imaciones de la t.endenci a en t. res 

escenarios de simulación, cuando se ajustó estacionalmente a la 

serie con el rilt.ro de Kalman. 
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La descripción de las tablas es la siguiente : 

a) ELEGIOOS muestra el número de veces que resultó elegido un 

juego de parámetros, es decir, maximizó a la verosimilitud denlro 

de la malla de búsqueda, 

b) NCASOS es el número de veces que se evaluó la verosimililud en 

un punto, NCASOS incluye evaluaciones hechas en puntos vecinos a 

los máximos, ésto se hizo, para estudiar con más cuidado a la 

verosimililud cerca de los puntos elegidos, 

c) el promedio de lag-verosimilitud evaluada NCASOS veces se da en 

la tabla VEROSIMILITUD, 

e) 
2 ~ 

en la tabla R CT,T) se muestra el promedio de los coe~icientes 

de delerminación entre las lendencias verdadera y estimada. 

Las tablas de esta sección muestran la malla donde Gersh y 

Kitagawa sugieren maximizar a la verosimilitud, el indice de las 

columnas es el cocienle T = a
2
/a

2
, relación se!'ial a ruido del 

e S I 

componente estacional, y en los renglones aparece TL= a2 ~a2 x 

Escenario 1. 

Tama!'io mueslra 40, :>-. 0•1. 

Tabla 4•2•14•a. 

Número de evaluaciones de la verosimilitud. 

NCASOS (T ) 
9 

(T ) 1 2 4 8 16 32 64 128 866 
l 

1 6 6 7 2 1 
8 7 9 11 4 8 
4 11 13 16 6 3 1 1 1 
8 10 16 17 7 8 1 1 1 

16 14 84 88 14 4 1 1 1 
38 63 91 109 67 19 1 81 21 21 
64 64 102 180 67 19 1 64 64 64 

188 68 90 106 48 16 1 64 64 64 
266 16 19 19 4 33 33 33 
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(T ) 
L 

1 
2 
4 
8 

16 
32 
64 

128 
256 

Cr ) 
L 

1 
2 
4 
8 

16 
32 
64 

128 
266 

Cr ) 
L 

1 
2 
4 
8 

16 
32 
64 

128 
266 

Tabla 4o2o14ob. 

Distribución empirica de 

ELEGIDOS 

1 2 4 8 

1 o o o 
2 2 1 1 
1 1 1 1 
2 2 o 1 
3 1 4 o 
4 2 6 3 o 

25 18 28 15 o 
9 6 4 o o 
o o o o 

Tabla 4o2o14oc 

Promedio de la log-verosimilitud. 

VEROS! MILI TUD 

1 4 8 16 32 

-61030 -60000 -60012 -65028 -57076 
-59056 -57°96 -58027 -64089 -57094 
-60060 -59024 -59063 -66006 -59012 
-59051 -68°14 -58066 -56071 -59062 
-69054 -69020 -59016 -68066 -58006 
-69055 -69068 -59069 -69032 -58081 -67079 
-69034 -59041 -69o,19 -68091 -57°97 -66086 
-69066 -60017 -61009 -68016 -63033 -62015 
-57031 -67011 -67039 -66026 

Tabla 4o8o14od. 

Cr ) .. 
256 

o 
o 
b 
o 
o 
o 
o 

64 

-77002 
-75038 
-72092 
-72006 
-66046 
-76021 
-73062 

128 

-57068 
-67°68 
-67°68 
-68043 
-68°71 
-68066 
-68°69 

(T ) 

" 266 

-67°68 
-67068 
-67068 
-68043 
-68071 
-68°66 
-68069 

Coef'. de determinacion entre la tendencia observada y estimada. 

R
2
CT.D (T ) 

" 1 2 4 8 16 32 64 128 856 

Oa971 0·968 0-968 Oo922 Oo869 
Oo942 0·945 Oo926 Oo894 Oo810 
Oo941 Oo943 Oo923 Oo884 Oo816 Oo975 Oo981 Oo981 
Oo922 Oo922 Oo906 Oo883 Oo791 Oo975 Oo981 0·981 
Oo932 Oo938 Oo936 Oo934 Oo913 Oo976 Oo980 Oo980 
0·954 0.954 0·952 0·946 0·931 Oo892 0·930 0.944 0.944 
0·947 0·948 0·949 0·943 0·936 0.999 Oo931 Oo941 Oo941 
0•966 0·960 Oo944 Oo929 Oo919 0·882 Oo912 Oo944 Oo944 
0·938 Oo917 Oo910 Oo821 Oo908 0·943 0·943 
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En ést.e escenario la log-verosimilit.ud es una !'unción suave 

de 1 os par ámet.r os, y 

component.e t.endencia 

se t.ienen est.imaciones razonables del 

en un rango amplio de los parámet.ros. Las 

selecciones del component.e t.endencia se agrupan en un valor, 

mient.ras que, exist.e dispersión en la selección del component.e 

est.acional. 

Los parámet.ros est.imados aparecen en t.oda la malla, pero se 

concent.ran en el valor de a
2
/a

2 = 64. 
T I 

Escenario 2. 

Tamarío muest.ra 40, ;.,. 0°4. 

Tabla 4•2•15oa 

Di st.r i buci ón empírica de (T ,T ). 
t s 

NCASOS (T ) 

" (T ) 1 2 4 8 16 32 64 128 256 
t 

1 2 9 9 11 4 4 
2 5 16 17 17 6 5 1 1 1 
4 10 22 25 22 10 7 1 1 1 
8 10 20 33 27 17 4 1 1 1 

16 13 29 59 58 44 14 2 
32 15 39 90 102 88 38 12 2 1 
64 33 59 101 94 78 37 22 12 11 

128 27 43 67 57 49 26 20 12 11 
256 20 27 28 8 1 10 10 10 

Tabla 4a2a15ab 

Dist.ribución empírica de (T ,T ) 
t .. 

ELEGIDOS (T ) .. 
(T t) 1 2 4 8 16 32 64 128 256 

1 1 o 3 o 1 o 
2 1 o 4 o 3 o o o o 
4 1 2 4 1 1 o o 1 o 
8 2 3 1 2 2 o o o o 

16 2 o 5 10 1 o o 
32 4 2 10 18 9 2 o o o 
64 2 5 9 23 17 8 1 1 o 

128 10 10 7 1 o o o 10 o 
256 o o o o o o o o 
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Tabla 4o2o16oc 

Promedio de la lag-verosimilitud. 

VEROSIMILITUD (T ) 
B 

(T ) 
L 

1 2 4 8 16 32 64 128 256 

1 -65021 -64089 -64089 -63093 -61087 -62061 
2 -63·87 -64048 -64066 -64017 -62064 -62066 -84°60 -66066 -66065 
4 -63061 -64017 -64001 -64018 -63062 -64064 -83067 -66065 -66065 
8 -64022 -64059 -64089 -66022 -65070 -66019 -82°27 -66065 -66065 

16 -64047 -64089 -65007 -66046 -65079 -66°40 -62093 
32 -64004 -65006 -65067 -66008 -66003 -65085 -63•84 -69002 -66027 
64 -66022 -66007 -66039 -65088 -65°67 -65026 -65069 -65036 -64068 

128 -64064 -64069 -66001 -67096 -69071 -70046 -73056 -66°12 -64044 
266 -65003 -64029 -54.39 -62013 -61080 -77045 -64035 -64035 

Tabla 4o2o16od 

Coef'. de determinación entre la tendencia observada y estimada. 

R2 CT,D (T ) 

" 
(T ) 1 2 4 8 16 32 64 128 256 

L 

1 Oo778 Oo843 Oo841 Oo758 Oo574 Oo554 
2 Oo827 Oo844 Oo849 0°789 Oo678 Oo604 Oo933 Oo946 Oo946 
4 Oo863 Oo858 Oo863 Oo814 Oo759 Oo685 Oo933 Oo945 Oo945 
8 Oo881 Oo874 Oo885 Oo876 Oo878 Oo834 Oo933 Oo943 Oo943 

16 Oo892 Oo902 Oo916 Oo919 Oo911 Oo883 Oo743 
32 Oo918 Oo922 00928 Oo931 Oo926 Oo919 Oo892 Oo876 Oo957 
64 Oo891 Oo912 Oo923 Oo934 Oo931 Oo925 Oo898 00888 Oo897 

128 Oo917 Oo928 Oo928 Oo936 0·928 Oo930 Oo899 Oo896 Oo903 
256 Oo908 Oo912 0·908 Oo899 Oo824 Oo883 0°897 0•897 

Al aumentar el porcentaje d~ variabilidad explicada por el 

componente estacional. y mantener el tama~o de muestra, la 

verosimilitud sigue siendo una f'unción suave, los parámetros 

elegidos ya no son tan dispersos, y disminuye signif'icativamente 

la estadistica R2
. 
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Escenario 3. 

Tama!"ío muestra 116 A. 0•4 

Tabla 4•2•16oa 

Número de evaluaciones de la verosimilitud. 

NCASOS (T ) 

" (T ) 1 2 4 
l 

8 16 32 64 

1 5 10 13 8 3 
2 11 20 23 12 3 
4 16 29 37 21 8 
8 19 42 59 41 18 1 

16 14 49 94 83 48 3 
32 10 47 112 130 95 30 2 
64 21 45 98 104 82 29 2 

128 20 28 63 68 52 27 2 
266 19 21 21 2 

Tabla 4•2•16 •b 

Distribución emplrica de (T ,T ) 
l 9 

ELEGIDOS (T ) 

" (T ) 1 2 4 8 16 32 64 
l 

1 o 2 1 2 o 
2 o 3 4 1 o 
4 2 4 4 o o 
8 2 3 4 5 o o 

16 1 7 15 12 1 o 
32 o 1 16 28 2 o o 
64 o 1 6 25 26 2 o 

128 6 14 2 o o o o 
256 o o o o 

Tabla 4o2•16•C 

Promedio de la log-verosimi li tud. 

VEROSIMILITUD (T ) 
9 

(T ) 1 2 4 8 16 32 64 
s 

1 -203·92 -202080 -203025 -203019 -204091 
2 -202062 -202063 -203014 -203060 -204067 
4 -203000 -202098 -203°18 -203017 -204006 
8 -Z00o71 -20Zo60 -203086 -Z04o44 -206oZ7 -19Zo91 

16 -200096 -202·68 -202067 -203044 -Z06o16 -Z02o98 
32 -199099 -202·73 -202037 -201.94 -20Zo96 -204007 -202083 
64 -Z08o12 -204033 -202091 -Z01o56 -201 014 -201 013 -198073 

128 -201°08 -201037 -203.z9 -206058 -Z13oZ4 -219043 -219016 
256 -Z01o26 -ZOlo35 -202·38 -208·66 
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Tabla 4o2o16od. 

Coef'. de det.er mi nación ent.re t.endencia observada y est.imada. 

R2 CT. T) Cr) 
9 

(TL) 1 2 4 8 16 32 64 

1 Oo912 0·927 0·933 0·941 0·942 
2 Oo933 0·929 0·931 0·925 0·942 
4 0·942 0·937 0·929 0·914 0·889 
8 0·966 0·954 0·947 0·936 0·925 0°954 

16 0.974 0·961 0·955 0·950 0·943 0·916 
32 Oo979 0•960 Oo968 0·956 0•953 0•948 0.979 
64 0.941 0·963 0·966 0•964 0·964 0°949 0.979 

128 0.954 0·967 0·966 0•963 0·951 0•948 Oo978 
256 Oo962 0·966 Oo956 0·977 

Al aument.ar el t.amaf'ío de la muest.ra en relación al escenario 

dos, la verosimilit.ud sigue siendo una !'unción suave de los 

parámet.ros, los parámet.ros elegidos no muest.ran t.ant.a variabilidad 

como en el caso 2, y mejora el promedio de R~ 

Es claro que maximizar en una malla discret.a no es del Lodo 

correct.o, aunque la verosimilit.ud sea muy suave, se uso ést.e 

mét.odo porque f'ue la ref'erencia inicial de t.rabajo, y t.ambién, 

porque Gersh y Kit.agawaC1984) f'ueron los primeros aut.ores en 

aplicar el f'ilt.ro de Kalman al ajust.e est.acional. 

Para entender la relación en t. re la represent.aci ón 

espacio-est.ado y ARIMA de una serie de t.iempo, consideremos el 

modelo correspondiente a una caminat.a aleat.oria mas ruido 

+ e' 
L 

donde </! L > y <e L )son v. a. i. i. d. En ést.e modelo 

CI -B)yL es un MAC1) con parametro e, y la relación entre e y 

es q e + - 2. donde se observa que cambios 

grandes de q se t.raducen en cambios pequef'íos para e. 

La conclusión de est.a sección es la !'unción de 

verosimilit.ud expresada a t.ravés 

es una !'unción suave. 

de los cocient.es sef'íal a ruido 
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4.2.3 COMPARACION. 

En est.a sub-sección se comparan los mét.odos KF' y X-11-ARIMA 

en la est.imación de la t.endencia. 

El primer indice de comparación que d~t'inim.6s 

E. C. MCD 
:¡: 

9i.mula.ci.one-s 

2 
y 

dalo&' 

es (4. 4) 

e int.ent.a medir la magnit.ud de las dit'erencias ent.re la serie 

observada y suavizada. 

Tabla 4o2ol 7oa Tabla 4o2o17ob 

Indice ECMCD, XA CN) Indice ECMCY), XB CN) 
(>.,) 40 80 116 (>.,) 40 80 116 
0°1 009923 009943 009956 0°1 009931 009944 0°9957 
Oo2 009919 009936 009949 Oo2 009930 009939 0°9951 
Oo4 009917 009933 009946 0°4 009930 009936 009948 

Tabla 4o2ol 7oc 

Indice ECMCY), KF' CN) 
(>.,) 40 80 116 
0°10 009997 Oo9999 009999 
0°40 009998 009999 009999 
Oo60 009999 Oo9999 009999 

De manera análoga a C4.4) se det'ine ECMCS) y ECMCT). 

Tabla 4o2o18aa Tabla 4o2o18ob 

Indice ECMCT), XA CN) Indice ECMCT), XB CN) 
C>..) 40 80 116 40 80 116 
0°1 009793 009809 009835 Oo1 009795 0°9809 009836 
Oo2 009518 009488 0•953 Oo2 009525 0°9489 009531 
0•4 009313 009247 Oo93 Oo4 009326 009250 009302 

Tabla 4a2a18oc 

Indice ECMCT), KF' CN) 
(>.,) 40 80 116 
Oo10 009804 009875 0·9901 
Oo40 009531 009659 009711 
Oo60 009339 009505 009575 
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Tabla 4o2o19oa Tabla 4o2o19ob 

Indice ECMCS), XA CN) 
Indice ECMCS), XB 

CN) 
0 .. ) 40 80 116 CA) 40 80 116 
Oo1 009333 009061 009049 Oo1 009348 009064 009051 
Oo2 Oo946 Oo9171 009138 0°2 009473 009176 009141 
Oo4 0°9466 009184 009149 Oo4 009490 0°9191 009153 

Tabla 4o2o19oc 

Indice ECMCS), KF CN) 
(A) 40 80 116 
Oo10 009133 008985 008937 
Oo40 009448 009268 009168 
Oo60 009496 009303 009207 

De la estimación del componente tendencia Ctabla 4.2.18) se 

observa que no existen dif'erencias signif'icativas entre XA,XB y 

KF. 

De la es ti maci ón del componente estacional C tabla 4. 2. 19) 

podemos decir que : 

entre XA y XB practicamente no existe d!f'erencia, 

cuando A = Ool 
0

precen ser XA y XB mejores. 

En el ajuste estacional de series de li empo, el componente 

más importante es la tendencia, por lo lanto, se tabuló el 

promedio y las varianzas de los coef'icientes de determinación 

enLre las Lendencias observada y esLimada C R2 CT.i:> ). 

Tabla 4o2o20•a Tabla 4o2o20•a 
z ~ 

XA R
2

CT, D, R CT,D, 
CN) XB CN) 

CA) 40 80 116 CA) 40 80 116 
0°1 009323 Oo958 009665 Oo1 009323 009581 0·9666 
Oo2 008974 009243 009314 Oo2 0°8987 009247 009316 
Oo4 0°8741 009015 009067 Oo4 0·8762 009020 009071 
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0.) 
Oo10 
0·40 
0·60 

CX) 
0•1 
Oo2 
Oo4 

CX) 
0·10 
Oo40 
0·60 

Tabla 4o2o20oC 
2 A 

R CT,D, KF CN) 
40 80 116 

0·91 7!3 0·9!362 009687 
008496 0·9108 009337 
008122 008844 0·9116 

Varianzas de los índices R~ 

Tabla 4o2o21 oa 

Vare 
2 A 

R CT,D), 

40 80 
000034 0·0013 
0·0073 0•004!3 
000103 0·007!3 

Tabla 4•2•21 •c 

VarCR 2 CT, T)), 

40 
000048 
0·01!38 
000237 

80 
000016 
000064 
000107 

XA CN) 

KF 

116 
000006 
Oo003!3 
000067 

CN) 
116 

000007 
0·0033 
Oo0060 

Tabla 4o2o, 21 ob 
2 A 

VarCR CT,D), XB CN) 
CX) 40 80 116 
Ool 000036 000013 000006 
0·2 000074 0·004!3 0·003!3 
Oo4 000106 0·0074 0°0067 

De las tablas se .observa que ésle es un indice máas sensible, 

y con este indice se tienen las conclusiones siguientes : 

a) cuando el lamaf'io de muestra es 40, XA y XB son mejores 

que KF, pero al aumen lar el lamaf'io de la mueslr a, la di f'er enci a 

entre los métodos se hace minima, 

b) es notorio el mejoramiento de la estimación de la tendencia 

en KF al aumentar el lamaf'io de la muestra, 

c) entre XA y XB praclicamenle no existe dif'erencia. 

Para tener otra medida de comparación entre los métodos, se 

def'inió el indice TOTAL 

e 4. 5) 
A 2 "· 2+ " )2 

2 e y- y) + e s s ) e T T 
TOTAL t t-4 t t-~ -------- ----------

2 2 2 
da.t ºª O' O' O' z T s 

que lrala de medir el cumplimiento de las hipótesis con las cuales 

f'ueron estimados los componentes, y en las tablas siguientes, se 
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muestra los promedios del indice TOTAL. 

Tabla 4o2o22oa Tabla 4o2o22ob 

Indice TOTAL, XA CN) 
Indice TOTAL, XB CN) 

c;u 40 80 116 0.) 40 80 116 
Ool 1600943 1600368 160493 Ool 1406612 1606606 1602690 
Oo2 2609678 2406786 2400042 Oo2 2204469 2306438 2303278 
Oo4 

0

3303278 3101679 3006763 Oo4 2803929 2907440 2906124 

Tabla 4o2o22•C 

Indice TOTAL, KP CN) 
c:u 40 80 116 
OolO 7.9499 6°9708 602923 
Oo40 409869 402762 308718 
Oo60 4·6422 3·8860 3•6022 

De éstas tablas se concluye que K es superior a XA y XB en 

éste aspecto, pero indudablemente, las tablas de mayor interés son 

las tablas 4·2·20. 
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4.3 INCLUSION DE UNA VARIABLE AJUSTADA ESTACIONALMENTE 

EN UN MODELO DE REGRESION. 

La pregunta de cuando es conveniente ajustar estacionalmente 

una serie de tiempo par a i ncl ui r la en un modelo de r egresión, 

surge de estudiar modelos con errores de observación en las 

variables. 

Zellner C1971) estudia el modelo 

donde 

T) + u • 
l l 

<u ) 
l 

respectivamente, 

y 

e 

t. = 1, .. .'n, 

<w ) 
l 

son v.a.i.i.d. 

independientes entre 

(4. 6) 

y 

si, los parámetros 

desconocidos son a,~. <Z: t) y (r¡)t' y se observa a 

Cuando el cociente ~=a2/a2 es conocido, 
u \/ 

se pueden obtener 

estimadores máximo-verosimiles para ca.~.<i;l>.a:). 

Si se sabe que <ut) o 

modelables a través de· regresión, 

<w ) son e:fectos estacionales 
l 

Thomas y WallisC1971), Jorgenson 

(1971) y Love11C1966) han estudiado el problema, en particular, 

Lovell muestra que la estimación de ~ por OLS es la misma para los 

modelos (4o7) y C4o8) 

y X ~ + D a + e 

Y X ~ + e 
" " donde X = AX Y = AY 

a 

(4. 7). 

(4. 8) 

C4. 9. a) 

C4.9.b) 

X es la matriz de variables explicativas, D es la matriz de 

variables indicadoras para modelar un e:fecto estacional y e es 

NCO,a2 I ). 

En el modelo C4.8), es equivalente estimar a~ con las series 

ajustadas CX", Y") y 

los residuales del 

las series originales CX,Y), 

modelo IE<Y) Da, como la 

estacionalmente para Y. 
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Pero modelar a un componente estacional con regresión no es 

la manera más adecuada, por ésta razón, WallisC1974) y S1msC1974) 

estudian el modelo C4.6) 

decir, 

cuando los ruidos no son v.a.1.d.d., es 

YL =X* {3<.L) ... "'L. C4.10) L 

x' X + w L ' 
y' YL + u L' C4.11) L L L 

u CCL) w ... & (4.18) L L L 
00 

donde {3<.L) L (1 Lle 
k 

Q) 

CCL) L C Lle 
le C4.13) 

00 Q) 

00 
i.Xk c*cx) 

Q) 
-tXle d"cx) L (1lee ¿ Clee C4. 14) 

- 00 - Q) 

observamos a <xL) y <yL) contaminadas por los ruidos <wL) y <vL) 

respectivamente. 

Si usamos <y~) y <x~) para estimar a (1, el estimador 

asintótico de la transf'ormada de Fourier de {3<.L) es 

• b CX) 

donde 
qCX:Í 

f' CX) 

----~----------
f' CX) + f' CX) 

>< " 

f' y f' son las densidades espectrales de X 
L >< " 

tanto, en el dom! ni o de las f'recuenc!as b•CX) es 

11·cx) y c•cx). 

y 

un 

(4.16) 

C4.16) 

wL, por lo 

promedio de 

Cuando estimamos a {3<.X) con las series A CL)x', AYCL)y', y . " 
CCL) =O, el estimador asintótico de (1 CX) es CSims,1974), 

A CX) 
--~--- qCX) 11*cx), 

A CX) 
>< 

(4.17) 

esc.og! ende a ACX) 
y 

1 y ACX) qCX), el estimador asintótico de 

" 
pero qCL) es el f'iltro óptimo para la 

estimación de <xt) a partir de <x~), entonces, qCX) depende del 

modelo seleccionado para los componentes de la serie x', y en 

terminos operativos, se ajusta estacionalmente a x' y con la 
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serie ajustada se estima (3. 

Aplicaremos el procedimiento descrito en el párraI'o anterior 

a un caso particular. Sea el modelo de regresión donde observamos 

con error a las variables explica ti vas 

yl T l (3 + a & t 1 •.. ,n. l C4.18.a) 

X s + T +I t 1 •. . ,n. l l l l (4.18. b) 

donde 

y e IR; X = 
l t 

X • X ••••• x J e IR~ (3 e IR~ 
1.1 t.2 t.p 

e ·~ NI DC O, 1) , 

y xl son variables observables , 

variables p-dimensionales no 

mi entras que, 

observables 

entre si. 

~ 

Si deI'inimos las matrices MT ,MT. Y y e por 

T 

f l 
yi 

l 
i 

M T M y y2 2 e 
T T 

T Yn n 

el estimador de (3 por minimos cuadrados, usando 

de M es T .. ;¡.;¡ )-i;¡ Y (3 e 
• T T T ' 

una expresión para (~ es 
• • • (3 (3 + A (3 + B e 

• 

e 

M T 

Tl,Sl, Il y "\ 

independientes 

& i 

e 2 C4. 19) 

e 

en sustitución 

C4. 20) 

(4. 21) 

• M'M 5i M~CM;¡:MT)f3, y B 
,.... ,.. -::l ..... 

(4. 22:) donde A e CM'M) M'e 
T T T • T T 

Cuando se estima (3 con MT, la expresion para (3 

C M'M )-iM'Y 
T T T 

y sustituyendo Y por CMT+ MT Mf'3 +e, se tiene; 

(3+A(3+8e 

donde A o, y 8 CM'M )-iM'e 
T T T J 
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Un criterio para cali f'i car a • (3 es su sesgo, que tiene la 
expresión siguiente 

!E( (3 
.. 

(3 ) =!E< A *>(3 + !E< 
.. 

B )O' C.4. 28) 

donde se observa : 
• 1) (/ es insesgado si M M y &t.no esta correlacionado con s T T l 

y T • 
• t 

2) (3 es insesgado si M y M - M son no correlacionados y 
T T T 

s, no esta correlacionado con s,. T, y r,. 
3) el sesgo de (3• es una !'unción lineal de (3. 

Una medida de la variabilidad de (3• es la cantidad 

e ,,._ m ·cr~·- r>> 
para la que se tiene la expresión 

con valor esperado 

C4. 27) 

(4; 28) 

(4. 29) 

F'inalment.e, la expresion para la suma de los residuales al 

cuadrado es 

donde 

T3. 
A 

e'e - e•MTB, 

M3"' e M M )'( 
T T 

• V3 e M - M ) 'e 
T T 

M M ) 
T T 

A A .. 

CM-M)'MA, 
T T T 

e M - M) 'M s• 
T T T 

C4. 30) 

(4. 31) 

C4. 32) 

(4. 33) 

Expresiones similares a 
• se sustit.uye B por B y se 

C4o26)-(4o33)' se obtienen A para (3 si 

t.iene en cuent.a que MT= MT, en est.e 

caso. las f'ormas cuadrát.icas C4·28) y C4·30) sólo son !'unción de 
z 

O' • 

Las expresiones obt.enidas no son f'áciles de est.udiar 

analiticamente cuando el mét.odo usado para est.!mar a la t.endencia 

con t.! ene el ement.os no lineal es. por lo que, se estudiará a 
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través de simulaciones el comportamiento de los coet'icientes que 

det'inen a las expresiones C4.26), C4.28) y C4.30). 

Para aprovechar el t.rabajo de la sección 4.2, trabajaremos 

un modelo particular de C4.18). 

yk (3 + (3. tk + "k' C4. 34. a) o 

xk sk + tk + ik, k = 1, .. ,. n. C4.34.b) 

donde xk es la serie det'inida en C4.1). e ik son los 

componentes de xk, Y &k es un ruido blanco no correlacionado con 

los componentes de xk. 

El modelo C4. 34) t.iene dos variables explicativas y sólo tk 

es observada con error, este hecho ocasiona que se den 

las simplit'icaciones para los coet'i cientes 

expresiones C4.36)-C4.42),particulares 

muestran. 

Sean 

entonces 

T' 

T' 

1. 

M=C1Tl 
T 

t 

t 

1 

•• t t 
2 n 

t 2 •.. t J • n 

1' 1 2' . .. , 1 J 
n 

M r 1 T 
T 

M - M = 
T T 

O, T - T 

A [ o ~c.~ ;=-~CJ .. ~. M'C M- M ) 
T T T o 

de 

del 

A 

=( o o ] CM - M ) 'CM - M ) A A 
T T T T o c T-D • c T-D 

A ( o 
o ] CM - M )'M A A 

T T T CT-D·l CT-D·T 
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modelo C4.34) lo 

C4. 36. a) 

C4. 36. b) 

C4. 36. c) 

C4. 36) 

C4. 37) 

(4. 39) 

(4. 40) 



e M - M) 'e 
= [ ~T-D'e] T T 

C4. 4D 

y las simpliricaciones que se dan son, 

• [o 
• 

] ] 
a1 o o . . [ A= O • A 'A= • a2 o ªª 

(4. 42) 

• • [a~•] M3*= [ 
o 

~3-] A 'B = o 

V3 • [ ~s·] 
Para el modelo C4•34), las rormas cuadráticas C4.28) y (4.30) 

son !'unción de los parámetros o 2 y (3
1

, y no dependen de (3
0

, 

coericiente de la variable que observamos sin error. 

En las tablas d~ esta sección, las columnas se!'íalan los 

tama!'íos de muestra CN) y 

Vares )/VarY). 

los renglones indican el cociente A = 

l l 

En primer lugar, se dan los promedios de los coericientes del 
• • vector a * a1 • a2 )'(expresión 4.26), junto con sus 

varianzas. 

CA) 
O•l 
0·2 
0•4 

• Elementos del vector a . 

. 
Coericiente ai . 

Tabla 4•3•1 •a 

• a1 XA CN) 
40 80 116 

-0·0214 0·0184 0·0419 
-0·0388 0.0459 0·0872 
-0·0504 0·0576 0·1112 
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Tabla 4•3•1 •b 

• al XB 

40 
-0·0250 
-0·0468 
-0.0609 

80 
0·0195 
0·0461 
0·0577 

CN) 
115 

0·0422 
0·0889 
0·1143 



Tabla 4o3o1oc 

0..) 
Oo10 
Oo40 
Oo60 

0..) 
Oo1 
Oo2 
Oo4 

0..) 
Oo10 
Oo40 
Oo60 

~ . 
a1 KF CN) 

40 80 116 
000082 000743 000111 

-000029 001384 000182 
-000123 Ool 69!3 000214 

• Varianzas del coe~icienLe a1o 

Tabla 4o3o2oa 

• v_al XA CN) 
40 80 116 

Oo086 001418 Ool !38 
003027 Oo!3126 Oo!397 
Oo4!349 007767 Oo912 

Tabla 4o3o2oc 
• v_a1 KF CN) 

40 80 116 
Oo1!362 001637 . 002113 
004299 Oo!3!389 Oo793!3 
006287 0°8394 1 02187 

• Coe~icienLe a2o 

Tabla 4o3o2ob 

v_a1 • XB 
0 .. ) 40 80 
Ool 000867 0°1406 
Oo2 003006 Oo!3129 
Oo4 Oo44!31 0°7790 

Tabla 4o3o3oa Tabla 4o3o3ob .. 
XA a2 CN) a2 • XB 

0..) 40 80 11 f5 0..) 40 80 
Ool -Oo007!3 -Oo007!3 -000022 Ool -Oo00!39 -0°007!3 
Oo2 -000437 -000369 -000292 Oo2 -000398 -000369 
Oo4 -000664 -Oo0!367 -000496 Oo4 -000606 -Oo0!360 

Tabla 4o3o3oC 

a2 • KF 
CN) 

0..) 40 80 116 
Oo10 -Oo03!36 -Oo01!37 -0°0082 
0•40 -000934 -Oo048!3 -000309 
Oo60 -001303 -000703 -000474 
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CN) 
116 

o o1 !37!3 
o 0!3961 
009100 

CN) 
116 

-000021 
-000290 
-0°0494 



CX) 
Ool 
0°2 
Oo4 

CX) 
OolO 
Oo40 
Oo60 

• Varianza del coeI'iciente a2o 

Tabla 4o3o4oa 

v_aa• XA 
CN) 

40 80 116 
000033 000032 000027 
000118 000114 000093 
OoOl 73 000166 000135 

Tabla 4o3o4oC 

v_a2 • KF 
CN) 

40 80 116 
000051 000030 000026 
000150 000110 000096 
000222 000168 0°0141 

Tabla 4o3o4ob 

v_a2* XB 
CN) 

CX) 40 80 116 
Ool 000033 000031 000027 
Oo2 000119 000115 000092 
Oo4 000175 000168 000134 

Se puede comentar que las varianza de los coericientes a2* 

disminuyen al aumentar el tamafío de muestra, 
• al aumentaron con el .tamai"ío de la muestra . 

Los coeI'icientes del vector • b = 

la expresion del sesgo de • (3 . 

CoeI'iciente bl • 

Tabla 4o3o5oa Tabla 

y la varianzas de 

que aparecen .en 

4o3o5ob 

bi. XA 
CN) 

• XB bl CN) 
CX) 40 80 116 0.) 40 80 116 
Ooi -000039 000113 000119 Ool -000056 000113 000119 
Oo2 -000006 000135 000143 Oo2 -000018 000134 000143 
Oo4 000006 Oo015 0°0153 Oo4 000002 000151 000153 

Tabla 4o3o5ob 

b1 • KF 
CN) 

CX) 40 80 116 
OolO 000285 000252 -000060 
Oo40 000282 000259 -000050 
Oo60 000280 000250 -000045 
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Coe:ficienle ba• 

Tabla 4•3•6•a Tabla 4a3o6ab 
ba • XA ba• 

CN) XB 
CN) 

0..) 40 BO 116 40 BO 116 
Oal 0·0073 -0·0054 ººººº 7 

0.1 0°0073 -0·0055 0·0006 
o.a 0•0097 -0•0043 0·001 4 o.a 0•0104 -0·0043 0·0013 
0·4 0·0106 -0°0039 0•001 8 0°4 0·0114 -0·0040 0°0017 

Tabla 4a3a6oC 

ba"' KF 
CN) 

(>.,) 40 80 116 
0.10 -0·0007 -0·0037 -0·0014 
Oa40 O·OOa7 -0·0047 -o.001a 
Oa60 0°0038 -0.0051 -o.001a 

Varianzas de los elemenlos del veclor b* . 

.. 
Varianzas del coe:ficienle b1• 

Tabla 4o3a7oa Tabla 4•3•7•b 

v_bl • XA CN) 
v_b1 • XB CN) 

(>.,) 40 80 116 (>.,) 40 80 116 
0.1 0•088 0•04 OaOa46 0·1 0•0875 0•0399 OaOa45 
o.a 0•116a Oa0497 ºººªª ººª 0·1184 0·0496 o.oaso 
Oa4 0·139 Oa0568 0•0308 0·4 0·14a4 0•0569 0·0308 

Tabla 4•3•7•c 

v_bl • KF CN) 
(>.,) 40 80 116 
0·10 0·0775 0·0381 OaOa58 
Oa40 0·0739 0°0379 o.oa57 
Oa60 0•0718 0•0379 O·Oa58 
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Varianzas del coeiici'ent.e b2~. 

Tabla 4a3a8aa Tabla 4·3·8·b 
v_b2• XA 

.. 
CN) v_b2 XB 

CN) 
01.) 40 80 11EI 0.) 40 80 11EI 
0•1 0·007 000025 0•0013 0.1 0·0070 0·0025 0•0013 
Oo2 000077 Oo002EI 0•0014 0.2 0·0078 0•0026 0•0014 
0•4 0•0085 000027 0•0014 Oo4 000087 0•0027 000014 

Tabla 4a3a8ac 
... 

v_b2 KF' CN) 
CX) 40 80 116 
0°10 0°0067 0°0018 000007 
Oo40 000058 0·0018 0•0007 
Oo60 0•0053 0•0017 000007 

Las varianzas de los coe!'icient..es b1 • y b2"' disminuyen al 

aumentar el tama~o de la muestra. 

Al calcular el cociente . . . .. . 
estimadores de a1 ,a2 ,b1 y b2 

:IECD:/C\YarCD 1
,,

2
) para los 

resul t6 ser menor que 1 • Se 

esperaba que b1 • y b2• tuvieran valor esperado de cero porque ¿\ 
no esta correlacionado con sk,tk e ik. 

En seguida, aparecen los promedios de los coriecienLes de la 

norma al cuadrado del vector de sesgos para ~a y ~. Cexpresi6n 

4. 28). 

El escalar ªª 
• coe!'icient.,e de rl. . 

Tabla 4a3a9aa Tabla 4•3o9ob 
• 

ªª XA CN) 
• aa XB CN) 

(;>..) 40 80 116 CX) 40 80 116 
Oo1 0·0899 001454 001625 0•1 0·0906 0•1442 0·1620 
0·2 003179 0·6276 0·6148 0•2 0•3163 0·6278 006141 
0·4 0·4791 0·7999 009404 0•4 0•4699 0·8023 009389 
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0.) 
OolO 
Oo40 
Oo60 

0.) 
0·1 
Oo2 
Oo4 

C>-.) 
Oo10 
Oo40 
Oo60 

C>-.) 
Ool 
Oo2 
Oo4 

C>-.) 
Oo10 
Oo40 
Oo60 

Tabla 4o3o9oC 
• 

ªª KF' CN) 
40 80 116 

001626 Ool 726 002141 
004536 005915 008044 
0·6680 0°8899 1·2359 

El escalar bb~ coeficienLe de 2 a. 

Tabla 4o3ol0oa 

bb. XA CN) 
40 80 116 0.) 

000951 000426 0·026 Ool 
001239 000525 000296 Oo2 
001476 000997 000324 Oo4 

Tabla 4•3•10oa 
• bb KF' CN) 

40 80 116 
000850 0°0406 000269 
000805 000403 000265 
000779 000403. 000269 

. 
El valor ab, coeficienLe de 2~a. 

Tabla 4o3•11 oa 

ab • XA CN) 
40 80 116 

000073 0·0053 -Oo003 Ool 
000092 000141 -000031 0•2 
000088 0·0197 -000012 Oo4 

Tabla 4o3o11 oc 

ab • KF' CN) 
40 80 116 

-000225 000033 000051 
-000318 000062 000087 
-Oo0364 000076 000090 
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Tabla 4a3a10aa 

• bb ' XB 
CN) 

40 80 116 
000946 000426 000259 
001264 000524 000299 
001913 000599 000325 

Tabla 4o3o11 ob 

ab*XB 
CN) 

40 80 116 
000061 0·0054 -000029 
000089 000143 -000030 
000107 000200 -000011 



Los coe:t'icienles de la expresión 

los residuos al cuadrado (expresión 4.30). 

que mide la suma de 

Tabl"' 4•3·12·a Tabla 4 ·3·1 Z·b .. 
l3 XA 

CN) 
l3*xs 

CN) 
0.) 40 80 116 CA.) 40 80 116 
Oo1 4000761 81 01946 1160746 Oo1 4000701 81 01938 11607470 

ººª 46·8788 88·6394 1240916 o.a 4608683 88·8413 12409160 
Oo4 6002036 940223 131 °02 Oo4 6001864 9402206 131 00180 

Tabla 4a3al2oc 

• t3 KF 
CN) 

(JI.) 40 80 116 
Oo10 3706928 7806030 11408194 
Oo40 3707377 7806104 11407961 
Oo60 3707618 7806141 11407798 

El coe:t'icienLe de 
2 o,. 

Tabla 4o3o13oa Tabla 4o3o13ob 

m3 
.. 

XA CN) 
m3'" XB CN) 

Cll.) 40 80 118 Cl\.) 40 80 118 
Oo1 900726 2004763 3203071 Oo1 9°0066 2004107 3202342 
Oo2 1400337 3700246 6602108 Oo2 1306639 36·8161 6609932 
Oo4 1704876 4807838 9007193 0·4 16•9279 49.4497 90·3338 

Tabla 4o3o13•C 

m3 • KF 
CN) 

(l\.) 40 80 116 
Oo10 12·6686 2604716 39.7355 
Oo40 2306642 63·4299 8404728 
Oo60 3002222 7001107 11304614 
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El c:oef'i c:i ent.e de 

Tabla 4o3o14oa 

v3'" XA 

0..) 40 80 
Oo1 000246 -002658 
Oo2 -000963 -00637 
Oo4 -Oo199 -Oo624 

Tabla 4o3o14oc 

v3*, KP 

0.) 40 80 
Oo10 -001103 004294 
Oo40 -Oo3678 006938 
Oo60 -004628 007699 

2(3 .''· 

CN) 
116 

-003248 
-Oo606 

-006036 

CN) 
116 

-006970 
-006912 
-Oo7400 

0..) 
Oo1 
Oo2 
Oo4 

Tabla 4 o3ol 4 oc: 

v3'" XB 

40 
000226 

-000623 
-001626 

80 
-Oo2316 
-006231 
-Oo6809 

CN) 
116 

-002821 
-004308 
-005630 

Para medir la ef'iciencia del est.imador r>* en relacion con el 

est.imador de minimos cuadrados C (3), se evaluaron las expresiones 

~~ª=~~~-!-ªª~~ª:~_!_~~ª:~ª~­
( t3)c/ 

C4. 43) 

(4. 44) 

donde ~ signif'ic:a, un promedio sobre t.odas las simulaciones 
~ 

realizadas, y yC[3) es el valor est.imado de y por (3. 

Las expresiones C4. 43) y C4. 44) son polinomios de segundo 

orden como !'unción del cocient.e e= {3/o, ent.onces, C4.43) y C4.44) 

son f'unc:iones no acot.adas de e, 
• inef'icient.e es [3 , f'alt.andonos 

y cuando mas grande sea 

por saber, la magnit.ud 

, 
e_. mas 

de la 

inef'iciencia, reescribiendo C4. 43) y C4. 44) obt.enemos C4. 46) y 

(4. 46) 

Ch1) + Ch2)e + Ch3)e2 

Ckl) + Ck2)e + Ck3)e2 

C4. 45) 

e 4. 46) 

y los coef'icient.es h1,h2,h3,k1,k2 y k3 se dan en las siguientes 

t.ablas. 
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Coef'iciente h1 Cexpresión 4.45). 

Tabla 4o3o15oa Tabla 4o3o15ob 
h1. XA 

CN) 
hl XB 

CN) 
0 .. ) 40 80 116 o .. ) 40 80 116 
Ool 100007 009998 009998 Ool 100006 009998 009998 
Oo2 100003 100002 009997 Oo2 1 00001 100002 009997 
Oo4 009996 100004 009996 Oo4 009993 100004 009996 

Tabla 4o3o15oc 

hl KF' CN) 
0.) 40 80 116 
Oo10 1 00017 1 00001 009999 
Oo40 100029 100002 0°9997 
Oo60 100036 100002 009995 

Coef'i ciente h2 (expresión 4.45). 

Tabla 4o3o16oa Tabla 4o3o15ob 

h2 XA CN) h2 XB 
CN) 

0 .. ) 40 80 115 0 .. ) 40 80 115 
Ool 000012 -000063 -000055 0°1 000011 -000057 -000048 
Oo2 -000042 -0°0121 -000081 Oo2 -000027 -000118 -000059 
Oo4 -000079 -0°0132 -000092 Oo4 -000065 -000123 -000084 

Tabla 4a3a17Ga 

h2, KF' CN) 
0.) 40 80 116 
Oo10 -000059 000109 -000104 
Oo40 -000195 000177 -000120 
Oo50 -000246 000194 -000129 

Coef'icient.e h3 (expresión 4.46). 

Tabla 4o3o18aa Tabla 4o3a18ab 

h3, XA CN) 
h3,X8 CN) 

C\) 40 80 116 0 .. ) 40 80 116 
0·1 002265 0·2521 0·2767 0•1 002249 002513 002760 
Oo2 Oo306 004178 005299 Oo2 002977 004154 005281 
0•4 003482 0·5179 006921 0·4 003371 005144 0·6892 
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Tabla 4o3o18oc 

h3, KF' 
CN) 

0.) 40 80 116 
Oo10 003367 003372 003460 
Oo40 006287 006807 007356 
Oo60 008032 008932 009881 

Coef'icienle k1 (expresión 4.46). 

Tabla 4 o3o19oa Tabla 4o3o19ob 

k1, XA CN) k1. XB CN) 
0.) 40 80 116 0 .. ) 40 80 116 
Oo1 1 00055 lo0304 100039 Oo1 100003 100293 loOQ03 
Oo2 009906 009748 009916 0·2 100099 009727 009910 
Oo4 009953 009442 009801 Oo4 1 00199 009471 009813 

Tabla 4o3o19oc 
k1, KF' CN) 

0 .. ) 40 80 116 
Oo10 0·9551 009988 009664 
Oo40 009045 009924 009661 
Oo60 008752 009903 009691 

Coef'icienle k2 Cexpresion 4.46). 

Tabla 4o3o20oa Tabla 4o3o20ob 

k2, XA CN) 
k2, XB CN) 

0.) 40 80 116 O,) 40 80 116 
Oo1 001541 002573 -002301 Oo1 001293 002611 -002272 
Oo2 001466 005257 -002075 0·2 001424 005325 -0·1992 
Oo4 001192 0•6241 -0·0744 Oo4 0•1441 0·6323 -0·0659 

Tabla 4.3.20.c 

k2, KF' CN) 
O .. ) 40 80 116 
0°10 -005065 0·1632 0•3721 
Oo40 -0·7145 003060 0·6321 
Oa60 -0·8177 003744 0•6600 
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Coericiente k3 (expresión 4.48). 

Tabla 4o3o21oa Tabla 4o3o21ob 

k3, XA CN) k3,XB 
CN) 

(;>,.) 40 80 116 0 .. ) 40 80 116 
Oa1 009499 306151 602632 Oo1 009578 304860 602464 
Oo2 205405 907974 200618 Oo2 205277 908040 2005942 
Oo4 302303 1206486 2804107 Oo4 301686 1206866 2803655 

Tabla 4o3o21oc 

k3 KF CN) 
(;>..) 40 80 116 
Oo10 108275 402452 708187 
Oo40 500982 1405507 2903694 
Oo60 705086 21 08914 4501105 

El incremento de los coericientes Ck3,h3) al aumentar el 

tama~o de la muestra, indica que, por cada observación que 

a~adimos se pierde ericiencia respecto a hacer OLS con la 

tendencia verdadera. 

La pérdida de et'iciencia es mucho mayor en la estimación de 

y(ID. 

"' . . Después de hacer los histogramas de las variables a1,a2,b1 y 
• b2, se observa que muchas de ellas parecen ser simétricas 

CGráricas 4.1, 4. 2, 4. 3 y 4. 4J, y por cada variable se calculó la 

estadistica Anderson-DarlingCD'Agostino y Stephens,1986), para 

probar la hipótesis 

H Normalidad con media y varianza desconocida. 

Lo cuantiles de la estadística de prueba son 

~ o5 075 085 090 095 0975 

=====~ª~[=~~zº=~~ª[==~ªª[=~z~ª==~~zª= 
En las tablas siguientes son se~alados con •. · las 

estadísticas con valores de rechazo al 5X. 
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Tabla 4o3o22oa Tabla 4o3o22ob 

Ander son a1 XA CN) Anderson al XB 
.CN) 

O,) 40 80 116 0.) 40 80 116 
Oo1 006759 001446 003126 Oo1 0°5390 001634 003081 
Oo2 007078 002479 003673 0°2 005678 002272 003697 
Oo4 006567 Oo278 003862 0°4 0°6416 002827 003780 

Tabla 4o3o22oc 

Anderson al KF" CN) 
0.) 

Oo85~~- 80 116 
0•10 0·6136 001926 
Oo40 Oo491B 0.4734 0·1696 
Oo60 0·4442 004644 001273 

Tabla 4o3o23oa Tabla 4o3o23ob 

Anderson a2, XA CN) Aderson a2, XB 
CN) 

0.) 40 80 116 0.) 40 80 116 
Oo1 Oo284 005874. 007021 
Oo2 002669 008625., 006121 
Oo4 002455 008362 004897 

Ool 006444 

~:i~~i: 
005871 

Oo2 004560 006776 
Oo4 Oo3840 004888 

Tabla 4o3o23oc 

Anderson a2,KF" CN) 
0.) 40 so" 116 
Oo10 006339 003232 ~:~~;¡ .. 0•40 003676 002000 
Oa60 006013 002221 007175 

Tabla 4o3o24oa Tabla 4o3o24ob 

Anderson b1 XA 
CN) 

Anderson b1 XB 
CN) 

cu 40 ªº· ººg~~~· 0°1 0°7302., 106004. 
Oo2 102068. 2•0746. g:~;!~: Oo4 1 06136 203372 

0.) 40 so. 11~ 
0·1 006281 .. ~:~~~~: 

009642 
Oo2 102685 • 009186: 
Oo4 106961 009867 

Tabla 4o3o24oc 

Anderson b1 KF" CN) 
O,) 

~:~~g: 
80 .. 116 

Oo10 104396., 005229 
Oo40 103982., 004228 
Oo60 104983 003761 
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Tabla 4o3o86oa Tabla 4o3o6ob 

Anderson b8 XA Anderson b2 XB CN) 
CX.) 40 

g:~:~~= 
116,. 

Oo1 006749 100709,. 
008 006066 10866 
Oo4 006364 1°3693. 

CX.) 40 so .. 116 
Oo1 Oo53SO 104596., 1oosos"' 
008 006669 Oo9S19 1o876s"' 
Oo4 005878 0°9670 • 1 o361s* 

Tabla 4o3o86°c 

Anderson b8 KF CN) 
CX.) 1o09~g. so .. 116,. 
Oo10 009693 1 01586 .. 
Oo40 ~:~;¡~: ~:~~;~: 102015 
Oo60 1 02017"' 

Al aument.ar el t.ama!'ío de muest.ra, aument.a la evidencia para 

suponer la normalidad de a1, en a2 el comport.amient.o es un poco 

ext.ra!'ío, pero si parecen ser normales al y a2, mient.ras que b1 y 

b2 no parecen ser normales. 
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Grá.fica 3. 3 
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CONCLUSIONES. 

Después de haber terminado ésle trabajo, se han obtenido las 

conclusiones siguientes. 

El filtro de Kalman es una herramienta leóricamenle muy 

poderosa, y es fácil de implementar porque sus algoritmos son 

sencillos, además, bajo un mismo esquema permite estudiar a una 

gran variedad de modelos y simplifica su entendimiento. 

El mélodo X-11-ARIMA no liene comparación con el filtro de 

Kalman en la parle teórica, es poco flexible, y no es fácil de 

i mpi emenlar. 

Debe reconocerse, que el método X-11-ARIMA es muy fácil de 

usar, es casi automático, y usa elementos de Estadistica Robusta. 

Buena parle del trabajo esladistico se orienta al estudio y 

ext.ensión del filtro de Kalman, pero falla ganar experiencia en su 

aplicación, para que sea la herramienta de uso común en el 

modelado de series de tiempo y ajuste estacional, para éslo, se 

presenta como un obstáculo, que el método X-11-ARIMA y la 

melodologia Box-Jenkins, han funcionado bien en un gran número de 

casos reales. 

En el ajuste estacional de series de tiempo, es preferible el 

uso de los modelos eslruclurales, porque con éslos, se selecciona 

un modelo par a 1 a serie y se obli ene de manera si mulla nea 1 a 

estimación del componenle tendencia, además, la parle lineal del 

método X-11 puede ser reconstruida con un modelo eslruclural. 

Aunque sólo se trabajó con ser.ies univariadas. teóricamente 

no existe dificultad para que el filtro de Kalman modele series 

mullivariadas, siendo las principales l i mi laci ones 
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computacionales, por lo tanto, 

programas de cómputo, inf'luirá 

común de éstas técnicas. 

el mejoramiento de los equipos .y 

decisivamente en la aplicación 

Como resultados de éste trabajo, se implementaron los dos 

métodos en estudio, y se comprobó que, para algunos modelos de 

series de tiempo, la es ti maci ón del componente tendencia es muy 

similar con el método X-11-ARIMA y el uso del f'iltro de Kalman. 

Las simulaciones realizadas han servido para aprender y no 

obtener resultados concluyentes, porque sólo se exploró un 

conjunto muy peque~o de modelos. 

No 

Kalman 

ha 

en 

sido posible mostrar todo 

la Estadistica, por lo 

el impacto 

que, se 

del f'il tro de 

mencionan tres 

desarrollos: 

la 

a) intentos para desarrollar un í'iltro de Kalman robusto 

CPe~a y Guttman,1988), 

b) f'iltros no lineales para sistemas no lineales cuyo vector 

de estados evoluciona continuamente y las 

observaciones 

CDaum, 1988), 

son realizadas en tiempos discretos 

c) Poole, West y Harrison (1988) presentan varios modelos 

no lineales y/o no normales. 

Finalmente, ha aparecido el caracter 

ciencia, pues el f'iltro de Kalman f'ue 

interdisciplinario de 

desarrollado en la 

Ingenieria. 
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APENDICE A. 

Programa X-11-ARIMA 

El programa proprcionado por la Dra. E. B. Dagum, se inst.aló 

en la comput.adora VAX-11/750 del Depart.ament.o de Probabilidad y 

Est.adist.ica, del Inst.it.ut.o de Investigaciones en Mat.emát.icas 

Aplicadas y en Sist.emas de la UNAM, y a continuación se describen 

los aspect.os relevant.es de la inst.alación. 

1. El programa de aproximadament.e 7000 lineas, fue dividido 

en los archivos : X11_1, X11_2, X11_3, X11_4 y X11_5. 

2. El programa leia los dat.os en t.arjet.as, ahora se pide de 

la t.erminal el nombre de un archivo con ext.ensión ". mt.0",que 

cont.enga los dat.os y opciones del programa, t.al como aparecen en 

el manual CDagum 1983). 

3. En el programa se hace referencia a las rut.inas 

DVZCHKC J ) 

OVERFLC J ) 

encargadas de indicar el moment.o en que ha ocurrido una división 

por cero o una condición de "overflow", ést.as rut.inas no exist.en 

en el lenguaje FORTRAN de VAX, pero afort.unadament.e est.an escrit.as 

en un manual de D.E.C.C1985), fueron implant.adas, y para su uso 

se requiere inserLar, 

a) en el encabezado, 

include 'Cssdef)' 

ext.ernal fixup_result. 

int.eger*4 old_handler 

cal! lib$flt._underC1) 

old_handler = lib$est.ablishCfixup_result.) 

cal! ini_fz 

b) y al finalizar la rut.ina, 

cal! lib$est.ablishCold_handler) 

por cada rut.ina que haga uso de las rut.inas DVZCHK y OVERFL. 
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Las rutinas DVZCHK y OVERFL pueden ser usadas en otros 

programas FORTRAN y eslan escritas en el archivo FZ1.FOR. 

El valor del parámetro J al f'inalizar las rutinas DVZCHK y 

OVERFL se interpreta como sigue, 

RUTINA INTERPRETACION 

OVERFL J 1 overf'low 

J 2 no overf'low y no- underf'lów 

J 3 underf'low 

DVZCHK J 1 division por _cer9 
···, 

J 2 divisioq 
-· -· ..... · -··· 

no pcir i .c_er;_o 
---··· '"••·•;•;;:;•,u,-·-____________________________________________ .;:.:._::..·:...;.~·~·:,;;;,_.:,.;: ______ _ 

4. Para almacenar resultados, en algunas r'u~Fi:'<l'-s-_,'del' programa 

se def'inieron las estructuras 

COMMON/memori/RMEMC6000) 

COMMON/bande/I_LEE,I_GUA,I_TAB,I_GRA 

COMMON/dalos/I_LOC,NDAT 

y su signif'icado en el.programa es 

VARIABLE SIGNIFICADO 

I_LEE>O 

I_GUA>O 

I_TAB<O 

I_GRA<O 

N_DAT 

I_LOC 

leer dalos del arreglo RMEM 

escribir resultados al arreglo RMEM 

no imprimir las tablas de salida del programa 

no imprimir las graf'icas de salida 

número de dalos 

localidad de RMEM donde almacenar o leer N_DAT 

dalos 
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APENDICE B. 

El programa K. 

En éste apéndice se describe al programa K, escrito para 

implementar el ajuste estacional de series de tiempo, como lo 

propusieron Gersh y KitagawaC1984). 

El programa que se escribió, supone que la serie Zl puede.ser 

escrit..a como, 

2 D + T + S + W + I, 

donde, 

Tes la tendencia y satis~ace CI-B)dTk = elCk), 

S ·~s el componente estacional y es generado por 

C I 

C I 

2 L-1 
+ B + B + .. B )Sk 

BL ) S = e (k), 
s 

W es un ruido autoregresivo generado por 

e I - Ol B - Ol Bp)W eCk). 
1 p k \,/ 

o 

I es una v.a. normal con media O y varianza R, 

D es el componente determinista, y 

Q. 

CB. 1) 

El modelo CB.1) puede ser representado con un sistema lineal 

X 
k ..... 

k = O, .. ,N. 

donde son variables con 

segundos momentos dados por 

~<eke~} = óck-l)Q óCk-DR 

CB. 2) 

media cero y 

o 

El listado del programa no se presenta porque es muy grande. 
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Con el filt.ro de Kalman, podemos calcular la verosimilit.ud 

como función de los parámet.ros C~,G.Ck,R,Q), y en principio, 

me.:v..imi.2a.r la voeorosim!l!t..r1d como función ci9 todos los par4mat.ros, 

pero ést.o no se hace por las razones siguient.es : 

a) la mat.riz G y los vect.ores ele se rijan al alegir los 

modelos para los component.es, 

b) la mat.riz ~ es conocida, cuando no aparece el ruido 

aut.oregresivo en el modelo, 

e) en el caso univariado es posible conc~nlrar a la 

verosimilit.ud como función de R, 

d) por el supuest.o de independencia de los componen t. es, la 

mat.riz Q es diagonal y se est.iman sus element.os por máxima 

verosimilit.ud. 

Inicialización del vect.or xCOlO). 

Si conocemos el valor esperado de alguna component.e del 

vect.or. debe ser usado para inicializar la correspondient.e 

component.e. Cuando se desconoce el valor de xCO:O), se inicializa 

con ceros, o se puede pronost.icar con la serie invert.ida .. 

Para iniclializar a la mat.riz P
0
/_

1
exist.en dos opciones, 

a) hacer PO/-l A I, con A muy grande e A = 1e06), 

b) hacer P
0 

AI y encont.rar la solución est.acionaria de la 

ecuación de Riccat.i, ést.a opción duplica el t.iempo de ejecución. 

Opt.imización sobre R. 

Ya se most.ró en la sección 3.2 como es posible concent.rar a 

la verosimilit.ud como runción de R. 

Opt.imización sobre Q. 

Al concent.rar la verosilit.ud en R, ést.a depende da los 

cocient.es o 2 /R,o2 /R,o2 /R, que represent.an los cocient.es de sel"l'.al 
t • " 

a ruido, y Gersh y Kit.agawaC1984) proponen maximizar a la 

verosimilitud, buscando a los cocient.es en al conjunt.o 

< ai, j "'o .... , s >. 
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con el supuesto, de que la verosimilitud es una .función suave y 

mas o menos plana de los cocientes seNal a ruido. 

A través de simulaciones se observó, que .fijando el valor de 

q
2

, la verosimilitud como .función de qz es concava hacia arriba, y 
' s 

como resulta costoso evaluar la verosimilitud en cada uno de los 

puntos de la malla, existe la opción de hacer una búsqueda sobre 

's' para cada valor de •, .fijo, hasta que la verosimilitud ya no 

increman~e su valor. 

Estimación de los parámetros del ruido autoregresivo. 

El algoritmo consista da : 

1) evaluar la verosimilitud suponiendo que el modelo no tiene 

componente autoregresiva, 

2) a partir de las inovaciones estimar inicialmente a 

a ( a
1 

ap J por minimos cuadrados, 

3) escoger como valor inicial de a CaCO)), aquel valor que 

maximice la verosimilitud entre 1) y 2), 

4) repetir 5) y 6) hasta que el incremento en la 

verosimilitud sea pequeNo ClE-3), 

!:D si aCi) es la estimación de a en la i-ésima iteración, 

obtener la dirección de búsqueda ChCi)), 

6) el siguiente valor de a CaCi+l)) a partir de aCi), es 

al primer vector de la sucesión 

a(i) + hCi)/(2j), j = 1 •.. 12. 

que dé un incremento en la verosimilitud. 

F'alta por de.finir, la manera de encontrar la dirección de 

búsqueda, es decir, una dirección que incluya algún punto donde 

se incremente la verosimilitud. 
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Sólo para encont.rar la dirección de búsqueda, se aproximó a 

la log-verosimilit.ud por una función que mide : 

a) las nld.yni Lude::.; de las i novaci enes 

vCt.) = yCl) - TCt.) - SCU - ...Ct.-Da
1 

- .•• - ...Ct.-p)ap, 

b) la consist.encia de a con las est.imaciones del ruido 

aut.oregresivo, es decir, a debe hacer peque~as a las cant.idades 

u( t., et) 'W( t.) - w( t.-1) a - 'WC t.-p) a , 
• p 

para medir la discrepancia de éstos objetivos, se t.rabajó con la 

!'unción F' 

F'C c0 :¡: v 2 Ct.)/o + :1: u"' et, a),...o , CB. 3) 
1 2 

y se def'inió a la "Log-verosimilit.ud" como 

L = - F' - e n/2) * 1 ogc o 
1

) CB. 4) 

Mét.odo 1. 

Con el vect.or aCi), obt.ener las inovaciones vCt.) y las 

est.imaciones del component.e aut.oregresivo wC(); para encont.rar 

a(i+l), el mét.odo 1 encuent.ra el vect.or aCi+l) que minimiza la 

!'unción F', y la dirección de búsqueda es h = aCi+l)- a(i). 

Mét.odo 2. 

Se uso el mét.odo dado por PesaranC1980), en la est.imación de 

modelos de regresión con ruido aut.oregresivos, es decir, 

zl=xl(1+ut.' CB.6) 

donde u = u oc. + ... +u a + e , l i-1 1 l-p p l 
z el son v. a. normales, t.ales que ~~elek~ = óCk-l)o 

pero su aplicacion no es direct.a, porque en lugar de t.ener las 

cant.idades f'ijas xL(1, 

st.. 

se t.i enen las cant.i dad es est.ocást.i cas T + 
l 

El mét.odo 2 consist.e en usar 

h 'ª =aCi) 

(8. 6) 

donde D-1 /N es la mat.riz a.si ntót.ica de covarianzas de los 

estimadores máximo-verosímiles de los parámet.ros del proceso 

aut.oregresivo en el modelo (8. 6). y aproximar a la 

log-verosimilit.ud por C8.4),. 
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La expresión para D- 1 es, 
D-1 = r/> r/>' - e e•. con Q =1, y 

.· 

r 1 
:º 

"' 
[ o 

' ] l 
o 

º• j 

. p 
a a a a 

r/> 
1 o e : p-1: p 

a a a a a 
p- 1 p-2 1 2 

Al probar al programa, se obs.arvó que los 2 métodos si 

proporcionan direcciones que incrementan la verosimilitud, pero el 

método 2 coverge en un menor número de iteraciones de manera 

signiricativa. otro aspecto que se tuvo en cuenta, rue ignorar las 

primeras d inovaciones porque son muy grandes y no representan a 

verdaderas inovaciones. 

Uno de los procesos mas costosos, es la actualización de las 

matrices de covarianzas, por lo que algunos autores han propuesto, 

que en el momento que se considere, las matrices de covarianza ya 

han convergido, ya no se actualicen. 

Se implementó el método de Gersh y KitagawaC1984), porque rue 

la rererencia inicial de trabajo, pero otras alternativas son : 

a) usar el algoritmo EM CHarvey,1989,p.188), que consiste en 

resolver sucesivamente la ecuación 

o. 

y parece ser un mejor método. 

b) Usar un método de maxi mi zaci ón general. 
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La manara de usar al programa K se explica a continu<ÍciÓn.··" 

El programa K ~~ forrna al i::onjr2nt.ar !os ari7h!vos 

y LEC, el contenido de los archivos es el siguiente, 
~~~~~YQ _________________ ~Q~I§~~QQ _________________ _ 

Filtro de Kalman KLIB 

OPMAT Operaciones entre matrices 

Al ejecutarse el programa, aparece 

encabezados : 

O.- Salir del programa 

1.- Generar Variables (Simulación) 

2.- Ajustar un modelo 

un 

3.- Leer variables regresaras de un archivo 

4.- Leer Variables a ajustar 

9.- Borrar Variables 

6. - Crear variables autoregresivas 

menú 

KLTB,OPMAT 

con los 

7. - Crear variables con el número de dias por periodo 

8. - ModiI'icar Opciones 

9.- Observaciones Caltantes. 

10.- Dar valor inicial para simulaciones 

11. - Rutina cero C y(t) = y(t) - yCO) ) 

12. - Rutina uno C yCt) = yCt)*a 

En casi todas las opciones la especiCicación de los valores 

de entrada es muy clara, y sólo se explica la opción 8. 

Al dar la opción 8 aparecen una serie de parámetros junto con 

su valor actual. El número que aparece en la columna de Parámetro 

es el valor inicial del parámetro. 
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--~~~á~~~~~--------------~i9~iri~~~~-~-~~~i~~~~-Y~~~~~~~---------------
Moni tor Kalman CO) C0,1) Monitoréa la búsqueda de los 

Monitor Suaviza CO) 

Monitor Veros CO) 

Monotor Ajusta CO) 

Moni t.or Newton (0) 

Opt. Kalman 

# Correlaciones C20) 

# Pronósticos CO) 

# Valor grande C1e6) 

est_mat CD 

!novación 

parámetros 

C0,1) Monitoréa el algoritmo de suavizamiento 

C0,1) Monitor más extenso que 

moni ter Ka! man. 

C0,1) Monitoréa las ecuaciones del 

rilt.ro de Kalman. 

C0,1) Monit.oréa el 

Quasi -Newton. 

O BÚsqueda exhaustiva 

1 a&squeda no exhaustiva 

e 10.1i. ..• 30). 

e 0,1 •.. ,30). 

algoritmo 

A e [0, oo ) para inicializar a la matriz 

inicial 

1 Estima la matriz de covarianza, al 

resolver la ecuación de Riccati. 

O La matriz inicial es A! 

1 La verosimilitud se concentra en r 

O No se concentra la verosimilitud. 
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