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INTRODUCCION "

Este trabajo tiene como finalidad desarrollar un- modelo de
costo-beneficio para ayudar a determinar si es conveniente o no el
mantenimiento o reparacion de magquinas con componentes similares
que tienen fallas independientes .

El modelo propuesto se diseia utilizando como herramienta
basica la Teoria de Decisiones, que nos da la oportunidad de elegir, en
un marco de posibles opciones a tomar, fa mas adecuada, por ejemplo,
fa de mayores ganancias o menores pérdidas. Esa Teoria se basa en la
Probabitlidad y en la Estadistica; con 1o cual, y en base al conocimiento
de una funcion de densidad que simule al experimento, podemos inferir
la posible decision y ef riesgo. Este ultimo no puede ser concebido de la
misma manera para casos diferentes que se evalian con esa Teoria. Es
necesario, por lo fanto, conocer el problema y establecer, en primera
instancia, de donde sequiere seleccionar la solucién y en base a cual
criterio. Es decir, aigunas veces se determinara la decisién optima en
base al costo, otras serd considerando las modificaciones por la
penetracion de mercado o con la influencia de algun otro factor. Lo
importante es establecer fa guia que permita distinguir con claridad
cuando una decisidn es mejor que ofra en un caso particular.

En e} caso que se presenta, el riesgo es evaluado en funcién de



las fallas que pueden producirse en. los 'componentes de determinada
maquina. Et tiempo de espera para las fallas tienen una distribucion
probabilistica que permite prever en forma general un proceso de
descomposturas.

Esa distribucién, conocida con el nombre de Weibull, ayuda a
elaborar un procedimiento alternativo sobre !a conveniencia de
componer eslas maquinas o0 no hacerlo a partir de un analisis de costo-
beneficio. Este método requiere el muestreo de una o varias maquinas. - -
O sea, es posible hacer pruebas que permitan evaluar un lote de
maquinaria sabiendo que existe un costo asociado a cada prueba.

Por daltimo, en la prueba que’ se diseha incluimas un modelo
para determinar con qué probabilidad se tiene la “"decision optima"
después de "n" ensayos, a partir de! andlisis de dos diferentes formas:
por una parte con la aplicacion del uso directo de la distribucion y por
otra por el Método de Monecario.
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1.1 tntroduccién

La Teoria de Decisiones es una herramienta que proporciona
las gufas generales para tomar una decisién. E! estadistico, con esta
teoria, debe tener una vision general del problema y buscar las normas
para satisfacer que una decision sea razonable.

Para ello, debe conocer las caracteristicas para que un
proceso de decision sea satisfactorio y ademas encontrar el tipo de
medidas adecuado para la toma de una decision,

Dado este esquema general, lo primero que debe hacer el
estadistico es saber cuales son las posibles alternativas de decision,

fa lista de posibles decisiones d,... . d, Este conjunto de alternativas

debe cubrir todas las posibilidades de decision y la eleccion de una de
ellas debe excluir a las demds. Es por ello que se dice que el conjunto D
de las posibles decisiones debe ser exclusivo y exhaustivo.

La dificultad de la seleccion de la mejor eleccion es
generaimente debido a la incertidumbre, a no saber la consecuencia con
precision si se toma alguna decisién.

Por tanto, los problemas que abarca fa Teoria de Decisiones se
resumen de la siguiente forma: se considera un conjunto Q de sucesos
inciertos o experimentos. Se debe tomar alguna decisién con respecto a
estos sucesos. Se requiere de un conjunto R de posibles ganancias que
se pueden tener al fomar alguna decision d en el conjunto o espacios de
posibles decisiones D.



La Teoria de Decisiones permite hacer un andlisis cuantitativo

de ‘la ganancia de tomar alguna decisién en particular. Asi, para cada
decision de que se tome existe una ganancia p asociada en un conjunto
o espacio R de posibles ganancias. Esta ganancia p es funcién de la
decision y del resultado del suceso y debe cumplir con las siguientes
condiciones:

1.:Si Py ¥ Pp son resultados de la funcién de ganancia p, se
tienen tres opciones:

' a) p, es preferible a p,.
b} p, es preferible a p,.
c) p, es semejante a p,.

entendiendo por semejante que el resultado de la ganancia p,
es indiferente a la de p,.

2. Si py, p,, P3 son resultados de la funcién de ganancia p.en R
donde p, es preferible a p, y p, es preferible a p;, entonces p, es
preferible a pj.

En resumen, de la posible lista de decisiones d,,...,d,enDy
de los sucesos inciertos o experimentos w, ..., w en Q, el problema

es elegir un unico elemento d* de la primera sin conocer el resultado

experimental de la segunda.



1.2 La Funcién de Pérdida

Al analizar las consecuencias de tomar la decisién d; (i=1,2,...)
se introduce una funcién de utilidad U[p(d;,w)] que expresa la
‘Vrecompensa al hacer bien la eleccién. Similarmente, se puede
introducir una funcién de pérdida que exprese la gravedad del error al

tomar. la decisién d, y por ello esta funcién puede ser representada

como menos la funcién de utilidad:
L(w,d) = -U[p(w,d)]

en donde L(w,d) representa la pérdida cuando el valor
del parametro Q2 es w y la decisién es d.
1.2.1 El Riesgo.
El Riesgo se define como el valor esperado de la pérdida al

tomar la decisién d y el resultado experimental w:

R, = E (Lwd) =], Lw,d) pw) dw

a mejor decision serd aquelia que minimice el

riesgo, es decir:

R, = infy; Ry(w)



1.2.1.1 La Decisién de Bayes.

Esta seleccion del riesgo es conocida como la decision de
Bayes, asi, el Riesgo de Bayes representa al mas grande limite inferior
-para los riesgos R(w,d) en todas las decisiones d en D posibles.

1.2.1.2 Ejemplo.
V»VS'e puede ejemplificar el riesgo bayesiano con un. caso
discreto: o

Sl se parte que. el .espacio de parametros Q. es

(w‘,wz) y que D-{d1,d2) y ademds.se considera la pérdida como :

“L:

d dp
wy 0 5
Wy 10 0 .

donde p(w=w,)= B y p{w=w,)=1-8
en donde B es un parametro conocido

por tanto el riesgo para d, estaria representado por

R,(d,) = E[L(wd,)] = 10 (1-B)



similarmente para dj: -
Ri(dp) = 58"

en el caso de B=1/4 , R(d,)= 15/2 y R(dy)= 5/4, la decisién

bayesiana en este ejemplo es d, .

1.2.2 El Riesgo con n muestiras

En todo problema de incertidumbre, como son los tratados por
la Teoria de Decisiones, el decisor tiene la posibilidad de obtener
informacién que le ayude a disminuir la incertidumbre. Si el espacio o
conjunto de donde se obliene la informacion es X, las probabilidades
iniciales p(w,), p(wy).. . ..p(w,), por el efecto de la informacion

adicional se ven modificadas en p(w,|x),p(W,[x),. . ..p(W,[x).

El espacio del suceso incierto o parametro llega a depender de
la informacién obtenida:

Q emeee » QXX 5 X=X x X, x...xX

n

El problema de decisiéon involucra ahora a un conjunto de
densidades ({f(x|w), wEQ}, un espacio X asociado al parametro, un

espacio de decisiones D y una funciéon de pérdida L.

10



El estadistico se aboca a encontrar una decisién en base a estos
espacios, para buscar la decision, ahora dependiente de X, que se puede
) denoiar como d(x).

‘ Es obvio que vale la pena disponer de mas informacién a fin de
eliminar la incertidumbre, pero normalmente afecta nuestras opiniones
del suceso pero se mantiene la incertidumbre, tal vez en menor grado. El
espacio X debe estar relacionado con los sucesos inciertos w y se suponen

conocidas las probabilidades p(xlwi).

E! estadistico dispone asi de nuevas probabilidades y su objetive
debe ser minimizar la pérdida esperada, con estas nuevas probabilidades.

Aunque la informacién es incompleta, es decir, no elimina la
incertidumbre, el valor esperado de esta informacién es no negativa, por
tanto es bueno obtenerla. Lo mas que puede pasar es que la informacion
después de obtenidos los datos de X no proporcionen nada adicional y a
decision dptima siga siendo la misma. Sin embargo, lo mas natural es
pensar que cada prueba que se hace para obtener informacidn tenga un
costo asociado. Si la utilidad de la informacién es mayor que su costo se
debe continuar con el muestreo, si no, se debe parar. En general, el valor
esperado de la informacion parcial que es proporcionada al hacer una
muestra mas, es marginalmente decreciente, y, por tanto, llegara el
momento en que el costo adicional serda mayor que la utilidad que la nueva
infermacidon proporcione.

El riesgo depende ahora de la muestra:

R = [, [, L (w,d(x)) f(w,x) dx dw + C(X,,Xp0eesX,)

es decir, este procedimiento debe establecer la eleccion de
11



una observacién mds siempre y cuando se minimice el riesgo.

1.2.2.1 Ejemplo
Ejemplifiqguemos -e! 'caso discretq:'

Sea Q={w,,W,} D=(d|,d2:) , I distribucién a priori de w,

L

g e
w, i 0 75"'
w, 5 o 0

donde p(x=1|w;)=1/2-; p(x=2jw,)=1/4" ~

M(w,)=8 ; X={0,1}

sin muestra, para la decision d,:

R(d1) = E[L(w),d1] = L(yvi.dﬂﬂ(m) + L(w2,d1)T(w2)

=08 +‘5('1->n) -
H(d;)=r5(1-‘B); similarmente para d,: R(d,)= 58

d*, la decisién 6ptima es d1 si y sélo si R(d1) = R(d2)

<mc=>  5(1-B)$5B ; B21/2

12



Asfi,

506 si Bg1/2
Ru=
h 5(1-8) si B21/2

en el caso de muesira de tamafio 1:
ahora f3 pasa a ser (x) donde
plxjw=w1)p({w=w1)

B(x) = plw=w1[x)= =212
: . pxjw=w1)p(w=w1)+p(xjw=w2)p(w=w2)

Como ya se sabe,’dt es 6ptimo si 8(x)21/2 . Si x=1, d1 es éptimo
si: ) PR
1/28

plw=w1{x)= _ — - - — 2z 12
S 1/2841/4(1-8) ,

48 2 12041/4(3-8) ; B21/3

Similarmente . para :x=0, d{,gg:'prpruj_nigsi:

B 2395



Con estos resultados es posible observar que, no. importando
el valor de x, la decision optima serd para 8<1/3 d,, y para B23/5 d,.

Para valores entre 1/3<8<3/5 , se evalia la funcién de riesgo,
suponiendo un costo por observacién de ¢=0.5: :
R = {0(1/2)+5(1/2)}B + {5(1/4)+0}1-B) + '9.5

R =548 +7

cumparando‘en el intervalo 1/3<B<3/5 se - tiene que:

58 " B<1/3

min (5B8,5/4B+7/4) 1/3<B<1/2
R = min {5(1-B),5/4B+7/4} 1/2<B<3/5

5(1-B) B23/5
por tanto,

58 e BSINE
R = 51484714 715<B<13/25 -~

5(1-B) B213/25

14



1.2.3 Distribuciones a Priori y a Posteriori

Como ya se ha visto, es muy dificil sliminar la incertidumbre en
un- evento prababilistico, perc existen soluciones parciales obteniendo
infdrmacién relevanie y se sabrda mas de la situacion real que en un
principio.

Para un problema de toma de decisiones, el estadistico cuenta
con._ un qonjunto de probabilidades p(w,).. . ..p(w,) que expresan su
incertidumbre y a la vez cudl es su creencia del comportamiento de
determinado evento. Esta distribucidn inicial es conocida como
_distribucién “a priori. £l efecto de la informacién adicional el de
maodificar, revisar estas probabilidades y asi se tendran valores mas
precisos de las probabilidades. Si X representa la informacion, los valores
de las probabilidades son p{w,lx),. . ..p{w,lx} y la distribucién es conocida
con el nombre de distribucion a posteriori.

Es obvio que existe una relacién entre las probabilidades p(w;) y
plw;lx) y se obtiene a través del Teorema de Bayes. Este teorema es el

resultadc de fa aplicacion de las leyes de probabilidad condicional:

pLw ) oL pixiw)piw)

dado que: plwx) p(xiwp(w;)

PWilx) =

p(x) pix)



==> p(wi|x) ©o p(x]wi)p(wi) parﬁ valores fijos de x.

a la probabilidad p(xlwi) se le conoce como de verosimilitud y

encadena a las distribuciones a priori y a posteriori. Ei teorema se

expresa de la siguiente forma:

TEOREMA: Siw, w,,...,w, son sucesos inciertos
exhaustivos y exclusivos y X denota ciertos datos cuya probabilidad

p(x) no es cero, entonces la probabilidad de w;, después de haberse
observado X, es proporcional al producto de la verosimilitud de Wy la

distribucién a priori de W

El Teorema de Bayes expresa los cambios de opinién por la
informacién. Es por ello recomendable el uso de una distribucién a
priori adecuada y no utilizar probabilidades nulas a sucesos inciertos,

puesto que la probabilidad final siempre sera nula a pesar de los datos.

1.2.3.1 Familias Conjugadas
En Teoria de Decisiones, se facilita el analisis de los
experimentos si la distribucion a posteriori de Q (después de haber
obtenido informacion de una muestra de orden n) pertenece a la misma
familia de densidades de ta a priori . Una familia de distribuciones con
esta propiedad es llamada conjugada.
Si se puede sumarizar la informacion proporcionada por las
observaciones en una estadistica, llamada suficiente, se tiene la

16



posibilidad de encontrar una familia conjugada asociada al experimento.
L.a estadistica suficiente T para la familia de densidades

{f(.iw),wEQ} debe cumplir que para cualquier distribucién a priori | y

cualesquiera dos puntos x,,x, fales que T(x;) = T(x,) se tiene que

f(xy) = f(xp).

El teorema gque permilte identificasr a la estadistica suficiente de
una familia de densidades es el siguiente:

TEOREMA Una estadistica T es suficiente para una familia
de densidades {f(.|lw),wEQ) si y solo si puede ser factorizado como
sigue para todos fos valores xEX wEQ:

f(xjw)=u{x)v{T(x),w}
la funcién u s positiva y no depende de w y la funcién v es no

negativa y depende de x sdlo a través de T(x).

Un caso particular es el de la famifia exponencial. Si se puede
expresar a una funcién de densidad de la muestra coma:

K
fixiw)=a(w)b(x)exp{ L g;w) h(x)}
1

se dice que las distribuciones del parametro forman una
familia sxponencial.

17



De la densidad conjunta x,.Xa.....x,

n

fixjw)= IT  f(x,/w)
1

se puede encontrar una estadistica suficiente que nos conduce

a la familia conjugada, relacionada a la exponencial.

1.2.4 Eleccion de las Distribuciones a Priori y a Posteriori

Un problema que tiene que atacar el estadistico es la eleccién
de una distribucién a priori adecuada.

Se sabe que la distribucién a posteriori es proporcional al
producto de las distribuciones a priori y de verosimilitud de la

muestra:

IT(wix} oC TH{w)H(x|w)

lo mas recomendable es fa eleccion de una distribucién a
priori que dicho producto pertenezca a la misma familia de densidades.

1.2.4.1 Ejemplos

a) En el caso de la distribucion binomial se tiene que su
funcion de densidad es:

fixiw) = w=* (1-w)" ¥

para que la distribucion a posteriori pertenezca a la misma
familia de la a priori se escoge la distribucion beta con parametros
{p,B):



;WE[6,1]

“es decir

paréfnetrdrs"ﬂ(p;):x

b)‘Para.lardrislribucién exponencial:
SRR f(xlw) = wexp{-w¥x}
se selecciona la densidad gama con parametros (u,8): :

B“w““exp(-w):)é) .7 ’
f{x|w) =~——————————
)

gamma(m)=" u*'exp{-u} du
o

mm===> f(wWix) = WM expl-w(B+Ex)}

ta distribucion a posteriori es proporcional a.la distribucion
gama con parametros (p+n,B+Zx).

1.2.5 Costo Bayesiano

Ya se ha mencionado que la labor del estadistico, en una

decisién de Bayes, es evaluar el costo de la observacién y compararlo

198



con la informacién proporcionada por la muestra. Ei costo esta dado como
una funcién de la muestra y del valor del pardametro Q, y,por
tanto, puede expresarse como C(x,w). Por ello, el costo esperado por
observacién es:

fo Iy Clw,x) f(x|w) T(w) dx dw

donde 11(w) es la funcién de densidad de w.

Practicamente, la evaluacién de la informacidén proporcionada
por la muestra se da al calcular el riesgo observado teniendo X, que es =~
la suma del riesgo y el costo esperado de la observacion. Si es menor
que el riesgo antes de la muestra, es natural que esta informacion ha
sido de ayuda, pues ha reducido el riesgo totai. Este razonamiento
explica el procedimiento 6ptimo, que es explicado a continuacién en un
teorema:

TEOREMA Para un procedimiento secuencial en donde no

mas de n observaciones son hechas, el proceso 6ptimo es:

8i Ry(n)<R (n) se hace una decision sin ninguna observacién.
Si ya se han hecho X=x,,. .. ,X=xk observaciones, y la distribucién Q es
nk:
Si Ro(m,)<R, , (m,) la decision en D se hace sin mas observaciones. Si
no, X, es observado.

Con este teorema se infiere lo siguiente:

Ra(n)2Rn+1(r); es decir, este procedimiento debe establecer

la eleccion de una observacidon mas siempre y cuando se minimice el

riesgo.

20
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2.1 La Teoria de la Confiabilidad

Esta Teoria se enfoca a elaborar un andlisis de las condiciones
para que un sistema, o un componente de un sistema funcionen,
suponiendo un modelo probabilistico para ia falla del mismo. Por tanto
es necesario desarrollar una prueba de falla al mencionar la Teoria de

la Confiabilidad. Para esta prueba se requiere de un tiempo inicial t=0.

A partir de este momento el tiempo de descompostura del sistema (o . .

del componente) es una variable aleatoria la cual se puede representar
con un modelo de probabilidad

En base a esto se define a la confiabilidad del sistema en el
tiempo t como la probabilidad de que en este instante el sistema siga
funcionando. Como la duracién del sistema es una variable aleatoria T,
la confiabilidad se representa como una funcién de esa variable:

C(t) = P(T>t) = 1-P(T<t)
Si la funcién de densidad de la duracién del sistema la

llamamos f, entonces:

C(t) = P(T>t) = | f(s)ds
t

por lo que 1-C(t) =f 'n f(s)ds ; f(t)= -C’(1)

2.2 Proceso de Fallas
Considerando la probabilidad de que el sistema falle en un
pequefo intervalo de tiempo dado que no ha sufrido fallas hasta t,

21



fo njue a'su vez implica que:

IR P{1<TSt+AL) s
lim- e =
At=>0 ot c

es decir, la tasa de falla S asociada a {a funcion de densidad

de fa duracién sin falla de un sistema es:

22



f(1)
C(t)

S{) =
donde C es la confiabilidad del sistema en el instante t.

2.3 Proceso Exponencial de Fallas.

Este proceso consiste en considerar a través del tiempo un
crecimiento lineal en la tasa de fallas Z(t)=8t. Por ello, y dados los - -
resultados de secciones anteriores, se evalla la funcién de densidad de
esta tasa de fallas:

(1)
=Gl

Sy =

C(0) = P(T>0) = 1 = inC(0)=0
“por- tanto - = Sy
-Bt = InC(t)

C(ty=exp{-Bt}; por lo que

oW =14 ! tis)ds = expl-BY > (0= S (1-expl-B1Y)
at

23



=> (1) = Bexp{-Bt};

la funcién de densidad asociada a una tasa de fallas con
crecimiento constante a través del tiempo es una distribucion

exponencial, de ahi el nombre de proceso exponencial de fallas.

2.4 Proceso Weibull de Fallas

Muchas veces la tasa de tallas no es lineal y por ello debe
expresarse como Z(t)=ptr’ para incluir casos de crecimiento
cuadraticos, cubicos,etc., en un proceso de descomposturas. El nombre
de este proceso se explica por la densidad asociada a esta tasa que es
Weibull con pardmetros (u,B).

Siguiendo el mismo procedimiento que en la exponencial se
tiene que:

ut® = anoq
C() = expjut® )

=> f{t) =~

expl-t® = uBn® ' exptut® }

2.5 Confiabilidad en un Sistema de n componentes

Estos sistemas funcionan si las n compenentes funcionan
simultaneamente (en el caso de independencia entre componentes); si
se denomina a la variable aleatoria V como el tiempo sin falla del

sistema, ésa a su vez puede ser separada en n variables aleatorias que
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representen la duracién sin descompostura de las n componentes. Coma
existe independencia en estas componentes, la probabilidad de que
falle el sisteama después de t es igual al produclo de las probabilidades
de que todas las componentes sin excepcion fallen después de t:

ClY) = P(V>t) = P(VISDP(V251). . .P(Vasi)

= C1(tca(). . .Cn{t)
en el caso del procesc de fallas exponencial se tiene, para un
sistema de n componenies que:

C(t) = exp{-utt). . . exp{-unt}) = exp{-(ut1+. . +pnit}
para la densidad Weibull:

ci) = expl-u1t®'}. . . expl-unt®)

Si, ademas, se tiene que B=B1=. . .=8n el proceso de fallas de
un sistema de confiabilidad Weibuil de sus n componentvs es también
Weibulf con parametros (u1+p2+. . .+un,B).

2.6 Un Ejemplo de Aplicacién de fa Distribucién de Weibuif

Una apficacién muy utilizada por los ingenieros es la
consideracion de la distribucion de Weibuil para la determinaciéon de la
fuerza de materiales que son resistentes pero quebradizos. Esta

practica se debe a que esta intensidad o fuerza esld sujeta a una t
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tension .y que. esta distribucién representa adecuadamente la fuerza:
F(x) = 1-exp{-(m(x/x0)" } ; x=20

donde u representa el parametro de forma , x0 es el pardmetro
de la escala de longitud y m es la dimension actual. La media de esta

distribucién  es:
E(x) = m % x, r(1+1/p)

analizando los parametros de esta funcién podemos inferir que
la fuerza disminuye cuando crece la longitud. Ademas, estudios previos
indican que materiales quebradizos se encuentran en el rango de
3s5u<20. También es obvio que, dada esta formula, la fuerza del
material es menor que la correspondiente a material semejante con
menos area sujeta a tension. Esta interpretacién puede generalizarse
diciendo que la dependencia no sélo es del area comprometida, sino
también del volumen.

Estas consideraciones nos llevan a pensar en la factibilidad de
crear materiales en base a fibras de materiales que, dado su menor
volumen conformen en conjunto un material de mayor resistencia. Esto,
adicionado con un pegamento es de mucha ayuda para mejorar las
caracteristicas de durabilidad del material.

Muchos estudios se han hecho al respecto, y la premisa usada

para realizarlos es: cuando una falla se presenta en un malterial
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constituido por fibras de menor volumen, la transmision de ia falla se
da sobre fibras adyacentes y ta ruptura del mismo dependera de cudnta
carga puedan resistir estas fibras. El modefo mds usado consiste en
separar artificialmente las fibras en paqueies que contienen una
pequefia parte de cada una de elias. Si se consideran en un principio n
fibras que forman el material y se supone una division de m paquetes,
el material estd formado por mn estructuras, cuyas fuerzas son
variables aleatorias independientes, y que cada una tiene distribucién
Weibuil.

Este caso puede generar un proceso recursivo en el cual se
tomen en cuenta que la fuerza del material en total sea, primero, la
fuerza de los n componentes de cada estructura correspondiente a cada
fibra y después la consideracién de ia fuerza en funcién de los m
paquetes de! material. En primer lugar, para los n componentes del
paquete se tiene una variable aleatoria comun Gn(x); por tanto, para los

m paquetes la fuerza esia representada por:
Hm,n(x) = 1-[1-Gn(x}]™ ; x20

que describe la resistencia totai del material. Esta férmula
ayuda a encontrar un procedimiento recursivo para la determinacidn de
la falla y, con ello y a través del limite al infinito de los n
componentes del paquele conocer la resistencia del material en su

conjunto.
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© 3.1 introduccién
: Un gran nimero de maquinas de allo desarrolio tecnoldgico
tienen una diversidad de componentes independientes de fallas y en los
cuales la cantidad de éstas crece a través del tiempo. Las maquinas
tienden a descomponerse por Jo siguiente: por la poca resistencia del
material con el gque estan hechas; por microcomponentes con alla
reposicion; o bien, por el uso desmedido de las mismas.

Es por ello que muchas veces resuita dificil suponer que el
numero de fallas de maquinas de este tipo no varia a través def tiempo.
Haciendo un analisis de lo revisado en e! Capituio 2, resultaria
imposible considerar el proceso exponencial de descomposturas de
estos equipos. Esto implicaria tener una tasa constante de fallas
Z{t)=p en el tiempo, como ya se ha visto.

Por tanto, es adecuado utilizar una tasa de fa forma
Z()=(uB)t*' , la cual determina un proceso creciente o decreciente en
el transcurso del tiempo t si %1 (si =1 es el caso de la exponencial).
Este proceso es el de Weibull y la funcién de densidad asociada a esta
tasa es:

1ty = B! exp{-ut®}

3.2 La Descompostura de un Sistema
Esta funcién de densidad se comporta en forma semejante a la

funcién que los componentes de las maquinas tienen. Adicionalmente se
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Funcién de densidad Weibull Tasa de Fallas

23 45 67 89101

1.2 3.4 56 7 8 9 101112
J

Ejemplos donde se muestran la tasa de fallas y la distribucién de
probabilidad Weibull manteniendo p constante e igual a 1.
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debe utilizar el parametro 8 fijo para simular mejor ests
comportamiento. El hecho de incluir B fijo implica que al tener n
componentes de la misma maquina con distribuciones Weibull con
parametros {t,,8).(1,.8).. . . (it,.B) respectivamente, la maquina como
un sistema global de componentes tendrd también funciéon de densidad
Weibull con pardmetros (u,+p,+. . -+, B). Si se analiza el caso de dos
companentes se puede verificar. Sean 0,1 variables aleatorias de das
mecanismos independientes de la maquina con distribuciones Weibull
(14,,8),{15.8) respectivamente. La probabilidad del minimo de estas
variables representara al sistema en general. Es decir, la
descompostura del sistema estd directamente relacionado a ta falla de
una de estas componentes. Por tanto:

P{min (@,T1)>t) = P(@>t) P(II>t) = exp{-uit®jexp{-uat*}
P{min (@.1T)>1) = exp{-(t1+p2}t"}

es por ello {a impartancia del uso del parametro § como
constante. De ahora en adelante se denota como B°. El pardametro en
estudio serd w.

3.3 La Familia Conjugada a !a Densidad Weibull
Nuestro objetivo radica ahora en enconfrar una funcién a
priori tal que, dada la muestra de la funcion de densidad Weibull se
pueda obtener una distribucidon a posteriori que se acerque al
parametro, dadas las observaciones. Es decir, lo que se busca es una
30



familia conjugada asociada a la distribucién Weibull,
Si se considera e} caso de n maquinas a ser analizadas, la

densidad conjunta de fa muestra serfa:

f{x1,x2,. . . xnjw) = (B'wW)Ixi*exp(-wIxi®}

esta funcidén se puede expresar como :
f(x) = a(w) b{x) explL hi(w)ti(x)]
donde:
a(w) = (B'w)”
bix) = [Txi*™
hi(x) = Ixi*
por tanto, es posible encontrar una familia conjugada asociada
atla dénsidad conjunta Weibull, ya que es de la forma exponencial.
3.3.1 Densidad a Priori y a Posteriori

Si se evatia uwna funcién de densidad a priori gama con
parametros (9,8) se observa que:
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d-1

THw) W

Cexpl-wBf
Yy, por \'léﬁvto ¢ i

1 oL ()T

es decir, la distri es proporcional a una. -

distribucion gama con paré}iﬁet‘
3.4 El Rigsgo Minimo ’
Ya se ha obtenido una funcién que se aproxime al
compostamienta de los tiempos de talla de las maquinas. Resta evaluar
al estimador bayesianc del parametra que minimice el riesgo.

Como ya se ha definido, el riesgo es:

Rd = | F’(w)dwfﬂ Ld(x) wlp(x|w) dx
X

Ad = | L Pdx ] Lde)wiTiwix)dw
Q

Sl como, p(x) es no negativa, ta funcién R del riesgo puede ser
minimizada con la integral interior para cada x fijo y asi determinar ia

solucién de Bayes.
Es decir, se obtiene el estimador del parametro minimizanda:

32



fo LIde0wTHwix)dw

4] bién, .
fo LIt wITW)p (xiw)w

3.4.1 Obtencion de la Decisién Optima
Usando la pérdida cuadrsatica se puede abtener la decisién d’
optima. Utilizar la pérdida cuadritica implica tener como estimador el

que menor error cuadrado posee. Es decir d° es de tal forma que:
E(d" -w)® s E{d -w)’

para cualquier otra decision d.

3.4.1.1 Justificacidn Intuitiva de ta Pérdida Cuadratica

Como el error cuadrado es ta varianza, que representa una
medida de dispersién, o mas recomendable es que sea minima. Es
decir, que la variable aleatoria tienda a acercarse a su media y que Ia
pérdida sea una funcién del error al estimar el parametro. O sea, que la
decision tenga una pérdida de acuerdc a la falla al estimar w.

Par ello, lo mas natural es considerar a esta pérdida como una
funcién del error w-d:

L{w,d) = f(w)g(w-d)
33



donde g(0)=0 (ia pérdida del no error es 0) y f es no negativa y
sélo pondera el error al tomar distinios valores del parametro.

Del hecho de que L depende def error w-d, se toma a { como
una constante:

Liw,d) = h{w-d} = ag(w-d)

como g{0)=0 implica que h(0)=0.

Expendiendo Ja funcion en una serie de Tayior se tiene que:

Liw,d) = @o + al{w-d) + a2(w-d)> +...

El tener suficiente informacion del parametro nos hace
desechar los términos mayores o iguales a tres, puesio que el
parametro es cercano a d:

Liw.d) = a0 + at{w-d) + a2(w-d)?

como h(0)=0, eso implica que a0=0 y como h es no negativo
al=0y a220.
De ahi el considerar la funcion de pérdida:

Liw,d) = (w-d)’

3.4.1.2 La Decisién Optima

Para obtener la decisidn d6ptima minimizamos

J B (d-w)? (b'w)" TTxi"" exp{-wExi “w"'exp{-w8 jdw
o .
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diferenciando con respecto a d” eigualando a 0

Sdlis ._._B—-— .
: ‘2""*.“)' a posteriori.

T es la media de la distribucion
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Dado que la pérdida L es cuadratica y como la 'rnedia de la
distribucion a posteriori es d’, la integral:

§ o L)Wy (wix)dw

de la ecuacidn del riesgo representard a la varianza de la
distribucion a posteriori ya que es igual a {w-E(w)}* , la varianza.
3.4.1.3 El Riesgo al Muestrear n Componentes

En base a esto, es facil conocer el valor de esta integral:

J - (B+Exi Y (B4+xi® )" WM exp{-w(B+Zxi®)}
(d’-w)? -
° : T (n+d)
- n+d
(B+Exi" )2

“resultado - de- la varianza de la- dlslnbucmn gama con parametros
(n+2,8+ Txi").
Ahora se evalla
j n+d
P —————f—dx
(B+)_x1 2o
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para conocer el riesgo asociado a esta prueba.
Para esto es indispensable el conocimiento de la funcién de -

densidad p(x), la cual es igual a:

TH{w)p(x|w)
MHwix}

plx) =

donde TI(w) ~ gama(,).

< '(E{hfa)eaa'"nxi""") I TE@)(B+Exi*)"?

' suétituya'ndé este valor en la integral del riesgo se obtiene:

T BT M (ned) BN (n4) B
R—J J dxt. . . dxn
T o T@)(B+Xxi™) *(B+Zxi)
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nxin‘-)‘ : . FRRN
o ‘mga+;xi°')f'f?‘?, i qxt.,...dxn

e'"r(g;a)s%n;aj fon

R
.. (neaet)gt

3.5 La Prueba Secuencial
Lo que interesa realmente es la minimizacién del riesgo, es
decir, tener el costo total a posteriori. La herramienta que se debe

usar es: contar con la muestra y tener el nimerc de observaciones
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adecuado. Esta pérdida debe incluir el costo por fa muestra, lo cual
implica la suma de la varianza a posteriori mas el costo por
observacion y se puede denotar como:

3.5.1 La Prueba después de k ensayos

n+d
Qo +nC =+ NC

(B+r)?

ro= 3xi

si se deciden hacer k ensayos mas para estimar w, nuestro
costo minimo a posteriori es:

K+d :
Qk{x} + nc = L + (n+X)c

(B4+r+Exi)?

3.5.2 La Prueba Condicional de k Ensayos después de n Ensayos
Anteriores

En la posicidn actual, 0 sea después de n ensayos, Qk(x) séio
se puede estimar y para ello se calcula Qk = E[QK(x)[r], denotando e!
costo como:

Qk + (n+k)c
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4.1 Introduccién

Después de haber calculado el riesgo condicional de realizar k
ensayos cuando ya se han hecho n, sélo resta comparar este resultado
con el costo asociado al experimento, como fue expuesto en la Seccion
1.5 del Capitulo |.

Esta revision auxiliarda a desarrollar e! andlisis para tratar a
las maquinas que tengan un proceso de fallas de la distribucion
Weibull. En este Capitulo se mostraran dos métodos para, con una
certeza conocida, parar después de realizados n ensayos.

El primer método se basa principalmente en el conocimiento
de una estadistica de la muestra, que es esencial para resolver la
desigualdad resultante de la prueba costo-beneficio.

El segundo método, aproximado, pero mas general que el
anterior, es el uso de la ley fuerte de los grandes numeros para simular
la distribucion que en el primer caso se resolvid. Este procedimiento
utiliza el método de Monte Carlo y es aplicado a la funcién de densidad
de Weibull.

4.2 Comparacion del Costo contra Riesgo

Como ya fue analizado en la Gltima parte del Capitulo 1, el
costo minimo a posteriori esperade es Qo + nc si no se observa mas y
Qk = (n+k)c la estimacion para el caso de k ensayos.

Si se cumple para toda k que Qo + nc < Qk + (n+k)c, se debe
parar puesto que el costo esperado es mayor con k ensayos. Si, por otra

parte, Qo + nc > Qk + (n+k)c entonces en promedio es recomendable
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tomar mas observaciones puesto que el cosio esperado es menor con
mas ensayos.

Para la evaluacién de E[Qk(x)|{r] se requiere del conocimiento
de p(x{r} y a que E[Qk(x){r] = Ika(x)p(xir)dx, par ello se encuentra:
p(x.r) px,r,w)

. dw
e p(r)

plxin) =

Py

pixiw)p(riw)TH{w)
e W

Pl w.= [,

p(r)
pixin) = Jy 2R -, pixiwptwln) ow

~con los resultadas -antes- obtenidos de

: p(xM) = (B'wW)"TIxi* exp{-wExi®}

v p(wlr) = CBE) W expl-w(B+r)}

{n+d)
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para’k casos:-

o

» expl-w(Bnldw
pixly) = kG

dado que la distribucién acumulada de la funciéri de densidad

gama(d,B) de 0 a =~ es 1, es decir

i Bw¥'exp(-wB}dw
° G()

=1

=>

= (Bars+ Exil )Ptk dynekedl oyt wiBere Exi® ) dw

e G(n+k+d
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- T(niked)”

{- ank#é-‘l,
a :

exp{-w(B+r+ Exi")jdw =

; (ﬂ%ﬁ)’_ki“}”"‘*a




(eked)(Bent?

. B

iR g(mb)f

-haciendo cambio de variables:

u=Bar+Ix"
du=8"x,*""dx,
X=0 ==>

u=B4r+¥%"

- ~(n+k+del)u?

,lep')mk.a.'y

(0K BT (B40)™ Glnrk+3)dx,...dx,

(B+r+ZxiB°)2 G(n+d) (Bar+Txi®)™™?

(n+k+3)(B+r)™?
T Gred)(nekads Dinsksed). . (nede2)(Be0F

I “ B;X1 '.7‘d)§‘.'

T + L
0 (§+r+2¥iu‘_:r)mktajz X
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 (neked) b'l‘{n%}‘(»f,bt).gn;can)(‘n_+3)“ )

(8402 T(R+D) (neked1)(n4kd) F(neked)

neke0an) (B2

..Como se ha establecido se continian haciendo ensayos si ef
costo esperado’ dé hacer mas pruebas es menor que el costo de la
posicién aclual, es decir, si:

Qg + 116 - (Qy(x) +(n+kjc) 2 0

L n+d ~(n+a¥1)(n+8)'-' L
y ~nc-ke-z 0
(B+n)% ntk+d+1)(B+02 ‘

: '(n+a)(‘n+kja+v1\-(n+D;+>1‘)(n:’+>a] Lty kci‘: §
KRB e

(ne M (nek+ 1) (nede 101

N2

-ke

(neked+1NB4n2
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kin+d)
(n-o-k+D+1)(B+r)2

2 ke

4.2.1 La Prueba Secuencial
Entonces, la prueba para determinar si se siguen haciendo

ensayos o no Se reduce a:

(n+9) < ke
(N+K+3+1)1(B+r)?

Es obvio que si esta desgiualdad es satisfecha bara k=1 se

cumple para todos los valores de k»>1. :

Esto nos conduce a parar los ensayos si:

{n+d)

In
(2]

(n+3+2)(B+r)?

En la prueba a realizar se considera el caso de tomar una
muestra aleatoria de la funcion de densidad Weibull con parametros
B'= 2, es decir, aplicando una tasa de fallas Z{t) = 2wt, la cual se

explica como una tasa de crecimiento lineal.

4.3 El Desarrollo de la Prueba Secuencial
4.3.1 Ejemplos

En base a calculos en computadora, evaluando la distribucién
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de Weibull con muestras de 100 casos, se consideran los ejemplos

{obteniendo los valores de la funcion Weibull aleatoriamente):

a) w=.8, 9=.5, B=3, ¢=.005. La prueba de costo-riesgo es:

N RIESGO COSTO
1 0.0295 0.005
2 0.0265 0.005
3 0.0211 0.005
4 0.0178 0.005
5 0.0177 0.005
6 0.0162 0.005
7 0.0095 0.005
8 0.0072 0.005
9 0.0061 0.005
10 0.0049 0.005

es decir, ‘hasta el décimo ensayo se para evaluando el riesgo

minimo.

b) Para el caso w=.2, d=.1, B=2, c=.005;

N RIESGO COsTO

1 0.004 0.005
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c) Con w=.5, d=.5, B;a, ¢=.005:

Somos s

RIESGO

0.0279
0.0233
0.0141
0.0112
0.0109
0.0071
0.0017

_d)'y para w=1,3=1, B<2, c=.005:

Sopoo@eRNOOE LN S L2y
‘ .

-
w

RIESGO

0.0455
0.0654
0.0679
0.0434
0.0359
0.0362
0.0238
0.0209
0.0128
0.0126
0.0061
0.0061
0.0061
0.0055
0.0045

COSTO

0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
0.005
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4.4 La Prueba Secuencial con el Conocimiento de la
Probabilidad de Parar en n Ensayos

En base a lo que se ha desarrollado, siguiendo un esquema
prestablecido, resulta altamente sugerente atacar este probiema
pensando que es conveniente tener la seguridad de que, al hacer n
ensayos, se conozca la probabilidad de parar en k ensayos mas:

n+d
P{ —————————<¢) = 10

(n+d+2)(B+0?

Como -fa estadistica r=3xi° esta tomada de n variables

aleatorias "X1;X2;.: .LXn:de ‘la distribucion. Weibull, se encuentra su
funcién de densidad. Para ello, primero se analiza el caso de f°

A‘como f~ H{x) = (2w)xexp{-wx}
eso implica que:
P(f2x) = PligVx) = F(¥x)

fg__ dF(\(x) . 7_,1

= ,f(dx)=2w—1—— Vx exp{-wx} :

dx. 23x

2 ~ wexp{-wx} ; exponencial(w)
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De ahi que la funcién de densidad de © - vxiZ es gama(n,w).

T R .w“x"“exp{-wx)
B O LR

Sy aﬁii. "lE:x','h'JnCién de distribucién acumulada es:
Y wx

Fo) =158 WY (A)
3 : o kl

Aprovechando -el- conocimiento _de la variable aleatoria ¥xi2,

se puede evaluar (A):

n+d 3
Pr(

. (nfaﬁ)'(m;r')

Pr({ ’r( 2 an+5)/c(n-+5+2 -B ) =1-0

4.4.1 Ejemplos
Haciendo referencia de los mismos ejemplos antes expuestos,

se puede ver con qué probabilidad ocurren. En el primer caso, (w=.8,
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9=.5,"B8=3, c='.095,' n'='13)' se obtienen las siguientes probabilidades:

PROBABILIDAD
0.024107
0.03922
0.08106
0.14826
0.24214
0.35762
0.48416
0.60888
0.72044
11 0.81168
12 0.88038
13, 0.92826

S‘wm:sl'mu}hmmz

para el segundo caso:

N PROBABILIDAD

0.67717
0.72923
0.87148
0.9476
0.98138
0.99416
0.99836
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para el tercer caso: (w'=.5.:a=.5. B=3, ¢=.005, n=12) ‘

PROBABILIDAD
0.15335
0.21819
0.36233
0.52164
0.67131
0.7932
0.88062
0.83657
0.96886
0.98582
0.99398

L : .

para el cuarto (w=1, 9=.1, B=2, ¢c=.005):

PROBABILIDAD
0.00391
0.0061
0.01388
0.02952
0.05744
0.10205
0.16618
0.24947
10 0.34918
11 0.45775
12 0.56723
13 0.6697
14 0.75951
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Los casos enmarcado presentan a los ejemplos previos. En el
primer caso, la prueba secuencial para con un tamano de muestra 10
con una probabilidad de 72%.

4.5 El Uso del Método Montecarlo en la Prueba Secuencial

La obtencion de la funcién de densidad de r=¥xi%resulta
algunas veces dificil. Es por ello necesario encontrar un método -
general que permita resolver el problema sin recurrir a funciones de
densidad. El método mas recomendado es usar Monte Carlo. Consiste en
hacer un numero repetitivo de pruebas de comparacién de costo y
riesgo, determinando en cada evento e! tamano dptimo de muestra.
Sumarizando todos los tamanos de muestra dptimos, se puede evaluar
facilmente la probabilidad de que el nimero de ensayos 6ptimo sea

menor o igual a un valor fijo k:

~ (ndmero casos < k)
Pr(Tamafo de Muestra s k) =

total de casos *

La aplicacién de Monte Carlo se explica de la siguiente

manera:

Sea D el evento de parar antes de k ensayos.
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Sean las variables aleatorias:
1 si ocurre D
0 si no.

Se define a PG(D) = P(QED)

por la ley 1ueile de Ios:’grandes"nameros se infiere que:

cs

E(@)

Aplicandolo al evento y a las variables aleatorias, se deduce
el método:

—=> 0 P(1-D) + P(D) = P(D)
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4.5.1 Ejemplos

De los ejemplos antes estudiadas se pueden hacer las
siguientes comparaciones:

En el primer caso {w=.8, 9=.5, B=3, ¢=.005) y analizando el
caso de tamano de muestra n=13 (con corridas en computadora de
1000) , en el caso de Monte Carlo se obtiene 929/1000 conira .92826
conociendo la distribucién r=Yxi2.

Sumarizando, se tiene, para los 4 ejemplos, el siguiente

cuadro comparativo:

USANDO USANDO

PARAMETROS TAMANO 4 MONTECARLO
EJEMPLO A w=0.8 10 0.72 0.717
d=0.5
3=3 13 0.928 0.929
c=0.005
EJEMPLO B w=0.2 3 0.729 0.712 - |
d=0.1 : e

EJEMPLO C




4.6 Conclusiones

En este trabajo se han considerado maquinas que tienen

componentes independientes y que ademas el comporiamisnto de

tas fallas de estos componentes pueden ser simulados por la

densidad Weibull (w,2).

Cada componente tiene densidad:

) = 2wt exp(-wt®)

Esta funcion depende del parametro ¢ y es muy v_ariéiple' o

de acuerdo a su valor.

(w=1 )

(w=.01 )

07
[X]
05
LE]
2.1
[
LR}

0
234567638 10112030
A\

(ﬂl T

s —
0.2 -

0.18
0.18
0.14
0.12
a.1
0.08
0.06
0.04
0.02

R
L 12 3 456 78 21011121314

Del conocimiente de estas densidades independientes, se flegé a

la densidad conjunta:

f (%) Xp,. . xniw) = (2w)" Tixexp(-wEx2)

Se ha encontrado que el estimador que minimiza el riesgo
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(ulitizando” pérdida cuadratica) es:

n+d

Zx2+ B
para muestras de tamafio n fijo.

Pasteriormente se ha disefiado el modelec de parar en .k
ensayos desbués de haber hecho n iniciales, comparando el riesgo
-inicial. Qg+nc contra Q +{n+k)c, obleniendo como resultado el parar si
se cumple que:

n+d

(n+2+2)(B+n)?
donde @ y B son los pardmetros de la distribucién Weibull

in
(<]

(3,8), n son los ensayos iniciales y r=2x[2 tomados de los k ensayos
adicionaies.

El objetivo ha sido determinar, si se tiene oportunidad de
muestrear componentes para conocer con mayor precisién el
estimador, cual es el maomento adecuado para parar, sabiendo que cada
muestra tiene un costo y que el propdsito de una prueba secuencial es
la de minimizar el costo total.

Ya teniendo este desarrollo, se disend la probabilidad de
parar con cierio grado de confiabilidad o:

n+d

P(
(n+2+2)(B+0)?
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Se han usado dos métodos alternativos para calcular la
probabilidad de parar en cualquier ensayo y, por consiguiente, conocer
el valor estimado del parametro y el riesgo total asociado. Ei primero,
con el conocimiento de una estadistica de la funcion de densidad. El

segundo, usando el Método Monte Carlo.

Con este trabajo, el decisor estadistico tiene la posibilidad
de modelar un proceso de fallas de una maquina (dada la gran variedad
de distribuciones Weibuli que se pueden tener, los tiempos de falla de
los componentes de las maquinas pueden ser simulados por la misma,
y, por tanto, la maquina como un todo) y se puede analizar con mucho
detalle cual es el comportamiento de esta maquina y hasta cuando
resulta oOptima su utilizacién teniendo en cuenta las ganancias

involucradas y los tiempos de reparacion de las mismas.
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