UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE GIENGIAS

Programacién Cuadréatica
Comparacién de Dos Métodos

Tesis
Que para obtener el titulo de
el
Matemaético

Presenta

Emmanuel Berriel Valdos
México, D. F. 1991

[P o |




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



CONTENIDO

pag

INTRODUCC 1 ON 1
CAPITULO |

PROGRAMACION L INEAL Y METODO SIMPLEX 3
CAPITULC 11

ALGOR|TMOS DE LEMKE Y SARGENT 22
CAPITULO 111

ALGOR!TMO DE GOLDFARB E IDNAN{ 49
CAPITULD 1V

RESULTADOS NUMERICOS 72
CAPITULO V

CONCLUS | ONES 79

BIBLIOGAF 1A 85



INTRODUCCION

Los métodos mis eflicientes para resolver el problema de
programacién no  lineal, aproximan la solucion del problema
mediante una secuencia de problemas cuadraticos. Es por eso que es
muy importante disponer de algoritmos de programacicn cuadrdtica'
que sean lo mas eficientes posible.

De entre los algoritmos que existen sobre programacion
cuadritica, se han escogluu dos para compararse humerlcamente. Uno
de ellos fue desarrollado por E.C.Lemke [1l1l] y el otro fue una
aportacion del trabajo conjunte realizado- por D.Goldfarb vy
A.Idnani (10}. Una caracteristica comin de ambos algoritmos, es
gue son duales, sin embargo el algoritmo de Lemke considera
problemas de programacion cuadritica positiva semidefinida,
mientras que el algoritme dado por Goldfarb e Idnani es para
problemas de programacidn cuadratica estrictamente convexos.

Como se sabe, el algoritmo de Lemke, es usado para
resolver el problema lineat complementario, el cual consiste en
encontrar los vectores W & z € R" tales que satisfagan el sistema

w=Mz+q (a)
w20 , zz0 (b)
wlz=0 (c)

para un vector q € & Y una matriz M e ®™" dades.

Al aplicar el algoritmo de Lemke para encontrar los
vectores w & z, se transforma en cada iteracidn el sistema (a), lo
que es muy costoso. R. W. H Sargent [16), implementa el algoritmo
de Lemke de forma tal que al pasar de una iteracisén a otra, no se
hace la transformacion de todo el sistema sino solo de una parte
de él, como veremos en el capitulo II, lo que 1o hace menos
costoso.

El presente trabajo, hace una comparacidén numérica de la
implementacién que hace Sargent del algoritmo de Lemke con el



algoritmo dado por Goldfarb e Idnani mediante la utilizacisén de
problemas cuadriticos convexos generados alcatoriamente por el
método de Rosen y Suzuki [15].

La razén por 1la cual se han elegido estos dos
algoritmos, se debe a que los resultados numéricos han mostrado
que los algoritmos duales son superiores a 1los algoritmos
primales, cuando no se dispone inmediatamente de un punto
factible.

Antes de dar la descripcién de cada uno de los dos
algoritmos, en el capitulo I se dan algunas generalidades sobre
programacion lineal, dualidad y programacion cuadratica y en los
siguientes 2 capitulos se hace la descripcion de los 2 algoritmos
a comparar. Asi, en el capitulo II se describe el algoritmo de
Lemke y la implementacién que de éste hace Sargent, y en el
capitulo IIX, se trata el algoritmo de Goldfarpb, Por ultimao, en el
capitulo IV se presentan los resultados numéricos y en el V se dan
las conclusiones.



CAPITULO
|
PROGRAMACION LINEAL Y EL METODO SIMPLEX

Se da a continuacién, una descripcién del prablAema
lineal, del método simplex y del problema dual, ya que estdn
ligados fuertcmente al método de solucién para el problema
cuadratico dado por Lemke que se describird en el capitulo XI. Es
mis, las condiclones de optimalidad del problema lineal, son un
caso especial de las condiciones de optimalidad del método para el
problema cuadratico, dado por Lenmke.

Considérese el siguiente problema:

minimizar f£(x)=c'x (1.1.1)
sujeto Ax=b (1.2.2)
x=0 (1.1.3)

bonde ¢, x € R, A e 8" y b e R,

A cualquier problema de la forma (1.1), se le llama un
problema de programacién lineal en forma estandar, a la funcién £
se le llama funcién objetivo, (1.1.2) son las restricciones del
problema y (1.1.3) son las cotas de las variables del problema.

Frecuentemente las restricciones a gque esta sujeta la
funcién objetivo, son desigualdades, asi que el problema de
programacién lineal quedaria como:

minimizar £(x)=c‘x (1.2.1)
sujeto Axsb (1.2.2)
x20 (1.2.3)



O bién como:

minimizar f(x)=clx (1.3.1)
sujeto Axzb (1.3.2)
xz0 (1.3.2)

¢ bién como una combinacién de (1.2) y (1.3).

Para poner un problema de programacién lineal, sujeto a
desigualdades en forma estandar, se usan las llamadas variables de
holgura, de forma tal que si las usamos en el problema (1.2), este
quedaria como sigue:

ninimizar £{x)=c‘x
sujeto a Ax+vsb (P)
con x, vz0

donde, V ¢ R” es el vector de las llamadas variables de holgura.
De aqui que cualquier problema de programacién lineal con
desigualdades, se puede poner en forma estandar.

Supdéngase que el problema de programacién lineal a
resolver es:

minimizar £(x)=c'x (1.4.1)
* sujeto a Axzb (1.4.2)
x20., (1.4.3)

Geometricamente, cada una de las desigualdades de (1.4)
representa un semiespacio en r", y es la interseccién de estos
semiespacios lo que nos produce el llamado conjunto factible, el

cual, es un politopo en R". Si este politopo es acotado, diremos



que el conjunto factible es un poliédro; es mis, si un vector x
satisface las desigualdades de (1.4), entonces pertenece al
conjunto factible y diremos que x es un punto o una solucion
factible del problema (l.4), al agregarle al problema (1l.4) las
variables de holgura, se obtiene el problema P (pag. 4) y vamos a

suponer que el numero de variables de P en total es n.

Sea x una solucidn del problema P. Es claro, que x debe
ser una solucién factible. Si m de las n variables {(ms=n),del
problema P son tales gque las columnas de la nueva matriz A
asocladas con ecsas variables son linealmente ipdependientes, y las
restantes (n-m) variables son cero, se dice entonces que X es una
solucldén basica y las m variables son llamadas variables basicas.
Se entiende que no pueden existir mas de m variables basicas ya

que solo hay m ecuaciones de restriccion.

Geometricamente, cualquier solucién bisica de P (pag. 4)
corresponde a una de las esquinas del politopo generado por las
restricciones de P y el minimo de la funcidén £, si es que existe,
esti en una de las esquinas del politopo; esto es, el minimo de f

es una solucién bdsica.(ver figura)

El simplex, que es el método mas usado para resolver
problemas de programacion 1lineal, consiste de dos fases; 1la
primera de ellas, se emplea para encontrar una solucidn bisica del
problema, sl es gque no se dispone inmedlatamente de una de ellas.
Una vez que ya se tlene una primera solucidn bdasica, la cual
corresponde a uno de los vértices del politopo, la segunda fase

nos conduce vértice a vértice, es decir , de solucién basica en



solucién basica, de forma tal que f decrece en cada nuevo vértice
encontrado hasta que en un veértice x" £ ya no puede descender mas
y este vértice x" es el punto optimo buscado. Podemos describir el

método simplex como sigue:s

Supongase que ya se tiene una solucidén basica x del
problema P, dada o no por la primera fase del simplex. Como x debe
tener m variables basicas, entonces x se puede partir como
x-(xB,xD)‘. donde Xy esta formado por las m variables basicas y
las restantes (n-m) variables contenidas en ¥pe son  cero.
Igualmente el vector ¢ se puede poner como q=(cB,cD)‘ y con 1las
primeras m columnas de 1la matriz A (las asociadas a las variables
basicas) se puede formar una matriz cuadrada B no singular, de

forma tal que, la matriz A se puede partir como A=[BlD].

Esto nos permite poner el problema P (pag. 4) a

resolver, en forma matricial como sigue:

cglt(%g
wininizar f£{x)= = % (1.5,1)
D D
Xg
sujeto a  [BID] | =|=b (1.5.2)
D
%20 (1.5.3)

Puesto que la matriz B no es singular, multiplicando

(1.5.2) por B-l. resulta que:

X,
[ 187} [i!]-a-‘b. (1.6.1)
D



Despejando Xp de (1.6.1) y sustituyendo Xy en (1.5.1), se tiene :

~1 -1
£(x)=cyB bt (e ~c R D)xy (1.6.2)
como las variables no basicas contenidas en X, son cero, el valor
de las variables bdsicas en este momento es Xgr ¥ £=cnﬂ'lb.

81 llamamos r=(c“—cBB‘lD) entonces (1.5) se puede poner

como:

minimizar £(x)=cBB_1bfrxn (1.7.1)
St (¥t
sujeto a { 1187°D) % |=8 b (1.7.2)
. D
xz0 {1.7.3)

54 alguna de las componentes de r es negativa, digamos
la componente X, podemos aumentar el valor de la variable no
basica X, desde cero, lo cual permite que f disminuya su valor a
medida que xk aumente el suyo. Como nos interesa que f decrezca lo
mas rapidamente posible, supéngase que r, es la mis negativa de
todas las componentes de r, entonces, un aumento en Xy producird

el mayor decrecimiento posible en f.

Pongamos (1.7.2) de la siguiente forma:

ial ' '
10... ognm.l R PR A I £ bi

iat 1} 13 '
o1 Ogazwl vee Boy ere B3
T IR - |- (1.8)
---- - - ma = - —_ -

iat ' ' '
00 ou liag g oor 8oy ooe Ao iiXg b\u



Puesto que las variables no bdsicas diferentes de Xy
permanecen como tales, su valor seguira siendo cero y entonces,
{1.8) se puede poner como:

] = b
x1+a X b

1k7k 1
. = p!
Rytay X, = b)
(1.9)
———— . .
’ =
xm+amkxk b; . donde, (xl...xm)nxB
Y X, €%

despejando cada una de las de las Xy basicas de (1.9) tenemos

'oat
Xy = bi-agx,

tant
X, = b2 Ay

K*x

(1.10)

Al aumentar el valor de *y sucederd que las variables
basicas %, de (1.10), aumentaran, disminuirdn o quedaran igual de
acuerdo a que las ai.k correspondientes sean positivas, negativas
© cero. Si todas las a;_k son no positivas, al aumentar X, su
valor, las xt aumentarin © quedan igual, de acuerdo a que la a;'k
correspondiente sea negativa o cero, lo que se desea, ya que las
variables deben ser no negativas. Pero como el coeficlente T,
correspondiente a %, es negativo, sucede entonces que f(x) de
(1.7.1) disminuye su valor a medida que X, aumente, asi que f(x)
decrecera sin limite y no tenemos solucion finita.

Supdéngase que algunas a;_k son positivas, entonces al
aumentar en {1.10) el valor de Xy desde cero, las correspondientes
variables bdsicas ®y disminuyen su valor y llegard un momento en
que al menos una de esas x1 , digamos x, , se hace cero . Esto es;
Xy bloquea el crecimiento de X, + Ya que si se sigue aumentando al
valor de Xy o Xy 8€ hace negativa y nos saldriamos del conjunto
factible. Es por esto que a x, se le llama variable de bloqueo

mientras que a X, . se le llama variable de conduccion.



Se obsarva gue al haberse hecho cerc la variable bdsica
Xy o si despejamos x, de la ecuacldn correspondiente, se tendrd

que Xk"hjlﬂsk- El cociente b'éa’Jk. es el minimo de todos los

cocientes b;/aik s ¥ i=l,....m , en los que aik>0.

Al haber tomado X, un valor positivo y x, hacerse cero,
no puede suceder que %y tiga siendo no basica, ya que es positiva,
asi qua X, se hace basica. Peroc entonces, habrda n+l variables en
la base, lo que no es posible, por lo que una de las variables
bisicas debe dejar de gerlo y esta debe ser necesariamente la

variable de blogueo xJ que se hizo cero,

Esto nos permite dar criterios para determinar qué
variaple va a volverse hisica y cual va a dejar de serlo; en el
primer caso, s& va a volver biasica aquella variable ¥, ho basica,
cuyo coeficiente, T, sea el mas negativo; para el segunde caso,
vamos a escogor la variable hasica x, cuyo coeficliente “jx gea
pasitive y con la caracteristica de que el cociento b'/a:,k sea el
minimo. Esto es, el indice § de la variable que va a dejar de ser
basica se escoje como:

3= min {b;/a;k ¥ Aik>°} {1.11)
Y el nueve valor de ¥, es igual a dicho cociente mninima.

Sustituyendo el valor de X, en cada Xy basica de {(1.10), se¢ tiene
que, el nueve valor de cada Xy bdsica es:

-t
Xy=bi=(a],by) /a5,
=(ajbi-aj,bi)sal, .
Puesto que a', >0 y askbizaikhj. entonces x, permanece
no negativa para toda Xy bisics diferente de x,. De esta forma al
actualizar las varlables bdsicas se conserva su no negatividag y f
decrece, 10 que se desea. Sin embargo, esto mismo se puede hacer
realizando una operacion de pivoteo usande como pivote el elemento
ask en el sistema (1.8).



Para eso, se tiene que (1.8) se puede poner como:

1

‘e Xy b

1

e X, Ry
- . {1.13)

a', ... a!' X b!

nk mn n m

tomando como pivote al clememto aSK , (1.13) se transforma en:

10... —a;k/a3k eee O
01 ... -aj /Al .0

columna §

Intercambiando la columa i con la columna X se tiene
nuevamente un sistema del tipo (1.8). Todavia mis, para actualizar
el valor de £ en (1.6.1), s¢ tiene que actualizar !5"l pero esto se
puede lograr multiplicando st por la matriz:

- [

10 ... -af,/af +ea 0
-~at i

ol ... nZk/an «ve O

(1.15)
0 0..eiienil/aly L.l 0
00 ... car sl ..o

Obteniéndose un problema del tipo (1.7).

Esto nos permite volver a repetir el procese si no hemos
encontrado la x éptima.

10



Supdngase ahora, que todos los slementos del vecter r en
{1.7), son positivos o cero. Si queremaos aumentar desde cero el
valor de alguna X, no bisica, se tendrda que f£(x), en lugar de
disminuir su valor, lo aumenta o queda igual, esto es; ya no hay
forma de que f(X) decrezca y entonces hemes llegade al dptimo,
buscado, lo que nos permite decir que la senal de término de la
solucidn, se da cuando los elementos del vector r son mayores o
iguales a cero.

De todo lo anterior Yy suponiendo que ya tenemos una
solucién basica,el algoritmo simplex queda como sigua

ALGORITMNDO

1.- 51 r =0 para todo k>m: el algoritmo se termina. La x
actual es la solucién, en caso contrario

2.~ Una vez que se encuentre la mas negativa de las
Ty encontrar el indice j, de las variables basicas
para el cual:

bj/ajk = min{b’/aik P a, > [} } .

s a,s 0 para toda 1, entonces no existe
solucidn finita: parar. En caso contrario.

3.~ Actualizar la matriz B usando come pivote aj Y
hacer el intercambio entre las variables de bloquec
xJ Y de conduccidn X, regresar al paso 1.

1



DUALIDAD

Dado cualquier problema de programacién lineal, existe
un problema asociado a &1 de forma tal que si el problema es de
minimizacién el otro sera de maximizacion y, los valores déptimos
de las funciones objetive correspondientes, si son finitos, son
iguales. Al problema de programaciodn lineal original le llamaremos
primal, mientras que a su asociado le llamaremos dual. De esta
manera, si el problema primal es de la forma:

minimizar £(x)=c'x
sujato a Axzb (1.16)

xz0

El problema dual se define come:

maximizar g(y)-y'b
sujeto a Alysc (1.17)

y=0
donde como ya vimos A ¢ R™" , b, y € R® & x, ¢ € R",

El vector X contiene las n variables primales, mientras
que y es el vector de las m variables duales. De manera general
vamos a dar algunos resultados que nos dan la oportunidad de
observar la relacién entre ambos problemas, primal y dual.

Lemal .Si x & y son factibles para los problemas (1.16) y (1.17),
respectivamente, entonces ctxzy'b (Luenberger p.72).

El lema anterior nos muestra que un vector factible para
uno u otro problema, produce una cota scbre el valor del otro
problema. De esto, es claro que si x* & y' son factibles para
(1.16) y (2.17), respectivamente, y si :tx' B b‘y., entonces x' &
y' son optimas para sus respectivos problemas y por tanto del lema

12



anterior se deduce el corolario siguiente:

Corolario.- Si x' & y' son factibles para los problemas (1.16) &
(1.17) respectivamente,, y si ctx' = bty‘. entonces, <" & y'

optimizan a los problemas (1,16) & (1.17) respectivamente.

El teorema siguiente nos asegura que el inverso del
corolario anterior, es tambien verdadero.

Teorema de la dualidad.- Si uno de los problemas(l.16) o (1.17)
tiene solucién ¢ptima finita, el otre tambien la tiene y los
valores de las funciones objetive correspondientes son iguales.
Si el valor de la funcién objetivo de uno de los problemas es no
acotado, entonces el otro no tiene solucion factible.(Luenberger
pags. 72-73)



HOLGURA COMPLEMENTARTIA

Supéngase que se tienen los problemas primal y dual
(1.16) y (1.17). Restande el vector v de las variables de holgura
a las restricciones del problema primal y agregando el vector u de
las variables de holgura a las restricciones del problema dual,
(para ponerles en la forma estandar) se tiene que las
restricclones de ambos nos quedan como sigue:

Ax-v = b (1.22.1)
Aly+u= c (1.22.2)
con u,v,Xx,y=0. (1.22.3)

Si x & y son los vectores éptimos correspondientes a
(1.16) y (l.17) respectivamente, por el teorema de la dualidad
debe suceder que

ctx = yib. (1.23)

Premultiplicando (1.22.1) y (1.22.2) por -yt & por x*
respectivamente se obtiene:

~ytaxsyty = —y'p (1.24.1)
xlAty+xlu = xtc. (1.24.2)

Sumando (1.24.1) y (1.24.2) se tiene que
-ytAx+x‘Aty+ytv+xlu - -ylb+xtc. (1.25)

Es claro que el primer y segundo terminos de (1.25) se anula y por
(1.23) tenemos que: -y‘b+xlc = 0,

- xlu+y‘v =0
para x & y dptimas.

Puesto que se requiere que u,v,x,yz0 en el o6ptimo, debe

14



suceder que

si %, » 0 entonces w = o
¢ bien siu >0 N Xy =0
¢ bién si yJ >0 u vJ = 0
4 bién si vJ >0 " yJ = 0

esto es; s8!{ una variable primal es positiva, eptonces 1la
correspondiente variable de holgura en el problema dual es cero y
viceversa. Asi mismo, si una variable dual es positiva, su
correspondiente variable de holgura en problema primal es cero y
viceversa. A esto es lo gue se le llama holgura complementaria.

18



PROBLEMA FUNDAMENTAL
Una vez que se ha visto el concepto de
holgura complementaria, se tiene que el problema de programacion
linecal tiene c¢omo condiciones de optimalidad, el encontrar
vectores u,v,X,y = 0 tales que:
Ax~v = b ’ (1.26.1)
alyiu= ¢ (1.26.2)

con u,v,x,y=0,

Otra manera de plantear el problema de programacidn
lineal es la siguiente

De (1.26) tenemos que:

u = c-Aty (1.27.1)
v = =b+Ax. (L.27.2)

Trabajando con matrices, (1.27) queda como:

C-LC e,
of) el L)

el problema de programacién lineal se traduce en encontrar
vectores w & z =z 0 tales que:

Si se definen

W= g+ Mz

con ztw = 0,

el cual es llamado el problema fundamental.

16



PROGRAMACION CUADRATICA

Una vez que el problema de programacién lineal ha sido
descrito, considerenos ahora el problema de programacion
cuadratica convexa, el cual se formula como siguae:

minimizar f(x)=c"x+(1/2)x"Dx (1.32.1)
sujeto a Axzb (1.32.2)
x=0 (1.32.3)
donde D ¢ R™" es simétrica y positiva definida, A ¢ ™

x, ¢ e R, b e R®, (1.32.2) son las restricciones y (1.32.3)
son la cotas del problema.

Como es sabido, sl x es el optimo de f sujeto a las restricciones,
(1.32.2) y (1.32.3), deben existir vectores u e I‘Rn, & Y, V € IR“,
tales que:

(a)vxf(x)-y‘h-ut=c+nx-yth-u‘=o
(b) Ax~-v-b=0
(c) y'(ax=b)=y'v=0

(@) utx=0
las cuales son las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema
(1.32), Avriel Mordecai, p.152 [1].
Veamos como se puecden obtener estas condiciones,

haciendo usc del problema (1.32), de su dual y de las variables de
holgura de ambos problamas.

17



El dual del problema (1.32) es:

maximizar gly)=bty-(1/2)x'Dx (1.33.1)
sujeto a Aty5c+Dx (1.33.2)
con y=0 (1.33.3)

donde y € ®", (1.33.2) son las restricciones y (1.33.1) son las
cotas del problema dual.Van de Pane cap.3 (19)

Introduciendo los vectores v & u de las variables de
holgura en las restricciones (1.32.2) y (1.33.2) respectivamente,
para hacerlas igualdades, se obtiene:

Ax-ve=b (1.34.1)
alytuscedx (1.34.2)

donde las variables primales son x & v, asl como las duales son y
& u. Se entiende que el vector de varlables duales correspondiente
al vector x es &l vector u y el correspondiente al vector v es el
vector y. Rearreglando (1.34) tenemos

Ax-v=b
Aty~Dx+use (1.35)

donde, las variables basicas son v y u, y las no bésicas son x &
y. Haciende uso del concepto de holgura complementaria, se tiens
entonces que

turytyvao (1.36)

asi que, para cualquier solucion de (1.35) entonces debe cumplirse
(1.36).

18



La siguiente expresién lagrangiana puede ser formulada
para el problema de programacién cuadritica,

L=c"x+(1/2)x"Dx—yt(Ax—v—b) (1.37)

donde y es el vector de los multiplicadores de Lagrange,
lLa derivada de L con respecto a x es
YL=c + Dx - Aly (1.38)
pero de {(1.34.2) es claro que us9L, asi gue {1.38) queda como:
u=c+ Dx ~ Aty‘ . (1.39)
Esta expresién, aparte del del término en Dx es casi la
misma gue la expresada por las restricciones del problema lineal
dual, con las variables de holgura duales ya aumentadas (1.22.2).
Esto lo usaremos para combinar (1.34.1) con (1.39) y as{ poder
expresar £ en términos de las varlables primales x & v, asi como

de las variables duales u & y, de la siguiente forma, sustituyendo
Dx de {1.39) en (1.32.1), £ guedari como:

f(x)=ctx+( 1/z)xt(u—c+}’\"y)
actr+t1/2ixtu-(1723e v+ (17205 Aty
=t172)c 720t ur(172)y ax
=(172)c e (1723 ur (1/2)y tva (17219 D (Axavib).

51 F=2f, entonces,
ctxrytpexturyty. (1.40)

es una expreslién bilineal (con términos bilineales xlu & y"v).
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Haciendo uso de (1.36) tenemos ¢ue para cualquier solucidén de
(1.35) los térmimos bilineales se hacen cero , lo que nos permite
poner a F como:

t

F=cx+ ytb

De esto ge tiene que, para encontrar la solucién del
problema de programacién cuadritica hay que resolver el siguiente
sistema:

Ax-veb
-Aty+Dx+c-u
c‘x+ylb=F,
que rearreglado queda como:
F -l - bty =0
-u  + Dx - aly =-c (1.41)
v - Ax u-b,

en donde las variables badsicas del sistema son: F, u, v & las no
bisicas son x & Y.

Nuevamente, haclendo uso del concepto de holgura
conplementaria se observa, de (1.41) que si una variable dual es
basica, su asociada primal es no basica y viceversa. Un sistema
que cumple con estas condiciones es llamado un sistema estandar y
su correspondiente solucién es llamada una solucidn estandar. Esto
implica que, para cualquier solucién estandar los t érminos
bilineales se desvanecen.
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necesarias y suficientes

De aqui que las condiciones
(1.32) sea la

para que una solucién del problema cuadratico
optima, son las de encontrar vectores u, v, X, yz0 tales que:

Ax - v ab (1.42.1)
px - aly +c=u (1.42.2)
(1.42.3)

xtu + ylv =0

que son las condiciones de Kuhn-Tucker ya vistas en (a),
(b), (c) ¥ (d) (pag. 17).
Rearreglando (1.42.1) y (1.42.2) tenemos
t
u=c¢+ Dx -~ Ay
v ==b + Ax.

Para obtener el problema fundamental, se definen:

1.4 ok .

El problema de programacion cuadrdtica se reduce

entonces a encontrar vectores w & zz0 tales que:
wWe g+ Mz

con zlw = 0
Hay que notar que si en la matriz M, la submatriz D=0,
entonces el problema lineal es un caso especial del problema

cuadratico,
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CAPITULO
i

ALGORITMO DE LEMKE

Se ha concluido, que la solucién ¢ptima para el problema
de programacion cuadrdtica convexa se obtiene, cuando sea posible
encontrar vectores u, Vv, X, y =0 tales que las condiciones de
Kuhn-Tucker se satisfagan; esto es,

Dx - A"y+c-u

Ax ~b=m=v . (2.1)
t t,
Xu+yvso0

Definiendo nuevamente

(2.2)

= <L)

se vié que (2.1) se transforma de forma tal gque el problema se
traduce en encontrar vectores w & z z 0 tales que:

we=g+ Mz (2.3.1)
con P (2.3.2)

EL problema (2.3) es llamado el problema fundamental y
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si D=0, se tiene el caso lineal. En este sentido el problema de
programacién  lineal es un  caso especifico del problema
fundamental. Es nas, al empezar el vector w es el de las variables
bisicas y el vector 2 es el de las no basicas.

El primer algoritmo propuesto para la solucién de (2.3{
fué el método del pivote principal, de Cottle y Dantzig[ll}],
seguido después por el algoritmo dado por Lemke{ll] (que es mas
sinple y mas rapldo). La descripcion del algeritmo de Lemke, es
como sigue:

Puesto que la no negatividad de 1las variables es

necesaria, ya que para toda i=l,...,n , Wiz =0, eontonces, o bién

i
w1=0 & bién zx=0. Los pares correspondientes.(vl,zi) se conocen
como pares complementarios, entendiéndose que si la variable wl

basica, la variable z; es necesariamente no basica o viceversa.

es

Es claro que si el vector q=0, una solucién del problema
es:

Ww=gq, 2 =0. (2.4)

Todavia mds, si una solucién existe, entonces debe ser
posible partir los vectores w & z en dos conjuntos de pares
complementarios, a saber: {wa,za} Y {%,.2,}, donde w =0 y z,=0,
de forma tal que (2.3) se satisfaga. La interrogante es ahora
‘como encontrar la particién apropiada ?, lo que Lemke resuelve de
manera muy sencilla mediante la adicién de una variable LN extra
cuyos coeficientes agregan una nueva columna U, al sistema (2.3),
de manera tal que los elementos de esta nueva columna se elaboran
como sigue:

mgy o= dq si q = 0
By ==y si q1 < 0,
¢ bien

mg =1 ¥ i=l,...,n.
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Al hacer estoc se genera lo gque llama el problema
extendido, este se puede enunciar como sigue: encontrar vectores w
& z tales que

W o= Mozo + Mz + g (2.5.1)
2t = o (2.5.2)
con zg, z & w 20, (2.5.3)

Es claro gue cualquier solucién de (2.5), con zo-o, es
una solucién del problema original (2.3).

Del problema (2.5) se nota que si z=0, w serda mayor que
cero siempre que z, tome valores suficlentemente grandes. Esto
significa que, el algoritmo de Lemke empieza siempre encontrando
el minimo valor de zg o digamos zg , tal que w = g + Mozg 0y
para el cual alguna variable del vector w, digamos w. es igual a
cero. Resolviendo entonces 1la r-¢sima ecuaciéon para z, Y
sustituyendo su valor en las demis ecuaciones, resulta un nuevo
sistema, de la sigulente forma

LA H(;""r+ H'z' + q', (2.7)

al cual se caracteriza porque w'=0 y porgue z
w',

o ©5 un elemento de

La operaclén realizada para transformar (2.3) en (2.7)
es una de pivoteo y es la misma que se usa en programacioén lineal.
De aqui que, a las variables de la izquierda 1las llamaremos
basicas y a las de la derecha no basicas. De esta manera, en la
iteracién cero se considera a z, como no basica y nediante la
operacién de pivoteo se ha hecho bisica, tomando como pivote al
elemento L de Zq o donde el {ndice r corresponde al numero
del renglén para el cual se ha encontrado el

max {lqll l q,< 0 } =T (2.8)
15isn
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Si en 1la iteracién cero q,20, ¥ i=1,...,n , no hay
necesidad de tal pivoteo ya que estamos en el caso (2.4) y la
solucioén es w=q; s8i g,< 0, para alguna i, llevamos a cabo el
pivoteo, lo que ocasionara que LA deje la base entrando a ella Zge
Esto dara nacimiento al primer par no basice (wr,zr), el cual, es,
un par complementario y es por esto gue necesariamente uno de los
dos elementos del par, en este casc Z. debe convertirse en
bisico; pero hay mis, al haber tomado al elemento m_,q COmo pivote
de acuerdo a (2.8), se tiene la garantia de que todas las
variables bdsicas (incluyendo a z,) son mayores o iguales a cero.
La idea es ahora la siguiente: si logramos que z; deje la base y
se pueda conservar la no negatividad de las variables bdsicas, se
tendra la solucién requerida. Para llevar a cako esto, Lemke usa
lo que ¢l 1llama principio de complementariedad, del cual ya se
hizo uso, que consiste en lo siguiente: para cualquier par
complementario (wx,zl) no debe suceder que ambos gsean no bdsicos
a la vez, esto es; uno debe ser basico y el otro no.

Al haber dejado la base W, se ha formado el par ("’.-'z.-)
cuyos elementos son ambos no bisicos, asi que, z. debe volverse
basico para no violar el principio de complementariedad. La forma
en que se efectua esto es la siguiente: témese la columna de la
matriz M correspondiente a la variable z, cuyos elementos son de

la forma m,_. El pivote a usar debe ser tal que permita conservar

ir
la no negatividad de las variables basicas, 1lo que se consigue

mediante el siguiente criterio: los indices del pivote my,. 6on
aquellos para los cuales se encuentra el
min {qJ/er er> o, ¥ j-l“..,n}. (2.9)

exjctamente como en el simplex, lo que permite que z_ crezca
unicamente lo suficiente, bloqueando tal crecimiento la variable
bisica w,, donde el indice i Bse determina usando el criterio
(2.9). Es por esto que a esta variable se le llama variable de
bloqueo, mientras que a la variable z_ que entra a la base se le
llama variable de conduccidn. Si la variable de bloqueo es 2y, se
realiza el pivoteo y ya se terminé el proceso (ya que deja la base
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y se hace cero). En caso contrario, la variable de blogueo Wy
formara con la z, correspondiente un nuevo par no basico y el
método se vuelve a aplicar usando el criterio (2.9). 8i ocurre que
la variable de conduccidn es tal que mu_so, ¥ i=1,...,n, entonces
por mas que aumente el valor de z, no habra variable de bloqueo y
el proceso termina en un rayo; esto es, no existe solucidén. lLa
forma de terminacién de acuerdo al algoritmo es un rayo o bien la
reduccién de z4 al valor cero, proporcionando el algoritmo una
solucioen finita.
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El algoritmo de Lemke puede escribirse como sigue:

Suponiendo que g es tal que no todos sus componentes son
mayores o iguales a cero,

1) Encontrar el indice j tal qua

max {lqill q;< o} = q_|

isism

pivotear w, con Zge Y hacer c=]

3
1o que nos transforma My q en M' y gq!

2) Encontrar el

nin {q;/mi.c m!

i,¢

>0, V¥ 1-1,..,n} = q;/m; e

sl m;'cso ¥ i=1,...,n , no hay solucion.
En caso contrario,

3) Pivotear w; con zé. si u;=z , 8¢ tlene la solucidn.

0
En caso contrario

4) Hacer c=r, y regresar al paso 2.
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IMPLEMENTACION DE SARGENT DEL ALGORITKO LEMKE

De acuerdo al algoritmo dado por Lemke hay que
transformar tode el sistema para pasar de una iteracién a otra.
Sin embargo, para efectuar la prueba del paso 2 del algoritmo de
Lemke, solo dos vectores son log que realmente sc necesitan. Estos
son: q' Yy M;‘ , donde M; es la columna correspondiente a la
variable de conduccién. R. W. H., Sargent {16] propone gque en
lugar de transformar todo el sistema en cada iteracisén, unicamente
se actualicen estos dos vectores generandolos de los datos
originales.

Cada vez que se efectua una iteracién los riembros de
cada par complementarioc (ux.z‘) estian en lados opuestos del
sistema, excepto el par no basico (wr,zr), el cual contiene a la
nueva variable de conduccién y a la anterior variable de bloqueo
que acaba de ser plvoteada. Esto nos produce una particién del
sistema original, que puede expresarse de la siguiente manera,

" 10 M1 |Mie M2 %o 94

wr KrD r1 rr Hr2 zl qr

R (R PR SO, S I W PO (2.10)
z

Y2 oo Foy My My ) |%2 9z

W,
donde la variable de blogueo ests en el bloque‘{u‘] y la variable

z
de conduccién estd en el blogque [zn}
1
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Lla particién del sistema (2.10) se puede resumir como

. it 1 z q
SR I | I O B (2.11)
Y2 Mo ¥y | %2 9

el cual una vez transformado queda como

z e H! W, q!

B M s d (2.12)
,

Y2 My By L %2 a3

donde (2.11) y (2.12) estan rolacionados mediante las siguientes
formulas.

B, d =3 By =H,y By, . (2.13)

Ahora bien, puesto que la matriz H“ no es singular, se
puede factorizar como

t
By = VR,

donde, Ryy es una matriz tridngular superior con diagonal

principal llena de unos, D es una matriz diagonal, y V es una
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matriz cuadrada tal que

es 1la factorizacién ortogonal QR de ﬂll , con V‘D1/2=Q Y
172,
D R“ =R.

Ahora, como
viol’2 - o
- vt - QD-l/Z
por lo tanto
W" = D—l/ZQLQD-'l/Z - D-l
Adends,
vtov = ap™¥Zpp 7%t « Q1o = 1
de esto, se tiene que
R, = v'DRy
se puede poner como:

vﬂu =Ry, (2.14)

Como ya se dijo, de lo gue trata la implementacidn de
Sargent, es de no transformar toda la matriz M en cada iteracidn,
sino unicamente actualizar la columna ﬁr, correspondiente a 1la
variable de conduccién, y el vector q, para lo gque usaremos lac
formulas dadas en (2.13), lo que nos permitird obtener la columna
ﬁ; y el vector ' que puedan ser usados para efectuar la prueba
del paso 2 del algoritmo de Lemke sin alterar los elementos de la
matrifz M. Para lograr la actualizacién de la columna ir Yy del
vector q medlante (2.13), Sargent hace uso de la factorizacion
ortogonal QR de 1la matriz Rli en (2.11) actualizando tal
ortogonalizacién mediante el método dado por Gill, Hurray &
Saunders {5}, lo que permite que el trabaﬂo de cadlculo se vea
disminuido.

Un ejemplo, nos permitird entender mejor el metodo
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desarrollado por Sargent. Supéngase que el problema a resolver es
el siguiente:

2 2y %, 23 2, 4
Wy -l =2 -1 1 1 1
W, -6 =1 -2 =1 1l -6
Wy =2 -1 1 o o -2
w, =4 =1 =1 0 0 -4

&

en este momento, no existe una submatriz ﬁ“ de M factorizada en
factores QR=VDR asi que si llevamos un contador m, del numero de

renglones de H entonces m=0. Se observa que el elemento del

117
vector q con valor mas negativo es -6 el cual se encuentra en el
renglén 2 lo que implica que el renglén de blogueo es el 2, este
contiene desde luego a la variable w,, lo que nos dice que 2, se

transforma en basica, w, en no basica y la i:réxima variable de

2
conduccidén es Z5e Ponemos entonces, el renglén 2 de la matriz M en
el lugar m+l=1, y la columna correspondiente a la variable z,, en
el lugar m+2=2 con lo que la matriz M rearreglada nos queda como

sigue:

Sargent Lemke
Zo Zz Zl ZJ 24 q Vz 21 22 23 Z‘ q
wz -6 =2 -1 =1 1 -6 £
Wy -1 =1 =2 1 1 1 Wy
wJ -2 1 -1 [+ 0 =2 w3
A\ -4 -1 -1 0 0 -4 Wy

La primera submatriz ﬁll’ de M a factorizar tiene solo

un elemento, a saber, -6 que factorizada en VDR,queda como:

ﬁ“—[-s]w(-l/S][JS][l]
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ahora bién, se tiene que actualizar la columna M. correspondiente

a la variable z,, para efectuar el paso 2 del algoritmo de Lemke.

Esto se hace como sigue:

Al empezar el proceso se tiene que todas las variables
w, son basicas y todas las z, son no basicas  incluyendo desde

luego a 2z 51 llevamos un contador m, del

o :ro de renglones de
la matriz ﬂl,l factorizada, entonces m=0 pues. como se dijo, no
hay nada factorizade. Ahora bien, como ya se sabe, la primera
variable de conduccidn es 2, Supéngase entonces, que W. es la
primera variable de bloqueo. Rearreglande la matriz M de forma tal
que el renglon correspondiente a la variable ¥, pase al primer
renglon, esto es; al renglédn m+l=0+1=1, entonces la primera matriz
ﬁ‘.1 a factorizar tiene un solo elemento, a sa}:er mr,o' Pongamoslo
como W, Ya dque estd ocupando el lugar 11 de la matriz M

rearreglada. En este momento 24 entra a la base y v sale de ella.

Haciendo la factorizacién ortogonal de la matriz M,
(que consta de un solo elemento) tenemos de (2.14) que :

1 11

{mas adelante se vera como realizar tal factorizacioén) y como Ve
fué la variable de blogueo (y salié de la base}, entonces z. sera
la proxima variable de conduccién. Nuevamente se rearregla la
matriz ¥ trasladando la columna M_ correspondiente a la variable
Zee al lugar m+2=0+2=2 (ya que el primer lugar estd ocupado por la
columna correspcndientg a zo), de esta forma s¢ nos ha generado la
submatriz de M, [R

431:% ] que en este caso consta solo de 2
elementos My Yy my, donde

m, es el primer elemento
correspondiente a la colunna K,_ puesta en el Zglugar. La razén por
la cual se puso la columna M. en el lugar 2 de la matriz M es la
siguiente: puesto que zr es la préxima variable de conduccidén, es
deseable actualizar la columna correspondiente a tal variable, en
este caso ﬁr, para efectuar la prueba del paso 2 del algoritmo de
Lemke, la actualizacién de tal columna se puede realizar como
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sigue: de (2.14) se tiene que Vﬂxx = R

11°

(2.15)
Ml’ = er e
VH, Y= VR (2.16)
pero de (2.15),
vﬁ“ = Ry, y V’-’u = Ry (2.17)
combinando (2.16) y (2.17) nos queda:
Ryy ﬁ;r =Ry {2.18)

y ya se tiene actualizada la primera parte (ﬁ;r )}, de la columna

7

r.

Para actualizar la 22 parte de la columna ﬁr, se vuelve
a hacer usc de las fdérmulas (2.13) obteniendose que

By, =M, - By H (2.19)

y va se tiene la columna ﬁ; completa (ﬁr actualizada).
De la forma en que se obtienen (2.18) y (2.19) es claro

que no se hace uso de la matriz V para la actualizacidn de ﬁr, 1o
que nos dice que unicamente hay que trakajar con la matriz Rzl .
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si el siguiente renglsn de blogueo es tal que su indice
r> m+l=l, entonces la variable contenida en tal renglén pertenece
a las variables v, que no han dejado la base. Vamos a suponer que
v, es la variable contenida en tal renglén ; la préxima variable
de conduccién es z, Y es hasta este momento que se incrementa el
valor de m ; asf que m = m +1l=l,

Nuevamente, la matriz M se rearregla de forma tal que el
renglén r conteniendo a la variable W, pase al lugar m+l = 2 y la
nueva submatr{z ﬁll de la matriz M a factorizar es de la forma

m, m.

a 11 M2
Hy 4=
’ 21 22

donde, m21 Y m22 , son los primeros clementos'coxrespondientes al
renglén que contiene a la variable Wee Tomando en cuenta que la
variable contenida en el renglén r de blogueo, fué Ve entonces la
préxima variable de conduccién debe ser z, . Lo que nos dice que
debemos tomar la columna correspondiente a la variable 2o 0 Y
ubjcarla en el lugar m+2=3, lo que da por resultado la submatriz

}
[ﬁll %er] de la matriz M, esto es;

[)—4 i ] et T3
11 i mn m22§ ng

w
donde, 13 , son los primeros elementos de la colunma )-(rde la

variable 2z Aplicando (2.18) y (2.19), se obtendra la columna ﬁ;.
Y nuevamente se repite el proceso, siempre que el indice r del
renglén de blogqueo sea tal que r>m+l.

Veamos gue pasa sl el renglén de bloqueo es tal qua su

indice rsm+l.
Supdngase que en un nomento dado la submatriz (ﬂliéﬂlr] tiene
i
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la forma:

se debe observar lo siguiente: la columna Mr a actualizar es 1la
cuarta; ademds como apenas se va a a efectuar la prueba del paso 2
resulta que m=2. Todavia mas, supéngase que las variables
correspondientes a esta submatriz estan arregladas de la siguiente

manera:

(2.20.a)

Este arreglo en el algoritmo de Lemke seria el siguiente:

N

z (2.20.b)

Aqui las variables que han dejado la base son w7, Wer ¥
W, ¥ las basicas son Zge 24 ¥ Z,, Y en este momento la variable de
conduccién es Zye Es claro que en caso de que ¢l renglén de
blogueoc sea por ejemplo el 2, la variable que deja la base, no es
w4 como se observa en (2.20.a), sino z,, como se observa en
{2.20,b). Asi mismo si el rengldn de blogueo es el 3, la variable
de bloqueo no es w2, sino Z40 ¥ si el renglon 'de blogqueo es el 1,
la variable de bloqueo es, desde luego, 25- Sea r = 2 s mil =3 el
indice del renglén de bloqueo, la variable que se encuentra en tal
renglén es A la cual estd asociada a z,. Entonces, la varjable de
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blogueo es 24, lo que implica gque la proxima variable de
conduceion es w, y desde luego z, dejara la Dbase. Se tiene
entonces que encontrar la factorizacidn de la submatriz M de M que
ya no contenga la columna correspondiente a la variable Zgn

Ahora bien, puesta gue la proxima variable de conduccion
es w, habri que actualizar la columna correspondiente a tal
variable la cual es el vector e, (ya gue las bssicas que
partenecen al vector ¥ forman parte de la matriz I)., Para eso
pasamos 2., al ultimo lugar (m+2=4)} Yy ya que z, esta asociada a Wy
en el sentido gque 2, entrs a la base por w,, tambien llevamos a LA
al ultimo lugar (m+1=3), quedando las variables arregladas de la
sigulente forma:

2, T4 © z
"7 (4] 4 2 7
v, 2z, queda fuera de K , no asf v,
v
4 {2.21)

Lo que se ha hecho es trasladar tanto la columna como el
renglén r=2 de la matriz (2.20) a los ultimos lugares
respectivamente {(m+2 y wm+l), de esta forma, la submatriz #de H a
factorizar es:

Pyt ™3 P
R T (2.22)
21 P23 P

Supéngase que ya se factorizd y que V i = R puesto

117
que la columna correspondiente a la variable de conduccion es
e7=(l,0,....0)t, ya que w, estd en el primer lugar, entonces “en

lugar de {2.16) se tendrd



<
=
<1
#
<t
)
<~

3

]

1
-~ 2 (2.24)
7

¥ por tanto

= 1

ta
Ryp My = Ve
¥ como e:‘; es la parte de e,
entonces

7 Que no contiene a 1 » e? = 0o

My, =~ My, Ml (de acuerdo a las fdrmulas 2.13)

{entendiendose que Ml‘_ es e, actualizado).

Hecho esto se aplica la prueba del paso 2 del algoritmo
de Lemke para determinar el nuevo renglén de blogueo.

Hasta este punto, la matri{z que se ha factorizado es
{2.22) que es la que corresponde a las variables de (2.21). Sin
embargo H7 acaba de entrar a la base, entonces es necesarlo guitar
de la matriz (2.22) el renglén correspondiente a v, . esto es; hay
que quitar a W, de las variables no basicas y ponerla en 1las
basicas y ademis poner m=m-1, de aqui gque al quitar el primer
renglén de (2.22) quede como:

33 Y4
. mn ] {2.26)

que corresponde al arreglo de lae variables:

w o T4 P2
2

Ya

Al haber quitado un renglén, habra gue refactorizar la
matri{z (2.26) y seguir coh el proceso de acuerdo a que la ultima
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variable de bloqueo pertenezca al vector w ¢ al vector z. La forma
en gue nos damos cuenta de si la variable de blogueo pertenece a w
6 a z es observandc si el indice r del renglon de bloqueo es mayor
6 menor & igual gque m+l respectivamente.

De agqui observamos que, si la variable de blogqueo
pertenece a w (r>m+l), aumentamos un rengléda Yy una columna a la
matriz H“ y m=m+l; de manera contraria si > . variable de bloqueo
pertenece a z (rsm+l), quitaremos un renglen y una columna a la
matriz Hu Y m=m~-1l.

Es por esto que el algoritmo dado por Sargent, para
implementar el método de Lemke se va a dividir en 2 partes. Y ya
que para la actualizacién de la colunmna Mr solo se¢ hace uso de la
matriz R, esas 2 partes se refieren a la actualizacién de tal
matriz. En la primera parte se actualiza R en caso de que se
aumenten un renglén y una columna de la matriz a factorizar y es
por eso que se llama algoritmo agrega. En el 22 caso, se hace la
actualizacién de R cuando un renglén y una columna son guitados de
la matriz a factorizar y se le llama algoritmo elimina.

Es clare que si la variable de bloguec es %o €8
suficiente actualizar el vector q', obteniéndose la soluciocn, esto
es;

=q! =q!
2379 Y Wy dz

Para obtener el vector g' actualizade, no es necesario

actualizar el vector g original cada vez, lo que se hace para

actualizar q es usar el ' anterior asi que el nuevo q' se obtiecne
como

ql =4q. / m (2.28)
Y aj =q; - mj_ q. para i = r

Una vez que se ha visto como actualizar la columna Hr Y
el vector q' en cada iteracién, procederemos a ver como es gque se
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actualiza la matriz R cada vez que se agrega o se quita un renglén
y una colunna de la matriz My

Para eso, vamos a suponer que tenemos una matriz M de
2x3 ya factorizada, esto es; que M estd puesta como VM = R o lo,
que es lo mismo,

v

. n 0 1 R

My P2 Pra) [P Riz Ry
P2t Paz Mz3 23

Supéngase ahera, que la variable de bloguec es W
agreguemcs entonces a la matriz M el rengldn correspondiente a la
variable V. ¢ que como ocupari el renglén numero 3 lo pondremos

como, [m31 ’“32 mu] , formandose la matriz:

m m mu

'
Mt=m,  my, P2 (2.30)
31 M3z Pag

lo que queremos es encontrar una matriz R' tal que V'M' = R'. Para
lograr esto, se hace uso del método desarrcolldado por Gill, Murray
y Saunders [5), el cual puede describirse como sigue:

Prinmeramente, se tiene que

m
ol = vior
23

ot O Pa2 Rag
o ajle 1 ry,

Al agregar a la matriz M el renglén correspondiente a la
variable Vo tenemos que,
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ny omy, mg) (vt oot O O 12 P13
M'=|m n. m,n = o d, olio 1 R,
Po2 Pez Maal=l 29119 1 Ry
31 32 33 0o 1 31 32 a3
Wol[® @ 0 Rz Ry
= o 4, o 1 s
o 1fip, P2 P
1 P2 Py o 1
donde, px, P, Y Py 80N tales que,
I Ry Ry
[91 P2 pa] o1 23| = (m:n M3z ’“33]
0 o

y de acuerdo al algoritmo (5], para llevar a cabo la factorizacioén
de M', se factoriza la matriz elemental

4 0 o
o 4, o (2.32)
Py Py P

la cual una vez factorizada queda como:

dl o [

aafU p.B
o dZ o _ VLD[ 3 ]
Py P, Py o 1

donde U es una matriz tridngular superior con unos en la diigonal
principal y cada uy 3 es de la forma,
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U= plsJ para i<j

_Afr o ]
D=D
[03 (»)?

Una vez que se ha hecho la factorizacion de (2.32), la
factorizacion de (2.30), se obtiene como sigue:

y ademas

= V' B R.

Ya tenemos pues, como factorlzar (2.30), sin embargo nes
falta agregar a la matriz M', la columna correspondiente a la
variable 2., que es la proéxima variable de conduccién y hay que
actualizar la factorizacién de tal columna para poder obtener ML
mediante (2.18) y efectuar la prueba del paso 2 del algoritmo de
Lemke, para ir a la préxima iteracidn.

Supéngase gue agregamos a M' la columna correspondiente
a la variable z,. que ocupari la cuarta columna, esta columna la

m,
14
ponemos como M= (m, | , lo que nos produce la matriz:
b
34

Ty P2
H = My Moy {2.34)
M3 Maz

Entonces, falta por factorizar la columna Hd, lo que se
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hace como sigue: de (2.15) se tiene que Vle =

multiplicando (2.36) por ®D

Stm= =t ==
o} Rg=R"D v M,

pero M'= V' D R, por tanto, R' D §4= 't M, y entonces,

con lo que se concluye la factorizaclén de (2.34).
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De todo 1lo anterior, se observa que es necesario
calcular los valores de Py de B‘, de cada elemento dx en D y de

los elementos de la matriz ﬁ'lpara obtener la factorizacidn de
(2.34). El sigulente algoritmoc, Sargent{16], que es el primero de
las 2 partes de las que ya se ha hablado, es una generallzacion
del método de Gill, Murray y Saunders (5] y nos produce de manecra
iterativa, cada uno de los valores requeridos para lograr tal
factorizacion.

Se supone que el orden de la matriz M antes de agregarle
un renglén y una columna es mx(m+l).

ALGORITHO AGREGA

1.~ poner t0=1

m+1
ugy =l£1 M‘J My, o« Para J=1, 0., méd
VOJ =Mm+1j , para 3=1,...,m+1l
2.~ para i=1,2,...,m
Py™Vigg 0 5R LR /D

By=Dit/ty y « By=P/DiYy

vu =vi-1J ~Vy1g Ri.\ PR 3 B 5 NAIPIRS S5 8
Ry =Ry  +Byvy g PR E3 B5 IS U5 §
ulj ”ui-lj ETURTY RiJ PR 3 'S RPN T3 8

Rimz "Y1y /Dy

3.~ poner

Pat1=Vemnt1 /*n * Rovimez “Yomer Pomett
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Veamos ahora como se realiza la factorizacién cuando el
renglén de bloqueo es tal que su indice r = nm+l, esto es, cuando
la variable de bloqueo es alguna 25 Para eso,supéngase que en un

momento dado la submatriz (Huénlr] tiene la forma:

m, m

By Pz My3 (Pag
2 T2 Taa |Taa
31 32 a3 345 .

M= (2.37)

Supéngase que el renglén r de bloqueo es el 2 s m+l=3,
Como ya vimos, 1o que se hace es trasladar tanto la columna como
el renglén r=2 de 1la matriz (2.37) a los ultimos lugares
respectivamente (m+2 y m+l), de esta forma la submatriz de M a
factorizar es:

o [P Pz Maa
# o= n m (2.38)
Tat Taa T

21 P23 24

d 0 [}

ik 1 Ry Ry
=vto g, of{lo 1 Ryq
o 0% 4,|{o Ry Ry
. 4, 0 0T o)1 Ry, Ry,
= V! g d:! g o 4] 1 34
P % P3jlo o 1

PR
= Ve.,
donde, P, ¥ Py tienen las caracteristicas ya descritas y vt oes 1a
matriz que se obtiene de vt al haber trasladado el renglén y la

columna r=2 a los ultimos lugares.
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Una vez hecho esto la factorizacién se lleva a cabo de
la misma manera que en el algoritme agrega. Sin embargo, no es
necesario comenzarla desde el principio sino desde el renglén r=2.
Supéngase que M ya ha sido factorizada, queddndonos como:

A=T'D R

como se vidé en (2.24), se necesita el producto vey. Sin embargo no
se tiene almacenada la matriz V, La forma en que se evita tal
almacenamiento es la siguiente: se tiene que

31 e1=M1
Y (2.39)
Multiplicando (2.39) por ey Etel =R'B ¥ e .+ lo que
implica que
st _ mtox &
Ay = R(B T e (2.40)

Si ponemos p = D V e,. entonces, 14 e = 5-15, donde ol
valor de D se obtiene de (2.40) como ﬁ"f) = ﬁ'; . Ademas, puesto

que T'B¥=I. entonces \'I"ii = e,. Tenemos pués como determinar V e

1 1°
Nos queda por ver como factorizar la matriz que se obtiene al
quitar el renglén 1 de (2.38). Tal matriz es la siguiente:

M1 M3 Mo

[’“31 B33 ”‘34’

"[H" Moot H;oz] '

L)~
=(I - eIBIJM
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Pero como V'p = e,, se tiene,

Y ya que ¥tv"= B

aplicando I.3 de Sargent[l6],

St - -
ot [v* o qu B, /.1}] R
(donde Es:o, p;=0 si i> s)

“VlD[R Rt Rm»z] ’
las operaciones para realizar todo 1lo anterior se pueden
calcular usande I.4 @ I.5 en Sargent (16).

La parte 2 del algoritmo de Sargent gque se usa para
factorizar la matrfz M, a la que se le quitan el renglén y la
columna r, empieza trasladando tal rengldén y columa a los ultimos
lugares y el cdlculo comienza a partir del renglon r 1la
descripcién del algoritmo es la siguiente:
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ALGORITHMO ELIMINA

1.~Poner t‘.l__l==Dr .

= ' =
VE"U = DRy J=r,....,m+2
{R' se obtiene de R al trasladar la columna r al
ultimo lugar).

2.-Para i=r,...,m , calcular
2
Pi=Vigg ’ £+ Py/Dy
Dy =Dty By = Py/Pitiy

(D se obtiene de la matriz diagonal D al pasar el
clenento D_ al ultimo lugar) ’

v1J = V1-1J - leiJ J=1+1,... ,m+1

(R se obtiene de R'al trasladar el renglén r al
ultime lugar)

RlJ =R1J 'l>f31V‘J =i+l,...,md

= 2
3.~ Poner pm‘ = vm” N Dm’1 = pmn/tm

Calculado lo anterior, se efectua la actualizacidn
del vector Mr y para eso se necesita el vector \'Iek, donde k es el
indice del renglén donde se encuentra la variable A de
conduccidén, el cual se puede obtener, como ya vimos de 1la

siguiente forma:

1 wt

Ye,= 7' 5 , donde, R'B =H . (2.42)

4.-Calcular p, M y q' usando (2.42),(2.40) vy

(2.28)

5.-51 p~

mey? O poner s= nt+l e ir al paso 7;

en caso contrario s=m
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6.-Si p 50, poner D =D, RRJ = REJ SJ=s+2, .00 bl

poner s=s~1, y repetir 6.
en caso contrario, poner:

vBJ = RBJ =0, j=s+Ll,...,m,

Vamer = 00 Ry =1 Dg = Dpyy

7.- poner t__, =P, / B,

8,- para i=s~1,...,1

Viger =Pyay tx-1=tx+§f / By
DBty /€y By=-B; / Bt
Vig=Viay * 51*1§1‘1J s d=is2, .0, ml
RU - ~1J + ﬁlvu . d=i+1, ..., mel.

si an=o, entonces R es singular, sin embargo en
la proéxima iteracidén se restaura la no singularidad de R de la
siguiente forma:

Si en la siguiente iteracion se eliminan el renglén y la
columna r, el renglén es transferido como antes al renglon m+l, y
hecho esto, se intercambia con el renglén s~1. La forma triangular
superior R es restaurada aplicando los pasos 1, 2, y 3 de elimina
del renglén r al vrenglén s-2, al terminar el paso 3,
RB_U SVeo2g /pgy PATa 3=s,...,m+l, Yy después se siguen aplicando
los siguientes pasos de elimina tal como estan dados.

Si por el contrario, en la siguiente iteracidn, se
agrega un renglén y una columpa, se pone igual que antes, el
renglén r en el lugar m+l; hecho esto, sc intercambian los
renglones 8 y m+l y se aplica el algoritmo agrega unicamente a los
primeros s-1 renglones ademas,

Emn-Ds' DB-vﬁ_ls / ts-l' RsJ :v“_u / Vo-qs J=s+l, .., med

y desde luego hay que calcular R , para i=1,...,m+l.

im+2

48



CAPITULO

i
ALGORITMO DE GOFLDFARB.E IDNANI

El problema a resolver, es nuevamente un problema de
programacion cuadriatica, sujeto a desigualdades lineales. En este
caso, sin embargo,el problema es estrictamente convexo y ademis
las componentes del vector x solucion, no tienen que ser no
negativas, as{ que el problema se puede escribir como:

minimizar £(x)=c'x + 1/2x*px (3.1.a)
sujeto a S(x)=A"x-b=0 (3.1.b)

(% no necesariamentez0)

Donde D ¢ mnxn’ A ¢ :»z"m, b« -Elm, Y X, C ¢ m“.

El método generade por Goldfarb e Idnani para 1la
solucién de (3.1) consiste, basicamente, en ir minimizando una
secuencia de subproblemas del problema (3.1). E1l primer
subproblema de tal secuencia es la ninimizacién de la funcisén
objetivo sin restricciones (3.l.a) y los siguientes términos de la
secuencia son tales que, la secuencia es estrictamente creciente
con respecto a los valores optimos de la funcidn objetivo; esto
es, si JEl Y fxu son los valores optimos de la funcién objetivo f
para los subproblemas i e i+l respectivamente, entonces, £1<£5”.

Puesto que el minimo sin restricciones de f pertenece al
espacio dual del problema (3.1), el primer subproblema de 1la
secuencia (como ya se dijo), consiste en la minimizacién de 1la
funcion objetive f sin restricclones. Una vez que se tiene la
solucién x de este subproblema, se checa si ésta satisface todas
las restricciones (3.1.b). Si x cumple con ellas, el algoritmo
termina, ya que esta solucién es optima para el dual y factible
para el problema primal, En caso de que alguna o algunas de las
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restricciones no sean satisfechas (vamos a decir que estdn
viocladas por x), se toma una de ellas y el nuevo subproblema de la
secuencia a optimizar es el que tiene por funcién objetivo a £ y
ademds, contiene a la restriccion violada. Nuevamente, ya que se
encuentra la solucién x de este nuevo subproblema se checa la
factibilidad de x para (3.1.b). Si x satisface las restricciones,
x es la solucién. En caso contrario, se vuelve a aplicar el
algoritmo, agregando una nueva restriccién violada, hasta la
solucién de (3.1).

Algunos conceptos que usaremos para la descripcién del
algoritmo son los siguientes:

SJ(x)=n§x-bJ . es la restriccién j-ésima de (3.1.b),
donde, ny es la columna j de la matriz A.

Vamos a decir que SJ es activa en x si SJ(x)=0. La letra
X denota al conjunto (1,2,...,m}, de indices de las restricciones
de (3.1). Al conjunto de {ndices de las restricciones activas en x
se le denota con E. Si J es un subconjunto cualquiera de K,
entonces P(J) denota al subproblema de (3.1) sujeto al conjunto de
restricciones con indice en J. De esta forma, si J=o , P(e) denota
al subproblema de (3.1) donde hay que encontrar el minimo de f sin
restricciones.

Un conjunto de restricciones linealmente independientes,
son aquellas cuyas normales son linealmente independientes. E1
conjunto de indices E slempre estard formade por indices de
restricclones linealmente independientes.

Si la solucién x de un subproblema P(J), satisface un
conjunto activo de restricciones linealmente independientes con
indices en E, y E ¢ J, a la pareja (x,E) se le llama un S-par (un
par solucién) y cada vez que tengamos un S-par y una restriccién p
violada por la x del S-par, se nos formara una V-triada (x,E,p)
La matriz cuyas columnas son los vVectores normales a las
restricciones con indice en E, se denota con N y la cardinalidad
de E se denota con g. Se denota con E' al conjunto E U {p} donde,
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p es un elemento de K-E; E- denota un subconjunto de E cuya
cardinalidad es g-1. Asi nismo,N* y N~ denotan las matrices cuyas
columnas son los vectores n, de las restricciones con indices en
et Yy E; n' se usa para denotar al vector normal n agregado a N

para formar Nt y, n~ indica la columna quitada a N para formar X .,

Sea M la variedad lineal formada por la interseccidén de
las restricciones SJ' Vv j € E; esto es

t
M= {xl an—bfo,v je E}.
Es claro que cada uno de los n, ¢ N es ortogonal a M y por tanto
NiM . Al espacio vectorial paralelo a M lo denotaremos con la
letra L y entonces, WL {ver figura).

x:-{x € m“‘ nix = b, 1=1.z}
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como es bien sabido, una condicién necesaria vy
suficiente para que un punto x ¢ M sea el minimo de f sujeto a las
restricciones con indice en E, es que el gradiente,
g{x)=Vf(x)=c+Dx, sea ortogonal a M; esto es, que g(x)=Nu(x), donde
como ya se dijo, N es la matriz de dimensién nxq con columnas ng.
para i € E y, u(x) es el vector de los multiplicadores de Lagrange
con componentes z0.

Sea X un punto cualquiera en M. Se desea llegar a partir
de X al punto x optimo de f sobre M. Para esto, supongamos que
g=g(x) y g=g(X); se observa entonces que, g-g=D(x-%X) Yy ya que
g(x)=Nu(x), entonces,

x-%=D"1(g-§)=b""Nu(x)-D"13. (3.2)

Hay que observar, gue X ests en el espacio L y, puesto que LL"&
N (x=%) =N D INu(x)-N'D"1G=0. Si de esta expresién despejamos u(x)

tenemos que:

u(x)=(nto~tn) Intp iy,
CTIPIUIICS TIPS IUCS §
Si denotamos porN =(N D 'N) N D, sustituyendo u{x) en (3.2) y
realizando las operaciones correspondientes, se obtiene

x-%m=D"1(I-NK")G. (3.3)

A la matriz N se le conoce como la inversa generalizada de N de
Hoore-Penrose con respecto a D; es mas, 81 H-D'l(I—NN'), entonces
x=%-Hg.

Una propledad de la matriz H es su simetri{a asi que
(N*H) =HN=D"1 (N-NN"N)=D"}(N-N)=D, lo que nos indica que H 1 N. Si
v=Hw, entonces Ntvno, lo que nos dice gue cualquier vector de la
forma Hw es ortogonal a las columnas de N y entonces Hw debe estar
en L; esto es, H proyecta cualquier vector w en el espacio
vectorial 1L, otras dos propiedades de H son: que es positiva
semidefinida y que HDH=H (D. Goldfarb [9]).
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Al describir el algoritmo, se supone que las columnas de
N son linealmente independientes.

DESCRIPCION DEL ALGORITHO

En el caso del algoritmo de Lemke, no es necesario’
contar con un punto inicial. Sin embargo, el aigoritme de Goldfarb
si lo necesita, ya que el punto inicial debe ser dual factible y
el minimo sin restricciones del problema (3.1} es un punto que
cumple con esta condicidén. Este serd nuestro punto inicial y, por
tanto, el primer subproblema de la secuencia es P(c). Como ya se
sabe, la solucion de este subproblema es: x0-~c"D—l y entonces el
primer S-par es (xo,E) con E=o. Una vez obtenido el punto inicial,
evaluamos S (xo). ¥ e K. si SJ(xo)ao ¥ J € K, la soluclén de
(3.1) estd en x,, pués es optimo para el dual y factible para el
primal. En caso de que Sp(xo)<o, para alguna p ¢ K, entonces la
restriccién p es una restriceion violada en el punto X, Y, por lo
tanto, xo no es factible para el problema primal,

Debemos ahora, encontrar a partir de xo, un punto x en
el cual cuando menos, Sp(x)uo. Tomando en cuenta esto, el nuevo
subproblema a resolver es, P(E) con E=(p}. Para resolver este
subproblema, tomemos en cuenta lo sigulente: puesto que f astd

sujeta unicamente a la restriccién p, entonces el lagrangiano es,

{x, u)=£(x)-uS (x)

t
~t‘(x)-u(npx-bp) .

En el minimo de f sujeto a sp(x):o se debe cumplir que ,

Vx (x,u)-g(x)-unp= c+Dx-unp-o (3.4)
t
Y np X bp 0. (3.5)

Despejande x de (3.4) se tiene que ><-~--1.>'Xc+ul>"np y ya que
xoe-D'xc, entonces
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-1
X xo+uD np. (3.6)

Multiplicando (3.6) por n; y sustituyendo en (3.5) se puede
despejar u para obtener

_{ont t -1
u-[ npxo-vbp]o[np D np]
t -1
[ Sp(xo)]*[np D np]_

Ya que -Sp(x°)>0 (pues la restriccion p es violada en Xg) ¥
n;D'xnp>0 (D es positiva definida) entonces, u>0.

Es claro que el punto x, encontrado de esta forma, no
s_olo cumple con Sp(x)uo. sinc que ademids X e8 el minimo da f
sujeto a que S (x)=0 y el multiplicador u (que es variable dual)
es positivo. Si E={p)Us, el S-par correspondiente al subproblema
P(E) es (x,E), con x obtenida mediante (3.6); ademas N esta
formada unicamente por el vector np Yy la primera variedad lineal

que se tiene es Ms{xln;x-bpuo}. Nuevamente, evaluamos SJ(x), v je

K-E; si Sj(x)to ¥V j € K-E , el algoritmo termina, pues la x as{
encontrada es optima y factible. En caso de que Sp<°' para alguna
p € K-E, la restriccién p es violada por la x actual, lo que
implica que x no es factible para el problema primal. De acuerdo
al algoritmo, hay que localizar un nuevo punto Xy, en el que,
Sp(xl)-O y ademds, Xy ¢ptimize f sobre las restricclones con
indice en E U (p}.

En general, debemos encontrar una direccion de
movimiento z y una longitud de paso t, de forma tal que ambas nos
permitan llegar al punto X, buscado. Para encontrar la direccidn,
se procede de la siguiente forma. Sea n_ el vector ortogonal a la
restriccién S . Como la matriz H proyecta cualquier vector sobre
el espacio vectorial L, el cual es paralelo a la variedad lineal ¥
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y ademis ortogonal a N, si tomamos z=an, entonces z sera un
vector paralelo a M y ortogonal a N lo que implica que, z es una
direccién factible.

Esta seleccidén de la direccién z nos permite que el
punto x1=x+tz sea un punto que esté en M que, como ya se sabe,
contiene a las x factibles de las restricciones activas; de aquil

que el punto x. asi obtenido es tal que, S‘(xl)=o, v ie E il,e;

1
estd seleccién del punto Xy permite que las restricciones activas
lo sigan siendo. Queda entonces, por calcular la magnitud del paso

t, que permita que adenmas sp(x‘)=0. Tenemos gue

t
S =S tz )= 4 b
p(xl) p(x+ z) np(x tz) o

t L t
n_X=-b +tn_z= +tn_z
=npx bp n, Sp(x) nez,

e igualando a cero y despejando t se obtiene
13
t=t, == . .
=t Sp(x)/npz (3.7)

Ahora bién, considerando que z=an, con H positiva

semidefinida (ya que Hw=0 o w=Nv) y puesto que n, no es

combinacién lineal de N, entonces néz:néﬂnp: 0, esto junto con el

hecho de que —Sp(x)> 0, nos garantiza que t=t2>u.

sin embargo, 1la %y asi obtenida puede romper con la

factibilidad de los multiplicadores de lagrange asociados a las

S, activas y ya que el algoritmo es dual, hay que conservar la

1
factibilidad de las variables duales. Para observar como se puede
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romper la factibilidad de 1las variables duales, supdngase lo

siguiente:

5i X, es el optimo de f sujeto a las restricciones en
EU(p)=E' debe suceder que g(x,)=f'u’(x,), o lo que es lo nismo
(N')'q(x”:u’(xl). Desarrollando esta expresién se produce 1lo
siguiente: u‘(x‘)<(N')'g(x+cz)=(H')'[c+D(x¢tz)]=(N’)'[c+ux+tnz] y
ya que z=an lo anterior es igual a(N')'[c+Dx+CDan]y como
H=D-1(I-NN') , entonces, (N’)'[c+Dx+tDan]-(N’)'[g(x)«yt(nP—NN'np) 1.

si hacemos r=N'np, entonces, lo anterior se puede poner como
ux)) = (N’)'[g(x)n(np-n:))
="y [geerser-nin 1 (7]]
=" [gtaeen® ()]
entonces u‘(xl)=(N‘)'g(x)+t[_§] . (3.9)
Es mds, se puede probar usando Goldfarb (Lootsma pag{241)){7) que:

u' (x)=(n*)"g(x)20, (mayor si S, es activa

cero si S_, no lo es)

de aqui gue (3.9) queda como
u‘(xl)su‘(x)#t['ﬂ (3.10)

De esta forma, si t es demasiado grande, y rJ>0 para

alguna j, puede suceder que u}(x1)< 0, rompiendo la factibilidad
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de las variables duales.

Vamos a suponer gue E = o, pDesarrollando (3.10), se
tiene que

[y e uptxd oyl ()=

={u:(x),u;(x).....u;(x),0]+t(—rl,~r2,...,—rq.l).

{donde q es la cardinalidad de E), lo que implica que
u3(x1)=u5(x)—rJt. Tomando an cuenta que u}(x‘)zo para conservar la
factibilidad, la t que se escoja debe ser tal gque:

+ . .
uJ(x‘)-uJ(x)—trJao ¥ o oi=l,....q (3.11)

Para garantizar que la t satisfaga (3.11),tomamos
tsu‘(x)/r ., ¥ je Eyro>, de esta forma tendriamos que t>0 ya
que u}(x)>0. Sin embargo, de todos estos posibles valores de t
debemos tomar aquel en gque el vector u*(xl)zo. De aqui que para
que (3.10) guede no negativo,la seleccidn de t'es:

+

u u
tot, = :Jiu“ {%-} =K 154<q. (3.12)

De (3.12) y de la anterior forma de seleccionar ¢ en (3.7), se
tiene que el valor optime de t debe ser:

tsmin(tl,tz). {3.13)

81 la t minima es tl. entonces la k-ésima componente del
vector u'(xl) es cero, ya que, u;(xl):u;(x)—(uk(x)/tk)rk=0; o sea
el multiplicador u:(xl), asaciade a Sk, vale cero, y la
restriceion S+ debe desactivarse y por lo tanto la gquitamos del
conjunto de rastricciones activas, 1o que - implica que ahora

57



tendremos, E =E-{k} y g=q-1l. Ademas, al quitar la restriccidén k se
tiene una nueva H=H  y una nueva N=N_. Al haber seleccionado t=t,
se produjo un punto nuevo, a saber, x1=x+tz el cual no cumple con

que Sp(xl)=0 (ya que t1<t2). Si hacemos x=x, con la H nueva

1
volvemos a encontrar una nueva direccion y una nueva longitud de
paso. De acuerdo a (3.13), esto nos producira un nuevo ciclo y ya
que el ciclo anterior no produjo una Xy 6ptima se le llamard cicle

parcial.

Si t:tzstl, el punto xl=x+t2: es tal que Sp(x1)=o Y
ademds cada una de las conmponentes del vector u'(xl) es >0; es
mas, u'(x‘)=(N‘)'g(xl), de aqui que X, es una ‘sclucidn ¢ptima del
subproblema P(E) con E=EU{p} y, por lo tanto el par (xl,E) es un

S-par. Puesto que en este clclo la x, producida es ¢ptima para el

1
subproblema P(E), le llamaremos ciclo total. Como ya que se ha

activado a la restriccién p, tenemos que H=H', n=n* Yy g=q+l.

Antes de proseguir, debemos observar que el numero de
ciclos parciales es finito, ya que en cada ciclo parcial se quita
una restriccién del conjunto activo, por lo que a lo mas se
tendrian q-1 ciclos parciales. Ademis, como en cada ciclo se
requiere que las variables duales sean no negativas, entonces
tenemos un método de tipo dual.

Para obtener t, es necesario gue al menos una componente

del vector r sea positiva. Si sucede que el vector r=0, entonces,

necesariamente tat,.

Es posible que el problema (J.1) no tenga solucién. Para
saber como el algoritmo puede detectar este caso, supéngase que el
vector n, correspondiente a la nueva restriccion violada Sp, sea
una combinacién lineal de las columnas de la matriz N; esto es,

np=Nr. (3.14)

Supdéngase también que el vector rs0 y que x, es la solucién para

1
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el subproblema :
P(E U (p)), (3.15)

puesto que x, es la solucién de (3.15), entonces sp(xl)co Y ya que:
en la solucién x anterior Sp(x)<0; entonces S;(xl)-sv(xbo lo que
t t t
=b - > - .
implica que, npx‘ b npxq»bp 0 y por lo tanto np(x1 X}>0. Pero

como xx-x=tz, Ya que t>0, entonces
t
n 20, (3.16)

combinando (3.14) con (3.16) se tiene
n;z=r"N"z>0, (3.17)

pero se tenfa que, N"z=Ntan y H 1+ N por lo que, wtz=0 1o que
combinado con el hecho de que r30, hacen de (3.17) una
contradiccion. Asi que si np=Nr y rs0, no existe solucion para
el problema (3.15) y por lo tanto, tampoco el problema (3.1) tiene
solucion,

Puede suceder también que z=Hn =0 (esto es, que n, sea
una combinacién lineal de N) y g=0, lo que noc dice, que a pesar
de que no hay restricciones activas, no existe una direccisén
factible, por lo tanto el problema (3.1) no tiene solucion.

Ssi en cambio np-:h’r (esto es 2=0) pero al menos una
componente ry de r es positiva, se puede hacer lo siguiente:
puesto que np=Nr, entonces, np=n1r‘+n2r2+...+nqrq Yy ya que rk>0,
podemos poner n, como:

nk“T - 1.-xn1+np (3.18)



Mas todavia, se sabe que (X,E), es un S=mpar =
g(x)=Nu{x), entonces,

g(x)=u LR UPS DR n = ;: ugn +u N Y usandoe(3.l8)
Yk
= Z un ¥, -Z rng+n,
€ E” i« ET
Iy U
por lo tanto g(x)= z u - -r——k u ing+ ——r: n,
ieE”

de donde es claro, hemos quitado la ny puesto la np.

Si se define E=E"U(p), entonces las columnas de N son
linealmente independientes; esto es, se ha quitado del conjunto
active a la restriccién k y g=q~1. En este caso X no se nmueve,
sin embargo se actualizan H y N y se vuelve a calcular una
direccion de paso con la nueva H y la n, que ya tenemos. De todo
lo anterior se puede decir que el algoritmo dado por Goldfarb e
Idnani resuelve el problema (3.1) o bién indica gque no existe

solucion factible, en un numerco €inito de pasos.

Se mostrarad ahora, gue la funcién objetivo toma valores

estrictamente crecientes en cada clclo total.

Sea x;=x+tz, donde 1la restriccisén np es ya activa.

Aplicando el teorema de Taylor a f en Xy

£(x,)-£(x)=tz"g(x)+ St%z'0z
pero
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z‘g(x)nn;uq(x) =n;HN'u'(x) = n;nnpuq.x (ya que H 1 X)

t
=npzuq’l(x)

t 2 t
Y ya que uq.l(x)zo y z'n nannP-anDannz

[
suceder gue:

*pz>0, entonces,

£(x)~£(x)ete g+ 3672 D200,

la que nos garantiza que f(x‘)>f(x) para z y t‘nu cero.
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o)

1)

2

2a)

2b)

ALGORITHO

Encontrar el minimo sin restricciones:

-1
H=D

poner x=-D"lc, f=%ctx+f , E=e, g=0

o
Seleccionar una restriccién violada, si 1la
hayicalcular SJ(x). Si §(x)x0 v j ¢ E, la x
actual es la solucién del problema, pués es
éptima y factible. :
En caso contrario, seleccionar p € K-E y poner
u=[:]; si g=0, poner u=0.

Determinarla solucidén éptinma de un nuevo
subproblema.

Calcular z=Hn_(z=direccién de paso, p=indice
de la restriccion violada seleccionada.
calcular r=N'n (la derivada direccional de
u({x), a lo largo de z).

si r=0 o g=0, poner ty==; en caso contrario,
poner

nin Y] % .
t, = Ly = 1sj=q
1 rJ>0 {rJ T,
si z=0 (quitar la restriccion

correspondiente), si t;=«, el  subproblema
p(EU(p)) no tiene solucién y por tanto el
problema principal tampoco.

En caso contrario, quitar la
restriccién k (ver detalles de implementacion
mas adelante); poner E=E~(k}, g=q-1,
usutt, 'i , quitar la componente Xk de u,
actualizar H y N", y regrear al paso (2a}.

5i 220, calcular t2=-Sp(x)/z"np

t
t=min(t1,t2), x=x+tz, fe=f+tz np(t/2+uq‘1) Y

y poner
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usust| 73}

si t,st,  se tiene un ciclo total, poner
E=EU(p),

(i.e., se agrega n_ ala matriz N) actualizar H
y ' {ver la implementacidén), e ir al paso

(1).

En caso contrario, esto es, en caso de que
tl<t2. se tiene un ciclo parcial. Poner,
E=E-{k}, g=q-1, quitar la componente k de u,
actualizar H y N', e ir al paso (2a).
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IMPLEMENTACTION

Al principio del algoritmo se tiene que encontrar el
minimo sin restricciones de la funcion £. Para eso, hay que
calcular D'l(paso 0 del algoritmo)., Una manera de mejorar la
estabilidad numérica es descomponiendo la matriz D en los
factores de Cholesky (Strang ([18]), i.e. p=LL'. como se requiere
D", es necesario encontrar, la inversa de L, lo que es muy
sencillo ya que L es triangular inferior.

Al ir agregando o quitande los vectores n_ a la matriz
N, de las restricciones activas, tenemos que actualizar tambien
las matrices H Yy N* (paso 2 del algoritmo).  Para eso, se tiene
que:
M=o it
=Lt hn et (3.20)

Si 1llamamos B=L"'x (la implementacién estd basada en 1la
descomposicién de G en los factores de Cholesky y en la
factorizacién QR de la matriz B) y factorizamos B en QR, entonces,

wefg) s 2]}

donde , Q es una matriz ortogonal de nxn partida en Q v Q2 , el
numere de columnas de Q es 4, o sea igual al numero de
restricciones activas, y R es una matriz triangular superior de
qxq

Regresando a (3.20) y aplicando (3.21), tenemos:

N'u(B"B)‘tBLL-‘

[CE) CE R =
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“{er or0taff]) et o][Zﬂ Lt
ot o

=(R R)” [ L t)

=R~ R—LRlQLL—l

de donde se obtiene

x'—n“[qtz."]‘ . (3.22)
De la misma forma,
H=D"! [1-NN")
e A AR e A
=L"[1-BR"Q:)L"
v
Q
-t 1 -1t -\
7 [o,10,) 1 ¢ Q[]R Q.
2
=1 {0,0}+0,04-0,7% ;]
=L-L[QZQ;]L—1
y finalmente
t
-t -t
H=-[L Qz) [L Qz). (3.23)
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$i ponemos 7=1"t0= (L“Q1 tL'tozlu[Jl %JZ] (3.24)

entonces H=JZJ; Y N=r}

t

3. (3.25)

A pesar de que la implementacién esta basada en la factorizacién
QR de la matriz B en (3.21), la matriz Q no es almacenada, en su
lugar, se guarda y se actualiza la matriz J=L—tQ junte con las
matrices L ¥y R

Como vimos en el algoritmo, es necesario el cdlculo de
los vectores z=Hn' Y r=x"n* (paso 2a). Para hacer eso, seca d=Jln’
y aplicando (3.24), se tiene que

v
7 a
a=3tn*a| Hntelt (3.26)
t a
at 2

que Jjunto con (3.25) nos da

-1
z=:I2d2 Yy r=R {3.27)

x

Se observa de (3.22) y (3.23), que para la actualizacioén
de H y ¥* solo necesitamos actualizar J Y R. La forma en que
Goldfarb e Idnani hacen tal actualizacién es mediante el uso de
matrices de Givens (Daniel (2}, Gill ([S]). Por su forma, el
proceso de factorizacién que nos ocupa puede ser llustrado para el
caso de un vector de 2x2 wn(wl,wz)t. En este caso, la matriz de
Givens es Q= Z_g y se selecciona de forma tal, que transforme al
vector w en el vector (m,o)", donde w = :|w|. Para esto, se
realizan los siguientes calculos, .

uo= max(lwll,lwzl), W= sig(vl)u[ [“1/“]2+ [uz/u]z ]’/2

c =“1/u 14 [ -"Z/M.
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De acuerdo con Daniel {2], esto se realiza para evitar problemas
da redondeo al elevar al cuadrado numeros muy grandes o muy
pequenos y w=QR, donde R=(u,0)"‘ Es mas, si se tiene otro vector
yu(yl,YZ)l cualquiera, para calcular §'=Qy, de acuerde con Gill [5)
y Daniel {2] el calculo se lleva a cabo como sigue:

Y2

v = W = 5/{1l+c)

A

¥y = CY, + Yy

&

s -
Y, = ulyy + ) ~ ¥,
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ADICIONANDO UNA RESTRICCION
(OBTENCION DE J*)

Cuando una restriccién p con normal n', es agregada al
conjunto activo E, la factorizacién (3.21) es reemplazada por

BY=L I =L nint =1 N LTI

=[BIL"n'1=O'[g } (3.28)
De (3.21), (3.24) y (3.26) se sigue que

atst=gt [B } L"n']

ol

I o R 4d
Q'-[“ _L] y R’-{ ’] (3.29)

donde, anﬂdzn Yy Q@ = Qu~Q23--~-Qn_q_1'n_q es el producto de las

matrices de Givens seleccionadas de forma tal gue
Qd2=.5e

1
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Todavia nds,
I o 1 o
+ o t+ ot q [ to |yt ] q
J'=L"Q =L"Q =|L'Q LQ -
{0 61} 1] 2 0 5"
ito Into gtlals 15 at + o+
(o frteg@ =3, 52" (31}

(para obtener @ se puede hacer uso de una matriz de Houscholder,
sin embargo, al realizar el producto de esta con Jy el gasto
operacional es muy grande)
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ELIMINANDO UKA RESTRICCION
(OBTENCION DE 57)

supsdngase ahora, que se gquiere quitar upa columna de la
matriz N. Como ya se dijo, lo que hay que actualizar son las
matrices R y J. Supongames gue la matriz R e5 de 6x6 .i.e,

cooooX
ooooxx
> DPOXXX
COXXKX
SRR RRR
X % % M %X X%

vamos a quitarle la columna k=3, gueddndonos la matriz:

X X X XX
0% X XX
R al00 XXX
0 0 X X X} «
000 xx
0000X

que e5 una matriz de Hessenberg a partir del rengldn 4. como
8L NeQR=(Q, 1Q, (2) , se tiene

R
Q{8 =0}L ‘x‘-{o’

R s
donde la matriz particionada ! , es la misma que R sin la
[ T
columna k. Es claro que T es de dimensidn [(6~3+1)x(6-~3)],i.a, T
es una matriz de Hessenberg de dimension 4x3.

Para triangularizar R basta triangularizar T. Lo que
haremos sera selecclonar una secuencia de matrices de Givens de
forma tal que introduzcan ceres bajo la diagonal de T para
producirnaes:
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GT=R2, donde Gs= R ) y desde luego las

GQ-l.q k,k+1
matrices Gq_1 q'Gqu q-l""'Gk w-150n  las matrices de Givens
correspondientes,

Ry 8
De esta forma, R = 0 R,

Puesto  que J-(L'LQI{L'LQZ] unicamente  hay  que

transformar Q; de Q al hacer la reduccisn, entonces,

(% 0t 0
J=3l0 ¢t o
0 0 -

lograndose lo que se queria, la actualizacién de J~. Falta
todavia, efectuar la actualizacién del vector d en (3.26) para
encontrar los vectores z Yy r en (3.27). Pero esto se puede hacer,
aplicindole al vector d 1la misma operacién gue se usa para
encontrar J° y de esta manera encontrar z Yy r, terminando de esta
forma, la actualizacién de las matrices R y J y el cdlculo de z y
r, cuando se elimina una columna.
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CAPITULO W
RESULTADOS NUMERICOS

En este capitulo, se exponen los resultados numéricos de
los tres algoritmos que se estudiaron: El método de Lemke, la
implementacion que de éste hace Sargent y el método de Goldfarb.

Todas las corridas se reallzaron en la computadora A-12
de UNISYS en doble precisién y el conteo de operaciones,
contempla numero de sumas+ restas+ multiplicaciones + divisiones y
cada raiz cuadrada vale diez operaciones.

Los primeros 6 problemas fueron tomadeos de la literatura
{11}{9). Como ya se dijo, el método de Lemke, estd disefado para
problemas que restringen sus variables a valores no negativos,
x20, lo que no ocurre con el método de Goldfarb-Idnani{G-I). Al
correr estos 6 primeros problemas, se observé que en 2 de ellos,
el 4 y el 5, la solucidén a la que se llega con el método de
Goldfarb-Idnani, no es no negativa. Para subsanar tal situacién,
se agregaron al numerc de restricciones del problema las cotas
xlzu para i=1l,...,n. De aqui que cada vez que el método de G-I
sea usado y las soluciones se requieran no negativas ,habrd que
aumentar al conjunto de restricciones, las cotas x,20 para
i=1l,...,n. En el caso de Lemke (Sargent) esto ho es necesario. Los
problemas resueltos son los siguientes:

v (5 1) (2 %) =) (%)
a (5 1) (i1) () (8)
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G A c b
. 10 o
SERY SN
11 2
2 0 0 0 -1 1-1 1 (=5 -8
a2z o0 10 6 1 3 ~10
0 0o 0 2 -2 1 0 1 7 -5
2 01 0 ~1 -2 -1 i -1 -5
518379 ~3 el -2 1 -3 ~4
0 0o 1 1 o 1 4 o -1 -1
10 0 -4 -3 o I -8
6 o 1 o 2 1 0 -5 2
0 o 1 o -2 1 0 o
Donde:

G=matriz del término cuadratico
A=Matriz de las restricciones

c=vector de la x lineal

b=vector de los términos independientes

cuya aolucidn es:
1)a= (%0%)=(2,2).
2)e= (xx.xz)s(z,z).
3)o= (%,.%,)=(.5,1.5)
4).- (xx. 2'x3'x4)=(2'§L2'slf'zs'ol_
5) e (xi.xz.xa.x‘)n(0.27,2.09,0,0.54)
[ (xi,xz.xa)-(xlzx)(10,22,44)

Al aplicar el método de G-I, a los problemas 4) y 5), la
matriz A de las restricciones y el vector b de los términes
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independientes se modifican, quedandonos 4) y 5) como:

-8

2 0 0 o ~5 =10
5) 0 2 0 0 -5 ~5
00 4 0 21 °
0 0 0 2 7 o
o
o
-5
=1 -2 =1 <«1 -4
2 0-1 0 -3 -1 -2 1 ~1 O
6) o 10 o0 R -3 !
-1 00 2 1 PR S SO 1 0
0 0 1 1 e Y 0
1]

Los resultados para estos problemas, consideran el
numero de operaciones e iteraciones y se resumen en la tabla 1

LENMKE SARGENT GOLDFARB

P OPER ITER OPE; ITER OPER ITER
237 5 21 3 5. 0
238 5 26 3 13 1
296 4 7 2 14 1
1184 4 X 2 48 1
5 14860 5 1 3 1046 4
6 614 [ 4 4 342 2

TABLA 1

Donde:
p=nuimerc de problema
OPER=nUmero de operaciones hasta la solucidén
ITER=numero de iteraciones hasta la solucién

Los slguientes problemas que se corrieron, son de
programacién cuadritica estrictamente convexos, y fueron generados
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aleatoriamente usando el algoritmo dado por Rosen y Suzuky [15],
en el que la solucién optima es conocida de antemanc. Este
necesita los datos siguientes: un punto x" que se quiera tener
como ¢ptimo, las variables uy duales cuyo valor determina cuales
restricciones seran las activas en la solucion y las matrices del
término cuadritico de la funcion objetivo y de las restricciones.
con estos datos, se encuentran los coeficlentes del término lineal
de la funcisén objetivo y 1los términos independientes de las
restricciones.

En este trabajo los problemas se disedaron de la
siguiente forma.(Goldfarb [9]}.

Cada serie de problemas se generd aleatoriamente de
acuerdo al numero de variables n={9, 27, 81}, al numero deo
restricciones m={n,3n}, al numero de restricciones activas
k={m/9,m/3), en la solucidén y a la condicidn (segin Goldfarb)
=(1,0}), l=buena ¢ O=mala, de la matriz Hessiana G del término
cuadrdtico.

La manera en que se generd aleatoriamente cada serie de
problemas es la siguiente:

Los elenentos no diagonales de la matriz G se generaron
dentro del intervalo (-1,1), estoc es, Gi.J = 2random(rl)~l siendo
rl la semilla generadora cuyo valor se tomd como rl=.00l*rnc.
Donde, rnc es una varible que va tomando valores de forma tal que
la semilla generadora varie en cada uno de los problemas de la

serie corespondiente. Su valor se da en mas adelante en (4.1).

Los elementos diagonales de G se formaron sumando los
valores absolutos de los elementos no diagonales de cada renglon
1, obteniendose la suma sl. si se quiere que G sea bién
condicionada, 61 1-s‘+rundom(r2)+1; en caso contrario,

.
Gl.x“G1-|J~1+SL+ Sl_l+ random(r2), con r2=0.004*rnc.

Las variables duales u, activas en la solucién de cada
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problema, se generaron de acuerds al siguiente esquema: si el
numerc de variablea n, es 9, uw e (0,30), esto es,
u‘=random(r:\)'30. con r3=0.2*rnc. Si el nuimero de variables n es
27 u 81, uy {0,30m) ¢ uy e {0,81m) respectivamente.

Las componentes x; del vector x" se generaron en el
intervalo (0,5), {.e., x; = random{r4)*5, con r4=0.003*rnc, y los
elementos de la matriz A de las restricciones, se generaron de
forma tal gque cada A” € (0,1) esto es, A‘J=2‘t5-—l, con
r5=0.008*rnc. Una vez generada A sus columnas fueron normall:zadas,

Come en el algoritmo de Goldfarb e Idnani las soluciones
pueden ser negativas, come se vid en las ejemplos anteriores, al
programar su algoritme hay dque aumentar al cenjunte de las m
restricciones las cotas xx0 , i=1,....,n. Para el caso del
algoritmo de Lemke esto no es necesario pudés’ sus soluciones son
siempre no negativas.

A partir de estos datos, se encontraron los coeficientes ¢
del término 1lineal c© de la funcidn objetive y los términos
independientes )u1 de las restricclones, gque de acuerdo a Rosen y

Suzuky [15] se calculan como sigue:

¢ = Au-cx"
b = Ax*-s

donde siso si uy es activa en la soluciodn, y si € {0,1) si uy =Q,

De esta forma, el problema de programacién cuadritica
generado y cuya solucidn x* es conocida. Es:

minimizar f(x)nclxm"cx
sujeto a Abeap
& x20.

Se realizaron 8 corridas diferentes de cada serie;
asi, para n=9, m=3, k=1 y G bien condicionada, se corrieron 8
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problemas diferentes.

Para n=9, m=3, k=1 y G mal condicionada se corrieron 8
problemas diferentes
etc..

Veamos un ejemplo:
para n=9, n=9, k=lam/9 (num. de restricciones activas en la sol)
tomamos la semilla de random rnc coma: rnc=5*Iprob, donde
Iprob=l,...,8. De esta forma, cambjla la semilla de random en cada
problema generandose B problemas diferentes con el mismo numero de
variables, restricciones y numeroc de restricciones activas en la
solucion.

En los ejemplos que se corrieron, las cosas quedaron de
la sigulente manera:

si ne9, m=9, kam/9=1 entonces rnc=5*Iprob

n=9, ma9, kem/3I=3 " rne=6*Iprob
n=9, m=27, k=m/3=9 " Tnc=6.1l%*Iprob
=9, m=27, kem/9=3 L] rncw=6.2*Iprob
n=27, mn=27, ke=n/9=3 " rnc=4.1xIprob 4.1
n=27, wm=27, k=m/3=9 " roc=4,3%*Iprob
n=27, m=Bl ken/3=27 " rnc=6*Iprob
n=27, m=Bl k=n/9=8 " rnc=7*Iprob
ne8l, m=8l kem/9=9 " rnc=8*Iprob
n=81, wm=81 k=m/3I=27 L rnc=9*Iprob
nw8l, m=w243 kem/9=27 " rnc=1l0*Iprob
n=8l, mw243 k=n/3=81 n rnc=1l*Iprob,
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Una vez que se llevarcn a cabo las 8 corridas de cada
serie se promediaron tanto el numero de iteraciones como el numero
de operaciones (sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y
lo*raiz cuadrada) y se hizo la comparacion con cada uno de los
algoritmos, obtenlendose la tabla 2

LEMKE SARGENT GOLDFARB
8 n b} X JIBC| OPER ITER OPER ITER OPER ITER
1 9 9 1 1 8 11 4 9 1
1 9 9 1 1] 8 11 4 9 2 1
2 9 9 3 1 0 14 7 12 4 3
2 9 9 3 [1] [3] 13 7 11 3
3 9 271 3 1 9 14 11 12 3
3 9 271 3 [] 6 13 10 11 3
4 9 271 9 1 2 25 37 24 1 12
4 9 271 9 0 7 20 27 18 1 10
5 (27 271 3 1 200 33 102 31 3
5 127 271 3 Y] 152 31 98 29 4
6 127 271 9 1 305 50 214 48 101 1
6 127 27] 9 0 246 40 169 38 101 1
7 127 81} 9 1 1647 69 577 67 159 1
7 127 81l] 9 0 1186 50 366 48 151 13
8 7 ) 81) 271 1 33201 139 1957 137 546 74
8 127 81} 27| © 1910 80 961 78 358 44
9_ 181 8l 9 1 5877} 110 2925 108 120
9 1 81| 9 0 5048 95 2564 93 137 12
0 1 8l 27 1 87211 163 5972 161 249 29
10 1 8l 271 0 6183] 116 4082 114 263 3
11 1 [243] 271 1 62276| 294 17989 292 3431 3
11 1 [243] 271 0 29658] 140 8616 138 3899 3
12 |8Y [243{ 81] 1 1139595] 659[no conv, | ~=== 178€6 32
12 {81 [243] 81] © 530608] 251 26729 249 9602 135
TABLA 2
DONDE:

s=gerie de problemas

n=numero de variables

m=numerc de restricciones

k=nimero de restriccicnes activas en la solucién

IBC={l , 0) matriz del término cuadritico bién ¢ mal
condicionada.

ITER=numero de lteraciones (prozedio)

OPER=nuUmero de operaciones en miles {(promedio).

{(recordar que cada uno de estos es el promedio del numero de
operaciones e iteraciones de las 8 corridas de cada serie).
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

Una vez que se vaciaron en las dos tablas anteriores el
numero de operaciones e iteraciones hasta la solucién para la
tabla 1 y el promedio para la tabla 2, se& cotejé el nimero de
operaciones obtenido con lo que se reporta en las publicaciones.

Para esto se observd lo siguiente:

Sargent da el numero de operaclones por iteracién en
términos de m y n, donde m es el orden de la matriz Mu(z.la)
actual Yy n el numero de elementos bdsicos. De esta forma, al
agregar un renglén y una columna a M“ el numero de operaciones
reportado es, 2[n(m+2)+2mz+7m+3] {sumas, restas, mult y div). Y

cada vez, se quita un renglén y una columna de M el numero de

117
operaciones reportado es, 2[n(m+2)+4(m2+29m+21)/31; en los dos
casos, lo reportado coincide con lo obtenido. Observando estas 2
férmulas, se ve gue si m es pequeia, el costo por iteracién es

bajo y va aumentando conforme aumenta su valor.

En el caso de Goldfarb e Idnani{ se reporta el numero de
operaciones hasta la solucidén, (multiplicaciones, divisiones,
10*raiz cuadrada) el numero de sumas Yy restas aunque no se
reporta, es del mismo orden que el de multiplicaciones vy
divisiones; asl que tomando como base la mitad de lo obtenido en

las tablas 1 y 2, (pues en este trabajo se toman en cuenta todas
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las operaciones) se observé que el promedio de operaciones
obtenido es en todos los casos, excepto para los problemas de la
corrida 9, menor . Esto a pesar de que Goldfarb no toma en cuenta
el numero de operaciones que se realizan al evaluar las
restricciones no activas para encontrar la restriccidn violada que
sa convertira en activa. Si no se toman en cuenta esas operaciones

el promedio de operaciones obtenido, es aun menor

Hay que hacer notar que la implementacién que hace
Sargent al algoritmo de Lemke, no solo no méjoro la estabilidad
numerica sino que en algunos casos se vié muy inestable P, E. en
el problema 8 de la serie en que n=27, m=81, k=27, e IBC=1l, 1la
solucidén que se obtiene con el algoritmo de Sargent es muy mala en
cambio el algoritmo de lLemke s} da la solucién correcta lo mismo
ocurre para tres problemas de la serie en que n=8l, n=243, k=27 e
IBC=l. Para la serie de problemas en que n=Bl m=243, k=81 e IBC=1l
en ninguno de ellos, como se ve en la tabla 2, se llega a 1la
solucidén independientemente del numero de iteraciocnes. Parece ser
que al aumentar el numero de iteraciones el problema se
desestabiliza cada vez mias hasta que 1o que se esta procesando
esta completamente alejado de solucién alguna y por tanto, para
esos problemas, el algoritmo no converge. Lo que sl se puede decir
es que el numero de operaciones, en el caso de convergencla, si

disminuye en comparacién con el algoritmo de Lemke.

ES muy importante (en el caso del algoritme de Goldfarb
e Idnani) sefalar que al hacer la seleccion de la restriccion

violada que entrara a formar parte del conjunto activo, se hard de
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forma tal que se tome la que tenga el valor mas negativo, ya que
si esto no se hace, el numero de iteraciones y por tanto el de
operaciones se ve enormemente incrementado. Otra cosa importante
de apuntar, es que el cdilculo de Q para la actualizacién de la.
matriz J en (3.29) debe llevarse a cabo con matrices de Givens
pués, si se hace con el método de Householder, aumenta muchisimo
el nimero de coperaciones, como se muestra en la tabla 3, ademas de
que la estabilidad numérica se ve enormemente deteriorada, por lo
que el numero de iteraciones se incrementa y en algunos casos no

se obtiene la solucion.

En la tabla 3, se dan los promedins de operaciones ¢
iteraciones de los mismos problemas de la tabla 2 aplicando solo

el algoritmo de Goldfarb y tomando en cuenta lo siguiente:

En la parte A se aplicé el algoritmo a los problemas,
calculando la matriz § mediante el método de Householder, y luego
multiplicando esta por J, para la actualizacién de J cuando se
agrega una restriccisén al conjunto activo. Considerando que 1la
restriccioén que se elige para entrar al conjunto activo, es 1la
primera restriccién violada que se encuentra. Y ademids, que los L
no se toman como restricciones pues el punto solucién es positivo.

En la parte B, se hace lo mismo que en la parte A pero
considerando que la restriccion que se elige para entrar al

conjunto activo, es la mis violada.

En la parte C, la actualizacién de J se hace slempre con

matrices de Givens y la seleccion de la restriccién a entrar al
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conjunto activo es la mis vioclada, al igual que en la tabla 2.

A B o]
s | n | m |k |[IBC| OPER |ITER| OPER ITER{ OPER ITER
T 9 [ o1 [T 3 3 1 2 T
1 (5 [ 910 3 2 3 T 2 T
2] 919 | 3] L 7 6 5 3 Z 3
2 [ 9193 [0 5 4 5 3 4 3
3 [ 9 [ 27| 3 | 1 18 | 19 7 3 5 3
3 9 | 27 3]0 T4 | 12 7 3 5 3
45 27 9.1 26 | 32 16 i1 13 1T
4 [ 9| 279 [0 20 | 19 14 E] 12 9
5 |27 | 27] 3 | L 429 | 25 95 3 a4 3
5 (27 | 27] 3 |0 305 | 14 95 3 a4 3
6 (27 | 27{ 9 [ 1 €41 | 40 298 10 96 10
6 |27 27| 9 1] 565 29 304 11 98 11
7|27 81 9 1 1875 298 360 |13 148 13
7 |27 | 81| 9 [ 0 | 1306 [122 366 12 142 12
g |27 | 81| 27| I | 1885 [290 528 68 520 68
8 (27 | BY| 27] 0 | 1297 |163 661 40 331 40
9 |81 | 81| 6 | 1 [49379 [144 8224 9 1205 9
9 (81 | BI| 5 | 0 |34652 | 71 8467 19 1230 10
10_[81 | 81| 27| 1 |54178 (187 | 21453 28 2456 28
10 |81 | 81| 27| 0 |46853 [107 [ 21331 27 2434 27
TABLA 3

Donde:

s=serie de problemas

n=numerc de variables

m=numero de restricciones

k=numero de restricciones activas en la soluci¢n

IBC=1 si la matriz del término cuadratico esta bién
condicionada ¢ IBC=0 si estd mal condicionada

ITER=numero de iteraciones (promedio)

OPER=numerc de operaciones en miles (promedio)

Un ejemplo mis y que solo se corri¢ para el algoritmo de

82



G-I, pués sus solucidén es negativa, es el siguiente {Powell
[14))

2

minimizar £(x)=x, + x,+ 1/2(1041°x1 2

=20,
+ 10077%3)
sujeto a las restricciones

a5 X+ anx, 2=l ,  k=1,2,...,20

donde para cada k los coeficlentes tienen los valores

alk=cos(0.68 + 0.01k)
a2k=sen(o.68 + 0.01k)

cuya solucién es;

x:a-cos(o.785)/cos(0.005)

x;=-sen(0.785)/ccs(0.005)

De acuerdo a la publicacién de Powell [14], quién hace
una implementacién al algoritmo de Goldfarb e Idnani, (la que no
se llevd acabo en este trabajo) las restricciones activas en la
solucién son la 10 y la 11 y los multiplicadores de Lagrange
correspondientes son 0.650800943 y 0.763430178. Losresultados
obtenidos para este mismo problema con el algoritmo de G-I de este
trabajo son: 0.650806518 y 0.763424609. Si el ejemplo de Powell es
corrido sin seleccionar la restricién mis violada, el niumero de
iteraciones para llegar a la solucién es 26; en cambio sl se
selecciona la restriccisén mas violada el niumero de restricciones
para llegar a la solucioén, se reduce a 6. De aqui la importancia

de seleccionar la restriccién mis violada.
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Con respecto a la implementacién de los algoritmos, el
mas dificil fué el de Sargent, sobre todo cuando hay que quitar un
renglén y una colummna de 1la matriz M“. En el caso de 1la
implememtacién del algoritmo de G-I ¢l problema fué minimo
comparado con el de la implementacién del de Sargent.

Es claro, comc se observa ‘en las tablas 1) y 2) del
capitulo IV), que el mias eficiente de los dos métodos, es el
algoritmo de Goldfarb e Idnani. Sin embargo, si no se toma 1la
restriccién mas violada y la actualizacion de J no se realiza con
matrices de Givens, el algoritmo de G-I es bastante mnenos
eficiente y mis caro (como se muestra en la tabla 3) que la
implementacién que hace Sargent del algoritmo de LemKe.
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