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INTRODUCCION

En el presente trabajo de tesis se estudian tres temas. El
primero ee fue propuesto por la M. en €. Virginia Abrfn Batule. wmi
directora de tesis, v fue el gue wotivi este trabajo. El problesa
coneist.fa en buscar condiciones mr{;s v suficientes para que- una
‘mtﬂc- tuviera un cierto nimero de arborescencias g«leradbms‘

ajonas ‘", en especial se querfa que la digrdfica tuviera =l nUmero
efixisc de égtas, es decir [Tv{%(rl’)—)-l—( ] Como toda digréfica es
subdigrifica de un tornes; we concret#- s la. tarea de estuddar este
Dll';ble.l solamente en torneos, va que $i encontraba las condicicnes
necesarias v suficientes para este casc, serf{a mis fdcil encontrar la
'ol’cjﬁ.um una, gigréfica cusiquieps. EiL; viu‘:b.lo-a lo pude resolver
para toregos con un nipero par de vértic'-s y solament.s encon' ré unasg
copdiciones neceurlu perc no lam Mtcienm para los Lorpens coh  #n
odserc impar de vértices. Tanbidn ee encon!.rurop 1as  condiciones
necesarias v wificientes pars. que un Lorneo tenga- dos  arborescencias
generadoras sjenas v las necesarias para que tenga 3. asf como algunas
faniling de toroegs que tiepen las [ W'H;;_IIL,_LT ] arborescencias
generadorads = jenas.

-TI;GO Lo anterior estd contemplade en el capftule de

Arborescencias Generadoras.

by ¥

- NS Geuasepcehgi; @ un  arbol  @rigudo  donds & talos low vertices
1tenan’ “grado’ interwer une, sxceptor un  vériice Uamado °~ raiz, ol o
LLene Qrofe interLor cero. Una arbnrascencia generadora de ura
dgratica B " und eubdigralica de [ la  cual o8 una arbaresena
¥ . oontiene todos . lom vertioes de . D. Bos  arborescencias son  ajenas  w

nn tienen flechas en Gomun.



Durant 2 la investigoacion sebre of tems a) cual we poferf <n o]
péyrrafe  antepior  2pcontps vorias proposicianes ACRTC de
arborescencias, una s ollas, [, o, 371 v HR, p, ). dire aque los
¥iete epunciados sizuientes son equivalentes xi I es una digrdfica
won # vertices v gue ademds, carda un~  de  éstos  caracteriza a  una

arborsscenciag

1) D wes debilmente conexa ¥ sin ciclos.

2) D es debilmente conexa con n o« 1 flechas.

32 D es un 4rbol dirigido con vértice rafz r.

4 Existe un vértice r & V(D) tal gque para todo vértice v e
VD) existe una unica trnve«:t,c;ru dirigida de r a v.

5 D os debilmente consxa v B ~ (£} no ey conexa para todo £
= F(p., )

6> D es debilmenie conexa v Lisne. un vértice . r tal que
grad’fr) @9 vy gradfvd wt si v = .

7Y D no tiene ciclos y contiene un vértice r© tal que grad (r)

®x 3 v grad(v) =1 si v *

Una proposicidn debida a Crestfn (4, p. 35} asegura que es
pogible asignar direcciones a una  grafica conexa G, lograndc una
digréfica que contiene una subdigrarica H la cual es upa
arborescencia geperadora de G, de tal forma que cualquier N.écha que
no pertenezca & H  estd en un ciclo dirigide.

Si el conjunte de vértices de una digdfica D es e eae vn).
Wdo la matriz de grado interior M o [ ks i " y la Iatl"l‘l My

gue se define como la matriz M guitando 1> columna i v <) rengldn

N v =& Yy ¥ 4s el numars 4a flachae
s de  vp A .

grod tvp avp o= oy



J se oltienen dos resaltados bastante wmpaprs antes. Bl primers. Aire
N L TR 8

e D oes una arborescencia si v silo si kia = v ool
1 sip*r

determinante de la matriz M &< 1 para «lgdn r & O 1 A

fleande este pesultade Thtte, (18, p. 1551 v {4, p. 51, cnconted ol

wimero de arborescencias generadoras ajenas con vértice rdie v, fsle
v

pstd dadn pop ol sleterminante de la matriz  Mer,

En el capftulo de Arboriscidad por Véptices de este trab,jo  se
o

desyest.ra que para toda gréfica G la arboriscidad por  vértices

MG es menor o igual a {l_tz_‘?_(fl }: si 6 es plana entonces ~(G>

¥ 3 y que para toda grifica n=partita completa G = l;(p|. cee 0
. . ' .

la arboriscidad ‘por vértices e ~( G Y = o - man{ k 1 £ pen= k o

Can
Todos estns resultados fueron oblenidos de un  artfeoulu  escrite  poyv,
Gary Chartrand, Hudson V-Kronk v QCurtis E.  Wall llamade "The

-PSint=Arboricity of a Graph" (A1,

-Un tema relacionade con la arboriscidad por vértices, es el que

141

trata la arboriscidad lineal peor vériices af() de  nna  grdfica

O, En el dltimo capitulo desarrcllames este tema dande los resultades
encontrados en dos articulos. el primero pubklicado por K. 8. Pah

f171. se demiestra aque afG) ¥ 3 si 6 es plana v el segundo de

N neGd
Hakoto Matsumoto {131 guien demuestra que a(G) < { # [T para
o .

La  arkaniesidng por  vérticas MO e ure grancs a e =i

Aumete mirires e Suhconuntas Quae  cumplar oo In prepradad da 4ot ane
£OTNciIAn de VG vy de que odemas rada VLY san un hoaque,
* Ln  arboriscidad  lineal  par vartices otfh de  unna Jraten n, LL3
Aelina coma sl mern mintme as Subranpinton v, . . v que
cumplen ron la  propiedad de  esr  ura  parlicion e v y ademde qus
crdn coOmponenie roneaxa dé cada SV 580 una thayecloria.



Loda gréfica G v si 6 es conexa v (G = 25, atg) =t + [E_;f_) ]
si v s6lo si G es un ciclo o isomarfa a  K7n.s.

Sobre este tema obtuve dos resnltados. =1 primero es un
complemento a la iilt.ima propnsicicn que enwncis. la cual dice que s1
G es conexa, A(G) m 2n -1 v (VG| = 2n. n > 3, alG) = [ %51 }
i v solamente €i sucedes una de las siguientes eopdiciopes;

N 1) Existen dos vériices no advacentes u, v « V(G tal aque
gradlw) = qn ~ 3, graddv) = 2n - 3 v dos vérlices distintoe x v z
aue o son advacentes &8 11 vy v respectivamente,

2% Existen dos subconjuntos ajenos Vi vy Vz de A A<c)] de
‘cardinalidad tres. tales que < Vi > v (Vs > inducen -un bosqgue

cuvas componentes conexas $on travectorias.

El segundu es el cdlculo de 1a arboriscidad lineal por vértices

de una grAfica n=partita completa,

Todo le anterior es el contenido ¥e este trabajo de tesis, en el
cuyal tambisdn se incluve un capflulo, capftule 1. con las definiciones
v conceptos bisicos de la Teorfa de las Gréficas,

» Por iltimoa, aunque en este trabajo no se toca el tema. quiero
espunciar por su importancia v pelacisdn con los temas de arboriscidad vy
arboriscidad lineal por vértices alguhos resultados importantes acerca
de la arboriscidad lineal por aristas, la cual se define como el
nimero minimo de subconjuntos del cohjunto de aristas de G, cuvas
sraficas inducidas tienen por componentes conexas travectorias, este

nimeroe lo denclaremos por =(G),

Akivama, Exoo v Harary (2] publicaren en 1980 los resultados:

= = {9-}'2} para todo Arbol T :  K(mand = { nt fmnd }



3 - 1 sim=n P -
donde flmony = a cimen UKe) = {%} si G ¥ lana

36 = 2. Definen ademis NCG) como e} wenor pilmero de trayzatarias
o

.
ajenas por arigtas Po ¢ G tales que U Aty = MG v come
L=

el mepnt mimepo e trayectorjas Po: R nn o peresariamente A jeras.
e

tales que U AtPY = A(G)., v relacionan ¢stos nimerns con  la
Can

arboriscidad lineal por aristas de la siguiente {arma; necy = TG

sivsilosi 6K, p) v NG = 7G> siysdlosi 6=Kdpd o
G = R2,p): F0A) 8 ACLEGYY » a(L(GY) donde L(GY es la zréfica de
lineas de G, ™

Este artfculo dio piéd a olros, los cudles ‘trabajaran con  una

conjetura dada por Akivama, Exco v Harary: =Z(G) = { !’_% } .

Si V@G & &y, ... . v)Y v gradlv) = g diremos que G L1
una (g, ... . g Y=grdfica, Vi(G) indicard #1 conjunte de vértices
de-grado k de la gréfica G.

Pavel Tomasta [19) demostrd lo siguients: S{ 6 e una “. 13,

<.+ B)=gréfica entonces =(G) = 2: =G> =4 si G es
cual también fue demostrado por Hikoe Enomoto y Bernard Peroche (93
i A(G) < 4. AEY =3 y ( ValG) > es una (0. {dr=grifica ant.onces
Z2G) = 2. 88 G es S-regular entonces D = A si G s

s )
8-regular entonces =(G) = 5; () = {-S—Ag—‘— } i 546> es par v
+
o((eh IS {S—ME'%—S} si AU es impar. En este art.fenlo se  comenta

que la arboriscidad lineal por aristas de las gréficas $-regulares as
3, ¥ que este resultado fue publicado en Hath, Slovaca 20 de afio 1080

en up artfcuic llamado "Covering and vacking in graph III: Cyclic and

-
s grafico de lineas Lim de uma  digraties L] e delina  Ae  In

Mg ents marars Al = vaue v €eg, v Ge. dAM & ALLiOD "y
arinmarsa a  fa, B>y r, 4% san incidenies en A

A



acyclic invapiants” ascpite par log va mensionados Akivama, Exes v

Harary,

En =1 afio 4o 1084 Filip CGuldan. [10]1 v (11). publice 1a
siemostracicdu de- gue 5§ 6 es una 6.5, ... . SY-grafica antoncss
“{G> @ 3 Juntu son los siguientes resultados: Si 6 es una  grafica

+
r-regular, v > S5 lmpar v I(6) = { r—-:—-i } entonces para toda
+
grafica 6’ que sea (r + S)-regular tenemos gue Z(G') = { "_5.,2 } .

Como para las gréficas 0 S-regulares. T ® 5, va sz demostrd que

L d
W0 = { '-'—-z—i} se nbtiene por la proposicién anterior que toda

grdfica 10-regular Liene arboriscidad lineal por aristas { §2+—£ }
[

= 5, OLros resultados obtenidos por este mismo autor son; i G es
v
r-regular, r impar, v Z(G) = { 5__2_1 } entonces para 6’ r + 1 ¥

+ + +
r*S regular F(G')-{‘—r-——-%-—’—l} Yy (G = { ("_3%.._£ }

respectivamente: si G es rp-regular, r impaPr v [V(O>| £ r ¢+ 2, . o,

F pary |V(G)| <r +93 entonces G = { rit } Guldan
L - +
demuyestra que si (G = {'i—z—’ } para las grAéficas r-regulares,

donde r £ 2n y r es par entonces si G es Zk-regular tenemos que

UG = {“—;-—lk} v por otra parte- que si para toda grdfica

2r-regular, r = n, su arboriscidad por aristas es r + 1 entonces
. [140) . = . n +1 A6 .
para toda grafica G { ge } s e = { n 1 MG } i AC6)

al® = n+1 A6 -1 .
9% par v {—Z——}SM(G)S {——F————z-——} si alGY es

impar. Utilizando este iltimo resultado, como va se ha probade aque
Z(G) = r + 1 para las graficas 2, 4. 4. 8 v 10-regulares se obtiene

que para toda grdfica G:

{2} s=os {§52])



£ ~f(G) wes par v i aCG) s impar

{”1(2}:43(61< {g.—.(m—l}

que son las mejores cotas que se han encontrado.



CONCEPTOS BASICOS

QRAFICAS,

Ilha gréfica 6 consiste de un conjunte finito no vacfo de  objatas
Hamulos vértices depotadu por VOGY v oup conjunto  ACGY  ane  consta
d= parejas no ordepadas de V(G) llamadas aristas. na subgrdfica H
de 0 a5 nna grafica tal que VHY = VOGY v ALHY = ACG), Tambicn

se dire que H estd contanida en €.

FL one {uyY = ACOY, diremos que los vertices o ¥ v son
adyacentes v 1o denstaremos u ady v o v ady u, ademds diremos que

a fincfde en u v en v.

Para todo v = V(G) el grade de v #n G 25 el nimero de aristas

d= G que inciden en v v se denota grado(v) o simplemente !rad(ﬂ. El

" grado minfmo 5¢7) de una gréfica G == el wenor de los grados de  sus
véptices., ‘Andlogamente se define ACG) el grado méxémo. La vecinda&
o el conjuntoe de vecinos de un vértice & eR‘una gréfica G, es el
conjunto N(v> formado por los vértices advacentes a v Si todos
los vértices de una grifica G tienen 21 migmo grade r. diremos Jque

G es reregular,

Sea VI = V(B v A'S ALE). G - V' es la subgrdfica de G que
s& obt.iepe al quitar los vértices V' y com> consecuencia las  aristas
qne son incidentes a algin vértice de V. De forma andloga se  define
G - A' como la subgrifica que se obtispne al auitar de 6 las aristas

de A’'. pero no sus vértices incidentes,

La subgrafica inducida por V', ( V* >, es aquella que tiene a

V' como conjunt.o de véptices v las aristas son las que tienen  ambos



ext.remos <n V', Dicha grafica <= oxpresa <V, Andlogemante <o

Axfin= la grdfica ¢ AT D,

n camino v,. v,. ... .V enuna grifica 6 = wna  sucesicn
alternada 4= vértices vy aristas donde (v, ¢ = AGY para tode i,
1 54 ¥a. Un paseo #n una grifica G v un camino en el cual no se
repiten aristas., llua trayectoria v vee vnl en una grafica 6 es
n pases en donde v x v para todo i # . lin camino cerrado. e¥
una sucesion de vértices v aristas en donde el vértice inicial
coincide con el vértice final. Un cfclo Qv ..o o Y. V) es un

cAminn ceppadns LA A v‘\ donde v = v, para todo i = J.

Ls longitud de un caminn es i mimero de aristas que lo forman.

En 1la grifica que se dibuja a continvacidn V@) = (p, 4. r. s,
vy oy AGEY = (Y, (p, Y, (n, LY, ‘p‘. nw, @, & da, t¥. {q,
. @ v, fr, L2, (r. W, o, vI, s, uy, {8, vY, {4, ¥), NCp) =
(r. s, 1, 0, 5(G> @ ACG) = §, as? pues es una grifics 4=regular,
. r, b, v, 2, s, M, p) &8 UN ciclo ¥ la. ¢. »., 8 v. r, u} una

trayectoria de longitud siete v seis respectivamente,




Loz erdficas siguicntes representan bos: subdigraficoas inebesidas

ror dp. r. s, by ¥y {al b 6} pespectivamsnte,

P

Dos gridficas G v H son isomorfas si v sélo si exist~ una  funcidn
bivectiva £:VE) —— VIH)  tal que si fa. by = AGY ent alces

{(f'ead, fCbdY = ACHY. Esto lo expresamos G = H.

Las dos grdificas siguientes <o isomorfas, Consideremos  1a

funcidn (x> @ x’,

-/

fina grdfica completa 2s agquella ¢n dopde toda pareja de vértices
son advacentes, La grafica completa con n vértices la denotaremos
por K.

10




[ ) L]

Una grdfica G =« bipartfta si existe una particisn de V(G) en dos
conjuntos Vi v V> tal que cada arista @» incidente a un vértice de Vi
'_j/ a oLr? Qe V. A Vi y V2 le llamaremos la biparticién natural de G.
Une gréfica G es bipartita completa i G es bipartite v si Vi, V: »s
la h.rt-lcmn natural de G, cada vértice de Vi es advaeente a todos 1os
veértices de Vi, en este caso G se denota Kim, nd si_|Vi] = m 14

|Ve} = n.

N1l
Una grafica G es ii-partita si existe' una particicn de G en n
conjuntos Vs, ... . Vn con la propiedad de que sl (u, v} = ALG), u

a¥.'y VeV, éntonces 48 j. A Vi, ... . Vn 1s llamaremos 1la

‘n-particidn natural de G. Una grifica G es n-partita completa si

11



NSt wna pepartickdn Ve, L, 0 Ve de o) manera que i H &
eotoyces M oady v opara Lodo v o= tVIGY - VO, Estas griaficas o

depntan KCp . ... . pd. donde po= [V

xi1e2)

{ilna gréafica G es conexa si v sdlo si para cualguier par de
virtices existe una travectoria gque los upe. Las componentes conexas
de una gréfice G son las subgrdficas de G que son mdiximas con

respecto a la propiedad de-ser conexas,

Un érbol es una grafica comexa sin ciclns. Un bosque =& una
5:‘#!’1&.: acfctica. En un Arbol los vértices de grado 1 se llaman

vértices termipales.

" La gréfica signiente pepresenta un Arbol cuves vértices Lerminales

son a v b,

12



A un passn de £ aue ntiliza todos loe clomenteos de ACGY  s¢ le
llama  paseo auleriano. Fi el vértice inicial y final de un pases de
osta natiuralaza coinciden, esbaremss hablando de un  pases sulerfano
cerrado. Iha grdfica G e suleriana $i contiens ur pases enlerians

neyrado.

Un eiclo hamiltoneans on una grifica 6 es un cicle que  uviliza
todos Lo veptices de G. Una grafices hamilitoneans o9 una grifica que
cont.iane Um ciclo hamiltonesno. Uma traysctoris hastitsneans en una

gréfica G, as wma Lrayecloria nue ubilize todos los vdrtices de G,

La grifico siguients o eyleriana v hasiltoneana.

iins digréfica D consiste de un conjunte finito no  vacfo de
objetos llamados vértices denotade por V(B> v un subconjunto de
¥(DIUV(D) dendtado por FED) cuyos elementos Son llamados flechas. Una
subliigréftes K de D es una digréfics tal eue VIHY s V(D) v FUD

% FCD). Tambidn se dice que H esxtd contenida en D,

‘8t 1a flecha Cn.v> @ F(D), diremos que 4 y v son advacentes

19



e espacificaments u es gdyacente 8 v ¥ Vv &€ adyacente de .. ¥i
£ s ¢u, v¥ =« F(OY  diremos que  {incide de n, f {ncide en v.

es =] vértice fnfcial de f, v e¢s el vértice final de .

Para todo v = V(D) »#1 grado interfor (exterior) de v  on D
a5 el nimero de veéptices adyacentes a v (advacentes de ¥ Y se
denota grad (V> ¢ grad;CV) 3. Denotaremos por & (6 C A€ ) v

ATCGY € ATC® > el grado interior C(exterior) wminimo v mdximn
respectivamente. )

Para cualquier subconjunto § de V(D) definimos al conjunto de
vecinos internos Cexternos) o vecindad interfor (vecindad exterior)
como {x 7/ (x, u) @ F(D) para algdn u # 8 ¢ {x 7 Cu, x> <= F(D) para
alglin n = §Y 3y denotamos a #ste conjunto como N (5> ¢ N 2,
en caso de que £ oonss.e de un solo vértice n este  conjunto  se

denot.ard N C(uw ¢ N ),

Un camino v_ . v, .... .v, en una digréfica D es una sucesidn

. N L] .
alternada de veértices v flechas donde sucede gque Cv_ ., v) e F(D) o
v,v,_>eaFMd paratodo i, 1S1s3n Enelcase de que v, .

v)) & F(D) para todo . {, ‘1 $ 1 2 n, decimos que el camino es
‘dir{-geido. Un paseoc en- una digréfica D es un camino en el cnal no se
‘repiten flochas: sl.,dicilo camino es dirigido wntonces se le denomima
paseo dirigido. Un camfino (paseo) cerrado..es un camino (paseo) cuvo

vértice inicial coincide con su vértice final.

Una trayectoria (v, ... . v,] en una digrifica D es un paseo
en donde v, ® VvV, para todo., 1 » J. A v, 14 VYa se  les uu._- )
vértice iniciel v - finsl respectivamente. de la travectoria. Una
uv-trayectorfa es una trayectoria con vértice inicial uw vy final v
v se denota T(i, v). La trayectorfe es dirigids t;.._._.._—._v:l i
¢s un paseo dirigido en donde v ™ v para todo i = f. A v, A4

14



¥, se les  llaman  veprbice  indcial v Cinel  1espestivamente e 1a

trayectoria, Hna yv-trayectoria dirigida »§ nuna travecturia con

vértice tnfcial 4 v fimal v v se dennta TG,

n camino ‘paseo' cerrado dirigido, #¢ un camine dirigidn <(pasen
dirigidos> cuyo veértice inicial coincide con su vertice fipal.

v) domde v = v

fin ciclo =% un camino cerrvado [P A ! )

pars todo | = § V Llasemns clcle dirigido- & un camino  cerrado
dirigido donde v ' v, para todo i ® §, v sme denota
M

eV, ¥ 2 La fongltud de un camino 23 ol ndmero de flechas

que in forman.

fina digrifica D es conexa 51 v $5lo o para cﬁalauler par  de

veriices axiste una travectsria que log' une. Las compohentes conexas
de una digrifica D son las subdigréficas de D qgue son miximas con
respecto a la propiedad de ser ronexas. Si para todo par de  vértices
Uy VvV existe un véptice & = V(D) tal gque existea una travectoria
TG v TV V) entonces diremos que D es debilmente conexa. v

#i existiera Tlu, v) y T(v 1w la liamarfiamos fuertemente conexa,

En la gréfica siguiente grad<d) s 0 vy grad'(d) = '2. N =
G, . NC(j & L&, 4, Se_g S = {a, i.)‘_)ﬂ entonces N.'(S) = (h, <,
b.e,m> ¥y N(S)® (n, d). Esta grifica es Adhilmente conexa va aque
hay una travectoria dirigida de d a cualaquier otra vértjce, pero no
28 fuertemente concxe ya que no éxiste trayectorja dirigida, excepto

1a trivial, aque parta de h - o llegue a d.

A Kim g n, L el J,T Y s  una  travectoria dirigida v
G v Ik w e es un ciclo dirigido de longitud O v S

respectivemente.

15



Dos digrdficas D v H sor {somorfas si v sdlo <i existe una
funcidn bivectiva V(D) —s VH) tal aue si a, b & FD

entonces  (fCad), £(b)) € F(H). Esto lo expresamos D = H,

Una digrafica es un torneo si para toda pareja de  vErtjices
distintos u, v @« V(D) Q4, v> = F(DD o (v, ) = FCD). A un  torneo

con n  vértices lo denotaremos Dn.

A continuacidn se musstran los torneos de 3 v 4 vértices,

15



JANVANY/
A A A

tina digrafica D »s k-balanceada si para todo vértice o= VM

'nad;(u) = gred (u) ® k,

Sea D una digrdfica, V' s V(D) vy F' s FD), D = V' es la
subdigréfica de D que se obticne al quitar los veértices V' y .como
consacuencia las flechas que inciden a vy de e!'.o. vert.ices de v, De
sanera seme jante D = F’' es la subdigrdfica que -e obtiens quitando a D

las flechas de F' pere no sus vértices iniclales ni finales,

La subdigrifica inducida por V’ es dquella que bléne a V' como
conjunto de vertices v sus flechas son las flechas de D que tienen sus
vértices 'ﬁlcl-l v final en V?. "Dicha digrifica. se expresa <V,
Andlogamente puede  definirse la digrdfica inducida por F', como
agquella que tiene a F' como conjunto de flechas v cuyes vértijces son
los vértices iniciales v finales de las flechas de F', dsta digridfica

se denota como <F'>,
A cont.inuyacicn s» muestra una digrd¥fica vy wuna subdigrdfica de

wlla que coincide con ser la swpdrigrifica inducida por los vértices

17



a, £ ho i g v opar las aplstas m,. n. o0 pogo VoS,

A un pasen dirigido de D que utiliza todns los 2lementos 42 Frid
se le llama paseo euleriano. Si el vértice inicial y final de un
paseo de esta natureleme coinciden, sstaremaos hablande e un  paseo
eulerianc cerrado. Ina digrdfica D es euleriesna si contiene un  pasen

sulerianc cerrado,

Un ciclo.hlnﬂtonl;lno en una digrdlica D es un ciclo dirigido que
utitiga todos lo veéitjces de D, Una digr#fica hamfltoneansa < nna
digréfica que contiene un ciclo hamiltoneans, ha  trayectorfia
ham{1tonsana en una digréfica D, es una travectoria dirigida que

utilize todos los vértices de D.

Diremos que u alcanza @ Vv o v es alcanzable desde u si oxiste
una uv=travectopria dirigida. §i s2 tiene que para todo v = V(DY "
alcanza a v, diremos que 1 es un veértice fyente o rafz, "En el aass
de mie para todo v e V(D) v alcanza a u, decimos que u es un

PoZO. .
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ARBOPESCENCIAS GENENERADORAS

El problema crim ipnal «e sete  capitala econsists en eneont.rar
eondiciones perasarias v osutlicientes  para gue  qi Lerpes eon 14
f

VErLice] tapgn [ = ] arporesrenstas grtintadaray s jepas,
Z

bafintcida .

linay dige-ifi-+ o un irbol dirigido $i +s ~oneva v sin viclos,

Iy digriitiv: I <% npa srborescencia si D es un -irhol dirigidn v
cumgele las signientes condiciones;

47 Tiepe wn veiptice r. tal que grad:.(r\ = 0 ilamado praiz.

bY R ow= € VD) ~ {r) ) entonces grad (u) s i,

0 =% uns arborascencia generadora r.1e una digrafjca € «i D es  una

arborescescencia v VO 8 VIE,
Dos arborescencias son ajenas #i no tienen flechas en comin.

Primern veamos porquéd nos interesa que un torneo tenga [ g— ]
arbyrescenciag generadoras ajenas. Sea {As, Az, ... , Anr) el
conjunto de arborescencias ajenas en un torneo Dp con p vértices.

D . (g ~ 1Y
| U RS | 5 | Fopy | = B2,01D

r=a

JUFAS e CHFAD {m L=1 =np = 1.
tE 121 i

.

p - 1% L
2’22—1‘~ por consiguiente n v 5

Entonces atp - §Y ¢
Por 1o tanta n o~ [g] donde U x 1 es ol miximo entero menor
o ignal a x.

Da 1o anterior obtencmos la siguients:



Fropasicidn 1

El toimate. o ple

2ieciay genepradoras ajenas ey ne torees con

]

Fabwwos  gue tode taanes Liene ol ey Ny travestargg

vert jces es oA Lo pAs [

]

fesmiltoniana (L0, po AL, antonces todo fopgess Ciene ol metoas [T
Mboresceacia, Ademds, wsando el tearsma de aue tado vértice en oan
tornee fiasrtoments Soheso v b= % estAdA contapide s e sl
Atrigido de lengitad k. 3 ~ k¥ p 0 R 0 1)L slemost parenas IR

signuiznte

Proposicidn 2
$i Dr es un torneco fuertemente conexo, p ¥ 4, entonces [y tiene
al menos dos arborescancias generadovas Ajenas  can sSptilres  fuentes

dist.intos.

Nemostracicn:

La demostracidn se hard porinduccidn sobre p. 2l nimero de
vértices. .

Sea p ® §. .

Entonces Dp debe ser isomorfa a la grafica siguients;

A Ve, Fid [ Vim V(Dp3, Fr @ AL vz’. v ¥ 3, v

v Azs (V2. F2) | Ve VD) Fz @ ((v,, V‘fl, vy, v‘x v , v’ﬁ\ son
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ok arborescencias ajenas con vERLicss Fispt es AT TR Pe anuf
aue =1 resulrado se sigue coando @l Jarnegy  Pasrtemsnts  copexo  Lispe
At ro vertices,

Typangamos 10 s1gatente. Si Do oes oun torhec (v Cementes CONEND
& e [ e ol meenes dos arboresiegcioes ajeges con cEr) joss
UL A FEURYLET

Ahora s#a Iy un vornes fuertessnts conexe ton p e Kk,

Sea uw < VD vy Qoan ciclo, g @ V(CY, de longitud k - 1,
Tomnmos v & (VD) - VOM) ¥ considercmos [’ @ D = {v), D’ es
tornes con K o=t vertices, v ademds e fuertemsnts  Conexo  ya  que
C =D, por 1o tante D' tiens dos arbarescencias ALV A con < ¥ ¥
sF vdrtices fhantes lespectivamente v v o= oy

Par hipitesis v es  fuertemente 2onesa,  entonces aXiste un
vertice w = VCIRY, fw, ¢) = F(DsD, A owoar U AW, v es  upa
arborescencia generadora de Dr con véptice fuente x.

Una segunda arborescencia generadora A2 de D se nbhisne cuando
A A} e animos ta flecha (v, ¥) o (v, V). segin cnal sea la flecha
e partenezca y F(MS, v su véprice fuente serd 3 o v segun  sea
2l caso.  Puede suceder que v ® v si esto sucede As  Ia construimos
ahadiendn 1a flecha <, v o v, W) segin sea ol caso vy Az

abadisnde 1a flecha (v, v, Ee claro que FOMY ) FlA2) @ 0,

La conexidei fuerta an un toprpeo Dp  fasegura  la existencia | de
[ % ] arporescrncjag generadoras ajenas?

Estudiemos o] tornes de la paAgina signisnte.

El mimero 4e flechas 2n Do es igual al nmimerc de aristas que
necesitamos part formar 3 arborescencias generadoras 'ajenus. La

digrdfice dibujada es fyerlemente conexa, va ngue contiene al ciclo
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Ty YL v_ v v v % El grade  intepioa ol un vEphice, e s

[ - B - et -
Arbopascencia. ee a lo mds 1, Entonces v v S0 iy 0 v oL I v Y

fv, . v, 1 deben estar en  arborescenciag distintes. pern $olamente

= olEst intag = (s, L Lo tiats e sty

podemas forpmar 3 arhor2scen.d

digrarica e impegible fotmar las L arbepscosiniag dessele,

Pe estd concluimos que el heche de aue un toruen sea  Caertements
conexa no hos garantiza la existencia de [ .i-.‘ ] aprborescencias
generadoras, ESto nos lleva a pensar ane el grada  intevior e 1os
véptices en un torneo 45 muy importante para tener  las [ ;—’ ]
arborescencias .

Observacidn;

Claramante dqueda establecido ae i M. 8 W tornes  ame poges

[ % ] - arbore

entonces 21 nimerd de vértices que tienen la propiedad de szt fuente

rencias  generadoras  ajonas: Ay, Az, L., A v

[ 7]
en al menos una de ellas eg a lo mis [%] 1 porr lo que  p - [ g ]
corresponde a [a capdinalidad minima del conjunto de véptices ae

o son fuente de alguna A, i = L, 2, ... [ % ] . es decir



‘pad;.(\‘) ® 1, e amuf que grad vy [5 ] para al menos [ % ]

Vet ices,

Proposicidn 3

Sea Deoun torned ot un ndmero par de vertices, Ii Dp tiene %
arborescancias generadoras ajenas A, ... , A [ ent.onces
(7]
"
LIFAY [ » [ FCD) | . donde heB
Ve

Demostracidn:

| FCDpd | » 9_‘.!'1'_1?_

| FCAO | @ p = para todo 1. i =i ... B

Entonces si h = %, : | FCay | @ : (p =) w

[ X
“hp=1>=p-1)=
s | FDed | -

proposicidn &

Sea Dp uh tornes p @ 2k, k = B, i D¢ tiene % arberescencias
generadoras ajenas, entonces =ilsten al menos g- vértices. con srado
interior %.

Demogtracion;

Sea h-[;—‘]-% POr Ser p par.  Sean  Au. .., .A[g ] las

?
arborescencias generadoras de Dp. )

Por la proposicidn anteriopr : { Fean | = | Fp) {. por Mo

LER
cual $i v no e¥ Cuente para toda arborescencia AL tenemos  que
¢rad;‘(v) st para todo i, 4 = ¢, 2, ... 5- . por lo tanto
crad] v) @ B Vértices fusnte a 1o més hay § . de aanf aue hava al
menos  p o= % g vértices con grade intepior % $i p 28 par, g

23



Proposicing 5;

Sea D oun torneo, p e 2k, k = %, Ti D tiene g arhorescencias

generadoras ajenas entonces ¢r¢.\d;"(v3 -~ g para v = V(DpY,
Demogt.racicn;

"~
Por la Proposicicn 3 si h e 5—' entonces L | FEAD | | Foppd |
v E

"
£Or Lo tenta  gradp(vd s .E.l €rad vd [ Ltenel, o

X}

propostcidn o:
Sea O un tornss, b ® 2k, k @ 0, 2§ D tiene % arborescencias
grneradaoras ajenas A, A7, ... , A

ey « VD) |.v s pafz en algin A )
Ve e grad vy E .
Demost.racidn:

# grad (> %1, peratode i=1.2,.., .5,

Comover 3j jet 2 ....5, donde gradg;(vr> =0
n .

Entonces si h ® ;—‘ . grad (v e T ‘Md;‘(v) < % -1,
Ve

Por lo tanto grad’tv> ¢ §.

n
© Si he§ . gradtv) e Egradg vy < L.
-

Entonces existe §, je® 1,2, .,. ., § . donde  grad, (v> ® 0,

Por lo tantn v es fuente en Al g

ta Proposicicn 2 asegura aue cualauier torneo fuertemente conexn
tiens dos arborescencias generadoras ajenas. Despues de analizar  esa
Proposicion y darnos cuenta de que los grados interiores de los
vertices desempriian  un  papel importante encontramos la  condicidn

necesaria v suficients para que un tornen tenga dos ‘arborescencias
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EhlrrAdabas s peias. Antes e vl Sgto demostraremos s} signienta

Lzma 1
Ti D oe un torpsce con po overtices v tiene k * 1
srhopescencencias generadoras ajenas entonces hay a 1o mas Kk ¢+

VErticos de fngrade K.

Demost racidn:

Fupongames e oxisten m s k ¢+ 2 vért.ices de  ingrado K.
Definamos Il @ { v = V(G) | gmd;rn’) = k). Sean AL L. L Ake
las arborescencias generadoras ajenas v R ® (v = VOGY | v a5 rafz de
A para algdn 1 = ¢, ., K> )

IRl =k *+ 1. Como |0} D>k +1 existe wn vértice u tal  que
wel v ueR, Entonces grad;‘(n) = | para toda arborescencia A

e
Por lo cual k = g:-ad;p(u) 2 :grad;l(u) = Fi1eke+{ 1o enal  es

KT} Y

una contradiccitn.
Por 1o tanto a lo més axisten k + 1 véptices de grado

interior k. ™

Corolarieo

Sea &°CDPY = k.

fL Dp tiene k + 1 arborescencias generadoras ojenas  por
aristas entonces hay al menos p = Ck ¢ 1) véprtices de grado
interior mavor o ignal a Kk ¢ . "

;’ropcrlcfén ?

Sea Dp un torneo con p vertices ¥y 47C(D) = 1.

Dp tiene dos arborescencias generadoras ajenas con vért.ice raiz
distinto si v sdlo si existen a 1o mds dos véptices de grado  interior

1.



Demostracion:

-

Aplicands el coralario anterior obtenemns aque oy al mepnos p o= 2
VEILIcas cun gradn luterior mavor o igual a dos, por 1o cual existen 4
1o mis dos vertices A= grade interior 1.

-

Caso 1: Hav un sinico vértice de ingrados 1.

Saa T la travectopia hamiltoniana de Dp = (A, a = VDR v
‘rad{,r(n) -1,

Sean b, ¢, 4 = V(DY tales aue (b, ad, (c, b)Y, (4, B> = Fhpd,
Cyd esxisten ya aque 5rad£,p(b) z 2. S£i (c. by & FCT) entonces  la

dlgrafica Av @ TU ((h. a2 v Az ® [U ]a . v ] Ute. b son
va(ViDpI={a, b

dog arborescencias generadoras ajenas,’

$1 Ce, b) =~ FCIY entonces (d, b)) & F(D y se haria una

demost.racidn andloga.

Caso 2: Existen dos vertices de ingrado t.

Sean a. b = ViDp) tales ane ¢r-3d;P(a) - grad;PCb.‘: - 1. Como
Dr es un torneo Ca, td & F(IrY o (b, a) & FDpd. Sin perdida de
generatidad supongamos  (a, bd = F(Oed. Entonces (b, \.')_»= FeDpd 51
v es distinto de s, Existen dos vértices o, 4 = V(De) tales aue
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Co 0 v Ll oy 2 FODpy  ya aite grad; iy > 3,
™

aw l Ura | vy U ath, @3 es una  srborescencia  gensradora
Vet Ut Ded={a, iy

adena a Az om U e v | U dl e, Gnl oA
vetViDpr={a, b, c»

Caso 3; 47Dy = 2,

Sea T 1la travectoria hamiltonisna de D, Sea D' s D - F(TO
vy A una arborescencia maximal por vértices de D’ con vértice rafz
., Si VCAY » VID), A eF entonces una arborescencia  generadora por
1o cual la demost.vacidn va estarfa acabada. Supongamos ahora VA x
VCD), entonces existe un vérbice v tal ane v & VDM vy v e VAL

Subcawo 1: VIDp) = V(A ® (v),

&7CD") z 1 par lo cual grad,,(v> = 1. entonces existe un  véryice
W e VB tal que n, v2 e F(D') eptonces podemos  extender a A
akiadiende esta arista, pero esto contradice Lo maximalidad de ' A, por
1o tanta  VIDpd @ VA,

Subcaso 2; {u, v} & VIDpd =~ V(AY, .

Sin perdida de generalidad supongamns (u, v> = F(Dpd, entonces
grad’ (1> = 0, pero grad () = 1 por lo cnal existe W= VDY

IRV

tal que v, 1D = FCD™Y, por 1o tanto podemos extender A, Lo cnal es
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ta contradiceinn va que A e maxinall wor Lo fanta VoA o Vel s,
ubcaso ;0 VDR - VAL 2 9,
Toan . b, ¢ o« 0 VDD w» VExY 1, S ip. aY, Uy, by o« Fep, .y

ERTONGRE A Lo s e e estas Plechas se pnebn habeer neseia en 1a

traves

aria T, por 1o oval podiiamos st etfer A IS TR TTTL R (7Y
Clechas, apdijogamente en w1 cagn o, 13 Ch, o) = Fopes,

Ahora supongamos 1, ar vy (hor) - Fohrd, si alguna de sstas
flechas a0 fue wdela en T poadriamos extendat A, shlonoes SUpoOnZAmos
gte fr,. A ¥ th. 11 pertepscen a FCTY, por 1o tante is tlecha gque
une <« 1 aon o no b sido usada en T v esta flecha suticnde o A
lo cnal es wna contradincicn, poer lo banto VCAY & V(Dp),

Fi los vertices rafz de cada una de estas arborescencias  son
igvales hagamos lo siguiente; Fean b, o = VIrd dos  vepLices  tales
ane las flechas (b, pd < F(Dpd v (2, b @ FCTY,  Construvamos ahora
la srborescenczia A° » (T =~ (¢, b») U (b, an»

Da seta forma tenemss dos arborescsncias genepadoras ajenas  con

véplLices raiz distintos, ™

'w"ﬁ":“

A 1x Propesicidn anterfor podemos  agregar que  caando  tenemos

veptices de ingrado L. dstos serdn rafz de una de las arbopescancias,

Proposicicn 8

Sex Dp un tormeo con b vertices v 5 (0 w G,

Sea e VOO tal ane grad {r)> = 0,

grad tv) > 2 para todo vAptice v = (VD) = ip)) siv silo i

Dy tiene dos arbopescencias  generadoras ajenas.,
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Qemostracion;
Prine:n demostparemys gque | 4v = VD -;1..4; (¢ m 2y l oA,
o
Tapopgamas | (v = VEDRY ] ograd Ty = 2 <%,
\

| v s Veppy | gr.ul;‘Pl'v‘b "2 | =

Py & VP = £ry | grad,

m---"('V) ety | - 4, Pelre 0o pumile

haber onatvo vértices e grade intervior uno en un topnes. por fo tento
[ v = V(D) | grad CvY » 2% | = 3,
Consideremos D’ @ Dp = {rY, 0' es un tornen v 470D - 4,

Caso 1; D' tiene a lo mds dos vértices de ingradn t.

Por la proposicidn  anterfor D’ tiews  dos  arvborescencias
generadoras con vérbtice railz distinto, Si A Y Az son  estas
arborescencias con vértice ravz a v h respect.ivamente.  entonces
Alm mUdr. a2 v A, @ Az U (r. son  dos  arborescencias

generadoras ajenas de  Dp,

Caso 2; D' tiene Lres yvEptices de ingrade 1,

Si a, b, c = VDp), :rad;,(a'} - ‘rad;_(b‘ - grad;_('ﬂ . { ¥y o osi
(a, b)Y = F(Dy> entonces ¢ {a, b, c¥ 2 " AL B por Lo tuanto
Ca, v, (b, v, Cc, v) & FCBp) i v = CV(Dpd = {2, b, ¢)).
sean A7 = [ U ca. vo ] U b, e
veViDpleda, c}
y
Al e U, v ] U cee. an
veEV(Dpd={(a b, c.}
Sean ahora A1 s AT Udr, a> v Av @A) U e, b, (p, o 0, A

¥y Az son dos arborescencias generadoras ajenas.
En la pAgina signiente s: ilustran estas dos arborescencias., 1la
dibujada con linea continna representa Av v da  dibugada eon  lineas

punteaadas Az, -
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Proposicidn 9

Sea Dy un torneo tal aue  STCDpd - 2,

81 existe un in vert.ice ingrado 2 entonces Di tiene t.res
Arborescencias genaradaras ajonas, .

Desmavst pan inin;

Sea A < VIDY Lal que grad’(ad » 2,

En la digrafics D’ & Oy = (a) hay a4 lo mds dos vértices de
ingrada 1. por 1o tante D' t.iene los arhorescencias generadoras
ajenas A1 v Az, 8L X v Y son los vértices advacenltes a a  sea
Al® Av Udx, ady v Al ® A2 Uy, ad». Sea A la arborescencencia
de Dp = FCAS U A;)  con mayor nimero de vertices v cuvoe vértice rafz
es A,

Sea V' ® (v | v = VIDpd=V(AY . Supongamos V' » 0,

Fiv eV entonces Ca, v) « F(Dpd por lo cual dv. ad = FDpd,

de aquf que (V' C 2 v ATC VD Y e, Sea LI tal aue

“"—"'-v-“" =N gr 10‘(1 = 3 eptonces existe un vérsice b e V(X
tal que (b, ¥Y = FCDpY v (b, w> & FeA U Fras o cual  contradice

Ia maximalidad de A,

In



Us v
Upg

proposicidn t1;

Fi exists an vértice v = VD7) tal que;

O grad (w) s 0,

wr Do o~ € w ) tiepe k = 1 ciclos hamiltonianos ajenos.

Entonces D072 tiene k  arborescencias gensradoras ajonas.

Demost.racicn:
Sea VODn = (w )@ty . ..o n, Y
. Por la proposicidn 10 Do - { w } tiene k arborescencias

ajenas do las cuales Kk = 1 ¢an  travectorias generadnras dirigidas,
sean #stas Ac, Az, ... ., Ak, v la obra una estrella con Kk vertices,
11amémosle Av,  Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que el
centro de la estrella s u v VCA ® fu ..., 0.

Como grad Cwd = 0, w ady u, para todo 1 e V( Dz = { w 3 3,

Constriyamos ahora las siguisntes arborescencias:

AV e AU C e ud ) para ey ... k=,
2k -1
vy Av e A U Cw, oy,
(13

De esta formay se obtienen las k arhorescencias generadoras
ajonas,

A continuacidn ilugtramos las arborescencencias que

L 3
°

const.ruyeraon =n esta proposicidn,
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s . Ugay

Propoesicisn Il;b

£i existe an vertice » = VEDa) tal que,

O grad (w) & 0,

Y Do o= w ) spene k=1 ciclos hamiltonianos ajenos.

Entonces D2 tiene k  arborescencias gensradoras ajenas,

Demogtracisng;
Sea VODu = (wY)edn ..., Nyt
Por la proposicidn 10 Do = ( w t.iene 4 arborescencias

ajenas de las cuales k = 1 $on travectorias generadoras  dirigidas,
sean S$tas A1, A7, ... . Av-1, v la otra una estrella con k vértices,
1lamémosle  Ab,  Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que el
centro de la estralla s u v VCAR ® fn , .. ),
Como grad™(w) = 0, w ady u, para todo u € VO Dzv = € w > O,
Constriuyamos ahora las siguientes arhorescencias;

A m A UCCw ud ) para iwmig ... k=4,

2y~
v A m A U W, un,

V=4 .

De esta farma se ohtienen las k arborescencias generadoras

ajeonas.

[
?

A continvacidn ilustramos  las  arborescencencias que

construyeron on osta proposicidn.
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Proposicidn 12:

Si existe un vértice w = V(D2) fal que;

O gradCw) = §,

@ Dzt - L w tiene k - 1 ciclos hamiltonianos ajenos,

Entonces D2+ tiene k arborescencias generadoras ajenas,

Demostracicn:

Comn ;Md'(tv) ® { existe up vértice v = VO [In D tal que

(v, w) & FC Dav 3,

Considersmos D' @  Pov = {0y, #3223 U (0w, v,

D'

coincide con Do excepto an el santido de (v wi,

D' cumple con las condiciones e la Proposicicon A0 pop o sual

podemos considerar ta contruccidn hecha en estn proposicidn tomande 2l

viptice v como . F| en esta copstruccicon combiamos el sentido de  Ia

flacha

(w, ¥ de A1 por (v, w) entonces 1o obtenido son

arborescencias generadoras ajenas de Dz, ™

<



Proposicidn 13:

Si existe un veptice v & V(D) tal gue:

i grad’Cw? ¥ k.

W P » (9w ) tispe k =1 ciclos Remiltoniancs ajencs.
we3 Existe un vértice v e VPavd tal que N Cw) = ¢v) = N'(vd

Entonces Dz tiene Kk arboresconcies generadoras ajenas.

Demostracion;
Sea N(w) & tu, ... .u) 85k
- *
Congideremoz P’ o ¢ D Uy, wir 2 U [ U iew, a2 ]
1 18

D’ es la digrafica D salve los sent.idos de las flechas (4, w).

D' cumple con  las condiciones Jde 1la Proposicidn 11 o ia
Proposicidn 13, podemos considerar la contruccidn hecha en cada una de
setas proposicidnss, segun sea el caso. tomando siempre a1l vértice v

como 4. Si en esta construccidn cambismos 21 sentido de’ cada flacha
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fw, de Ay por a, w crteomnes [ oadt <en
arborescencias generadoras ajenas de Do,
* 7
™~ . ‘ * - ’ S -« s
Pe—— "" el Y
1o

Uniendo la proposicidén & v 5 obtenemos la propoeicidn aue dice

siguiente:; -

Sea Pp un tornes, p ® 2k. k = N, Si Dy tiene % arborageencias
-

generadoras ajenas con :rad;gv‘l k3 % para todn v VDY, antopssy

AXisLAN Al Menhos P véptiess aon grado interfor e.
Z : H

La pregunta qne se hace ahora o8 §i la proposicicn  siguiente es

cierta.

Ses Dp un tarnea, p ® 2k, k = B, i para tawdo véptice v & VD)

a5




|4

‘r.\vli‘sv) 3 0¥ ademag existen Al menoss :—' verhices  con grade

e [ tiepe Q Avhes) e s,
Z

interior %em.

Hasta ol moments no bamos padide cncont e s siemegt Lacicn o la
Witima propasicisn ni algin contrae jompls para wn pimero par | TS S
8. por 1o que na daremos ans  respussta gansral a la anterior
proposicldn. simplemente veremas aque dsta =6 Cierta para p® 2. p s §
Y 0 ® A apartirode os torpers con 2,4 vy & vértices aue onwpley
con estas condiciones (14, p, 91

Las flechas no marcales en log  torneos aque se&  iflustran o
cont.inuacidn soh tlechas dirigidas hacia abajo.

El torneo de dos vértices, que es dnjco salvo  isomorfismos. es

una arborescencia,

Hay dos torpeos con cuatro vértices uue cumplen las  condiciones

desendas.
TORNEO ARBORESCENCIAS

L1 X



TORMEN ARBORESCEMCIAYS

A /N

Pop Ultime ilustraremos los btorneos de séls veértices one  cumplen

las condiziones que mencicnamos con sus respectivas arborsscenctas,

S










R0



OR®






-

Neses después de haber escrito lo anterior, encontré un artfculo
de Mo Chung-fan v Cai Nao-cheng™ los cuSles definen Lo como
el nimero maximo de arborescencias gemeradoras ajenas en un torneo D,

n
v dicen que este es igual a wax{ m | T max( 0. » = ‘rad'(v‘) P} £ om D
121

donde V(D) ® (v, ... .v)> v grad(y) ¥ grad’¢v) si i = §.
Usando »1 resultado anterior demostraremos la siguiente
Proposicifin &
In tornec D2 tiene &k arborescencias generadoras si y sélo  si
grad ¢v) ¥ k  para todo vértice v & V(Dzv),
Demost.rasisn:
-

El resultado s~ sigue de la proposicidn 5.

CHUMNO-FAN, -, - MAN-CHENG, (= Tha AN rumber ~t evﬂ-d‘.,cﬂ nl
ALLOreecerces A 1aurnsment., Joarmal  of Araph Theory. a. 20M.302 .
ez,
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*»
Sea V(ODn) = (’v... EETTE A N -,
Sabemos por un resultadn que L grad (v =

(1}

2k(2k = 1)
2

Por hipdtesis grad (v) < k  para todo  vértice v o= V(DD

~ntonces wmax{ 0.k = crad'h'li @k = grad’(v) por lo tanto;

2 43
Cmax( 0.k »grad (vI> P> @ E¢k=grad(vd) =
PR (XX} *

LU C 2k -
MEEE =Dt ot ek

LR L grattv) = 2k =
(N} 124

2k

Por la proposicicn 1  sabemos que [ :——] ok as miximo por lo

cusl queda aprobada la proposicidn. s
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ARBORISCIDAD POR VERTICES

El proprsito de aste capftulo as darr colas  suberiorss  para | 8

arboariscidad por véertices, Las  resultados que  aparecsn ep este
capitiyle fyeron encontrados en un aptéoule Jde G, Chartrapd, U Kvonk s
. Vall In),

La arboriscidad por vértices (R de upa grdfica € =n ol polmerns
minimo de subconjuntos de V(GY que cumplen con las  siguientes
condiciones;

a) Forman una particidn de vem,

b> La grifica generada por cada elemento e La  particidn &8 un
bosgue.

Si a una gréfica le damos una colorazidn minimal por  véptices,
cada una de las componentes conexas de rada  subgi-dfica geuetrada  por
cada clase c_ro-é!.ica Vy, serd isomorfa a K1, por lo que (G <~ A6Y,
donde a(f3) es la arboriscidad lineal por vértices v (G es el
nimero crosdtico por vértices de G.

Recordemos dos rQ"!ulLadc- acerca del’ mimero cromat.ico.

Para . toda gréfica G x(G) < a + 1, (8, p, 250),

v el Teoresa de' Brooks;

Si G es una gréfica conexa v simple aque po es k. cicle
impar ni completa entonces (Gd < ~, [%, p. 1221

De aquf se desprenden los hechns siguientes:

UG ¥ ACGY ¢+ 1 para toda grdfica G,

4Y pCGY < A(GY si G es conexa, simple v no ee completa ni un
ciclo impar.

in tepcer resultado queda establecido pop;
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“e) plB) € KT + 3 donde HCTY es la longitnd  de Ia
travect.oria mdxima de G, usando la proposicifn aue relaciona el minero
cromitico de una grafica con la longitud de la rravectoria mdxima
ATY, (6 = AT ¢+ 1 (7. p. 1321,

Obscrvemss que todag estas cotas son demasiadn grandes para la
arboriscidad por vértices en comparacicn de la conseguida por
Chartrand, Kronk ¢ Wall,

Teorsema 1

Ti £46) denota 2] méximo grado de G entonces:

L f Lt N6
@ __.2.____}

donde (x) es el minimo 2ntero no menor a x.

Mracidh:

La demostracicdn se hard por induccidn sobre p, el ndmero de
vértices de G. .

Si pw1 entonces 1 ® (@) S,-{ ‘,.; 0 }-‘_ { 1 f2

ACG> }

Supongamos que para toda-gréfica B con p - 1 vértices.p : 2,
la desigualdad es cierta, v sea G una grifica.con 4 "v;érticep A
v a VG, SeaH »G - (v)

Por nuestra hipdtusis de induccidén” r = (K { -‘—‘-2&‘2 } . por
lo cual existe una particién Vi, ... . Ve de V{H) donde cada
componente conexa de <Vi> es una subgréfica acfclica de H.

Caso 1: r < { !;2‘1(2 }

§8i r« {-‘-——:‘,ﬂl} entonces Vi, ... , Vr , (v} & Vray es una
buéma particién para con;ltisr nuestro resultado.

Caso 2: r = {1,‘ A6 }

i) Exisre un conjunto Wi que contiene a 1o mds un  vértice

advacente a v.
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Tupepgamos 1o coptrario, es decir, (Vo NI 2 2 para
=, .0 LT

Entonces  gradiv) 2 2r = 2 {}__+2_c.£b_} > alB). Lo omal es
contradiccirn va que grad(v) = A(G),

Llamamos V. a elr con junte de la particicdn tal que |\’, n
s 1. entonces V; U W) 25 aciclica y por lo tanto;

Vi, oo, Vi VY | ... | Vr es una particidn aciclica de @, v
w)-r.{i*zn(ﬂﬁ}s{l*zh()} -

todn

no.a

Nevd

El resultado siguiente mejora al anterier en 21 caso de sTAficas

planas.
Teorema 2

Si G &% una grdfica plana (G < 3,

Demostracicn:

La demostracidn se hara por induccidn sobre p. el mimera e
vértices de G.

Si pw= 1 eptonces p2(G) = 1 < 3,

Supongamos que para toda.grafica plana H wen P véprtices, Ix
desigualdad a demostrar es cierta. .

Sea G una grafica plana con p + 1L  vérlLices.

Como G es nna gréfica plana, existe un vértice v e VOG). ocoun
grado menor o igual a 5, [5, p. 144). . Consideremns G - {v). For
nuestra hipdtesis de induccidn oG = {v)) < 3, entonces se puede  dar
uha part.igifn Vi, Vz vy Vs, no n»cesarla-en't,e cada V. distinta del
vacio, de V(G - (v} donde cada V. ihnduce una subgrifica acfclica de
G = (v}, Cfomo gradiv) ¥ 5, existe un entero i = (1, 2, 3> tal que
JVi g Vatvd} < 1. Sin pérdida de la gemeralidad podemos suponer aque
Vi as dicho subconjunto. Asf pues Vi U vy, Va2 v Va constituven

47



una particion de  V(GY  dande Vi U (vI>, VY v (Vi) inducen  wna
grafica acfcliza, por lo tanto ~(G> & S.a

Teorema 3:

La arbariscidad por vértices de una grafica nepartita completa
=kf.pl. PR N PRI B P, .00 Uop, ms

[ 4
rtklp . | TR p» =n = maxt k | !:ﬂw £p=-k?»

donde definimos p = 0.
Demostracisn;
La demostracicdn s= hard por induccidn sobre n.

r
Si nef, olkip D =1 v max{ k [ Lo ¥ n=k?a=o

[,

. v
Entonces 1 o n -~ maxt k | Lo Sn =k} = ol kipd ).
10

Por 19 tanto la igualdad es cierts para n = 1.
Supohgamos que el teoremsa se cumple para k £ n.

See kb ..p,. ... .. P O con particidn V., ... .,V ..

net

Consideremos l't(pl. Pyt -+v . D) Y supongamos que para €sta gréfica; -
t 141

Eosn=t y Tp >n =L +1) 'S B

o o

Por la hipdtesis de induccidn pt kXCp,, Pye cer P ® =t

Ademfs PCK(p . P,, ... /P S pk(p,, P,, --. . B D» por ser

cer 4 P D Sea

nes

k(b’.. P, eer P una subgrifica de kep, : L
At. ... o Art la particidn de V¢ kip ., pyyer o B D)D)
donde cada < A. D genera un bosque,

VEKB, . P, oes 22O UVha m VERCGP,, p,. .c. . B, D de

2 net

aguf que A1, ... . Anst, An-tel ® Vrnet . gea una una particidn de
VO KD, Py, +-- . P 2O donde cada < A > genera un bosque. Por
lo tanto;

T A T I N L I R EE

net
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Entaotass ' Llp‘, T & 301 om ol “".- Poeeae s “'.) + 1

2 pChp Dz"“'.' LT AR L P e D

Caso ¢ Ep >fn #1413 =t ¢ 10 =qn -1
v ze
d

Por ( T>» Ep €n=1t<(n+1)~t. entonces pnr la hipstesis

czn

»
de egle caso max{ k | T p < (n + 1) =~k ¥ =t
o

Por lo tanto;

13
fn+ 1) -max{tk | Coi €n+1) -~k =+t -t
o

por lo cual queremns demosirar en este caso:

pPCKp, e P ) = pCKp. ... . P D4
Supongamns  p( K(pl. eer W pm‘) 3= pnC l;fp‘, PR phl.
Copsideremos la gréfica (n + 1)=partita completa;

v ase v B L. la cual =3 una subgrdfica de G,

Kp,. ... . D P et

entonces;

~C K(pl. cee BB e an) ) = ol I'.(p‘. P p'm) hi

28 K(p‘.... B ,pl-‘))Sn—L

141
nat
3
| v Kp, oo o B P er s PO ] = ‘}‘:“bl =
te ney
= IZp * Lp =

L20 131+2
bt

- !:p‘ + Dlu(n - by,
L=0
Esto implica que en cualquier particidn del conjunto de vértices

ettt e pl.l) b} en n - + subecan juntos al

VO KCp,o ... 4.P. P

menos uno tendr# cardinalidad mayor o igual a;
t e
Lp, * 0= tor,
180
—h -
rer

Como por hipfdtesis Ep >n =t
+ =0

[}



tey

+ (p - 1
}:pI n 0.)5”,

s =a .
Tn = 1.7 T, 2
Por lo fual exists un conjunta ran al menos B, + 2 verlices,
pern  cualquier subgréfica de [N T I

Y S Les

generada con esta cantidad de vértices ne induce una gré&fica acfclica

I <cual es uha contradicidn,
‘e
Por lo Lanto si Lp >n -t
B

K
~MKp ... P V) e ¥ ~maxtk [P Cn+1)-k)
30
LN
faso 2: Tp fn-t

san
LI

Por (1.3 Ip >n-t =1 entokces
10
rez
Cn d>n=t=1mn+1)=CL+2D

1=

*
por Yo cual maxt k | Ep ¢ (h + 1) -k } =t + 1, entonces
()
13
i+ -maxt k | T sn+1d-k)en+ D~ (b +1)en-~-t
)
Entonces en este ‘caso debemos-demostrai,

n

pf K('D‘. eer 2 P u) ) m ( ll(p(......_. . 'pn) 3

e
Como Eb' Sha-t sl Vi, v .. y Vou es la particién gpatural

150
de 0 entonces Vi U ... UViet| = “JtViez, i, . Vned]| a'sl' pues a
cada con‘Junto Vi, .t #23 j<n +1,le podemos afadir un e;éiento “de
YV- V...V Vi ’;hasbu acabap mn Gstos. Cada uno de los' con juntos
ViU .t +2¢itn%g v uea Ve U ...0 U Vierd. genera una
gréfics isomorfa a Kf1p) entonces oC K(p. ... .p 2 > ¥ n = &

pero:
et

a=t®pCKip, ... . pI>FpCKp. ... . P X <sn=t

por lo tanto 0 K(p,, ved v PLY Y mon = b, que es lo aue



anarianes dsmostrar, "

Carolario 3-t

Si Kr 28 una grdfica comppleta entonces pf Kn ¥ = { g— } .

Demost.racinn:

Kn '532(:". e b)Y Lp o= 1.1 ¥ i 0. Entonces;
v 14
maxtk | T vn~k>mmaxtk | §21 n~- k2>
) 5
g- n par
-
n-4

- n impar

Por el teorema anterior:

&
PCKnY)®mpmmaxtk | Zpts(n+1)ak)=

(=]
n~ '2'- n par
- hopa
- 9—-'2'—’ n impar

n

JA

Corotario 3-2

Si K, . 0,2 . p, 5 p,. es una grifica bipartita

tsip =1 "'
entonces pl K(p‘. pi) } = {
2s8ip, 22
Demostracidn; .
Cox tsip =1
max{ k | T s 2 -k~
. ) : Ostp, 22

Enbdncn por e} Teorema 3:
. *
ol K(p‘.pzl )e2 ~pax{ k |'Epr <2~k ¥ =
o
t=sip =1
- 2 -
Osip z2

{l-lp‘-l
-
2sip =2

5t

completa



ARBORISCIDAD LINEAL POR VERTICES

El propdsito de este capftule os dar cotas superiores para  la
arboriscididad lineal por vértices de una grifica,

Nuestra contribuciin a este tema consiste en encontrar las
condiciones necesarias v suficlentes para que una gréfica con grado
.(lxi.o impar taviera una arboriscidad lineal por vértices wenor a
[1—.!9-!-‘-’3] cuands &(G) m 2p « § y V(G) = 2n. También se calculs
1a arboriscidad lineal DOF vértices para las gréficas n-partitas
completas. .

Veinte ahos después 4ol artfculo escrito por Chartramd, Kronk v
Vall (8) del cuai noe rerorl-t;‘ en el -capftuloc anterior. Poh, [t7),
realizd un articulo doqde deadstrs que la arboriscidad lineal por
vértices de uns grifica plena también es sencr o igual & 3. Antes de
transcribir este artigulo dlre-o- algunas definiciones v nomenclnturas

que mecesitaremos.

pefinicidn
Un bosque lineal es ‘un  bosque . cuvas componentes conexas son

trayectorias.

pefinigidn
Una particidn lineal Ve, ... . ¥n de una gréfica G, es una

particidn de V(G> donde cada <Vi> es un bosque lineal.

Definicidn
La arboriscidad lineal por wvértices a(@ de una grdfica G es el
nimero mfnime de subconjuntos que cumplen la propiedad de ser nupa

particién lineal.
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pPefinicidn

Una travectoria T en G es ainimal si <V(T}> s T,

pefinicidn
Una grifica plana es maximal si para cualquier par de vértices n

v v.u= vy, de V(G no advacentes G U ( {u. v} ¥ no es plana.

Doﬂnicﬁn'

‘Una gréfica plena es {nternamente maximal si wu frontera exterior
es un ciclo v cada una de sus regiones interiores es un tridngulo. A
ios vértices del ciclo se les llama exteriores ¥ a los olros

interiores.

Definicién

'Si a(G) S 9 entonces existe una particidn lineal =~ (Vi. Vi, V>
de V(G) (al menos una distinto del vacfo). Si las trayvectoria T 14
Tz son componentes conexas de <Vid y (V2> respectivamente, & la

particida (Vi, Vs, Va) le llamaresos TiTz=particidn.

Lesa t

Sea G una gréfica plana internamente maximal con cara ex'-eri.or.
Qv v aer W V3, Kk 2 3,y tal que pars algtin entero r, 1 ¢ v ¥k, las
travectorias Pir e v, ... (v]1 v Pz = v . ... . v son
‘minimales. Entonces 6 tiene una PiPz-particicn (Vi, Va, Ve

Demostracidn;

La demostracidn se har4 por induccidn sobre p, el nimero de
vértices de G.

Sip=3 el Lema e;s cierto.

Supongamos el Lema cierto para |V(Gd| ~ p.



fea 6 une grdtica plana con o+ 4 verhices gue cumple  chp las

condiciones d=| Lema.  Demostiaremas aue G tiens  npa Pife-particidn

Ve Va2, Vg,

Caso 1

Existe una arista (v . vy e (AR - v v b, {v . v 3, para
algdin i =01, .. Cgpry Jel prel,... kDY,

Fman v (2 dos cubgrdficas planas maximales de [ cuyas

raras extepriores son (v o, L., V. V’.

. v Ceee G VLL VD Y

LV v ) respect ivamente.,

JVEGO| € VG| = p + 1, [VCG2] ¢ [VCE| = p # 1, ademés lag

: i . '
travectorias Ple tv . ... v Preilv.v ..o
Pleilv.v oo w1l v Prelv o8 0 .. .v]l son  minimales

por ser subgraficas de travectorias minimales, eptonoes por nuestra

hipotesis de induccidn Gu  tiene una P/P/-particidn (V. V2, V)) M

Gz una P;'P','-t-arl.i-:irin l.\"l'. V, o

wy (1] vieovg [V v, U VY es la particidn reauerida.

GCaso 2:

No existe upa arista (v vt como en el caso {.



Et ontos s g cara exterior no fisne aristas  “que la  crucen™,
et areas caomky es internamen? - maximal, los veértices interiores de @
iy gnes salgvdtioa comrvoa, a0 Lo onal lamaremos B, Por esta wisma
vagets o aristas v,y v vy, sen aristas de unu regicn intepior
tetangular AP I L b, donde a4 v b pertenecen  a  VoH)
fposibiemente « = b,

Sean P o= {aw R R bl, 1.« 1, la turayectoria mis

corta en B oeptre a4 v h. G v Gz las grificas planas
internaments maximales con caras exteriopes (v . v, v u, -"'-'..'
IERTER S v [ R T R SO P (S R

respactivamente, $i a @ b eptonces Ot 2 K2si resil ¢y G2 = Kz

si rw k-1,

[
Yor

‘Como |V(6O| € VG| v Pr v P son travectorias winimales de
Gi, por nuestra hipdtesis de induccicn G tiene una PiP=particisn
EV", V;. V"). andlogamente Gz tLiene una PPreparticicn (V;‘_ V;‘. V:)

ViUV ViUV Ve UV es la particidn requerida de 6. g
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Teorema 1
Si 6 es nna grafica plana  atGY - 3.
Demostracirn:

Fi V@ - 1 2] tenrems as slaro.

-

Si VIR L sea G IVEEY| = (V(G™Y!. upa grifica nlana

maximal que contiens a £, Es nlaro que af6y < arg’y, Por ser G
maximal, #sta es  internamente  maximal v Su cara exterior as "y
tridngula. sea dste (v o v . v.).  Las trayectorias Pi o= tv,. v,1 Y
Py = (v ] son mipnimates, entonces por 2l Lema o atG™ ¥ 3 vy por o

tanto a(G) v 3, -

Natsusoto [(17]. en el mismo aho de la publicacidn de Poh,
demostrd que para toda gréfica G a(G_) < [ L—tzﬂ—)-] Yy #i A(G> = 2n
entonces a(@ = [ %"—(—Q] slysilosi 6=kt 0o @ es un
ciclo. Daremos unas definicliones necesarias para el me jor

entendimiento da ellos.

Definicidn
Una n-coloracidn de G es una funcidn de V(B> a . ... .n)
Con respecto a una n~coloracidén V. demotard el conjunto de todos

lo vértices de G coloreados con i. G = Vid. deg (v) = |Vatvy py Vil

pefinicidn

n
Una n-coloracion 7 de G es arista minimal si £ |ACGO] es
=1

minimo con respecto a tndas la n-coloraciones.

Definicifn
Una n-coloracidn es minimal si es arista winimal v el nimero

total de riclos contenidos es wipimo con respecto a todas  las



Spw Lt s arista minimales de G

tema 2:

Feaax ¥ onna pecnloapacinng arista minimal de npa grdafic. 6,
entonces SR [ %ﬂl] k=t Lo

Demastracidn:

fi n =1 no hay nadas que demestrar, asf plies sapengamns

Sl

Supongamos LGy > [ o

] para algiin k.

Sea v = Vi tal aue grah{vy > [ "%‘l ]

Sea J tal que gradiv) ~ gradiiv> P o= b ... .
ngrady(vd )E;t-ad-(v) < ACQY

[ XY

a(G)

n

Entonces grady(v) £ === por lo me gradyv) ~ ["—;ﬁl ] .

n
Cambiemos el color k de v por el rolor .

Entonces Gv pierde gradv(v) aristas v 61 goana . gradsvy,

n
1o que L |AB ]|  decrece en;
i=y

gradv (v) = grady (v) - [[9%5-1] + 1 ] - [l:;‘-'l] -

aristas en est.a nueva coloracicfn. Pern  estn contradice

hipitesis de que ¥ era una n=coloracisn minimal.

Por lo tanto A(GK) = [9%—)—] para todo k=14t. ... . n. g

Lema 3
Sea ke d..,. . n¥

En una n=coloracidn minimal de G.y ~(Gy = 2n si v

satisface gradi(yv) = 2, entonces gradiv) & 2 papa todo entaro

Demost.racidn;

Supongamos 21 Lema falso.

-
-1

2.

por

nuestra

Vo)

Jds



. N (6 r
Por el Lema anterior -6y - [ ] {. Zn ] 1 i n.

entonces si existiera j tal aque gradityy = gradyvd, gradgey o 1.

Cambiemos el color k de v porr el color  j. enlopces [eh pinrds

dns aristas y . sapa grad (v 1, aristas, poar la que LofaG
L=y

decrece en  gradifv) - gradifvd -~ 4. Este  contradice 1a minimalidad

por aristas de la coloracidn, por 1o tanta  graddyv) & 2 para tode  §,

1 j n g

Lema &
Ti 6 es una grafica conexa, entonces existe una [L + [ 9—%“—’- ]]
-coloracinn arist.a minimal de G tal que cada subgrafica inducida G

tisne 4 K2 o Ko como componentes conexas.

Demostracion: .
1+ [ %91] S .‘.(rm. entinces 2 > D(GZ por lo  tanto
LI R

. ACGH
1z . - AR *
z

Para n =1+ [ %—‘Q] el Lema 2 anterior nos dice que existe una

[1 + [ AL6) ]]-coloracién donde ACGY) = “GZ < 1.
1y ==
Esto implica que cada componente conexa de Gv es isowmorfa a Ki

oa K Y

Yeoremas 2

alG) ~ 1 + [léﬂ] para tnda gréfica G.

Demostracicn;

Sea T una [ 14 [‘-'\-%El ] ]-coloraclﬁn arista minimal de ]



Jomde cada subgrdafica induacida 5 tiene a | %) " [ %4 Ciny
COMpANEnt 38 AanoNas, antonces por ol Lema anterior existe: upa  \y

. \1‘.[:_6;] particisn lineal de 6, por lo tanto AGGY & 1 + [ Xy

5

tema 3

FiL R e¢ conexa vy A(GE 2 entonces 7 s8s un eicle & upa
tyayectaria,

Demost.racidn:

$i |V(GY| ~ 2 entonces G =K1 o 6 =Kz por lo tantn el  Lema
sa cumple.

Supongamos  |V(GY| = 3.

Sea T ® fu.. ... .n 1 una travectoria Je longitud mixima de 6.

§i T = G entopces oo hay nada aque denositar,

Supongamos T » G. Tenemos qQie demnst par que 7 wg np cicla,

Observacidn;

§i o = uoo¥ ou oFon entonces Vo s b w0 ¥a  aue
gradu ) ¥ a6 <~ I,

O VG = V(T '

Demostracidn: Supongamos VEGY = VIT), Entonces existe un

vértice v = (V(GY ~V(TI) tal aue fv, u‘) - AMGY, j o= {. ... . n,
por ser G conexa,
Por nwestra observacisn si (v, uj” = A.(G\ eptoances nosou o
u = u_. pere en ambos casos T U tu ., vy v T U t . vy S0m
trayectorias Jde longitud mavor a T. 1o que nns lleva wna  contradiceivn
con la suposicidn de la maximalidad de T. Por 1o tanto VIGY = VITY,
Como T = G v V(G m VIT), existe una arista a2 en ALRY  que

no estd en  ACT), Por nuestra observacidén a no puede ser incident.



a u si k=2 .., . n=1, por loque a = (u'. u, En este

caso G = T U (a) la cual es un cicln, g

Lema 4

Fra G una grdafica tal que {6} & 2n v 7 una n-raloracicn
minimal de G, dopde existe yn color i tal que [ contiene un
cicle €. Entonces para todo v, v = VO v cualaquier jo 1 % j ~ ne

a) gradi(vy a 2

b3 La n-coloracidn  2'. obtenida al recolorear ¥ por el coler
k es minimal.

) Nacvy Vi e (v7, ¢*>, donde v v son los vértices
terainales de una travectoria #n G, de la cual es una componente
conexa.

Demostracicn:

Como v = V(C), por nuestra hipitesis. |gradi(vd| = 2.

Por el L"l«l 2 AG) = [A:ﬁ] - [%:'—.] -2, entoncés ‘radn’.v)A_ s 2,
por o tante grad:i(v) = 2 | con la cual queda demostrado el inciso
ad.

gradilvd) = 2 entonces, aplicando el Lema 3, gradi(v) » 2 opara
todo §. 1 < j < n.

Entonces si recoloreamos a v por un color k. t ¥ k = n,
[
L1amemos ?' a esta nueva coloracién. L |A(G)] no  sufrirfa
[ 8
alteracidn en #2’. por lo cual v tambifn serfa una coloracidn
arista=minimal.

Sea Votv) Vi = (v, v}, En 2 el ciclo C se convirtid en
una travectoria. como ¥ era minimal . entonces en ¥’ debe haber un

nuevo ciclo, el cual debe de estar en Gr y ademds V.. v v v

deben forwar parte de €1, por lo cusl, ‘aplicando =] Lemsa 3,



gparju_v') o2 v ogradiCvy en r° v grad. v’y g ¥
;;r.\rl'tv' v -1 en ~. Lo anteriop significa que tanta V' oo v
2on lag 29t poamns e una Lravactoria que s una componshte copesa o Ge
la calopasinn 7, adamss o] pimera de cislos en £ ws sl misme O winero

A waalog e @

Cpor 1o tanto 47 e minimal., g

Lema
Sea 7 unpa n-celoracidn minimal de una grdafica G, A0 e 2,

¥ 2, 4 G contiene un cicle € pura algdn i, 1 < i ¥ n, entonces;

ad € es un tridngulo, con vertices w.v v 2.

bY Para todo §, J = i. existen dos vértices distintos " v v,
en VG los cuales son advacentes a 2.

) La subgrAfica inducida ¢ u ., v . 2. n.v, b es isomorfa a
Ks. .

Demostracidn:

Sin pérdida de generuiidad podemos suponer G = Gy vy Gy e Q2

Sean (VilUVzad>sH, v Cs= (v:,. che v:n) un ciclo de @,

Aplicando el Lema 6 a v:f sabemos. que existe una componente
conexa en Gz la cual es una Lravectoria. sea ¢sf.a [v:. cee v:'l. v

-
1 1 n 1
ademds v, Y v son los Unicos vértices advacentes a v en Gz

¢
@

"
v

v

<

n Color 1. @ Color 2.

o1



Fi cambiamos =1 color de \-':, por 21 colnt 2 ne perdemas Lo

. - ry N
minimalidad. Llamemos ®™' a esta nueva crloracicn vy \'I" \’," “
los vértices colorsados con L v 2 respectivamente on #™, En 1

‘. - ' . . .
coloracidn " evloviL.. (v es un siele de 6. entonces

aplicande ol Lema 1 v: sahemos que existe una componente conexa  en

10}

G’ . la cual es una travectoria, sea dsta [v;‘ e \',71. podemos
ahnra asignar . v, »l color i, sin perder 1la minimalidad y  se
) ‘ ' i N = n
formar, un ciclo en 6. Podemos seguir este  procedimiento

indefinidamente,

Supongamns aue: ya hemos obtenidn los vértices vl" de H ¥ una

n=coloracisn minimal ®*' para todo k. 0 ¥ k < £, v para toda 3. 0
LJ
o - : A 1 1 -0
= J € m,. Existe un ciclo (v . vi... . v\ en G, donde
L i / es par
veD = 2 si ! e% impar
Aplicando 21 Lema 3 al vértice v: obtenemos una travectoria
) \'ﬂ"'\ on T
Teg® %+ {IPY B witegy
Pongamos 21 eolor v(Z/ + 1) a v v llamemos 2" a esta nueva

1
colopacidn que resulta tambifn ser sinimal.

Sea L el miximo de 1os enteros I, para los cuales los vértices

vl de H won todos distintos, para todo k, 0 < k S £, y tode §, 0 <
J = n,. Entonces al wepos un véttice v:_" es idéntico a algin v"

15 j¥n 0%k <Llo1s§ ¥n.
Cuando aplicamos 2l Lema 3 a v:' epcont.ramos una  travectoria

" -
L] Ly 1 et L

; 5 ¢ =,

S A - L S :on advacentes a v, Es

1 L
fécil convencernos de que (v . ... . v "1 debe ser igual a una
' n
2
1

n
de las travectorias siguientes (v:. P vn"!. (v:‘. v"< IR A

62



n
t Let z o
< . .
Supongamos (v, . YL 1 dll;erentf:' a [ N B
] Ley 1 Vet 2
entonces [v . ... . v ') = [v,, v 0 SR Vi, J- para  algin
. T - 1 1 1 ley 1
k.O~ k=1L 2. Entonces v, = Viw ® Vo m v Como Yeer Y
"
- 1
v'_'..' son advacentes a vl . v, debe sor advacente a v,
"
[ , ] ( z (1 b ot .
Cntonces v, = Vilv ) & (v, viov, vV, =~} & k = 0 4
1 z nﬂ t e
viavetyD w7 v Toviiv 'y sl b= o0, Estos dos casos

son imposibles va qus 2stamos suponiendo L ~ k + 2,



Tot R K . n
Por lo tanto Dy L. ¥ Ty oove o ¥, 1.

2 il ? (Al
En conseruencia v, es ardvacente a v ¥ a v Not.emos ausz

XU S R
1 ]

Gonsideremos ahora la coloracidn At obtenida a partir de

6d



aplicandn el color L a v, Entences (v . w7 ... . v es

1 ? P B 1 1 p 2
e ciele en G . (Velv I q V=2 v vV o= Vv “DLONCES
.
. o i 1 L] 1 ., n
Vuey v n vy =0y v Y donde v Y v, son  Ios  vértices
. . ‘L
terminales de una travechoria en G, *. la mal es nuna componente
conexa, Por lo tanto L = {.
1 " 2 s .
g 1 .2 .
Entences [v,. v ' oo vl =Iv, v "0 o vk Pern -V,
\ .
era vértic: terminal de la travectoria por lo que tenemos:; [ SN

IR I SRR

Regresemos a la coloracivin inicial ® vy recoloreemos a v:‘ con
el color 2. En Gz se forma el ciclo (v;. v". v:) y en G:" se
obtiene la trayectoria [v:. che v:o. v:‘l‘ aplicando 21 Lema 3 a v:
obtenemos que este vértice sélo es advacente a v:‘ Yy a v: pero
sabfamos de antemano que Vv, era advacente a v:n. por ser v = v‘l‘,

n
por lo tanto v._‘n = v:' de aquf aque el ciclo € sea un trisngulo. La

componente conexa nue contiene a v: en G7 tiene solamente dos

65



tapt o

verdices \: ks "_' logs cnales son advacente—s a VIO par 1
[ LIV I
< (Ve Voo Yoo VLV S E KA
Can asto torminomes la demastracidn del lema. -
> e
M
°
¥ V\
o )
Teorema 3
Sea © una grdfica conexa. Si a(G) es par, entonces G es un
ciclo o isomorfa a Kznet si v #6lo si la arboriscidad por vertices
ACR)
+
PGB de G es 1 -
Demost.racicng
-
Qaso §; @ s up cicly,
. - - aced
Si 6 es el ciclo trivial K« oG » 1 = { + it
Sea. @= (v ... «v). a2zl
Como G es un ¢iclo no trivial (G v por el Teorema { del

capftulo anterinr pdEY ¢ {’ o0

Por.lo tanto (G = 2,

64
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ek 2r €2t K ey
Fop el Cornlaric ded Taorema R del smapitale an? —tior,

5

ll:,-cl)x{a‘u}-znii.xi.

-«
Caso §; yGY = 0,
Comny G on cranexa 0 = {0 por 1o cual se rumple s penpasicisn.
Cuso J: @) w2,

nn cials o una

Coma G es coneXa. por el Lema 5. R
. . y ACHY 2
travestpria.  Come S0G) = { + = 1+ 5= 2. tensmos qie G e
ser un ciclo, v de aquaf se cumple la proposicidn,
Casa 3; AfG m» 2n, o » 2,

ALE P
3-29-1 + ZTn = 1 + n, para cualquier pariicidn

Como 1 +
n-minimal. al menos existe un conjunto Vi, tal que {Vid contiense  un
cicin. Aplicandn &l Lema 7 . obrenemos que ese ciclo es un tridnguls
(u|. v, . 2), v para cada  j ® i, existen exactamente dog vértices u
vy, tales que @, v, 2z, . v,b = K. ademds  coma 1o minimalidad
de la rcploracisn tny se pierde al cambiar _->1 colipp de 2 por al cnlop
J vpara formar un nueve cicle =n VD, tenemas gne  la grdafisa

generada <{u.. Ve Uy, V T A 2¥3 2= Kreey

2

Supongamos qiue exicte x = fV(G) = (u'. L T -2 &

s , -

Como G eg copexa =xiste una travactoria T que iine a ~ co

. = ¢ g g

Wu, ¥o e ULV 2> Fea T @ In, a. &, ..., oald La

t.ravectoria mas corba de x a “".- Voo v s M oV z}>, eptonces:
a =1, ¥, oLy 2 v oa sy v eV 22

Por lo tanto:

grad{a > » | Vata 3 | ¥ |, v,. .. cu v, 22 U da M =

"~

= 2n + 1,

57



Paro esto ef yna contradiccitn 2l supuesto Jde que ACG) = 24,
Por 1o tanto V(G ® (u . v, ... ,u_. Vv .2¥ ¥y

- -

Geclu.vi..ow o, v 20D 3 Kamey. -

Corolaric
Sea G una gréfica conexa. 5i al6) =5 par, entonces G  es  un

ciclo o isomorfa » Ki-« si v s36lo 3i la arboriscidad lineal por

acey
vértices #(G) de @ es l*—z——-.
Demost.racifa:
L J

Caso §: € es un ciclo.
St 0 eselciclo trivial K a@ =121+ 52 .
Sea G = (".' EERIN 2% NI 1.

Como 6 es un ciclo no trivial alG) > 2 v por el Teorema 2

_.(e)<{‘_’1"_(9}.{%}.2_

For lo tanto a(G) = 2.

Cano 2; G X Krmat

Apucluo el Teorema 2 v 3 m

-+a-p(u~-)<;«n<10[“‘”]-1'0:.

. .

Casp 1: “ALG) = 0.

Como 6 n:cnaen G * K, por 10 cual se cusple la propowicide.

Caso 2: AO) @ 2, '

Gmﬂn‘mn.wrelunsauuncmloom
travectoria. Como a(m-:tﬁgﬂ-zo§-z,umcue G debe

wer un ciclo, v de aquf se cusple la proposicicn.



Tasa 8y AR ® 2n, n ¢ 2.

Fi aplicamos upa pn=colopacion minisal 4 G entopces por 8l Lema

X . [ a
PR YT A5 S [ -.52’— ] - ZE = 2 asf{ pues, las ~oaponentes conexas de Gy

son travectorias o ciclos. i solamente fueran travectnrias. eptonces
At = n pern esto es o contradiceicn con el hecho de que Gy =
Al o

Ml i St %— -1 ‘ n. por lo cual =xiste un ciclo en algin G,

entonces aplis

10 el mismo procedimiento ane &n el casa 1 del  tenrToma

anterior ocbtenemos que 6 2 Lener, .

Ahora daresos un pequefic complesento Al Teorsma anterior  con
(R

condiciones necesarias v suficientes para que aiGy < [ : ] cuandn

|V(G)} ® 20, ACG) = 20 =1 para n 7 3.

Proposicifn 1

Sea AG = 20 - 3. [VC®} = 2n.n - 3 '

al@® « [‘-‘-%52] = p~-4%1 s$ivsolamente si sucede una de las
siguientes condiciones:

. 1) Existen dos vértices no advacentes u, v = V(G tal que
grad(u) < Zn = I, grad(v) £ 2n = 3 ¥ dos veértices distintos x v z
que no SOk adv.ctn\lo‘ a u y v respectivamente.

2) Existen dos subconjuntos ajenos Vi v Vr de A LCH] de
cardinpalided tres,. tales gee < Ve > v < V2>  jnducen un  bosque
lineal.

Demostracida:

-

Sea Vi, ... . Vi, t x'n=1 la particicn lineal minimal d= 6.

' v
2n= E [Vi| < L eax{|Vi|} = t@ax{|V:{? < (n = 1Imax({Vi|}
13¢ [E X}

£



entonces max!|Vi|» 2

nzf T Por in cual ma.\‘(l\ln]) z 3.
Sea Vi = max(|Vi|).
F1 Vil =1 entoncss debe existir  otpe conjunte v, oo
cardinalidad 3, v4 que en caso contrarin sacedertia lo siguiente;
1 t t
22T Vi au+ DIV s34+ P23 20t-1) =20 43 de
2 1 AR S
23 VB
. L 2n -t 1
agf que 2t 1.’2nv0-4T—=n—z>n-l.locual es  una
contradiccicn.
Ahora estudiemos los siguientes casos:
Caso 1: {V.i = &,
a) Si existe una compomente conexa en Vi tvl. vr). r z {,
entonces ;radﬂfv|) ~2n -3 v grade(y ) <~ 2ne-3. v v v no son

advacentes adem#s v, v v __ no son advacentes a v, Yy a v,

respectivamente. por 1o que se cumple la condicidn 1.

b)  Si existe una componente conexa (v . v, v} en Vv hay un

Ve
vértice v e Vi, v edv. v, v grado(v ) €2n =3 vy gradoly) <
2n -3 v, v v no son adavacentes, ademds vy ¥ v, no son

advacentes a v, Yya v respectivamente, por lo que se cumple la

condicidn .

~) Si una componente conexa de Vi es la trayectoria [vl. vzl.
entonces hay d4os vertices distintas u, v « (Vv - (v‘ . V:” que no
son advacentes A v, v ¥, poT 1n  eoual ‘rada(v‘) < 2n - 3,

‘radn(vl) < 2n - 2, grada{u) ¢ 2p - 3 vy gradalv) £ 2n - 3, por lo
que se cumple la condicidén .
d) §4 < Vi > son puntus aislados la condicidn 1 es inmediata,
Caso 2 V)] = 3

En cste caso. por lo demostrado anteriormente, existe = &k tal



que Vi = 3, Entences come Vi vy Ve forman parte de la particicn
Linieal e G0 Vo v W > inducen un bosqae lineal.
-

1} Fean w. v = VEY  vartices no advacentes de VOGT tales gue

graddud » 2n = 3 v gradfv) ¥ 2n - 3. v x v z s verti ne
advagentes a v vy v respestivamente.  Formemos n subenn juntos
ajenvs de VG « {uy, v} de cardinalidad 2. e ¥eo w.e L Ve
estos subconjuntos v Vi s { x, ¥), Consideremos 1+ siguivotes

particisn de V(G Ve Ul u, v ¥ Vo, ... Voo, Dada < W 5, 2
i v n =1, serd isomorfa a K2 o consiste de puntos aisfades v Ve
serd isomorf'a a alguna de las graficas A, B, . D.E.F. Hnl aue so

muestran a continuacidn:

2 v X v ] v x
v [} [ . |
m v y v u., IV U. L
A [ ] [ 4]
L 'l v x v X v X
Prrrmmmell) ® [ ] [ ] [ [ ]
[ e,
® " W@ . W \ n. .'
€ [ ] " t
Asf pues Ve UCu, v 2 V. ... . ¥nr  es una particida  lineal

de G v por lo tanto .afG) £ o « 1.

2) En este caso consideremos la particidn Ve, Ve, ... , V¥r



de V= CViUVe) donde [Vio| = 2, iw3:§, .. . n=1,

Cada (V. >, 3% i=n =3 serd isomorfa a Kz o seridn dos
puntos aislados v tantn (Vi > come < V¥» > son por hipdtesis un
‘bosaue lineal.

Asf pues, Vi, Vz, ... | Vnes  es una particidn lineal de G ¢ por

lo tanto afG) s np - f, "

Para concluir este capftule vamos a2 calcular la arboriscidad

lineal por vértices de una gréfics n-partita completa.

Lena #

Sea G & Kip,, ... ,p)) una gréfice n-partita completa, b, 2 ©
si 15§ Vi.....V¥n la n-particién patursl de 6 vy U ... . O
una particidn lineal de G.

Entonces sucede una de las dos proposiciones siguientes:

a) DSV, para algin J. 1 £ j<a

b). Existe un vnico elemento u e Uc tal que U - .y = V¥
para algin §. % < 2,y (0] <35
Demostracicn:

"Sea U e €U, .Un) SiUSV, paraalgin j 1€ § £ @,
no hay n;dn que demostrar. Supongamos gue ‘Ui’ no es subconjunto de
Vi para todo j. 1 = j S m.

Sea rema{ M AVifr et = jJSsn.i* jr v Viun elemento de
1a particidn tal que (Vv U | &,

D Afirmamos que X 2.

Supongemos ¢ = 3.

Sea (x. v.2) = (o VL-S. como U no es subconjuntn de Ny

existe un veértice u de Ui que no pertenece a Vv, eptonces u e



advarente 4 %, v,z por lo cual Cu,x.v.Z > - < W 2E  conexa
Y I 2% una travectopia, 1o cudl es una contradicoidn a  la linealidad
de U,

Por leo tanto o 2.

Sea Vi @ (x, v

Ahora sdln basta probar que L - Vi = (u),

Supongamos Que existe v e U, v =2 0. v & Vi,

Entonces u v v son sdvacentes a x y VY, por lo tanto la
subgrdfica generada < u, v, x. v > =( U >, contiene un ciclo. lo
cual es una contradiccidn con la linealidad Jde i,

Por lo tanto existe up Unico vértjce y e I tal que (I = (ud)

€V vy U =3, -

Lema 9:

Sea [(p‘, e o ph) una grafica n=partita completa. i = P, o
p = 2.
/aftplp @1, 1 <ci<n) v m=liple = 2. 1 5 1 < o V]

entonces. si k= | V(KG. ... . B | .

() {24t} a esa

{;}-ii!-g—‘J s ’om

aC.RCp,. ... LB > e

Demostracidn;

Sea Vi, ... Vm, W, ... . W la n-particidn natural de la
grAfica en cuestidn donde {Vi| = 2 v |W.! =4,

Sea th, B2, ..., , th una particidn minimal lineal por vértices
de la gréfica l(plA vee p;). es decir af K(p‘. wes s pn> )= ¢,

Sabemos por el Lema 8 que | W | < 3. entonces:

ke | VCKG, ... .p 2> | = T{W |5 £3=23t porlo tanto
=1

~
v vat



a({(pl_._,,pr))=|,"{§}: —_“L:_} €1

: :(,:U,., viosz(mo - (B2 ()
9

Sea LN ¥
Sme 410270,
El
Congideremos 1 siguiente particidn de \'¢ K(pl. PRI e
UV & Veeter Y W 13‘“5/
- 2m = 27
V U ""'2["‘""{"—r—- }]
he = ! ' b
v 2[..-,-{%'1_;_21}}¢151<{?r_3_"2_’}

Entonces B 3 T mi 1 <isafm-/- (52 ey v
0= K U Ke
=i lolwz[m-l-{Z'L;jli_}]si~:/+{zl;_2f_}

As{ pues esta particion es lineal, por lo tanto:

aCKep, op s e (B2

Uniendo osta desigualdad con ¢ I ) obtenemos;

(23] s o 50 (20520
Pero {g."_s._[} Py {E—S—EL- }, por lo tanto :

a = (o} (WY o e

Caso 2: <5 m.

Sea Ui, ... . It una particidn lineal minimal.

Sea e (Ui, ... , 1 donde || » 3,

D i (1] e 3, aplicande =) Lema 8 obtenemos aue existe
conjunto Vi e (Vi, ... . Vm} tal que Vy= U,

Por lo tanto €U < |th] = 2} “m. Sean T, ... . -

conjunbos de cardinadilidad 2,

u

n

n



N E TN -z fu g ‘g Ly
[ ¥ Lxmsoay

S qp 4+ 208, - v 20+ <20+ @ ox JalB) 4w

Entoares '—T~” s alGy
For 1o tanto {"—'—»——;—"} i ¢ 11

Hagamas ahora la siguiente particisn ds G
s vy i

I & -
U:._.l Yo U Wierm ) B B {"T"}

WET: osi f¥ism
uow ke osi x+nsx~s{f—§-!}+n-1-{f—-;--'ﬂ}-1

Fi 1 +m es par Dptemy, =Kz v Hoew, = K <i 1 + m -5
7 H
impar.
Por lo tanto U;. cew o Miiem, s oans particidn linedd. pare 1o
r
f+m
cual arfzy = finiende  ests  designoddadl con 0 IT
abt.enemos  afll) -{ } { } »

Para los siguientes Lemas 10. 18, 12 v 19 copsvdopaamss  La
siguiente gréfica. .

Sea = K-’.a'.:‘... A, b‘. cer 0 b ..o cp) uha  grafica
n-partita completa, a = 1, h). ®=2,.¢c. =3 para tedo i, J. k. 1 ~ |
LY jEmt gkap,

Sea Aty oon AL B L. (B Gy, L., G la n-particidn
natural de G donde (A} » &, |B] # 2, O = 3,

Sea Ui, ... . una particidn wminimal de G,

tema 10
RIS

-
5



Demost.racidn;

Supongamos que axiste 4 o= €1, .., ) tal gue L)

Sea v » maxf 1 nl.l. - nB.‘ M opeiy A

Casn 1. vy = A

= 4,

Fi v = O existe un vértice v 2 ik 14l aue v ady u para  teado

u = (U - (v entonces <N n3 s an  hrsque la

r:om,rngkccirin .

Caso 2: v s 2,

€n est.r casn existen v. v'e U tal gue v ady u vy

cual ePs una

vt ady u.

para todo u = (I = (v, v'}), entonces <> uo e un bosuue lo  cual

es una contradiccidn.

Caso 3 y=1,

En este caso <O = El"‘l ¥ K¢ 1o cual es una contradiccidn  con

1a linealidad de <),
Por lo tanto |0 = 3, -

Sea % m (0 / |Kh|r = 3

Lema 11 .
Si V « ¥ .entonces sucede al‘linu de las siguientes
+ Vel para algin i, 1 €1 = p,

i  [VB] ®2 paraalgin i.1 = i<m

TS Ivpn G| 2 para algin i.1 ¥ i ¥ p.

Demostracidn;

Sea V&% si VeC paraalgin 1 % i % p, no
desostrar, entonces supongamos V = C. para todo {. 1
adends que no sucede ni 9 ni ), ) )

Entoaces |VnB| 21 v VAol 1 para tede

proposiciones:

hay nada aque

€« i 2 p, v

i v todo 3.



t o~ i m vy 1~ Jsp, De aqui que V mopste de Lroes  vertices e
diferentes particiones por lo cual VY = Ka. esto conbradice la
linealidad e V.,

De aptt que o1 lema sea cierto, P

Lema 12

Pl ~m +p.

Demostracicn;

A consecuencia de los lemas ¢ y 10, podemos hacer la  sigwiente
particidn de «.

Da(

b

e Vaklest v [VaB =
ivnal
c% /s \Vab|ls1 v |VvAG
iva®l =

para algiin i v j 2}

Drm (V¥ eu s |Vl

[ ]
-
<
L]

para algdn i v j 2

Dy = (

L ]
-
<

para algin i v J 1

sew s (¥B| =2 v VoGl =

2
2
2 para algin t v §j 7
2
{1 para algin i v ¥
2

PV lvﬂc‘l o1 v [VAaG| = para algiin L v §?

v
v
v
DemiVeur Vb
v
v
VewsVeC para aligin i v j)
Sea |D] = a .
di *+de *ds @ ¥y dz 4 ds + do ¢ d7 < p,
Ademds |v| m di ¢+ dz * dxr + de + d3 ¢+ dn + d7 =

= (d1 + de + dad + {7 ¢ dy ¢ eda & d) - m + p,

Por lo tanto || s m*+p. g

Lema 12

;‘o{a'"_.;_—l.} si T+ =
D*{’—;—!} si t>m

Demostracisin;

alG) =

1 1
3p +2m + L w |[VG)| = L |U]| = L3 = 3t entonces:
Ve Lzt

K4



3D*§.4‘1-D,2m;l:t
Por lo tanto + 2--——5——' L4 B
. p ¥ o= ad®) 1>

Por otra parte sea |i]| = & i m + p,

Sin p¥rdida de generalidad mdem:\s suponer W o= . ... | U
L
Entonces 3p +2m + is |VG) = E 0] = ): fUd + E {0} =
Lxaey
'“:3' {:2-35'2(1.-:3)-9'2!, %
T t28et

s m + p+ 2t entonces:

3p *t3m*/-m=~p 2p%mt? P ALY
2wt lomce, 082 s

-of——-z-—:étna(G)
Por 1n tanto n‘{’-—;—'-}st. 11

Consideremos G'® K(a , ... caL.b ... bDOSE6

{ 1—-;—-3!'- } si Lsm
Por el Lema 8 a(G) = 14 m
{—-z-—-} si ¢>m
L
Sean #!. ... | “f‘;"‘) ¥y u;. wer U'('l;am) particiones
lineales winimales de G’ en cida caso.
Ertonces laz particiones de V(G);
Ul’.... Ul;zm,.C,... .Cp ¥ U:'.. PP Ui‘l;ﬂm > G, ... ., ©Cp
won linedlew para £ <@ v {)> m respectivamsste. For lo tanto;
P+ { -'——;—2!} i I<a
afGy < | “
p e { -’-—%—!} ® > m
.
1a

Uniendo ia desigualdad saterior con € 1 > vy C II ) obtenemos

igualdad;,
p"ov{ L.;._g!. } # L =w
a(G)'lpo{L%.!} i f>m -

ke



j TS M DERE
SR BE LA DRLGTECH

proposicifn 2:

Sea € una gréfica n=-partita cospleta:
E=KCa, ... va.b .0 b LEL . C.. d.... . dq\ A = 1,
b w2 6 =3, d = 4. donde existe al wmenns un conjunto de la

part.icidn natural de G con 1. 2 0 3 vériices, entonces:

D’u‘{!—;——"!} si L<m

afBd w
ptat { i—%—'—} si {>m

Demost.racidn; '

Sean Vi, ... , Va) &) conjunto de elementos de la particidn
natural de G, donde |[Vi| ® d.

a
La demostracidn s haré por induccidn scbre n,. n = § d.
: imf

Sk n®mO0, eatonces Ve, ... , Vyd =@ g= 0, por lp cual  en
este caso G = KCa . ... . & . b, .. . b

-t Gyt e cp) ¥ por el

fema anterior:

',.4.{.‘.'%_!} si (sm p+qf{"—-;—§'-'} si t<m
n*{'—g—'} SR pta+ {32} s s>m

qQ
Supongamos 1a igualdad cierta para \odo kEd = n Ahora

AR}

a(@) =

2 Y - 1o § 2 dadd

? .
4 para s Ld »n + 1.
[ R ]

Sea v & Vg.

Consideremos G' @ G = (v):

B'mKa . ... .8 b el b G G d. ... . d = 1)

Por hipotesis de induccidn;

79



4 m
p+q¢{.~.r£".‘) si 4 m

alg’s = , .
pea+s {I3%} =i iom

pta {-{—%—ZE} i 4 om
Adewds a(G) = it = alB LA S

;-0q+{-—-§-—} si f>m

por per G’ £ G

Sea G" = Kia . ... ,8.b .. b L6 L g2 F 6 Fean
U‘..:.. . U‘..‘t;m) v oo . U;.(l;m, las particiones

lineales de G' para (v m v ) m respectivamente,

Entonces li.. RPN l)p.(x;rm 'y Ve, ... . Vgri, Vqa = {v) ¥
LS U;&(':"" 3r Y eiew . VAo Vo -~ ) son particiones
lineales de @' si /<@ y > @ respectivamente, vy comn (4792

son puntos sisiados U'. cre llp.((cz- N R S T L TR

-
‘U". eee ﬂ;‘,('_:lv_»_). Ve, ... (Wne, Vo' serfn  tambidn part.iciones
linealss de G. De aquf que: )
p+q¢{£_;,_2!] si Lxm
ptq*{"—;—!} sl LD w
Completando esta desigualdad con € 1‘) lleganmos a;

p’q‘{‘!#z:) si l<m

al@ =

alG) =
p+ag+ { i..;-_".} si '>m -
Coralario: '
St Gekp.%.. .p). D 23, p. Zup si i 2 j. es una
s, t nTT v 1

grafica n-partita completa entonces alGd & n,
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INDICE ANALITICO

Adlyacent e
-A
= de

Arbol

= dirigido
Avborescencia

= ajena

= generndora

Arboriscidad
= linsal por
= aristas
- vértices
= por vértices

Arista
Ripart.icidn natural

Bipartita
= completa

Bosque
= lineal

Camino
~ cerrado
- dirigido

Ciclo
=~ dirigido
Coloracidn
= arista mimimal
= minimal
n- =~
Completa
n-partita -
Conexa
dé4bilmente -
fuertemente -
Débilmente conexa
Digrdfica
-conexa
-débilmente conexa
=eyleriana
~fuertemente conexa
-hamiltoneana
=inducida
-k-balanceada

Enleriana

a3

8, 13

14
-

e

1,19
1. 10
1.10

9,15



Flecha
Fuertemente onexa

Grado
=exterior
-mAimo
-minimo
=interior
Matriz de =
~miximo
~minimo
-mAximn
-minimo
Grafica
«bjipartita
=coap leta
=complata
-conexa
=de lineas
-euleriana
o oor B -
~hawjltoneana
~inducida
~isomarfa
~h=partita
completa
-plana
~saximal
~internamente maximal
- regular
Incide
-a
- de
Loogitud
Matriz de grado interior
Particidn
- lineal
- naturel
TiTe= =

Pasec
' cerrado
dirigido
euleriano

Subdigréfica
- inducida

Subgréfica
- inducida

Torneo

Travectoria
- dirigida

84

8, 14
9, 14
8. 14

9, 15

52

53
9. 15
i

13
13

-

16, 17

14



- hamiltoniana
- minimal
uy- -

Vecindad

~ interior

- exterior
Vecinos

- intericres

- exteriores
Vértice

= terminal

i3. 18

14

14
14

€Y

8, 13
i2



LISTA DE SIMBOLOS

alis
AL
Find
gradiy)
gred (v)
grad’ivd
.3

Kim, n?

Kp o v v md

¥ats)
L W3]
¥
26D

VG, v

vooo v}
e e
LU 2

W vee v

i,
oo T2

la particidn natural tienen oD, ... . B,

Avbopiscidad fineal por vértices e G,

Conjupto de aristas de una grifica G,

?onjum.-:- de Plechas de una digrafica D,

Grado del vedptice v.

Grado interior del vertice v.

Grado smxterior del veptice v.

Grifica completa de b wirtices,

Grﬂ'ir:; binsrtita completa  natural con

part-icicidn de .m vy 0  vértices,

Gréfice nepartita cospleta cuvos elennt‘os de
"

vértices.

Vecinos del conjunto. 5 en le grifica G.

Vecinos internos de} coannboﬁ S en b,

Vecinos externos del conjunte § «=n B

Arboriscidad por vertices de &,

Nimero midximo de  arborescencias generadaras

ajenas en una digrdfica D.

Conjunto de vértices de &€ v D

Travectoria de veértices v . v, .... v,

iy

Travecteria dxruhgo .de  vértjces LA A

AN
Ciclo de vertices v,. v, ... vV,

n

Cicle dirigido de vértices 'v‘. Vye sess ¥ VL

a6



Grdfica inducida por el conjunte T
Maximo eptero menor o ignal a s .

Minimo entero mavor o igual o+ X,
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