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INTRODUCCION

El presente trabajo consta de dos partes, la primera que esta
basada en un ejercicio de la referencia 4 donde se expone un
desarrollo de la teoria sobre formas canénicas de Jordan vy
Raclonal a partir de una demostracidon del Teorema de
Descomposicién en subgrupos ciclicos de un grupo abeliano donde
los ordenes de los elementos estian acotados. El1 tratamiento
seguido muestra que para un operador T : V ~———— V que tenga
polinomio minimio, V se descompone como suma directa de
Subespaclos T-ciclicos. Nétese que en la demostracién dada de la
afirmacioén anterior no se usa que dim(V) < o , sino Unicamente
la existencia del polinomio minimo para f. Cuando dim{V) < « ,
obtenemos como consecuencia del Teorema anterior, la existencia
de las formas candnicas de Jordan y Racional, mostrando también
como calcularlas.

Usamos la teoria sobre la forma canénica de Jordan para
demostrar la existencia de limltes de potenclas de matrices
positivas, en particular de matrices estocdsticas, caracterizando
las matrices A tales que lim A" existe.

La segunda parte esta basada en la referencia 6 y presenta
algunos aspectos scbre la teoria de matrices positivas tales como
el lema de Wlelandt y algunos criterios para encontrar el limite
de matrices en funcién de sus vectores caracteristicos, enfocando
toda esta teorfa a las matrices estocésticas citando algunos
tipos de ellas como las regulares o las absorbentes.

Posterior a ésto se define a las matrices escindibles, asf{
tamblén se dan algunos criterios para reconocerlas, flnalmente se
enuncla y se prueba el Teorema de Frobenius, el cual nos
clasifica los estados de un clerto experimento o fenomeno que

esté representado por una matriz estocédstlica.



PRELIMINARES A LA DESCOMPOSICION CICLICA

En el presente capitulo hablaré acerca de la forma Canénica de
Jordan ya que la necesidad de encontrar limites de matrices a
lo largo del trabajo, nos obliga en clerta manera a hacerlo.
Empezaremos recordande algunas definiciones basicas y daremos
también unos ejemplos que nos seran de gran utilidad ,
posteriormente daremos una descomposiciéon ciclica de grupos
abelianos, haciendo lo analogo para espacios vectoriales.
Finalmente daremos la forma para encontrar la matriz de Jordan
asoclada a una matriz A y demostraremos un teorema acerca de

limite de matrices.

DEFINICION-1.0)
Sea AeM (F) ( F un campo },
nxn

11 12 1s

21 22 28

A=

A .o A

51 33
es una (s, (nl. cee ns). n ) particién de A si :
i) A“ son matrices cuadradas tal que (suponiendo que A“es de

n‘xnl) no+ on,+...+n =n

iJ.)Akl € M"k’"‘l K,1 € {1,2,...,s)

DEFINICION-2.0)
Sean A y B matrices cuadradas {n x n) sobre un cierto campo F
y sean P = (1, (ni, Ny, ni). n ) y

Q = (4 (n, n, . ... , n), n) particiones de A y B

respectivamente, se define el “producto particién' de P y Q

(denotado por o ) como (P © Q)kl = (P 0‘1) , donde - es el

k
producto usual de matrices.



PROPOSICION-1.0) (P © Q) es una (1, (nl, n, ... ,n‘), n})
particién de A + B.

Demostracién:
Sea (P o Q)k . el elemento k,1 de la particidén producto y sea
(P o Q)lk‘ll la entrada 1,) del elemento k,1 de la particién

producto, entonces lo que hay que demostrar es que se cumpla la

igualdad siguliente

e.d. P.D. (PoQ =(A-B)

(n_+...+n Y+¢k , {n_+...4n }+1
1 i-1 1

n
o Q):i = (T pi® Qsj) o= (PIIQIJ N P12Q25 . leQmj) %
s=1

k1
n
11 1) !
pere (P Q )kl = (): Pkt le )
k=1
* =y + +
(n +n_+...+n  J+k,t t,(n_+...4n  )+1
-1 J-1
+ B
E (n1+...+n‘_1)+k.n1+t nlft.(nl+...§nj_1)+l
n_+ .*nk
= ﬁn +...4n J+k,p p (nB+...+n 1+l
t=1 1 1-1 ' 3-1
={A - B)



OBSERVACION-1.0)
Sea C una matriz de kxk y sea

= X 0 ,
C= [ v o1 ] una (2, (nl, nz),k) particién de

entonces

dem. por inducclén.
base de induccién
n =1 es claro

hipdétesis de induccién
supongamos ahora que vale para (n - 1) nz2

X 0
es decir (V' = [ n-2 )

yrx! o1
j=0

p-d. que vale para {(n)

R [x"" 0] [x o]
= = n=-2 . = *

Yy ¥ 1 Y 1
3=0
X"t X+ 00y X"to o+ 01
¥ o= n-2 n-2
(YT X)X+ Iy (YL X )0+1-1
=0 j=0
X" 0
' = n-1
Yy
j=0



DEFINICION~3,0} Un conjunto R # @ se dice que es un grupo si esta
definida una operacién binaria * : R x R — R denotada por * tal

que:

1) a, beR =» a *beR es cerrado bajo *

2) a, b, ¢ € R > a * (b * ¢c) = (a * b) * c (cumple
asociatividad).
3) 3 ee€R tal que a ®* e = e * a =a para toda a € R

(elemento identidad)

4) Para toda a€R 3 a ' €R talque a*a ' =a’l-®

(existencia de inversos)

DEFINICION-4. 0)Decimos que un grupo R que es abeliano
(conmutativo)
sl ademés para todas a, b € R se tienea ®* b=b * a

DEFINICION-5.0) (R, +, ¢) es anillo si (R, +) es grupo abeliano y
*t RXR—> R cumple:

1) Para toda a, b, ¢ € R ae (beoc)=1(aob)occ

2) ac(b+c)=aocb + acc y (b+cla=Dboa+coa

DEFINICION-~6.0) (R, +, ¢) es un anillo con elemento unitario si 3
1 #0eR tal que aecl = lea = a

Ejemplos:
(Z, +, °), (Zn, +, o), HomF(V, V) con VF espacio vectorial.

Maxn{F), FI[x], Z[x] son anilles.

DEFINICION-7.0) Sea R un anillo y sea M un conjunto distinto del
vacio, decimos que M es un R-mdédulo izqulerdo si:

1) (M, +) es un grupo abeliano

2) 3o : RxM-—3 M tal que:

a) IR om=m para toda me M



bl r, (r2 e m) = (r1 ° Ty °m para toda ryw Ty € R y para
toda meM

c) (r1 + rz)m r,m # rm para toda r, r_. € R y para toda

1 2
meM

d) r(m1 + mz) =orm + rm, 6 para toda r € R y para toda m

m,2 €M
2

Hemos dicho R - mbédulo izquierde pues, pues sgb6lo dejamos
multiplicar por el lado izquierdo, de manera analoga podemos
definir R - médulo derecho o simplemente R - mdédulo donde se vale
multiplicar por ambos lados, notemos ademds que si R es un campo

entonces los R médulos serédn los espaclos vectorlales.

Demos algunos ejemplos de R - médulos lzqulerdos

Sea G un grupo abeliano y tomemos el anillo de los enteros

definiendo * : Z x G ——— G de la sigulente manera:
1) o'g = 0G con 0 € Z y g, Oc e G
1) Para toda n e Z° supongamos que ng esté

definido y definamos (n + 1)*g = n*g + g
ysineWN =2 (-nlg= -(ng)

Con nuestra definicién anterior de la operacién producto, G es un
Z-médulo.
Demostracién:
a) P.D. Paratoda geG 1og=g
loeg=(0+1)g=0cg+g=0 +g=g
b) P.D. nl(nzg) = (ninz)g Para toda n,n, € Z y para toda
geG

La demostracion se hara por induccién sobre n

i) n= 0

0 e (nzg) =0y (0o nz)g =0o0g=20

G G
i1) Supongamos cumple para n, e.d. nl(nzg) = (nlnz)g

iii)} P.D. cumple para n ¢ 1 e.d (n1+ 1)(n2g) = ((n1+ 1)°n2)g
(2)
(n1 + 1)(n2g) = nl(nag) +ng =



Y4
(nlna)g tng = (n1° n, +n)lg-= [(n + 1)nJg
a
con lo cual queda demostrado para todo entero positivo. Falta ver

que cumple para Z°.

- 7" - = (-
SinelN = -neZ P.D ( nl)(nzg) ( nlnz)g

i

(—nl)(nzg) = —(nl)(na)g -(nlnz)g = (—nlnz)g

c) P.D. (n1+ na)g =ng+ng para toda n,n, € Z y para toda

g € G, Nuevamente hagames la demostracién por induccién sobre

i) n=0 P.D. (O + nz)g = 0g + n.g
(0 + nz)g = (nz)g y Og + ng =
0c +*ng=ng - (0 + nz)g =
Og + nzg
11) Suponemos vale para n, e.d. (nx+ nz)g =ng+ng

1ii) P.D. vale para n + 1 e.d. {(n1 + 1) n2]g =

0o+

(n1+ 1lg + ng pero ((n1+ 1) + nz)g
((n1+ n2) + 1)g = (n1+ nz)g tg=ng+ngtg=

ng + g+ ng = (n1+ 1)g + n_g

]
Con lo cual queda demostrado para N
Veamos que cumple con Z, si n e N » -n ¢ z
P.D. (~n1+ nz)g = -n.g+ ng.
(—n1+ nz)g = -(nl— nz)g = —(n1+ (~n2))g =
—[(n1+ (—nz))g] = -{njg + (—nz)g =-ng+ng



EJEMPLO (2)

Definamos el producto de un vector por un polinomio de la
sigulente manera :

Sea T : VF —_— VF un operador lineal (dim V = n) y sea
p e Fltl yve VF entonces definimos el producto de p y v como
psv = p(T)(v).

Entonces V es un Fl[t]-médulo bajo el producto que antes
definimos pues es clarc que, V cumple las condiclones de grupo
abellano bajo la suma y ademas :

a) 1pev =1p(T)}(v) = I(v) = v ¥ v € V, con 1p el polinomio
constante 1.

b)(Ple)-(v) = PI((P2)~(V)) con P‘ e Flt] y v eV

Antes de probar esto mencionemos el sigulente teorema
Teorema-0.0}

Sean P1 y P2 € F[t] y sea T : vF —_ VF un operador lineal
{dim V = n) entonces (PIPZ)(T) = P1(T)°P2(T)

Prueba:
m

Lema YVmeN y VgeF[t] se tlene que (t"g)(T) = T" o g(T)
Probemos esto por induccién sobre m

i)base induccién

m = 0 tenemos que t°= 1

por lo que (1g)(T} = {(g)(T) = lo{g}(T) = 1(T)og(T)
n

Supongamos g(t) = bltl
i=

(=]

+1

a n

entonces (t g(t))(T) = (T bt )(1) = (L b 1" ) =
1=0 -
) = Tog{T) = t{(T)og(T)

ii) paso inductivo
Supongamos (t"g)(T) = T" o g(T) V g(t) e FIt]

Demostremos que (tm’lg)(T) = ") g{T)
(™ 1g)(T) = (tt"g) (T)
Tol (t"g)(T)] = Ta (T og(T))
T g (T) = ™ (T)o g(T) "



Demostraciéon del teorema:
Por induccién sobre el grado de P,
i) base induccién
Denotemos por B(pl) el grado de P,
si 6(p1) = 0 entonces se tiene que pl = a € F de donde por el

lema anterior
(plpz)(T) = (apz)(T) = apz(T) = anpZ(T) = a(I)opz(T)

= P,(T)DPZ(T)-
11)hipbdtesis de induccién
Supongamos que 5(p1) >0, P, puede ser expresado de la
siguiente forma
Py
e.d. p.= tq1 + r con Tt € F de hecho por el
teorema de residuo r = pl(O)
(plpz)(T) ((tql + r)(pz))(T)
= (tqlp2 + rpz)(T)
= (tqlpz)(T) +(rp2)(T)
= To((qlpz)(T)) +rIop2(T) hipOtests de inducci®dn
= To(ql(T)upz(T)] +rTop2(T)
= (Toq1(T) +r(T))op2(T)
= ((tql)(T) +r(T))op2(T)
= (tq1+r)(T)op2(T)
= pl(T) opz(T)
. por el teorema anterior (plpz)v = (plpz)(T)(v)

4

tq1 +rdonder =0 6 &(r) <1

= pi(TJopZ(T)v = plc(pz(T))v) = pla(pzv) = pitpzv)
-
c) (P, + P Jev =P +v +P_+v:
1 2 1 2
(P1 + Pz)-v = [(P1 + Pz)(T)](V) = (Pl(T) + PZ(T))(v)
PI(T)(V) + PZ(T)(V)

= =P ey + P oy
1 2

N
]

d) Pe(v + w} = (P+v) + (P+w)
Pe(v + w) = P(T)(v + w)
= P(T)(v) + P(T)(w)
= (Psv) + (P+w)



Definamos ahora lo que es un submédulo de algin R-médule M.

DEFINICION-8.0) Sea M un R-médulo y sea N € M, N # o
N es un submédulo de M &
i) a + beN para toda a, beN
(cerrado)

ii) raeN paratoda reR y
aeN

Y ahora definamos lo que es un ideal

DEFINICION-9.0) Un ideal izquierdo de R es un submddulo de RR

EJEMPLO. Si A = {0},entonces A es un ideal izquierdo de (O)Z.

Demostracidén:
iYA=*o
1i) Para toda a

A a + a € A pues el unico elemento de A es O
y 0+20 €

€
0eA

iii) r o a=0e A para todar € Z y para toda a € A

Sea R un anilio conmutativo e I =R

DEFINICION-10.0) er rzmod I si r-r,e I esta relacién es

de equivalencia
Demostracion:
1)JReflexividad
O=r-rel .r=rmdl, VreR

11) Simetria
rer_modl =» rz=r modl
1 2 20 1
r=r_mdl = r-r_el > _(rx_rz) €1

> r~-r, el = rzE r, mod I

{* Notacién N = M nos denotard un submbédulo de M y se lee N
es submédulo de M *}

10



111) Transitividad

si r = r2mod 1

y

r
2

= r_mod I entonces r_ = r_mod I
3 1 3

r-r I r - r_e€ 1 entonces r-r + (r ~r €
1 2E y 2 3 ( 1 2) ¢ 2 3) I

r~rel
103

r_mod [
2

. esta relacién es de equivalencia.

[r}] ={s eR |
={s eR |
= {5 eR |
= {s eR |
={s eR |

R/1 =

producto) como sigue:

s

s

m

r

r

{ir} | reRr}

Definanse dos operaclones

mod 1 }

€

11}
I}
1

1,

+: R/T x R/] ———— R/I

p.a.
1 el

tal que (r + 1) + (s + I} =
© : R/l x R/ ———— R/I

tal que (r + I) o (s + I) =

11}

}=oro+ 1.

binarias (una llamada suma y otra

{r +s) +1

(r * s}y +1

Hay que ver que estas dos operaciones estan bien definidas.

Probemos primero que la + esta bien definida, esto equivale a

probar que si Ir] = {r'}] y [s] = [s"] entonces

[r] + Is] = Ir'] + {s’}

Supongamos que [r] + {s] = [r'] + (s"]

por definiclén

y
luego si

[r+ 8] = [r

{r} + {s] = [r + s]

r'} + [s’] = Ir' + s’}

+ 8"

entonces (r+s) -(r +s") el

(r-r')+(s-s")ag 1 lo es una contradiccién pues

[r} ={r'lyls] =I[s'] el es un ideal de R.
o {r) + Is]l = [r'] + {s').

Probemos ahora que © esta bien definida, tomemos de nuevo las

siguientes clases [r] = [r'] y {s] = [s’] y probemos que

11



[r] o [s] = [r']) o [s']
sabemos que (r-r’') e I y (s-s') el
(r-r')s e 1 y {s-s')r’ €1
(rs-r's) e 1 y (sr'-s'r') el
tenemos que (rs-r’'s) + (sr'-s'r’'}) =
(rs -s'r') el
»Trs =s'r'mod 1
de donde [rs}] = [r’s’]
[rleols] [r’]ols']

AFIRMACION-1.0)

(R/1, + , ©) es un anillo

Demostracién

1)P.D. (R/I,+) forma un grupo abeliano

a) Sea [rll e R/1 y [rzl e R/1

p.d. [ri] + [r2] € R/1
sea s € [rl] y s,€ [r2]
entonces s,= r1+ by s,;Eoro+
por lo que s+ 5,= (r1+ i)+ (r+ 1)

=(r+r ) +1 eR/I
1 2

entonces s =T_+ 1
3 3
S - =1
3 Tq
- €1
%3 Ty
r.-s_e€l
3 3
r, = s_mod I
3 3
r € R/I
[ 3]

b) P.D. s, * (s2 + 33) = (s1 + sz) + s,

con s, € [r1] s_€ [r2] s € [r3]

[si + (s2 + 53)] = (r1+ i)+ [(r2+ 1) + (r3+ 1)]
= (r1+ 1) + {(r2+ ra) + 1)1
= [[r1 + (r2 + rg)) + 1]

= [((r1 + rz) + r3) + 1]

12



[(r1 + rz) + 1) + (r3 + 1)

[(r1 + 1)+ (r2 + 1) + (r3 + 1)

s, + s + 5
(1 2) 3

c) Existencia del elemento neutro aditivo:
Como R es anillo 3 OeR tal que O +r =r, Vr € R
p.d. 3 {rol tal que [rol + [rl] = [rl] Vot

sea s € (T s € Ir
o [0] i [i]

entonces s, = 0+t s, =r, +1

n

entonces s, * s (0 + 1) + (r'l + 1)

1

(0 + rl) + 4

= (rl) +
=r ot
= Sl Yi . [0]= [rol
[
d) Vv [r}l € R/I 3 (r') e R/I
tal que (r]l + [r'] = [0]
Sea s € [r] entonces s =r + 1
sea s’ € [r'] tal ques+s" =0 conOe (0]
S=r +1i y s’ =r1' 41
entonces (r + 1} + (r’ + 1) = [r +r’] +1

[r+r']1 +1=1[0] +1 entonces
r+r'=290
r = -r’
o8 = -r o+
e) P.D. [r]l + [r')] ={[r']1 + (r] Vv [r], [r'] en R/I
Sean s y s’ en [r] y [r’'] respectivamente

’

entonces s = r + 1 y s' =r

+ i
s+s = (r+ 1)+ (r +1)

(r+r1’')+1

(r’ +r) +1

13



(r' + 1) + (r +1)

s’ + s
s Irl + [r') =[] + [r] V¥V Ir], [r'] en R/I

Con todo lo anterior hemos demostrado que (R/I, +) es un grupo
conmutativo, falta ahora demostrar las propiedades del producto

para demostrar que R/I es un anillo

f) P.D. que V s, s' en [r]l y [r'] respectivamente se tiene

que s @ s' € R/1

»

Sean sy s’ en [r] y [r'] respectivamente

entonces se tiene que s =r + i y s' =1 + t po lo que
soes'" =(r+1)o (r' +1)

=(r *r')+1eR/I

;s ©s' eR/I

»

g) P.D. que (s os’)oes" =so (s os’)

Vs, s, s' enlr], [r'], [r'"] respectivamente

entonces se tiene que

s=r+141, 88 =r'" +1, s

N

=r'" + i
por lo que

[(r+ 1) e (rr +1))o(r’ +1i)

(ses')oes

((r*r’)+1)o(r’ +1)
((r*r')*r"') +1
(r*{r" *r'"}) +1

(r+1) o ({r * ') +1)

(r+1) o [(rr+1)oe (r' +1)]

=so0 (s’ ©5'")
con lo que concluimos que

(R/1 , o) es asociativo.

h) P.D. soe (s’ +8'') =508 +s0s"

¥s s', s en[r], {r'], [{r'’] respectivamente

sean s =r +141, s =r' +1, s’ =r"" +}

entonces s © (s’ +s'’) = (r + 1) o {(r + 0)+(r’ + 1)l

14



it

r+1)o [(r +1r')+1)]
(r*(r’ + ")) + 1

((r*r*) + (r*r’’)) + 1
(r*r’) + 1) & ((r*r’’) + 1)

((r +1) o (r' + 1)) + ({r +1) o {r'' +1))

i

L}

It}

n

=sos’" +sos

Con lo cual queda demostrado que (R/I, +, ©) forma una anillo,

cuando R es conmutativo.

Se puede demostrar que si I es un ideal bilateral de R entonces

R/1 es un anillo.

Sean R y R’ anillos y sea ¥ : R R’ entonces decimos que ¥
es un morfismo de anillos si:
¥ (ab) = ¥{a)¥(b)

1)¥(a + b) = ¥(a) + ¥(b)

OBSERVACION-2. Q)
El nticleo de ¥ es un ideal bilateral de R, donde
Nicleo de ¥ =N={xeR | ¥&x) =0}

Demostracién
1) P.D. que V¥ X,y e N (x + vy) €N
V(x + y) = ¥(x) + ¥(y) =0+ 0 =0
s (x+y)eN

11) P.D. (ra) e N, YVreR y aeN
¥(ra) = ¥ (r)}¥(a) = ¥(r)O =0
{(ra) € N con r,a en R y N respectivamente, analogamente
podemos hacer ésto por el lado derecho de donde concluimos

que N es ideal bilateral de R.
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION PARA GRUPOS ABELIANOS

Sea G un grupo y g € G, denotaremos por O(G) el orden de G,

i.e. el nimero de elementos de G y O(g) al orden de g.

TEOREMA~1.0)Sea G un p-grupo abeliano tal que {O(x) | x € G } esta
acotado y sea m el menor natural tal que pmG = 0, entonces G es
suma directa de subgrupos ciclicos .

Demostracién:
La demostracién la haremos por induccién sobre m.

i)} base de la induccidén (m=1).

Si pG = 0 entonces G es un Espaclo Vectorial sobre el campo Zp
y entonces existe una base 8§ de G tal que G = agB pra y como
Z x = Zx_ entonces G =@, Zx .

pa o x€R «

11) supongamos que m > 1

sabemos que pG = G, ahora bien pG # O puesto que m > 1 y pm se
escogié como minimo con la propiedad de que p"G = 0. Ahora,

PG = pm_i(pG) = 0 y por hipétesis de induccidén podemos tomar
pG = ®Zxa

veamos el sigulente dlagrama:

p-zoc(G) \ y G ) ¥ zy, *)

p-zoc(pG) ‘——— pG = o zx,

Tenemos que:

p-zoc(G) = p-zoc(pG) @ W \'—— G «—J ¥ Zy, (%)

hacemos las sigulentes afirmaciones:

(%) p-zoc(G) = { x € G| px =0 }

e.d. p-zoc(G) es un espacio vectorial sobre Zp , =« cualquier
subgrupo de p-zoc(G) es un sumando directo de p-zoc(G) puesto que
todo subespacio de un espaclio vectorial es un sumando directo
» p-zoc(G) = p-zoc(pG) @ W.

(*) Aqui Y € G se escoge de manera que py, =x, € pG.
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Afirmacién 1.- § Zya = @Zya

Afirmacién 2.- W n (o qu) = {0}

Afirmacion 3.- pr o] (@Zya) =G

LEMA-1.0)Sea Zya tal que pkya = 0 para alguna k (tomemos k minima
con esta propiedad) entonces el p-zcc(Zya) =2z VYV z #* 0

con z € p—zoc(Zya).

Demostracion

Sea z # 0 con 2 € p—zoc(Zya). entonces Zz ¢ p—zoc(Zya), pues si
x € Zz entonces x =az con a € Z, pero z € p—zoc(Zya)

» plaz) = a(pz) = a0 =0

3 %X € p—zoc(Zya)

Demostremos ahora la otra inclusién.

Sea 0 = z € p—zoc(Zya) entonces z = rya pero pz = 0 y

pz = prya, sea I = {s €2 | sya = 0 } entonces ! es un subgrupo

de Z, de donde I = aZ con a € N. Note pk € aZ. Como pk es minimo

tal que pkya = 0 entonces pk < a, pero si pk € aZ
entonces pk= am de donde se ve que a = pk, de donde pk =a y
ral =1 = ka. Pero pr el = ka Lopro= pkb. p.a. beZ y

r = pk‘lb. Si multiplicamos la igualdad anterior por yoc
tenemos que ry = pkhibya y por lo tante z = pk'lbya , de

donde se ve que b no es dividide por p , kgyes si b fuera
dividido por p entonces b = pb1 y z=p pblya y asi

k R
tenemos que z = blp Yo = 0 , lo cual es una contradiccién.

k-1

Ahora bien st z = p by y p no divide a b entonces tenemos

o
que (p,b) =1

k-1

En resumen, si z € p-zoc(Zy ) entonces z = b{ y )}, con (b,p)=1
P o P o

es decir p-zoc(Zya) < Z(pk-lya).

k-1

Como O # p Yy € p—zoc(Zya) entonces se tiene que

p—zoc(Zy“) = Z(pknlya).
Ahora hay que ver que Z(pk'iya) S Zz tal que 0 = z € p-zoc(quL

Como hemos visto z = bpk'lya con (p,b) = 1 entonces (pk, b) =1

. 1 =yp + Bb con y,B e Z

k-1 k-1 _ k-1 k=1 N k-1
Py, =p v, 1=P yap+p yBb=pyy+p ypb
Yo = B2

= op*”

[+
1
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. Z(pk'lya) S 7z

« p-zoclly ) = 2" ly =72z Vv 0%ze p-zoc(Zy ).

'3
=
Demostracioén de la afirmacién 1.-
P.D. ¥ Zya = @Zya
Sea 0 =r y + ... +T Yy una combinacién lineal de elementos
17 a1 n~&n

de T Zyoc cen y, € Zyal , hay que ver Yoy = 0VvVsie{l1,2,...n}
Multiplicando por p tenemos que:
0 = p0 = r'lpyct1 L rnpyan pero pyal = X Vv 1 luego
entonces

p0 = r x + ... trx € 0 Ix

1 ol n an an
lo cual implica que FXe T 0 vi1ed{l,2,...n}
pero rlxal = prlyal =0
- = p- y c

por lo que FY,, €P zoc(Zyal) p zoc(Zxa') c Zxal
per la forma como se escogié Py, = %, se tiene que Zxal < Zyal
pues por el lema p-zoc(Zyal) = p-zoc(Zxal)

Zz V z € p—zoc(Zxal)

0= rlyal + ...+ rny‘xn € @Zxa
con r[yal € mel
y T\ Yy = o0 ST Y = o]
"
Demostracién de la afirmacioéon 2,
= + .

Sea w " Yeu . + rYen € Wn (Zya),
por lo tanto w € p-zoc(G) asi que pw = 0 y recordemos que
PY,, = X, PO lo que 0 = P X, voee ¥TX € ona]
en consecuencia I x = ... = Tr X = 0 de donde tenemos que

1" al n"an

Y. € p~zoc(iyal) = p-zoc(Zxal) = Zxa] c pG

* w e p~zoc(pG) n W = {0}
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Demostracién de la afirmacién 3.

Sea g € G entonces pg € pG = oIx

s pg = rlxa1 + ... rnxan y cozslderemos

z=TI.Y., ooty entonces tenemos que pz = pg Yy esto
es por ser py . = X de donde vemos que p(z-g) = 0 y
(z-g) € p-zoc(G) y (g-z) € p-zoc(G) = p-zoc(pG) + W

sea g~z = z' + W con z' & p-zoc(pG).

Ahora p-zoc(pG) = p—zoc(@Zxa) = ep-zoc(Zxa) = @p-zoc(Zya) (¥)

= p—zoc(@Zya) € oIy,

.2 € oZya

s

. 2"+ z € of
Yo

sg=(z+2') +vwe (@qu + W)

L]
(%) Observacién p~zoc(®Zxa) = ep—zoc(Zxa)
Prueba: sea z € p~zoc{®Zx ), =z =m x + ... +mx m €Z
« 17; n"an 1
entonces pz = pm X + ... +pmx =0 ero
P ploﬂ pntxn per
0 = pm_x + ... + pm X € oZx
1701 n"on o
@ m X =0
pt 1 ax)
¢ mxX o+ ... +mnmnx e op-zoc(Zx )
1 at n an [+
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION FARA ESPACIOS VECTORIALES

Hemos visto que st G es un grupo abeliano entonces podemos
descomponerlo como una suma directa de subgrupos ciclicos. Lo que
ahora haremos serd wuna analogia para espacios vectoriales,
veremos que si V es un espacio vectorial entonces lo podemos
descomponer como una suma directa de subespaclos T-clclicos, pero

primero veamos el siguiente teorema.

TEOREMA-2.0) Sea T : VF ) VF un operador lineal tal gue la
dim(VF) < w entonces 3 p(T,t) e F{t] tal que
WT,OFt] = { £ e FIt] | £(T) = To }

Demostracian
Como la dimensidn de VF es finita podemos entonces encontrarle

una base, sea (v‘, Vor v e e v } una base ordenada de VF
k
podemos tomar el sigulente conjunto (V1' T(Vl), ... T l(vx)) de
manera que sea linealmente dependiente minimo p.a. k1
3 k -1
1 1
T (vl) = —ak_xT (Vx) - .. agv,
L ko3
5 pl(t) =t (Vx) + ak_lt (vi) +oal ¢ F[t] es tal que me

anula a T en v, e.d pl(T)(vx) =0

analogamente 3 P, € Flt] tal que pl(T)(v‘) = 0 por lo tante

pl(T)apz(T)o C opn(T)(v) =0 VYve VF
e.d. p](T)OPZ(T)o o opn(T) =P, °P,° - - - opn(T) = To
con To : Y, —— V, o {f e Flt] | (T} = To } = &

es claro que {f & F{t] | {T) = To } es un ideal bilateral de
F{t] . Por lo que {{ € FIt] | f{{T) = To } = p(T,tiF{t] , e.d
u(T.t) | f(¢) ¥ { € F[t} con {{T} = Te , sin pérdida de
generalldad se puede suponer‘que u(T,t) es ménico.

A u(T,t) se le conoce como polinomio minimo para T.
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION-3.0) Sea T : VF Em——— VP un operador
lineal tal que la dimensién de VY = n (con n < w}) y sea
u(T, L) = pTi )y -+ ... p:k (t) el polinomio minimo de T
factorizado como producto de polinomios irreducibles, entonces
m
= Q... 0 c = =0
V=K, K, eon K, ={veV|sh v=0)
={v€V|pTl (T)v = 0 )
= Ker{ pTl (T) }

con Kp suma directa de subespacios T-ciclicos.
1

Antes de empezar 1la demostracidén recordemos que V es un
F{t]-médulo bajo el producto * que definimos en el ejemplo (2)
de esta seccién como pev = p(T)(v)

donde T : VF — VF un operador lineal (dim V=n) y

peF[t] yve VF . ™

AFIRMACION-1.0 .- Kp es un subespacio T-invariante de VY .
1

Sea x € Kp entonces pTx (T(x)) = pTl (T)(T(x))
1

(pT: (TYoT) {x)

n

[({pTx(t)t](T)](x)

[([tpTl(t))](T)](x)

(TopTl (1)) (x)

T(p‘ml (T) (%))

= T(0)
=0

por lo que tambien T(x) € Kp , asi que Kp es un subespacio

T-invariante de V. ! !

(*) Nétese que H es un subespacio de V o H es un F[t]-submébdulo
de V.

Notacién: To : VF——% VF es la funcién tal que Tel(v) = o, Y v eV,
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k %
Pasemos ahora a demostrar que J K es directa y que V =
1=1

Kp

1=1 i

Por hipétesls tenemos que el polinomic minimo de T se factoriza
como p(T,t) = pTl W .o p:k )
hagamos la demostracioéon por induccién sobre k
i) St k=1

entonces pu(T,t) = pTi ()

por lo que Kp1= v
i1) Supongamos ahora que para espaclos vectoriales con polinomio

minimo de T factorizable en la forma

piT, t) = pTx W - ..o p:k ) (*)
se tiene que

V= Kp ... ® Kp
1 %

P.D. que se cumple para espaclios tales que el polinomio minimo de
de T se factoriza como .

=" . . m . m
u(t, t) = RN U Pk () Pk (L)

Sea V espacio vectorilal tal que su polinomio minimo es

o . . m -
(T, t) = Pl (0 - ... Pk (80 Pkl (1)
y hagamos g(t) = pT1 W - o - p:k ()
- m
h(t) = P il (®)
y sean w1= {veV / g(t)ev =0 }
w2= {veV / h{t)+v =0 }

Tenemos que g(t) y h{(t) son primos relativos por lo que
existen q(t) y £(t) € F[t] tales que g{t)q(t) + h(t)f(t) =1

de donde g{Tig(T) + h(T)f(T) = I

Ahora bien fhit)f(t)ev]l e LA

pues g(t)[h(t)f(t).v] =
fit)gltin{t)ev) =
f(t)-0 =0

(*) Tomemos cada P con coeficiente principal 1, e.d. ménico.
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de igual forma {g(tlg(t)-v] e H2
pues h(ti{glt)qlt)-v] =
q(t){h{tlg(t)-v] =
q{t){o] =
Puesto que g(T)iq(T) + h(T)If(T) =
tenemos que g(T)g{(T)ev + h(T)f(T}w =1Iv=v VveV
y asi tenemos que V = H1 + WZ
Supongamos que v € Nl n Hz
entonces v = g{T)g{T)*v + h{T)(T)'v =0 + 0
sv =0 oW nW = {0}
1 2
s V=W oW
1 2
Por hipétesis de inducclén tenemos que (*)

=K PR O]
n° Ky

de donde V=K ... oK oK
1 )?«vl

L}
o

que es lo que necesitabamos probar.

(*) Nétese que el polinomio minimo para T’w =g

pues glt)ew = g(T)(w) =DV we wl, por definicién de wl
(T, ) | oglt). (1}
1

de igual forma p(T|,, t) | h(t). (2)
Y,

y tenemos que Vv ¢ V se tlene que

u(le ,t) u(T]w , tlev=0eV
1 2
por lo que u(T, t} |} (T[w , t) u(T]w » By ] gton(t) = (T, t)

entonces u(T]w , t) u(le , t) = s(t) u(T t) , con s{t) e Fit]
con gris{t)) =
pero p(T, t), u(T]w , ), u(le , t) son todos ménlcos
.s(t) =1 eFr(t] ! 2
u(T, t) = p(le , ) p(T]H .
1 2

de (1) y (2) tenemos que
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glt) = q‘(t)“nl”,' t) y  hit) = qzm“(lez' t)

por hipétesis
p(T, t) = p?l Ly oo e p:k (e p:¥§1 vy = g{tIn{t)
= u(Th, 8 (T, )
Pero glt), h(t;, lT]w R t? y M(T|H , b))
2

son ménicos por lo que q(t} = q{t) =1 e Flt]
s oglt) = u(T!w ; t) y  h(t) = #(T]w , t).
1 2

o
Para T : V¥ > YV tenemos que:
T I KP; Kp‘l > Kp“
Ty..+ Kp > Kp
.Isz L2 2
H >
TI Kp ka ka
k
a8l x= x1 + Xz .. .+ xk con x\ e Kpl
entonces T(x) = Tlefx1) + T[Kp:xz) ...+ TlKﬁka)

m
Observemos gque Kpl es un médulo sobre el anillo [ (t]/(p“>. Esto

es andlogo al caso en que en un grupo abellano png =0e G

YvgeG v p.a ned.

Definicién. - Tenemos como en el Leorema para grupos abellanos que
p-zoc(Kp) = {x e Kp | px = 0} = Ker (p(T)) asi que p-zoc(Kp) es

un subespaclo de Kp}
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TEOREMA-4. Q) K =90 xF(t], x_ €K
hememe——— P wéXx T« «

i J P

(Suma directa de F{t]-submédulos y tambien es suma directa
de espacios vectoriales)
La demostracion del teorema la haremos por induccién sobre m

con m = min{l / pl(T) = T0 }

1) base de inducclién m = 1

Sim=1 entonces VY = Kp y pr = {0}

e.d p(T)(x} =0V xekK . VesunF[t] ~ modulo,
p /
<p>
e.d. es un espacio vectorial sobre el campo F[t]/ y como los
<p>

espacios vectoriales tienen bases, V =agX(F[t]/<p>)xu =ang[t]xa.

11) Hipétesis de Induccién

supongamos que pr = o xF t] ( p" H¢

pK ) = p'K_ = {0} ).
p P
entonces en el sigulente diagrama podemos observar que:

p~zoc(Kp) ey Kp

- \ = 0 X t
p zoc(pr) —_— pr xaF [t]
(por hipOtests)

€ Kp.

Si X, € pr entonces X, = PY, = p(T)ya Popeas Y

Puesto que p—zoc(pr) e p—zoc(Kp) y p—zoc(pr) es un
subespacio vectorial de p—zoc(Kp). como espacio sobre el campo
Flt]/(p)’ entonces p—zoc(Kp) = p—zoc(pr) ® W suma directa de

F[t]/<p> espaclios vectoriales, . suma directa de F[t]-médulos,

es suma directa de F espacios vectoriales.

{*notacién \——— nos indicara la funcién inclusién ...*}
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Afirmacién 1.~ ¥ v F ftl = o v F [t]. e.d. 1a suma es directa.
Afirmacion 2.- W n (o yaF [t1) = {0}.

Afirmacién 3.-K = (e Z ) eVW.

P Y
Observemos que el médulo zaF[t] como espaclo vectorial sobre F es
el subespacio generadc por (zu. T(Zm). TZ(ZQ). . . .} que se
llama el espacio vectorial T-ciclico generado por za. Puesto que

para z € Kp se tlene que:

z,FIt] = { £(t)z, | £(t) « Flt] }
= { f(Mz | £(t) e Flt] }
z FIt) = £({ £(T)z, | £(t) e FIt] })
=#{ 1z , T(z), T%=z), T2=z), ...}
o a a [+4
(fiTy=aT +a T '+. . .  +aT+al
n n-1 . 1 o
s f{t)z =a T (z)+...+az )
o n 44 0o«

E.d. zaF[t] es cielico como F[t]-médulo y es T-ciclico como

espacio vectorial sobre F.

Demostracién de la afirmacién 1.

Sea 0 = rY, * ... *Ty, una combinacién lineal de elementos
1 n

de yaF [t}, con rly$ € yalF [t}

P.D. T YV 7 0 vi e {1, ... ,n}

p(0) entonces

= p(0) = p(rlym o H T Y )
1 n
= rlp(ymi) + ...+ ply, Jn
= 1‘1)1((x + .., + rnxa € 'xgl XO‘. F [t] (por hipOtesis de
n

induccibn) y por lo tanto rx, = P Y, y Tk, = flp(yu )‘
vYied{l, ... nk
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Se slgue que: r‘ya‘e p—zcc(yulF (t1) = p—zoc(xa‘F[t]) [ Zxa“
L0 =ry 4...% rY, €0 me ftl Yy Ty, &x, Flt]

17
1 n 1 1
Vied{l, ... ,n}
por lo tanto L 0V 1ied{l, ... n} y por lo tanto se tiene

que Y yaF [t] = @ yaF [t].

n
Demostracién de la afirmacioéon 2.~
Sea weWn (e yaF [t]) entonces
W = rlya + ...+ ya puesto que W estd en la interseccién.
n
1 n
Como w € W = p-zoc(Kp)
entonces W € p—zoc(@yaF[t]) = @p-zoc(yaF[t]) = op-zoc(x Fltl)
= e x F[t] = pX
o P
AW E pr n ¥ = {0}
. w =0,
']
Demostracién de la afirmaclién 3.-
Sea v € K entonces pv e pr = @ qu [t] (por hipbotesis de
P
induccién) ~. pev puede escribirse como una combinacién lineal de
elementos de xaF {t], sea pv = rlxa1 ...+ rnxah

conr x ex_F [t], consideremos:
ey 4
z=ry, t...try
1 n

con r‘yml € yalF (t]. pz = pv

pues pz = p(rlyml ooty }
n
= prlym1 + ... F prnyan
=Py, toe YRV
1 n
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Por lo tanto p(z - v) =0,

e.d. z-v € p-zoc(Kp)

tanto (z~v) como (-z+v) estan en p-zoc(Kp) = p-zoc(pr) oW
entonces (-z+v) = (2'+v) con z" € p—zoc(pr) y w € W. Entonces

v=2 +W+2conzeEo yaF[t]

como z' € p—zoc(pr) = p-zoc{@ xaF[t])

®(p-zoc( xaF[t]))

@(p-zoc( yaF[t]))
p-zoc{® yaF[t]) = @yaF[tL

entonces z' € © yaF[tl

vz +2 €0 yaF[t]

s v=2"+ 2+ W pertenece a @ yaF[t] o W.
~Kp=o yaF[t] o W = Kp.
~ Kp = @ yaF[t] o W.
Lo que demuestra que Kp es suma directa de submédulos ciclicos.
W es una suma directa de F[t]-submédulos ciclicos pues
W = p-zoc(Kp) asi que se puede aplicar el argumento de la base de
la " induccién. Con lo cual queda demostrado el teorema de

descomposicién ciclica.
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FORMA CANONICA RACIONAL Y DE JORDAN

Sea V un espacio vectorlial de dimension finita sobre un cilerto
campo F y T : VF —_— VF un operador lineal tal que su
polinomio minimo es p(T,t) = prx(t) o pZE (t) entonces
sabemos que
Y = Kp ® ... © KE donde Kp ={veVy|] pra v=0}

1

! k
={vey | (Mv=0)

= Ker{ pTl (T) } =V

Notese que : Tlxy: Kpl———~———e Kpl

e

Ahora Kp‘ =aglF{t]za

F[tlza = (f(t)(za) ] f(t) € FI[t] }
=¢{z, T(z), T°(z), . ..}
o 4 24
Notemos que F[t]za = Kpl y es T-invariante pues
2 _ 2
T(® { z. T(za), T (zm), L. )=k (T(za), T (za), .. .}

OBSERVACION-3.0) Sea T : VF —_— VF un operador lineal

con VF espacio vectorial de dimensién finita y

u(T, t) = p?l(t) < pte (ty su polinomio minimo

Kpls VF , tenemos TIKl: Kpl—-—————a Kp

ademas su polinomio minimo es u(T]Kp, t) = pTx (t). {ver la prueba
i

del teorema de descomposicién para espacios vectoriales)

OBSERVACION-4.0)

s
Kpl =agxp[t]za y tenemos que T IF[t]z;F[t]za —_— F[t]za

Demostraremos que dlmFF[t]za = kaml. donde m, es el grad(pl) y

_ .k
“(TIF[t]za v t) = pie
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Demostracion:

Es claro que si “(TIF[t]z . t) ] pTx )
«
entonces “(TIF[t]z , t) = pTa (t) 1 sk sk
3
i
Fltlz, = £ { T (Za) | 1 eNu{0}}
como F[t]za £ Kpl = VF y V es de dimensién finita entonces

_ m=1 .
F[t]za = 2 { Zgr o , T (za)) m € N y podemos escoger m

minima con esta propliedad.

AFTRMACION=-2.0) { Zo. ..Tm_l(za)} es linealmente independiente
pues en caso contrario existiria n = m-1 tal que
T"(za) e£f{z, ... ,T"-l(za)} pero entonces
™™ z) e £(T(z), . o TNy = £ Uz, o Tz )
asi que por 1lnduccién Tk(za) e £ { Zgr oo - , T n_tza)) Yk € N

con n-1 < m-1,
contradiciendo la eleccién de m.
[a]

Como el polinomio minimo de TlF[t]z es “(TIF[t]z ,t) = p?a (t)
o o

entonces pTa (T)(za) = 0.
Si grad(pl) =m entonces
™K z)eetz, . ...1"5% " )
« o (i1

»m-1 =mk -1 am=mk .

1e o

m m=-1

Como T (za) e £ 1 Zoooe ,T (zm))

m m-1 i
entonces T'{z ) = [ (-al)T (za)

m=1

m §
T (Za) + ¥ (ax)T (Za) =0

m

m-1
A "+ Tathim) = To [ppyy,
=4

m-1
m 1
u(T | F[tlza't) | (¢t (z)+ Lat)

30



| m

o grad(pu(T | Flt]z Wty = km
o

km =mn
e
sm=km
w1
5 dlmF(F[t]Za) = kaml
donde m = grad(p‘)

y (T | Fltlz ) = plfa (t)
o
. dlm(F[t]za) = grad(pTa (t)) = grad(p(T | Flt]z * t))
o

mk -1
: = | S
. B { 2o oo T e (za)} r—— F[t]za
» dim Fitlz = m‘ka’ L

OBSERVACION-5.0)

00 0. 0 B,
10 0. 0
B 1 0. 0 K m
[TI ]ﬁ“ = 0 1. ) T® ‘(z“)
F[T]za o : .
0
c 0 0. 1 B,
0 0 0 - a
1 0 0 - a°
0.1 0 !
= g 1 . (*}
: ‘0
0 0 0. L-ay

km -1
o i

k_ m
™ _ _ !
Pues T (za) =¥ (-a )T (za)

km-1
kam‘ -} .
v entonces T (za) + ¥ (al)(T )(Za) =0

k m
oy

i
donde T + L @)IT es “(TlF[t]za’ t)
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estd formada por los inversos

B
» la ultima columna de [T[F[t]z ]Ba
[+ 4

aditivos de los coeficlentes al. az, ..., a del

del polinomio minimo de de TlK
o«

{

DEFINICION~11.0) La matriz (*}se llama la matriz compafiera del

k m
km oL

polinomio t ' + T a t' = u(r
1=0

,t)
]F[tl%L

Como Kp1 =0 F[tlzm es una suma finita

y ﬁ&l base F[t]za ‘

= k
entonces B Bulu B“Zu .. UBS‘ e l(pl
o
digamos que u{T | Flt)z ) = p, 1 (t) y grad(pl) =m
%
entonces
o Q L x
1 ¢ ¥
¢ 1 0 L x
* 0
O *
l L]
[s 3 v] L *
B 1 0 W
= 01 0 ..
[ T, Js .
0 *
1 »*
: L
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Donde el £-ésimo bloque es [ g,

Fitlz 4

4
DEFINICION-12.0) B‘ = Ba \;' Ba u2 Y Ba sdonde
Ba = (x“ N ’I‘(xoc ), Tz(x ), . . .} se llama base candnica
J 3 J J

racional para pr y escribiremos B‘ m Kp
Como V = Kp1® szG) @er y tenemos que si B‘ b——c—r;t?) Kp
entonces B‘ V] '32 o Y BE se llama una base canénica

racional para VF respecto a T.

Pasemos a construir la forma de Jordan.

Sabemos que st T : \/F —_— VF‘ un operador lineal tal que su

polinomio minimo es u(T,t) = p:l(\'.) et p‘El’. (t) {con P,
irreducible) y F = C entonces p = (t—?\l) .

Sea VF como en el teorema, e.d. \/F= Kp o ... oK (con F = C)
y fijemos una i , escriblendo KP = Kp con polinomio minimo

i
u(T]Kp, t) = pk(t) y p=

m k
- _ 3
entonces Kp —-ng xJF[t] y p('rlx Flug t) = p (L)
conk1 Zkz - ka.
k -1
- - - \
Sea ﬁl (X‘, (T 7\))(l [P (T A) X‘) m.X‘F[t]
kx
y hagamos U = T - Al es claro que si p(Tlx Fren t) = (t-a)
i
k
= =0
entonces leirltl Uo Yy

k-1
= i
Bl = (Xx, UX‘ R ¥ X‘)m'X‘F[tl
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0 0. 0 0
1 0. 00
Bl o 1. o] [3l
(U}l = . =[T-2A1" =
Bx . Bl
0 1¢C
B, g
=[T1g =010,
B B #
por loque [ Tlg =alllg+lUly
A 0 .0 0
1 A .0 0
Bl o 1. 0
[(t1 =
B,
A
0 1 A
k -1
si tomamos a Y, = ((T—A)‘xl, N (T—?\)xi , xl) que es B!

ordenada de manera inversa

A 0, .0 0
A 0 0
7, B, 0 1. 0 B,
[T =l L1l
Wl 3‘ ?l
o] .. 1R

B
notemos que [ | ] ' es una matriz autoinvertibles puesto que

¥

Invertir el orden de los elementos de una base es una operacién
autoinvertible.

7l Bl
(T1 =PLTI1°P

'Il 1
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00 1A
0 1 a0
A 0
= P
12
L A 0
A1, 0 0
0 AL 0 0
0 0. 0
1 .
. A1
0 o a

que es un bloque Jordan de orden k x k y donde k es el grado de

.u(Tle, t) = pk(t) por lo que s} tomamos y = ¥UT, VL vy

\
(3" m.x‘F[t]], tenemos que ¥ es base de V y que

A 1. o 0
0 a1 0
0 0 a
. 0
1
0 A
A1 0 0
¥ o a1 0
[ Tlgl = 0 0
7
1
0 . A
0

ke
es el grad((t-A)") = k

donde la dimensién del ¢ bloque J .

1

Que es la forma de Jordan que queriamos construlr.
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Pasemos a ver una forma para calcular la forma racional de

T : VF —_— VF , donde VF = @F[t]xl , suponiendo que

u(T,t) = pt , con p € Ft] irreducible y BT jpry o8 = iy
k =k =...=zk «
1 2 m

Denotemos con Sp k(V) el numero de sumandos directos en

m
V= $91X1F[t]) que tengan polinomio minimo pk.

TEQOREMA~5.0) Sea T un operador lineal (T: V

V) v V espacio
m
vectorial tal que V = }glxlF[t]) y u(T, t) = pg coen p
Irreducible donde & = grado de p entonces
= 1 =1 _di
m= 3z (dimF(N(p(T))) = 3(dim_(V) dme(p(V)))
y S = L@ T) - 2dim(p"V)) ¢ dim(pTIV) Wk = 1

Demostracién:

vV {p(mv

p-zoc(pV) W l } p-zoc(V)

\—— p-zoc(V) 4

p-zoc(V) = p-zoc(pV) o W
p(TIV = @yiF[t]

V=ox Flt]l] oW

i
le =Y,

Recordemos que p-zoc(V) = p-zoc(pV) o W
con p(V) = oylF[t] v vy, = p(T)Xl.
V= (exlF[t]) o HW.
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m
Notemos que p-zoc(V) =19xp—zoc(x‘F[t])

p—zoc(xlF[t]) es un espaclo vectorial sobre F[t]/<

p> "’

uno . p—zoc(x‘F[t]) es isomorfo a F[t]/<p>

m = dimFlt] (p-zoc(V)).

/<p>
(Observemos que si x € p-zoc(V) entonces dimF[L)xF[t] = 1 pues
7/ <p>
{x} \e— xF{t])
base Flt] /<p>

Y que dimF(xF[t]) = grad({p) 5-1
pues F(xF[t]) = fi{x, T(x), . .., T}y dgnde 8§ = grad(p)).
% Sim= dimF[L) p-zoc(V) entonces p-zoc(V) = lgl(xlF{t])

/<p>
y dimpp—zoc(v) = m(grad(p)) = ms

e.d. m = %(dimF p-zoc(V))

il |

Sp k(V) denota el numero de sumandos directos de
,
m

Vv = gglxiF[t]) con polinomic minimo pk y va vimos que

=1 - =1 = _
m= 6(dime zoc(V)) s(dimFN(p(T))) (dimF[L]/p zoc(V)).
<p>
Ahora dimr[tl (W) =5 '1(V) = (dimF{t) p-zoc(V))
/<p> /<p>
- (dimF[L] p-zoc(pV)}
/<p>
S (V) =8 (pV) = dim (p-zoc(pV)) - dim {(p-zoc{ppV))
p,2 p,1 F[Tl/<P>, F[Tl/<P>' )
= dimF[T](p-zoc(pV)) - dimF[T](p:zoc(p v))
7<p>* 7<P>
en general:
2y ~ k-1
Sp'k(V) = Sp'k_l(pv) = Sp'k_z(p Vi=...= SP"(p v}
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- _ k-1 ~ _ k
dlm”_”/(;: z?c(p 23] dim”ﬂ(p z?c(p v))
P> -1 /<p> .
. Sp'k(V) = dimFlTi/iszOC(p V}) - dim [T}ig'zoc(p Vi
= _ _ x
x Sp'k(V) = dim F[L§E<ioc(p “tyyy dimF“lEpfOC(p v))

entonces S (V) = l(din_(p-zoc(p*”'V]) - dim (p-zoc(p V)))

(por 1la observacién en la pagina anterior).

Ahora p-zoc(p* 'V} = {x e (p*7'V) | pox = 0}

= pk-l(V) n N(p{T))

= N(p(T)ka-1(V))
con (p(T)]pmﬂ(v)) s P —— p*Tly
puesto que dimF(V] = dlmF(N(T)) + dimF(rango(T)). Para T: V=—— V
k-1

se tiene que dim_(p“7'V) = dimF(p“"(V) A N(p(T))) + dimF(pk(V)L

. dimF(p—zoc(p““V)) = dim_(p"7'V)~ din_ (p*v).

_ l _ " k+1
B Sp’k(V) = 6(dimF(p vy dim (p V) d1m (p ®y) + dim {p

V)

= 3(din_(p"7TV) - 2din_(p"V)) + dim (p*"'V).

COROLARID-1.0) Si T: VF VF tiene polinomio minimo pk(tL

m
= _ .k

p € F{t] irreducible y V =9, F(t]x‘ con “(T]F[t]x"t) P,
k = k z. .. zk

m
si1 Bl Y IRTTN V entonces el nimero de bleques raclionales de
tamafio k1grad(p) es Sp . (T) y el numero de bloques es m,

!

calculados como en el teorema anterior.
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TEOREMA-6.0)Sean T , U :VF———————e VF operadores lineales
entonces T, U son similares si y solo si T, U admiten la misma
forma canénica raclonal.

T, U son similares si existe un isomorfismo ¢ : V ——— V

F F
tal que el sigulente diagrama conmuta.

T
VF VF
l Ly
v \'

F [§] F

COROLARIO-2.0) Sean T, U :VF—————~—ﬁ thales que p(T,t) = p(U,t)
se factoriza como un producto de factores de grado 1, entonces T,
U son similares si y solo si T, U admiten la misma forma candnica

de Jordan.

Demostraciéon del Teorema.

| Y | S :
«) Supongamos existe f8 . VF y ¥ TS Tac VF tal que:
B 7
=[ U
(Tlp=(V]

es claro que f(T) = Te o f([ T ]g) = 0 e MnxﬁF)
A plT ) = p( 7 ]g O = kU T e = e,
u(T, t) = p‘;ut) e ptr
v=K o ... oK con K = N(p kx (T)) y también
A 3 f !
=1 . o K
V—Kple).., @K'.’- con KF N(p, "t (U)).

Ahora B = BnK)lvu...u(@BnK)
Py -
def inamos Bi =fn pr Yy

y=(rn K;) v...ulrn K;)
1 r

def inamos 1‘ =N Kp‘, por definicién de base canénica racional.

39



Conmo

[T 1
1K,
I
[T = : = [up?
[T g, !
entonces:
) 15‘ S U 1t €9
ke, B, [Xe, %,
»n
— 13 = k
- Kpi =2, 3,,Fit] “(TlﬁJFlt],t) =Py kL kmx
) = “x = L3¢ s »
Kpl 12 YUF[t] “(U]y”F[tl.t) P, k2L L2 k“x

Y el corolario 1.0 nos asegura que mo=n  yaque ambos son el
numero de bloques de la matriz (*) vy demas
S (Kp ) =8 K'p )
pikj t p‘ky [
(T

) = u(U' ) viedl, ..., m =n }

t t
|z‘§[t], %jFItL

r
Definamos ¢ : Kp‘——-ﬁ—ﬁ Kp

1 t

2, m—— Y

1,3 b,
flthez = £(tdoy |
e.d. f(T)(zi J) erreeeeemey (U (y R 3
e.d. que
2 2
{Zl,j' T(zl,J)’ T (Zi,j) e ) — {yl,J' U(yl,J)'U (y‘,j) ..}

Entonces es claro que wx es un isomorfismo lineal entre Kp1 ¥ K;‘
ya que mapea biyectlivamente una base de Kp& en una base de Kpl

Ademds es claro que el siguiente diagrama canmuta.
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i
| v

--———RH-T~)KPi

Kp‘

Pues se tienen dos casos:

Caso a) Teﬂ(zl J) ~——
wl
pr T— Kpl
T I I u
Kp Ty Kp[
1
4 -
T (2‘,") —
Caso b) Tz(zl J) es el Ultimo elemento de
2 2
(z”J, T(z"J). T [21,1) oo Tz ,J))
2+1 14 _
e.d. T (zl'J) + aeT (zl.J) + . + az 0
end. T v a1t v + a
¢ °
es el polinomio minimo para T]z Fit)
i}
[4
entonces -¥ a Tr(zx ) —>
r=0 r v J
¥, ,
Kp Te— Kpl
T I I u
Kp ——7—> Kp
i wl !
Te(z, ) ey

Que conmuta, pues ya observamos que

(T = u(Ul

t) t)
szf[t]’ y, Ftl,

41
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Definimos ¢ : V_~—————— VF conVF=K @... o K y

i g ?
VF= Kp ® o K
1 T
e.d. : @ ... © e ... 0 K
vk, K, —— K, K,
r
tal que Vit Y wl(vl) + ...+ wr(vr)

donde v‘ € Kp‘.

Es claro que ¢ es un isomorfismo y que el sigulente diagrama

conmuta

T
V, ———— V
F F
v ‘[lll
U
\lF ——— VF pues
Uw'(v‘ + + vr) = U(w1(v1) ...+ wr(vr))
=Us (v ) +. .. + U (v)
1 1 ror
=g Tv.) + . . . +y T(v)
1 1 r r
= ¢;1T(v1 oL L+ Vr)
"
= ) Si
T
V, ——— Vv
F F
wl jw
8]
vV, ——— ¥ conmuta con { isomorfismo

F F !
ed. ¢ T w"l = U. Es claro que f(T) = To @ f(U) = Uo pues como

T T
VF VF VF
g IR B
9] U R 2
VF VF VF conmuta, tenemos que Yy T = Uy
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e.d. ¢ (Ta) w-l = y? de manera linductiva podemos demostrar

que ¢ (T} ™ = U¥ V¥ x el , Asi que en general :
¢ (£ ¢t = 1), e.d.

¢ £(T) = £ Uy
» T, U tienen el mismo pelinomio minimo
p(T, t) = ptl(t) et ptr tty.

o Vo= Kp ® ... © Kp donde K‘p = N(plkz TH
1

r

= [ s TR k
K91® L0 K% con KP Nip, ™1 (1))

»
Observemos que pr Z—ﬁ Kp1 es un isomorf{ismo

T
prl
Kpl ey Kp‘
N\, . /
V ———— V
F F
ko, v l 1 ol
u
VF ——— VF
~ NY
R ’ \
Kp1 ey K’
u !

X € Kpl entonces plkx (T)(x) =0 = w(p(kt (T))}{x) =0

lkx W)

5 wix) e Nip f1 W) = xLi

=p

. Kp p————3 Kp » dim{Kp ) = dim(Kp )
i le 1 1 i
Py
por simetria dlm(Kpl) = dlm(Kp!) s din{Kp ) = dlm(Kp‘)
Kp“»—-“E’——) Kpl es isomor{ismo y ademés
[xp

1

43



Kp

Kp, ——————— Kp

“'IKPI "

Kp —m———— KX’ conmuta.
! u Py

Es decir hemos reducido el problema a demostrar que si

T
V, ————— VY
F F

wl lw
u
VF — VF conmuta con Y lsomorfismo
y #(T, ¢t} = pl(t) con p € F[t] irreducible entonces T y U tlenen

la misma forma canédénica racional.
m
T induce como descomposicién V =19121F[t] con

t) = pkl k = . .=z k

“(T|2‘F[t), 1 : m

m
U induce como descomposicién V =1@1ylF[t]

2
“(UlylF[tl.t) =p.
perom =_1___ dim(p-zoc(V}) = __1__ dim(N(p(T)})
ademas N(p{(T)) = N(p(U)) pues como yf(T) = f(U)y vV f e Flt)
entonces x € N(p(T)) =» p(T)(x) =0
2 yp(T)(x)} =0
> p(U)(Y(x)) =0

2 U(x) e N{(p(U))
. wIN(p(T)) : N(p(T)) » —— N(p(U)) es inyectiva

Simétricamente ¢-iN(p(T)): N(p(U)) =—=— N(p(T)) es inyectiva
& dimN(p(T}) = dimN(p(U))
. w]N(p(T)) : N(p{T)) »——— N{(p(U)} es un isomorfismo
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sm=_ 1 dim(N(p(T))}) = 1 dim(N(p(U)) = n .

grad(p) grad(p)

Sea Sp,k (V) el numero dg sumandos con polinomlo
minime correspondiente pk en V = ‘QIZ‘F[t]

y Sp,k  {V) elm nimero andlogamente definido para 1la

descomposicién V = lglylF[t]

Como S (V) = 3 @ D (v) - 2dim(p (T (v)) + dim(p* " (T)(v)

y 5, W) = 3 (@im(p* tWiv) - 2dim(p*UI(v)) ¢
dim(pk‘i(U)(v). para demostrar que son lguales basta demostrar

que aim(p*(UI(V)) = din(P*(TI(v)) V¥ k e {o, . e
Pero ésto se sigue de que yf(T) = f(U)y V f € Fitl:

Sea x € pk(T)[v) entonces x = pk(T)(W)

pk(U)w(w) € pk(U)(v)

. pk(T)(v) »

¥
ey pk(U)(v)_?s lineal e inyectiva.

Simétricamente p*(U){v) » ey pk(T)(v) es lineal e inyectiva
a4 dim (P (TY (V) = dimF(pk(U)(v))

,
- SP k(V) =5 k(V) y por el corolario 2.0 T y U tienen la misma
, Py

forma canénica raclional.
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TEGREMA-7.0) Sea T VF A EE—— VF un operador lineal

(con F=C )y sea [T]g con B\;:;;T—a VF , entonces:

lim [[T]g]n existe sl y sd6lo si se satisfacen las condiciones
siguientes.

1) Si A es un eigenvalor de [Tlg entonces |A| = 1.

2) S1 A es un elgenvalor de [T]Z tal que fA] = 1, entonces A es

el numero real 1.

3) Si 1 es un eigenvalor de [T}g , entonces la dimensisén del
eigenespacio correspondiente a 1 es igual a la multiplicidad de 1
como elgenvalor de A.(igual a la multiplicidad de 1 como raiz de
X(T,t) ).

Antes de proceder la demostracién haremos algunas observaciones

Sea pi{T,t) = pri(tl ot p?i (t) el polinomio minimo de T (con
p\irreduclble), puesto que F = C entonces sabemos que p, = (t—A‘L
y por el teorema de descomposicién para espacios vectoriales

L 7 -
sabemos que exliste ¥ T VF tal que [le J[T’ (forma

canénica de Jordan) ademés [T]g =Q ['I‘I;Q_l , {(Q= [I)g } y
n

8,"_ -1 .
%gm [[T]B] =Q [[T]g 1 Q" por lo tanﬁ? si probamos que %%g[[T];]
existe habremos probado que %3& [[T]g] también existe.

Supongamos que |[A] < 1 y Sea J, un bloque de Jordan asociado al

A

eigenvalor A , entonces

Al10 0
oOA1l1GC
J,=1002a1l e M
A ) . 1 mxm
0 A

hagamos N = JA - al

Observemos que N" =0e A
myxm
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Demostracién.
por induccién sobre m

1) m=2

M1 0 1 2 _
JA = [0 A] por lo que N [0 o] y claramente N” = 0 € MZx

2
11) Supongamos que K" =0, con N, O & “

me1
Sea N ¢ AHm+1)x(m+1) queremos probar que N =0 e M(m+1)x(m+1
y hagamos una (2, {m,1),m+1) particién de JA (Ver definicién
1.0 del capitulo 2} e.d.
010 .. .0 ¢}
0010, . .. 0
N = 0001 : . M
: . . 1 . . {m+1)x(m*1)
c . . I 0jl1
(00 0) (0)

_ N A m+1_ NmHNmA
e.d. N —( 0 0 ) y N = ( 0 0 ]

pero N € mem v por hipétesis de inducclén N™ = 0

asi que "' = NN " =NO0D=0 y NA=04=0

ANl=0 . (J, ~AI)" =0 comJy e M Vmel

Ahora JA = Al + N y entonces por el teorema del binomio (que se
puede aplicar pues AIN = NAI = AN ) asi tenemos que

= @D+ O T DT s G
010, ..0
0010. .0
Como N = . ! .
. 1
000...0
ten:mos que N: =0, Ne2 = e% . Ne3 = 92 , ; Ne.Il = em_‘
s~ N e1= o, N e2= Nel= o, N e3= Nez= e1. , N em= Nem_1= em_2
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En general

(==

m=1
Asi que J; =7 (:)AF_INl

silr zm-i
1=0
(B)Ar ({)Ar-l (E)Ar-z L (m:l)Ar-mtl
r =
; JA

oL

0 . Hr!
O

Demostracién del Teorema.
Demostraremos que lim J” existe  valen 1) 1i) y it1) para A

) Como los coeficientes de la diagonal principal de J7 son A"

tenemos que 1im J° existe » lim A" existe » |A| = 1. Ademis
r © r o

}ig A" existe con [A] = 1 sélo si A = 1. (Pues si A = !t
0 <8 <2n, st 8 %0 entonces A" = e'ro y . IAP*I- Arl =
Iel(r+1)9 _ elrel - lelrQHG _ elr0|=lelr0(e10 _ 1)l=|e:0_ 1' >0

. (hr)rew no es Cauchy . (7\")&[N no converge). Con lo cual queda
demostrado 1) y 1) .

81 A =1 entonces
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(ONONCO NS

i} e

r

(1)

r

(0}

>

y como ({) = r que tiende a infinito cuando r tiende a infinito,
r r
entonces }12 J° existe s J = ((0)) = (1) € MIX{C)

. cada bloque de Jordan correspondiente a 1 es (1).

S1 p(T,t) = (t-1)%1 - ... - (t-ae)“e entonces K, = N(T - n*1

tiene una base candnica de Jordan Bl tal que

.~ cada elemento de [31 es un vector propio de T correspondiente a
. e = = - o=

1 . B1 E1 {x e VF | T(x) = x } = LI K1 Z(Bl) < E1S K1

=K =E (m1 =1).

Ahora si B es una base candénica de Jordan entonces

B .
[T ]’3 -
b))
0 A
[7\1 o]
L ¢} 4] 1A
Es una matriz triangular supg{ior de donde se vé que
m
x(T, t) = (t-1)' « ... (t-aA ): asi que m o= muitiplicidad de 1

como raiz de x(T,t) = dim (Kl) = dim (E1L
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con lo cual tenemos 11t)

80

«) Supongamos que A es un eigenvalor de T tal que satisface 1),
11) y 111). Demostraremos que %ig J7  existe.

caso a) A =1
en este caso tenemos que dim (El) = multiplicidad de 1 como raiz

de x(T,t).

Consideremos la forma canénlca de Jordan de T|K donde
1
K1= {x e VF ] (T - )%x =0 p.a. s € N} que en principio es

de la forma

({11 . ©
1.
o i 0
11
1 0
1
.1
1
o
[*}
11
11 0
0 .
1
o] 1
ahora cada 1 en la diagonal contribuye en un factoer (1 - t) a
X(T,t), « el nimero de 1 en la diagonal de la matriz (*) es la

multiplicidad de 1 como raiz de X(T,t). Es claro que el numero
de 1 en la dilagonal de (*) también es la dimensién de K1

dlm(Kl) = nimerc de 1 en la diagonal de {*) que es igual a la
multiplicidad de 1 como eigenvalor de T que es igual (por
hipétesis) a dlm(El] , R dim(Kl) = dlm(El) y como Els K1
tenemos que E1 = K, por lo que cada elemento de K1 es un

1
eigenvector correspondiente a 1 . la forma candnica de Jordan de

T} es: 1 0...0
K 0 1. .
1 0 -9
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es declr cada bloque de Jordan es (1) e M“l(c), y es claro que
ro_ ro_
r1_1& J1 = %i{% (1) = (1) .

caso b) Si IAI < 1 demostraremos que llm J =0 , demostrando
T

T r-\ -
que !l‘im (‘)7\ = 0.
Para demostrar que l}lg (';)Ar" = 0 basta demostrar que
lin |(:)Ar_‘l = lin (I)}Mr" = 0. En otras palabras podemos
suponer A € R con 0 = A < 1.
r!
ryr=1 _ r-1i
(l)7\ aTETTaT A que tiende a cero si y solo si
r!

————hr” tiende también a cero.

(r=i)!

r!

r-4 _ _ - =

mh =r(r-1) ... (r=1+¥1) A ... A Sr
S = (r+1)r{r-1) ... {(r-i+1) A ... A A= (r+l) A S

r+l e r
fijemos r € N. entonces (r-1+1)
S . (N + 1) A S,

N+1 (N~-1+1)
< . (N + 2) (N + 1) >\25‘

Ne2 (N-1+2) (N-1 +1) !

N+ 3) (N + 2) (N + 1) 3

5 _ PR A SN

N+) (N=-1+]3) (N-1+2 ) (N-1+1)

N+ 3 (Nj + 1)
Ahora lim —m——————— = 1in =1
J5jo (N -1 + ) Jw(N/j x/j+1)
(N + J)

'.}1mmk=7\ 0=}x<«Q1
escojamos una p tal que A < p < 1 t5 { }7\ 3 ;p t
Existe K tal que si j > K entonces

(N + J)
——— e cae dentro de la vecindad de A marcada

(N -1 + J ) (N + .j)

e — <
en la figura anterior, es decir que O W1+ A p
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s ~ (N +3) A e (N+K+1) A)( (N+K) A)‘“ (N+1) s,
ney SR ST T W) JCTRIR) WN=171)

A A & x

P P = constante =: C

cC>20
x c c .
< C pJ = . pJ donde = Cle R .
p P

J - =
e }ig C1 p 0O pues 0 =p < 1
o 1im § = 0.
r @

Con lo que se termina la prueba del teorema.
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MATRICES NO NEGATIVAS
Introduzcamonos a la teoria de matrices no negatlivas por medio de
dos ejemplos que a contlnuacién presentaremos, tomados de 1la

referencia 6 dada en la bibliografia.

Supongamos gue una sociedad que consta de cuatro regiones, Ri,
R2, R3 y R¢ comercian entre si con cierto articulo no renovable.
Ri le vende uno de sus productos a la industria Rj, la Iindustria

R) no lo podrd regresar, pero si vender sus demas productos.
R1 l Rz I

R3 R4

~N s

Los porcentajes de embarque de una regién a otra fueron los que a

continuacién se muestran en la siguiente matriz :

(@]

"
[=NeolNeNal
(SRS
.OOOO
- O O W
omoo0
[oNwNoNe)
~ooo
oococCc

en donde la entrada cU es la proporcién del articulo presente en

RJ que sera embarcado cada dia a Ri . Supongamos que las
coordenadas de (Vl' v2, Vg v4) son las cantidades del articulo
presente hoy en Rl, Rz' R3 y R4 respectivamente, a nosotros nos

interesaria preguntarnos como sera la distribucién del producto
dos semanas o un mes después a partir de hoy. Para maftana la
respuesta esta dada por el producto de Cv, asi que en dos semanas
la respuesta es ctty y en general C'v nos daria la distribucién

para n dias despues a partir de hoy.
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Haciendo uso de los primeros resultados del capitulo anterior

podemos pensar a C de la sigulente manera:

c-[{X 0
Y 1 que esuna {2, (2, 2 ),4) particlén de C

_{0.1 0.3 _{0.1 0.0
en donde X ”{0.7 0.6] Y ‘[0.1 0.1]
o = 00 0.0 [ =ft-0 0.0
0.0 0.0 “le.o 1.0
entonces
. X" o
CCC--.CC=¢(C" = 1
~—==— n veces ~~~ Y Z X I

Y de aqui si evaludramos en alguna n deseada nos dariamos cuenta

de como serfa el embarque de wuna Industria a otra

DEFINICION-13.0)
Sea A una matriz cuadrada, entonces se define el Radifo Espectral

de A, como max { ]Ai | A es eigenvalor de A } denotado por

[Al-

Para propdésitos de nuestro problema supondremos que el radio

espectral es un eigenvalor lo que demostraremos mas adelante.

LEMA-2.0)
Sea A una matriz cuadrada {k x k) sobre un clerto campo y sea |A}
¥

su radio espectral entonces |A| = max [ |A
1<j<k =1

| A €R
1] 1)
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Demostracién:

Sea x = x, ... ,xk) un eigenvecor asociado a |A] y sea x;|x}l
donde |xr| = max([xxl con 151 =k }
entonces:
. k x
AP = ALl = 180 = 1A % 1 =T 1 |

i=1 3

Kk k .
<3 In, el =T 1Al x
J=1 3=1

k
SIAST Al
PR n
Calculando {X{ tenemos que [X] = .9 < 1 entonces tenemos que
%1& =0, por el teorema 7.0 y aseguramos que I - X es

invertible, pues si no 1lo fuera entonces:
Nuc{( 1 -%X)= {0}
e.d. 3 x#0talque (I -X)x=0
(I -X)x=1x - Xx

IX = X% = %

*. 1 es un eigenvalor de X asocliado a ; lo cual es una contradic-

cién, pues |X| < 1 ; y de aqui que ( I - X ) sea invertible.

OBSERVACION-7.0)

Sea X una matriz cuadrada {(k x k) sobre un cilerto campo F
[

tal que |X| <1 entonces I = (I -X)} X"
n=0

Prueba:
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-xt - xF .- X - XM

=1tm X° - 1in X™! (11p X = B pues [X| < 1, teorema 7.0)

n n w

I-0
I

n
Y como { I - X ) es invertible entonces tenemos que:
_1 bl
(I-%x)"=¢x"
n=1

Por consiguiente haciendo los célculos necesarios encontramos

que:
- 1 0.9 03! (a3 2
IX=(1-x)'=1% =
-0.7 0.4 14/3 6

n=0

0 0 o 0

0 o o o
concluyendo que lim c" = | ans 1/15 1 o

n o 11715 4s5 0o 1

y haclendo el producto del limite por el vector de distribucién

inicial tenemos :

0
o]
lim C" v = ((av )/5) + ((v,)/5) + v,
n o
((11v )715) + ((4v21/s) * v,
Asi que con el tiempo % y I;( tendran acumulado todo el
producto.
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Tratemos ahora el ejemplo conocido como el problema del
subsidio. Sucede que en cierta cludad industrial existen m
Industrias, en donde la produccién de cada una de ellas depende
del producto de las otras m-1 industrias y de ella misma. El
goblerno ha decldido destinar una cantidad de dinero para
subsidiar a cada una de ellas. Por otra parte a las industrias
les gustaria que el subsidio fuera repartido equitativamente,
e.d. que ninguna de ellas gaste mas de lo que recibe de subsidio
para costo de su produccién. Por otra parte el gobierno qulere
que la producclién de cada una de ellas sea tan grande como sea
posible, por lo que ellas estan de acuerdo en cumplir con cuotas
para llevar a cabo una distribucion equitativa de costos.

Dado que la 1-ésima industria le paga a la j-ésima industria cU
pesos por unidad de su propia produccién suponemos que Cl) > 0
la pregunta seria ¢puede ser repartide equitativamente el

subsidio? sy en que medida esta posibilidad depende de los costos
relativos cU ?

Veamos mas de cerca el problema, supongamos que la i1-ésima

industria produce u unidades anuales. La j-ésima industria paga
k

un total de‘ pesos al afio a las demids industrias y por

_1CxJuJ
otra parte esta recibe un total de

cj‘u‘ pesos del subsidio anual en pago de las demas

Lpaw

industrias. Asi que su costo de produccién subsidiado anual vJ
estd dado por
k
ul donde yJ =Y c . Aparte para que ésto sea
1=

I‘J

<

1

-«

=

]
s Ed

0

n

equitativo debe suceder que para toda j VJ = 0, pero esto

implica que vJ = 0. Asi que nuestro problema se reduce a
encontrar un sistema de produccién de cuotas Uovou e,
tal que (puesto que queremos que que v) =0 )
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k
= u =yc. u
7,4, El:xx
o u
= u =Y Ty ot con jJ =1, 2, ... , k —mm————————— (1)
5
oy
b
y sujeto a que cada u >0 con1y =1, 2, .,. , kK —---—-=—— (2)
k k

y (3) que J uJ = xJ para cualquier x , tal que xJ >0 vy
J=1 J=1

1
'y
3

X C X
X =7
3 1=

La ecuacién (1) nos asegura que el sistema sea equitative, la (2)

que el sistema sea factible y la (3) que seca éptimo.

De nuevo la pregunta sigue siendo si existird solucién y de ser
asi, cual solucién sera factible. (1) puede se¢r escrito como un
sistema homogeneo de k ecuaciones lineales con k incégnitas y
desde luego esperariamos soluclones distintas de cero si el rango
del slstema fuera menor que k, ahora bien, si hubieran soluciones
distintas de cero (qué nos aseguraria que hay una que cumpla (2)7?

Pareciera que la solucién esta en funcién de los costos ch

En 1905 el matematico aleman O. Perron probdé un teorema béasico
acerca de matrices positivas y una parte fuerte que el teorema
garantiza es que sl A es una matriz real positiva entonces

Ax = |A|x tiene una solucién x con cada x> 0.
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Asi que si a =c¢c,  / vJ entonces

§t Ji

koc©
T ; x = |A] x, para cualquier jy =1, 2, ..., k.
1=1 ¥

J
Por otra parte haciendo g = (71 ' 72 e 7k )"r tenemos que:
gtrA =g . gtrx = gtrAx = gtr]A|x = ]A]gtrx y como el escalar
gtrx # 0 entonces se tlene que ]A] =1 . También cualquier

vector de la forma Ttx con T > 0 es una soluclén a la condicién
(1) ademas de que es factible, El teorema de 0. Perron también
nos asegura que el espacio de soluciones de Ax = lAlx es
unidimensional y porlo tanto las unicas soluciones que cumplan
(1) y sean factibles son de la forma rx con r > 0.

k
¥ T sera la produccién total bajo el sistema de cuotas dado
1=1

por T y el costo total de produccién bajo este sistema es

k

) vj(tj) que no puede exceder a o, que es el subsidio dado por el

j=1 -

goblierno, asi que si! tomamos al sistema de cuotas u =k *
rox
[l

con 1 =1, 2, ... , k. obtenemos una solucién que cumple (1), es

factible y ademids es oOptima.
En este sistema la t-ésima industria recibe 31u‘ como su parte
del subsidio total.

Es por eso que el teorema nos da la respuesta: el problema del
subsidio siempre puede ser resuelto y ademds de manera unica, no
Importando cuales sean los costos le
Notemos que en los ejemplos anteriores se ha tratado con matrices
que no tlenen ninguna entrada negativa, asi que las definiremos

de la sigulente manera.
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DEFINICION~14.0)

Sea A € Mkxx(R), A es no-negativa
con i,jJ € {1,...,k}.

Tambien podemos comparar matrices
mas “grande" y ésto aceptando la

son matrices cuadradas (xxk) con

entonces decimos que M = N si MU

y M > N si Mu

Con ésto podemos decir ahora que
A=0 y A es positiva si 4

entradas de puros ceros

3 9 4
Por ejemplo A= 6 5 1 es
4 8 2
0 a4 3
que B=]S5 9 1
4 C 1

OBSERVACION-8.0) Sea A > 0 y x >

Demostracién:

siA =z0 Vi, §.
1]

en el sentido de decir quien es
siguiente convenclén. Si M, N
entradas en un clerto campo F

= N‘J ¥V i,) con 1S 4,) sk

> NlJ ViJj con 1 =1,] Sk

una matriz A es no negativa si

> 0. Donde O es la matriz con

una matriz posltiva mientras

] es una matriz no negativa.

0 entonces Ax > O .

Ax = y hay que demostrar que y > 0

yl k
y = 2 y Y, = ¥ A”xJ
. 1=1
"
Alf 0 V1,5 y puesto

al menos una j tal que xJ >0

k
d i =Y A x z2A x
y de aqui que y lgl 1% %
y>0
o

N.B. Tomemos la convenclién de que

que x > 0 entonces existe

A >0

1%
>0 para toda 1

salvo que se digamos otra cosa,

unicamente trabajaremos con matrices cuadradas de orden k, con

coeficientes en C.
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OBSERVACION-9.0)

Sea A una matriz positiva y sean 2z, w vectores tales que z =
entonces :

1) Az = Aw

11) Az = AW & z =W

Demostracién

Sea 2' = Az y wo= Aw

p.d. que z' = W’

L y 3 ’ L ' ] »
z' = (z1 vZL e e 2 ) w o= (w1 ooV oy )
" k
z' =Y A z w =% A w
i =1 1) 1=1 1))
pero zj ES wJ vV je {2 ..., «}
entonces ijz) = A‘ij v je {1,2 ..., k} pues A es positiva
k K
YA z = TA W w2tz
=1 1)) \=1 1y )
y » Az = AW .

i
z

también es claro Az = Aw & 2
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LEMA-3.0)

(Wielandt) Sea A una matriz positiva entonces:

1) JA| es un eigenvalor positivo de A, teniendo asociado un
eigenvector positivo.

11} El médulo de cualquier otro eigenvalor de A es mas chico que

el radio espectral .

Observemos que |A| = max{|A] / A es eigenvalor de A} entonces
A €R.
Pues si A es tal que |A| = |A| entonces A = [A]

y por lo tanto A = [A] e« A € (0, @ ) y aun algo mis
81 A > 0 entonces A admite un eigenvalor A € R con A > 0.

Demostracién del lema de Wielandt:

Supongamos que i es un eigenvalor de médulo mdxime asociade a un

eigenvector x # 0 , entonces tenemos que |u| = [A] y tambien que
Ax = ux
definamos p = (|x1l, |x2|, . 'Iﬁ |
x
sabemos que px‘ =7 AleJ para cada i
1=1
K "
l4lp, = 1411%,) = 1G]] = | 54,51 < E [4,%] =
1=1 k=1
X k
=La Ix]=E4p
- L LS
Lo 5 4o
De aqui se sigue que (Ap - [A|p) = O por lo que para demostrar

que |A| es un elgenvalor tenemos que probar que se da la
igualdad.

Razonemo s por contradiccién, es decir, supongamos que
(A-]ADp >0 y que z= (4~ |4]I)p

entonces tenemos que 4z > 0 y Ap > 0 por la observacién 2.0

dado ésto podemos encontrar un £ > 0 tan pequefia como se desée de

tal forma que:
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Az = eAp , sabemos que 4z = [4 ( 4 ~ |A]D)]p
entonces:

A%p - |a]ap = € 4p
Ap2e Ap +|4]ap

Apz=(e+ |4])4p comoe>0 y |4 >0 = ! >0

e + |Af
-1,2 )
(e+ 4] ) ap=4ap y ésto es que :
[(e+ [4)'41 4p = 4p
Sea B = [(c + |4])7'4 1 es claro que B > 0

entonces B Ap = Ap de donde se sigue que

B "oz 4 Vanz:
pero [8] = f(e + [l = | (e Jap?1ap = AL s
| e+ [4]]
lin B = 0 entonces lim B"Ap = 4p
nw
de donde se ve que 0 = Ap lo cual es una contradiccién pues
Ap > 0.

y de aqui se infiere que (4 - |A|I)p = 0 y por lo tanto queda
demostrado que [A| es un eigenvalor de A asociado a p que es

un eigenvector positivo.

Probemos ahora la parte dos que equivale a decir que |A| es el
unico eigenvalor de tamafio |4},

Supongamos que no es uUnico, es decir, que existe A eigenvalor
asociado a un eigenvector positivo vy.

entonces tenemos que [A] = [4]

hagamos de nuevo q = (Iyll ,Iyzl e ,]ykl)

Aplicando el mismo razonamiento a g y a A tenemos que

l4lg = 4q
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X K
de donde | ¥ A‘jyj| =Y A‘)[yjl
J=1 J=1

y esta desigualdad se da sélo si los argumentos de los y"s

son iguales, es decir que si escribimos a cada y, en coordenadas

polares tendriamos que: v, = |yJ|e19 con B real e

independiente de j , sucediendo ésto para todo valor de 3, pero

lyji = qJ Loy = qe‘9 de donde vemos que y es un miltiplo

del eigenvector asociado a ‘A|, asi que y tamblien estd asociado a

|A| y como y esta asociado al eigenvalor A concluimos que
A= |4].

L]
En nuestros cursos de Algebra Lineal aprendimos que para

encontrar el limite M" para alguna matriz M nos es de gran ayuda
encontrar sus eigenvalores y diagonalizarla si es posible, ya que
analizando el tamafio de sus eigenvalores podemos afirmar si el
limite de M" existe o no. Utilizando estos hechos probemos en
el sigulente teorema que (‘A|'1A )" converge.

(ver tambien el capitulo de la forma racional y de Jordan).

TEOREMA-8.0)
Sea 4 una matriz cuadrada y |A| # 0 su radio espectral entonces

(|Ai-1A )" es convergente.

Demostracién:
Sea B = (IAI-IA ), entonces |B|

[}

-1 -1
[ 1al7a | = a4
-1
L4114l =
~ Bl =1
y por el lema anterior sabemos que para todo eigenvalor A de B se

—

cumple que |a| < |Bf = 1.
Sea p el elgenvector asociado a |B| = 1, entonces Bp = |Blp = p
y de aqui que B"p = p

*

sea p = max p, y P, =minp , cont € {1, 2, ... , k}

y sea (B::)) la entrada 1j de B"

64



entonces se tiene que :

- k k
p zp, =1 B™p =y 8"™p, =8"p, para toda 1, }
1 157y 1) 1)
J=1 j=1
(n) d . n
. B s (p /p,) ydeaqui que B sea acotada.

i)

Antes de continuar veamos la siguiente observacién.
OBSERVACION-10.0)

S1 B € Muxk(F) y JB € Mixx(F) es la forma de Jordan asociada
a la matriz B. Entonces se tiene que si B" estd acotada

entonces tambien (JB ) estd acotada.

Demostracion:

Sabemos que existe Q & Mkxk(F) invertible tal que B = Q Js Q! y
queremos ver que (JB)" esta acotada.

Pero Js = Q"'B Q de donde

(Us)" =@ 'BQEQ'BQ ... @'BQ =

n-veces —
=o' @Ee)BEQYYB ... Q) BQ
=Q(8BEB ... BB)Q
—— n-veces T

=Q' B"q
L @We)=q'B" 0

Tomemos una entrada de (Q~' B" Q)

enE(l)ncss: -1 ,(n) X k -1 _(n)
(@ " B Q)]J= [ (Q B ") Q) ]lJ =¥ (% Qlj BJs ) Qsl =
s=1 J=1
k k (n)
=y YQ B Q
s=1 J=1 1} Js sl
pero B" esta acotada . para toda ,J € {1, 2, ... , k} y para

toda n € N sabemos que existe una M € N tal que B:j) =M

entonces ¥ T Q;; B;:)Qsl EER) Q;; Mo = ™)

pero Q:; < o, QlJ < e F por lo tanto Q' y Q son

finitas vy de aqui que (*) < o .

- (JB)1J= ( ot 3™ g )iJ = (*) para toda 1, € {1, 2, ... ,k}
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por lo tanto JB estd acotada.

n
Sabemos que |Bl = 1y por lo tanto para cualquier eigenvalor A de
B se tiene que [Al < |B| = 1, y como Jp estid acotada, ésto

implica que JB no puede tener blogques asoclados al eigenvalor 1

de B que sean de la forma:

- o
- O
[=]

*O0 O =
(=]

Js, =
1

como enseguida demostramos:

En la proposicién 1.0 vimos que podemos partir una matriz y mas
aln que podemos hacer el producto por particiones, supongamos que
tuviéramos un bloque de Jordan asociado a lBl = 1 como el de

arriba y hagamosle una particién,

11 1

Y S LY (o
B1 Bl Bl
1

J;‘;1 sz C Jﬁf

Js, = . . . .

S1 52 SS
o o
B1 B1 B

p——y
[~ 3
-
———
]
it
-

Tal que J;) =

——
L=0 =)
o o
S
"
#
-

1 n

es claro que para i = }§ ( J;J o= [ o1 ] y de agui que

divergiria cuando n o , s { JB‘j)n no esté acotada y en
general (JBI" estaria acotada. -~ los bloques de Jordan asociados
a |[B] =1 son tedosde 1 x1 ycomo |[A] <1 = |B] entonces se

tiene que cada bloque de Jordan de la forma ( JBA) converge, por
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lo tanto la forma de Jordan J asociada a B es convergente y como
Js = B se tiene entonces que B es convergente que es lo que

queriamos probar, ]

COROLARIO-3.0)

fA] es un eigenvalor simple de A

Demostracién:

Lo que se quiere es equivalente a que |A| es una raiz de
multiplicidad 1 del polinomic caracteristico de A. Sea B = IAI'IA
ya vimos que JB = Inxn ) J;\1 o} JA2 ® ... 0 J?\k y sabemos que
multfA| = n = mult|Bj como eigenvalor de A vy de B

respectivamente., Por demostrar n=1:

Tenemos que JB - I = 0nxn ® JA;'l o] JAZ_1 ® ... @ Jk o

snul (JB - 1) =n = nul(B ~ I) pues J = B.

También, para toda nzl existe x = (xl, b S xk) € Rk tal que

2
B' = x ya que si la n fuera estrictamente positiva (n > 1)

existiria entonces y e R tal que By = y con % # ay y o eF

como X = (xi, LIV xk) y Y= (y1, Yy oo yk)

hagamos T = max(xl / y‘) = (xJ / yj) con j fija

entonces T y = X pues (x)/ yJ) = (xl/ yl) para toda ief1,2...x}
entonces T = (xl/yl) , TY, = X, para toda 1, &+ TX = ¥y
y Ty - %x 20, n

Como B" > 0 se tiene que: B(ty - x) > 0

any -B% >0

Ty - x >0
Ty > %

y para toda 1 e {1,...,k} TY, > %,
en particular para yJ A xJ Iy) > xJ
= (x/y )y, > %
pero ) YT

"
-

lo cual es una contradiccién y & n
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La herramienta anterior nos servira para demostrar el sigulente
teorema que es el Teorema de Perron, pero antes hablaremos un
poco acerca de cadenas de Markov, relaciondndolas con el teorema

y resaltando clertos tipos de ellas mas adelante.

CADENAS DE MARKOV Y MATRICES ESTOCASTICAS

Supongamos que estamos tratando un clerto experimento que puede
estar en un nlmero finlto de formas diferentes o puede
transformarse conforme pasa el tiempo, a estas formas les
llamaremos estados, (supongamos que son k) entonces estos k
estados difleren segun las condicliones de su evoluciédn, es decir
conforme evoluciona puede o no recorrer los k estados y puede o

no regresar a su estado inicial.

Para generalizar, hablemos no uUnicamente de experimentos sino de
cualquier tipo de fenodomeno. Denotemos cada estado por €. Y
denotemos la probabilidad de pasar de un estado i1 a un estado
por e‘f Supongamos que el cambio del estadeo 1 al estado
depende unicamente del estado i, es decir de nuestro estado
inmediato anterior, entonces a este proceso se le conoce como
proceso de Markov y si este proceso es infinito entonces se
liamara Cadena de Markov. Es claro que en un prinecipio (al tiempo
to) nuestro fendémeno puede estar en cualquiera de los k estados,
entonces podemos construir un vector de k entradas en donde la
primer entrada nos diga la probabllidad de que el fendmeno se
encuentre en el primer estado, la segunde entrada nos diga la
probabilidad de que nuestro fendmeno se encuentre en el segundo
estado, hasta 1llegar a la k-ésima entrada que nos dira la
probabilidad de que se encuentre en el k~ésimo estado. Por darse
estas probabilidades en un principio (tiempo te) a este vector se
le denomina vector inicial de probabilidades y se denota a menudo

de la siguiente manera po = (ei,e ,...,ek), cabe hacer notar que

2
en todo vector de probabilidades la suma de sus entradas debe ser
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igual a uno, ya que en cada entrada se estd asignando una
probabilidad para cada elemento de nuestro espacio muestral y en
este vector se encuentran las probabilidades de todos los

estados que forman nuestro espaclo muestral.

También podemos formar una matriz de tamafio k (k = numero de
estados) con las probabilidades de pasar de un estado ! a uno j,
a dicha matriz se 1le denomina matriz de probabilidades,

estocdstica o de transicién y tiene la siguiente forma:

e €
k k1 kk

donde cada renglén (o columna) es un vector de probabilidades.

definamos blen lo anterior

DEFINICION-15.0)
Dec%mos que un vector v en R*  es un vector de probabllidades

si ¥ v, =1 y vEO
i=1

DEFINICION-16.0)

Decimos que una matriz A en R* « Rk

es de probabilidades
sl cada uno de sus renglones (columnas) es un vector de

probabil idades.

Veamos el sigulente ejemplo para aclarar las dudas, supongamos
que la siguiente figura nos representa a cuatro |jaulas
(guaridas) de una rata, las cuales estdn unidas por siete tuneles

arreglados como en el dibujo de la pagina siguiente.

Si suponemos en un principio que la rata puede estar a un tiempo
inicial te en cualquiera de las cuatro guaridas entonces podemos

formar un vector de probabilidad inicial v=(pl, P, P p4) donde

-
cada p,nos dice la probabilidad de que la rata esté en la jaula
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+ al tlempo inicial te.

Sin embargo sl suponemos que la rata la soltamos al tiempo
inicial to en la jaula 3, entonces nuestro vector de probabilidad

inicial tendra la forma v = {0, 0, 1, 0)

T

Construyamos ahora una matriz que nos indique las probabllidades

—— ey

|
| l
| |
_ l

de que la rata pase, digamos a la jaula j , dado que en el
instante de tiempo anterior estaba en la Jjaula t, supongamos
primero el caso en que la rata estd en permanente movimiente, es
decir que a cada intervalo de tiempo t la rata cambia de lugar.

La matriz que formemos sera de 4 x 4 puesto que tenemos cuatro

estados y tiene la forma:

1 2 3 4

e1 0 0 1s4 3/4
e

2 Q 0 23 173

Pp= "1 " 7 T U e (1)

e

3 /3 2/3 0 4]

cd 374 174 © 0

resulta facil ver que cada renglén es un vector de
probabilidades.
También podemos construir la sigulente matriz de probabilidades

s suponemos que la rata puede permanecer en la misma guarlda aun
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pasado un intervalo de tiempo t, es decir la.rata puede elegir

entre quedarse en la misma guarida o mudarse a otra.

e < [+ e
1 2 3 4

e,A /5 @ /5% /S
e

2 G 174 272 1/4

I B @

e

3 174 274 174 0

4 /5 1/6 4 /s

En cada una de las matrices anteriores la entrada P’j nos indica
la probabilidad de pasar del estado (en este caso jaula) i al
estado j, por ejemplo la entrada P14 de la primer matriz es el
namero 374 , es decir este nimero nos indica que la rata tiene
374 de probabilidad de pasar a la jaula 4 dado que estuviera en
la Jaula 1., Mientras que en la segunda matriz la entrada P44es el
ntimero 1s5, es decir este nlmero nos indica la probabilidad de
que la rata se quede en la jaula 4 dado que estuviera en esa
misma jaula o sea que tiene is5 de probabilidad de permanecer en

la misma Jaula dado gue tiene las opciones de las jaulas 1 y 2.

Veamos el siguiente ejemplo el cual es un juego llamado el juego
de Craps, este Jjuego consiste en tirar un par de dados donde
si la suma de los puntos es igual a 7 u 11 el  jugador gana el
Juego, si la suma de los puntos es un 2, 3, o un 12 entonces el
Jugador plerde el juego, sin embargo si el jugador tira los dados
y la suma es igual a cualquier otro nimero diferente de los
anteriores entonces se dice que este numero es el punto del
Jugador y este repite su tirada una y otra vez hasta que salga su
punto (ganando el juego) o le salpa un siete (perdiendo el juego)
a este Jjuego lo podemos ver come una cadena de Markov de la

siguliente manera.
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El siguiente arreglo es el espaclo muestral de la suma de los

puntos de dos dados comunes no cargados:

D +D
1 21 2 3 4 s 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 a4 5§ 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
[ 7 8 9 10 11 12

y los estados en los que podemos estar son :
s1: ganar el juego con ( 7, 11)

s2: perder el Juego con ( 2, 3, 12 )

83: Ltener como punto al 4

84: tener como punto al &

s5: tener como punto al &

86: tener como punto al B8

87: tener como punto al 9

88: tener como punto al 10

entonces el espacio muestral y los estados anteriores

establece el siguiente vector de probabilidad inicial:

ve = ( p(s1), P(s2), P(s3), P(s4), P(s5), P(s&), P(s7), P(s8) )

nos

donde cada P(s1) es igual a la probabilidad de estar en el estado

teconi =1, 2, ..., k.

entonces es claro que vo = (1/36)( 8, 4, 3, 4, 5, 5, 4, 3 )

y nuestra matriz de probabilidad es la sliguliente:
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sl s2 s3 sd 85 s6 87 s8

8l 1 0 o] o] 0 4] o [¢]

52 Q 1 o] 4] o] o o] Q

s3 3736 6/36 27/36 ¢} 0 2] [o] Q

C = 54 4/36 6/36 o} 26736 0 o] 0 [0}
s5 5736 6/36 0 0 25/36 0 0 o]

&6 5/36 6/36 o ] 0 25/36 © 4]

87 4736 6736 o] [o] 0 0 26736 o

sB 3736 6736 o o] 0 [») 0 27/36

analicemos el renglén cinco (estado cinco), viendo cada una de
sus entradas; la entrada (ss,s1) nos dice que si hemos sacado
como punto al No 6 , ¢Entonces que probabilidad tenemos de ganar
el Juego? dado que las condiciones del problema son
repetir el 6 para ganar, y vemos que se repite el 6 cinco veces
de treinta y sels posibilidades en el espacio muestral se
infiere entonces que la probabilidad de ganar es 5/36. De la
misma manera la probabilidad de perder es 6,36, la probabilidad
de permanecer en ese estado es 27/36 puesto que no importa el
numeroc que .salga (distinto de sels o slete) nuestro estado no
cambiarda y de aqui mismo que la probabilidad de cambiar a algin

otro estado distinto del 1, 2 o 5 sea cero.

En cada uno de los ejemplos anteriores la informacién que nos
proporciona cada una de las matrices estocasticas es la
probablilidad que tenemos de pasar de un estado a otro, incluyendo
el mismo en el que estamos. Pero eso no es todo, pues si tomamos
n potencias de una matriz estocastica, la matriz resultante nos
dird la probabilidad de pasar de un estado a otro después de n
veces y si aplicamos nuestra matriz estocastica a nuestro vector
de probabilidad inicial, 1la entrada ) del vector resultante
nos dira la probabilidad de estar en el estado j dado que ya
transcurrid un periodo de tiempo de longitud uno, o de longitud n
si estamos aplicando la potencia n de nuestra matriz estocdstica

a nuestro vector de probabilidad inicial.

Es facil notar que si aplicamos nuestra matriz estocastica C o P
al vector e = (1, 1, 1, ... .1ﬁme Rk entonces el vector

resultante serd de nuevo e y ésto es por ser C y P estocésticas,
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entonces tendremos que se cumple la igualdad Ce = 1e de donde se
infiere que 1 es un eigenvalor de cualquier matriz estocéastica
y por el lema 1 tambilen se infiere que el radio espectral de

cualquier matriz estocastica es igual a 1.

Ya con el material anterior enunciemos el siguiente teorema

TEOREMA~-9.0) (PERRON)

Sea A una matriz de transiclén de kxk tal que para todo estado 1
y todo estado j , se tiene que la probabilidad de pasar del
estado 1 al ) (denotado por le) es positiva, e.d. le> 0V,
con 1,) € {1,2,...,x}

entonces :

1) |A] es un eigenvalor simple de A teniendo asociado un vector

de probabilidades estrictamente positivo y |A| =1

1) |A] > |A| para todo eigenvalor A de A que sea distinto a |Al.

Demostracléon.- Aplicando el lema de Wielandt queda la
demostracidén casl completa, solo falta demostrar que |Ai = 1 pero
k
por el lema 1 tenemos que ]A| £ le= 1 , pero para toda matriz
estocastica A se tilene que Az = 1z , con z € Rk tal que
z = (1,1, ... , 1) entonces tenemos que 1 es un eigenvalor de A y
sabemos que JA| = A para todo eigenvalor A de A, entonces se

tiene que |A] = 1, entonces |A] = 1.

TEQREMA-10.0)

Si A > 0, p es cualquier eigenvector asociado a |A|] en Ay q es

cualqulier eigenvector asociado a |A| en A'" entonces :
Lm([A]7'8) = (@"p) Npg )'T

nw
Demostraclon:

Por el teorema 8.0 sabemos que el %im B" = (|A|"A)" existe
sea L = lim(IAl_lA)n entonces cada columna de L estd en el
elgenespacio asocliado a [B| = 1, es decir BLJ = LJ para
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cualquier j € {1, 2, ... , k} y donde L nos representa la
columna j de la matriz L, pues L = lim B! = 1imBB" =BL=L
n w n o
como [B[ es de multiplicidad uno, entences se tiene que el
eigenespacio generado por el vector asociado a |B| es de
dimensién wuno, por lo tanto LJ = I'J P ( donde p cumple
-1
(JA]7A)p=p o Ap=1Alp )
por lo tanto:

;1p1 TP TPy
P2 TaPs TPy
L= . .
TP TaPy TPy
- tr _
Sea r=1(r ,r,, o) vy p=1I(p . p,, » b )y
entonces:
f;: ( Ty e ! rk)
L = .2 e.d L = prtr
Py
Ahora blen, sabemos que existe un vector g tal A"rq = |A|q que es

lo mismo que decir que (IAI_lAU) g=qg, ed BRTg=qg y se

cumple que:

t
(Bq =gq
© qtan - qtl‘
= qtr L = q". Pero sustituyendo L = p r”. tenemos que
tr tr tr tr
g pr =gq . (g p es un escalar no cero)
r" = (qtrp)_lqtr multiplicando ambas partes por p
tr tr_ =1 tr
pr =p (g p)q
. L =p (qtrp)-lqtr
u
Es decir, dada una matriz B positiva tal que |B| = 1 podemos

encontrar el limite de sus potencias en términos de duUnicamente
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sus vectores propios que se pueden calcular facilmente.
Los teoremas mas conocides acerca de limites tamblen se cumplen
para matrices cuadradas. Veamos los sigulentes resultados que

utilizaremos a lo largo de este trabajo.

DEFINICION-16.0)

Sea A una matriz cuadrada de kxk entonces decimos que %1& A" = LA
# la sucesién A:?’ converge a (LA)lJ para cada 1 y para

cada }. LA es la matriz limite de las potenclas de A.

Haclendo uso de la definicién anterior probemos los siguientes

resultados.

TEOREMA-11.0) De limite 1}
Sean A y B matrices cuadradas de kxk , tales que los limites de

sus potencias exlsten e.d. lim A" = L y LimB" = L
n o« A n © B

entonces Lim (A" +B" ) =L +1L
n « A B

Demost:aciég
%12 (A" +B ) = LA+B
(para cualquier | y para cualquier j)
(n) (n)

(A )lJ + (B )1) converge a (LA)lJ + (LB)lJ (pues sabemos
que esto ocurre para sucesiones)
o lim A"+ LmB" =L +L

n o n ® A B

(n) (n)
A"+ B )lj converge a (LAfB)l)

n n =
& %13 (A" +B ) = LA + LB
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JEQREMA-11.0) de limite 2)

Sean A y B matrices cuadradas (xxk) tales que

Lim A" =L y 1imB" =1L
n o A n o B

n n _ R
entonces %13 (A" e B )= Lo L,

b A B = (L)

n © n n AB

e (A" o B )11 conv:rge a (LAB)lJ
=¥ A(n)B(n)

n n
perc (A" o B )1) 1s Bey

s=1

k k
(ndy,(n)
L A BsJ =L (LA)ls(LB)s)
a=1 s=1

k
Y 5; LA)IS(L ) = LA' LB

Dby _
lin( A"B") = L L

TEOREMA-12.0) de limite 3)

Sean A, B matrices cuadradas (kxk) tales que %12 A" = L,

entonces lim(BA )=8 lim A"=B1L

Demosgracién) ()
%iEA =LA @ rllig (A )lJ=(LA)iJ
n k (n) k (n)
1g(BA"), = 1 (CB,A) = T g (B AL
8=1 g=1

X (n)

=Y B (lim A n ) y para cada s € {1,2,...
s=1
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k
(n)y _
(r];im As) )_ EBXB
s=1 §=1

L), = @ L,

de donde se sigue que %im(BA“) =B lim A" =BL

n © A

MATRICES PRIMITIVAS

Dentro del conjunto de matrices no negativas existe un tipo de
matriz que se caracteriza por transformarse en una matriz
estrictamente positiva al tomar las potencias de la misma, este

tipo de matriz es la que definiremos como primitiva.

DEFINICION-17.0)
Sea A una matriz no negativa entonces diremos que A es

Primitiva si para alguna 0 < n € N se tiene que A" > 0.

Cabe mencionar que si A =2 0 y A e ”2£§] entonces A" siempre

admite una entrada igual a cero y tambien si A > O entonces A"> O
para toda n € N \ {0}, con esta observacién se excluyen a las
matrices de 2x2 de las matrices primitivas.

Las matrices primitivas tamblien cumple con las conclusiones del

teorema de Perron como veremos en el siguiente teorema.
TEOREMA-13.0)

Sea A una matriz primitiva entonces |A] es un  eigenvalor
de multiplicidad uno, asociado a un elgenvector positivoe vy

nigin otro eigenvalor tiene su module igual a JA|.

Demostracion:
Veamos primero la siguiente

OBSERVACION 5.0)
JA|" = |A"] para toda n €N,

Demostracioén:
demostracién por induccién / n.
Para n = 1 no hay problema

Supongamosla valida para n-1,
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ESTA TESIS X0 o
SR DE 14 Eaaugzgfgg
e.d. |A™Y] = [a™
y demestremos para n
&) = |&70A] = (AT [A] = [ATHA) - A

Como A es primitiva entonces existe n € N tal que A" >0
entonces aplicando el teorema de Perron a esta nueva matriz

sabemos que (A")p = |A"|p para algun eligenvector positive

asociado a JA"|

n-1
hagamos p =} [A]'lAip
1=0

entonces aplicando A a p tenemos que

]
it

n-1 o1y
Ap = AL T |A]l 7 A'P)
1=0

Lo e

= LJA &a%p
i=0

n

n2 e 1
= LA7Ap + A" Ap =
1=0

n-1
= z IAI_HIAlp + IA'I-n IAnlp
1=1

n-1
[AlC T A" A'p + p ) y como [A"] = |A["
1=1

[Alp.
Nétese que p es una suma de puros vectores positivos, pues tanto
[A] como p son distintos de cero y de aqui que p sea

estrictamente positivo.
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Notemos también que p es también un eigenvector para IA].

Mostremos ahora que |A] es un eigenvalor simple de A , la
multiplicidad de |A| como eigenvalor de A no excede a la

multiplicidad de |An| como eigenvalor de A"

Supongamos ahora que existe p eigenvalor de A tal que |u} = |A]
como Aq = pq para alguna q # O entonces A'q = u'q
pero [u"} = |u|" = [A]" = [A7]
como |A"] = v, con |A"| = v y p" = v para todo elgenvalor v
de A" entonces tenemos que A" = u".

A"q = u"q = |A"|q ,
pero A"p = IA"lp y de aqui que q = Ap pues el elgenespacio
asociado a |A| es unidimensional.
AT A

y como jA]"_1|A| = 11 entonces tenemos que 1Al =

Probemos que en este tipo de matrices tambien se puede calcular
el limite de sus potencias por medio de sus vectores proplos y su

radio espectral.

TEOREMA-14. 0)

Sea A una matriz primitiva, p cualquier eilgenvector
positivo de A asociado a |A| y q cualquier eigenvector
positivo de A'" asoclado a |A[ , entonces :

-1 t -1 t
Lim (|A]7°0)" = (@ "p) pg "

Demostracidn:

Nuestro teorema anterior nos asegura que podemos encontrar los
elgenvectores de A y AT asociados a |A|l . v por nuestro primer
teorema sabemos que el limite buscado existe pues
aplicando de nuevo el teorema anterior sabemos que (}ATIA)" >0
vy aque J(JA]7'A)M = [(JA]"'A)] = 1 que es a la vez de
multiplicidad uno, con 1 > v pard toda v eigenvalor de (|A|_‘A)
las cuales son las condiciones necesarlas para que este linmite
exista.

la demostracién de el limite es la misma que la del teorema 1.0
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A nosotros nos gustaria tener algun tipo de prueba que nos
facilitara el reconocimiento de cuando una matriz no negativa
fuera primitiva, ya que nos podemos pasar bastante tiempo
calculando las potenclas de alguna matriz no negativa y tal vez
nl siquiera sea primitiva.

El siguiente criteric es una prueba para saber si alguna matriz M

no negativa es primitiva y se demostrarid mas adelante.

TEOREMA~15.0)

Sea A una matriz no negativa de x x k entonces A es primitiva si
FRLEEL R I

Una generalizacién del teorema de Perron seria saber que pasa si
A es una matriz que no es primitiva, es natural pensar que no se
cumplan todas las afirmaciones del teorema de Perron como

veremos en el sigulente ejemplo donde la matriz dada no es

primitiva.
o200
_t2000
A= 0o 20 haciendo cliertos calculos nos damos cuenta
0001 que JA] =2 y que |]A]| tiene asociado un

eigenvector de la forma ( a, a, t, 0 ) el
cual no es positivo.

Sin embargo lo que si se puede asegurar es que IA] es un
eligenvalor de A que estd asociado a un eigenvector que nunca es

negativo, como lo veremos en el siguiente teorema:

TEOREMA-16.0)
St A = 0 entonces |A] es un eigenvalor de A asoclado a un

eigenvector no negativo.

Demostracién:
Sea Bn = A+ (1/n) * E donde E es una matriz de x x x y E by 1
para toda 1 y j en el sigulente conjunto {1, ... , k}

es claro que 0 = A < Bm1 para toda n € N
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Veamos antes la sigulente observacién

OBSERVACION-11.0) Sean A, C matrices del mismo tamafio tal que
cumplen que O = A < C entonces [A] < |C]
Demostracion:
Multipliquemos a nuestra primer desigualdad por |C|'l > 0 que no
cambla el sentido de la desigualdad e.d.

[c)70 = Je]TrA < o) Tie s s (1)

I T R N Lo o B (2)

o" = (Jc]'A)" < (jel T e mmm e e e ()
puesto que C es una matriz estrictamente positlva sabemos que el
lado derecho de Jla desigualdad es convergente y entonces
(c|™a)
parte de la desigualdad (2) teniendo asi:

" estad acotada, tomemos pues el radio espectral en cada

A

el A J<jic]ie] =mmmmmmmmmmm e mm e (2

foi

Q

1A

e[ ™Al <

1A

y de aqui que 0 = |A] < |C]

[}
De la observacién anterior tenemos entonces que

[al s |B 1 < |B| para toda n € N

!
Sea A = min{{Bn| : nz 1}

entonces |A] = A = lim |Bn]
n @

cada Bn es una matriz positiva, entonces aplicando el teorema de
Perron a cada una de ellas encontraremos y(n) vectores positivos

tales que
(n) _ {n)
Bn y = an]y ¥ n>1
k

= ( z yin))-ly(n) Y ono1
i=1

haciendo z(m

teniendo que para cada n > 1

k
Bn z(n) - IBnlz(n) , z(n) >0 y ZIZ =1
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k
S={zx=0:§ zZ=1 } es un subconjunto compacto de R
=1

y entonces existe una subsucesidon de elementos de S que converge
(ngi
a un elemento z de S es decir limz =2z con z € §
m w0

(n ) (n
m

}
se sigue que %ig (Bnm z ") = %}Wﬂ(Bn g * I%Qm(z y=A*z

tambien A z = lim |Bn
[

I}
=)
85
w
=)
3
N
3
"
-
N

2 Az = Az
pero z # 0 pues 0 ¢ S asi que A tiene asociado un eigenvector z

no negativo

A

[2]
1A]

|A] por ser A un eigenvalor de A vy

1A

A por lo anterior s A= |A]

CADENAS REGULARES

Segin lo visto para las matrices positivas se tiene que una
matriz es primitiva si a partir de cierto momento se tiene que
esta matriz se wvuelve positiva, esto tambien 1lo podemos
"traducir" para matrices estocasticas diciendo que una de este
tipo es regular si a partir de cierto tiempo no importando el
estado en el que estuvimos iniclalmente, slempre existira una
probabilidad positiva para estar en cualquier estado, en otras
palabras a nuestra cadena la podemos llamar de manera andloga a
las primitivas como Regular.

Ya vimos antes que el radio espectral de cualquier matriz
estocdstica es igual a 1, entonces si aplicamos el teorema (10.0)

tenemos que %ig Pt =1 q'"r donde g es un vector estocastico
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columna de P'7 asoclado a Pl =1

pues si Pp = |P|p y P""q = |P|q

entonces 1im(|P| 'P)" = (¢""p " 'pq""

pero |P| = 1 y (@""p™'= 1 pues q es estocastico y
ptr= (1,1,...,1), finalmente %ig P" = tr

y se aqui claramente se ve que 1 qu >0 no importande como

Q)

se halla elegido g , de aqui vemos que %l& P" es convergente.

CADENAS DE MARKOV ERGODICAS

Decimos que una cadena es ergodica si sabemos que con el paso

del tiempo exlistira una probabilidad positiva para estar en

cualquier estado no importando en que estado estuvimos al
m

principio. Una forma equivalente seria pedir § A™>0 para alguna m
n=1

donde A es la matriz que nos determina nuestra cadena de Markov.
Es faclil darnos cuenta que toda matriz regular es ergodica,
el juego de Craps es un ejemplo de una cadena que no es ergddica
pues una vez que hemos perdido el juego o lo hemos ganado ya
no podemos camblar de estado. Sin embargo el experimento de la
rata en el laberinto si es una cadena ergdédica pues slempre
existe wuna probabilidad positiva de que la rata esté en
cualquier jaula. MAs adelante veremos como los estados de una
cadena ergddica pueden ser clasificados de tal forma que A
pueda ser expresada como una suma directa de matrices

primitivas.

Veamos el sigulente ejemplo:

Supongamos que tenemos de nuevo una rata que puede estar en
cualquiera de las siete Jaulas sigulentes denotadas por W, U,
X, V, Y, Zy L, las cuales estan intercomunicadas de la sigulente

manera y con las slguientes probabilidades:
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W > U > X
A A A
| 0.7 0.3
0.2
V< !
0.6 Y — 7 < L
c.8 1

Entonces la rata tiene probabilidad 1 de pasar a la jaula U si
estuviera en la jaula W y tilene probabilidad cero para regresarse
puesto que asi lo denota el sentido de la grafica. En este
ejemple tambien suponemos que la rata estd en constante
movimiento por lo que 1la rata no puede permanecer en el mismo
lugar cuando ya ha pasado un intervalo de tiempo, por lo que

la probabilidad de que permanezca en un mismo lugar es cero.

La matriz que nos determina esta cadena de Markov es la

sigulente:
X v 1 y w u 4
x (] 5} 0.3 0.7 s} o 0
v 0 ol __o o____1 _ 0 __o__
1 [+] o 2} o 0 [¢] 1
A=y o o [ o 4] 0.2 0.8
1Y 0 o 0 o} o} 1o __
u |o.4 0.6 o 1} 0 0 s}
4 1 s} s} o 0 0

Notemos en el dibujo que independientemente del estado en que
estemos al principio tenemos wuna probabilidad positiva para
llegar a cualquier estado y este hecho nos hace pensar que

nuestra cadena es ergddica.

Nos damos cuenta de que A pudo ser partida en nueve bloques que
aunque son de distinto tamafio nos clasifican a nuestros estados.
Sin embargo A no parece cumplir con la propiedad de ser ergddica.
Recordemos que la probablilidad positiva de estar en cualquier
estado esta dada por el tlempo. Veamos entonces qué sucede
conforme pasa el tiempo, es decir tomemos sus potencias y démonos

cuenta de lo siguiente:
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haciendo el producto por bloques como vimos en la proposicién 1.0

tenemos que

0 0 0 0 0 0.14  0.86
0 [} 0 0 0 1 s}
2 1 0 0 0 0 0 [3}
A" = Jo.gg8 o0.12 o 0 0 0 0
0.4 0.6 0 0 0 0 ¢}
0 5 0.12 0.28 0.6 [) 5}
0 s} 0.3 0.7 0 0 0
,
C.96 0.084 0 0 o] o ()
0.4 0.60 0 [4 o 0
0 5 0.3 0.7 0 0 0
A% = 0 0 0.264 0.616 0,12 0 o
o 0 0.12  0.28 0.6 0 0
0 [e] o] o 0 0.656 0.344
o] 0 [¢) o] o 0.14 0.86

Dédndonos cuenta del recorrido transversal que van haciendo los
bloques, recorriendo cada entrada de A. Para este caso nos damos
cuenta que de A% es una suma directa de matrices primitivas que
ademds son estocasticas y de ahi el hecho de que A sea ergoédica.
Una vez que tenemos a A® como una suma directa de matrices

positivas es facil calcular los siguientes limites

Supongamos que %ig At e L

entonces anet
lim A%™ = Lea
n @
y Lim A%™*2 = Leaea = LeAR
n o

Lo cual nos sirve para calcular la convergencia de nuestro vector
de probabillidad inicial, es decir supongamos que tenemos p(O) y
(756). Como 756 = 3 " 251 + 2 por lo que

tenemos que caicular %H@ pm)Aa"’2 y este nos dara la estimacion.

queremos estimar p
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CADENAS ABSORBENTES

Supongamos de nuevo que tenemos una rata corriende a través del

siguiente laberinto:

el — ez2

ey —m—r—m—————— &4

De donde al construir su matriz de transicién tenemos que:

el ez2 e3 ed
el 1 0 0 o]
ez 174 174 174 174
e3 /3 /3 1/3 o
e4 (s} /3 173 1/3

Por el sentldo de las flechas y tomando en cuenta que la rata
tiene la opcién de permanecer en el mismo lugar o de cambiar de
lugar a cada instante de tiempo, nos damos cuenta que una vez que
la rata ha caldo en el caslllero uno de ahi ya no puede salir .
Cuando sucede algo simllar en cualquier tipo de cadena markoviana
decimos que caimos en un estado absorbente. Demos las siguientes

definiciones para formalizar.

DEFINICION-18.0)
Un estado e,  se dice absorbente si y solamente si una vez

entrado en dicho estado, éste no pude ser dejado.

DEFINICION-19.0Q)
Una cadena se llama absorbente sl y solo si empezando en

cualquier estado es posible que eventualmente el sistema estara

en un estado absorbente.
Esto equivale a pedir que si s, es arbitrario entonces existe sJ

absorbente (que depende de t ) y un tiempo t (que depende de 1 y

de J ) tal que p:T) > 0.
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es decir una vez que entramos en un estado absorbente siempre

existird una probabilidad cero de sallr de é1.

DEFINICION-20.0)
Una cadena de Markov se dice absorbente sl esta tiene uno o

mis estados absorbentes.

Supongamos que tenemos una cadena de Markov con x estados de los
cuales s son absorbentes (s = k) entonces nosotros podemos
clasificar los estados de la cadena agrupando primero los s

estados absorbentes como en la siguiente matriz:

en dende el blogue Is nos representa los s estados absorbentes
pues al caer en el la probabilidad de permanecer en el serd 1 y
obviamente la probabilidad de dejarlo es 0, es por eso que el
bloque Is no es mas que la matriz identidad de sxs . Si tomamos
las potencias de P nos daremos cuenta de lo que pasa con los

demas estados.

Por la observacién 1.0 tenemos que:

I [¢]
&
P" = -1 para toda n 2 1

¥ Tu ™

m=0
Supongamos que s es un estado absorbente y que pax:a cierta 1

{m) (m+r) m) (¢} (m)

> = = >

y m tenemos que p” 0. Entonces p‘J = pU ?J PJ a
para toda r 2 O pues p(”= 1 por ser s absorbente. Como la

1) 3
cadena es absorbente entonces existe un estado absorbente

sj y un entero m tal
1

que p:’;l") > 0 para toda r z 0 y de aqui que p:'}) >0, Vid>s
1
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para toda n =z max m = g por lo que la suma de los renglones de
kZ1i>s

™ es menor que uno y de aqui que |T“i < 1 y tambien |T| < 1

n
por lo que T converge a cero, entonces tenemos que:

I o]
S
lim P = para toda n 2 1
n m

(1-T o

Nétese que esta matriz hace que los vectores de probabilidad p(m)

converjan pero el limite puede depender de la eleccidn del vector

inicial p(O).

MATRICES ESCINDIBLES

Hasta ahora hemos conocido bastantes propiedades acerca de
matrices no negativas y en particular hemos manejado las matrices
estocdsticas, ahora toca estudiar las matrices escindibles que
son aquellas que por medio de una matriz permutante se pueden
poner como una matriz de cuatro bloques, tal que los bloques de
la diagonal son matrices cuadradas y no negativas y el bloque
inferior izquierdo es una matriz de ceros no necesariamente

cuadrada.

DEFINICION-21.0)
Decimos que una matriz cuadrada P es permutante si se obtuvo por
medio de las permutaciones en las columnas de 1 (matriz

identidad del mismo tamafio de P).

Ejemplos:
_[0o1
Pl—[lO]
010
P2 =100
001

son matrices permutantes de tamafio 2 y 3 respectivamente vy

notemos que sus transpuestas tambien lo son.
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OBSERVACION-12.0) .
Si P es una matriz permutante entonces P! = P'"

try _ _ =1 s} } =]
Ya que (PP )11_ L PerrJ = { =0 sy ! < J, es decir por ser P
una matriz unitaria.

Si M es una matriz cuadrada del mismo tamafio que P entonces MP es
la matriz que se obtiene de intercambiar las columnas de M en el
mismo sentido que se intercambiaron las de P, como Ptr es tamblen
una matriz permutante entonces la matriz PtrH es la matriz que se
obtiene apartir de M permutando sus renglones en el mismo sentido
que se permutaron las columnas de P y por lo tanto P'"MP es una
matriz que se obtiene de permutar los renglones y columnas de M

en el mismo sentido que se Intercambiaron las columnas de P.

Ejemplo:
0210 1000
St M= 1001 y P=j]o0o010
2000 0001
0100 0100
1000
entonces tenemos que P'=1loo001 y
o100
co1o0
0021
PNIM P = 0010 que no es mas que nuestra matriz M
1100 permutada de columnas_ly renglones
2000 como lo fuerén P y P

DEFINICION-22.0)
Una matriz M e ﬂmiF) es escindible e k = 2 y existe una matriz
m

permutante P tal que:

3 coD
PP = | o ¢

donde C y E son bloques cuadrados posiblemente de diferentes
tamafios y el bloque debajo de 1la diagonal tiene entradas

idénticamente cero.
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DEFINICION-23.0)

Una matriz es Inescindible si no es escindible.

Si se nos diera una matriz cuadrada (x x k) A y nos preguntaramos
si es escindible o no, no seria tan facil contestar usando tan
solo la definicién, pues existen k! matrices permutantes de ese
tamafio. Sin embargo, el sigulente teorema nos da un camino mas

facil para contestar lo anterior

TEOREMA-17.0)

A es inescindible » A + A% + ... + A8 >0

Antes de dar la demostracién veremos unos resultados acerca de

matrices no negativas

LEMA-4.0)
Sea A una matriz no negativa de k x k entonces :
A+ A2 + ...+ A" > 0 para alguna nx 1 ¢ para toda 1,] 3

(m)
m(i. j) tal que alj > 0.

Demostracién

) Sea B=F A y b, =L aJS) donde a:j

' denota la entrada 1)

de la matriz A® o

entonces ¥ 1§y ¥ s aisJ z 0 ybU>0

(s}
i)

.~ para cada aU existe almenos una s tal que a >0

 {u]

)

~—

«) Supongamos ahora que V iy 3 m(1J) tal que a:T>O

sea b =Y} a’®  claramente b, >0
1 14 1y

m}
J
y hagamos r = min M , es claro que tenemos un numero finito de

y sea M = {mtp | a: >0 }

r's tantas como k x k .
entonces definamos R = { LT }

2 kxk

se tiene que b1 >0

sea n = max R entonces si b = ¥ 3, 3

1
Vv1,j, finalmente sea B = A + A2 + ... + A

de donde vemos que B > 0
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TEOREMA-18.0)
(m}

A es Inescindible « i) Vi, 3 map tal que a1J>0
i1) A+ A%+ ...+ A% 50
Demostracidén:
=)
Ya vimos que se tiene i) ® 1ii) entonces ahora

supongamos que i) no se cumple, para asi llegar a una
(m)

contradiceidn, Supongamos que 3 t,) tal que ¥ m ai) =0
. {m} = (m)
y sea S = E>o {1 a11>0 Yy T H>o {1 ] a0 }

P.D. que SO T=¢
supongamos que S T = ¢

sea 1 € S n T entonces a™s o para alguna m y af?>0 para

alguna n pero por hipétesis a:T”” =0

por otra parte a(mmJ = Z a® +a" = a" a" >0 lo cual es
9] 11 1) iro1)

una contradiccién y » ST =¢

S es distinto del ¢. ya que si S = ¢ entonces para toda 1 a‘J= 0

y de aquil que la columna j de A es de puros ceros, es decir

.0
®11 %12 ®1k
a a
a1 %22 0. 8
A= N a
ak
a ...0... a
“x17kz Kk

-

| columna j
la cual por medio de una matriz permutante P la podemos poner de

la forma siguiente

que nos diria que A es inescindible tomando C = 0 y E igual

al otro bloque de la diagonal, de la misma manera con T.
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Observemos que si peS y 1 ¢S entonces a1p =0

pues sl p € S entonces a;T) > 0 para alguna m

(m)

y como 1 € S entonces alJ =0 para todam
{m+1) (m)
0=a za a =0 sa =0
1) ip p} 1)

«)Supongamos ahora que A es escindible, entonces existe una

matriz permutante P tal que

n n-t i-1
PTA™ = { 8 (DY A E ]

pero (")

por el lema anterior sabemos que V 1j 3 m(1)) tal que a:T)>o

n n
y 3 n tal quemZOAm> 0y .« PLF$ZOAm JP > 0 lo cual es una

contradiccién.
o
TEOREMA-19.0)
(n) N
Si1 Az0ynz 1 entonces aU >0 & 3 Jx' Jz, v ,Jn_l
tal que a a ...a >0
I 4z a1
»)Demostracién (por induccién sobre n)
i)base induccién
Si alJ >0 tenemos que alj= T a”al‘l > 0 por lo tanto 3 1 = J1
tal qu a >0
R YR
ii)hipétesis de induccién
Supongamos que si a:3—1)> 0 entonces 3 j:’Jz""’Jn-a tal que
a a,. ... a >0
v, d,d, Jnad
i11)P.D. cumple tambien para n
PD.
es decir que sl a) >0  ===0 34, ... ,J  tal que
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*

N {n-1) {n-1}
a =Y a a >0 L~ 31=j§ tal que a a >0
1) 1y 1} n-1 Y g
aJ 3 > 0 y por hipotesis de inducciédn existen 1’s iguales
n-1
addy e J
+ 3 Jx’Jz’ e Jn-z'jn-l tal es que
a,, a R a >0
1“}1 JXJZ jn-2‘)n-1jj-lJ
n
«}Supongamos que exlisten Jx' )2. . jn_‘ tal que
sl aU a g a >0 ===> a:n’ >
1 ,1 2 )n—lj J
Demostracion (induccién 7 n)
i)n=2
a:?) = ¥ a‘lal) pero por hipbdtesis existe 1 = J1 tal que
a . a > 0 y por lo tanto a(a >0
111 J]J 13

ii)hipdtesis de induccién
supongamos que existen n-2 §’s tal que

-1)
a  a .. a > 0 ===> g\

U, Tyl iy S|

>0

i11) P.D. para n
(n}

P.D. alj > 0 suponiendo que existen n-1 j's tales que
a, 2 el & >0
3, T, SIS
a‘") =¥ a("hl)a por hipdtesis existe 1 = j tal que
1) i 15 n-1
aJ 3 > 0 y por hipdtesis de induccién existen n-2 j's tales
n-1
{n=-1} {n) .
que a >0 . a > 0 lo cual completa la demostracion =

Un_1 )]

Con el lema y los tecremas anteriores podemos demostrar el
teorema deseado
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TEOREMA-20.0)
Sea A una matriz no negativa de tamafio k x k entonces:

A es inescindible <===> A + A2 + ...+ Ak >0

Demostracién.

La implicacion hacla la 1izquierda esta dada por el teorema
anterlor. Probemos la implicacién hacia la derecha.

==>)} Por el teorema anterior sabemos que si! A es inescindible
entonces existe n tal que A + A2 e .+ A">0 por lo que si

n = k no hay problema, supongamos que n > k y probemos que exlste

una n’ < n tal que A+ A2+ ... + A"> 0
Sea a:;) > 0 entonces sabemos que existen jl,jz, e Jn_l tal
que a, a ... a >0

1,4, -

fijémonos en los segundos indices e.d. en el sigulente conjunto

=y oee 0 d

n > k entonces existen indices que se repiten e.d. existe 1 y s
tal que J = J§_ (digamos que 1 < 5 )

J } este conjunto tiene n elementos y como

por la existencia de las j's sabemos que pasa lo sigulente

a a ve. @ a ves @ a ree @&

”1 “1“2 JI-IJI Jlihl )s-l‘js :sjsn "n-IJ

como cada a > 0 entonces podemos cancelar lo subrayado e.d.
ror+t

-1
R'(a a ...a ) =a a ...a a e
Yy 4l tp-1d Yy, Jiatd Vedan oy

+ existe n’ <n conn’ =n - (s -~ 1)y en consecuencia n’ j's

tales que a a s aJ >Q
it e nr-1?

(n’}

y por lo tanto ax] > 0 para alguna n' < n sl la n’ fuera

todavia mayor que k repetiriamos el procedimiento
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TEOREMA DE FROBENIUS (1912) (21.0)

Sea A una matriz de transicién, tal que A es inescindible y
de tamafio kxkx con k > 1, entonces:

1) existe una matriz de permutacién Py un nimero natural d
llamado el periodo de A tal que:

g 0 0 0 0 A
A0 O o o of
o' a0 006 0o
Plap-= 0® A, 6 0 o
0 0 O o 0
0 0 0 A 0O

d=-1

Donde los bloques de la diagonal son matrices cuadradas de

ceros
d y

Pl p = [191 B‘] (suma directa de matrices Bl )

11) Todas las matrices B son matrices primitivas y cada una de

ellas tiene el mismo radio espectral de Ad

Antes de la demostracion del teorema de Frobenius veamos los

siguientes lemas.

LEMA-5. 0)

Sea A una matriz cuadrada (x x x) ilnescindible y sea lAr]1 y

[A]lla primer columna de A" y de A respectivamente, entonces
(A1, =0 » [A] =0

Demostracion.
Por reduccién al absurdo.

Supongamos que [A )li 9]

SeaR=(r/[Ar]1=0)

y sea r = minimo de R.
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Entonces tenemos que [Ar]1= 0 pero [ar

l: 0 por lo que se
debe cumplir que [Ar-lllt 0y Ial [Ar'1]‘= 0

supongamos que el renglén ) de [Arhlll es distinto de cero

y denotemoslo por [Ar-llJ entonces como [AT] = 0 se tiene que

[Al)l([Alulli) = 0 para toda 1

columna ) de A

. [0} . a
* [ = [+
Y . r-1
0= {A ]1— : . : N < renglén ) de (A l1
*...0 ... o
A (A

1
lo cual es una contradiccién pues A es una matriz inescindible.

LEMA~6.0)
Sea S ¢ N tal que S sea cerrado bajo la suma y sea d = m.c.d(S)
entonces a partir de una clerta nosuficsentemente grande se tlene

que nd € S, con nos n vy no, n e N

Demostracioén.

Primero probemos que m.c.d. (S) = m.c.d.[{al, a , as)) para

5
los s primeros elementos de S.

e.d. m.c.d.{(S) = m.c.d. (S}, con § = (al. Ay - as)

Construyamos la sigulente sucesién de numeros naturales, sea

{di)lem tal que d = m.C-d-(al) =a

d=me.d. (a_,a_)
2 1’72
d=mc.d. (a_,a_,a_)
3 1'72' "3
d =mc.d.(a ,a_,a_,a )
4 172" 73"
ds= m.c.d.(al, ay e as)
es claro que dl E d22 Loz ds 2,21
y supongamos que {dx}lem converge a dE , con dse N

97



p.d. que d divide a a
s s+l
si ds= 1 entonces no hay nada que probar, entonces podemos
suponer que d # 1
B
supongamos que dG no es un divisor de

ag+1
entonces existe d' tal que

d =mecd.(a,a, ..., a,a )
1 2 4 8+l
entonces ds z d' por la convergencla que existe, pero por otra
(dr)xew converge a ds entonces 4' = ds
L d" =d
8
aplicando el mismo razonamiento para d , d .
s+2 s+3
tenemos que d = m.c.d. (S).
s
"Sea S = (al, I as) y sea d = mc.d.{(S) donde d lo
podemos escribir como combinacién lineal de los elementos de S
e.d. d=aa +t+aa_ + ... +taa o de manera equivalente
11 2 2 s €
= al(al/d) + az(az/d) o * as(as/d)
y hagamos S = { (alld), (az/d). e (as/d) } de donde es
claro que m.c.d.(S') = 1 vy es equivalente probar el lema para S'
sea (al/d) = b para toda i entonces S = (bl, b, ... ,bs)
conb <b, <... L <b
1 2 s
entonces es claro que 1=ab +ab + .. +ab
11 22 s s
Sea N = B1b1 + szz L ﬁsbg una combinacién lineal

positiva de elementos de S* entonces hay que ver que N + 1

'

N+2, ... estanenS'.

N = B1b1 * szz Yo Bsbs

N+1-= (B1b1 + szz + ...+ Bsbs) + (a‘b1 + “zbz ...+ “sbs)
= ((Bl+ oti)b1 + (Bz+ az)b2+ R (Bs+ as)bs]
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N+2=...

N + (bx— 1) = [Bxb1 + szz ...t ﬁsbs] +
[(bl— 1)b1+ (bl— l)b2 L (bl— 1)bs]
= [{Bl+ (b1—1)“1)b1 + (BZ+ (bl—l)az)b2 + .. 4+ (BB+ (bx—l)as)bg]

de donde todos los coeficientes deben ser positivos por lo que

basta tomar

B1 > (1 - bx)“s

Bz > (1 - bl)oc2

B > (1 -bla
8 1 8
que siempre tiene solucion y « para toda n z N se tlene que

n+1l, n+2, ... €S ypor lo tantond € S

Demostracién del teorema de Frobenius

Consideremos el siguiente conjunto S={ ne N/ a" >0}

nbétese que S # @ pues A es inescindible 1

y sea d como en el lema 6.0 , es claro que S es cerrado bajo suma
pues si:

n, m estan en S entonces a??m) = a(zl a(ﬁa > 0 por lo tanto

d
n + m esta en S y en consecuencia a:l > 0.

nd
1) a
11

> 0 para toda n suficientemente grande.

Notemos que este conjunto esta determinado por los tiempos n
en los cuales la probabilidad de permanecer en nuestro primer
estado es positiva.

Asi como se ha construido el conjunto de tiempos a los cuales
tenemos probailidad positiva de permanecer en nuestro estado 1,

también podemos hacer un analisis de los tlempos a los cuales los
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demds estados se "conectan”'o tienen probabilidad positiva de
pasar al estado 1.

Veamos el sigulente inciso:

i1) Para toda } 3 r, con 0 = r, < d tal que ajl> 0 con

m = dnD + rJ para alguna n y haciendo:
0
S={kel]| a§1> 0)Ycon j fija y j € {1,2,...,k}

entonces los elementos de S dejan el mismo residuo rJ modulo d

es decir k = (nd + rJ) € S para toda n =z n.

Demostracién:
Fijemos al estado j (arbitrario). Como A es inescindible tenemos

que existen nimeros naturales t y £ tales que

a® s> g ” a(E)
Jt 1)

>0
Sea rJ el residuo cuando t es dividido por d es decir t =dp + r .
{n+d) (&) _(n) (n) 0

Ahora, para toda n € N, a za a . De donde si a >
11 1) J1 J1

entonces se tiene que n + ¢ es un miltiplo de d. Asi que si

aJ:m’ > 0 entonces concluimos que t + ¢ y m + ¢ son ambos
miltiplos de d, es decir t + &= dn1 y m+d&-= dnz

Resolvamos el sigulente sistema:

¢=dn -t dn -t =dn_-m dn, +m =dn_ + t
1 B 1 2 ES 1 2
£=dn_ - m
2
- m = d(n2 ~ nl) +t S {m= dq + t
haciendo g = n, - n y sabemos que t = dp + rJ

{m=dq + dp + r, = {m=d(p + q) + r,

haciendo n, =p + g tenemos finalmente que m = dn0 + rJ
(dn+r )
y sustituyendo tenemos que aJl > 0
* Diremos que el estado | esta conectade con el estado ] si la
probabilidad de pasar del estado 1 al J es estrictamente
osltiva, e.d. >0 o a, >0.
p ' Pij 1y
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Reciprocamente sl m = dn + rJ y nzpcomot =dp + rJ tenemos
entonces que m - t = dn - dp por lo tanto m =d{n - p) + t

t) _din~
pero a(m) = a( a {n-p)

1 i 1 y por hipétesis sabemos que

a;:) >0 y ai:n-m >0 para n suficientemente grande, de aqui

que a;T) = ajr'rj >0 para toda m suficientemente grande. m

Hagamos una clasificacién de todos los estados que estédn
conectados con en el estado 1t a tiempos que dejen residuo r
médulo d por medio de los siguientes conjuntos

;‘1’“’”>0) r=0,1,2 ...,

es el conjunto de todos los estados J que tienen

sea € =U (] d-1
E

es decir

una probabilidad positiva de pasar al estado uno a tiempos

que dejan un residuo r médulo d.

AFIRMACION 1)
Cr no es vacio

pues si Cr = B entonces la primera columna de A" seria de ceros
es decir que ningin estado estaria conectado con el estado 1 a un
clerto tiempo n y de aqui se infiere que al tiempo inicial
tampoco, es decir que la primer columna de A tambien seria de
ceros, (pues haciendo usc del lema(5) tenemos que A es
escindible), 1o cual seria una contradiccion.

AFTRMACION 2)

Cr N Cs =0
los conjuntos Cr son ajenos dos a dos, pues supongamos que un

estado jJ e Cr N Cs

{dg+r) (dq' +s)

entonces aJl > 0 y ay) > 0 pero por 1ii)
dq + r = dn + r y dq’ + s = dn1 + rJ
entonces diq - ng ) = (r) - r) y dlq" - nl) = (rJ - s)
de donde d | (rJ - r) ¥ d | (rJ - s)

lo cual es una contradiccidén pues r1 =0, 1, 2, ..., d -1

y por lo tanto Irl - rJl < d lo que gquiere decir que

d 4 (rJ -r) y. d ¢ (rJ ~ s§) a menos que ry=r=s
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ydeaqu1quecrncg=z L]

iii)Supongamos que los estados i, j estan conectados es decir
a > 0 y que el estado jJ € C entonces 1 € C para
13 r r+1
toda 0 = r = d-1 pues :
slje C = a9 5 g y como a > 0 entonces
r n i)
{dn+r) {dn+(r+1))
= > .
8 a, 0 y por lo tanto i e CM1

Observemos que si a 0 y } € C entonces 1 € C para

>
1) r r+1
cualquier 0 = r < d, pues que ) € Cr quiere decir que a(;;“r > 0

d dn+(re1
con 0 = r < d por lo que 0 < a_a%"*" = gdtimt)

; . 9% £ a, por lo que

concluimos que | € Cr+1 hagamos la aclaracidén que si r+1 =d

entonces it € CO.

Para construir la matriz permutante veamos el sigulente
ejemplo que que nos ilustrara de como hacerlo.
Sea

0001010

1000100

1000000

A= 0010000

0000001

0110000

0100000

Anteriormente construimos los slguientes conjuntos

dntr

1) >0} con r =0,1,2,...,d~1

C=U(J:
r

nz0
calculemos entonces a d¢ de la siguiente manera, denotemos por
An a la primer columna de A". colocando un e cuando
alguna de sus entradas sea distinta de cero., entonces es facil
calcular An para toda n € N de la sigulente manera:
A1 = A1, AA1 = Az, AAz2 = A3, etc. y viendo nuestro ejemplo

podemos darnos cuenta que:
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A Al

n
C O DO+ + O
=
>
=
it
=
1Y
il
=
>
N
1}
>
w
i
OO+ 000 4+
=
>
w
i
b
=
i
C O 0O+ + O
n

entonces nos damos cuenta que formamos un ciclo de longitud tres
es decir que a tiempos miltiples de tres tendremos una
probabilidad positiva de estar en un estado j, para teda 1 = ) =k

vease el siguiente dibujo.

A ey 2 - e

kY o ;
A A2 Al3 A1z
™ N k o a

lo que quiere decir que :

a‘d) >0 @ a;:) >0

11
a(z) >0 @ a(S) >0
IR J1
(23 >0 @ alG) >0
J1 J1
a(d) >0 o 3(7) >0
J1 11
(58) 50 o a(9) >0

1 jt

para toda ] entre 1 y &k

>0 o aa(n+l)+r >0

31

3n+
o de manera equivalente a): i

con 1 2 pr <d, 1 %) 5k y para toda n € N es decir que a
intervalos de tiempo de longitud tres regresamos a nuestro estado
original o mas bien tenemos clierta probabilidad positiva de estar
en nuestro estado original, tamblén podemos pensar que nuestra
cadena de Markov sea una funcldon periédica, y de aqui que
denotaremos por ¢ a la longitud del periédo, 1lamandola el

periddo de A.

103



Recordando que si alJ> 0 y j5 € Cr entonces 1 € C”l y que

Cr= U { - adT;r > 0 } con r o= 0,1,2,...,d-1 tenemos lo
siguiente:

Ci1 = {2, 3}, Ca= {4 6 7}, C3 = Co= {1, 5}

Nuestra matriz permutante es aquella que tiene como primeras

columnas a las columnas mencionadas en Co, como sigulentes
columnas a los elementos de Ci y como ultimas columnas a los
elementos de C2, es decir si numeramos de izquierda a derecha a
las columnas de la matriz identidad (I) y asociando cada elemento
de cada conjunto con la numeracién en I tendrermos el orden en
que permutaremos las columnas de I, por lo que la matriz

permutante es:

1000000
0010000
0001000
P=looo0o0100
0100000
00000110
0000001

p'r por lo que hacliendo el producto obtenemos:

i

Ya vimos que P

00 /00 (110

00 100 001
1Tt '0oloo0o0

P'AP ={10l00i000
R N r e

00 it1 000

00 {10 i000

0 haciendo una (3, (2, 2, 3 ), 7) particién de A tenemos de A

0 0 A
obtenemos de igual forma P AP =| AL 0 0
0 Az 0

104



Habiendo visto el ejemplo anterior procedamos a construir la

matriz P para la demostracién supongamos que Cr = {irl, R P ¢
cr

" N

con 0 s r <dcon "cr" denotandonos la cardinalidad de Cr.

Sea P la matriz permutante cuyas primeras co son las columnas

10 PN io de 1 seguldas de las 11 o 11 columas de I
1 c0 1 c1
hasta las dltimas 1d_1 Y e id \ columnas de I.

1 cr

Aplicando la observacién anterior tenemos:

00 0 A
» A, O o o
P AP = A 0
2
0 .
0o A0
d-1"*

Es facll notar que los bloques de la diagonal son bloques
cuadrados de tamafic or x cor y consecuentemente Ar+l es de
crel x er y las uUnicas entradas positivas estan en las Al
posiblemente con algunas entradas de ceros, visto lo anterior
podemos afirmar que P iatp =1§181 de donde haciendo el producto

y recordando un ejercicioc anterior tencmos que:

Bi=A A A ... A A
B= A A A, ... Al A
By= A, A, A A,

Solo nos resta probar que cada matriz Bi es primltiva es decir

que para cada i existe una n € N tal que BT >0

Empecemos demostrando que Bi es una matriz primitiva.
Supongamos que ) € Co y por hipoétesis tenemos que A es

inescindible entonces a??j > 0 como A es inescindible podemos
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afirmar que existe una 1 e N tal que a:J > 0 ademis puesto

dn

que § € Co tenemos que aJl > 0 con la n dependiendo de la j

pero entonces:
1 _dn {1+dn)
0<a a  =a "
1) 1 11

& (1 +an) € S entonces 1 + dn = nd
s 1 = (m -n)d
.1 =nd
J
dn

>
aU) 0

dn

blen sabemos entonces que a(:r;j > 0 y ademds que a, > 0 para
toda n suficientemente grande asi que:

d{n +n) dno

a . J > 0 .~ existe no que no depende de j tal que a >0

1} 1)
para toda j € Co. ( con no 2 (nJ+ n )

Por otra parte si 1 € Co entonces es bastante claro que a‘:;'x >0
d

para alguna nl pero de nuevo a n > 0 para toda n

suficientemente grande, asi que ad("fn) > 0 , entonces si tomamos

i1
cualquier mo = (n + n) podemos encontrar mo que no dependa de

tal que a‘:;‘l > 0 para toda 1 € Co.

d(mo+No) _ _dme _dno

1) = a’ aU > 0 y por lo tanto B1 es primitiva.
[
Queremos ver tambien que Bz, ... , Bd son primitivas es decir
n n n
B: > 0 para alguna n,, 833 > 0 para alguna n, ., hasta de >0

para alguna n,

Puesto que hemos probado que B1 es primitiva sabemos que existe
l”l1 nin n1
> =
una n & N tal que Bl 0 bilen pix‘o B2 AIB1 Ad Az y
por la observaclién 0.0 tenemos que BZ2 > 0 para toda n, > n, de

manera andloga podemos afirmar que:
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3
B3 >0 para toda n, > n,
n, )
Bq >0 para toda n, > n,
T4
> >
Bd 0 para toda n,>n

por lo que hemos podido encontrar una n para cada Bx tal que
cada potencla de las B‘ es estrictamente positiva y por lo tanto

cada Bl es una matriz primitiva.

Por Gltimo demostraremos que el radio espectral de cada matriz Bi
es el mismo para toda 1 e igual al radio espectral de Ad,

demostrando en primera instancia la observacién siguiente:

OBSERVACION-13.0)

Sea A una matriz primitiva vy sea A cualquier eigenvalor tal

que tiene asociado un eigenvector positivo entonces ‘A| =X .
Demostracion:

sup |A] =2

Ax = Ax y en general Atx = A"x

-1
Sea L = lim (Al '™
entonces ([A]"'A)x = Lx = 1im (A/|A])"x
pero A < |A] = (A/]A) <1

| AP === >0

n @

lin (/JA)"x = 0

peroL >0 y x >0 entonces Lx >0
0 <lx= lin (A/|A])"x = 0 1o cual es una contradiccién

por lo tanto A = |A]
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Puesto que B1 y B2 son matrices primitivas tenemos que

B,p = |Bllp p-a. p>0 y B g = [leq p.a.

tambien tenemos que :
AIB1 = BzAx y de aqui que:

AIBIP = |Bl|A1p
~ B,(A,p) = [B [(AP)

q >0

por lo que |81| es un elgenvalor positivo para B2 teniendo

asoclado el eigenvector positivo Axp y haciendo uso de 1la

observaclén anterior tenemos que |Bz| = |Bll , anadlogamente

podemos probar que IBlI = |Bll para toda 1 = | = d4~-1 .

finalmente la observacién 5.0 nos dd la pauta para conclulr que

|B1| = |A|d. Con lo cual damos por terminada la demostracién del

teorema de Frobenius.
L]
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CONCLUSIONES

Con el presente trabajo tenemos los conocimientos necesarios para
poder distinguir cuande un Grupe Abeliano se descompone en una
suma directa de subgrupos ciclicos y cuando un Espacio Vectorial
en una suma directa de subgrupos T-ciclicos o de F[t]-submédulos
si nos referimos al anillo de polinecmios, pues pudimos notar que
W es un subespacio de V st y s6lo si W es un F[t]-submbdulo de V,

con V espaclo vectorial.

Asi también, tenemos una manera sencilla de calcular la forma
candénica Racional y de Jordan con la cual podemos darnos cuenta
de la convergencia de algunos tipos de matrices positivas, en

particular las estocasticas.

Existen infinidad de sistemas y situaciones reales que cumplen
con las caracteristicas de un proceso de Markov y de este modo
ser representadas por una matriz estocdstica. Por 1lo que hay
diversas aplicaciones del Teorema de Frobenius, ademés que nos
proporciona una clasificaciéon de 1los estados y también los
peridédos de tiempo a los cuales existe una probabilidad positiva

de pasar de un estado 1 a un estado }.
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