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INTRODUCCION

El presente trabajo tiene como objetivo encontrar ejemplos de
aplicacién de las matemdticas en conexidn con otras disciplinas,
en particular con la economia. Se intenta que el trabajo resul-
tante pueda servir como texto de consulta a los estudiantes de -
economia y, a los de matemiticas, de motivacién para la aplica-
cién de conceptos del dlgebra lineal tales como operaciones con
matrices, o problemas de valores y vectores propios.

Este trabajo consta de dos partes bien definidas por su con-
genido, la parte tefrica y la parte aplicada. La primera la cons-
tituyen los tres primeros capitulos, los cuales contienen resul-
tados matemdticos relacionados con las matrices cuadradas cuyos
elementos son todos no negativos, A20. Este tipo de estructuras
matemdticas se utilizan con mucha frecuencia para el estudio de
algunos fenfmenos econdmicos en donde aparecen variables que por
su propia naturaleza son nimeros reales no negativos. La segunda
parte, es una aplicacidén de los resultados antes mencionados al
modelo de insumo producto de Leontief. Dicho modelc es planteado
de la siguiente manera.

Se considera un sistema econdmico en donde se da un equilibrio
entre la oferta y la demanda, se divide la economia en n sectores
de la produccién X¢ (i=1,...,n) y se supone que cada sector pro-
duce una uUnica mercancia que es consumida por &1 mismo y por los
otros sectores. Denotamos por X;: a la parte de la produccién del

]
sector i gue necesita insumir el sector j para producir Xj. De



suproduccidn’ —

esta forma, el sector i distribuye una parte.d

como sigue’

i. Asi,. si denotamos

del yector

Le nt ef,’ que es"- expuesto en: el capitulo IV. Claramente las ca-

'racterlstxcas del ‘modelo, estan determinadas, por las propiedades
'de la matriz (I-A) conocida como la matriz de Leontlef, éstas son
Vistas con detalle en el capitulo I. En el capitulo V se analiza
el modelo antes descrito, cuando el vector de la demanda final es
cero,es decir, cuando no existen excedentes:en ningilin sector de

la produccidn, esto es, el sistema homogéneo de ecuaciones:
(I-A)X=C.

A este sistema se le denomina el modelo cerrade de insumo produc-

to de Leontief. Son de interes econdmico, las soluciones X#0 al

sitema, por lo que en el capftulo II, se profundiza en el estu-

dio de los valores y vectores propios de la matriz AZ:0, enuncian-



dése ﬁno de los resultados mds importantes de este trabajo, que
es el teorema de Perrdén-Frobenius. También, en el capitulo V se
,analizanrlas soluciones del sistema {I-A)X=0, considerandose dos
césos, cuando la matriz AZ 0 es irreducible y cuando es reduci-
ble, por esto, en el capitulo 111 se considera la reducibilidad

e irreducisilidad de una matriz A% 0, y se enuncian algunos re-
sultados referentes a estas propiedades.

‘ ‘Por ﬁltimq; en éste trabajo utilizaremos la notacién tradicio-

nal-de la economia matemitica, esto es, llamaremos vector no ne—

gagiQé,'é aqiel vector XeR" que tiene todos sus componentes, ma-~
yoigs ; iééaiés con cero y lo denotamos XZ 0. Cuando XZ G y X#0,
esto sigﬁifica que al menos un componente es positivo, escribimos
‘X206, y cuando todos los componentes de X son positivos, se es-
‘cribe X7.0. En forma andloga se introduce la notacién para las -
matrices cuadradas de orden n que son las dnicas que aparecen -
idurante todo el trabajo, es decir, una matriz cuadrada A es no -
negativa cuando todos sus elementos son mayores o igquales con ce-
ro, y se denota mediante A% 0. Cuando A% 0 y al menos uno de sus
elementos es positivo, se escribe A2 0, y cuando todos los ele-
mentos de A son positivos, escribiremos A% 0. Finalmente, al vec-
tor cuyos componentes son todos iguales con cero, lo denotaremos
con el mismo simbolo que al cero ndmerc real (0), y distinguimos
uno del otro, dependiendo el contexto en que se encuentre, es -
decir, si lo comparamos con nimeros reales, entonces, nos re-
ferimos al cero nGmero real, y si lo comparamos con vectores, en-

tonces, nos referimos al cero vector.
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CAPITULO 1

MATRICES PRODUCTIVAS

En este capftulo se analiza el sistema dé eéqaéionés‘ﬁx=c, en
donde B=(b .:!') es una matriz nxn tal que b."é 0.5i i#j y el vec-
tor C€ R” es no negativo. En dicho andlisis se establecen las -
condiciones gue debe satisfacer el sistema para que tenga solu-
cicnes significativas desde el punto de vista econdmico, esto -
significa que dichas soluciones sean no negativas. También de ma-
nera general se definen las matrices productivas y ‘se relacionan

con las condiciones de Hawkins-Simon.

1.1 Las condiciones de Hawkins-Simon

nitas.

' .ente-condicién de signo.

S(1.1.2)  bgig0 para i#) ;
es deﬁir, todos los coeficientes excepto aquelloé,que,seiencpep-
tran en la diagonal principal son cero o negativos,

Ahora bien, estamos interesados en la condicién gue debe sa-
tisfacer el sistema {1.1.1) para que tenga soluciones no negati-

vas, para ello debemos distinguir dos casos:



7 a) Aéuel en el que el sistema (1.1.1) tiene una solucidn cuando
se asignan ciertos valores especificos a su lado derecho y;
b) Cuando el sistema (1.1.,1) tiene una solucidn para cualesquie-
ra valores asignados a su derecha.
Estos casos pueden ser enunciados como condiciones que debe -
satisfacer (1.1.1) para que tenga soluciones no negativas.
' ¢ONDICION {I) El sistema (1.1.1) es debilmente soluble si pa-
ra algﬁn:C> 0, tiene una solucidén no negativa X2 0.
: CONDICiON (II) El sistema (1.1.1) es fuertemente soluble si 5 
para-cualquier C2 0, tiene una solucidn no negativa X2 0. -
Estas dos condiciones son equivalentes y para mostrar1§ éhun#;

ciamos una tercera condicién que (1.1.1) debe cumplir para gue-=-. i

tenga soluciones no negativas y ademds proporciona’ una

mostrar la equivalencia:

LA CONDICION DE HAWKINS-SIMON (H-S)

Todos los menores principales desarrolladoé‘a par

quina superior izquierda del determinan;e'dev

(1.1.1) son positivos, es decir:

b, bia 50 b L., bin
b >0, > 00 eeenny bar ;b .. ban
B ‘[by “baa - - - ...;...... ? 0.

bm bpz .. ban

En el siguiente teorema demostraremos la equivalencia de es-

tas tres condiciones.



(II).y (H-S) son equiva-

TEOREMA (1) Las tres condiciones (I),

lentes.
Demostracidn:

La demostracién la haremos en’e

(H-8), (H-S) implica (II),

(1) implicar(H—S).'T

Esta demostracién se bésa eﬁ el prihqipip e la:
temdtica apiicado al nimero de ecuaciones. .
Para n=1 elksistema (1.1.1) se reduce_a/b,{xf%gu,rﬁor hipéte-
sis, para algun C;> 0. existe una soluciénVX('no»negativa para la
cual ‘b X¢=C;> 0, entonces X; >0, por lo‘;ahto éédemos dividir -
entre X,, es decir by =C¢ /X; >0, que es exactamente la condicidn

{H-S) para n=1. :

Supongamos que -la condicién (H-5) se cumple para n-1 ecuacio-
nes, probaremos gue se cumple para n ecuaciones suponiendo que se
cumple la condicidn (I). Réordenando los términos de la primera
ecuacidn de (1.1.1) obtenemos by X;=Cj-bja Xa-bizg X3-.....~-binXn2
C,> 0, esto es porque en el lado derecho te;lemos que b;¢ X{ 20 pa-
ra i=t%,2,...n, en virtud de que pQ{g-q si i#j y la no negatividad
de la solucién, por lo ianto que‘bu X > 6'y X;2 0 aseguramos gue
byt> 0y X,>0.

Ahora aélic;ndd el método de eliminacién Gaussiana, eliminamos
a Xy de las ecuaciones 2 a n de (1.1.1) sumando a la i-ésima ecua-
cidén la primera multiplicada por i-b{i/byvi, para i=2,3,.......,n

con bn #0, y obtenemos:



(1.1.3)

donde by =bj -bit bij /bt
y Ci=Ciobii Ci/bu (241,920
Las ecuaciones segunda.a IainQésiaa eoﬁstituyen un sistema de
n-!récuacionesren X1,7X3, ..... ‘;X“l”Exéminemos los signos de sus
:coeficientes, bi;% 0, b:d £ 0 por(1.1.2) para i,3=2,3,.......,0
bi> 0 tal como se probb, por lo tanto —bilbd /bu £ 0, lo que im-
plica que le £0 para i#j (i,3j=2,....,n). andlogamente C£=C[-b5|
Ci/bn Z2C{>»0.(2 i n). Asi, los coeficientes del nuevo sistema
reducido satisfacen que b'.,J§ 0 para i#j (24%i,j%<n) mientras que
sus términos constantes son todos positivos. Adem&s sabemos que
X320, %20, ...... , Xp2 0 es la solucidén del sistema reducido.
De este modo el nuevo sistema satisface la condicidn (I} y, me-

diante la hipdtesis inductiva cumple la condicidn (H-S), entonces:

b%2 by ....... Ban

b3a b’g; wervess bin

>0 (=2, syt

Bk b3 +ec.ve. bAn



Los pasos seguidos en el proceso’de eliminacidn para obtener

e S consistieron sim-

ninante ‘por’ cier-

de aqui gue:’.

by bia..

se reduce a by Xi=C;’, por hipbte-

éis b};),b, obtenemos- que. X, =C; /b, % 0 para cualguier

c/'2 0. Supon éh ra gie se ha demostradoc qgue la condicidn (H-

s} imp;iéé‘(ill pé#é‘un sistema de n-] ecuaciones.
si la:bShdiéién‘(H—s) se cumple para el sistema (1.1.1), tene-
mos én»b?rticﬁlhr que . b,(> 0, y de la misma manera como procedi-
mQS'éﬁ lé primera parte de esta demostracibn, podemos transfor-
mar (i;i.l) ens
by Xo+ iz Xa + eutuion il $b1pXa=Ch

b’;zX; + ‘..‘.7....‘.' + kb’:n Xa=C:{

" bagXs #

que es.el nuevo sistema reducido.con los siguientes coeficientes



n xn), de aqui concluimos que X,_ 0 porque
;b,|> 0y XL_ 0 (2%i<n), esto demuestra que -
"na soluclon no negativa para cualquier C;2 0. E-
:vldentemente esta soluc1on lo es también de (1.1.1) invirtien-
,.do el proce;o de eliminacién. Por lo tanto, hemos demostrado que
(H-5) implica,(II).
: La aemost;acidn de (II) implica (I) es inmediata a partir de
sus propias definiciones, con“lo cual el teorema (1) queda com-
pletamente demostrado.
Examinemos el siéuién;érsiéggﬁa de ecuaciones que es mas gene-—

ral-que {1.1.1).

: {p-a )X ‘~ai Xa=oueeon ~a,n Xn=C,

(1.1:4)

donde los coeficiéﬁtes estan sujetos a la condicién de signo. -
ag20 (1xi,jgn)y g es.un niimero real.

Hagamos bii ,=f'a‘4,“,,,,‘,1§ j"':',") y b;J: -ag (i#j, 1% l,jg n), .
evidentemente bRI§ 0 para i#j, como consecuencia tenemos el ;i; 7

guiente teorema:



y el nuevo;ia

borave supus

nuevo sistema satisface- (

ne una solucidn no negativa X;,X3,:.....,Xn para cualesquiera -
términos constantes C. (i=2,3,..{..,h);“‘

Sean C,, €y eecennnn «er. Cp - términos constantes de (1.1.])



TEOREMA '_2)‘tr..a's' con‘dicione:s‘ NIY, II) 0y (HES) 'son;’equ‘ivv'akl‘entues

en (1.754)

En_ (1.1

n - 3 B
ri= aieanraut I
g 5otk :

y la j~ésima columna-suma’’c

7= éa:’.\!’ =aj +a,3t :
COROLARIO (1) S ‘
(4) si pyri (i=1,2,.. se cumplen (I); (II)
y (H-S) pafa (1.|.4)>. » s

(ii) Sikvp> s5 (3=1,2,....2%,n), e'rrftoncesk se cumplen (I)V, (11) -
y. (H-S) para (1.1.4).

Dichas condiciones se denominan.criterios de fila suma y co-:-: -
lumna suma de Brawer-Solow.

Demostracidén:

Estos resultados se obtienen directamente del teorema (2).



(i) 'Se'ahi"c.' (1‘1 2,.....,n) y p>rc entonces para es-

tbs‘tgfﬁino constantes espec1f1cos tenemos una solucién X=1, X=
‘c1r 'seé cumple la condicidén (I}, por lo tanto,

el teorema (2) de este capltulo, aseguramos gue las condiciones

IF tamb;én se-cumplen,

‘(II) y (H,
(11) Trasponxendo los coe£1c1entes de’-(1.1.4) con respecto a

1a~d1agonal principal, se obtiene ‘Uun-nuevo’sistema de ecuaciones

cuyas .incognitas son P,,Pz,....;.;)P”.'

T 1.1.5)

Vf(P¥énn)Pn=7%

“La forma de~(1 IVS)Ny‘(I'1 4) es idéntica, la columna suma de

V.J) es.la fila suma de aﬁ] en (1.1.5), por lo tanto -
del 1nc1so (i} se sigue que szp) s; (j=1,2,.....,n), entonces el
sls;ema (1.1.5) cumple (I), (II) y (H-S8). Por la condicidn (H-S)
los menores principales de (1.1.4) que son sus traspuestos tie-
nen los mismos valores gque agquellos. Esto demuestra que en este
caso la condicién (H-S) se cumple para (1.1.4). Entonces el teo-
rema (2) demuestra que también se cumplen (I) y (I1I). )
Dado ‘que los determinantes de los coeficientes dé (1.1.4) y -
(1.1.5) son cada uno de ellos el traspuesto del otro, (1.1.4) y
(1.1.5) se denominan cada uno de ellos dual respecto del otro. La
demostracién del corolario (1) indica que si uno de ellos cumple

una cualquiera de las tres condiciones (I), (II) o (H~S), enton-



ces ambos sistemas satxsfacen las tres condlc1ones.

En el ‘siguiente:teorema analizamos la relac16n que

coeficientes de ambos sistemas y una interesante’ 1nterconex10n

entre sus soluciones.

TEOREMA (3} Sea X,,X3,...:X, la solucién de (1:.1. 4) y P,,P;,..,Pn

la solucidn de (1.1.5). Entonces siempre se cumple que gﬁ

. mientras que la de 1. 5), B .sz A«
’/opd--,f?:_a:dpgz’)g (j=1,2,....f}’h)' -
de ‘agui que
ﬁc;p; Z‘PX‘“ éab‘, dm— Z‘gm Xi- 2? Za
\.="
‘:l % La J

;Pd S Sy

o

"

por lo tanto

“Mp
[}
8
g
:

i

oy

a



1.2 Matrices productivas
-.Sea el sistema de ecuaciones BX=C con B=(ch ) bif< 0 para i#3

X,CeR". enunciamos el siguiente teorema.

TECREMA (4) Para gque una matriz B con elementos fuera de la -
diagonal principal cero o negativos pueda tener una matriz inver-
sa no negativa es necesario y suficiente que B satisfaga (H-S).
Demostracidn:

Supongamos gque existe E'g 0, si multiplicamos ambos lados de
BX=C por !i"r:_. 0 obtenemos x=§'c, pero esto es exactamente la con-
dicion (II), entonces, por el teorema (1) de este capitulo B sa-
éisface (H-S). 7

Inversamente, si B satisface la condicidn (H-S)}, entonces el
det B» 0, por lo tanto, existe B', Por la condicidn' (II), para -
cualesquiera valores de C2 0, existe una solucion X2 0, que es -
de la forma x=é'cg 0, en particular si tomamos a C=(0,..,1,0;..0)
entonces B C2 0, por lo tanto, 'z 0.

COROLARIO (2} Sea A una matriz cuadrada, de orden n, no negati--:
va, I la matriz identidad de orden n y £ un nimero real. Paré que
PI-A pueda tener una matriz inversa no negativa (/JI-A)", es ‘ne- .’
cesario y suficiente quepl-A satisfaga (H-S).

Demostracién:

Para la demostracidn de este corolario bastaria con mostrér -
que existe un nimero real © > 0 y A no negativa tal que B=pI-A
con b[j %0 para i¥j y luego aplicar el teorema (4) a pI-A.

Sea B:PI»-A, B=(b;‘,') tal que b =—a(d' para i¥), esto porque -

0 -bé\,‘ =a;\j , entonces A% 0 para i#j y bid'=f?—a:°‘ para i=j, es de-



cirrb;;=f-a‘;, {by 4b2a+.....,b), tomemos a @ de la siguiente
manera, p} héx(n, max(bi )}, sabemos que 0% p-bi =al,; por lo -
_tanto,el p ‘gue buscamos es el max(0, max(b{’))}, esto guiere de-
cir que A20, ya que existe un p =max{0,max(b; ¢ 1) tal que B=pI-a,

y apligando'el,teorema anterior queda demostrado este corolario.

,Hemos visto que la matriz B la podemos descomponer en la forma
“B=pI-Alcon 'P un nbmero real positivo, I la matriz identidad de

Y'A'una matriz cuadrada de orden n no negativa. Esto sig-

7defin;c16 aé;etca de la matriz A. S

DEFINICION {i). Sea A% 0, cuadrada de orden n,«se dlCE que A

es una matriz productiva si existe un vector x> 0 tal que
AXZ X. ‘ ’ o
En otras palabras A es productiva si.la matriz I-A Eumple la
condicidn de solubilidad débil. Por la equivalencia de las tres
condiciones del teorema (1) de este capitulo concluimos gue A es

productiva si la matriz I-A cumple (H-S}.



CAPITULO XI

EL TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

En este capitulo demostraremos la existencia de ‘valores pro~
pios reales no negativos de la matriz AZ 0. Primero definiremos
a B(P)=PI—A donde A es una matriz cuadrada nobnegativa, I es la
matriz identidad y p un parémetto real. Luego construimos el -
coanjunto M gue consta de todos aquellos nimeros reales fo tales
que B(P) satisface la condicidn (H~S). Posteriormente se prueba
que el infimo del conjunto M al cual llamaremos A{A) es un valor
prcpip de la matriz A, y lo denominaremos "la raiz de Frobenius
de A". Enseguida se demuestra que existe un vector propio no ne-
gativo asociado a J(A).

Finalmente se vincula “"la raiz de Frobenius de (2" con las se-

ries de C. Neuman, que son series de la forma 1/P ZA’?P‘” .
320

2.1 El problema del valor propio no negativo

Sea A una matriz cuvadrada de orden n no negativa, I la matriz
identidad de orden n y £ oun nimero real po.sitivo, definimos a -
B(p)=pI-A. Sea M la coleccidn de todos aguellos niimeros reales -~
tales que B(p) satisface la condicién de (H-S).

LEMA (1) El conjunto M es no vacio.
Demostracibn:

Tomese un vector positivo cualquiera X > 0, entonces para un P
suficientemente grande, tenemos PX >AX debido a que los componen-
tes de X son todos positivos. De aqui que B(plX= X-AX> 0. En otras

palabras, la condicién (1} se cumple para un valor suficientemen-



te grande -de p - Por lo ténté, é(F] satisface la condicién (H-S),
por 1o que peM. '

Cabe preguntarnos acerca de como son los elementos de M con -
respecto a P Para‘ esto enunciamos el siguiente lema.

LEMA (2) Si geM'y rl>=P, entonces, neM.

Demostracidn:

Bln) -B(p)=(QI-A)~(PI-A)=)T-A -PI+A=(q-p)I2 0, se sigue que -
B(Q}-B{p)2 0, por lo tanto, B(Q)2 B(p). Puesto gue peM, podemos
-hacer B(p)x> 0 mediante la éleccib’n de algin X > 0 de acuerdo con
.la ﬁondicic’m {1}, ‘Entonices, para este X obtenemos B(N)X 2 B{(p)X>0
porilo que Bln) satisface la condicién (I) y, por lo tanto la -
condicién {H-S), de lo que podemos concluir que fqe M.

¢'Que ocurrird si intentamos hacer a P tan pequefio como sea po-
sible, sujeto a la condicidn de (H-S)?. Ante todo es muy facil -
ver que p no puede hacerse indefinidamente pequefio. Esto es, p es-
ta inferiormente acotado. De hecho, para pe¢M, existe un X2 0 tal
que B{P)X>0 en virtud de la condicién (I), entonces, PX>AXZ0
y, por lo tanto p> 0, lo que indica que M esta inferiormente aco-
tado (0 es una de sus cotas inferiores). Teniendo en cuenta esto
hagamos

(2.1.1)  A(A)= inf M . (el infimo para todo peM)

LEMA (3) AlA)E M.

Demostracién:

Supongamos que A=/(A)E M, entonces existe un X320 tal gue -

B{A)X=AX-AX> 0, por lo tanto, si elegimos un g menor pero -lo su-

ficientemente cercano a A se cumple a(p)x=,ox-Ax> 0 para el -



‘mismo X, por. lo ng pehh est"c9n£r;dicé»ia d inicién;de ?IA).

por loltanto, ‘concluimos
L@s‘dbs lemas anyetiores nos:muestran:.que s un-intervalo -

abierto (A(A), +m). Puestc

no tiene una*sqln

" £inicién de M. E

cidn, pero lo . que’

x=0.

2;2;”El érobleméiééi'valor ﬁropio en general.

ZL,dﬂé méttiiAAﬁinduce una aplicacidén lineal ¥~paX: R%p R*. Si

segin dsta aplicacion, un vector X& R” distinto de cero se con-

vierte en un vector que es A veces este mismo vector, es decir,
{2.2.1)  AX=AX, X=0. i

Entonces recibe el nombre de valor propio de A y X recibe .

uede volver

el nombre de vector propio asociado cén g.'Kz.z,i)

a escribirse como
(2.2.2) {AT-A)%=0, X=0.0
Entonces, si A es un valor propi;;
X=0, por lo gue :
(2.2.3) §ld)=det (AI-A}=0..
Del mismo modo, si A es una xai;:v

solucidn X#0 y puede escribirse en’l
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secuencia los valores propios de A y las rafées de (2.2.3) coin-

ciden. A (2'2,3),se 1é denomina la ecuacién carabte;is:i;a de A.

Para A={(a q), teéemos‘,

: ,-?.—au —a, 7"-.-.-;1.'

l=asin

-Los: coefic

e Ay, ‘son ‘polinomios de los elemen-

tos a;s dé:A,léotlio,tanto (2:2.4) es un polinomio de orden n con
coeficientes reales. El.llamado teorema fundamental del &Algebra
demuestra que (2.2.3) tiene n raices complejas que, en general,
no son nimeros reales.

A continuacién, examinaremos la existencia de una solucién no
negativa X de (AI-A)X=0, a la vez que la analizaremos de acuerdo
a la discusidén general presentada anteriormente. El punto crucial
del problema reside en el notable hecho de que, para una matriz -
no negativa A, A{A) tal como lo hemos definido, no solo es una -
rafz de la ecuacién caracteristica, si no que tambi&n existe un -

vector no negativo asociado con ella.
TEOREMA (1) Sea AZ0 una matriz cuadrada no negativa. La ecua-
cidén (AI-A})X=0 tiene una solucidn no negativa X, distinta de cero

para A=A(A).



Demostracidn:

Elijamos:un cy0 y:man;eb‘fg“amdslo‘ E:.jo ~§ntbnces

la ecuacidn

(2.2.5) (PI-A)xéc;
Para cualquier peM, donde  Mies’el
teriormente en este ‘capitulo,

Ahora puesto que para cada 'Pe'M,k

LEMA (4) Sean (@,7&M con o'gq'i.i entonces
Demostracidn: ;
Si restamos (¢I-A)JX{G")=C a..i

T I-RIXET) = (CT-AIX(F) =0,
TXIT)-AX(T) = X()+AX(T)=0
ahora bien, si sumamos un ceio_,-(
TRV -AX(T)-FXIOV+AX (G Y—fxf

y trasponiendo t€rminos ‘

K@) =X (T)=(T-0) (F1-AT X(T) %20
en virtud de que T2 ¥y X(T)2 0.. Por.

aqui ‘concluimos que X9 2 X(T).



Consideremos ahora la siguiente sucesién {8,‘, una sucesidn

decreciente f€M tal que lim (5 = A =2a).
Yoo

La existencia de tal sucesién es evidente a partir de la defi-
nicién de 1{A) y de las propiedades del {nfimo. Entonces el lema

(1) de este capitulo asegura que
(2.2.6) R(Byr ) ZX (L)) V=1,2,........ .

Hacxendo rb ZX (P‘»’) (la suma de los componentes de X),
vemos, a partxr de (2.2.6) que qv}es una sucesibn creciente.

. Consideremos en primer lugar, el caso en el que {Tz-y} esta su-
periormente acotada, entonces la sucesidn fX(pv)S esta también
acotada en el sentido de orden parcial de vectores. Teniendo en
cuenta (2.2.6) el te orema {2) del apéndice muestra que I;rf’x(ﬂu)-

X2 0. Entonces, hac1endo @ en

(2.2.7) (PyI-m)X(f)=cC,

obtenemos
(AI-A)X=C, Xz 0

en el limite cuando V¥ &, esto implica que A&€M. Esto es una con-
“tradiccibn porque demostramos gque R)f M. De modo gque esta contra-
dicc:ién resulta de suponer gque ff)-u} esta superiormente acotada,
por 10 tanto, por el teorema (3) del apéndice, el lim fy=+.

Multipliquemos ambos lados de (2.2.7) por ‘/'lu y hagamos Y=X
E (Py)’/(\u para obtener.
’ (2.2.8) (PyI—A)Y=C,Qb, (V=1,2,......).
Observese el conjunto S= fx/x {componente de X)Z0 (j=1,....,n)

ix\iﬂ ; . Evidentemente, Y"’E S (V=t,2,.....), ¥ puesto que S
a:l
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es compacto {Yq,/ contienerbuna su'b'sucresibén que es convergente -
dentro de Sp,. ‘ :

La correspondiente subsucesidn de ffly} con los indices que le
corresponden es diveréenCe y tiende a +0D.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

g/ . : R4
es convergente, es decir, lim Y =Xe&s§S .
y gente: " Yo

Después de estas consideraciones topoldgicas preeliminares, -
hagamos Y+® en Py I-A)Yv=c/q‘, . S8u lado derecho converge hacia -
cero, por lo tanto tenemos

(AI-A)X=0, X€ g,
esto-es A=AlA) es un valor propio de A que tiene -un végtqf pro-

pio asociado no negativo.

OBSERVACION. Como ya se ha sefialado, W}l):det(ll—m es un po-
linomio en A de orden n. Si lo consideramos como una funcidn re-
al de variable real )}, podemos ver, en base a los resultados an-
teriores que, para una matriz no negativa A, ?7(,'1)=0 cuando A=A(A)
debido a la condicién (H-5). Esto pone'de manifiesto que A{A) es
la mayor raiz real de la ecuacibn ?(Z):O. En la siguiente seccién
se expondrdn algunos resultados importantes que incluyen la rela-

cidn entre la raiz mayor y las demds rafces.



2.3 La raiz de Frobenius’

Sea A una matriz cuadradé n§ neg‘ativ.é;k yi ({(,‘L)=0 la ecuacidn ca-
racteristica de A. Su mayor raiz cuya existencia fue demostrada
en la seccidn anterior, recibe el nombre‘de “"raiz de Frobenius".
El siguiente teorema resume algunas de las propiedades mas impor-
tantes que incluyen las vistas en la seccidn anterior.

TEOREMA (2) (teorema de Perrcon-Frobenius). Sea A una matriz -
cuadrada, de orden n, no negativa, entonces:

{i) A tiene valores propios reales no negativos. Existe un -
vector propio no negativo X2 0 de A asociado a A(A).

(ii) Todo nfimero realjl., que cumpla AX§/LX para algfin X2 0, -
satisface la desigualdad ’/L_ﬁ,L(A).

En particular, sea w un valor propio cualquiera en general, -
complejo de A. Entonces /wi£A(A) donde (w/ es el modulo de w:

{iii) A{A) es una funcién creciente de A; es decir, si A% Az
20, entonces, A(A,)2 A(Az).

{iv) Sea p un nimero real e I la matriz identidad de orden n,
entonces PI-A tiene una matriz inversa no negativa (PI-A)_‘ siy
s6lo si PRAUA).

(v) Aar=1iaty,

Demostracién: k

En la seccidn anterior mostramos que para el conjunto M de ni-
meros reales, para los que existe (pI-A5'>_. 0 se cumple:

{a) A tiene un vector propio no negativo X2 0 asociado con RQ{A),
(b} M={A(A), ®) donde AlA)=inf M.
Asi queda demostrado {i) e {(iv). Los incisos restantes se de-

muestran como sigue.
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(ii) sea AXZ 4X, X’rl(‘).‘in‘k_:onc‘es, volvemos a escribir la prime-
ra desigualdad (/LI'—A)‘XQ‘_’O‘. S8 APMB), existe leI—A)"é 0 en vir--
tud de {(iv). Si multiplicaon's' Amﬁos lados de la desigualdad por
{(#I-a) , obtenemos X (jtl~A)"0=0, por lo que X£ 0. Pero esto con-
tradice la supocisién de que X2 0, por lo tanto, sAla).

Sea w un valor propio cualquiera de A, y z#0 el vector propic
asociado {(cuyas componentes, por lo general, son numeros comple-
jos). Entonces tenemos Az=wz, lo que para cada componente se ex-
presa por: )

wz;-—jlagd zy (i=l,2,.....,n)
Tomando los valores absolutos, obtenemos

twllz:l =lwzi] = { Za,J Jlé iaw]z .
Designemos por [z} el vectoz no negativo cuya J—esxma componente
es lzd'l . Entonces, este resultado eguivale:

alzlz {whizi, [zi30,

En virtud de 'la primera parte de este inciso, obtenemos fw/g R(A).

‘{iii) Definamos M como el conjunto de nimeros p para los cua-

‘les existe la matriz inversa no negativa (pI~AT' . Este conjunto

“varia cuando A se altera. Por consiguiente, lo representamos como

M(A). Consideremos M{A;) y M{A;) para 2,2 A,2 0. Si FGM(A,), en~
tonces (PI-~A()X» 0 para algin X> 0.

Por otra parte, por hipdtesis gI-Azsz~A, , de modo que (PI-A)

X> 0 para el mismo. Por consiguiente, se cumple la condicién (I}

{sistema debilmente soluble) y entonces @@ M(A3). Esto quiere -

decir que el conjunto M(A,}€ M{Az). Como el conjunto de niimeros
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reales M(Ag)‘

pliré necesariamente que

CAtA2)=inE M(AZ)

PUSFSUOE . |

f(v)igas“ecuaCiones caracter{sticas de A y A’ son det (AI-A)=0
‘y‘det'(RI—A')=0 respeciivamente. Sus lados izquierdos son los -
traspuestos uno del otro, por lo que sus raices son idénticas. En
particular sus mayores raices no negativas, o sea las rafces de
Frobenius son iguales.

Con los resultados del teorema de Perrén-Frobenius, examine-
mos la relacidn que existe entre los valores propios de la matriz
B=(b€f) donde bﬁ‘é 0 para toda i#¥j, y las condiciones (I), (1I)

y (H-S). Dicha relacién viene dada en el siquiente teorema.
TEOREMA (3) Sean bgj£0 (it#j) los elementos de la matriz B. Las -
trs condiciones (I), (II) y (H-S) {mutuamente equivalentes) son
eqguivalentes a la condicidn:

(I11) La parte real de todo valor propio de B es positiva.
Demostracién:

Designemos Re (#), la parte real de un ndmero complejo &. Pu-
esto que los elementos fuera de la diagonal de -B son no negati-
vos, entonces

(2.3.1) A:FI—B
es una matriz no negativa para un nimero positivo suficientemen-
te grande p. Sea A{A) la raiz de Frobenius de A, demostraremos

que (H-S) si y sdlo si (III).
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Condicién necesaria. Supongamos gue B cumple (H-S). Entonces,
para cualquier valor propio P (en general, un nimero complejo) -
de B, tenemos

0O=det (gI-Bl=det (-pI+B)=det ((p-p)I-(pI-B))=det ((p-p)I-A}.

Por consiguiente, (p-p) es un valor propib de A, de modo que se
cumple /‘a—p]g‘}(A) por el inciso {ii} del teorema de Perrén-Fro-
benius, por lo tanto

P -Re (p)=Re (,a-p)_ﬁlp-leg;um.
Por otro lado, pI-A=B a partir de (2.3.1), y como B satisface -
(H-S), entonces (FI—A) también la satisface. Ahora por el inciso
(iv) del teorema de Perrén-Frobenius, @yA(A)}. Por lo que:

f -Re (IB)?_ Ala) , entonces,

-Re (ﬁ)é 0, y por lo tanto,

Re (g)> 0.

Condicidn suficiente. Supongamos que la parte real de todo -
valor propio de B es positiva, es decir, Re {{))» 0 para o valor
propio de B. Tomemos un vector caracteristico X 20 de A asociado
a AlA), entonces,

ax=(p1—A)x=px-Ax=Px—,1(A)x=(p—7(A))x.

Por lo tanto, p-AA) es un valer propio de. B, quees.

por consiguiente,

p -AlA)=Re (p -A(R})> 0 . S
(por hipétesis), y, por lo tanto, P)R(A)."E}nﬁépv%ies:’ p,o'i"’eii'inc‘i—'>
so (iv) del teorema de Perrdn-Frobenius ‘8=(PI4A);., sa‘tisfye;cé»;‘la -

condicién (H-S).
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C0651deremos ahora una clase de matrices que serd dtil en el
capitulo Iv, para caracterizar un modelo abierto factible de Le-
‘ont1ef.
: Sea A una matriz cuadrada de orden n con elementos no negati-
vos, I.la matriz identidad de orden n, y sea p un nfimero real
: poslvao, entonces construyamos la siguiente matriz
©4(2.3.2) B=p1-a >0, A3 0.
'DEFIﬁICION {(1}. Cualquier matriz B de la forma (2.3. 2) para 1a
.chal p; A(A), es llamada. una M-matriz. :

DEFINICION (2) Cualquier matriz B-de 1a forma (2 3

cual’ p>sz), es llamada una M-matriz no 51ngular.~

TEQREMA {4).:Sea B= (bﬂj)' b‘J_ 0_para i#j, entonces, cada una
‘de iés siéuientes condiciones ‘es equ1valente a-la afirmacién (a)
B es una M-matriz no singular. '

(1} B cumple (H-S) ‘

(2) La parte real de cada elgenvalor de B es positiva

(3) B tiene una inversa: negatlva

Demostracidn:

La demostracién la haremos en el-siguiente orden:

La afirmacién (a) implica (1),:(1) implica:(z),<(2Y impiﬁca:(3)

y la afirmacidn (3) implica™(a). = e
(a) implica (1). »
Por hipdtesis sabemos que B es una M—matfiz no singular, es -
decir, p>2(A), entonces, el inciso (iv) del teorema de Perrdén-
Frobenius asequra gque existe é’g 0, por lo tanto, por el teorema

{4) del capitulo I, B satisface (H-S).

24



(1) lmplxca (2) :
: Esta 1mpl1cac1on es:: 1nmedlata a partxr del teorema (3) de este

capltulo.

(2) melzca (3)

Supongamos que Re (i)> 0 donde A es nimero complejo eingen-

valor de B, entoncesn éor ema (3) de este capitulo, B cum-

- ple (H-8),: pero. si ﬁ cump entonces B tiene una inversa

no negativa en Virtud. {4) del capitulo I.

(3) implicai{a).

Sabemos que B=pI-A ,,Supohgamos que existe E', es. -.

decir, existe .(pI-A) ; VD)A(A) en virtud del inciso -,
(iv) del teorema de Perron Frobenxus. Por lo tanto, B es una M—

matriz no singular.
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2.4. Series 'de C. Neumman.

Consideremos. la serie infinita.de:vectores

(2.4.1). 7 c+AC+A?

y'una serie de matr

(2:4.3) -
,Lé éuhagde ﬁna ser'_
defife como el Qaioftd;l i;ﬁitetae;éu:suma'parcial hasta.su ¥V-é-
simo término, por éjemblo tomesé la suma parcial ‘de (2;4.2)

' B T SV
Si existe el iiﬂoT en el sentido de una sucesién convergente de
matrices, se dice que la serie (2.4.2) es convergente y su suma
sé define como el limite de la sucesibn.

El problema de la convergencia de la serie de vectores (2.4.1)

es ‘equivalente al de la convergencia de la serie de matrices (2.

= 4.2)., Por lo tanto, examinaremos una serie mas general

(2.4.4) 14 Z;Ayﬁ)/ =1p(1e1g A+'I/P1.Az+ ..... v el
~.que incluye a la serie (2.4.2) como un casoc especial. Para poder
poner en claro la relacién entre la condicién de convergencia de
esta serie y nuestros resultados anteriores. C Neumman (1832-1925)
fué un matemdtico que estudio las series geométricas infinitas,
obtenidas como aplicaciones lineales en un espacio lineal de in-

finitas dimensiones. Este tipo de series se denominan habitual-
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~mente series de C.” 'Neumman. La serie (2.4.4) ;éué_:vamosva' estudiar

es una de ellas.

TEOREMA (4). Sea Ma) la rafz de Frobenius de una .,;ma't‘)."'iz, no ne-~

gativa A. Entonces;

(i) la serie (2.4.4) es convergente si PPAL),y suisuma es

(pr-ai’;

(ii) si la serie (2.'4,4)-,convergé:pé§:§ al V'P) 0, entonces -
P2MA) 'y su suma es (fﬂ—i\)". :

Demostracidn:

En (i), P;;{(A)> 0. Por:lo.tanto, P}D tanto en {i) como en
{ii), de modo que cada término en (2.4.4) ‘es s1gn1£1cat1vo. La
suma parcial de (2.4.4) hasta el 7-ésimo término viene dado por

- 2 sy

(2.4.5) Ty 14, (I+1¢,A+1/F7.A +",f"”/P1'A Te
Puesto que A2 0, entonces, :

o ES V!

Y (I+14 A4/, A 4., 4140 A (I+14 A+l /e A%+ bt /apn 2V ),

R R R L
es decir, Ty % Tyy (V=0, 1 2,.

Yl eh el sentido de un orden

parcial. Por lo tanto pr es cre ‘e,te. Calculamos (pI-A)’n/ Yy

obtenemos

= ')’ -
(pI-A)Ty =Ty (pI- A) 14, (x+\,ﬁ A+1/uAt +.....+3/u L )({)I A)

F

—(1+1/€ A+1/P,A +...+1/p~.1 A") (1‘/, A+‘l{,; At +"'+'6‘”'A )

=I- %,»»,.A P e EHLE

de modo que

(2.4.6)  (pI-my =ty I-M=I-ind" o012,

Despuds de estas consideraciones vamos a demostrar (J.) Y (11)
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£.(PI-A).I, enton

Ty £(pI-a _0'=o,1,2,...;:.')

- Tenigﬁdd ‘en’‘cuenta que Ty £ Tyy - (¥=0;1,27:.

:esicreciente 'y superiormente acotada,.es.decit..:

Te 4T ST % eereeee  STYSETyn £ ouuio. é(fzx-m‘, SR
‘por lo tanto, por el teorema { ) del apendice, Ty es convergente.
Haciendo lim Ty=T obtenemos )
Vo

(2.4.7) lim /0 & =lim  (Tyy -Ty )=0
Vo (J Yym

Haciendo V—~® en (2.4.6), obtenemos
(PI-A}Ty =Ty (pI-A)=I.

Por lo tanto, T=(pI-AY".

(ii) Teniendo en cuenta que Ty2 0, podemos observar que si (2.
4.4) es convergente, y su limite es T, tenemos T=]’.yj:an-p§ 0, es -
decir, T es una matriz no negativa. Puesto que Ty es convergente,
el término general de (2.4.4) converge hacia cero como en (2.4.7).
Por lo tanto, haciendo V4w en (2.4.6) obtenemos

(PI-A)T=T(PI-A)=I. ‘
Asi PI-A tiene una matriz inversa no negd€iva T, de modo que -
P> Ala). B L

Anteriormente se ha seffalado.que:las ‘;condici‘ones de solucién (I},
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(11} y (H—S;)‘ dei sistema de ec'uaciione's‘ (PI?A))IK?C"éon iodas equi-
vélentes'a la condicién p)}t(ﬁ); ‘por 16 tanto, el’ teorema ante-~
'rioz ha puesto en claro la relaciéh. eﬁtré diéhas condiciones y
la de convergencia de (2.4.4). El siguiente corolario trata del

caso especial en que P =1 en el teorema anterior.
COROLARIOQ (1) La condicidn (U(A) es necesaria y suficiente -

para la convergencia de la serie ii" =T+A+A%+. ... .+A’V+. ceses
/=0
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CAPITULO III

MATRICES REDUCIBLES

En este capitulo se estudian las matrices cuando éstas son re-
ducibles o cuando éstas son irreducibles, y se da una caracteri-
zacidn de las matrices reducibles. Posteriormente, se enuncia el
teorema de Perrdn-Frobenius pidiendo que la matriz A sea irredu-
cible y se dan algunos resultados adicionales sobre sumas de fi-
las y columnas. Por Gltimo, se demuestra la unicidad de la forma

normal de una matriz reducible.

3.1 Propiedades generales.

DEFINICION (1). Sea n el orden de una matriz no negativa A, y
N el conjunto de indices formado por los nfimeros desde el 1 has-
ta el n, es decir N=fﬁ,2,......,n}. Se dice que A es reducible -
cuando se puede dividir N en dos subconjuntos no vacios I, y J
tales que

N=IVJ -, IM=f , I#f, Jt¢ y ai; =0 para ieI, jeJ.

Si no es posible tal particidén de N, se dice que A es irreducible.
Por una permutacidn de una matriz cuadrada A=(a I) {i,j=1,..,n}
entendemos una permutacién de los renglones de A combinada con 1la
misma permutacidén de las columnas. Esto se hace premultiplicando
a la matriz A por la matriz unidad de orden n, permutada por ren-
glones y, después postmultiplicando a la obtenida por la traspu-
esta de la matriz unidad permutada, es decir, sea P la matriz u-

4

nidad permutada y P° su traspuesta, por lo tanto, A permutada por

< 1

filas y columnas simultaneamente es paPt. Puesto que P =P’ enton-

ces resulta PAB'.
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De esta manera,: nuestra definicidn puede ser ‘reformulada como
sigﬁe: , : 7 B
DEFINICION (1. Una matriz cuadrada A={aif} (i,3=1,2,00:.,m)

- es’reducible .si existe una permutacidn que la pone en la forma:

es decir Pap’ =} , donde A;y Yy Ai1 son matrices cuadradas. De otro
modo, A es llamada irreducible.

Por un subespacio coordenado n-dimensional de R" entendemos un
subespacio de R" con una base de vectores el 1BpyL s CRY (1&
kp &kige.--- Lkpen), pertenecientes todos a la base estandar de R'.
La definicién de una matriz reducible puede también ser dada en la
siguiente forma:

DEFINICION (177 ). Una matriz A={ay) (i,3=1,2,....,0) es lla-
mada reducible, si y sélo si, el operador correspondiente A tiene
un subespacio coordenado invariante »-dimensional con 1%$%<4n.

LEMA (1). si A2 § es una matriz irreducible de orden n, enton-
ces, (I-A)"") 0, con I la matriz unidad de orden n.

Demostracidn:

Para la demostracidn de este lema, es suficiente con mostrar,

que para cada vector Y2 0 la siguiente desigualdad se cumple
(1-a™'y> 0.

Esta desigualdad serd probada si logramos mostrar, gque bajo la
suposicién de que Y2 0, el vector 2=(I-A)Y siempre tiene menos -
coordenadas cero que Y.

Supongamos lo contrario, entonces, los vectores Y y Z tienen
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el mismo némero de coordenadas cero, esto es, Z=Y+AY y AYZ2D0,
entonces, para coordenadas positivas de Y le corresponden coorde-
nadas positivas de Z. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que las columnas de Y y 2 tienen la siguiente forma:

¥= , 2= | tuy 0, V> O)

a:misma-dimensién. Tomando a

de aqui que Ay U=0, y como U) O, entonces, Aq1 =0, esto contradice
la irreducibilidad de A. Por lo tanto, 2 tiene menos coordenadas
cero que el vector Y. De esta manera gueda probado el lema.

A continuacién enunciamos el siguiente lema que caracteriza a
las matrices reducibles.

LEMA (2). A2D es reducible si y sdlo si existe un numero real

M positivo y un vector X2 0, X3 0 tales que AX;'./D(.

Demostracién:

Si A es reducible, entonces, existe una matriz de permutacibn
que transforma A en la forma

o Au Bz
PAP' =

0 Az
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Designemos a AlA,;.
te un vector pr'quo_

hagamos

, t@néqs, 220, 20y

En otras palabra's,'—P"}\PZ=/uz. Premuitiplicando ambos lados por la
matriz de permutac'iién, PP"APZ=I",uZ, entonces obtenemos
AP2=uPZ.

Haciendo PZ=X, encontramos que X2 0, X3$0 porgue X es una reor-
denacibn de 2 y AX.=/1.X, que es un caso especial de AX é/(x, en el
que tenemos el signo de igualdad.

Para el regreso, supongamos gue existen X ¥ p como los descri-
tos anteriormente, podemos escribir AX‘/LX para cada componente

3.1.2) 2 Za (X320 (i=1,2,....,m),

Sea J= (j/X > 0[ Entonces en base a la hipdtesis X2 0, X3 0, -

tenemos ﬁCJC N= {I,Z, ...... ,n} . Designemos mediante I al con-

junto complementario de J en N. De esta manera 1 y J satisfacen

(3.1.1). Si i€1, entonces X({=0 y de (3.1.2) obtenemos
AXE=p10)=0% fa‘J d_() para iel

en la que todos y cada uno de los términos entre los dos son no
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cero.

negativos,. 'es’ ‘decir, a‘ Por“lo"

tanto :tenemos

: a"j‘XJ' : (ie‘I”.: j

‘En’ la xgualdad am:er:.or iieI;j}.&)
por 1o tanto, A es reduc:.ble :
Si A es ereduc1ble, podl m :
Perrén-Frobenius. :
TEOREMA- {1). Si A‘es una mat r'deh;' maYor que
1, entonces: ‘
(i) La raiz de Frobenius de' Ales iste un:vector -
propio positivo asociado a e‘lia

(ii) Si X es el vector 'prc';p o AlA), ‘entonces

X esta derterminado en forma ﬁnxca,f Y cualquxer otro vector -

propio asociado a A{A) es el resultado de multlplxcar un escalar
® positivo por X. )

(iii) El problema.de la no.negatividad de los valores propios
AY=uY, M20, Y> 0 tiene una solucién unica #=A(A);

» (iv) Sea A 2 A% D y al menos Ay 6 Ay - irreducibles, entonces,
AAID AL ,

(v) A{A) es una raiz simple de la ecuacidn carac@:erfstica de A..
Demostracidn: : .

(i) sean A(A }= , X20 un vector propio asociado a ella. Enton-
ces, AX=AX. Si X 0 entonces A es reducible'por el lema anterior
esto contradice el supuesto de que A es irreducible, por lo tanto,
X? 0. Puesto que A es irreducible entonces contiene algiin elemento

positivo en cada renglén, AX=AX> 0 porque X¥» 0, entonces, A>0.
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Designemos mediante -Y#0-a un vector propio-real cualquiera a-
sociado a A. Combaremd:s susi: cdmpohenétes con los del vector pro-
pio positivo X y hagarﬁo_s' v o

(3.1.3) min Y. /X{=®e.

150En :

Entonces Z=Y-6XZ0 .. Se.

si mostramos que 2= 0 habremos t:erm:.nado _ i
Sabemos que ZV‘ ', Z} 0, Y ‘puesto que A es 1rreduc1ble, en vir-
tud del lerma angerior debemos tener 2=0. Por lo tanto, Y—BX.
(iii) La irreducibilidad de A es equivalente, por definicién
a la de A* . Puesto gue UA)=(A%)= , existe un vector propio po-
sitivo X> 0 de A‘ asociado a A tal que A'X=\X. Haciendo
AY=pY:, Y20
y forman'do: el pfoducto escalar, obtenemos
K Y) =X, )= (AX, V)= (AE X, V) =AU, Y)
luego .’ (}l-/;j(x,!{)=0.
< En ',v:irrtu‘d ‘de X> 0.e Y2 0, obtenemos (X,Y)> 0. Por lo tanto, A=g..
(iv)'Si A es reducible, A también lo serd puesto que A, 2 2;20,
esto'contradice la hipdtesis. De aqui que A, sea irreducible. C=
(A, +4,) también es irreducible como puede facilmente comprobar-

se a partir de la definicidén de matriz reducible.
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Tomemos un vector propio positiveo'2 >O'asoéiado'a AMc) (esto
por el ‘inciso i). Puesto que A 2C, tenemos A(CiZ=CZ._Tomgmos un
vector propio positivo Y > 0 asociadoa A(Af’ y;fbrmemos el pro-

ducto escalar . ) >  o :
: AUCI Y, 2)=(¥, 2(C)2)=(¥,C2) £ (¥ A7)
Catmb Y,z =AY Y, )= ab ) (v, 2)
luego, SR -ACN) (Y,2) > 0.
(¥,32) >o'\aebi'ao a“¥>0°y. 270, de modo que UC) £ NAY)I=A,).

Por'oﬁré‘p;rte, A(Az) 4 (C)-'debido a que A;4 C en virtud del
iﬁéiso (ii} aelAtédrema'de Perrén-F?obenius. Combinando estos re-
sultados obtenemos AR 2 UAL)

(v) Designémos mediante C=(aﬁf) (i,jeJd) donde J es un subcon-
jpntorapropiado de {1,2,.....,n}, es decir, cualquier submatriz
principal de A, Ahora, formahdo una ﬁatriz cuadrada de orden n,
E=(5Q')§ 0 de acuerdo con

‘ai.‘s' {i,jed}

0 (en cualquier otro caso)

tenemos, evidentemente que AR B. Esta claro que B es reducible,
mientras que A es irreducible por hipStesis, de modo que A#B. De
aqui que A% B, por lo tanto, ,{A)) \{(B) en virtud de (iv). Por
otra parte, es evidente que (B)> A(C). As{, a partir de estas
desigualdades obtenemos A(A)> A(C).

Sea ahora k el orden de C y sea I la matriz identidad de or-
den k. Entonces, puesto que A{A)> UC), tenemos det (lIz-C)7 O,
A=MAa) debido a la condicién (H-S) relativa a pPI;~C. Por lo tan-
to, los menores principales de orden menor que n del det(AI-A) -
son positivos. Ahora, a partir de
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Y(p)=det(p1-Ai=

~any =L e esee P—ann

vemos que la derivada de (/(p) viene dada por:
. ~P"(lo)= la suma de todos los menores principales de orden (n-1)
de modo que Q(,‘{)) 0. Entonces, f:=}\. es una raiz simple de ‘f(p)=0.

Hemos demostrado la equivalencia de las cuatro condiciones re-
lativas a una matriz no negativa A2 0, es decir, la condicién pa-
ra que un sistema sea debilmente soluble (1), la condicidn para
que un sistema sea fuertemente soluble (II), la condicidn (H-S),
-.y la condicion de gue P>A(A) con respecto al sistema de ecuacio-
ciones (FI-A)X=C. Ahora podemos aWadir la siguiente condi;:;i.én:

(0) (pI-A}X=C tiene una solucidn X2 0 para algun cao
Entonces, tenemos el siquiente teorema ]

TEOREMA (2). Si A%0 es irreducible, entonces:

(i) La condicidén (0} es equivalente a las condiciones (I), (II),
(H-5) y OIAA);

(ii) siempre que PI-A tenga una matriz inversa no negativa', di-
cha inversa sera siempre una matriz positiva, es decir, (FI-A.)d) 0.
Demostracidn: 7 b

Supongamos que (0) se cumple. Si (PI-A)X=C tiene una solucidn
X2 0 para alguin C2 0, entonces X2 0. Sea Y 0 un vector positivo
de A asociado a ,'\(A‘ ). Entonces, a*y=Ay. El producto escalar de
X e Y satisface :

(Y,X)P (¥,AX)=(AtY,X)=AY,X), ‘porque PX=AX+C3 AX.
= (). -porque . P




Puesto que (Y,X)}> 0, obtenemos F>>‘=1(A’)' Tenemos P>&(A) debido
a A(A’)=MA). De aqui, (0) implica ,°> A{A). Por otro lado es evi-
dente que (I) implica (0). ‘

(ii) si existe (PI- A) ) 0 la solucxon de (FI-A)X C para cual-
quier C> 0 es loglcamente no negat::.va. Entonces, basta con mostrar
que x> 0 En efecto, puesto que :

,ox Ax+c> Ax, X200,

debemos tener X>0 de acuerdo con el lema de este:capitul

~.ver que ’DI A) > 0 hagamos C xgual al j- esxmo vecca

ed (efr0) Y. observvemos que - (PI- A)e’} 0. lp1- ard es.. echtaméh-
te, la J-esuna columna de pI-A) . Repitiendo este procedimiento

vemos’ que ‘cada columna es un vector positivo. De aqui se sigue que

(,DI-A) 'S o v

Enel’ suj\.iien:e teorema mostramos una relacidn entre las sumas
‘de filas; las sumas de columnas y la raiz de Frobenius.
TEOREMA (3).

(i) min sj'é,uA)g m;xt 5§+

'zjsn Fl
(ii) min r:“'{(A)‘max re:
$En 12¢%a

(iii) Sea A irreducible. Entonces, las tres condiciones'sigui-,

entes son equivalentes: (a) A(A)= max S5; (b)~,’,(A)
LE 75 ) TR

{c} las n sumas de columnas S§ son iguales:
(iV) Sea A irreducible. Entonces, las tres con
entes son equivalentes: {a) A(A)= max,
15 %y

{c) las n sumas de filas r son .iguales. -

donde r,:=£a," =ag, *ag t....taig
£

S = dag =ay +tag +....tap

1 Prs K Bt !
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Demostracidn:
(i) Sea X=0 un vector propio no negativo asociado a )\(A).k Pu-
esto que A{A%AX es homogéneo, podemos suponer que
iX:{: esto es normalizando a X.
Escribiendo l(A)X=AX, para cada componente, tenemos
Alpixi = iai{xd (i=1,2,....,n)
FAL .

sumando todos los i, obtenemos

Alar=xa) ﬁxu_ ﬁa.d Xj= 2( %
l ld' J

Considerando XJZ 0, ix =1, y sea S —maxfsd
J=!

S,-mln/Sd/ i=1,2,.....,n, obtenemos
n

Ala)= st Xj =5, Xi +SaXat. .. . +5pXp és x.+s
Ala)= J_'%sd xd=s.x.+szx1 ....+snxn=s,.x.+s,.x1

entonces L :
AA Ex 4., . 45 %y =5* ixd —s’—max{s4$
A(A) ZSpXy+. ... +Sx¥n= s,ﬁxo =Sp=min {s,f ;.
por. lo tanto,
m1n £ AA) & max S0
J' €5 n
(ii) Para la demostracidn de ({ii) procedamos de la m:.sma mane-~
ra que en (i), tomando en cuenta que A(A}= )(A'). esto es,

AlA)X=A"X

lo cual para cada ‘componente tenemos IR S
AlAIXc= Lie’xz"xd' (i=1,2,....,n).

Sumando todas 1-as i, obtenemos
Alar=Aa) ?.XJ fau §_’( 7a 1%j= ierL

y procediendo cgr-nlo en el 1nc1so anterior, conclu:.mos que:
min r{ % AlA) $max  r..

1%ign 15 {&n
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(a) :mellca (c)
ca (b). R

{a) implica (b).

y.max

iggan ?’=53 (J ,‘ 2' b

gue que
SJ='m§aJx‘=_nS° (]-‘-‘1,:2‘,..;‘7.,"!1‘)
{b) implica (c).

Suponemos gue }(A)—mm d' entonces, de
EjEn

%(A(A) S; )Xy= obtenemos'
]:l J ¢
(3.1.5) Fimin, 5 -5 %0
xl IL

y puesto que A es u:reducxble, tenemos que Xd>0 (j=1 2',"....,n)

y el mm \5 1 (=1, 2,.....,n). “Por lo tanté:"de (3
Ig§zn ;

gue gque
S -mln
AN
(c) .implica (a}.
pel inciso (i),.-A(A)

tonces, Z(A) ax Sd‘. -

=ma
1£j4

Li0vn) en-

.5) 5@ L8t



(c) implica (b)

si Sd'=min s; (j=1,2,.....,n), entonces del inciso (i) sabemos
15450 ¢

que A{A)2 min Sy + entonces, AlA)=min 5§+
Tsign ESEN

(iv) Puesto que A(A)=A(A’), solo hace falta volver a escribir

(iii) para A’ y as{ se demuestra (iV).
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3.2 La forma normal de una matriz reducible.
Consideremos una matriz reducible arbitraria A de orden n., Por
medio de una permutacién simultdnea a renglones y a columnas po-

demos ponerla en la forma

donde B.Y D son mat;iéés_éugdradas. Si una de las matrices B o D
es reducibie; éhtdﬁéesfpheée ser representada en una forma simi-
lar a la angérior, Aevesté manera A toma la siquiente forma
Uk HiF
‘eab'= |0 1L 6
0 0 M
donde K, L y M son matrices cuadradas. Si una de las matrices an-
teriores es reducible, entonces el proceso continua, Como A es de
dimensidén finita, el procesoc en algiin momento se detiene y se ob-

tiene una matriz triangular de la siguiente forma

An Az ..o.... Arg

0 Aga +..s.. BRas
(3.2.1) paP'= 07 "0 “....u. - Aas
0 0 eeeees Asg

donde los bloques en la diagonal son matrices cuadradas e irredu-
cibles o bien matrices de orden .1 cuyo tnico elemento es el cero.
Un bloque diagonal Ay (1€ is s) es llamado "aislado” si A{y=0

(K=1,2,c0ueenriot, i41, oiia.u,s).
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Por medio de una permutacidn en (3.2.1) podemos poner todos -
los blogues aislados en el primer lugar a lo largo:-de la diagonal

principal, de esta manera A toma la siguiente forma

Al 0 ..ee.. 00 Bagni: ah.ail TR

0 Az il

{3.2.2). PAP

“donde A;.ﬂ;.;.b

matrices de bfdén'

lumna. :
AP JAgP eevear AR (E=g+1,.v.e.y5)

al menos una matriz diferente de las que estan en la diaéonai prin-

cipal es distinta de cero. A esta forma se le llama forma normal

de la matriz reucible.

Vamos a demostrar que la forma normal de una matriz reducible
A, esta determinada en forma dnica, para una permutacién dentro
de los blogues y permutaciones dentro de los bloques diagonales
(la misma para renglones y columnas). Para este propbsito consi-
deremos el operador A correspondiente a A en un espacio vectorial
n-dimensional R". Para la representacidén de A en la forma normal
(3.2.2) le corresponde una descompocisidn de R! en subespacios -

coordenados.
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Antes de enunciar el teorema de la unicidad de la forma normal

de una matriz reducible, probaremos el siguiente lema.

LEMA (3). Sea R"=R,+R;+.....;,+§5, el espacio n-dimensional -
correspondiente al operador A, Qﬁe esta en la forma normal (3.2.1),
y formemos la siguiente sequéﬂéih de subespacios M =Rs, Ma=Rg.i+Rsy,
Ma=R;+...0....tRy. Entohcés, Mi4M3,...5..., Mg 50n subespacios
invariantes de A, y entre;dos c;ﬁsecutivos de ellos, no hay sub-
espacios invariantes: de A.‘

Demostracién: . -
Primero demosttarémog guérlés subespacios M¢ ({i=i,...,s) son’

subespacios ‘invariantes de A, y segundo, que no puede haber sub-

espacios intérmediosyéntfe'cualesquiera dos cqnsecutivos.;:,',

Sea la matriz.A en. su forma normal, es decir,

\\;5;,¢ o L : ;/
Sea X¢ M , entonces ¥& Rygri?.......+Rs 'y es de la siguiente forma
X=(0,....,0,X&ﬂ}.,....:};Xsréoﬁ Xt Redsivvev..1Xg€ Ry, de vec-

tores correspondientes a esos subespacios coordenados de A.

(1) En toda esta seccidn, por razones de comodidad para las de-
mostraciones, se utiliza una definicidn alternativa de la forma

normal de una matriz reducible, que aparece en esta pagina.
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M{ es invariante.
Para la sequnda parte de esta:

existe V tal que M ¢ Vo My

Entonces V=M ® Sc M¢ 3 L.

Sea X&V, entonces X es de la forma {+=5. Tomemos un RERg.(H
entonces, podemos construir X‘d‘ekla siguiente manera:

u

0 1 . [1}
< = s v ' B N N
X = X Yy X = { e @ su vez (U= s W={.
4] W 1 0

donde » es la dimensidn del subespacic S. Reordenando los renglb—
0

nes del subespacio Rg., obtenemoss AX = [ As-( X
0

Si analizamos Ag.; X=Y , donde Y es un vector que pertenece a Rs.(,
por lo tanto si pensamos a la matriz Ay de la siguiente forma:
Ay Aty fU
Ay X=
Az Az J\W

e



de donde Amu + 0=D, U#O, por lo tanto Ay =0, lo cual es una con-
tradlcé;on, porque A,;m es irreducible. Lo que significa gue no
ex‘i"sﬁe ta.l gubesp_ac;.o entre M{y Mi#1 para toda i.

- TEOREMA (8). Sea (3.2.2) la forma normal de una matriz A a la
cual le 'co':.;rkesp‘onde una descomposicidn en subespacios coordena-
dos R*=Ri+.......+Rg, Y supongamos, gue existe otra forma normal
de A a la que le corresponde la siquiente descomposicidn de sub-
espacios coordenados R =R, +.....+ﬁ¢. Entonces, t=s y existe una
permutacion F:fl,z,...,siq{l,...,sf tal gue para todo i=1,..,s
Ri=Rm¢ .

Demostracidn:
Supongamos gue el subespacio invariante Rt txene vectores goc

denados en comuin con Rr, pero na con Ry, FeesgRg T T L Q

Primero demostraremos que RQCRR. Supongamos -l1o ‘cbntrxkrario,' en~
tonces, la interseccién ﬁ'gn Ru+Rputt +....+4Rs ¢ R es un ‘subespacio
invariante mas pequefo que i'z‘c, pero esto cantradice, gque A este
en su forma normal. Por lo tanto é‘tcRg.

Ahora probaremos que RptC ﬁg. Esto es inmediato, porque de lo
contrario, el subespacio invariante ﬁ‘t +Ritpt+.....+R;, estarfa entre
los subespacios Rp+Rge +.....*R§ ¥ Rjy +.....+Rs. Por lo tanto,
R,_ ¢y Ry coinciden, de lo que se sigue que Ry es invariante. En-
tonces, sin alterar la forma normal de la matriz A, podemos po-
ner Rpen el lugar de Rs. De esta manera, hacemos ﬁg"i& .

supongamos ahora, que:
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"R(~/..n ki:# .

y sqbemoé”
: Rea N R.,.
ventonées,‘véhég %'dembst:abigué..
(R +§z)c (RL+R1?Y+.;.;{..+R;

Supongamos ‘lo contrario,. es decir,ygxisté‘e,iﬁgJﬁﬁal que
ey d (Rptoo. .. #R ooy ). Sea W=(Rey +Re) n(Re+: 01 4Ry )C (ReatRe),
propiamente contenido y esf ﬁg, entonces Rt c WC (Rem +ﬁ¢)‘ Esto
quiere decir, que existe un subespacio intermedio entre los sub-
espacios ﬁe y ﬁtq , pero esto es una contradiccién, porque el -
lema  anterior, nos permite asegurar que estos subespacios son in-

variantes, por lo tanto,

(Ree) +Re) € (Rg#Rge +......+Rs), y entonces,

”
Re¢q € Ry

Ademas ﬁgq debe coincidir con Ry, ya que de otra manera §¢4+RLH
+........+Rg, seria un subespacio invariante intermedio entre
Rg+Rgps #+.oveo 4Ry ¥ Reer +.... . .+Rs. Ahora, como Ry Rs son sub-
espacios invariantes, entonces §¢4 es invariante si y sdlo si
Ry. también lo es, y mediante una permutacién aplicada, a filas
y columnas a la matriz original A, Rg¢ puede ser puesto en el lu-

gar de Rg. , por lo tanto,

A
Rty =Rg-t ¥ Ret=Ry.
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rresponde un vector propxo pqs
‘mal-(3.2.2) de A: -

(i) Cada una de' las matfiéé
rlor propio; {en caso gque gA'Si;“

(ii} Ninguna de las matrices AS” ,Aﬁw., ,As tiene esta

propledad
Demostracién:
‘Sea A’ la matriz traspuesta.de A,.y 2 2.0 un.vector:propio po-
sitivo perteneciente al valor propio A(A’). Por éi teorema de -
‘Perrdn-Frobenius A(A)=Q(A")=2. De acuerdo_a la d.\seccxon en blo- .
ques de A, dividamos la columna Z en ZA (k 1 2,....,5), entonces
la ecuacién :

(3.2.4) a%z=2z. (23>0)

es remplazada por los dos sistemas de ecuacione
13.2.5) A 2t iz’ (1=1,2,.‘.;,g)
(3:2.6) ?’Adhzl’mdzd =Azd Ui=g#1,.
-:de’ (3 2 5) se sigue que X es un valor pr'
matrices‘A,,Al,.....,Aﬂ.
‘ (ii) De (3.2.6) encontramos gue
. oajzisAnd, AjE=lz . (Gmgtl,..e.i.s)
Denotamos’ por r'(d‘ el valor propio de Aj (j=g+1,'..“. ,s) i

‘Sea'r la raiz de Frobenius de Aj, e Yj>0 el‘;”véct::vbr propio
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de A/ asociado, entonces
A’ Y=RJ'Y, o lo que es.lo mismo -

¥/af=Aj¥ para (j=g+1,...;8)

multiplicando esta igqualdad por 23 (]=g+1 .,sr)l, obtene‘mos
(YJAI)YJ ,\JY 2 Sl ey L :
sabemos que AJ zd‘;{z! y que YJ Zf 7. 0, en\:onces
Ajsg 2 £2y 2
por lo tanto, ,\J <A
(ii) Supongamos ahora (inversamente) que el valor propio de -
las matrices A; (i=1,2,...,9) son iguales a A, y que ZJ'LR para
(j=g+1,..... ,s) se cumple para las matrices Ad" también j=g+1,..,s,
entonces, reemplazando la ecuacidén (3.2.4) por los sistemas (3.2.
5) y {(3.2.6) podemos definir columnas propias positivas Z" de las
matrices A; Z“=AZ‘. (i=1,.....,9). Ahora encontraremos las colum-
nas 2§ (j=g+1,.0e0ve.,8).
De (3.2.6} obl:enemos|
Azl -ajz8 )= Zhd‘h zh
y despejandoa ZJ' tenemos

(3 2.7y #=(A1- Ao) %A ;,z
como )\d‘) (3= g+1,.....,s), entonces

(3.2.8) (A1J~ -AJ') 7 0
donde ;\J' es la raiz de Frobenius de Aj (gzjs¢s).

Probaremos por induccién sobre j que las columnas Z (j=g+1,.
...,8) definidas por {3.2.7) son positivas.

Primero, para j=g+!, sustituimos en (3.2.7) y obtenemos

)
9! =(XI3+\ —Aaﬂ)-l h%]l\auhzh>0
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- -1 . N LT
esto por (3.2.8}, y porque %A&,Z”) 0 'y distinta de.cero; ade-
mds 2! ,2%,......,2%" son positivas.

Supongamos que se cumple para j=s-1, 3> g+1, es decir,”

S o 5 oy gh
27 =gy e} Zag) 277 0
h=1

Lo

debemos mostrar que Z7 0. Pero que 2',.....,29" 28,3287, ..,2%
implica 2®> 0. En este caso, utilizando la hipbtesis de induccién

tenemos
1 é;l V
22=Ulgy “Agad ZAgAINS 007
h 7

Por lo tanto, 28>0 para (g+t1£ j4£s).
De ‘esta‘manera la columna Z=(Z:,};..'.h,.;r.'z")yfes"'uh vector. pro-

pio de A, para el valor propio U esto co;npléi:a ‘la dermqsrtra'ciéri.
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; CAPITULO IV
EL ‘MODELO ABIERTO DE LEONTIEF

En'esﬁe capitulo encontramos una interesante aplicacifn de la
teorié‘de 135 matrices no negativas desarrollada en los tres ca-
pitulos anteriores de este trabajo. Esta aplicaci6n se enmarca
dentro de la economia matem&tica, en el planteamiento del modelo
abierto de insumo-producto de Leontief, que consiste en el siste-
ma de ecuaciones lineales {I-A)X=C, donde X es el vector de pro-
duccidn, C el vector de la demanda final e (I-A) la matriz de coe-
ficientes técnicos. En términos econdmicos se definen la factibi-
lidad y la rentabilidad de un modelo abierto y se analizan las -

condiciones matem&ticas para gue &stas existan.

4.1 Planteamiento general.

Suponemos que la economia esta dividida en n sectores produc-
tivos, cada uno produce una mercancia que es consumida por é1 y
por los otros sectores, de esta manera identificando el i-ésimo
sector con la i-ésima mercancia tenemos la siguiente notacién:

X:: produccién bruta del sector i

XQ’ : ventas del sector i al sector j

C.: producto neto del sector i

ag el nimero de unidades de la mercancia i necesarias pa-
ra la produccidén de una unidad de la mercancia j, o coeficiente
de insumo.

Entonces, al darse el equilibrio econdmico se igualan la ofer-
ta con la demanda, lo cual conduce a las siguientes n ecuaciones

n
Xp= ZRgHCe 1£ign.
gxt

51



aAhora suponiendo que el nivel produccidén es cambiado enton-
ces la cantidad de todos los insumos requeridos también son cam-
biados proporcionalmente: esto es, suponiendo una proporcidn fi-
ja de los factores de insumo, los coeficientes de insumo a son

y satisfacen:

(4.1.2) a;5=x:\i/x5 , 1€4i,j¢n.
El sistema de ecuaciones 1inealgs»(4't
n o

(4.1.3) x:r%la;\fx“_ck
Haciendo i

(4.1.4) ‘ Aé‘a q)
y. reescrihiendoi}4.i11{iéﬂr‘
lineales en n inéégniéég‘ﬁeééﬁos.

(4.1.5)  BX=C EEEA
en donde X=(X{} és el vector dé producciénry C=(Ci) es el vector
de demanda final. '

El modelo descrito es llamado el modelo abierto de Leontief,
Yy la matriz A=(aij) es llamada la matriz de insumos unitarios del
modelo. Entonces B dada por (4.1.4) y que satisface b q « 0 para
todo i#j es llamada la matriz de Leontief. Claramente las carac-
teristicas del modelo abierto de Leontief estan completamente de-
terminadas por las propiedades de B,

El modelo econdmico descrito también tiene un sistema de pre-
cios asociado, nuestra notacidn seréa:

%‘= precio de una unidad de la j-ésima mercancia

Hy= valor afadido por unidad producida de la j-ésima mercancia
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Entonces)- 1a-u e-la j~ésima. mercancia,’ estard.da~-

da por{

ad‘producida dela j~ésima mercancia,

,ésﬁo‘es7eIAValof aﬁadido por unidad producida ‘y. Entonces deno~

: tamos ap: como el vector cuyas componentes son PFj y Y denota el
vector con’ componentes 'u. De esta manera, la relacidn indicada
es descrita por el sistema de n ecuaciones lineales siguiente

P’-P£A= o por
(4.1.6) pfp=V
donde B=I-~A, el vector P es llamado el vector de precios y el -
vector ¥ es llamado el vector del valor afladido del modelo abier-
to de Leontief, en el equilibrio %20 y el economista esta inte-
resado en la solucidn del sistema (4.1.6) para un vector de pre-
cios positivo P> 0,
Un enlace entre los sistemas (4.1.5) Y 94.1.6) esta dado por
la siguiente relacidn: &

Z.'M«Xd i’PcCc,

g o3y

que puede ser 1nterptetada po Ya ite eQiaracién economi-~

caz:

El. "ingreso nacionalf:y,el "produéto’yaéional" son iguales.
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4.2, Renﬁabiiidadvylfactibiiidéd del modelo abierto.

Mienﬁras 1a solubilidad del sistema de préducciaﬁ 6r{gin$l -
(4.1.5) para lés productos X¢ no negativos t£ig n, significa la
factibilidad del modelo, la solucidn P;20 1g£i<$n. al sistema
de precios, significa rentabilidad. Esto nos conduce a las sigui-

entes definiciones:

DEFINICION (1). Un modelo abierto de Leontief con matriz de -
insumos unitarios A se dice factible si el sistema (4.1.5) tiene
una solucién X no negativa para cada vector de demanda C20.

DEFINICION (2). Un modelo abierto de Leontief se dice que es
rentable si el sistema (4.1.6) tiene una solucidn P no negaﬁiva,

para cada vector del valor afadido +/20.

La dualidad de estos conceptos se aclara en-el’siguiente  teo-
rema, que esta basado en la teoria de las matrices no negativas

desarrollada en los capitulos anteriores de este trabajo.

TEOREMA (1). Consideremos un modelo abierto dé Leontief con
matriz de insumos unitarios A, y sea B=I-A, entonces, las sigui-
entes afirmaciones son equivalentes:

(i) el modelo es factible

(ii) el modelo es rentable

(iii) B es una M-matriz no singular.’

Demostracidn:

Mostraremos primero 1la gquiﬁélén i
la de (ii) y (iii). :

Si (i) se cumple, entonces




esto es, PA=AA)P, y multiplicando la eélguéidad X>» AX por P,

obtenemos:

PX> PAX que es lo mismo éue

PX 7 A(A)X,
y dividiendo entre PX7 0 se tiene que: 1>A(A), por lo tanto, B=I
-A es una M-matriz no singular.

En el reciproco, suponemos que B es una M-matriz no singular,
eg decir, 1> A{A), lo cual, por el teorema de Perrén-Frobenius,
sabemos que existe B =(I—A)"> 0. Sea C20, debemos mostrar Xz 0
tal gque BX=C, pero tal X existe, y es la siguiente x=B"C2 0, ade-
mas .X2 0, porque C > 0, es decir, existe i tal que C¢> 0. Por otra
parte B' tiene al menos un elemento distinto de cero en la colum-
na i, en virtud de que la matriz B tiene inversa no negativa, por
lo tanto, X=B'CZ 0, es decir, X2 0.

Suponemos que se cumple la afirmaci6én (ii) y usaremos el he-
cho de que una matriz B es una M-matriz no singular si y sélo si
8% es una M-matriz no singular, y que el sistema P* B=V"® es equi-
valente a B*P=7 .

Por hipdtesis, para cada Y20 existe P20 tal gque B*'P=7 tiene
solucién. Usando el resultado del inciso anterior y el hecho des-
crito, concluimos que B es una M-matriz no singular.

Ahora, suponemos (iii) y probaremos (ii), es decir, sabemos -
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que BY es una M-matriz no singular, esto es, F=1>ul(Af), enton-
ces, existe (B”) 2 0 en virtud del teorema de Perrdn-Frobenius.
Para cualquier V2 0 existe un vector P=(B*f9§.0 que es soluciédn
al sistema B'P=?, por lo tanto, el modelo es rentable. :

Este teorema tiene los siguientes dos corolarios.

COROLARIO (1). Consideremos un modelo abierto de Leontiéf con’ -
matriz de insumos unitarios A, y sea B=I-A, entonces, las siéui;'
entes afirmaciones son equivalentes:

(i) el modelo es factible 1' ?" R

(ii) el modelo es rentable » V

(iii) B cumple (H-S).

Demostracidn:

Primero probaremos la equivaleacia de (i) y (iii). Suponemos
(i), esto es, que para el vector demanda C2 0 existe un vector -
de produccidn X2 0 tal que BX=C, pero esta, es la condicidn de
de sclubilidad fuerte, y, en el teorema (1) del capitulo I fue -
demostrada su equivalencia con la condicién (H-S). Por el teorema
anterior se cumple la equivalencia de (i) y (ii).

COROLARIO {2). Consideremos un modelo abierto de Leontief vy
supongamos que A, la matriz de insumos unitarios, es irreducible
y que B=I-A, entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(i} el modelo es factible

tii) 8'> 0.

Demostracidn:

Supongamos (i), es decir, para C2 0 existe Xz 0 tal que BX=C.
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Por}el,teo;émb nterior -B.es una M-matriz. no singular, esto es, .

"EEta‘seccién es concluida con dos resultados que analizan los

o ‘eféctos que-pueden tener sobre la produccidn bruta de un modelo
‘faétible los cambios en las demandas y, los efectos que pueden -
tener sobre los precios de un modelo rentable, los cambios en los

requerimientos del valor afadido.

TEOREMA (2). Sea A la matriz de insumos unitarios de un modelo
abierto factible, entonces, si la demanda para la mercancia i -
aumenta, su produccién también aumenta y la produccién de las -
otras mercancias no disminuye.

Demostracién:

Como antes B=I-A, y sea X y C que denotan el vector producto
y el vector demanda respectivamente. Entonces, B es una M-matriz
no singular por el teorema (1) de este capitulo.

Supongase que el i-&simo término del vector demanda C es in-~
crementado por S». Entonces, el vector demanda resultante es

E=C+Jé donde e ={(0,...,1,0,...,0)
y el nuevo vector de produccidn es

x=B'c=B"(C+jec)=B c+ B'Sei=x+§(B')¢,

57



donde (8™)¢ deqoté‘la i—ésimé‘tolﬁmna de- 8.

Entonces va que (B}

>0, se desprende de

ke ~t .
Xg=Xg+§(B ) (12 ks n)

A . LI
que X > X., y también ningunc de los productos. disminuye.

Ahora ya gque los sistemas lineales {(4.1.5) 'y (4.1.6) tieﬁen ~
un andlisis dual, deberiamos suponer gue se tendria una relacidn
similar entre los valores afddidos ¥V y el sistema de precios, -
es decir, si un modelo abierto de Leontief es rentable, entonces
ningiin sector de la economia tiene pérdidas y ademas al menos un
sector opera con ganancias, en términos de la matriz de insumos

unitarios A, esto significa que
ﬂ' "
Zaiggl.  1£isn
weh .
esto nos conduce al siguiente teorema.

TEOREMA (3), Si el valor aifladido de la mercancia i de de un ~
modelo abierto de Leontief es incrementadeo, entonces ninguno de
los precios decrece y el precio de la mercancia i se incrementa
por este aumento.

Demostracion:

Por el teorema (1) de este capitulo, el modelo es rentable y
y por lo tanto,

éaj‘;l, 1¢ j<&n.
Para la matriz de insumos A del modelo. Ahora tomando B=1-A y P
Yy los vectores de precios y valores agregados respectivamente,
el sistema P‘B=PFpuede ser reescrito como B' P=V., La demostracibn
se realiza de la misma manera a la demostracidn del teorema ante-

rior, reemplazando A por at,
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CAPITULO V

EL MODELO CERRADO DE LEONTIEF

En este cap{tulo se plantea el modelo cerrado de Leontief, es
decir, el sistema de ecuaciones lineales (I-A)X=C en el que el -
vector de la demanda C es igual con cero, también se verd que di-
cho meodelo siéhpre tiene soluciones no triviales, luego, suponi-
endo la existencia de la solucidn del modelo con las caracteris-
ticas deseadas, se analizard la forma de las soluciones distin-
guiendo dos casos, aquel en el que la matriz A es irreducible y

el otro, donde la matriz A es reducible.

5.1 Planteamiento general

Considérese un sistema econdmico con un nimero finito de sec-
tores n, cada uno produce una cierta cantidad de bienes o servi-

.

cios la cual en su totalidad se considera como una unidad, dicha
produccidn es utilizada completamente por los n sectores de acu-
erdo a una forma determinada, la cual se puede presentar en una
matriz de dimensidn nxn, en donde la j-€sima columna indica las
fracciones gque el sector j consume de la produccidn total de los
otros sectores y de el mismo, y el i-€simo rengldén indica las -
fracciones que los diferentes sectores consumen del total de la
produccién del sector i-ésimo.

Dicha matriz se llama de intercambio y tiene la siguiente for-

ma:
A Aja eseeses @1N

Ay @21 ceslvas aan

anp .



donde a¢; es la fraccidn de laproduccicn total: del sector i, que

consume el sector 3%

Sea P=(R ,B ,.......,ag el vectot [ prec;os, donde PL es-el.

precio de la produccicn total: del sector: i, entonces el ObJEtLVO
es determinar los precios de 1os n productos, de tal manera. que-.
el total de gastos sea igual al total de 1nqresos.

Debido a-la definicién de aij,y P¢ se tienen las sigﬁientes -
condiciones:
1.- P;2 0 i=1,2,.....,n. Ya que no tiene sentido econdémico tener
precios negativos. Que el precio de un bien sea cero es algo sor-
prendente en economia, a dichos bienes se les llama bienes libres
y uno de ellos es el aire que respiramos.
2.-0 éa.« &1, para toda i,j, por ser fracciones de la unidad.
3.~ ajp tajz+........+¥a{p=1 i=1,2,......,n por lo que el total de
la produccibn de los sectores es consumida completamente por e-
llos mismos.

En resumén, dada A matriz de intercapbio, es decir, 0# aﬁ A
Y :%aif=l para i=1,2,......,n, se busca un vector P que cumpla
conalas siguientes propiedades:
1.- atp=p o (1-A)p=0
2.- P{ 20 para toda i
3.~ :ZP;7 0 (pues es claro que no interesa el caso en que toda

e

P; seaixgual a cero)

Ahora bien, en el modelo cerrado de Leontief se busca P tal
que atP=p, lo cual se puede escribir como (1-Myp=0, por Qer‘gn

sistema homogéneo tiene al menos una solucidén que es la trivial,
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considerando,1as~ﬁip6tesis ‘de.

para j=1,2§;..,,nf' e tiene

Entonces, se ha logrado:reducir el’sistema’original a uno con
n-1 ecuaciones y n incdgnitas, ‘por 1o tanto, P#0- existe.
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Ahora nuestro interds es mostrar que dicho vector P es no ne-
gativo, es decir P20 ya que no tendria sentido econdmico un vec-
tor de precios negativo. Pero esto es muy sencillo, puesto que el
teorema {1) del capitulo II nos asegura la existencia de un vec-
tor P20 asociado con el mayor valor propio no negativo A(A), (la
rafz de Frobenius de A) para una matriz A no negativa.

El ‘problema . en nuestro modelo, representado por AtP=P, es mos-
trar que A(r)=1. sabemos que A(A)=/UAY), y sea r;= i;a {j para
i=1,2,....n; Por-otra parte sabemos tambi€n que la iatriz A es
nornegaiiva,ieﬁtonces, por el teorema (3) del capitulo III tene-
mos que

min re ZA(A)€ max ry
Isgsn o= EFEX

y por ‘la forma en gue.se construyo.el modelo,. la %%_aqi=1 para
. ‘=
toda i, por lo tanto,

min r;= max rg= =A(R)=A(Af).

5.2 Forma de las soluciones caso. irreducible
La forma de las soluciones cuando la matriz Af de intercambio

es irreducible viene dada en el siguiente teorema.

TEOREMA (1) Si A* es una matriz de intercambio que cumple H)éaéd
&1, i%aq = j=1,2,.....,n), irreducible, toda P tal que K£P=P,
P20 ;ara toda i, es de la forma kP, donde k es una constante -
positiva y P, una solucién particular positiva.
Demostracién:

Anteriormente mostramos que la raiz de Frobenius de la matriz

¢

de intercambio A* es 1, es decir AAf)=1, y ademis por hipdtesis

sabemos que Af es irreducible, entonces, por el teorema (1) del
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capitulo II1 podemos asegurar la ex1stenc1a del vector ptopxo P

que es solucidn al sistema y que es um.co, ‘oies un mult:.plo esca-
lar de el mismo, es decir, toda solucién P'de 'AfP=P ,e,s‘de la -

forma P=kP,, para P;? 0 y k> 0.

5.3. Forma de las soluciones caso reducible.
Si A% es de orden n y se puede reescribir por medio de permu-

taciones simultdneas a renglones y columnas como

con: Ay, iy A g J;.i._'reducifales

' )_(1?::0 " {puesto :gue‘
a Au X, =)~(| ' in
Aui1=i1., }?1. >‘0 :
donde f, es de orden r, x1"s’i'A||'k es 'dé orden r; xr, . Se define x*
vector de orden n-1, cuyaS'pfimeras r; coordenadas coinciden con

las de f. y las demis son cero

ademds se tiene qﬁe A‘xf:xf.’

De la misma manera se puede definir X7 como

el
x
]

)
]
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entonces kX*+kX1tam-

olu;xones partxculares X.

,vxz. Se

es de esa forma.

pof 1o tanto

Es#o'és, toda‘solucién

Xty x* éolhcionééféér_
llas a partir de X, ',

AvX=X , Ay X=X ., respectivamente.

En general si A es de orden nxn.y se puede reescribir por me-

dio de permutaciones simulténeas como:
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')'g.a ¥ ﬁﬁalquier

soluc:.on de A x= X se puede escr:.bl

donde k¢ con i=1,2,....,9 son’ reales no negatlv El vector X

X¢.0

satisface A'X=X, X¢20 para toda i, para cumplxr_ y al

menos una k. 70.
Los ejemplos anteriores son casos muy particulares de matrices
reducibles, pero en general se sabe que toda matriif’tgducible -

puede ser llevada a su forma normal

\ 0 R
Cada bloque aislado A.. de orden x xr representa un conjunto
autdnomo y al menos existe un bloque aislado, A« . A partir de -
h S PR ,X& soluciones positivas de Au & =X, BApy Ke=Re,evenns

Age Rq =X¢ respectivamente, se construyen los siguientes vectores
g A
de orden n-1.
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. r 0
. S SR I : :
xr=l ) Xp={ F)r : PO x5= - \n-rg
: . . - | S - . _
0 n-x; - O/ n-{r, +r; ) Xof rg

donde i; es de orden :'r %1 si A{ es de orden r; xr:, dichos vec-
tores son soluciones que satisfacen las propiedades deseadas pa-
ra el modelo cerrado. Con estas soluciones también se pueden cons-
truir otras que también cumplan con las propiedades deseadas, a
saber X=k.x;"+k, X+ ool "+k‘éiﬁ con k:;2 0 y alguna k. #0. lo -
anterior nos sugiere‘el“siguiente teorema.

TEOREMA (2} . Si_A"fmn) es una matriz de intercambio, reducible

y A' representa 'la’ forma normal de A

3 L - n
as ‘'soluciones de A son de la forma X = Zkg X"L-‘, donde
i &

v ij son soluciones positivas de A,, % =%, ,... 'Aﬂai\‘l:‘fﬁr'

Al eside’orden. T Xr..
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Demostrac16n.
En general s:. A

mal y X una solucxo

alguna X:#0, entonces Y tlene dos

a) Y=0, en tal caso X= Z_X“
pery

sar como

L.
X= z.k.x. :
donde X: es una solucidn part:L

051t1va de Ay X0

una solucidédn particular pos:.t va de A X-X.

b) Y#+0. Entonces, Y7 0.

La dimensidn de B es nx:
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caso para»Yfﬂ.

b ) Y#0, Yi>0.

B

LB Y= b Wi

: blau' Yy+oooaas. L+Bsy Ys =Yg

Las primefasyi—l ecuaciones y las correspondientes a Yyi,....
Yy son iguales a cero, A’ es no negativa por lo que cada sumando
es igual a cero, como Yi?> 0 entonces b ;=0 si i#1, por lo gque te-
nemos que bi, #0 si i=/, entonces by ¥,/=Y’, y por lo tanto b,c=1
(porque A es una matriz de intercambio y la suma de coordenadas
de cada columna es 1) pero entonces b;{ es un bloque aislado -
(1x1), lo cual contradice que A’ sea la forma normal de A.
b ) supongase que existen Y , Y120 il=iy, gi=0 si je fi.,izf

entonces procediendo como en el caso anterior obtenemos

by¢, Y +biiz Yiu =Y, =0 , entonces b}y =bi{y =0

bai, Y +b2it Y{1 =Y. =0 , entonces biiy =bal, =0

ea .

bi, i; vy, +bd by =y,
SRR
bsh‘§1,+ba£1YL‘=Yh=0 + entonces bg¢, =bg¢, =0
Yy con ei mismo argumento del caso anterior se concluye que el si-
guiente bloque es aislado. '
b, biit

biriy bi.tla
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ESTA TESIS No pemg
SR BE LA BSBUOTED

si dicﬁo bloque es irreducible se tiene una contradiccidn. Si no
por ser reducible se puede poner en forma triangular con bloques
irreducibles y por lo menos el primero (en la forma triangular)
es irreducible y aislado, llegandose a una contradiccién.

b )} En general si Lf=/j/3{j> OZ por medio de permutaciones simul-
taneas se puede hacer gue las primeras coordenadas de Y sean las
Yd'donde jekf, entonces B tendra un blogue aislado, dicho blogue
es irreducible o en el se puede encontrar un bloque irreducible

y aislado que contradice gque A’ sea la forma normal de A, por -
tanto Y=0, entonces Ai:f;:f{, de lo cual §;=k;£; con ic[l,..,g{

por lo tanto si X es solucion de A“X=X, entonces X=
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APENDICE

En este apeéndice, vamos a enunciar y a deﬁostrar élgunos re-
sultados matemidticos gque hemos utilizado en esta tesis. Para 'ello
suponemos que se tienen conocimientos bdsicos del andlisis mate-
mdtico, en caso de no ser asi, es suficiente coh revisar los ca-
pitulos I, II y III del libro "“introduccidn al andlisis matema-

tico" de Robert G. Bartle.

Una vez seffalado lo anterior vamos a establecérfﬁuesﬁtas;pfi-'
meras definiciones. - R

DEPINICION (1). Sea S un subconjunto de:R.

(a) Un elemento ueR se dice que.es uha;cotéréuperior de.

s € u para toda seS.

(b} Un elemento weR, se dice gue eérpﬁa cota'1nferxo:"de‘

wes para toda se 8.

Observese, que un subconjunto S¢& R, puede no ﬁener una cota -
superior {(por ejemplo, si §=R). Sin embargo, si tiene una cota -
superior, tiene una infinidad de ellas {(ya que si u es cota su-
perior de S, entonces u+n también es una cota superior de S para
para cualquier ne N}.

Por cuestiones de terminologia, cuando un conjunto tiene una
cota superior, se dird que esta acotado por arriba, y cuando un
conjunto tiene una cota inferior, se dird que esta acotade por
abajo. Si un conjunto tiene una cota superior, asi como una in~
ferior, se dice que esta acotado. Si un conjunto carece de una -

cota superior o de una cota superior se dice que es no acotado.
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Definicion (2) Sea S un subconjunto de R.

{a) Si S esta acotado por arriba, entonces se dice que.uné co-
ta superior de S es un supremo (o minima cota superior) ‘de S si
es menor a cualquier otra cota superior de S. »

{(b) 5i S esta acotado por abajo, entonces se dice que una co-
ta inferior de S es un infimo (o una méxima cota inferior) de S
si es mayor a cualquier otra cota inferior de S.

Es claro que sdlo puede haber un supremo para un subconjunto
dado S de R, ya que si u, y ua son supremos de S, entonces ambos
son cotas superiores de 5. Como u; es un supremo de S y u, es co-
ta superior de S, se debe tener u, 4 u,;. Ahora como us es un su-
premo de S y u) es una cota superior de S, entonces u, & u,. por
lo tanto, us;=u,. De manera andloga se demuestra gque s6lo puede -
haber un infimo para un subconjunto dado S de R. Cuando estos ni-
meros existan se denotaran por medioc de

sup S e inf s.

Con frecuencia es conveniente tener otra representacion del -

supremo de un subconjunto de R.

LEMA (1) Un nimero u€éR es el supremo de un Subconjunto no va-
-cio SER si y sélo si tiene las siguientes propiedades:

(i) No existen elementos s¢S tales que uzs.

(ii) si v< u, entonces existe un elemento s,€S tal que ves,.
Demostracién:

Suponga que u satisface (i) y (ii). La condicidn (i) implica

que u es una cota superior de S, Si v es cualquier nimero con -

n



v’iu, entonces, la propiedad (ii) prueba que v no puede ser cota

supeiiof de:S.. Por lo tanto, u es el supremo de S.
»Réciprocamente, sea u el supremo de S. Dado que u es una cota

superior de 5, la condicién (i)} se satisface. Si veu, entonces

v no es cota superior de S. Por lo tanto, existe un elemento syéS

tal que v <sy.

Obsérvese que cuando se dice que un conjunto tiene un supremo
no se esta haciendo ninguna afirmacidn acerca de la contenci6bn -
del supremo del conjunto. Por ejemplo el conjunto S=fxeR/ 0¢x<1}
tiene al nlmero ! como supremo, sin embargo el 1 no estd conte-
nido en el conjunto.

La siguiente afirmacidn es una propiedad esencial del siste-
ma de nimeros reales: Todo conjunto no vacfo de R gue este aco-

tado por arriba tiene un supremo.

PROPIEDAD DEL SUPREMO. Todo conijunto no vacio de nimeros rea-

les que tenga una cota superior tiene un supremo.

PROPIEDAD DEL INFIMO. Todo conjunto no vacio de nlimeros rea-

les que tenga una cota inferior tiene un infimo.
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Definicidén (3) 8i S es cualquier qonjﬁhto} una sucesidn en S
es una funcibn sobre el conjunto N={l,2,...;.}’ de nimeros natu-
rales y cuyo rango estd en S. En particular una sucesion en R® -

es una funcidn cuyo dominio es N y cuyo rango esta contenido en RP,

Definicidén (4) Sea X=(x,) una sucesidn en RP. Se dice que un
elemento x de RP es un 1imite de X si para cada vecindad V de x
hay un niimero natural Kv tal que para toda n2 Ky , x, pertenece
a V. Si una sucesién tiene un limite se dice gue la sucesidn es
convergente. S5i una sucesidn no tiene ningin limite se dice que

es divergente.

La notacibn K¢ se usa para indicar gue la eleccién de XK depen-
dera de V. Es claro que una vecindad pequefia V por lo general -
requerird un valor grande para poder garantizar gue x,&V para to-
nzKv.

Se ha definido el limite de una sucesidn X={x,) en términos -
de vecindades. A menudo es conveniente usar la norma en RP para
dar una definicidn equivalente la cual se dard en seguida median-

te un teorema.

TEOREMA {1) Sea X={x,) una sucesién en RP. Un elemento x de R® =
es un limite de X si y sblo si para cada £»0 hay un ndmero natu-
ral K(¥) tal que para toda nz K{g), ffxa-xl2€.
Demostracidn: o

Suponga que x es un limite de la sucesibn X, sequn la defini-
cion (3). Sea £20 y considere a la bola abierta V(i)={yeRP/ly-xﬂ
4§ + que es una vecindad de x. Por la definicién (3) se sabe que

hay un ndmero natural Kyip tal gque si nZ Kyce), entonces xqeV(g).
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De donde si n % Ky(e), entonces llxn-xﬂzs. Esto prueba que la pro-
piedad establecida es vdlida cuando x es un limite de X.

A la inversa suponga que la propiedad del teorema es v&lida -
para toda £>0; se debe probar gue la definicién (3) se satisfa-
ce. Para hacerlo, sea V cualquier vecindad de x; entonces hay un
nimero §¢> 0 tal que la bola abierta V{(¢) con centro x y radio x
estd contenida en V. De acuerdo con la propiedad del teorema, hay
un nimero natural K(t) tal que si n2 K(¥), entonces Ixn-Xlize .
Expresado de otra manera si n2 K(f}, entonces X,cV(t}; por lo -
tanto x,¢V y el requisito de. la definicién (3) se satisface.

LEMA (2). Una sucesién en R puede tener cuando mds un limite.
Demostracidén:

Suponga por el contrario, que x’, x” son limites de X=(x,)} -
y que x’#x’/. Sean V' y V’/ vecindades ajenas de ¥’y x’/ respec-
tivamente, y sean K’, K’ nQmeros naturales tales que si n2 K’ -
entonces xaeV y si nz K” entonces x,eV”. Sea K=sup fK’,K”I de -
manera que xxe V'y x%,€V¥. Se deduce que x, pertenece a VnV*, con-

trario al supuesto de gque V'’ y V* son ajenos, por lo tanto x’=x/’.

Cuando una sucesibén X=(x,) en RP tiene un limite x a menudo se
escribe
x=lim X, o x=l}m,(xn)
o se usa el simbolismo x,—¥x.
Se dice que una sucesién X=(xn) en RP es acotada si existe M

positiva tal que Mlx,ll < M para toda neN.
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LEMA (3) Una sucesién-’convergente. en RP.es acotada.

bPemostracidn:

Sea x=lim {xa) y;s"eé ' :Por gl“teo're'ma (1) de este apéndice

existe un nbmekd‘hétﬁral K=K("l) tal que si n2z K, entonces [x,-x//

éT. Usando la de' g aldad del tr:.angulo se deduce que si n2 K,
entonces : /an/‘ Ilel +1 si se establece que M=sup {ﬂx,ll plixalf 4.

Ve IIxH// i //x// +1 , entonces lenl/- para toda neN.

pef‘iniciénm(S) Si,x=(x..) es una sucesién en RF y si rjzrac ..
4:,,4 es. una sucesidén de nimeros naturales estrictamen-
te creciente, entonces la sucesién X“ en RP dada por
(Rrp 1Xrg 10ooeeavoXnrosaa)s

se llama una subsucesibén de X.

LEMA (3) Si alguna sucesién X en RP converge a “un elemento X,
entonces cualquier subsucesidn de X también converge a x.
Demostracidn:

Sea V una vecindad del elemento limite x; por definicién, ex-
siste un nimero natural Kv tal que para toda n 2 Ky, Xn pertenece
a V. Ahora, sea X’ una subsucesidn de X; digamos

R=(Xer 1Rz roveverXensoenes)y
Dado que rn2 n, entonces r,2 Ky y por lo tanto xr, pertenece a V.

Esto demuestra que X’ también converge a x.

Los siguientes dos teoremas nos permiten establecer la conver-
gencia de sucesiones aun cuando no tenemos ningun candidato a -
ser el limite, pero gue un andlisis preeliminar nos hace pensar
que hay convergencia. A pesar de que se pueden generalizar a RP,

agui restringimos los enunciados para el caso de sucesicnes en R.
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TEOREMA  (2) Sea x—(x,.) una sucesxén de nﬁmeros reales monoto—'

namente crecxente en: el: sent:.do de que

x.é x,t- ...--..LX"_ xn,, 4_, .

Entonces, la 5usec16n

yo caso

Demostracién::

En el lema®i(3 e . vio ,q\;e;irma sucesién . convergente es acotada.

Si ‘x=lrix7h (xn) onces existe un ndmero natural K(f) tal~
que ‘si nz"x(z)', ‘entonces 7
L ks xae xe
Dado vq‘ueyvx_reé' xf\oﬁbtona, de esta relacién se obtiene
x-E&sup {xn] 4 x+¢g,
y se infiere que /x-sup {xaf{ £€. Como esto es vdlido para. toda
£> 0, se deduce que lim (xn)=x=sup {x»}.

A la inversa suponemos que X=(xa} es una sucesidn acotada de
nimeros reales monStonamente creciente., De acuerdo con el princi-
pio del supremo, el supremo x"=sup fx,,} existe; se probard que -
es el limite de X. Dado que x™ es una cota superior de los ele-
mentos en X, entonces X 4 X¥ para reN. Como x* es el supremo de
X, si £» 0 el nfmero x"-f no es cota superior de X y existe un -
nimero natural K(€) tal que

®* = €L Xpeey
debido a la propiedad de monotonia de ).(,‘para toda nz K{(g),

b3 —€<xn-x

por 1o que se deduce que lxn —x"l LEL Resum:.endo 1o anter:.or, el




hﬁmero x"=sup fx"i tiene la propiedad de que, dado £70, hay un
nimero natural K(£) (que depende de £) tal que [x,-x*]<f siéem-

pre gue n2 K(¢). Esto demuestra que x*=lim X.

COROLARIO (1). Sea X=(xa) una sucesidén de nimeros reales mono-

tonamente decreciente en el sentido de que
K12 Xa2 eee2 Xp 2 Xy 2 eenss
Entonces, la sucesidn X converge si y sdlo si es acotada, en cu-
yo caso
lim (xq)=inf {xa{.

Demostracion: N

Sea y,=-x, para neN. Entonces se puede ver que con facilidad
la sucesién Y=(y") es una sucesidén monotonamente crecieﬁte. Mas
aun, Y es acotada si y s6lo si X es acotada. Por lo tanto, la -
conclusidn se deduce del teorema.

TEOREMA (3). Sea X=(x,} una sucesién de ndimeros reales estric-
tamente creciente y no acotada por arriba, entoncés

lim Xa=tm.
nyoc
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