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INTRODUCCION 

El presente trabajo tiene como objetivo encontrar ejemplos de 

aplicación de las matemáticas en conexión con otras disciplinas, 

en particular con la economía. Se intenta que el trabajo resul­

tante pueda servir como texto de consulta a los estudiantes de -

economía y, a los de matemáticas, de motivación para la aplica­

ci6n de conceptos del álgebra lineal tales como operaciones con 

matrices, o problemas de valores y vectores propios. 

Este trabajo consta de dos partes bien definidas por su con­

tenido, la parte teórica y la parte aplicada. La primera la cons­

tituyen los tres primeros capítulos, los cuales contienen resul­

tados matemáticos relacionados con las matrices cuadradas cuyos 

elementos son todos no negativos, A~O. Este tipo de estructuras 

matemáticas se utilizan con mucha frecuencia para el estudio de 

algunos fen6menos económicos en donde aparecen variables que por 

su propia naturaleza son números reales no negativos. La segunda 

parte, es una aplicación de los resultados antes mencionados al 

modelo de insumo producto de Leontief. Dicho modelo es planteado 

de la siguiente manera. 

Se considera un sistema econ6mico en donde se da un equilibrio 

entre la oferta y la demanda, se divide la economía en n sectores 

de la producción XL (i=l, ••• ,n) y se supone que cada sector pro­

duce una única mercancia que es consumida por él mismo y por los 

otros sectores. Denotamos por x¡¡ a la parte de la producción del 

sector i que necesita insumir el sector j para producir >g. De 



esta forma, el sector 

como sigue 

y la otra 

sector i, 

demanda final 

lo 

i. 

insumo producto de 

en el capítulo IV. Claramente las ca­

estan determinadas, por las propiedades 

de la- matriz (I-A) conocida como la matriz de Leontief, éstas son 

vistas con detalle en el capítulo I. En el capítulo V se analiza 

el modelo antes descrito, cuando el vector de la demanda final es 

-cero,-- es decir, cuando no existen excedentes·:-en ningún sector de 

la producción, esto es, el sistema homogéneo de ecuaciones: 

(I-A)X=C. 

A este sistema se le denomina el modelo cerrado de insumo produc­

to de Leontief. Son de interes económico, las soluciones X~O al 

sitema, por lo que en el capítulo II, se profundiza en el estu­

dio de los valores y vectores propios de la matriz A~O, enuncian-



dose uno de los resultadas más importantes de este trabajo, que 

es el teorema de Perrón-Frobenius. También, en el capítulo V se 

analizan las soluciones del sistema (I-A)X=O, considerándose dos 

casos, cuando la matriz A~ O es irreducible y cuando es reduci­

ble, por esto, en el capitulo III se considera la reducibilidad 

e irreducibilidad de una matriz A~ O, y se enuncian algunos re­

sultados referentes a estas propiedades. 

Por Últ~ma, en este trabajo utilizaremos la notación tradicio­

nal de_la economía matemática, esto es, llamaremos vector no ne­

gativa;· a aquel vector XeRn que tiene todos sus componentes, ma­

yores o iguales con cero y lo denotamos X~ o. Cuando X~ O y XfO, 

esto significa que al menos un componente es positivo, escribimos 

x>-. O, y cuando todos los componentes de X son positivos, se es­

cribe X~ O. En forma análoga se introduce la notaci6n para las -

matrices cuadradas de orden n que son las únicas que aparecen -

durante todo el trabajo, es decir, una matriz cuadrada A es no -

negativa cuando todos sus elementos son mayores o iguales con ce­

ro, y se denota mediante A~ O. Cuando A~ O y al menos uno de sus 

elementos es positivo, se escribe A?.. O, y cuando todos los ele­

mentos de A son positivos, escribiremos A) O. Finalrnent~ al vec­

tor cuyos componentes son todos iguales con cero, lo denotaremos 

con el mismo símbolo que al cero número real (O), y distinguirnos 

uno del otro, dependiendo el contexto en que se encuentre, es -

decir, si lo comparamos con números reales, entonces, nos re­

ferimos al cero número real, y si lo comparamos con vectores, en­

tonces, nos referimos al cera vector~ 
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CAPITULO I 

MATRICES PRODUCTIVAS 

En este capítulo se analiza el sistema de ecuaciones BX=C, en 

donde B= lb <,j l es una matriz nxn tal que b~j fi¡ O si i'l'j y el vec­

tor CE Rº es no negativo. En dicho análisis se establecen las -

condiciones que debe satisfacer el sistema para que tenga solu­

ciones significativas desde el punto de vista econ6mico, esto -

significa que dichas soluciones sean no negativas. También de ma-

nera general se definen las matrices productivas y se relacionan 

con las condiciones de Hawkins-Simon. 

1.1 Las condiciones de Hawkins-Simon 

Consideremos 

ni tas. 

sigui-

ente c'ondiCi6n de signo. 

(1.1.2) b l.J ~O para i~j 

es decir, todos los coeficientes excepto aquellos_que se_encuen-

tran en la diagonal principal son cero o negativos. 

Ahora bien, estamos interesados en la condici6n que debe sa-

tisfacer el sistema (1.1.1) para que tenga soluciones no negati-

vas, para ello debemos distinguir dos casos: 



a) Aquel en el que el sistema (1.1.1) tiene una soluci6n cuando 

se asignan ciertos valores específicos a su lado derecho y; 

b} Cuando el sistema (1.1.l) tiene una solución para cualesquie-

ra valores asignados a su derecha. 

Estos casos pueden ser enunciados como condiciones que debe -

satisfacer (1.1.1) para que tenga soluciones no negativas. 

CONDICION (I) El sistema (1.1.1) es debilmente soluble si pa-

ra algún e> O, tiene una solución no negativa X~ O. 

CONDICION (IIJ El sistema (1.1.1) es fuertemente soluble si -

para cualquier C~O, tiene una solución no negativa X~O. 

Estas dos condiciones son equivalentes y para mostrarlo enun-~ 

ciamos una tercera condici6n que (1.1.1) debe cumplir para que -

tenga soluciones no negativas 

mostrar la equivalencia: 

LA CONDICION DE HAWKINS-SIMON (H-5) 

Todos los menores principales desarrollados_ es-

quina superior izquierda del determinante de 

(1.1.1) son positivos, es decir: 

r, b1~ 1 bu b" bin 
b11) O, ,. O, blt b>i b2n 

b.v b:~ 
)'o. .......... 

bn1 bn• ... bnn 

En el s~guiente teorema demostraremos la equivalencia de es­

tas tres condiciones. 



TEOREMA ( 1 l Las tres condiciones (I), .<II.l y (H-S) son equiva-

lentes. 

Demostración: 

La demostraci6n la ·haremos' en ~·l sigui~~t~·~ Ora~n; ".·( I) ',_implica 

(H-S)' (H-S) implica (II)' y (II) implÍ.c~ (±;r ",> 
( I l implica (H-Sl. 

Esta demostraci6n se basa en el princiP,io ·ae.ia -i~aUCción ma­

temática aplicado al número de ecuaciones. 

Para n=l el sistema ( 1 .1.1) se reduce a bu ?C1 .:::=-C1, por hipóte­

sis, para algun e,> O existe una soluci6n x 1·- no -negativa para la 

cual 'b11 X1=C1) O, entonces x, >o, por lo tanto podemos dividir -

entre X1, es decir b11 =C1 /Xi } O, que es exactamente la condición 

(H-S) para n=l. 

Supongamos que la condici6n (H-S) se cumple para n-1 ecuacio-

nes, probaremos que se cumple para n ecuaciones suponiendo que se 

cumple la condición {!).Reordenando los términos de la primera 

ecuaci6n de ( 1.1.1) obtenemos b11 X1=C1 -b1;1.X:i.-b13 X3- •••• • -b1nXo~ 

C 1 >O, esto es porque en el lado derecho tenemos que b 1i XL~ O pa­

ra i=l,2, ••• n, en virtud de que bi/'1;0 si i;Oj y la no negatividad 

de la solución, par lo tanto que bl' X1 ';> O y X 1 >- O aseguramos que 

Ahora aplicando el m~todo de eliminaCi6n Gaussiana, eliminamos 

a X1 de las ecuaciones 2 ande (1.1.1) sumando a la i-ésima ecua-

ción la primera multiplicada por i-b é.I /b' 1 , para i=2, 3, ....... , n 

con b 11 ¡t:O, y obtenemos: 



(1.1.3) 

donde b'.-J =b<J -b•1 boj /bt1 

y C;=Ci"-b(o Co/b11 

Las ecuaciones segunda a ia n-é'si.ma constituyen un sistema de 

n-1 ecuaciones en X;¡, x3 , ..... -,:xt\. -Exafninemos los signos de sus 

coeficientes, b~ 1 ~O, btj ~O por (1.1.2) para i,j=2,3, .•.••.• ,n 

b11 :>O tal como se prob6, por lo tanto -b¡o boj /b11 ~O, lo que im­

plica que b",j·~o para i#j (i,j=2, •••• ,n). Análogamente Ci"=C(-bJ1 

C1 /bu~ C(> O (2 i n). Así, los coeficientes del nuevo sistema 

reducido satisfacen que b
1

.,.j ~O para i-:lj (2 '!:i,j~n) mientras que 

sus términos constantes son todos positivos. Ademis sabemos que 

x 2~o, XJ~O, ••••.• , Xn">:O es la solución del sistema reducido. 

De este modo el nuevo sistema satisface la condici6n (I) y, me­

diante la hipótesis inductiva cumple la condici6n (H-S), entonces: 

b'an 

>O (k=2, ••••••• ,nl--

l:Í~t bÁ3 ••••••• b ....... 



Los pasos seguidos en el procesO 'de. elirriínación para· obtener 

el nuevo .. 'e 1. 1·;1J; consistieron sim-

plemente cier-

tos que 

los mismo valor, 

de 

sis otit<•n<,m<)S que X1=C1 /b11 '.;-O para cualquier 

e,~ o. demostrado que la condici6n (H-

S) sistema de n-1 ecuaciones. 

Si la condición (H-S) se cumple para el sistema (1.1.1), tene-

mos en partidular que h, 1 > O, y de la misma manera como procedi­

mos en la primera parte de esta dernostraci6n, podemos transfor-

mar ( 1 • 1 • 1 ) en: 

bu x, + b1i xl + 

b,:i.tX;t + 

+ b1nXn=C1 

+ b~~ X,,=C~ 

que es el nuevo sistema ~educido con los siguientes coeficientes 

5 



,,. - l ·, .:·-·. ' 

con e;?: O pil~a .. iod~.::·i~·.1_·;2·,.~ ... ~n, ~ntonces, como Ci~ O (2~i111> 

ex.is.~e-~ -~~-:-~~~_,)\-~~-;·-:~f~-~~.-~~~~;.;i~·~. ecuaciones 2 a la n de ( 1. 1. 1). 

SusÍ:.itUY-~Od(;_· eS't'~- .. ~·6üiCión ·-en la ecuación 1, tenemos que x, =1/bu C 

C1 -b¡:i. xi~br~~J ~-.'.. ?·, .:..Í,10 x0 j, de aquí concluimos que X1 ~ O porque 

·-b,,·~ a· par~- iij,-. b,-, > o y x, ~o (2 ~ i ~ n). esto demuestra que -

( 1.1.3) ~iene ·u-na solución no negativa para cualquier CL~ O. E­

videntemente esta solución lo es también de (1.1.1) invirtien-

do el proceso de eliminación. Por lo tanto, hemos demostrado que 

(H-5) implica (II). 

La demostraci6n de (II) implica (I) es inmediata a partir de 

sus propias definiciones, con--lo cual el teorema { 1) queda com-

pletamente demostrado. 

Examinemos el siguiente sistema de ecuaciones que es mas gene-

ral que ( 1. 1 • 1 ) • 

(1.1.4) 

<r-a_,, .>x-, -a12 X:i-· •••••• -a,0 Xn=C1 

-a:1-1 x.1+.• <r~a~1 lX1.- ••••• -a.nXn=C:i. 

-a01 'x1 .'. a01 X¡- •••••• +!p-annlXn=Cn 

donde los coeficienteS estan sujetos a la condición de signo -

a ;j >; O { 1 ~ i, j~ n) y p es un número real. 

Hagamos bii =r-at~ (1~ i; n) y b\í= -a\j Ciij, 1~ i,j~ n), 

evidentemente b\f~ O para i*j, como consecuencia tenemos el si­

guiente teorema: 

6 



enton~es , __ aplican~o la h~póte:s_ü~_ indup_~iva_;·:O":.~t-~~J'.1.1.!e_~-~--·s:i_s_tema tie­

ne una solución no negativa X;z ,x'3,. •' •• ~.,X" para cualesquiera -

términos constantes e~ (i=2,3, ••••• ,n)~ 

Sean C,, C1 , •••••..••• , C~ tárminos constantes de (1.J.J) 

7 



TEOREMA 12) Las condiciones. (I), (II) .Y (H'-5) :son.equ~valentes 

en 

Para enunciar -este-teorema definamos 

la i-ésima fila suma 

n 
r;~ ft.ª•j=a(i +afa+ .•. ~_~·-·-,·:+a;"-- (Í=l,2, .•.•. ,nl 

y la j-ésima columna-suma: ca~~~, 

n 
s.;= ~a<j =a1j +a,j+ 

1.:I ' 

COROLARIO ( 1 ) 
:::· - _-·:, 

( í l Sí p7 r: ( í= 1 , 2, •••• ;· •. -•• , n f, . entonces se cumplen ( I) , ( II) 

y (H-5) para (1.1.4). 

(íi) Sí p> sJ· (j=l ,2, •.•••• ,n), entonces se cumplen (I), (II) 

y ( H-S l para ( 1. 1. 4 l. 

Dichas condiciones se denominan criterios de fila suma y_ ca~_ 

lumna suma de Brawer-Solow. 

Demostración: 

Estos resultados se obtienen directamente del teorema (2). 

8 



(i) 5ean_Ci=p..:r() O: (i~l,2·, ••••• ,n) y p>r< entonces para es­

t-os f~r~inos co~-st~·rit~1 ~ e~p.e~í.ficos tenemos una soluci6n X= 1, X= 
;:',_.,:<-". 

1, ..... ·.~,x=1·~ Es decir se cumple. la condición (!),por lo tanto, 
... ~ .: ;: " __ ,:: ·.-. ~)'·~ 

ei -tE!o~eiña -(-2) ·ae eSte -capítulo, aseguramos que las condiciones 

(IÜ ·, (~~5) también se cumplen. 

(ii) Trasponiendo los coeficientes de (1.1.4) con respecto a 

la diagonal principal, se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones 

cuyas incOgni tas son P, , P.:z, ....... . _, Pn .• 

(1.1.5) 

Cp-a 11 )P¡ -a¡_:z.,P,:1:c•·./·.'.:º·'.·"'.ª1nPn=-¡l1 

-a.i P, + <p ;,.~:t.2_}6~.'.~:1:. <a•• Pn;. Y~ 

·La forma ·ae· ( 1.1.5) y ( 1. 1. 4) es idéntica, la columna suma de 

ª'a en' c1·:1.-4.) es la fila suma de ªÜ en (1.1.5), por lo tanto -

del inciso ( i) se sigue que si P' sd ( j= 1, 2, ...... , n), entonces el 

sistema (1.1.5) cumple (I), (II) y (H-S). Por la condici6n (H-5) 

los menores principales de {l.1.4) que son sus traspuestos tie-

nen los mismos valores que aquellos. Esto demuestra que en este 

caso la condición (H-S) se cumple para (1.1.4). Entonces el teo­

rema (2) demuestra que también se cumplen (IJ y (II). 

Dado que los determinantes de los coeficientes de (1.1.4) y -

(1.1.5) son cada uno de ellos el traspuesto del otro, (1.1.4) y 

{l.l.S) se denominan cada uno de ellos dual respecto del otro. La 

demostraci6n del corolario (1) indica que si uno de ellos cumple 

una cualquiera de las tres condiciones (I), (II) o (H-5), enton-



ces ambas sistemas satisfacen las tres condiciones. 

En el siguiente teorema analizamos la relación que, 9u,ardan los 

coeficientes de ambos sistemas y una interesante·~nterconixión ~ 

entre sus soluciones. 

TEOREMA ( 3) Sea X 1 , XJ, ••. , Xn la soluci6n de ( 1. 1. 4) y P, , P2, •• , P• 

la solución de (1.1.5). Entonces siempre se cumple que 
n n 
~c¡P,:= :[1jxJ 
.:=• ,f' 

Esta relación recibe el 

Demostración: 

La solución de ( 1. 1'. 4) 

px:- ).:av·· xJ·=c< 
iJ'' , , » , 

mientras que la de ( 1. 1. 5), PI ,P2', _,.';,,., Pn ,:,satisface 

n 

f PJ'- 2au P¡ ;,y: < j=l, 2, ••••• ,n> 
i=• ~ .:! 

de aqui que 

t.C<P~= 
,·.:t 

por lo tanto 

10 



1. 2 Mat-rices productivas 

Sea el sistema de ecuaciones BX=C con B= ( bíj J b ¡;¡· ~ O para i,.j 

X,C; Rn. enunciamos el siguiente teorema. 

TEOREMA (4) Para que una matriz B con elementos fuera de la -

diagonal principal cero o negativos pueda tener una matriz inver-

sano negativa es necesario y suficiente que B satisfaga (H-S). 

Demostración: 
_, 

Supongamos que existe B ~ O, si multiplicamos ambos lados de 

BX=C por 8'~ O obtenernos X=B'c, pero esto es exactamente la con­

dicion (II), entonces, por el teorema (1) de este capítulo B sa-

tisface (H-SJ. 

Inversamente, si B satisface la condición (H-S), entonces el 

det B :> O, por lo tanto, existe a·•. Por la condición ( II J, para -

cualesquiera valores de e~ O, existe una solucion X~ O, que es -.. 
de la forma X=B C ~ O, en particular si tomamos a C=( O, .. , 1, O, .. O) 

entonces 81 
e'.? o, por lo tanto, B 

1 ~ o. 

COROLARIO (2) Sea A una matriz cuadr~da, de orden ~no negati­

va, I la matriz identidad de orden n y p un número real. Para que 

pI-A pueda tener una matriz inversa no negativa <pr-Af1
, es ne­

cesario y suficiente que pI-A sa ::.isfaga ( H-S J. 

Demostraci6n: 

Para la demostración de este corolario bastaría con mostrar -

que existe un número real p > O y A no negativa tal que B=pI-A 

con bij ~O para i¡'j y luego aplicar el teorema (4) a pI-A. 

Sea B=pI·-A, B=(b 'J J tal que b.j =-a,:J° para i'fj, esto porque -

O.~ -b¡J· =aij, entonces A~ O para ijj y b~ =p-a:~ para i=j, es de-

11 



cir b.:: =f.-a .. i:-, (b11 ,b:s, .•..• ,b), tomemos a p de la siguiente 

manera, p> max(O, max(bt-:' )), sabemos que o;f'-b.,\. =a:i.:, por lo -

tanto, el p que buscamos es el max {O, max( b ¡L·}), esto quiere de­

cir_ que A ~O, ya que existe un p =max(O,maxCb;;)) tal que B=pI-A, 

y aplicando el teorema anterior queda demostrado este corolario. 

HemoS visto que la matriz B la podemos descomponer en la forma 

B=pI-A- co~ p un número real positivo, I la matriz identidad de 

orden,n y_A_u~a matriz cuadrada de orden n no negativa. Esto si9-
'·. _,_-_.- -

ni.-fi-é·~-·-:=qu~-:~Óuestro--sistema original BX==C es equivalente al sis-

te~a 'e f.I_:A:l~=c. Consideremos el caso en que f = 1, es decir, el 

s:Í.s~~m~(r'.:A)X=C. Sobre este sistema podemos dar la siguiente-:-
-- .- ,· -----C-

definici6n-.acerca de la matriz A. 

_ DEFINICION ( l). Sea A! O, cuadrada de orden n ,- se dice que A 

es una matriz productiva si existe un vector X~ O tal que 

AX¿ X. 

En otras palabras A es productiva si la matriz I-A cumple la 

condición de solubilidad débil. Por la equivalencia de las tres 

condiciones del teorema (l} de este capítulo concluimos que A es 

productiva si la matriz I-A cumple (H-5}. 

12 



CAPITULO II 

EL TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS 

En este capítulo demostraremos la existencia de valores pro-

pios reales no negativos de la matriz A~ O. Primero definiremos 

a etpl=pI-A donde A es una matriz cuadrada no negativa, I es la 

matriz identidad y p un parámetro real. Luego construimos el -

conjunto M que consta de todas aquellos ndmeros reales f tales 

que B(f) satisface la condición (H-S). Posteriormente se prueba 

que el Ínfimo del conjunto M al cual llamaremos ,{.(A) es un valor 

prop~o de la matriz A, y lo denominaremos "la raíz de Frobenius 

de A11
• Enseguida se demuestra que existe un vector propio no ne-

gativo asociado a lCA). 

Finalmente se vincula .,la raíz de Frobenius de A11 con las se­
co 

ríes de C. Neurnan, que son series de la forma 1/p~A";f~ 

2.1 El problema del valor propio no negativo 

Sea A una matriz cuadrada de orden n no negativa, I la matriz 

identidad de orden n y p un número real positivo, definimos a -

BCpl=pI-A. Sea M la colección de todos aquellos números reales -

tales que BCpl satisface la condici6n de (H-5). 

LEMA (1) El conjunto Mes no vacío. 

Demostración: 

Tomes e un vector positivo cualquiera X> O, entonces para un f 
suficientemente grande, tenernos fX >AX debido a que los componen­

tes de X son todos positivos. De aquí que B ( p) X= X-AX> O. En otras 

pala~ras# la condición (1) se cumple para un valor suficientemen-

13 



te grande de p . Por lo tanto, Blpl satisface la condición (H-S), 

por lo que pHI. 

Cabe preguntarnos acerca de como son los elementos de M con -

respecto a p· Para esto enunciamos el siguiente lema. 

LEMA (2) Si fEM y fl'?p• entonces, r¡EM. 

Demostración: 

BIQl -BCpl=(fl.I-A)-(fI-A)=l/I-A -fr+A=(l(-p)I ~O, se sigue que -

B(q)-B(pl~ O, por lo tanto, B(l)_)~B!pl. Puesto que pEM, podemos 

hacer B (f )X> O mediante la elección de algün X? O de acuerdo con 

la condición ( 1). Entonces, para este X obtenemos Bl'1_)X ~ B(¡<>)X)O 

por lo que B(~) satisface la condición (!) y, por lo tanto la -

condición (H-S), de lo que podemos concluir que q<M. 

~Que ocurrirá si intentarnos hacer a f' tan peque·na como sea po­

sible, sujeto a la condición de (H-S)?. Ante todo es muy fácil -

ver que p no puede hacerse indefinidamente pequeño. Esto es,pes­

ta inferiormente acotado. De hecho, para pe-M, existe un X~ O tal 

que B(flX>O en virtud de la condición (I), entonces, px>AX~O 

y, por lo tanto p> O, lo que indica que M esta inferíormente aco­

tado (O es una de sus cotas inferiores). Teniendo en cuenta esto 

hagamos 

( 2. 1.1) ACA)= inf M (el ínfimo para todo p~M) 

LEMA (3) }.CAJfoM. 

Demostraci6n: 

Supongamos que ).=,(CA) t: M, entonces existe un X-?.O tal que -

BCilJX=Ax-AX >O, por lo tanto, si elegimos un p menor pero lo su­

ficientemente cercano a A se cumple B(f)X=fX-AX >O para el -
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mismo X, por lo que f~M, esto contra.die.; ia definición.de ;l.(A), 

por lo tanto, concluim~s ql.le ;tcA>:.(M; 
,_:· .. ,'..- '· -.,---· .. - : 

Los dos lelnas anteiiOreS 'neis, muestr_an .c.j'Ue'{;M,_' ~-s-_un-. intervalo -

abierto ().(A), +o:> l . PÚéstti; qg~:~ ~~,t(Á'íiM7: l~ ecuación 

( 2. 1. 1) ( ;¡r -"Al xJ~: ''~\ ':{ Tff' ;<: , , 
- ,. '.'..<·¡:_-,· <'-/ ~"· 

::·:::::. :::: ·::~:;~gl~f ~i~~f ;i~::·:::.:;~. ,:,~:.:·: 
< 2. 1 • 2 L <.1·1-A ix=<r'',·· ··''". ;/''f"'· · 

-tiene ~na· so~~~-~-i-~~f~~~.;::;J_f:~ .. ~:~~~·~.:¡\;-~~~/f:~ X~O es evidentemente una solu-

cióó-~ -P~r~".-{o ~q~~~~-~~~-~~i.~-~-~~-e.s~ -es una_ solución X~ O distinta de 

X=O. 

2 ;2 .. El p'.·ob.léma del valor propio en general. 

Una matri;: A induce una aplicación lineal X-f AX: R4 R' . Si 

según és_ta aplicación~ un \•ector X<: Rn distinto de cero se con­

vierte en un vector que es A veces este mismo vector, es decir, 

(2.2. 1) )X=AX, X=O. 

Entonces recibe el nombre de valor propio de A y X recibe 

el nombre de vector propio asociado con ).. (2.2.1) ,puede volver. 

a escribirse como 

( 2. 2. 2) Ll.I-A)X=O, X=O. 

Entonces, si ).. es un valor propio,, 

X=O, por lo que 

(2.2.3) ~(A)=det (~I-A)~O. 

Del mismo modo, si ,1. es una raíz 

solución X*O y puede 
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secuencia los valores propios de A y las raíces de (2.2.3) coin­

ciden. A (2.2.3) se le denomina la ecuación característica de A. 

Para A=(a ijl,. 

n. 

de los elemen­

es un polinomio de orden n con 

coeficientes reales. El llamado teorema fundamental del álgebra 

demuestra que (2.2.3) tiene n raíces complejas que, en general, 

no son números reales. 

A continuaci6n, examinaremos la existencia de una soluci6n no 

negativa X de l.A.I-AlX=O, a la vez que la analizaremos de acuerdo 

a la discusión general presentada anteriormente. El punto crucial 

del problema reside en el notable hecho de que, para una matriz -

no negativa A, ~{A) tal como lo hemos definido, no solo es una -

raíz de la ecuación característica, si no que también existe un -

vector no negativo asociado con ella. 

TEOREMA ( 1) Sea A~ O una matriz cuadrada no negativa. La ecua­

ción (~I-A}X=O tiene una solución no negativa X, distinta de cero 

para A=A(A). 
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Demostración: 

Eli james un e> O Y. mantengamoslo ·fijo. ·Entonces .•.. ,con.si.déremos 

la ecuación 

(2.2.S) cpr-A)X=C 

Para cualquier pGM, donde 

teriormente en este capítulo. 

Ahora puesto que para cada 

solución Única, 

tonces, se cumple el siguient~ 

LEMA ( 4) Sean O', re M con 

Demostración: 

Si restamos (Q"I-A)X((l')=C a 

ríI-A )X('/) -WI-A)X(il"l'=O, 

ahora bien, si sumamos un 

y trasponiendo 

O"X((I' 

factor izamos 

respectivamente y obtenemos 

Puesto que r;ff: M, entonces existe 

X('l")-X(l)={l-lí¡ (vI-Ai
1 

X(T)>:=o 

en virtud de que 7~ Q" y X(l)~ O. 

aquÍ 'Concluimos que XVJ ~X()'). 
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Consideremos ahora la siguiente sucesión {~f, una sucesión 

decreciente f/.¡'M tal que lim f,, =A =;!(A). 
-V·-t ál 

La existencia de tal sucesión es evidente a partir de la defi-

nici6n de ;¡(A) y de las propiedades del Ínfimo. Entonces el lema 

(1) de este capítulo asegura que 

(2.2.6) xcp,,,, > ~ xc p,,i (J)=l,2, ......... ). 

" Haciendo T(ll = ~X.j ( p-vl (la suma de los componentes de X), 
~·I 

vemos, a partir de (2.2.6) que J~vles una sucesión creciente. 

Consideremos en primer lugar, el caso en el que J~~J esta su­

periormente acotada, entonces la sucesión /x<¡Jv>i esta también 

acotada en el sentido de orden parcial de vectores. Teniendo en 

cuenta (2·.2.6) el teorema {2) del apéndice muestra que lim xcAil= 
11--.co 

X~ O. Entonces, haciendo iJ....tcv en 

(2.2. 7) (fl,¡ I-A)X ( fv )=C, 

obtenemos 

().I-A)X=C, X'l: O 

en el límite cuando iJ-. o:>, esto implica que Áé M. Esto es una con­

tradicci6n porque demostramos que Af M. De modo que esta contra­

d~cci6n resulta de suponer que jf(ilj esta superiormente acotada, 

por lo tanto, por el teorema ( 3) del apéndice, el lim q~ =+<X>. 

Multipliquemos ambos lados de ( 2. 2. 7) por 1 /'l,ll y hagamos Y=X 

CP21 )/l\'11 para obtener. 

e 2. 2. al e pyr-A l Y=cir¡_., e -V= 1 , 2, •••••. > • 

Observese el conjunto S= (x1x (componente de X)~O (j=l, •••• ,n) 

~Xi=l (.Evidentemente, Y11r: S (')/=1,2, ..... ), y puesto que S 
~ .. u ( 
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es compacto (Y. .y f contiene una subsucesi6n que es convergente -

dentro de Sn. 

La correspondiente subsucesi6n de Í~ú} con los índices que le 

corresponden es divergente y tiende a +Q'.). 

Por lo tanto. sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 

Jy>li es convergente, es decir, lim .¡>=X 6 S 
I ·v-rcd 
Después de estas consideraciones topológicas preeliminares, -

hagamos J}~ro en <fiJ I-A) Y"=c/')il • su lado derecho converge hacia -

cero, por lo tanto tenemos 

vl!-A)X=O, X€ Sn, 

esto es l=,1.(A) es un valor propio de A que tiene un vector pro-

pie asociado no negativo. 

OBSERVACION. Como ya se ha señalado, yt~)=det(;ll-A) es un po­

linomio en A de orden n. Si lo consideramos como una funci6n re­

al de variable real ~, podemos ver, en base a los resultados an­

teriores que, para una matriz no negativa A, )P<,1.>=0 cuando ;l=;l.(A) 

debido a la condición ( H-5). Esto pone· de manifiesto que ;l< A) es 

la mayor raíz real de la ecuaci6n ~Al=O. En la siguiente secci6n 

se expondrán algunos resultados importantes que incluyen la rela­

ción entre la raíz mayor y las demás raíces. 
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2. 3 La ra!z de Frobenius-. 

Sea A una matriz cuadrada no negativa y ~(~)=O la ecuación ca­

racterística de A. Su mayor raíz cuya existencia fue demostrada 

en la sección anterior, recibe el nombre de "raíz de Frobenius 11
• 

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades mas impor­

tantes que incluyen las vistas en la secci6n anterior. 

TEOREMA (2) (teorema de Perrón-Frobenius). Sea A una matriz -

cuadrada, de orden n, no negativa, entonces: 

(i) A tiene valores propios reales no negativos. Existe un -

vector propio no negativo X~ O de A asociado a ;l{A). 

( ii) Todo número real .J'-• que cumpla AX ?}'-X para alglln X->; O, -

satisface la desigualdad .JJ..~}JA). 

En particular, sea w un valor propio cualquiera en general, 

complejo de A. Entonces /w/~~(A) donde /w/ es el modulo de "' 

(iii) ¡(A) es una función creciente de A; es decir, si A 1~ A~ 

~O, entonces, 1\(A 1 )~ i\IA:i,). 

(iv) Sea p un número real e I la matriz identidad de orden n, 
-1 

entonces pl-A tiene una matriz inversa no negativa CpI-A) si y 

sólo si P>AIA). 

(v) Á(A)=,t!At). 

Demostración: 

En la sección anterior mostramos que para el conjunto M de nú­

meros reales, para los que existe (pI-A)1
.:_;. O se cumple: 

(a) A tiene un vector propio no negativo X~O asociado con ;:l(A), 

(b) M=(íl(A), o:>) donde ;;l<Al=inf M. 

Así queda demostrado {i) e (iv). Los incisos restantes se de-

muestran como sigue. 
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(ii) Sea AX?,jtX, X~O. Entonces, volvemos a escribir la prime­

ra desigualdad y.u_-AlX~ ~- Si /1.. >,1(A), existe (ftl-Ai 1~ o en vir­

tud de (ivl. Si multiplicamos ambos lados de la desigualdad por 

\µl-A) , obtenemos X~ {,UI-Ar'o=O, por lo que X~ O. Pero esto con­

tradice la supocisión de que X'?. O, por lo tanto, _,,u.~~A). 

Sea w un valor propio cualquiera de A, y z~O el vector propio 

asociado (cuyas componentes, por lo general, son números comple-

jos). Entonces tenemos Az==wz, lo que para cada componente se ex-

presa por: 

WZl== t.a~J°'Z\ (i:::.1,2, ••..• ,n). 
J" \,; 

Tomando los valores absolutos, obtenemos 

/w//z¡f = lwzd = { Za:j zj/ j Í a ~J / Zj I . 
,f:.1 Jzl 

Designemos por /zJ el vector no negativo cuya j-ésima componente 

es I ZJI. Entonces, este resultado equivale: 

Alzl~ /wl /z/, fzl ~O. 

En virtud de ·la primera parte de este inciso, obtenemos /w/~ Á(A). 

(iii) Definamos M corno el conjunto de números p para los cua­

les existe la matriz inversa no negativa lpI-Af1
• Este conjunto 

varía cuando A se altera. Por consiguiente, lo representamos como 

M(A). Consideremos M(A1) y M(A:) para A 1 ~ A,~ O. Si pG M(A 1 ), en­

tonces <p I-A 1 )X;> O para algún X> O. 

Por otra parte, por hipótesis pI-A, 1fI-A1 , de modo que <pI-A) 

X> O para el mismo. Por consiguiente, se cumple la condición (l) 

(sistema debilmente soluble) y entonces p• M(A,). Esto quiere -

decir que el conjunto M(A, )€ M(A,). Como el conjunto de números 
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reales M(A2..) .contiene':,a M'fA(f.".si? ·écumP1i~.á ~ecesariamente que 

;t<A•l=inf M<¡~ J~in~ M¡~'.1;'~<~.r. 
por lo,tanto: 

).(A1) ~ )dA1). 

(v) Las ecuaciones características de A y A' son det (~I-A}=O 

y det (itI-A'l=O respectivamente. Sus lados izquierdos son los -

traspuestos uno del otro, por lo que sus raíces son idénticas. En 

particular sus mayores raíces no negativas, o sea las raíces de 

Frobenius son iguales. 

Con los resultados del teorema de Perrón-Frobenius, examine-

mes la relaci6n que existe entre los valores propios de la matriz 

B=(b<\¡' l donde bi.j ~O para toda itj, y las condiciones (I), (lll 

y (H-5). Dicha relación viene dada en el siguiente teorema. 

TEOREMA ( 3) Sean b¿j é; O ( i'fj) los elementos de la matriz B. Las -

trs condiciones (!), (lll y (H-Sl (mutuamente equivalentes) son 

equivalentes a la condición: 

(lll) La parte real de todo valor propio de Bes positiva. 

Demostración: 

Designemos Re(~), la parte real de un número complejo ,,t... Pu-

esto que los elementos fuera de la diagonal de -B son no negati-

vos, entonces 

(2.3.1) A=fl-B 

es una matriz no negativa para un número positivo suficientemen-

te grande p. Sea l<Al la raíz de Frobenius de A, demostraremos 

que (H-S) si y s6lo si (lll). 

22 



Condici6n necesaria. Supongamos que B cumple (H-S). Entonces, 

para cualquier valor propio J3 (en general, un número complejo) -

de B, tenemos 

O=det <j!I-B)=det (-j!I+B)=det ( <f-p>r-t¡JI-B) )=det ( <p-¡.lI-A). 

Por consiguiente, tp-pl es un valor propio de A, de modo que se 

cumple /f-~/~)..(Al por el inciso Cii) del teorema de Perrón-Fro­

benius, por lo tanto 

f-Re Cpl=Re <t>-fll~/p-fl/j,?..(A). 

Por otro lado, pr-A=B a partir de (2.3.1), y como B satisface -

CH-S), entonces tpr-A) tambi6n la satisface. Ahora por el inciso 

(iv) del teorema de Perrón-Frobenius, _p)).CA). Por lo que: 

p -Re tp) ! ,\(A) , entonces, 

-Re tp) 4 O, y por lo tanto, 

Re tpl> O. 

Condición suficiente. Supongamos que la parte real de todo -

valor propio de B es positiva, es decir, Re {~)) O para i.4 valor 

propio de B. Tomemos un vector caracter.ístico X ~O de A asociado 

a AC A) , entonces, 

BX=(fI-A)X=fX-AX=pX-¡\(A)X=(p- ~A) )X. 

Por lo tanto, p-).{A} es un valc.r propio de B, q~~ es u_~, número,-

por consiguiente, 

(' -).(A)=Re l('-)..(A) ).) 0 

(por hipótesis), y, por lo tanto, p);l(A). Entonces.;por el inci­

so (iv) del teorema de Perrón-Frobenius B=CpI-A)satisface la -

condición (H-S). 
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Consideremos ahora una clase de matrices que será útil en el 

capít~lo IV, para caracterizar un modelo abierto factible de Le-

ontief. 

Sea A una matriz cuadrada de orden n con elementos no negati-

vos, I la matriz identidad de orden n, y sea f un número real 

positivo, entonces construyamos la siguiente matriz 

(2.3.2) B=PI-A P"º· A~O. 
DEFINICION (1). Cualquier matriz B de la forma ( 2. 3. 2) para la 

cual -{');. ;l.(A), es llamada una M-matriz. 

DEFINICION ( 2). Cualquier matriz B de la forma ( 2. 3. 2 l para la 

cual f'~ ;l,(A)' es llamada una M-matriz no singular. 

TEOREMA ( 4 l. Sea B= ( biJ l , b <j ~ O _para i;,j, ent_onces, cada una 

de las si9uientes condiciones es equivalente a la afirmación (a) 

B es una M-matriz no singular. 

(1) B cumple (H-S) 

(2) La parte real de cada eigenvalor de Bes positiva 

(3) B tiene una inversa- no· riega.tiva 

Demostración: 

La demostración la haremos en el si9uiente or~~n: 

La afirmaci6n (a) implica ( 1), ( 1) implica (2), .(2) implica (3) 

y la afirmacibn (3) implica (a)~ 

(a) implica ( 1). 

Por hipótesis sabemos que B es una M-matriz no singular, es -

decir, p>~(A), entonces, el inciso (iv) del teorema de Perr6n-.. 
Frobenius asegura que existe B ~ O, por lo tanto, por el teorema 

(4) del capítulo I, B satisface (H-S). 
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( 1 ) implica ( 2) • 

Esta ·implicación es ·inmediata a_ partir._.del teorema (3) de este 

capítulo. 

(2) implica (3), 

Supongamos que Re (;l) > O, donde .C. es número complejo eingen­

valor de B, entonces,_··por el teor.ema (3) de este capítulo, B cum­

ple (H-S), pero si B cumplé l_H~_S)_:<_,_entonces B tiene una inversa 

no negativa en virtud.deL'tecn::ema·'¡4¡_ del capítulo I. 

(3) implica (a)_. 

Sabemos que B=pI-A .p>o, A~ O. :Supongamos que existe e"', es -

decir, existe (pI-Ai',; en_tpnce_s, P>il(A) en virtud del inciso -

(iv) del teorema de Perrón-Frobenius. Por lo tanto, B es una M-

matriz no singular. 
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2.4. Series de C. Neumman. 

Consideremos la serie inf in1ta de vectores 

( 2. 4. 1) C+AC+A:tC+,, 
,_ . .,, .·. -·_· 

.+A C+\. ; •• 

y una serie de ínatiic~~( 
··:;~; 

e 2. 4. 2 > _ · .A =~¡~~f:<;'}: .=Wj¿~~t?~ ... 
Esto es una-· ex~~·~·~i~6~ ::~i ~~~;~:~z~~~Z\~Íf~;~{~~;{~;¡~~:~~'~ de una serie geo-
métrica ... , . - -''.{':> \:¡ . ~i/ •--··· 

c2. 4.::finit~;~r+i}~~;f·:::t~::{¡>'K· ~:' . 
. La suma-de una sed.e-infinYta.ic~mo-(2.4.1), (2.4.2) y (2.4.3), se 

define como e1 valor ae1 límite de su ~urna parcial hasta su Y-é­

simo término, por ejemplo tomese la suma parcial de (2.4.2) 

TI =I+A+lf +, •••• , +J('. 

Si existe el lim T en el sentido de una sucesi6n convergente de 
'1~CO 

matrices, se dice que la serie (2.4.2) es convergente y su suma 

se define como el límite de la sucesi6n. 

El problema de la convergencia de la serie de vectores (2.4.1) 

es equivalente al de la convergencia de la serie de matrices (2. 

4.2). Por lo tanto, examinaremos una serie mas general 

( 2. 4 .4) 
~.... :t 1' 

1/p f_
0
A p-Y =1.p (I+lp A+l/f'-< A+ ..... +lf-.1 A+ ••• ) 

que incluye a la serie (2.4.2) como un caso especial. Para poder 

poner en claro la relaci6n entre la condición de convergencia de 

esta serie y nuestros resultados anteriores. C Neumman (1832-1925) 

fué un matemático que estudio las series geométricas infinitas, 

obtenidas como aplicaciones lineales en un espacio lineal de in-

finitas dimensiones. Este tipo de series se denominan habitual-
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mente series de c. Neumman. La serie _(2.4.4) que_ vamos a estudiar 

es una de ellas. 

TEOREMA ( 4) Sea ,l.(A) la raíz de Frobenius de.· una .matriz no ne-

g'ativa A. Entonces, 

( i l la serie ( 2. 4. 4) es convergente si f') ;ÜA), y su. suma es 

cpr-Ai1: 

( ii) si la serie ( 2 .4. 4) converge para alg~n p> O, entonces -

f">.í\.(A) y su suma es CpI-Af1. 

Demostración: 

En (i), f)í\!A)~ O. Por lo tanto, p>o tanto en (i) como en 

!ii), de modo que cada término en (2.4.4) es significativo. La 

suma parcial de (2.4.4) hasta el ~-ésimo término viene dado por 

( 2 .4. 5) 

Puesto que A~ O, entonces, 

es decir, Ti~ T¡;.1 (11=0,1,2, ••.•.• ), en el sentido de un orden 

obtenemos 

de modo que 

( 2. 4 .6) t"Y=0,1,2, ..•• ), 

Después de estas consideraciones vamos a demostrar (i) y (ii). 
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(i) Puesto que _A~;O y p;>O, t!'nemos ::-(1/p"" )A,Jtl s O. Por lo 

tanto; de <p I:~l,T)l~I ... _11p-1:i Av+• _obtEinemos 

ÍfI-A)T;~I/ • (J/70 1 1,2,. ; •• ; ) • 

Por. hi.~~te~.i~/~f:~X.<Fi'.;fd~é~~f~r<i'. que :p~~~· t:i_~nki uria .inV-~r~a 
ne~-at~~a/·L~~t~:,·::5~9~~i-~~ca:·-~·qu.e·· ., ,~~,,·'..·.;¿~; - ::;·:~< - ·°' 

..• _._ (~I::~)~i (~-{-:;~,. ~ (('I-Af1 I' ~~ton~~~:; < 
_:,:,: .·"':, ,·_. ·':~ .. 

'T1'fr(fI-A) ()1=0,1,2,. ••.. ). 

no -

Teniendo en ·cuenta que T>' ~ T-¡;1 (V=O, 1, 2, .• -. •},--vemos ·q~e "/T·)J l 
- es.creciente y superiormente acotada, es.decir _, 

T0 ~T1 ~T:t~········'.'r'JY;T-¡r¡¡ ~······€(('!-Al 1 

por lo tanto, por el teorema ( ) del apéndice, 'fy es convergente. 

Haciendo lim Ty =T 
Y-+a:> 

obtenemos 

( 2. 4. 7) lim 1/r.>1'HA"=lim (Ty;,-T..,)=0 
-~-J03 1 "~"' 

Haciendo -V~co en ( 2. 4. 6) , obtenemos 

(fI-A)'l\¡=T')I (pI-A)=I. 

Por lo tanto, T=(pI-Aí 1
• 

( ii) Teniendo en cuenta que T-1 ~O, podemos observar que si ( 2. 

4. 4) es convergente, y su lÍmi te es T, tenemos T=lim Tll ~ O, es -
-y~ -

decir, T es una matriz no negativa. Puesto que T1 es convergente, 

el término general de (2.4.4) converge hacia cero como en (2.4.7). 

Por lo tanto, haciendo V-10:/ en ( 2. 4. 6 l obtenemos 

!pI-A)T=T(pI-A)=I. 

Asi p!-A tiene una matriz inversa no negafTVI! T, de modo que 

f}/\(A). 

Anteriormente se ha se~alado que las condiciones de soluci6n (I), 
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(II) y (H-5) del sistema de ecuaciones <pI-A)X=C son todas equi­

valentes a la condici6n p~A(A). Por lo tanto, el teorema ante­

rior ha puesto en claro la relación entre dichas condiciones y 

la de convergencia de (2.4.4). El siguiente corolario trata del 

caso especial en que p =1 en el teorema anterior. 

COROLARIO (1) La condici6n l);l.(A) es necesaria y suficiente 
gl;) z -V 

para la convergencia de la serie ¿_A =I+A+A + ....• +A+ ..... . 
-/:o 
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CAPITULO III 

MATRICES REDUCIBLES 

En este capítulo se estudian las matrices cuando éstas son re­

ducibles o cuando éstas son irreducibles, y se da una caracteri­

zaci6n de las matrices reducibles. Posteriormente, se enuncia el 

teorema de Perrón-Frobenius pidiendo que la matriz A sea irredu-

cible y se dan algunos resultados adicionales sobre sumas de fi­

las y columnas. Por Último, se demuestra la unicidad de la forma 

normal de una matriz reducible. 

3.1 Propiedades generales. 

DEFINICION (1). Sean el orden de una matriz no negativa A, y 

N el conjunto de Índices formado por los números desde el 1 has­

ta el n, es decir N;{l,2, .•••.• ,nJ. Se dice que A es reducible -

cuando se puede dividir Nen dos subconjuntos no vacíos I, y J 

tales que 

N=IVJ • InJ= ¡J • If'~ • Ji' fl y ªiJ =O para iEI, jeJ. 

Si no es posible tal partición de N, se dice que A es irreducible. 

Por una permutación de una matriz cuadrada A=(a'J> (i,j=l, •• ,n) 

entendemos una permutaci6n de los renglones de A combinada con la 

misma permutación de las columnas. Esto se hace premultiplicando 

a la matriz A por la matriz unidad de orden n, permutada por ren-

glones y, después postmultiplicando a la obtenida por la traspu-

esta de la matriz unidad permutada, es decir, sea P la matriz u­

nidad permutada y p• su traspuesta, por lo tanto, A permutada por 

filas y columnas simultaneamente es PAP-t.. Puesto que Pt=P-
1 enton­

ces resulta PAF'. 
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De esta manera, .nuestra definici6n puede ser reformulada como 

sigue: 

DEFINICION (1 1
). Una matriz cuadrada A=(atjl Ú,j=l,2, •••• ,n) 

es reducible si existe una permutación que la pone en la forma: 

es decir PAP
1 =A , donde A11 y A:i. son matrices cuadradas. De otro 

modo, A es llamada irreducible. 

Por un subespacio coordenado o-dimensional de Rn entendemos un 

subespacio de Rn con una base de vectores eiu , e R:L, ••••• , e;..~ ( 1 ~ 

k~1 :':kl<J'· ••. l.. kv .t. n), pertenecientes todos a la base estandar de Rn. 

La definición de una matriz reducible puede tambi~n ser dada en la 

siguiente forma: 

DEFINICION (1" ). Una matriz A=(a¡¡¡l (i,j=l,2, •••• ,nl es lla­

mada reducible, si y sólo si, el operador correspondiente A tiene 

un subespacio coordenado invariante )'-dimensional con 1 ~-;V¿ n .. 

LEMA (1). Si A~ a es una matriz irreducible de orden n, enton­

ces, (I-A),,...1) O, con I la matriz unidad de orden n. 

Demostración: 

Para la demostración de este lema, es suficiente con mostrar, 

que para cada vector Y~ O la siguiente desigualdad se cumple 

( 1-A)n-ly} O. 

Esta desigualdad será probada si logramos mostrar, que bajo la 

suposici6n de que Y~ O, el vector Z=(I-A)Y siempre tiene menos -

coordenadas cero que Y. 

Supongamos lo contrario, entonces, los vectores Y y Z tienen 
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el mismo número de coordenadas cero, esto es, Z=Y+AY y AYl, O, 

entonces, para coordenadas positivas de Y le corresponden coorde­

nadas positivas de z. Sin pérdida de generalidad podemos suponer 

que las columnas de Y y Z tienen la siguiente forma: 

Y=(:)' (U)O, V>Ol 

donde dimensión. Tomando a 

tenemos 

( :) . (:: :~~)- (:) 
de aqui que A21U=O, y como U) O, entonces, At1=0, esto contradice 

la irreducibilidad de A. Por lo tanto, Z tiene menos coordenadas 

cero que el vector Y. De esta manera queda probado el lema. 

A continuaci6n enunciamos el siguiente lema que caracteríza a 

las matrices reducibles. 

LEMA ( 2}. A·~ 'O es reducible si y sólo si existe un numero real 

µ. positivo y un vector X~ O, X~ O tales que AX~Jff.· 

Demostración: 

Si A es reducible, entonces, existe una matriz de permutaci6n 

que transforma A en la forma 

PAP1 = 
Ao¡.) 
A~1 
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Designemos a ,l.(A 11 l=JL la -_raíz de, Frobenius de A1i .-.-~ntonces', _exis­

te un vector propio ".{~ o_ as()i:iado a ella ta_l que A11 Y,;,Y, Ah_ora -

hagamos 

donde 1 es el orden de A;ti', entonces, Z ~ 0,- Z°'j O y 

En otras palabras, P" 1 APZ=j<Z. Premul tiplicando ambos lados por la 

matriz de permutac-i6n, PP. 1APZ=~p.z, entonces obtenemos 

Haciendo PZ=X, encontramos que X .a, O, X 1 O porque X es una reor-

denaci6n de Z y AX~fLX, que es un caso especial de AX~f<X, en el 

que tenemos el signo de igualdad. 

Para el regreso, supongamos que existen X Y.J4 como los descri­

tos anteriormente, pode~os escribir AX"§_µ.x para cada componente 

(3.1.2) JLXi~ 2.a<¿XJ~O (i=l,2, .... ,n). 
T J:I 

Sea J= { j/Xj) O¡ • Entonces en base a la hipótesis x¿; O, X '1- O, -

tenemos ~e Je N= { l, 2, .... .. , n ~ . Designemos mediante I al con-

junto complementario de J en N. De esta manera I y J satisfacen 

(3.1.1). Si iEI, entonces x•=O y de (3.1.2) obtenemos 

_µ.x•=,JL(Ol=O?: Zac;Xd·'?O para i~I 
d~· ... 

en la que todos y cada uno de los términos entre los dos san no 
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negativos, es 

tanto tenemos 

En la igualdad anteriór 

Si A es irreducible, de 

Perr6n-Frobenius. 

TEOREMA (1). Si 

1, entonces: 

( i) La raíz 

propio positivo 

(ii) Si X es 

X esta derterminado en 

propio asociado a ~(A) es el resultado de ·multiplicar un escalar 

9 positivo por X. 

(iii) El problema de la no negatividad de los valores propios 

AY=_p.Y, Jl?.. O, Y> O tiene una solución única.µ=).( A) ; 

(iv) Sea Aa~ A~ O y al menos At ó A1 irreducibles, entonces, 

(v) )_(A) es una raíz simple de la ecuaci6n característica de A. 

Demostración: 

(il Sean ).<A )= , X>-,O un vector propio asociado a ella. Enton­

ces, AX=AX. Si X..)-0 entonces A es reducible por el lema anterior 

esto contradice el supuesto de que A es irreducible, por lo tanto, 

x> O. Puesto que A es irreducible entonces contiene algún elemento 

positivo en cada renglón, ).X=AX> O porque X>O, entonces, ,\)O. 
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Designemos mediante Y~O a un vector propio real cualquiera a­

sociado a A. ComparemOS sus componenetes con los del vector pro-

pie positivo X y hagamos· 

(3.1.3) mi n Y~ /X¿ = e. 
''7'-"tn 

Entonces Z=Y-ex ~O. seá 1 ·~-·i ~ n, eCltonces .'Z¡; =Y~ .:..9x4.·. Tomemos a 
,-.... · ·, ".; ... ·. ., . ·-_ . 

Y: /x~>:@, esto es, Yo ~:ex'":> por icl._·q~fe_ ti.acemos- Zi·,=·Yc~:-9x~:~ o_. 
¡. :. : ' ;· .·_ - ' .- ·: • '' ', _:' ... ~ ... .', ' • '· '. : .-:< 

Por otra parte; -de (3 • .1,3) ten~mos que'.Y~/x.:,.9, por.lo que -

despejando a Y~,_ obtene!mo"s ·y¡ =EiX ·''esto imP_li:~a Yi.·~e:~:~·~~:z ~.éS:ra 
algún i, por io tanto 'f> o'. Adem~s 

AZ"'A(Y-ex).=AY-AGX=AY- 8))(=;1.( Y-!IX)=,1.z. 

Si mostramos q~e Z=O, h_abremos terminado 

Sabemos que Z O, Z1. O,. y· puesto que A es irreducible, en vir-

tud del lema anterior debemos tener Z=O. Por lo tanto, Y=OX. 

(iii) La irreducibilidad de A es equivalente, por definición 

a la de A~ . Puesto que ,1(Al=)(At)=, existe un vector propio po­

sitivo X> O de A-e asociado a ,..1 tal que At X=,\x. Haciendo 

AY=p.Y , Y~ O 

y formando el producto escalar, obtenemos 

luego 

µ.ex, Y)= (X,p.Y)=(AX' y )=(A' X, y )=,l( X, y). 

(..l-,u.Í (X, Y)=O. 

_En virtud de X)>_O e Y2 O, obtenemos (X,Y) >O. Por lo tanto,_).=,u.. __ 

(iv) Si A es reducible, A también lo será puesto que A1 ~ A,.~O, 

esto contradice la hipótesis. De aquí que A, sea irreducible. C= 

Í(A 1 +A~) también es irreducible como puede facilmente comprobar­

se a partir de la definición de matriz reducible. 
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Tomemos un vector propio positivo Z >O asociado a ).(C) (esto 

por el inciso il. Puesto que A¡ <oc, tenemos ,l(C)Z=CZ •. Tomemos un 

vector propio positivo'{') O asociado a ,j(A,·) y formemos el pro-

dueto escalar 

luego, 

J.(C)('i,Z)=('i,~(C)Z)=('i,CZ) l.('i A¡Z) 

=(A', 'i ,z )=(,l(A~ )'i, Z l=;l(A~) ('i ,z) 

(jl(A~ l-A(Cl l ('i,Z) /o. 

(Y,Z) ')O debido a 'i >O y. z >o, de modo que ,?.(C) Lí\(A;l=;l(A 1 l. 

Por otra parte, (,.(A~) ~ (C) debido a que A¡~ C en virtud del 

inciso (ii_) del teorema de Perrón-Frobenius. Combinando estos re­

sultados obtenemos 11 (A1 ) /'A( A·¿). 

( v) Designemos mediante C= (a ~.Í ) ( i, jeJ) donde J es un subcon­

junto apropiado de {1,2, ..... ,nf, es decir, cualquier submatriz 

principal de A. Ahora, formando una matriz cuadrada de orden n, 

B= ( b ¿J· ) rr O de acuerdo con 

(i,jtJ) 

b 

(en cualquier otro caso) 

tenemos, evidentemente que A~ B. Esta claro que B es reducible, 

mientras que A es irreducible por hip6tesis, de modo que A*ª· De 

aquí que A~ B, por lo tanto, ,l!Al) 1\(B) en virtud de (ivl. Por 

otra parte, es evidente que AtB)>~t{C). Así, a partir de estas 

desigualdades obtenemos ,l_(A)) ,<(C). 

Sea ahora k el orden de C y sea I la matriz identidad de or­

den k. Entonces, puesto que ).(Al> 1 l(C), tenemos det (1 lI1<,-C)?O, 

,\=,l(A) debido a la condición (H-5) relativa a ¡'1~-C. Por lo tan­

to, los menores principales de orden menor que n del det{AI-A) -

son positivos. Ahora, a partir de 
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f---ª" ··-a,i -a,n 

-a;r.1 p. -a,_1. -a"l.n 

lf Cpl =det Cf I-A J= 

-ao1 -an·• . . . . . p-a nn 

vemos que la derivada de vcpl viene dada por: 

y'Cpl= la suma de todos los menores principales de orden (n-1) 

de modo que lfCill>O. Entonces,t"=;l.es una raíz simple de ycpl=O. 

Hemos demostrado la equivalencia de las cuatro condiciones re­

lativas a una matriz no negativa A~ O, es decir, la condición pa­

ra que un sistema sea debilmente soluble (!), la condición para 

que un sistema sea fuertemente soluble (II), la condición (H-S), 

y la condicion de que p>AIA) con respecto al sistema de ecuacio­

ciones CfI-AlX=C. Ahora podemos a~adir la siguiente condición: 

(0) CpI-A)X=C tiene una soluci6n X~O para algún e~ O. 

Entonces, tenemos el siguiente teorema 

TEOREMA ( 2). Si A~ O es irreducible, entonces: 

(i) La condición (0) es equivalente a las condiciones (!), (II), 

(H-Sl y ~>¡\!AJ; 

(ii) Siempre que fI-A tenga una matriz inversa no negativa, di­
·I 

cha inversa sera siempre una matriz positiva, es decir, CfI-A) >O. 

Demostración: 

Supongamos que (O) se cumple. Si lfI-A)X=C tiene una soluci6n 

X~ O para algún e~ O, entonces X~ O. Sea Y> O un vector positivo 

de A asociado a ~(At ). Entonces, AtY=AY. El producto escalar de 

X e Y satisface 

fl!Y,Xl> (Y,AX)=(AtY,X)=.:l(Y,X) ,· porque fX=AX+C~ AX. 



Puesto que (Y, X)> O, obtenemos f)A =Á(A'). Tenemos p>A(A) debido 

a ;\(A' )=Á(A). De aquí, (O) implica f> ).(A). Por otro lado es evi­

dente que (I) implica (O). 

(ii) Si existe r.pr-Af
1s O la solución de cpr-A)X=C para cual­

quier C ~O es loqicamente no negativa. Entonces, basta con mostrar 

que X> O: En efe.eta, puesto que 

f X=AX +C?:. AX, X~ O, 

debemos tener X> O -ae acuerdo con el lema de este_ .. cap_~~~~q_.--p~~r~ 

ver que 'f I-A)' ~ _o-~- hagamos C igual al j-ésimo v~~-tC?~·:_~~ft~_r:io 

e6 (ci)Ol y. observvemos que Cf'I-A)ri) O. lfI-A)ei es,· ex.ac.tamen­

te, la j-ésim~ columna de Y3 I-A)·'. Repitiendo este procedimiento 

vemos que -ccida Columria es un vector positivo. De aquí se sigue que _, 
CfI-A) ) O. 

en el siguiente teorema mostramos una relación entre las sumas 

de fiias, las sumas de columnas y la raíz de Frobenius. 

TEOREMA (]) • 

(i) min Sj~J(A)~ max Sji 
'~¡~n 'iJ ~!\ 

(ii} min r,· ~HA)~ max rL: 
/~iif\ - /~ltn 

(iii) Sea A irreducible. Entonces, las tres condiciones sigui-

e~tes_ -~º~ equivalentes: {a) ,l (A)= ,rf!.~~ s¿ ~ 
.::11¡ .. n 

{e) las n sumas de columnas 5d son iguales. 

(iV) Sea A irreducible. Entonces, las tres condicionés· si9ui-

entes son equivalentes: (a) 

(e) las n sumas de filas r 

.:l!A)= max" r:; 
11~; \"\ . 

son iguales • 

donde 
.(!. 

r~ = f.;~éj =a¡, +a~.a. + •••• +a¡f\ ( i= 1., 2, ·--·'.;., ~.> Y.~ 

sj = I:a~ =a1¡ +al.J + •.•. +anj Cj=l ,2, ;· ••• ,Íl); 
c.1:' 
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Demostración: 

C i) Sea X~ O un vector propio no negativo asociado a )JA). Pu-

esto que ),_(Aig.Ax es homogéneo, podemos suponer que 
n 

.:¡xó=l esto es normalizando a X. 
J~• 

Escribiendo J..(A}X=A~ para cada componente, tenemos 

,;tCAlx¡= f.a¡ixd Ci=l,2, ••.. ,n) 
J•I 

sumando todos los i, obtenemos 
,.!l. Jl- 11 .n... n •·. 

ACA )=).CA) z.x~= ~a •J Xj = ~C .;2..a ij )Xj = ~Sj ÍC¡j. 
C•1 <.,¡:1 J=i C.:I •.. ·· ¡¡:1 .· 

Considerando Xj?i O, J~x¿=l, y sea s"=max{sjl j=l , __ .2; 

s,, ;;:min/ SJ / j= 1, 2, ••••. , n, obtenemos 

y 

f\ _, - - ' ·-, --_ - . - -

).CA)= ~sJ·xj =S1 x, +s1 x._+ •••. +SnXn tos•x, +s*x:i.+,;. ;·;+s~Xn, y· 
J'' . . . . . 

). CA l= J#,sJ Xj =S 1 x, +s~ X:i. + •••• +SnXn ~ s,;x, +s~ .. +:. 

entonces 

).CA) ~!Í'x1 + •••• +s"Xn=S"" f.Xj=S;l'=max{s,j~ 
).CA) ];: S¡tXr + •••• +SlfXn=S~ ~X( =S,.=min / Sj 1 

J•I u . 
por lo tanto, 

m~n S¡j .é i\CA) ~ max s~·. 
l!;J~n 17j;, n 

C ii} Para la demostración de ( ii} procédamos ·aé·-· 1a misma mane-

ra que en Cil1 tomando en cuenta que i\JA)=).CA1 ). esto es, 

;lCA)X=A'X 

lo cual para cada ·componente tenemos 

.).CAlX<= Ía<¡ºXJ Ci=l,2, ...• ,n). 
<J:I 

Sumando todas las i, obtenemos 
n ,.11. .JI. " " ).CAl=ACAl~x·=~a·¡x·= ,?.C ~a·¡JX'= °".Zr{Xt 
"j:I j i1J:/J ~ J'I i=1 U J .;,1 

y procediendo como en el inciso anterior, concluimos que: 

min r{? .í\CA) j max r<. 
Jiitin 1; l~l'\ 
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{iii) Demostraremos 

en el siguiente orden'.:. 

(a) implica 

ca (b). 

(a) implica (b) 

de ;\(Al= :i°s;x0• d:11 " 

Si 

±(;t(A)-S 
J°:I 

A(A)=max Sj, entonces 
lt:J~n _ 

13.1.4) f<ma~ s.;.:.s 
J~I l~J~n V 

(c) · impli-

Puesto que A es ir.reducible; :,tene¡nos: que,,Xj >O .< j,,.1 ,,2 ': .. ., n) 

Y l"t.J·~nSef~s¿ (j=1,2, .• ;:,n)i P~r caris~~~i~ntede (3;J.4)s~ si-

gue que 

Sj=max s; (j=1,2,. .•• ,n). 
'f;j!::n u 

(b) implica (c). 

Suponemos que ).(A) =min sj· , entonces, de 
·~jl,-11 

':;Z<;t(Al-Sj )Xj=O obtenemos 
J;I 

(3.1.5) '±!min s,·-s:)x·=O 
¡jz1 l~j~n • 11 J 

y puesto que A es irreducible, tenemos que XJ)O (j=1,2; ••.• ,n) 

y el min S¡'"S.; (j=l,2, ..••. ,n).'i>or--lo tantó;-de (3,·1,5) se si­
/~j?n V - ' 

gue que 

s·=min s• (j=1 
~ '§j<;fl G 

(e) implica (a). 

Del inciso (i), A.IA)~max '"s¿, 
•fr-J~n .· .· 

tonce_.s, ~(A)=max S). . 
lfrJ~ V 
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que 

(c) implica (bJ 

(j=T,2, .... ,n), entonces del inciso (i) sabemos 

entonces, ,{CAJ=mi.n s_;. 
l~J'>." V 

(iV) Puesto que ...lCAJ=;l.CA' J, solo hace falta volver a escribir 

(iii) para A' y as{ se demuestra (iV). 
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3.2 La forma normal de una matriz reducible. 

Consideremos una matriz reducible arbitraria A de orden n. Por 

medio de una permutaci6n simultánea a renglones y a columnas po-

demos ponerla en la forma 

PAP'=G :) 

donde B Y O son matrices Cuadradas. Si una de las matrices B o O 

es reducible~ e-ntorlces pitede ser representada en una forma simi­

lar a la an~erior, de esta manera A toma la siguiente forma 

,.,·-(: L :J 
H 

o 

donde K, L y M son matrices cuadradas. Si una de las matrices an-

teriores es reducible, entonces el proceso continua. Como A es de 

dimensión finita, el proceso en algún momento se detiene y se ob-

tiene una matriz triangular de la siguiente forma 

r 
Aio A,s 

A-:i:. A~,, 

( 3. 2. 1) PAP1 = o o AJ.s 
............ 

o o A°" 

donde los bloques en la diagonal son matrices cuadradas e irredu-

cibles o bien matrices de orden 1 cuyo único elemento es el cero. 

Un bloque diagonal AC,l ( 1 f Íé' s) es llamado "aislado" si A;, =O 

(k=l,2, .•.•.. ,i-1, i+l, .••••. ,s). 
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Por medio de una permutación en (3.2.1) podemos poner todos -

los bloques aislados en el primer lugar a lo largo de la diagonal 

principal, de esta manera A toma la siguiente forma 

A11 o 
o Aa. ,'..... O 

( 3. 2. 2) 

matrices de orden -, Cuyo úÍ'lico.- elemento· eS--ei. cé:~o, -Y~'e·n~·:·cada co­

lumna. 

A1r ,A,p , ••.••• ,Af-lf' (f=g+l, .... ,s) 

al menos una matriz diferente de las que estan en la dia9onal prin­

cipal es distinta de cero. A esta forma se le llama forma normal 

de la matriz reucible. 

Vamos a demostrar que la forma normal de una matriz reducible 

A, esta determinada en forma única, para una permutación dentro 

de los bloques y permutaciones dentro de los bloques diagonales 

{la misma para renglones y columnas). Para este prop6sito consi­

deremos el operador A correspondiente a A en un espacio vectorial 

o-dimensional Rn. Para la representaci6n de A en la forma normal 

(3.2.2) le corresponde una descompocisión de R1 en subespacios -

coordenados. 
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Antes de enunciar el teorema de la u·nicidad de la forma normal 

de una matriz reducible, probaremos el siguiente lema. 

LEMA (3). Sea R"=R1+R2+ ••••••• +Rs, el espacio n-dimensional -

correspondiente al operador A, que esta en la forma normal (3.2.1), 

y formemos la siguiente secuencia de subespacios M1 =R:i, Ml.=R~. 1 +R!J, 

M:>=R 1 + •.•.••.• +R:.• Entonces, M,,,M:z, ••••••• , Ms son subespacios 

invariantes de A, y entre.dos consecutivos de ellos, no hay sub-

espacios invariantes de A. 

Demostraci6n: 

Primero demostraremos que los subespacios Mi {i=l, ••• ,s) son 

subcspacios invariantes de A, y segundo, que no puede haber.sub­

espacios intermedios entre cualesquiera dos consecutivos._ 

Sea la matriz A en su forma normal, es decir, 

(1) 

/ 
Sea X t: M , entonces X b R:ii..:H~ ••••.•• +R~ y es de la siguiente forma 

X=-(0, ••.• ,o,x&-Ú• ;·: .•.•. -;x~ con x~~~,,, RE:r_,:-,. 1 , ••••• ,X~E R~, de vec­

tores correspondientes a esos subespacios coordenados de A. 

{l) En toda esta sección, por razones de comodidad para las de­

mostraciones, se utiliza una definición alternativa de la forma 

normal de una matriz reducible, que aparece en esta página. 
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,. 
¡' 

AX= e· o 

\ 
donde Y~O, entonces 

Ml es invariante. 

Para la segunda 

existe V tal que M¿ G Ve M¡iJ ._ 

Sea V=M; G> S donde S es un 

complemento ortogonal de M{ 

Entonces V=M~ rJ> Se M< SI L. 

Sea XéV, entonces X es de 

entonces, podemos Construir X de ia siguiente manera: 

y x = (:) 

donde~ es la dimensión del subespacio s. Reordenando los renglo-

ooo ód º"'"º"°'º '•', o'<•••=" ~ • (:,.d) 
Sí analizamos A~ ... i. i==Y , donde Y es un vector que pertenece a R:.;.i, 

por lo tanto si pensarnos a la matriz A:,.,' de la siguiente forma: 

45 



de donde A" U + O=O, UJ'O, por lo tanto A21 =O, lo cual es una con­

tradicció~, porqUe A~l11 es irreducible. Lo que significa que no 

existe tal sub.espa;,io· entre M¿y M•t• para toda i. 

TEOREMA (4). Sea (3.2.2) la forma normal de una matriz A a la 

cual le corresponde una descomposici6n en subespacios coordena­

dos R~=R,+ •.••••. +Rs 1 y supongamos, que existe otra forma normal 

de A a la que le corresponde la siguiente descomposici6n de sub­

espacios coordenados R"=R1 + ••••• +~t• Entonces, t=s y existe una 

permutacion 1i:f1,2, ... ,sf_,(l, •.. ,sf tal que para todo i=1, •• ,s 

R<=Rfl"l. 
Oemostraci6n: 

Supongamos que el subespacio invariante ~~ tiene vectores coor­

denados en común con R~, pero no con Rtttl , ••. ,R5 • 

Primero demostraremos que ~tCR~. Supongamos lo contrario, en­

tonces, la intersección Rt.n Rt\+R"'..i + •••• +R~ c.. R es un subespacio 

invariante mas pequeño que Re, pero esto contradice, que A este 

en su forma normal. Por lo tanto Rt c. RJi... 

Ahora probaremos que R~~ ftt. Esto es inmediato, porque de lo 

contrario, el subespacio invariante ~t +Rítrr + ••••• +Re, estaría entre 

los subespacios R~+R~r• + ••••• +R5 y R¡UI + ••••. +Rs. Por lo tanto, 

~e y Rk coinciden, de lo que se sigue que R~ es invariante. En-

tonces, sin alterar la forma normal de la matriz A, podemos po­

ner R,i,.en el lugar de Rs. De esta manera, hacemos Rt.~. 

supongamos ahora, que: 
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R(.¡ íl RL=¡zS ( tt. s); 

y sabemos 

entonces, vamos a demostrar· que: 

(Rt·• +Re) e (RL+R.l" ·+ ••••• ;·:+Ro)·. 

Supongamos lo contrario, es decir, existe ~,.·~Rt:-• .tal que 

es¿(RL+ •••••• +R,.¡ ). Sea W=(R¡.,+Rtln(Rt+; •••• +R,)c: (Rt-•+Rt), 

propiamente contenido y eCJf Rt., entonces Rt. c. WC · (ftt-l +Rt). Esto 

quiere decir, que existe un subespacio intermedio entre los sub-

" " espacios R-t y Rt. 1 , pero esto es una contradicci6n, porque el -

lema anterior, nos permite asegurar que estos subespacios son in-

variantes, por lo tanto, 

CRt.J +Rt> e (R,t+Rt" + ••.••• +R!J), y entonces, 

A 

Ademas Rt-1 debe coincidir con R J.' ya que de otra manera Rt.·• +Ro' 

+ ••.••.•. +Rs, sería un subespacio invariante intermedio entre 

R.t+R,01 + •••••• +R'\ y RtH + •••••• +R3. Ahora, como Rt y Rs son sub­

espacios invariantes, entonces R t.·I es invariante si y sólo si 

R ~ .1 tambián lo es, y mediante una permutaci6n aplicada, a filas 

y columnas a la matriz original A, Ri puede ser puesto en el lu-

gar de R b·t , por lo tan to, 

" Rt., =R";i~t y Rt.=R~ • 
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Continuando con 

si6n que.s=t y que 

den salv~· el·: or_~en_: 

Haciei:id~·, U:so·· ae. la 

teorema·.·, 

TEOREMA ( 5 l Para la raí.z 

rresponde un vector 

mal (3.2.2) de A: 

(il Cada una de 

lor propia; (en 
._ .. , 

( ii} Ninguna de las matrices A~~' ,A~~~~·~-~~.~-~-·.- .. ,As tiene esta 

propiedad. 

Oemostraci6n: 

Sea A~ la matriz traspuesta de A, y Z >O un vector propio po-

sitivo perteneciente al valor propio ;\.CA'}. Por el teorema de -

Perrón-Frobenius ~(AJ=)(A'J=~. De acuerdo a la disección en blo­

ques de A, dividamos la columna z en zA (k=l ,2, ..... ¡s), entonces 

la ecuaci6n 

(3.2.4) ( Z >O} 

es remplazada por los dos sistemas de ecuacior:i~s:~Ígú.Í.:~nies 

( 3 .2 .5} 

( 3. 2 .6} 

A¿ZkAz<" (i=l ,2, •••. ,g} 

(j=g+l ' ••• ~~d~zh+A¿zi ='1zd 

· d_e ( 3. 2. 5 J se sigue que ) es un valor próp1~,:~~ :¿~~¡¡.:·t'r!acre fas 
- .-:·:·. 

matrices A1,A~, ..... ,A3. 

(ii) De (3.2.6) encontramos que 

(j=g+l, •••••• ,s} 

Denotamos por 'lf el valor propio de Ai (j=g+l, •••• ,s}. 

·sea r la raíz de Frobenius de A~, e Y;j ~O el. vector propio 
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de A' asociado, entonces 

A'Y=iljY, o lo que es lo mismo 

Y1 AJ°=AJY1 para (j=g+l, •.• ,s) 

multiplicando esta igualdad por zl (j,;;g+l, •••• ,s)', obtenemos 

( Yj Ai) 1/ = ,1jYj zd° 
sabemos que Aj zit;i.zi y que Yj zi :;>O, .entonces 

Aj~· zJ. ~}. Y.J~ z/ 

por lo tanto, }.j =-ft. 

(ii) Supongamos ahora (inversamente) que el valor propio de -

las matrices A¡ (i=l,2, ••• ,g) son iguales a}., y que iljLJ.. para 

(j=g+l, ..... ,s) se cumple para las matrices Ai, también j=g+l, .. ,s, 

entonces, reemplazando la ecuación (3.2.4) por los sistemas (3.2. 

5) y (3.2.6) podemos definir columnas propias positivas z' de las 

matrices AiZ'=AZ' (i=l, ..... ,g). Ahora encontraremos las colum­

nas zi (j=g+l, •••••. ,s). 

De (3.2.6) obtenemos 

<).zl·-A,jZ¿ l= ~A;h zh 
,,.,-~ 

y despejandoa z~ • tenemos 

• 1 J:.! ¡, 
zJ =<AI-Aj) 2.Aj ~ Z 

~·· 
( 3. 2. 7) 

como ~"-A ( j=-g+ 1, .. ... , s), entonces 

( 3. 2. 8) 
-1 

(}.~· -AJ ) '/ O 

donde /.j es la raíz de Frobenius de AJ (g ,_ j-. s l. 

Probaremos por inducción sobre j que las columnas Z (j=g+l, . 

••• ,s) definidas por (3.2.7) son positivas. 

Primero, para j=g+l, sustituimos en (3.2.7) y obtenemos 

~' -1 2:.!. h z3 =(A I3+1 -A3+1l 2A 0 .rhZ >O 
h'I v 
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esto por ( 3. 2. 8), y porque ~ A~h Z ~) O y distinta .de cero', ade-. 
1¡:, 

más z' ,z;i, •.•.•. ,zJ•' son positivas. 

Supongamos que se cumple para j=s-1 , j > g+ 1 , es deC:ir, 

~ 
z S•I =(,1 Is •• -A~-· i' 2. AJ h zh) o 

h:1 

debemos mostrar que Z/ o. Pero que z', ..... ,z~·· z~~z~TI, .... ,zs-1;0 

implica Z~/ O. En este caso, utilizando la hip6tesis de inducción 

tenemos ... 
Z~=(;ll~-1 -A~ • .f' rA:;1hZ" >.O. 

1):.1 

Por lo tanto, zd. :>O para (g+l !! j ~ s). 

De esta manera la columna Z=( Z ;_, ........ , z~.) es -un vector pro-

pio de A, para el valor propio -;<., esto co.~pleta _l~ ~e_mo~tración. 
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CAPITULO IV 

EL MODELO ABIERTO OE LEONTIEF 

En este capítulo encontramos una interesante aplicaci6n de la 

teoría de las matrices no negativas desarrollada en los tres ca­

pítulos anteriores de este trabajo. Esta aplicación se enmarca 

dentro de la economía matem~tica, en el planteamiento del modelo 

abierto de insumo-producto de Leontief, que consiste en el siste-

ma de ecuaciones lineales {I-A)X=C, donde X es el vector de pro-

ducción, C el vector de la demanda final e (I-AJ la matriz de cae-

ficientes técnicos. En términos económicos se definen la factibi-

lidad y la rentabilidad de un modelo abierto y se analizan las -

condiciones matemáticas para que éstas existan. 

4.1 Planteamiento general. 

Suponemos que la economía esta dividida en n sectores produc­

tivos, cada uno produce una mercancía que es consumida por él y 

por los otros sectores, de esta manera identificando el i-~simo 

sector con la i-ésima mercancia tenemos la siguiente notación: 

x·· producción bruta del sector i 

X(f : ventas del sector i al sector 

C~: producto neto del sector 

ªij : el número de unidades de la mercancía i necesarias pa­

ra la producción de una unidad de la mercancia j, o coeficiente 

de insumo. 

Entonces, al darse el equilibrio económico se igualan la afer-

ta con la demanda, lo cual conduce a las siguientes n ecuaciones 
fl 

X•= :?"x:i+c.: 
J'' 
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Ahora suponiendo que el nivel producción es cambiado enton­

ces la cantidad de todos los insumos requeridos también son cam-

biados proporcionalmente: esto es, suponiendo una proporción fi-

ja de los factores de insumo, los coeficientes de insumo a .J son 

y satisfacen: 

( 4. 1. 2) 

El sistema de ecuaciones 

Xi= ia¡J·x;+ 
J~· " 

( 4. 1. 3) 

Haciendo 

( 4. 1. 4) A=(a ijl 

y reescribiendo (4.1~1). 

lineales en n inc6gnit_as 

( 4. 1. 5) BX=C 

en donde X=(X¡) es el vector de producción y C=(C<) es el vector 

de demanda final. 

El modelo descrito es llamado el modelo abierto de Leontief, 

y la matriz A=(a;j) es llamada la matriz de insu~os unitarios del 

modelo. Entonces B dada por ( 4 .1. 4) y que satisface b ¡i \!O para 

todo i*j es llamada la matriz de Leontief. Claramente las carac-

terísticas del modelo abierto de Leontief estan completamente de-

terminadas por las propiedades de B. 

El modelo económico descrito también tiene un sistema de pre-

cios asociado, nuestra notación será: 

Pd= precio de una unidad de la j-ésima mercancia 

7{¡·= valor a~adido por unidad producida de la j-ésima mercancia 
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,¡ 
,, 

esto es el· valor a~adido por unidad producida 13· Entonces deno­

ta'mos a· P como el vector cuyas componentes son Pj y ·11 denota el 

vector con componentes ij·~ De esta manera, la relación indicada 

es d~~crita por el sistema de n ecuaciones lineales siguiente 

( 4. 1 .6 l 

pi -Pi A= 

PtB= ·¡J 

o por 

donde B=I-A, el vector P es llamado el vector de precios y el -

vector Y es llamado el vector del valor añadido del modelo abier-

to de Leontief, en el equilibrio -¡)~O y el economista esta inte­

resado en la solución del sistema (4.1.6) para un vector de pre­

cios positivo P> O. 

Un enlace entre los sistemas (4,1.5) y (4.1.6) esta dado por 

la siguiente relación: 
n • 

?~~= 2°P.:C.;, 
Jªr ,:, 

por .•. _ la sá:ie{~~-;declaración que puede ser interpretada ecanomi-
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4.2. Rentabilidad y factibilidad del modelo abierto. 

Mientras la solubilidad del sistema de producción original -

( 4. 1. 5} para los productos X~ no negativos 1 ~ i~ n, significa la 

factibilidad del modelo, la soluci6n P¡ ~O 1 ~ i7 n al sistema 

de precios, significa rentabilidad. Esto nos conduce a las sigui-

entes definiciones: 

DEFINICION (1). Un modelo abierto de Leontief con matriz de -

insumos unitarios A se dice factible si el sistema (4.1.5) tiene 

una soluci6n X no negativa para cada vector de demanda C'?:_ O. 

DEFINICION (2). Un modelo abierto de Leontief se dice que es 

rentable si el sistema (4.1.6) tiene una solución P no negativa, 

para cada vector del valor arradido .Y~ O. 

La dualidad de estos conceptos se aclara en el siguiente tea-

rema, que esta basado en la teoría de las matrices no negativas 

desarrollada en los capítulos anteriores de este trabajo. 

TEOREMA (1). Consideremos un modelo abierto de Leontief con 

matriz de insumos unitarios A, y sea B=I-A, entonces, las sigui-

entes afirmaciones son equivalentes: 

(i) el modelo es factible 

(ii) el modelo es rentable 

(iii) B es una M-matriz no singular. 

Demostración: 

Mostraremos primero la ~q~~~al.enc_.~a·, d~:·:_;fi}._·y (i:Íi), después -
<.· 

la de ( ii) y ( iii) . ,) -W 

Si ( i} se cumple, entonces, .;.e1_e'gilíioS' un· vector de demanda C > O 



para el que existe X <:.o tal que ax=c, esto. e,s,.(I~AlX=C, ·entonces, . . 
(I-AlX>O, por lo que X>AX, por fci.tantC>,·x·>o. 

Debemos mostrar que B es .una:':-M~·~~-;Z:i,z·~<ri:~ S~ngula~, es decir, 
·:~ ·_; 

p = 1 > ,;t( Al • Sea P un vector de FrolÍ~ni~;¡ pC>~ .la izquierda de A, -

esto es, PA=;\(AlP, y multiplicando la des.igualdad X> AX por P , 

obtenemos: 

PX > PAX que es lo mismo que 

PX > ).(A)X, 

y dividiendo entre PX> O se tiene que 1 >,\(Al, por lo tanto, B=I 

-A es una M-matriz no singular. 

En el recíproco, suponemos que B es una M-matriz no singular, 

es decir, 1) ~(A), lo cual, por el teorema de Perrón-Frobenius, 

sabemos que existe B =(I-Af
1> O. Sea C~O, debemos mostrar x=:; O 

tal que BX=C, pero tal X existe, y es la siguiente X=B~C~ O, ade­

más .X~ O, porque C >O, es decir, existe i tal que e,> O. Por otra 

parte B' tiene al menos un elemento distinto de cero en la colum-

na i, en virtud de que la matriz B tiene inversa no negativa, por 

lo tanto, X=B"' C~ O, es dec~r, X~ O. 

Suponemos que se cumple la afirmación {ii) y usaremos el he-

cho de que una matriz B es una M-m~triz no singular si y sólo si 

Bf es una M-matriz no singular, y que el sistema pta=V: es equi­

valente a B' P=¡) • 

Por hipótesis, para cada ·)I~ O existe P ~O tal que B' P=71 tiene 

soluci6n. Usando el resultado del inciso anterior y el hecho des-

crito, concluimos que B es una M-matriz no singular. 

Ahora, suponemos (iii) y probaremos (ii), es decir, sabemos -
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que g't es una M-matriz no singular, esto es, ¡>=1>,...\(At), enton­

ces, existe (a'"') $ O en virtud del teorema de Perrón-Frobenius. 

Para cualquier 11ª O existe un vector P=(Bi i"-¡1~ O que es solución 

al sistema at P= V, por lo tanto, el modelo es rentable. 

Este teorema tiene los siguientes dos corolarios. 

COROLARIO (1). Consideremos un modelo abierto de Leontief con 

matriz de insumos unitarios A, y sea B=I-A, entonces, las sigui-

entes afirmaciones son equivalentes: 

(i) el modelo es factible 

(ii) el modelo es rentable 

(iii) B cumple (H-S). 

Demostraci6n: 

Primero probaremos la equivalencia de (i) y (iii). Suponemos 

( i), esto es, que para el vector demanda C ~ O existe un vector -

de producción X~ O tal que Bll=C, pere> esta, es la condición de 

de solubilidad fuerte, y, en el teorema (1) del capítulo I fue -

demostrada su equivalencia con la condición (H-S). Por el teorema 

anterior se cumple la equivalencia de (i) y (ii). 

COROLARIO (2). Consideremos un modelo abierto de Leontief y 

supongamos que A, la matriz de insumos unitarios, es irreducible 

y que B=I-A, entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes: 

(i) el modelo es factible 

(ii) 61 >o. 

Demostración: 

Supongamos ( i) , es decir, para C ~ O existe X~ O tal que BX=C. 
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Por el teorema ;-an.terior B es una M-matriz no singular, esto es, 

p>J.(A), y· por el teorema (2) del capítulo III, aseguramos·.­

- q;Ue_:-E:"xi~te- _(pI~Af1 
y es positiva, por considerar a la matriz A 

'irr~i:luci6ié. por lo tanto, 8 1> o. 

~~·- IJ 1:? O, entonces, debemos mostrar que para cualquier C ~O 
existe x>::o tal que BX=C, pero esto es inmediato ya que tal X= 

~,,~c~O. . 

Esta sección es concluida con dos resultados que analizan los 

efectos que pueden tener sobre la producción bruta de un modelo 

factible los cambios en las demandas y, los efectos que pueden -

tener sobre los precios de un modelo rentable, los cambios en los 

requerimientos del valor añadido. 

TEOREMA (2). Sea A la matriz de insumos unitarios de un modelo 

abierto factible, entonces, si la demanda para la mercancía i -

aumenta, su producción también aumenta y la producción de las -

otras mercancías no disminuye. 

Demostración: 

Como antes B=I-A, y sea X y C que denotan el vector producto 

y el vector demanda respectivamente. Entonces, B es una M-matriz 

no singular por el teorema (1) de este capítulo. 

Supongase que el i-ésimo término del vector demanda C es in-

crementado por j)O. Entonces, el vector demanda resultante es 

c=c+¡e donde e =(0, •.• ,1,0, ••• ,0) 

y el nuevo vector de producción es 

X=B-1 C=B- 1 (C+Se• )=B
1 
C+ B1 5 ei =X+ J( Bº1

) i', 

57 



donde <a"\· denota la i-ésima columna de B . Entonces ya que (B1) 

-;:: O, se desprende de 

Xk:X1¡_+,\"(B'
1
)J¡[ ( 1; k;. n) 

.... 
que x,~) x .. , y también ninguno de los productos disminuye. 

Ahora ya que los sistemas lineales (4.1.5) y (4.1.6) tienen -

un análisis dual, deberiamos suponer que se tendría una relación 

similar entre los valores ai\Adidos 'JI y el sistema de precios, -

es decir, si un modelo abierto de Leontief es rentable, entonces 

ningún sector de la economía tiene pérdidas y además al menos un 

sector opera con ganancias, en términos de la matriz de insumos 

unitarios A, esto significa que 

!!.. 
~a¿4· ~ 1, 1 ~ j ~ n 
,~, 

esto nos conduce al siguiente teorema. 

TEOREMA (3). Si el valor a~adido de la mercancía i de de un -

modelo abierto de Leontief es incrementado, entonces ninguno de 

los precios decrece y el precio de la mercancia i se incrementa 

por este aumento. 

Demostración: 

Por el teorema (1) de este capítulo, el modelo es rentable y 

y por lo tanto, 
~ 

~ a '"J.: 1, 1 "1 j -;: n. 
•"" 

Para la matriz de insumos A del modelo. Ahora tomando B=I-A y P 

y los vectores de precios y valores agregados respectivamente, 

el sistema P"ta=)l~puede ser reescrito como 81. P~JI. La demostración 

se realiza de la misma manera a la demostración del teorema ante­

rior, reemplazando A por A~. 
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CAPITULO V 

EL MODELO CERRADO DE LEONTIEF 

En este capitulo se plantea el modelo cerrado de Leontief, es 

decir, el sistema de ecuaciones lineales (I-A)X=C en el que el -

vector de la demanda e es igual con cero, tambi~n se verá que di-

cho modelo siémpre tiene soluciones no triviales, luego, suponi­

endo la existencia de la solución del modelo con las caracterís-

ticas deseadas, se analizaré la forma de las soluciones distin-

guiendo dos casos, aquel en el que la matriz A es irreducible y 

el otro, donde la matriz A es reducible. 

5.1 Planteamiento general 

Considérese un sistema económico con un número finito de sec-

tares n, cada uno produce una cierta cantidad de bienes o serví-

cios la cual en su totalidad se considera como una unidad, dicha 

producción es utilizada completamente por los n sectores de acu-

erdo a una forma determinada, la cual se puede presentar en una 

matriz de dimensión nxn, en donde la j-ésima columna indica las 

fracciones que el sector j consume de la producci6n total de los 

otros sectores y de el mismo, r el i-ésimo rengl6n indica las 

fracciones que los diferentes sectores consumen del total de la 

producci6n del sector i-ésimo. 

Dicha matriz se llama de intercambio y tiene la siguiente fer-

ma: 



donde a cJ es la fracción de la ·pz:c:>·~ucciÓn;total .del sector i, que 

consume el sector j. 

Sea P= ( P, , P1 , ••••••• , P,,l , el veCtC:n:.-· -·dé precios, donde Pt es el 

precio de la producción total .. del .sector i, ·entonces el objetivo 

es determinar los precios .de los n productos, de tal manera.que 

el total de gastos sea igual al total de ingresos. 

Debido a la definici6n de aij y Pl se tienen las siguientes -

condiciones: 

1.- P¿~ O i=l,2, .•.•• ,n. Ya que no tiene sentido económico tener 

precios negativos. Que el precio de un bien sea cero es algo sor-

prendente en economía, a dichos bienes se les llama bienes libres 

y uno de ellos es el aire que respiramos. 

2. - O ~a ;4 !: 1 , para toda i, j, por ser fracciones de la unidad. 

3.- a¿, +at,,.+ •.•.••.• +at 0 ==1 i=l,2, •••••• ,n por lo que el total de 

la producci6n de los sectores es consumida completamente por e-

llos mismos. 

En resurnén, dada A matriz de interca~bio, es decir, O~ aij : 1 
n 

y 

con 

:Z:a:J· =1 para i=l ,2, •••••• ,n, 
~:ll 

las siguientes propiedades: 

2. - P ¿ :<:. O para toda i 

se busca un vector P que cumpla 

3.- iet~ O (pues es claro que no interesa el caso en que toda 
.:~1 

p¿ sea igual a cero) 

Ahora bien, en el modelo cerrado de Leontief se busca P tal 

que AtP=P, lo cual se puede escribir corno (I-~)P=O, por ser un 

s .. istema homogéneo tiene al menos una solución que es la trivial, 
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pero son de 

esta. 

tiene soluciones 

a un sistema de -

la matriz del sistema es: 

considerando .las· 

para 

Entonces, se ha logrado reducir ,E!i :.-sist~ma original a uno con 

n-1 ecuaciones y n incógnitas, por lo t'anto, PfO existe. 
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Ahora nuestro interés es mostrar que dicho vector P es no ne-

gativo, es decir P ªO ya que no tendría sentido económico un vec-

tor de precios negativo. Pero esto es muy sencillo, puesto que el 

teorema {1) del capitulo II nos asegura la existencia de un vec-

tor P ~O asociado con el mayor valor propio no negati ve /\ ( i\), (la 

ra!z de Frobenius de A) para una matriz A no negativa. 

El problema en nuestro modelo, representado por AtP=P, es mos­

trar que ;\(11
1
)=1. Sabemos que /dill=}.CA•), y sea r¡= ia '1 para 

J" " 
i=l,2, •••. ,n. Por-otra parte sabemos también que la matriz A es 

no negativa, entonces, por el teorema (3) del capitulo III tene-

mos que 

min r~ ~A{A)= max r.: 
1é'J·~n - -,€-j~n 

y por la forma en que se construyo el modelo, la 

toda i, por lo tanto, 

min r'= max r•=l =~(AJ=A(AI). 
IS-j~ o ~ léJ~n 

5.2 Forma de las soluciones caso irreducible 

La forma de las soluciones cuando la matriz Af de intercambio 

es irreducible viene dada en el siguiente teorema. 

TEOREMA ( 1) Si A i es una matriz de intercambio que cumple (O{: a(~ 

~ 1, ia ~j = j= 1, 2, •.•.. , n), irreducible, toda P tal que Ai P=P, 
(.'.:f 

PL~ O para toda i, es de la forma kP, donde k es una constante -

positiva y P, una solución particular positiva. 

Demostraci6n: 

Anteriormente mostramos que la raíz de Frobenius de la matriz 

de intercambio At. es 1, es decir .i\{At )=1, y además por hipótesis 

sabemos que A1 es irreducible, entonces, por el teorema (1) del 
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capítulo III podemos asegurar la existencia del vector propio P 

que es solución al sistema y que es Único, o es un multiplo esca­

lar de el mismo, es decir, toda solución P de ·A~P=P es de la -

forma P=kP1 , para P1 > O y k > O. 

5.3. Forma de las soluciones caso reducible. 

Si A~ es de orden n y se puede reescribir por medio de permu­

taciones simultáneas a renglones y columnas como 

A (:" . :,j . . 
con A 11 y A lL ._ i~re~uc:::i~_le~_'· _ia situación- es muy senc-i11a, ya que 

el teorema ant~rio:r;-- 11:9~·~ P~~,mi t,e asegurar la existencia de X,") O y 

i(.L >·o (puesto que;:A;í y>~• son· irreducibles) tales que 

A1. X1 =X, , x. -> o 

A ·u Xi =X't. , x1. > o 

donde X1 es de orden r, Xl si Au es de orden r 1 xr1 • Se define x"" 

vector de orden n-1, cuyas primeras r 1 coordenadas coinciden con 

las de X, y las demás son cero 

X~=(~') ~' 
O n-r, 

además se tiene que A"" X~=X~. 

De la misma manera se puede definir X~ como 

xt= (~) r, 

\ xl n-r, 
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y también se tiene 

A'i=·x· :· 

es Úcit qu~ X/':~ ~1~ s'~,;~ sol~C:iories de A'; entonces kXf-t;kX~ tam­

bién -es .. '.~·~i:~ii.6~~;:.a~~:<.~~~\ '~:6ryy~·-, .. f~:i;' ~·~.-ri~~;~tivas. y a1 menos 'una- po-· 

si ti va. ·oe.··-~·~t~':·:~~·~·~f ~ :_':~;~ ·.·.~~~- :~·~·~0-~~·~a~~ un métod; para hallar so-

verá _que -toda· 5-~¡:~--~;~i~.~.:;~~·~---.·~(:x1~::·es de esa forma. 

Si X es· sC>1G~i6~·~a~·;Á' x~k cC>n X de la siguiente forma 

( x,~ r ~ :,~~·j (º) X= _ 1 - e .._, + -

x, n-r ·. íí xl 
: " ·•. . . ' ~-~~~ .. -:-~-

al s(u:~1itui: "e~~·~¡ff x~x.?~:~~~~:ia· e~-e. ~ 0 Q ~x,1 l.º J (·x,) 
.· ;":' ·,·· ::· ~ + .· - = - ¡. - = 

O Aa~ :.. : :'. ;.º ':. ~. ,>•1, x.: -.,' Ó X1 X1 
,_. ~'-·". - .,.;:-<· ' ·f. ~J ~,-.··~ > 

por lo tant~-~ ':A:-~'::_~-::~if~~-~-~~~\~-A·;;:~~~-~~-~-:i:.%~f;: ~·:-~t~j:;:.-;~-' ·-~ -~'..'~:- ,·"· 
Esto es, t;·oa·a · s~lu~~'~ri :: d~«~-A~~k~~~:~·~.:/~,~~:-:\'~-~m.~'i~a,C?{~~- lineal de 

x• y x" sol0ucioneS-.-p-a·rt-iC~i~-r~-~~~-:~d~"~'.~~,~--::~'.6·b·t~hidEls ~cáda una de e­

llas a partir de X 1 , X~ soluc.ion~·~ .·~-~-·~~f-c.~1~~es p6sitivas. de -

A 1' X=X , An X=X , respecti vámente. 

En general si At es de o;den ~~~-,y se puede reescribir por me­

dio de permutaciones simultáneas como: 
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o o 

o 

A'= 

\ ·.a 
\ 

de la misma manera se 

solución de A' X=X se puede escr-ibir __ de lil __ .forma ~"~~~~~~~;f + •••• ~les x; 
donde ki can i=l ,2, .... ,g son reales no negativas_: El' vector· _X 

satisface A' X=X, X L.~ O para toda i, para cumplir~ :f,x¿ ">J> y al 
i:~ •. 

menos una k~ fO. 

Los ejemplos anteriores son casos muy pa~ticular~~-dé matrices 

reducibles, pero en general se sabe que toda matriz ··r.educible -

puede ser llevada a su forma normal 

I 

i A" .......... o 
1 

r i 
1 'B 

A i 
l An 

\ o o 

Cada bloque aislado Ai: de orden rt XI\ representa un conjunto 

autónomo y al menos existe un bloque aislado, Aq . A partir de -

X1 ,&-¡., ••••• ,~.:! soluciones positivas de A11 X, =X,, Au. ii.=Xt.1·····1 

A'3~ ~~ =~ respectivamente, se construyen los siguientes vectores 

de orden n- 1 . 
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(
x,) r, 

X~= -. i 
O n-r: 

, .•••. , x5= (~)· n-rg 

~ rg 

donde X1.· es de orden r~ x 1 si A:~ es de orden r~ xr~ , dichas vec-

tares son soluciones que sa~isfacen las propiedades deseadas pa­

ra el modelo cerrado. Con estas soluciones también se pueden cons-

truir otras que también cumplan con las propiedades deseadas, a 

saber X=k, X~ +k1 x:+ ••.•.•.•• +k~ X:, con k: ':: O y alguna k ~ '/'O. lo -

anterior nos sugiere el siguiente teorema. 

TEOREMA (2). Si Ai·n.n) es una matriz de intercambio, reducible 

y ti/ representa la forma normal de A 

! . 

\ 
A 11 ......... o 

A¿¡; 

1 
B 

A~~ 

o o 
ti 

entonceS . .fas soluciones de Á son de la forma X = "Z k¡ x·~, donde 
~:1 

,X,-, •••.•• ,. -~ son soluciones Positivas de A1 , X1 =X1 , ••• ,Atl~X&=Xi;,, 

A\: es de. ~rden r,,· xr:. 

(
x,)-r,- (º) 

X~= ·

0

- / X:= ~0, n-r, 

r, 

k1 ,kc., ••.••.. ·,~f son.·reat'es, n.o negativos y al menos uno positivo. 
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Demostraci6n: 

En 

mal Y. 

o 

de aqui que e'Y=Y, 

alguna x: fO, entonces Y tiene d_os 
j_· .~ ' 

a J Y=O, en tal caso X= Z.x •·· 
i;.:.1 

y como las soluciones de matrices 

kP donde k es una constante 

sar como 

jL ' 
X= 2.k; X: 

donde X.: es u~~ solución parti.CU1a'.~,, positiva de A¡~ X¿ =X: y x* es 

una solución particular po~~·tiv~ de A1 X=X. 

b) y,¡.Q. Entonces, Ye ) O. 

La dimensión de B es OxS t .con s=n- tri y supongamos un primer 
.. :;.f 
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caso para 'i'fO. 

b ) Y*O, Ye> o·. e Yj=O para i'fj.' se tiene que B''i='i 

B Y= 

. ' : ·' . ·',' 

b~.:~·y, ·~-. · .. ~'~, ~ .·¡~'rs is =Y1 

~)é~ Y1 + .. ~.: .• ·~·+bi::i '!-'!.=Y~ 
. . 

\)~,- Y1 +._ •••••• +b~~ Y.!1 =Y!J 

Las primeras i-1 ecuaciones y las correspondientes a Y¡¡ 1 , ••• , 

Y~ son iguales a cero, A' es no negativa por lo que cada sumando 

es igual a cero, como Y i. ') O entonces bú =O si ifl, por lo que te-

nemes que bit TO si i;:.J, entonces b~~ Yi,,º=Yi.", y por lo tanto b,:"°'=1 

(porque A es una matriz de intercambio y la suma de coordenadas 

de cada columna es 1) pero entonces b¡~ es un bloque aislado 

(lxl), lo cual contradice que A' sea la forma normal de A. 

b ) supongase que existen Y,,.·, , YL1.) O ir =i1 , Yv' =O si j E- 1 i1 , i1 r 
entonces procediendo como en el caso anterior obtenemos 

b 1 l1 Yt1 +b1 ii Y.:" =Y1 =O , entonces b 1 l1 =b 1lt =O 

b;li,. Yi1 + biit Ytt =Yt =O , entonces b·2i1 =b1i'..t =O 

b¿,Í, Yt1 +b:,il.YiL =Yt,, 

b_{1}~y_,, +b t,lt Yú =Yit, 

bst.1 Y¿ 1 +b~cl. Y~t. =Yi,_=O , entonces bs¿ 1 =b.sii =O 

y con el mismo argumento del caso anterior se concluye que el si-

guiente bloque es aislado. 
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si dicho bloque es irreducible se 

ESTA rrsrs NO DEBE 
S.M m DE LA BfBLJOTEGA 
tiene una contradicci6n. Si no 

por ser reducible se puede poner en forma triangular con bloques 

irreducibles y por lo menos el primero (en la forma triangular) 

es irreducible y aislado, llegandose a una contradicción. 

b ) En general si j = f j/Yj > O 1 por medio de permutaciones simul­

taneas se puede hacer que las primeras coordenadas de Y sean las 

Y íl donde j < J, entonces s' tendra un bloque aislado, dicho bloque 

es irreducible o en el se puede encontrar un bloque irreducible 

y aislado que contradice que A1 sea la forma normal de A, por -

-" <'I I'\ A 1 i tanto Y=O, entonces A U x¡ =~', de lo cual x¿ =kL' X.: con i t 1, .. ,g l 

por ~º- ta!lt~ .si X es solución de A "'X-=X, entonces X= ZJG.x~·. 
e":• 
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APENO ICE 

En este apefndice, vamos a enunciar y a demostrar algunos re­

sultados matemáticos que hemos utilizado en esta tesis. Para ello 

suponemos que se tienen conocimientos básicos del análisis mate­

matico, en caso de no ser así, es suficiente con revisar los ca­

pítulos I, 11 y III del libro 11 introducción al análisis'matemá­

tico" de Robert G .. Bartle .. 

Una vez señalado lo anterior 

meras definiciones. 

DEFINICION ( 1). Sea S un subconjunto ',d'~,, 

(a) Un elemento ueR 

s ~ u para toda st: S. 

(b) Un elemento w~R, 

w ~ s para toda s ~ S. 

Observese, que un subconjunto S ~ R, puede no tener una cota -

superior (por ejemplo, si S=R). Sin em~argo, si tiene una cota -

superior, tiene una infinidad de ellas {ya que si u es cota su­

perior de S, entonces u+n también es una cota superior de S para 

para cualquier nE! N). 

Por cuestiones de terminología, cuando un conjunto tiene una 

cota superior, se dirá que esta acotado por arriba, y cuando un 

conjunto tiene una cota inferior, se dirá que esta acotado por 

abajo. Si un conjunto tiene una cota superior, asi como una in­

ferior, se dice que esta acotado. Si un conjunto carece de una -

cota superior o de una cota superior se dice que es no acotado. 
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Definicion (2) Sea S un subconjunto de R. 

(a) Si S esta acotado por arriba, entonces se dice que una Co­

ta superior de S es un supremo (o minima cota superior) de S si 

es menor a cualquier otra cota superior de s. 

(b) Si S esta acotado por abajo, entonces se dice que una co­

ta inferior de S es un ínfimo (o una máxima cota inferior) de S 

si es mayor a cualquier otra cota inferior de S. 

Es claro que sólo puede haber un supremo para un subconjunto 

dado S de R, ya que si u, y u~ son supremos de S, entonces ambos 

son cotas superiores de S. Como u, es un supremo de S y u 2 es co­

ta superior de S, se debe tener u 1 ~ Ui• Ahora como u~ es un su­

premo de S y u 1 es una cota superior des, entonces u,~ u,. por 

lo tanto, u1=u1 • De manera análoga se demuestra que s6lo puede -

haber un ínfimo para un subconjunto dado S de R. Cuando estos nú­

meros existan se denotarán por medio de 

sup s e inf S. 

Con frecuencia es conveniente tener otra representación del -

supremo de un subconjunto de R. 

LEMA (1) Un número uER es el supremo de un subconjunto no va­

cío S ~ R si y sólo si tiene las siguientes propiedades: 

(i) No existen elementos ses tales que u L. s. 

( ii) Si v' u, entonces existe un elemento s.,iE.S tal que v .t. Sv. 

Demostración: 

Suponga que u satisface (i) y (ii). La condici6n (i) implica 

que u es una cota superior de s. Si v es cualquier número con -
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v <u, entonces, la propiedad (ii) prueba que v no puede ser cota 

superior de S. Por lo tanto, u es el supremo de S. 

Reciprocamente, sea u el supremo de S. Dado que u es una cota 

superior des, la condición ti) se satisface. Si v,u, entonces 

v no es cota superior de S. Por lo tanto, existe un elemento s.¡ES 

tal que v .c. s". 

Obsérvese que cuando se dice que un conjunto tiene un supremo 

no se esta haciendo ninguna afirmación acerca de la contenci6n -

del supremo del conjunto. Por ejemplo el conjunto s=jx~R/ Q1x¿l! 

tiene al número 1 como supremo, sin embargo el 1 no está conte­

nido en el conjunto. 

La siguiente afirmación es una propiedad esencial del siste­

ma de números reales: Todo conjunto no vacío de R que este aco­

tado por arriba tiene un supremo. 

PROPIEDAD DEL SUPREMO. Todo conjunto no vacio de números rea­

les que tenga una cota superior tiene un supremo. 

PROPIEDAD DEL INFIMO. Todo conjunto no vacío de números rea­

les que tenga una cota inferior tiene un Ínfimo. 
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Definición ( 3) Si S es cualquier co~funto, una sucesi6n en S 

es una funci6n sobre el conjunto N=(l,2, ••. ~.} de números natu­

rales y cuyo rango está en s. En particular una sucesión en Rf -

es una función cuyo dominio es N y cuyo rango esta contenido en RP. 

Definición (4) Sea X=(x~J una sucesión en RP. Se dice que un 

elemento x de Rp es un límite de X si para cada vecindad V de x 

hay un número natural Kv tal que para toda n~ Kv , Xn pertenece 

a V. Si una sucesión tiene un límite se dice que la sucesi6n es 

convergente. Si una sucesión no tiene ningún límite se dice que 

es divergente. 

La notación Kv se usa para indicar que la elección de K depen­

dera de V. Es claro que una vecindad peque~a V por lo general -

requerirá un valor grande para poder garantizar que x~~V para to-

n>- Kv. 

Se ha definido el límite de una sucesión X=(xn> en términos -

de vecindades. A menudo es conveniente usar la norma en RP para 

dar una definición equivalente la cual se dará en seguida median-

te un teorema. 

TEOREMA (1) Sea X=(x0 ) una sucesión en RP. Un elemento x de RP -

es un límite de X si y sólo si para cada E>O hay un número natu-

ral K(f) tal que para toda n~ K(O, llx0 -xUJ.E. 

Demostración: 

Suponga que x es un límite de la sucesi6n X, segun la defini­

cion (3). Sea f70 y considere a la bola abierta V(~l={yr:RP//y-xJ/ 

~E , que es una vecindad de x. Por la definición (3) se sabe que 

hay un número natural Kv¡¡) tal que si n'Z. K.;l~), entonces XnwVLt). 
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De donde si n ~ KvcEl, entonces (( X0 -x)I; E. Esto prueba que la pro­

piedad establecida es válida cuando x es un límite de X. 

A la inversa suponga que la propiedad del teorema es válida -

para toda E>o; se debe probar que la definición (3) se satisfa­

ce. Para hacerlo, sea V cualquier vecindad de x; entonces hay un 

número ¡::;> O tal que la bola abierta V(f) con centro x y radio x 

está contenida en V. De acuerdo con la propiedad del teorema, hay 

un número natural K (f) tal que si n~ K ( i;-), entonces l'X0 -X /l .t.. t:: • 

Expresado de otra manera si n ~ K(f}, entonces XnE:V(E); por lo -

tanto XnEV y el requisito de la definición (3) se satisface. 

LEMA (2). Una sucesión en R puede tener cuando más un limite. 

Demostración: 

Suponga por el contrario, que x', x" son límites de X=Cxn> -

y que x' ~x" • Sean V' y V" vecindades ajenas de x" y x 0 respec­

tivamente, y sean K', K'' nómeros naturales tales que si n ~ K' -

entonces x"t::V y si n~ K'' entonces x,.f-V". Sea K=sup {K' ,K''{ de -

manera que x~ v· y xAE. V''. Se deduce que xi\ pertenece a v·n V'', con­

trario al supuesto de que V' y V" son ajenos, por lo tanto x'=x". 

Cuando una sucesión X=<xnl en RP tiene un límite x a menudo se 

escribe 

x=lim X, o 

o se usa el simbolismo x 0-t' x. 

Se dice que una sucesi6n X={x~) en R~ es acotada si existe M 

positiva tal que llx0 /I 4 M para toda n,N. 
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LEMA (3) Una sucesión· convergente en RP es acotada. 

Demostración: 

Sea x=lim (xol .Y .sea .~.=1. Por el· teorema ( 1) de este apéndice 

existe un n(imero natural K=K(l) tal que si n"l. K, entonces /ix0 -x// 

6 1 . Usando la desigualdad del triángulo se deduce que si n ;¡; K, 

entonces // x~// ~ /Jx// +1. Si se establece que M=sup { ¡/x,// , //x•I/, •• 

•.•• , //x~-¡// ,' //x// +1 , entonces //xnlf!:. para toda neN. 

Definici6n (5) Si X=(xn) es una sucesi6n en RP y si r 1 1.r~1. .. 

. • .t-rn t....... es una sucesión de m:ímeros naturales estrictamen­

te creciente, entonces la sucesi6n X' en RP dada por 

{ x,, I Xra. ' ••••••• , Xfn , •••• ) , 

se llama una subsucesión de X. 

LEMA (3) Si alguna sucesión X en RP converge a un elemento x, 

entonces cualquier subsucesi6n de X también ·converge a x. 

Demostración: 

Sea V una vecindad del elemento límite x; por definición, ex­

siste un número natural Kv tal que para toda n ';!'Kv, xn pertenece 

a v. Ahora, sea X' una subsucesi6n de X; digamos 

x'=(x.,., ,x,t, •.••. ,x.,n, •..•• ), 

Dado que rn ~ n, entonces r,, ~ Kv y por lo tanto x.,.n pertenece a V. 

Esto demuestra que X' también converge a x. 

Los siguientes dos teoremas nos permiten establecer la conver-

gencia de sucesiones aun cuando no tenemos ningún candidato a -

ser el límite, pero que un análisis preeliminar nos hace pensar 

que hay convergencia. A pesar de que se pueden generalizar a RP, 

aqui restringimos los enunciados para el caso de sucesiones en R. 
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TEOREMA { 2 l Sea X=( Xn l una sucesión de nGmeros re.a les monote-

namente creciente en el se'ntido de que 

Entonces, la susec-i6ri --X. c;:onverge si y 5610 si es acotarla, en cu-

yo caso 

lim c'~nl:.sup/x~f. 
Demostración: 

En el lema :·{3-i~ se -:;ViÓ ·_51~e _ '!-ºª sucesión convergente es acotada. 

Si x=lim {~~)jy ,})o'f;e~tonces existe un número natural K{f) tal 

que si n >- K{O ,·entonces 

Dado que X es monotona, de esta relación se obtiene 

x-~ ~ sup (xnf ~ x+t, 

y se infiere que lx-sup { xnf / ,: E. Como esto es válido para toda 

f > 0, se deduce que l im { Xn) =x=sup ¡ Xn ! . 
A la inversa suponemos que X=Cxn) es una sucesión acotada de 

números reales monótonamente creciente. De acuerdo con el princi­

pio del supremo, el supremo x•=sup )xnl existe; se probará que -

es el límite de X. Dado que x~ es una cota superior de los ele-

mentas en X, entonces Xn ~ x• para rE.N. Como x• es el supremo de 

X, si f> O el ntímero x"'-E no es cota superior de X y existe un -

número natural K(EJ tal que 

x•-~.i: X)\~E) 

debido a la propiedad de monotonia de X, para toda n~ K(~), 

x"'-~.::.xn~x1t,_ 

por ~o que se deduce que 1 xn-x• / :.;_€:.'Resumiendo lo anterior, el 
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número xk =sup { Xn f tien~ la propiedad de que, dado l) O, hay un 

número natural K(f) (que depende de El tal que fx0 -x~/¿f siém­

pre que n>. K(t). Esto demuestra que x~=lim X. 

COROLARIO (1). Sea X=(xol una sucesión de números reales mono-

tonamente decreciente en el sentido de que 

X 1 ~ X:1 ~ ••• ~ x,. ~ Xnu ~ ••••• 

Entonces, la sucesión X converge si y sólo si es acotada, en cu-

yo caso 

lim (x 0 )=inf jx.(. 

Demostracion: 

Sea Yn=-xn para neN. Entonces ~e puede ver que con facilidad 

la sucesión Y=(yn> es una sucesión monotonamente creciente. Más 

aún, Y es acotada si y sólo si X es acotada. Por lo tanto, la -

conclusión se deduce del teorema. 

TEOREMA (3). Sea X=(x 0 ) una sucesión de números reales estric-

tamente creciente y no acotada por arriba, entonces 
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