2?%
/ -
‘cﬁ‘i‘& UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

CAMPUS ACATLAN

CADENAS DE MARKOV Y <
CALCULO ACTUARIAL

TESIS PROFESIONAL
QUE PRESENTA:

LUIS FRANCISCO RUIZ HERNANDEZ
PARA OBTENER EL TITULO DE:

ACTUARIO

MEXICO, D. F.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A Dios, porque me ha colmado de bendiciones sin
merecerio, mi deuda es infinita.

A mis padres:

Jesus Ruiz y Evangelina Herndndez por todo su amor y
apoyo incondicional en cada momento de mi vida, este
trabajo ex de usredes, no mio.

A Chucho, mi hermano | Sigamos caminando junios por la
vida !



AGRADECIMIENTOS

Al Fis. Manuel Valadez, excelente profesor y aun mejor persona,
gracias por su apoyo v amistad, sepa que de no haber contado con su
avuda este rabajo hubicra sido wn estudio desordenado del cdalculo
actuarial.

Al M. en C. Lucio Pérez, con quien s¢ pusicron los primeros cimientos
de este trabajo , | Qué ingrato seria yo si no lo recordara en estos
momentos, solo por va no estar con nosotros !

Al Act. Mario Arriaga. por los inigualables cursos que nos impartio.
A los profesores :

Act. lictor Manuel Acosta

Ing. Beatriz Clavel

Act. AMaria del Carmen Gonzdlez

Fis. Jorge Luis Suare= Madariaga

por el tiecmpo que les he robado y sus valiosos comentarios que me
han servido para mejorar mi rrabajo.

A nuestro AMéxico v a su Universidad.

A todos cuantros creern en mi 'y se congratulan conmigo.




“Solo estrd derrotado quien ha dejado de luchar”

Manuel J. Clouthier.



indice

INTRODUCCION

1.- Procesos Estocasticos

1.1. Introduccion
. Definiciones y Matriz de Transicion
Ecuacion de Chapman - Kolmogorov
. Ecuaciones de Kolmogorov
Semimartingalas e integracion estocastica
. Formula de Itod
Conclusiones

Noubwi~

2.- Extension de conceptos actuariales utilizando cadenas de Markov
. Introduccioén

. Ecuaciones de Kolmogorov en términos actuariales

. Funcion de densidad de probabilidades

. Fuerza de Transicion

. Conclusiones

[SEVESEREN
wnhWwi-—

3.- Sistemas de Ecuaciones diferenciales
3.1. Introduccion

3.2. Procesos homogéneos

3.3. Procesos no homogéneos
3.4. Conclusiones

4.- Aspectos Financieros y su naturaleza estocastica
4.1. Introduccion
4.2. Reservas, flujo y balance de efectivo
4.3. Solucion del sistema de ecuaciones diferenciales
para el calculo de reservas
4.4. Conclusiones

5.- Reexpresion de valores actuariales
5.1. Introduccion

. Anualidades

. Seguros

. Anualidades testamentarias

. Conclusiones

v v
wmhwiy

CONCLUSIONES
APENDICE 1
APENDICE 11
BIBLIOGRAFIA

-

25
25
31

35

36

42

45
45

58
63

64

69
71
82

83
84
92



Introduccién

“No hay efecto sin causa™ dicta un axioma de la filosofia, por lo que si se parte de
éste, se debera comenzar por explicar los motivos que llevaron al desarrollo del presente
trabajo, tales motivos desde luego van mas alla de las inclinaciones y las preferencias de
quien escribe, por lo que en realidad la cleccion del tema para este trabajo obedece a que
durante su desarrollo se podrian ejecutar acciones como la investigacion. la aplicacién y por
supuesto la innovacion de técnicas en el marco del calculo actuarial, satisfaciéndose
parcialmente asi la necesidad de no autolimitarse con lo aprendido en la facultad.

Se ha hablado de una necesidad pero el término correcto es el de obligacién (aun cuando al
comparar ambos se encuentra un abismo de por medio entre las ideas que representan). la
cual nace del compromiso que mantiene el profesionista con la sociedad, y que lo obliga a
mantenerse vigente en conocimientos Este punto ya no sera tratado en adclante ya que ni es
el objetivo del trabajo, ni corresponde hacerlo asi.

Concretamente este trabajo tiene por objetivo continuar con la incorporacion de conceptos y
herramientas de los procesos estocasticos al calculo actuarial.

En cuanto a la hipotesis. se sostiene que algunos valores actuariales ampliamente conocidos,

pero no tratados desde la vision de los procesos estocasticos, pueden obtenerse desde tal
perspectiva.

Para dar por concluida esta introduccion solo resta agradecer la atencion prestada a este
trabajo y descar que su contenido resulte de utilidad.



Capitulo 1
PROCESOS ESTOCASTICOS

1.1. Introduccién

Es bien conocido que el hombre antes de correr aprende a caminar, por lo que
partiendo de esta verdad indiscutible se justifica la presencia de este capitulo, el cual tiene
por objeto dar un marco tedrico adecuado para que el lector pueda acceder con facilidad a
los conceptos y desarrollos de los capitulos subsecuentes. Se empezara por presentar
definiciones basicas de los procesos estocasticos, para continuar con el estudio del proceso
de Poisson, de la distribucion exponencial y de las ecuaciones de Kolmogorov, conceptos que
seran empleados en los capitulos 2, 3 y 5. Finalmente se presenta la integracion estocastica y
la formula de 113, los cuales son temas indispensables para la lectura del capitulo 4.

1.2. Definiciones y matriz de transicion
Proceso Estocdstico( PE ).

Recibe este nombre la familia de variables aleatorias (.x',),.,... definida sobre

(€2.7°,7), que representan el cstado de un sistema en el instante 1.

Cabe mencionar que al conjunto formado por todos los posibles resultados de un
experimento se le conoce como espacio de estados, por 1o que para cada miembrog de
dicho espacio dc estados se tendra una funcion real del tiempo conocida como ruta muestral
y que es denotada por

X (r.¢).

Por todo lo anterior un proceso cstocastico podra ser visto como una funcién real de dos
variables: el resultado y el tiempo, formando los valores que puede tomar esta ultima un
subconjunto del eje del tiempo que es conocido como espacio paramdétrico. Con el fin de
manejar una notacion mas sencilla, se ha acostumbrado representar a los procesos
estocasticos como si fueran solamente una funcién del tiempo, es decir la notacion que fue
empleada cn su definicion.

Los procesos estocasticos se pueden clasificar en funciéon de la naturaleza de su
espacio paramétrico en :

e Proceso estocastico discreto en el tiempo - El espacio paramétrico es un conjunto
contable.

e Proceso estocastico continuo en el tiempo - El espacio paramétrico es un intervalo.
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Mientras que si la clasificacion se deriva de la naturaleza del espacio de estados, se tendran
entonces ' Procesos con espacio de estados discreto y procesos con espacio de estados

continuo.

Se podrian describir en forma mas detallada diferentes clases de procesos estocasticos, sin
embargo, sélo se hara dicha descripcion, para los procesos estocasticos que sean necesarios
en el desarrollo de este trabajo.

Procesos de Markov.
Un proceso recibe este nombre si cumple la propiedad de Markov la cual dicta que
“La ocurrencia de un estado futuro depende del estado inmediato anterior y iUnicamente de él™.

Los procesos Markovianos cuyos espacios de estados son discretos, reciben el nombre de
cadenas de Markov, siendo estos procesos los que seran sujeto de estudio en un contexto
actuarial.

Cadenas de AMarkov discretas en el tiempo.
Una sucesion de variables aleatorias {,\’,..n = 0.1.2.“4} se conoce como una cadena
de Markov discreta en el tiempo si cumple que
Plxa = Axe. ¥, xu]= Py =y . n=01,..,

J/ es un elemento del espacio de estados §

es decir, si se satisface la propiedad de Markov, siendo I’[_\’,,,, = j[_x’,,] la probabilidad de
estar en el estado ; en el (- /)-ésimo momento, dado que se conoce su estado en el
momento anterior.

Si se expresan las funciones de probabilidades en términos de pares ordenados cuyo
primer elemento represente el estado origen y el segundo el estado destino, a partir de los m
elementos del espacio de estados se tendran entonces s *m probabilidades, a las cuales se les
podra asociar un arreglo matricial de /2 filas por s columnas

P = (p“)
debiendo necesariamente cumplir que p, , 20 y

2-”'.1 =1.
y



'
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A las matrices cuadradas, con elementos no negativos y para las cuales la suma de los
elementos en cada una de sus filas es igual a la unidad se les conoce como matrices’
estocasticas.

Proceso de Poisson.

El proceso de Poisson es un proceso de espacio paramétrico continuo y espacio de
estados discreto que responde a la cuestion sobre cual sera la probabilidad que haya
n éxitos en 7 unidades de tiempo (donde una unidad de tiempo bien puede ser un dia , una
semana, un afio etc ;), por lo que para su estudio sera necesario traer a colacién los siguientes
conceptos :

o [Fnsavo de Bernoulli - Es un experimento que tiene unicamente dos resultados posibles
( se acostumbra denominar a estos dos resultados como éxito y fracaso )

o lev de probabilidades binomial - La probabilidad P(n) de que en N ensayos de
Bernoulli repetidos e independientes con probabilidad p de éxito y 1~ p de fracaso haya
n éxitos esta dada por

ron =) pro—pyn.

Estos conceptos se incorporaran al proceso de Poisson, mediante la division de cada unidad
de tiempo en intervalos 1an pequefios que en cada uno de estos podra ocurrir a lo mas un
evento, por lo que para la probabilidad que haya nméxitos en ¢ unidades de tiempo estara
dada por

N .
Iim[ )p"(l—p)"’ .donde p=A/N
N-er \ N2

siendo % la tasa de éxito en una unidad de tiempo. cuando la probabilidad de este éxito es
constante, por lo que al sustituir se tendra que

N ( 7_)”( 1)‘*"" IN(IN —1)---(IN -n-#-l)( ),)N-"
. RS _— P A
‘l\'m (n ) N N > 1”:‘3 nin" ! N

- 1IN = 1) -(UN — 11 +1 w AN
A% i X ki ol )(1—&) (1—‘—
7N N" N

N
2 IN—l)_”(IN-—n+l)(]___7_t._)‘v(l_l -
T ¥R N N N/
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y como el limite de un producto cs el producto de los limites

i ()Y (=30 = Bogmer (- 3)
O (-2

(ll) exp(— l}..) (1. 1)

nt

habiéndose obtenido asi la funcion de masa de probabilidades del proceso de Poisson cuando
la probabilidad de éxito permanece constante.

A continuacion se buscara responder a la misma cuestion, pero en una forma mas
general, es decir, sin limitarse a que la probabilidad de éxito permanezca siempre constante,

por lo que si se parte de la igualdad
PNia=n]= PN, =nfi - (DA + Ply, = n—1]0(nAr .

donde 2.(7)As es la probabilidad de tener un éxito en el instante 7 | se tendra que

P[Nva=n]=P[N. = 0]
: Ar

— I’[N, =n]=li

As-

5

lim
Aty

I

PN = n]0 = 3()Ar) + PN, = n = 1]M(D)Ar — P[N, = 1]
Ar

=P[N, =Py + P[N = n -1 .

Para obtener la funcion de masa de probabilidades de N, . se definira una funcidon generadora
O(z.1) 1al que al derivarla # veces respecto a =, valuarla en cero y dividirla por el #7-ésimo
factorial dara la probabilidad que haya n éxitos en ¢ unidades de tiempo, dicha funcién es la
seric de potencias

Q=)= [N, =i},
et
la cual converge uniformemente al menos sobre el intervalo—1< = <1 y cuya derivada

n-ésima respecto a =, como es sabido, también converge sobre el mismo intervalo,
siendo la primera de éstas
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124
EQ(:J)

= d y
Za ve=il=

E[-PIN =i + PN =i- 1)

x(z){'g—P[N, =iz + ::S“P[N, = i].-,’}

2(-0=. 1)+ 2Q(=. N}
=A== 1),
que es la ecuacion diferencial
4 O(z,0) = DO )= - 1),
dr =
cuya solucion se puede obtener a partir de
Q—(I;I—)%Q(:.r) = M)z -1,
lo que se puecde reexpresar como
A og(Qz. 1) = )= = 1)
dr
que al ser integrado conduce a

log(Q(=. 1) = | M(e)de(= - 1).

Esta igualdad es equivalente a
Oz = cxp{j' (e )del(s — 1)} .

Por tanto, la probabilidad que haya »n éxitos en r unidades de tiempo, bajo la ley de
probabilidades de Poisson sc obtendra por medio de
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. (fx(e,)d&) exp{(~1+:)ﬁx(&.m}l
”[N'="]=mzm(~’""’l - o

z-0

s

~ (f 7-(&)"&)" cxp{j’ )_(g)dg}

n!

(1. 2)

Como se habra observado si en ( 1. 2 ) la funcién 2(£) es constante, se obtendra la
expresionde (1.1)

Distribucion Exponencial.

Esta distribucion se encuentra asociada con la variable aleatoria 7 que representa el
tiempo que transcurrira antes de que ocurra un resultado previamente determinado, por lo
que F[7 =] es la probabilidad que ocurra este éxito antes de 7 unidades de tiempo, siendo

la probabilidad del evento complementario a ésta
Plr>i]=1-P[T=s1] :

la cual corresponde a la probabilidad que el éxito tome lugar después de r unidades de
tiempo. Visto desde otra perspectiva es la probabilidad I’[.k’(l) = 0] que no haya éxitos

antes de que transcurran 7 unidades de tiempo, la cual puede ser calculada por medio de la
funcion de masa de probabilidades de Poisson dada en la expresidén ( 1.2 ), de tal forma que
se tendra

Plr>1]=Plx@)=0]= exp[—}a(é)déj . (1.3)
o

Obteniéndose de aqui la funcién de densidad de probabilidades de la distribucién
exponencial, la cual queda como

174 d ’
:ITP[T = I] =7 1— cxp(—{)a(é)dé)

i
:

!
i
§
|
i
g
I
i
:
1
1
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’ (1.4)
=a(r) exp| ~fou(E)E | .
4
1.3. Ecuacién de Chapman - Kolmogorov.
Con el objeto de simplificar la notacién, se empleara
/’[.«\'n... =jlx.= i] = p,,(n.n+u) (1.5)

para denotar la probabilidad de que en ~ unidades de tiempo partiendo del estado /7 y del
momento » legue al estado 4. Si el proceso es homogéneo en el tiempo, es decir,
independiente del momento en que se valua, se tendra

P+ u) = p, ),

probabilidad que puede obtenerse alternativamente cuando « es mayor que r por
P2, =Z P Ar) P =r), (1..6)

siendo esta igualdad la ecuacion de Chapman - Kolmogorov, la cual puede ser vista, como el
( i.J )-ésimo eclemento del producto matricial

P = PP, (1.7)

donde P'" es la matriz estocastica asociada con las probabilidades de transicion en ¢ pasos.
Hasta este punto se han tratado exclusivamente probabilidades condicionales, ya que
éstas estan en funcion del estado actual, por lo que ahora se centrara la atencion en las

probabilidades incondicionales de que al momento ¢ se encuentre quien se mueve por el
espacio de estados en el estadoi (s, (7)). las cuales estan dadas por

() = T k) P, (s0) (1.8)

Si ahora se define el vector

n: = (), 7w, (2),.... T, (1))
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cuyos componentes satisfacen
Sr(w)=1, (1.9)
A

en notacidén matricial, la ecuacion ( 1.8 ) quedara como

I, = NLP(~. 7). (1.10)

Es necesario mencionar que si las probabilidades de la matriz de transicion dependen exclusivamente de la
diferencia (7 - ) se tendra la igualdad

I, =, p' =,
para la cual, con el objeto de darle solucion, convendra obtener los eigenvalores y los

correspondientes eigenvectores de la matriz P . Esto porque como bien se sabe, para cada
eigenvalor 3, y su correspondiente cigenvector §, , se cumple

Ps, =).8S, . i

Unidos estos eigenvectores formaran el arreglo matricial § = (S: veeesSn)- !
Algo similar se podra hacer para la transpuesta de P y sus eigenvalores , lo que dara lugar a

PT=aT.
o alternativamente

T,'P =TS,

formandose de la union de los cigenvectores la matriz T = (T,----Ta).

Una vez obtenidas las matrices de los eigenvectores es conveniente colocar los eigenvalores
en otro arreglo matricial A, el cual estara constituido de la siguiente manera

A, =8, .
pudiéndose asi escribir la relacion de eigenvectores y eigenvalores como

PS =S A y P'T=TA

1
t
H
!
H
{
§
H
!
1
i
;
H
T

( esta ultima se puede obtener alternativamente como TP = AT’ ).

Si se despeja en estas igualdades a la matriz P se obtendra que S = ('l“)'l yP =SAT,

9
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o equivalentemente

- (1.11)
P=(7~xSn"'olen) :
LE)

=3asT.
f=1

De tal forma que al partir de esta diagonalizacion se puede obtener algo similar para el producto matricial

P™ =SAS'SAS'=SA’S™,
conduciendo hasta

P =SAS ' --SAS'=SA"S'.
Por lo que para el vector de probabilidades incondicionales

rn, =Ii.p"

It

MENsT
e |

”

A (MeS)T!.

asl

fl

Como para la matriz P siempre hay un eigenvalor igual a uno y su correspondiente
eigenvector con todos sus elementos también iguales a la unidad, siendo estos 3; y S,

respectivamente, la ecuacion anterior se puede expresar como ( ya que la suma de los
elementos de [, es la unidad)

” 2
n =T+ A (Ms)T. (112

En cuanto a los demas cigenvalores se puede encontrar una caracteristica que resultara de
gran importancia, por lo que con esto en mente en primer lugar se tomara uno de los
eigenvectores columna §,, para el que se definira

(s),
(s),... =maxi .

(S).

10
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y como la suma de los elementos de las filas de la matriz P es uno se tendra que
(S)oue 2(PS),.. = 1 (S)....
y. portanto [A]<1paratodo §,.

Por tanto al aplicar a la ecuacidn ( 1.12 ) en el caso en el que r tiende a infinito, resulta

limrr, =N =7, (1.13)

reva

1.4. Ecuaciones de Kolmogorov

Se han tratado va las Cadenas de Markov discretas en el tiempo, correspondiendo el
turno en esta seccion a las cadenas continuas, asi como a sus principales caracteristicas, la
eleccién de las primeras fue hecha con el objeto de lograr constituir un marco tedrico
adecuado para los capitulos venideros.

Un proceso estocastico recibe el nombre de cadena de Markov continua en el tiempo
si posee espacio de estados finito y sus probabilidades de transicion estan dadas por

I’[,\'(x +1) = jlX () s s] = I’[,X’(.s‘—,\— 1) = j{.\’(s)] (1.14)

{.X(r)} es un proceso de salto puro. cuando después de cada cambio de estado, éste,

permanezca en el que haya alcanzado por un pecriodo mayor de cero, por lo que se podra
definir la sucesion de varables aleatorias {7‘,}, donde 7, es la variable aleatoria que

' representa el tiempo que permanecera el proceso en el /-ésimo estado que alcanzd, llegando
éste a su fin al pasar a otro estado.

La distribucion de 7, dependera exclusivamente del estado alcanzado y ésta sera (bajo el
supuesto de homogeneidad) una exponencial
S =2, exp(—12,).

Si A, =0, se tendra que I’[T, = 'J:] = 1, lo que quiere decir que el proceso nunca saldra del
estado i. A los estados que cumplen esta condicion se les conoce como esrados absorbentes.

Dados estos conceptos, y para un mancjo mas sencillo, partiendo del estado cero se podra

definir a
p,, = PlX(T) = J|X(©) =i, To>1]

11
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como la probabilidad que el cambio sea del estado / hacia el estado j, independientemente del
tiempo que duraen el estado /, porloque p,, =0y X p, =1.
)

Bajo el supucsto de homogeneidad, la tasa de salida del estado 4 estara dada por
tim[1- P/t =a, =-a., (L15)
iy

mientras que la tasa de salida hacia un estado en particular sera

lim

bt sap,,=a.,

P, () (L.16)
14

Lo que conduce a las igualdades 2, , (0,df) =q, ,dt 'y P,,(0,dt) = 1—qa,dr ( suprimiendo el

término de error ), y en consecuencia

Sa,= X apP,,=da = —d.-
Sl

e

A continuacion se enunciaran las ecuaciones diferenciales que daran por solucién las
probabilidades de transicion (tanto para procesos homogéncos como no homogéneos),
dichas ecuaciones son

Dypxx+t)y=—a (x+0)p (e, x+1)~ T a, (x+)P, (x.x+1) (117)
ch2a N
y
D, p(x,x+1)= T P, x+a, ,(x+1)+ P, (. x+1)a, (x+1) . (1.18)
ko y

Las expresiones (1.17 ) y ( 1.18 ) son conocidas como las ecraciones de Kolmogorov hacia
atras y hacia adelante respectivamente. El origen de estas ecuaciones sc debe a la forma en
que se realiza la diferenciacion de p, ,(x,x + ), es decir a partir de la variable respecto a la
cual se deriva (instante o duracion), esto se mostrara en el capitulo siguiente en un contexto
mas actuarial.

1.5. Semimartingalas e integracién estocistica

Tanto para el desarrollo como para la explicacion de los conceptos que dan nombre a
esta seccion, sera necesario empezar por enunciar una serie de definciones y teoremas, no sin
antes recordar que un proceso puede ser visto como una familia de funciones de tiempo ,
correspondiendo cada una de ellas un resultado del espacio de estados.

Conti PSR} tocGsticad

Si para todas las rutas muestrales asociadas a un resultado del espacio de estados con
probabilidad mayor de cero ocurre que

12
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'l'illl'l_ X(r+Nh)= X(1),

se dice entonces que el proceso .X(7) e¢s continuo.

Diferenciacion estocdstica.
Si para cada funcion de tiempo de un proceso estocastico X(7), existe

LNt h) - X()
= lim .
W I

X ()=

d (1)
«t
entonces la derivada del proceso estocastico .X(1) existira.

Proceso Cadlag ( “Contire a droite, limites a gasuche ™).
Un proceso estocastico .\(7) caracterizado por satisiacer que

Ihin,1 X +hg)= N(r.g) (es continuo a la derecha)

lhin.1‘ N(r-hg)= X1t g) (es limitado a la izquierda)

siendo ¢ un valor que tiende a fr pero que es menor que 7, se dira que es eclemento del

espacio DD y sc le conocera como un proceso cadlag (abreviacion del francés cuyo significado
es continuo a la derecha y limitado a la izquierda) .
Proceso Caglad ( “Continu G gauche, limites i droite ).

Un proceso estocastico .X(?7) caracterizado por satisfacer que

!,i m X(t-hg)= X(1,G) (es continuo a la izquierda)
y

.!iT Xer+hg)= X(1. ¢g) (es limitado a la derecha),
siendo 7,

un valor que tiende a 7 pero que es mayor que /. se dira que es elemento del

espacio L y se le conocera como un proceso caglad (en cspafiol significa continuo a la
izquierda y limitado por la derecha).
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Proceso detenido.
Sea .\ un proceso estocastico y 7 una variable aleatoria, Y7 sera un proceso detenido en 7'si
VT = X t<7T
X7 127
Proceso creciente.

Sca A =(A.),, un proceso cadlag. Si las rutas de 4:7 — 1,(g) son no decreccientes

para todos los ¢ con probabilidad mayor de cero, entonces + serda un proceso creciente

.0

Proceso de variacion limitada.

Un proceso A recibira este nombre si para todas sus rutas con probabilidad no nuia ,
la funcion definida sobre cualquier intervalo de tiempo [a.b)

Flani(6) = sup T[4, — 4, |
LI

es finita, sicndo I'l ¢l conjunto formado por todas las particiones posibles del intervalo.
El cambio de variable y la integral de Sticltjes.

Sca 1 un proceso creciente, si se toma un resultadog en particular del espacio de
estados . tal que 71+ 4,(g) es continuo a la derecha se podra obtener la integral

[ /0n) dan(s) = 101.6)

siempre que f sea una funcidon acotada. Aqui /(7,G) es una variable aleatoria, ya que esta en
funcion del espacio de ecstados. Ahora bien. si .1 es un proceso de variacion limitada y se
sustituye f por /., siendo // un proceso para el que = / (n.g) s continuo, entonces se

.
dira que [ H(n)d 4, csuna integral de Ricmman-Stieltjes, la cual podra ser obtenida a partir
de la sucesion de particiones g, del intervalo [ O, 7 ]. por medio de la suma

lim = Ho (A, — Ag) = H(n)dA, . donde 7% <8< T,

LELEE W A 5
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Esta variable aleatoria en adcelante se representara por /.7 ) . de tal forma que el subindice

seflalara el proceso estocistico sobre el que sc realiza la integracion, mientras que el
integrando sc colocara en ¢l paréntesis.

Para ilustrar se empezara por definir un proceso // como simple predecible si se puede
representar como

He= Holy ()2 H'llr..r,.,l(’)~
[
donde

O=7,% <, ,<=

y /.4 esuna funcion indicador para la cual

si teA

1) = 4
Lt =9, redA .

Por lo que 7, (/) estara dada por

2,

INCD) = Ho Xy + £ 1] X, — ]
[

1 espacio formado por todos los procesos simples predecibles se denotara por § | S, sera
el espacio formado por todos los procesos a los que se converge uniformemente por medio

de una sucesion de procesos y L° ¢l espacio de variables aleatorias con la topologia de
convergencia en probabilidad.

Semimartingala total.

Un proceso recibira tal nombre si es cadlag., adaptado ( véase apéndice 11) vy si
7v:S — L’ es continuo.

Semimartingala.

Se le conocera a un proceso .\’ con tal nombre si para cada ¢ e[(), x), X'

es una
semimartingala total .

Definicion.

Se entendera por ./, (H) la integral estocastica de /7 con respecto a .\, teniendo como
notaciones alternas:

J(H)=H-X=[H,dX..

i
i
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Si # €S y .X un proceso cadlag, sc definc ¢l mapeo de procesos predecibles bacia
procesos J, por

@) = Ho Xo+ = H[x70 - X7].
siendo 0= 7, S---5 7., <o tiempos de alcance (véase apéndice I1).
Por lo anterior como seguramente se habra notado
J(H), = 1. (H).

l.os espacios con convergencia en probabilidad sc les representara con el subindice
ucp. €.8. Supsblyu+Duy . Micntras que como ya se mencioné para S, los espacios con

convergencia uniforme se les representara con el subindice u.
Teorema.

Sup esdensoen L

uep -
P’rieebhe.

Sea Yel., R, = inf‘{l ])’,l > n} un tiempo de alcance y )7 = y#-1, . una sucesion

de procesos estocasticos en bL (espacio formado por los procesos acotados, continuos a la
izquicerda y limitados a la derecha) que converge a Y en ucp. lo que implica que es denso en
L. por lo que para esta demostracion se debera hacer que una sucesion de procesos de S,
converja en probabilidad a un proceso Y que sca clemento de bL. Para este fin se definen :

(a)ZporZ,:le)',, poriloque Z <D.

(b) 75=0.

(c) 1= inf{l:l 15y IZ. - Z,;I > t:} .
por lo que conforme 77 crece 7: tendera a oo,

(d) 7 2222” I(r'_,”l(l) para € >0,

que converge uniformemente a Z conforme £ tiendea O.

Tomando en cuenta que =}/ ,+Z se podra elaborar
¥ = Yolioy ZZr L s nn)® -

16
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donde 1!, -« es ¢l minimo de ambos, por lo que conforme 21 crece y épsilon decrece, se
tendra que converge cn probabilidad al proceso ¥ e bl

Teorema.
Sca .Y una semimartingala, entonces ¢l mapeo /i Sup —> Duyp €S CcONtinuo.

Prueba.

Para efectuarla se propone una //° en S que converge uniformemente a O, para asi
demostrar que J( /{') converge en probabilidad a O.

i
i
1
i
i
+
1
i
H

Scan entonces & >0 y 7%/ inf{t:'(li‘ . X)’l = 8} .

de tal manera quec para cada s !
Plaupler [ 8] = o[l ¥ 28] = o |12 400y )| 28]
= I’[ ‘I_v(ll‘ Il"-""l)l = 8]

siecndo esta ultima para & grande igual a O por la definicion de semimartingala total,
demostrandose asi que /'S, — D., es continuo. Partiendo de este hecho se podra
demostrar el teorema de interés, para tal fin por principio de cuentas sean

5 >0, >0, ||H"u = .\'up‘ If(l.g)l y t >0
LG

y la sucesion /' que converge en probabilidad a 0.

£

2

Si ||#], = n entonces I’I:supl.l_‘.(H)J‘>6j|S
ot

y si ademas se definen
R, = inf{.\' : IH,‘I > r\}

A = 1t 4os,)+ 10 cual implica que /7, pertenecea § y que sup‘,‘c,lﬁl =n

053nRy,
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se tendra que

l’(:”s_L:RI(H‘ . ,\’)‘I > 6] < I'[:}:gl(ﬁ‘ . ’\’).‘I > 8] + I’[R‘ < t]

=£4 I‘[sup'li,‘l = n] <c.
2 Lo TN

(TR}

ya que es claro que lim I{sup,ll,‘ l > n] = 0 y por consiguiente se demuestra la convergencia en
| S
probabilidad de (II - .\'), . asi como su continuidad.
De los dos ultimos teoremas se podra extender la definicion de integral estocastica como sigue.
Definicion,

Suponiendo que .\ es una semimartingala, el mapeo lineal continuo /v :Sug —> D
abtenido de la extension de ./.:S§ —> D es conocido como irregral estocdstica.

Definicion.
Se dira que una sucesion finitao de tiempos de alcance 7°,,++-. 7., para la cual se satisface que
O=7,<-s 74, <w
es una particion aleatoria.

Se dira ademas que una sucesion de particiones aleatorias o, , con tiempos de alcance
77.-+-. 77 . tendera a la identidad si
a)lim sup, 7" ==
n

b)ile,. |l = supll{'{, - convergea O.
Teorema.

Suponiendo que X' es una semimartingala, }" un proceso en D o en L y o_una
sucesion de particiones aleatorias que tienden a la identidad, entonces el proceso

I ):""d.X, =3 );.“(“-T.'.‘. X ).

tiende a la integral estocastica (¥.)- .X' por convergencia en probabilidad.



Procesos Estocasticos

Prueba.

Se demostrara el teorema para ¢l caso cn que Y pertenczca a 1), ya que con esto
quedara probado para ¢l caso en que VY pertenece a L . Asi asumiendo sin pérdida de

generalidad que X, = 0.

Sca cntonces ¥* un elemento de S tal que Y* converge en probabilidad a } ., entonces
JO¥V =¥ )X, = [V —F* ) dX, + [V — (V)T ) dX, 4 (Y )T — VT ) dX,

donde }' denota la version cadlag de ¥*.

Para cl primer término del lado derecho puesto que ./, es continuo sobre L.,y ya que
} —}¥* —» 0 se tendra que dicho término converge en probabilidad a cero. Para el tercer
término tomando fijo un » conforme & crece, (}' )" — }'"™ convergera uniformemente a O,
por lo que como ya se vio, este término convergera en probabilidad a cero. Finalmente para
el término central, dado que V' pertcnece a S, se podra dejar un & fijo, por lo que, si se
escoge un n grande se tendra que este término también tiende a O.

Por tanto basta con escoger un & suficientemente grande para hacer el primero y el tercer
términos iguales a cero y después con 4 fijo, buscar un 22 grande de tal forma que el segundo
término también sea cero.
Variacion cuadrdtica de una semimartingala.

El proceso de variacion cuadratica de la semimartingala X', denotado por /.X,.X/ se define por

IX.X) =X — 2] X dY.

Mientras que si } es también una semimartingala, la covanacion cuadratica dc X y } se define por
INY] XY —fJXdY—-frdy.

Teorema.

Si o. es una sucesion de particiones aleatorias que tienden a la identidad, entonces
bajo la convergencia en probabilidad

XTI +ZxX™ x> [XX]).

siendo o, lasucesion 0= 7," <---< 7" <=, donde 7, son tiempos de alcance
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Prueba.
Decbemos probar que cuando la sucesion de particiones aleatorias tienden a la identidad, entonces
X740 - X)) o X 2l X dY
n

Para ello se define R, = sup 7,", por lo que

(¥7)" = (Y™ - (00)7 ]

ImR ==

convergiendo la suma en probabilidad a X7,
Supongase ademas que X, = O,
Considerando la igualdad
h—a) =b"—-a” =2ab-a),

se tendra que

T XY = w {rvmd )t —ex ™ )t - 2ay W e - xw )}
= s{evTi g~} as fen e - X)),
por lo que, del teorema anterior y de la convergenciaa .\"*
}'_“_(X"" —XT )= X 2 X Y.
Analogamente, para el proceso de covariacion cuadratica |, la expresion

XoYo + S {exX™ - XV - yT )L 5 [N

lo cual se puede demostrar facilmente siguiendo las ideas de ia prucba anterior.
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Definicicn.
Para una semimartingala .\", ¢l proceso [.\'.

XT denota la parte continua de [.Y,.X], de tal
forma que

(X X] =[] + X3+ TANE,
o 5t

donde AYX, es el tamaiio del brinco al momento s; es decir AY, = X - X

1.6. Férmula dc 1t

Teorema del cambio de variable o formula de 116 .

Sea .\ una semimartingala y_f una funcién rcal de clase (. Entonces f(.Y) es
nuevamente una semimartingala y la siguiente formula es valida :

SCX) = FCXy = J SN, N+ 2 ] 7K [N X+ SOV = FOX, )= £ X, AN, )
Prucha.

En la seccidn anterior sc vio que

[v.x], = [V X)) + X3+ TaAx:

1y

lo que implica la igualdad

FEs N X = 3 Lrox N x], - e e ],

con la cual se puede reservar el teorema a demostrar como

S =F (X = LK, Wl 5 SO, XX,

+>;,{f(.\',) ~ FOX. )= SXLOAY, - uz—’i}

Ahora bien dada una € > 0 y una ¢ > O, se definen los siguientes dos conjuntos excluyentes :

e A:-A(e,r) el conjunto de brincos significativos de X" que se dan en un namero finito de
veces hasta el momento r.

21
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e B Bce.r) el conjunto de brincos que cumplen ¥ AX? s g”.
s By

Por lo que se podra escribir

{E AR AWEDS VAR RN AW}
=z, (:.-.r.*..]-.-{f(-\'r.'..) S} + 2, (r.".r.'..]..-{f("”.'..) RAGCY

(1. 19)
En adelante, para utilizar una notacion mas simple se entendera X por X1 (rm a2 e

.4 T A
Si ahora se utiliza la formula de Taylor en (1.19) se tendra que

Strevey-sag) = o(x, - x ) sz o(x, - v ) -

N ATO )(X’ﬂl - ,\'7',)’ +

1=

- ;‘;f’("’r," )('Yr,"., _ 4\""') -
+ };:, R( .\',._, . .\',: ; )
donde por lo visto en teoremas anteriores la primera y la segunda sumas convergen a
froxoax, oy froex, dfx.x,.
mientras que la tercera converge a

- = £7(X, JAX, 4 % SN, YAXE,
L |

Por tanto al sustituir los resultados previos en (1. 19) se tendra que

LX) = f(x) = "j.f'(X,,)d,\’ - % "}f"(.\; [ x.x], -

- ?:A{f(«\’.)—f(z\'. )+ SHX, )M,+—fi‘5—;—m—""—'}

R .
- B R Xy )

Y si se considera que para el residuo de la serie de Taylor

22
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RN X ) s r(l-\‘,,- - ‘,l)( Ny - «\'1,-_,):~

asi como la continuidad a la derecha de .\ se tendra para la suma de residuos de la ultima
igualdad cuando & tiende a cero que

m X R(Y,,, X, )sr(c +)[N.x], =0,
woer T ( i
es decir 1a suma de los residuos converge a cero, mientras que para la primera suma
D O U e A L S B e O B 7 U G
s

hay que demostrar que converge absolutamente. Por la desigualdad del triangulo dicha suma
es menor o igual que

pATZC R RIS DR A )A\’.|+‘;,f"(f§%)~‘“4;(.

siendo a la vez

X SN - X, )+ SU(X, DAY S e TAY] sV X)), <=

T SXDAY s SAY sd[X.X], <%,

Por lo que la serie es absolutamente convergente y la regla de 1té es valida.

Mencion aparte merece ¢l caso en el cual /1™ — R, es decir cuando f es una funcidn real
de un vector m-dimensional cuyos elementos son semimartingalas de variacion finita y es de
clase (¢ y cuya version general de la regla de 1td en su forma diferencial es

A (XD = f(Xo)+ z%f—(\%lcl,\':" + LX)~ SOX).

[¢

(1.20)

Se enuncia éste porque sera empleado en el capitulo cuarto.

Martingala
Un proceso estocastico X(7) es una marntingala si

E[ Xdx, = x,.] =X con s~ <
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1.7. Conclusiones

Tanto las cadenas de¢ Markov como los conceptos derivados de éllas son empleados
con el objeto de modelar fenomenos dotados con ciertas caracteristicas y que fueron
especificadas en este capitulo.

En cuanto a la integracion estocastica se puede concluir que ésta se diferencia de la

semimartingala en que mapea procesos en procesos, mientras que la semimartingala mapea
procesos en variables aleatorias.

Finalmente sobre la diferencial total de una funcion de semimartingalas Y’ la cual esta
dada por la regla de 16 se debe observar que cuando para toda i, X' es una funcion

deterministica y diferenciable se reduce a ser simplemente la regla de la cadena del calculo
vectorial.
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Capitulo 2

EXTENSION DE CONCEPTOS ACTUARIALES UTILIZANDO
CADENAS DE MARKOV

2.1. lntroduccién

Para toda persona que haya tenido la oportunidad de penctrar en el calculo actuarial
no deben de resultarle extrafios conceptos como fuerza de mortalidad, funcion de densidad
de probabilidades, decrementos multiples y otros mas. Estos conceptos se extenderan al
modelo de estados multiples que se manejara en este trabajo, pudiéndose observar que son
un caso particular de éste Tal modelo se apegara a las cadenas de Markov como
conseccuencia de que las probabilidades solo dependeran del estado en el que se encuentre el
proceso al momento de valuarlas, con lo que se obtendra algo mas proximo a la realidad en
relacion a lo obtenido con los decrementos multiples, ya que este altimo se limita a estudiar
la causa que provocara la irremediable salida de un individuo de! grupo considerado, sin
considerar los posibles eventos de regresar al estado original o moverse hacia otro estado.

Incluso si se compara el modelo de estados maltiples con el de decrementos secundarios sc
le podra calificar al primero como superior, ya que ain cuando el segundo toma en cuenta

los eventos que pueden suceder tras el primer cambio de estado. se encuentra bastante
limitado y es poco flexible

Cabe hacer mencién que no se analizara la naturaleza de cada uno de los estados del
modelo  solo se fijara la atencion en la descripcion general de éste.

2.2. Ecuaciones de Kolmogorov

El modelo de estados multiples que se manejara es desde luexo un proceso
estocastico con espacio dc estados discreto, cuyos elementos seran 7 posibles situaciones
por las que una persona puede pasar, pudiéndose establecerse estas situaciones segun las
necesidades del estudio que se realice. por lo que para efectos practicos y de generalizacion

sc considerara al espacio de estados como el conjunto I ={1.2,....n}. donde cada

ciemento de este conjunto corresponde a una de las » situaciones bajo observacion, mientras

que su espacio parametral scrz’:T:{r:l G[O,m]} Si ademas se asume que e! proceso

satisface la propiedad de Markov, se tendra entonces que tal proceso es una cadena de

Markov, razon por la cual se podran utilizar los conceptos, que fueron estudiadas en el
capitulo precedente.

Luego entonces para el modelo de estados multiples, la matriz de transicion quedara como
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e, x4 1) pa(ex+r) o p(x.x 1)
2 LX, - L (X, x + e » X !
P[.r . ’l-“] - P2 (x,x t-1) p'__(r:x ) P . (x,x )

pPo(x,x +1) p Axx+1) -~ po(x,x+1)

donde ), ,(x.x + 1) denota a la probabilidad de que (x) que se encuentre en el estado /, esté
ala edad x-ren el estado /.

A continuacion se define

C(x +1)A1 + (A1)

como la matriz diagonal que representa la probabilidad de cambiar de estado en un intervalo
de longitud Ar, siendo O(At) una cantidad para la que

Al
1im 9(-&——) =03
e
y la matriz

S(x- 1)

como la matriz de la distribucion condicional asintotica dado que (x+¢) abandonara su
estado antes de alcanzar la edad x + ¢ + Ar .

Si se parte de la ecuacion de Chapman Kolmogorov

P(x + 1+ Afx) = P(x + 1|x)P(x 4+ 1 + Aflx + 1)

al sustituir las matrices antes definidas, se tendra que

Plx + 7+ Arlx] = Plx + 4] <1 - Cx+ HA] +

(2.1)
+ Plx+ 1] xJC(x + ) AtS(x + )] + O(Ar).

Como seguramente se habra notado, [l - C(x + I)Al]cs ta matriz diagonal complemento de

la matriz C(x + 1)Ar , es decir denota la probabilidad de no cambiar de estado en el intervalo

[x+r.x+1+Ar]. mientras queC(x+ 1)AtS(x +1)cs

probabilidades de cambiar de un

edades[x +7.x + 1+ Ar].

la matriz que contiene las
estado hacia otro en el intervalo continuo de
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Con todo lo expuesto anteriormente es momento de fijar la atencion hacia e objetivo
de esta seccion, es decir las ccuaciones de Kolmogorov , por lo que partiendo de la
definicion de derivada

x Plx +7 + Artlx| - Plx + 7]
2 o] gy T

Ple o oe]Px v+ Arx 1] 9|
=lim
1 vor A

y sustituyendo la ccuacion ( 2. 1)

| ¢ i1 - C Ar + C(x - ArS -k
g"[-“*’l“'] - lim [.\w r[r][ (x + 1)Ar + C(x + 1) AIS(x + 1) ~ 1]
ot At w0 Al

P[x + I[.r][—C(.r +1)AL + C(x + 1)ArS(x + 1)]
=.{3"Jn Al

=lgr§], l',[-\' -+ ’I»"]EI +1;)'{\I {S(,r 1) — l’]

=P[x+llx]‘(j(x+l)’{S(x+l)— 1.

Se propondra a continuacion una R(x+7) tal que C(x +7)*{S(x+7)—1} = R(x+7). de
tal suerte que

%I’[x‘*—llxl:P[_\—+,|_‘.]-R(X+I)A (2.2)

Esto sc¢ podra visualizar atin mejor si es hecho para un elemento en particular de 1a matriz
P[x + 7+ A/x]. es decir, { P[x + 1+ Aflx] }.. que representa la probabilidad de que (x) que

se encuentra en el estado / se encuentre en cl j ala edad x + 7 + Ar

{ Px + 1+ Atlx] ju= {P[.r + 1[:]}", ‘[l - {C(x +1),, Al}]+
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+ }El'l.r+r|x] CAIC(x+ 1), L *S(x+1),, + O(Ar)
w 1 - .

quedando la derivada como

g’- {P[x+ l|.r]}w = _}'_'j’{l'[.r elx]},  {RGe 0},
= -}E‘{l‘[x + ll"‘]}-,- - {C(x +1)*(S(x +1) - I)} -
= _i'{l'[.\— + r].r]}‘._ - {‘iIC(.r 0L (S(x+)—-1)

Si se recuerda la naturaleza de la matriz C(x + r), ésta solamente tiene eleme:itos diferentes
de cero en la diagonal principal. lo que la ultima ecuacion se puede expresar en la forma

i
2 e[,

_):‘__l{l'[.r + l|.r]}“‘ hd {C(x +0), L (Stx vy 1) }

_il{l'[.r + rl.\-]}'__ . {C(x w1y S+, — 8_,,)}
Para un manejo mas claro, se separara la suma como

-g—{l’[.\—+llx]}w = _i,{P[x+’|'r]}-,-. *C(x+1), . ‘(S(Ar+l)_',)+
b

+ {P[.\' + 'I'r]}-./ *C(x+1),, ‘(S(x+l)“ - l). (23)

Se detendra un poco el desarrollo de estas ecuaciones para interpretar lo que
representanC(x +1) y S(x +1r). Se recordara que en el principio de esta seccion se
explico que la matriz diagonal C(x + r) representaba la tasa de cambio de estado basada en
el impacto causado al momento de alcanzar la edad x:-r. Esto desde luego. debera a
cualquier actuario o persona vinculada al estudio de la demografia traerle a la mente el
concepto de fuerza de monalidad, por lo que se puede afirmar que la matriz C(x + r) tiene
en cada de sus elementos diferentes de cero la fuerza de transicion de un estado en particular
hacia cualquiera diferente de €l. Los elementos de la matriz no nulos seran denotados por

(ra- 1)
L)

Algo similar sucede con la matriz S(x+r), la cual esta formada por las tasas de que, dado que
va a realizarse un cambio, éste sea hacia un estado en particular (el estado relacionado con la
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columna en la que se encuentra ¢l elemento), estas tasas ticnen su origen en el impacto
producido por los cambios de estado al alcanzar la edad x . Por lo anterior el i, j- ésimo
clemento de la matriz S(x ' 7) es

o2

| L) H ;
T S1 4.
K
o
(o] en otro caso.

En la seccion 2.3 de este capitulo se analizaran en forma mas detallada estos conceptos.

Retomando la ecuacion ( 2.3 ) y sustituyendo las ideas manejadas sobre tasas de transicion
se tendra

(%5 w)

(w.2)
S L ERVE | I ot L ERE | R

wey

+ {P[.ra+ le”w *ulr*0-1)

Z{P[x+llr]} (NP {P[r+l|r]} ur . (24)

“es
Esta 0Oltima expresion es la ya conocida ecuacion de Kolmogorov hacia adelante.

También se podra obtener la ecuacion de Kolmogorov hacia atras calculando la derivada
parcial de P[x + II.\'] respecto a x

% Plx o+ rlx] = lim Plx +7x] - :[:r +1]x — Ax]

i l'[.r + l]x] - P[.r|x - A\'] . P[,r + llx]
Ax e Ax

I

(2.5)
por lo que al considerar que

P[xjx — Ax] = 1~ C(x — A)Ax + C(x — Ax)S(x — A¥)Ax

la ecuacion ( 2.5 ) queda como
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:-, Plx + ] = tim _l:[.r + 1]x] = [1 = C€(x = A¥)Ax + C(x — Ax)S(x — Ax)Ax]* P[x + l|xJ
X Ax ) A\’

i [-C(x — Ax)Ax + C(x — Ax)AxS(x — Ar)]‘l’[.\’+l|x]
=lim —
Ax o Ax

. [C(x — Ar)Ae{S(x — Ax) — 1} *JP[x + 7|x]
Ifx?‘.: Ax

1

—C(x) * {S(x) = 1} * P[x +|x].

En términos de la matriz R(

) definida para construir la ecuacién ( 2.2 ), la Gltima
expresion sera

{T(:: P[x + fx] = -R(x) * P[(.r +10]. (2.6)

y obviamente, para el iy-ésimo elemento

a

E—;P[x + I]x]u = ?_""_I[—(f( x)[S( x) - l]]'__ [P[.vc + l|x]]_”
- :T:‘_‘[fi‘—C(r),_‘.[S(-\‘) -1 ]l’[x +iix]).

= “ZAI[;—C(:),_“[S(A\')‘,__ -5, ]]I‘[x + l|x]]_‘_l .

Como ya se ha mencionado 1a matriz C(x) solo ticne elementos difercntes de cero en la
diagonal principal, por consiguiente la igualdad anterior se puede expresar como

%P[I + 'Ix].., = _f\'l’t_‘—C( x),.[st0),. -5, ll’[.\— + t|x]]‘m .
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por 1o que al separar la suma

-(:—;— Plx+ r|x]” = :"'T‘,l—C(x),J [S(:),__ II’[.r + l|.r]]___l - C(x),, [S(,r), , - lll'[x + 1]:]],4 .

3
.

y por la sustitucion de las tasas en términos actuariales se tendra

-
...

Zelxeinl,, = Sowe | B el bl -t (o e ]

I

-\:"._H‘."”["[-r + l|."]]-., A ”[P[x * ’lx]]u

= - ,_,u" "‘[I'[r + l[\]]_ ;T [T 'I[P[x+’|x]].., R ( 2.7)

2.3. Funcién de densidad de probabilidades

Las ecuaciones de Kolmogorov pueden resolverse con la finalidad de ottener la
funcion de densidad de probabilidad inherente a cada posible cambio de estacio, =sto es del
estado / hacia el estado ; La solucion de estas ecuaciones diferenciales debera traer de
regreso a la memoria un concepto de la teoria de decrementos multiples : la elaboracién de
un modelo de decremento Unico asociado a un modelo de decrementos multiples.

Como seguramente se recordara, la tasa absoluta por el decremento j en el modelo
antes citado (se usa el termino tasa en un sentido diferente al utilizado en las seccion

precedente, con la finalidad de no confundir a esta funcion con las probabilidades de
decremento), se define como

=1 cxv{—iu‘.{,d‘}

=1-,0, (2.8)

y la probabilidad de no abandonar el grupo por cualquier decremento es
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0= ool -} i)

=I1,r". (2.9)
¢+
dondeT es el conjunto de todos los decrementos y

"
-~ 0
_.‘H,..

‘la fuerza de decremento.

Mientras que con el modelo de estados muiltiples, si se utiliza o la distribucion exponencial,
para la probabilidad de no cambiar de estado en 7 unidades de tiempo, o bien, el proceso de
Poisson para la probabilidad que no haya cambios de estado en ese mismo intervalo de

tiempo (que como ya se explico en el capitulo 1, ambas asignan probabilidades iguales a este
evento) se tendra

P{N~N,n) = exp(—§ A(E)L)

= c'(p(ILI‘I ”tl&)

=exp-[inly?

donde n{?”’ es la fuerza de transicion. Se observa de aqui. que las tasas y las
probabilidades del modelo de decrementos multiptes (utilizando los parametros adecuados

para ellas) también parten del proceso de Poisson.

Con todos estos elementos y bajo el supuesto de que las demas funciones son conocidas, se
puede resolver para l’[x + l|x] la ecuacion de Kolmogorov hacia adelante

(;—:{P[x+ll-\‘]}'_! = Z{P[x+l|.\—]} ple {P[x+l|x]} W,

o, equivalentemente
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% {P[.r + II.\‘]}“ + {I‘[r + le]}w purO = _z";'{l’[.r + r|.r]}‘._‘ A TSl

wsy

Esta ecuacion es del tipo '+ g(7)y = (1) que se puede resolver por el método del factor

integrante, para lo cual desde luego se debera calcular dicho tactor
A1(1) = exp [ QENLE
= expf'nii Vde,
quedando la solucion de la ecuacion diferencial en la forma

§ M @EINE)E + cte
Yy ==
A1)

De esta manera la solucion para la ecuacion de Kolmogorov, esta dada por

exp(f' ny e

wey

‘l'[.r -+ rlx]}u =———l———j_iexp(j'"u‘,’,'; ”)d&[_il{l'[x + n].r]}m he u‘,‘j'ﬂ”]dr] + cte

Ahora dado que
exp [y ny Vg

t (1.5 1)
exp fon:

= exp{[nl Ve — [iny Vas )

n )
=exp[nlldE,
y a la condicion inicial

{l’[x + Oi.\']}w =0,

la igualdad ( 2.10 ) queda como

{P[x + IIx‘]}"I =§" }":'{P[x + n,x]},... ulnn . cXP(—I,', ns ”dg):ln.

-y

Para la probabilidad de permanecer ininterrumpidamente en el estado j se utilizara la
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siguiente notacion
v J t s g
{l' [.r +f]x + n]}“ = [t,xp— | T dg]
de manera que al sustituir esto en la igualdad anterior , sec tiene que

g (2.11)
{l'[.r + I!.“]}‘J ={ s {l'[x + v]l.\*]}m *uinry {l”[x +1]x + n]}“dr\ .

-t
.oy

resultado al que se le pueden dar muchos adjetivos caliticativos como pueden ser logico o
sencillamente bonito, ya que considera las probabilidades dc que dado que se empezd en el
estado 7 se mueva el individuo hacia cualquier otro estado (excepto el j) y en un momento
dado dentro del intervalo cambie hacia el estado /, para permanecer en éf en forma continua
hasta el final del periodo. Mientras que para la probabilidad de pasar directamente del
estado / hacia el estado j antes de ¢ unidades de tiempo

{I"[.r + Il.\']}’.l = j’l"[x + f]x -+ ']],_. u',’;’,"{l"[.r + t]x+ v]]}“dn (2.12)

2.4. Fuerza de transiciéon

Se ha mencionado e incluso utilizado en las secciones precedentes la fuerza de
transicion, sin embargo, deliberadamente, no se ha hecho la explicacion en forma detallada ni
de su esencia ni de sus implicaciones, tal explicacion, como se menciond cuando fueron
citados estos conceptos, sera desarrollada en esta seccion.

La fuerza de transicion, es un concepto analogo al de la fuerza de mortalidad, la cual esta
definida por

Ple < T 7 .
H, = Ix L=x+ . S __ L4 imeds
PlT > x] 1—-7(x) _p, dvr fen g

donde el denominador es la funcion de supervivencia y el numerador la funcion de densidad

de probabilidades para el tiecmpo que tardara en darse el fallecimiento de la persona de edad

x. Esta fuerza de mortalidad, es una tasa basada en el impacto de la mortalidad al alcanzar la
edad x, que indica el negativo de la proporcion en que decrece una poblacién en un periodo,
por lo que para el modelo de estados multiples la fuerza de transicion es

e =”mp,‘l(x,x+l) (2.13)

14



- Extension de conceptos actuariales utilizando cadenas de Markov

como 7 tiende a cero, el periodo entre las edades x y x + 7 se refiere a un instante, en el cual
solo podra haber a lo mas un cambio de estado,

por lo que no sera necesario considerar
movimientos posteriores hacia otros estados

Finalmente la fuerza de no sufrir transicion

' = lim P, x+1)-1
Xt L) '
. -, s (x.x+r)—1
=lim -
t w0 ¢

—Z Po(x.x+ t)

. i

= lim !
t e ’

por tanto, el sustituir ( 2.13 ) en la igualdad anterior conducira a

2w 2.14
[Toovd =—L|u‘,‘,’=—u,.,"- ( )

El resultado obtenido aqui, se debera tener muy presente en los siguientes
capitulos, esto debido a su importancia, la cual ya se hizo manifiesta en las secciones previas.

2.5, Conclusiones

Tras haberse encontrado la solucion de las ecuaciones de Chapman Kolmogorov se
puede afirmar que las funciones de densidad de probabilidades del calculo actuarial no son
mas que la funcion de densidad f (7 ) de la distribucion exponencial teniendo por parametros

la integral del negativo de la tasa a la que se realizan los cambios hasta el instante 7 y la
tasa de cambio en dicho instante «.

Solamente resta, para dar por concluido este capitulo, recordar que lo presentado en
él ha sido en forma generalizada, de tal modo que sera en lo subsecuente sujeto de estudio
el restringirlo a ciertas condiciones, necesidades y situaciones particulares.
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Capitulo 3

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
3.1. Introduccion

En cl capitulo anterior se presentaron cn las expresiones ( 2.2 )y ( 2.6 ) los sistemas
de ecuaciones diferenciales que seran sujeto de estudio, dandose incluso una solucion en la
expresion  ( 2.11 ), la cual, como también ya se explicod, se encuentra limitada por el
supuesto de que los demas elementos del sistema deben conocerse de antemano, para asi
poder obtener por medio de la integracion de una funcion de densidad la solucion para el 7,/-
ésimo elemento de la matriz. Sin embargo tal método no es unico En el presente capitulo se
proporcionara un método alterno, que conducira hacia ¢l calculo de todas las probabilidades
de transicion de un estado /i en particular hacia un estado /.

Para la comprension de este camino seran necesarios al igual que en el capitulo 1,
conceptos relacionados con eigenvalores y cigenvectores, con lo que se justifica aan mas la
inclusion de estos en el apéndice. Cabe hacer mencion que se haran supuestos relacionados
con la naturaleza de la fuerza de transicion, ésta serda considerada como: constante,
constante a trozos y no constante quedando dividido el capitulo en funcion de tales
supuestos en las secciones: procesos homogéneos y no homogeéneos.

3.2. Procesos homogéneos

En esta seccion se buscara encontrar la solucion al sistema de ecuaciones
diferenciales mencionado. suponiendo fuerzas constantes de transicion, es decir, se trabajara
con procesos para los cuales

I{J[r + le] = If_l[y -+ lIy] = I’,J[l].
para todo x y todo y que pertenezcan al espacto paramétrico.

Los procesos con la caracteristica anterior, que ya fueron mancjados en el capitulo !,
reciben el nombre de procesos homaogéncos o estacionarios. Como se puede observar, las
probabilidades de pasar de un estado hacia otro solamente estan en funcién del tiempo que
va a transcurrir, un fenomeno que ejemplifica este tipo de procesos es la muerte accidental
originada en un accidente automovilistico, va que la probabilidad de que una persona de
edad 32 muera en el transcurso de un afio por la causa antes mencionada es la misma que la
de una persona de edad 37 para la misma fatalidad y en ¢l mismo periodo. Para otros
fenomenos tal suposicion podria resultar poco exacta, pero no se debe descartar, ya que se
debe recordar que un modelo tiene por objeto representar la realidad, para asi poder
estudiarla, siendo el apego a ésta, en algunas ocasiones, una funcion de la complejidad del
modelo.
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Dc esta manera, para procesos homogéneos el calculo de las probabilidades de transicion se
reducc a

P,uy=§ = A ERG ), (1 - E)
o

y para el cambio directo

r,u) = }[cxp(fu,,. (Mdnn, , (i)exp(_f u,,,(n)zln)}'&

Ahora, en virtud de que se estan suponiendo fuerzas de transicion constantes se tendra

P,y = ![cxp(u.‘.fdn)uu exp(m,, Idn)}li

= j[cxp(u,_, *E), , exp(u,, *(r— i))]‘l& .
Al sacar las constantes del operador integral, quedara

P =n,, expu,, *Offexpn,, —n, ) *E)}E.
por lo que al resolver esta integral, se obtiene

u, , exp(pe, , 1) e J
P, ()= —"A——_—2J __"les —
S0 = e [exptn,, -1, )8,

_Hoexp(u,, %) _ “ry—1
(u.,. - ]-l/./ ) [c-‘(P((H,,, “Ll ) ) ]

S IV *r)—exp(ne,, *0].
(H-..-M,.,)[e‘p(“"' )—exp(u,, *n]

Esta Gltima sera la expresion que se utilizara para valuar la probabilidad de que una persona
que se encuentra en el estado /i pase directamente hacia el j en 7 unidades de tiempo bajo el

supuesto de fuerzas de transicion constantes.

Seguramente se recordaran las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante y hacia atrias,
las cuales se obtienen por medio del calculo de las derivadas parciales de las probabilidades
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de transicion, mismas que estan en términos de la edad inicial y del tiempo que transcurrira
para llegar a la edad final. Dado que en este momento sc estan estudiando procesos
homogéneos y que el calculo de probabilidades no esta en funcion de la edad inicial, surge
una nueva dificultad en cuanto a la ecuacion de Kolmogorov hacia atras. ¢ Existira ? La
respuesta obviamente es negativa ya que no se puede obtener una derivada parcial respecto a
una variable que en realidad no lo es (la edad inicial), por lo que solamente se tendra una
derivada , la cual puede ser obtenida por dos caminos diferentes.

Para uno de cllos tenemos,

B (+h)=35F . ) ().
vk

Abhora, si 7 tiende a cero
B, +h)= V:E:l B, Sh+ P )V -n,~h
y por la definicion de derivada

S, t+hy—-r,,G
DPp,,0)=1im £y 1) 20
A ¥/

P> PaOn,,*h+ P () —p,*)-F, (1)
lim 2z
a0 Iz

v§1 P, *h=0 ,uxn,>n

=1lim
vt I
= ? If,l(’)lh_, - l‘:,,(’)(”,) . (3.1)
[

Mientras que para el segundo camino
PLU+m) =S RODF,0).
vk

si /71 tiende de nueva cuenta a cero resultara

Ba+hy= 3 u B (Dh+F (1)) —p, *h)
ke y

y por la definicion de derivada
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PL,U+D) - P ,U)
h

D P, =1lim
h o)

S b ) he P (D -, =8, )
=limYe : i
Lt h

;S:_ (YO0 l’,_l(l)‘h— RS (THR)]
i viey
=lim

4

? WP, = B, ()
vikey

= Tu.2,0). -2
P

Luego entonces, de las ecuaciones ( 3.1 ) y ( 3.2 ) se podra concluir que

Ern.om,, = Eu.rLo.
s I

s B

para todo estado iy j del espacio de estados S, sin olvidar que esto es valido soiamente
bajo el supuesto de homogeneidad.

En notacion matricial esta conclusion queda como

d
2P = P(OQ = QP(1) (3.3)

Con todo lo que se ha expuesto hasta este punto ya se esta en posicion de analizar el
método alternativo para el calculo de probabilidades, que como ya se mencioné al principio
del capitulo facilitara en gran medida la evaluacion de dichas probabilidades.

Supongase que la matriz Q tiene sus 2 eigenvalores diferentes, entonces existe una matriz
no singular A tal que la matriz

D=A"QA

es una matriz diagonal.
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Se fijara en este momento por comodidad. una nueva notacidn, a todo eigenvalor (D)u se
le representara por A, .

Al sustituir la diagonalizacion en las ecuaciones de Kolmogorov

«

P(r) = P(7)ADA ', (3.4)
ot

y dado que el producto de la derecha es conmutativo (véase igualdad ( 3.3 )), esta
expresion es equivalente a

il—l'(:) - ADA 'P(1). (3.5)
ddt

Ahora, haciendo sobre ( 3.4 ) una serie de movimientos matriciales se obtiene

AP = DA TP
17/4
o equivalentemente
iA"P(:)A:DA"P(r)A. (3.6)

17/4
De manera semejante para ( 3.5)
CA P(NA = P()AD
ot
igualdad que puede ser llevada a la forma

—‘;’—A 'P(r)A = AT'P(HAD . (3.7)

Con el fin de simplificar un tanto la notacion referente a las igualdades anteriores, se define

una matriz A mediante la igualdad

A=A "P(NHA.
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Luego entonces en términos de esta matriz A, de las igualdades ( 3.6 )y ( 3.7 ) sc llegara a
o
— A = AD = DA .
ot

En virtud de que la matriz D puede poseer clementos diferentes de cero unicamente en la
diagonal principal se podra afirmar que

Sin embargo como se recordara, se ha partido del supuesto de que los eigenvalores son
todos diferentes, por 1o que esta afirmacion es cierta solamente si

(A),.l =0 cuando i = j
24 -
:IT(A)'~' =2,(4),, cuando i = j.

De tal forma que esta Gltima expresion se puede escribir como

1 d
@), ar (e =

de donde se deduce que

A,, =exp(rr,)).

Resultado que en notacién matricial se escribe como

A = diag(exp(rh,;), exp(fX,).....exp(fA. ) .

Dec esta forma se puede dar ya solucion al problema, debido a que ya es conocida la
composicion de la matriz A y la igualdad

A=A'P(OA.,

por lo que se puede observar facilmente que la solucion es

P(1) = Adiag(exp(ik,).exp(td,)....,cxpl{id DA
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que constituye por si misma una expresion bastante conveniente para el calculo de las

probabilidades de transicion y deja abierta la puerta al desarrolio de programas de software
que tengan el mismo objetivo.

3.3. Procesos no homogéneos

El modelo expuesto en la seccion anterior (como ya se ha manejado) se encuentra
sujeto a restricciones, las cuales ocasionan que no todos los fenomenos puedan acoplarse a
él. entre estos fenomenos destacan algunos procesos de interés actuarial que no se pueden
modetar como si tuvieran naturaleza del tipo homogéneo, lo que tiene su origen en el hecho
de que las fuerzas de transicion de un estado a otro que se encuentran relacionadas con un
individuo en la mayor parte de los casos siempre estan en funcion de la edad del individuo.
Sin embargo, se reitera que esto no significa que las suposiciones planteadas en dicha
seccion deban ser consideradas inservibles, ya que algunos fendmenos pueden ser modelados
adecuadamente bajo tales suposiciones. Un ejemplo de estos es el estudio de la evolucion
de un paciente a través de las etapas de una cnfermedad que ha contraido.

Por todo lo anterior ahora se fijara la atencidn en un modelo en el que las fuerzas de

transicion seran constantes a trozos, es decir permaneceran constantes durante ciertos

intervalos de tiempo (esto seguramente hara recordar a las funciones escalonadas), s decir
n ()=l si reft,,.1,) conm=12_.

La edad ¢, podra ser manejada segun el problema que se esté tratando de modelar, es decir,

ésta puede ser: cero aifios, quince ailos, veintiun aiios, etc; mientras que la Ultima edad 7, a

lo mas podra ser, desde luego, de o afos.

De tal manera que la matriz de probabilidades de transicion de la edad x a la edad )’ sera un

producto de matrices de transicion, contando cada una de ecllas con fuerzas constantes de
transicion, es decir

P(x.») =[P, - ofrtra.., -, )]...[p""()- -1..0]

donde
x efr, ,.7,)) .
»e[r...t.)

y [P""(I‘.A, W, )] es la v-ésima matriz de transicion con fuerzas de transicion constantes en el

intervalo [7,_,,7,) por lo que no se debera confundir con el producto matricial p”

Para el (/. j ) -ésimo elemento de la matriz mencionada se tiene que
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P, (x) = “‘EI Ai.'”. x [P'“ ety < Pl Dy DL .._r)].
s

e .\

donde, por lo visto en la seccion precedente, se podra sustituir p.° ' (1,., ,.1..,) (para

cualquier v =0,1,...w-5 yconsiderando que &, ,, =/ y k,=i), qucdando de esta forma
p,,0c. )= i il. \".:. [(Lu. AP I )(;_.u. e oAy e 1o “.‘,”J
b' 2 L S )

' KR RN Y
(._.u‘_,,‘c ! L”_A,)]

Esta expresion muestra en forma explicita como sc puede calcular una probabilidad en
particular.

Hasta ahora se ha utilizado el supuesto de eigenvalores diferentes, sin embargo en la
realidad se puede presentar un caso distinto, por ejemplo cuando al menos dos eigenvalores
son iguales; como se sabe, una matriz con eigenvalores repetidos aun cuando no se puede
diagonalizar , puede ser reducida a la llamada forma candnica de Jordan, por lo que ante tal
situacion se debera de proceder a buscar la forma canénica de Jordan de Q.

Para ilustrar este hecho, se propone a manera de ejemplo una matriz Q (de 6 por 6) asociada
con un proceso homogénco en el tiempo cuyos eigenvalores 2, y 3. tendran multiplicidad 5
y | respectivamente, teniendo a su vez A, dos eigenvectores linealmente independientes
generando a su espacio nulo, por lo que la forma canonica de Jordan de la matriz Q es

% 1 0 0o o0 O
o o a0 o o i)

QA = ! = (7)) =D.
O 0 O a 1 0O : GO
0O 0 O 0 2, O !
0O 0 O 0 O a.

Como se trata de un proceso homogéneo. se sabe de antemano que

‘—I—A=AD=DA.
dr

o equivalentemente

2(a),, =£(&),.(0)., = (D), .(A),, .
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1o cual conduce a

e QA+ eMArr+2) ™ e™M )

0 :

o e™ e™+1) o e™ (o) ;

Al O ) e™ o 0 o
0o e™ e +1) e™ e™(l+r) O

0 0o e™ o) e o} ;

0 o o o 0 e™ !

Pudiéndose asi obtener el producto matricial P(7)=AAA ', ain cuando la composicién de
la matrizA no sea tan sencilla como cuando se les puede diagonalizar.

3.4. Conclusiones

Por todo lo presentado en este capitulo se puede afirmar que la utilizacion de
sistemas de ecuaciones diferenciales y su resolucion por medio del calculo de eigenvalores y
eigenvectores constituyen un medio eficaz y conveniente para el calculo de las
probabilidades de transicion de procesos tanto homogéneos como no homogéneos. Sin

olvidar que entre las bondades del empleo de los eigenvalores y eigenvectores destaca el
poder desarrollar aproximaciones de tipo numéricas.
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Capitulo 4

ASPECTOS FINANCIEROS Y SUNATURALEZA ESTOCASTICA
4.1, Introduccion

En mas de una ocasion cuando se estudian las matematicas financieras y el céalculo
actuarial, sin falta surge la pregunta ; Porqué razon se asume una tasa de interés constante ,
cuando en la realidad ésta es variable ?, la respuesta que tradicionalmente se da es que el
interés a largo plazo tiende a estabilizarse en un cierto nivel y no es necesario fijarse en las
variaciones tanto a la alza como a la baja ya que éstas se presentan con una frecuencia baja y
no son de gran magnitud. Sin embargo en este capitulo si se pondra atencion en la naturaleza
estocastica del interés, para lo cual sc utilizara un modelo que desde luego estara cimentado
en las cadenas de Markov y que llevara a la obtencion de resultados interesantes e
importantes, de tal forma que de nueva cuenta como ya sucedio en la lectura del capitulo 2,
se podra encontrar en el presente que los problemas tratados y los conceptos aprendidos
durante nuestra formacion actuarial pueden ser expresados como casos particulares de
modelos que utilizan cadenas de NMarkov.

4.2. Reservas, flujo y Balance de efectivo

Se empezara por definir el concepto de fTujos de efecrivo el cual se refiere a los
pagos hechos por una persona fisica o moral y los que hacia ella se hacen (definicién de
diccionario y por tanto de corto alcance), de tal forma que si se parte de esta definicion y de
la naturaleza del interés que se maneje, los problemas que trata la actuaria se pueden dividir,
en funcion del previo conocimiento o desconocimiento del tipo de interés asi como del
flujo de efectivo involucrado, en los siguientes cuatro casos:

Caso Tipo dc interés Flujo de efectivo Probleria de
1 conocido conocido matematicas tinaacieras
2 conocido desconocido calculo actuarial con o sin PE
3 desconocido conocido C. actuarial y PE
4 desconocido desconocido C. actuarial y PE

En todo lo que resta seran sujeto de estudio principalmente los tres Gltimos casos, ya que el
primero es un tema ampliamente dominado, de tal modo que se desarrollaran en primer lugar
los conceptos relacionados con el tipo de interés y que no pertenecen al caso 1, los cuales
son: la fuerza de interés y el valor presente cuando el tipo de interés es desconocido.
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Para modelar el proceso de la fuerza de interés, ésta sera considerada como una cadena de
Markov homogénea en el ticmpo con espacio parameétrico continuo y espacio de estados

S ={5.5".....8".

correspondiendo cada elemento a valores representativos que puede tomar la fuerza de
interés, la cual al momento s es

5.= UL 8Y) (4.1)
A
donde
1 si §,=38" ;
= :
’ 0 si 5, =8 . (4.2)

mientras que la fuerza de transicion del estado / hacia el estado j asociada con este proceso
sera denotada por x,,, la cual, como se esta tratando con un proceso homogéneo, es
independiente del instante en que se considera.

Como ya se cuemta con el concepto de fuerza de interés, se podra obtener una
expresion para el valor presente de una unidad que se pagara al cabo de r afios, siendo tal
cxpresion

V':\‘.(l’-“xe[l)‘l]) = exp(—'jﬁ‘zjs) (4.3)

Respecto a ésta se deberan hacer las siguientes tres observaciones :

1.- Este valor presente es una variable aleatoria como consecuencia de que no se sabe con
certeza el tipo de interés que prevalecera en el periodo [O.I] .

2.- Si al mas puro estilo actuarial de vida se obtiene la esperanza de esta variable se tendra el
valor presente esperado de esa unidad.

3.- Si el espacio de estados S de §, posee un solo elemento, se tendra entonces la expresion
tradicional de las matematicas financieras.
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Habicendo sido presentados los conceptos anteriores, se podra retomar el estudio de
los flujos de efectivo y de sus implicaciones. para tal fin se empezara por definir una funcion
que expresara ¢l monto total acumulado por los flujos de efectivo desde que se empezo a
valuar (instante O) hasta el instante ¢ la cual sera denotada por 75, Concretamente para el
caso 3 sus incrementos en un instante, ¢s decir «B(1) estaran constituidos por una parte
continua y otra discreta; es decir,

dB(r) = b(r)ddt + AF3(t) (4.9)

Donde A(r) es la tasa preestablecida a la que se paga sobre el periodo en que se realizan
todos los flujos de efectivo y AB(r) es ¢l importe que se paga al momento /7, este importe
sera diferente de cero en un nimero finito de puntos previamente acordados y que
constituyen el conjunto /) = {1,,.1,,....1.,}. Si ademas se considera que el periodo de flujos
de efectivo es el intervalo [O,m]. la variable aleatoria que denota el valor presente de ellos
sera

T exp(=] 808 Xt )eif3(s) (459

estando ésta, en funcion de la naturaleza estocastica del interés.

Ahora bien, si se valia al momento r y se procede a calcular la esperanza del valor presente
de los flujos de efectivo futuros, dado que el interés hasta el momento ¢ es conocido, se
podra obtener entonces el pasivo originado en los flujos de efectivo, el cual es

/c["f'cxp(-fs(g)de,uu(r) | 5, =5, :I

Esta esperanza maneja la misma idea que el método prospectivo para ¢l calculo de reservas
estudiado en calculo actuarial, por lo que .era utilizada la tradicional 1" en funcién del
instante de la valuacion y que tendra por subindice el estado actual de la fuerza de interés,
esto ¢s

V= 1:['f'cxp(-}6(a)dawm | 5, =5, ] (46)

Resulta de interés ver como cambia el valor presente esperado de los flujos de efectivo
futuros (reserva), asi como sus momentos de orden mayor a través del tiempo. Para lo cual
se utilizaran una serie de supuestos los cuales se enuncian a continuacion.
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Seca
M, = Jexp(=[B(ENL) * dB(1) + cxr’(—IS(E,)di)}_:. 1313(%)
» " o
el valor de los flujos de efectivo futuros al momento cero dado que se conoce el tipo de
interés hasta el momento s. Suponiendo 7 < &, y siendo conocido con certeza solamente el

tipo de interés hasta el momento ¢, no se podra calcular A7, .por 1o que se encuentra uno
limitado a obtener su esperanza, es decir

I PYAVEA|

it

s © 2 |
I'.‘[j exp(—§ B(E)E) * JB(T) + cxp(-~15(§)d§)§ T, (s )ilvl.J

]

I-:[i exP(—[S(EMEMB(T) + | exp(~[S(EMEXIH(T) +

+ exp(-[B(E N — [BEMEIT 111 u(5) M,]

]

I[I exP(~] BEEIMEIMIH(T) + exp—{ BENE)] expl—] SEWREII(T) +
+ exp(-[ @K —[SEMmIT 11 ar, |

Una factorizacion de esto conduce a

E[ArIa1) = £ ] exp(-]SE X8 )t130) +

+ exp(—g'rls@wa){i oxp(—] S(E)IE IB(T) + exp(~ [ BEMEIE I} n(.v)}l M.]

= icxp(—j_ BEMEIIB(T) + cxp(j_S(awé)l-{f exp(~ [ S(EIMEIAB(T) +

+ exp(—f S(é)dE,)?; 5 '.(s)IM.]

| exp(=] SEMEIIB(T) + oxp(—] BEMEIZ 11 12(1)

= Af,. (4.7)

Por lo que se puede afirmar que Af, es una martingala.
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Sea ademas

97 = exp(—q [ SEYIE 17X | (4.8)

donde |°("\(¢) es el g-¢simo momento de la variable aleatoria del valor presente de los flujos
de efectivo futuros, estando actualmente la fuerza de interés en cl estado j (cuando ¢ ¢s uno
se omite).

Teniendo ( 4.8 ) por diferencial
A1 = (179Y10))of exp(~q | B(EXE) + exp(—q F8(EXEYd 1759 0)

=(1 ",“‘(I))(—q exp(—qfa(i)dﬁ )J(Z /;a;)m + exp(—(lfS(E,ﬂi)dl (r) .

Si ahora se calculan los momentos de orden mayor de la martingala introducida en lineas
anteriores y si se conoce con certeza el interés hasta el momento 7 se tendra

A = If[(j! V"dh‘(é))q‘v'conocido]
= 1[(! VIAB(E) + fv'ulx(&)) q'\"conocidojl

Facilmente se identifica un binomio elevado a la ¢-ésima potencia, lo que permitira reescribir
esta ultima expresion como

AL = /f[ r;\':[(‘l’,) ({ ‘-wﬂ(é)) P(j v'-dlﬁ(&,))“][v'conocida]
- g[(‘ll))(i v:db’(i)) ’ :l/-l:(? v"dli(i)) ! rlv'cmmcido]
- H(DGrare) (o) .
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cuya diferencial es

[ . 49)
dA1 = pi[(’,”)d( £|v=uﬁ(§))"(g LA "“)]. ‘

Si en un sumando en particular de la expresion ( 4.9 ) se utiliza la formula de 1té en su
forma diferencial para procesos de variacion limitada , resultara que

A=(i vian))” 17 o) =z pffrranes) 1 vl fuane) +

. 4 _
+z(jv"dh‘(§)) | MARSEEDY J S
. 0
r —
vx(jvramere) 1747 7
¥ 0
’ r
+X(I"=d3(§)) I'/f‘;(v P
PN
v i
_Z(I"id’f(&.)) 1’1 ,”;(a s .
7\
Debiéndose aqui notar que :

1.~ La diferencial de un indicador es cero, esto es debido a que si la funcién indicador es
continua esta debera tener un valor constante.

2.-72%1} = 1!5, (siendo 3, la delta de Kronecker )

3.- El salto de la funcion sera de dos tipos posibles; ello en funcion de si permanece o no en

el estado actual. En el primer caso, es decir cuando si hay transicion, el salto queda
descrito por

[ 4 3 L
5 |7 . i
2] [(jvwxg)) AN —(j'v du(z::.)) [PA ""]//x,‘,mﬁuwﬁ,]
x|\ o

donde [I,"c yadt +dM ] es el nimero de transiciones del estado j hacia el & siendo cl
elemento compensatorio dAf,, cuya esperanza vale cero. Para el otro caso; esto es
cuando no hay transicion, la expresion para el salto queda como
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"o, i, [ _ . ,,‘1‘
3,[(5‘ dB(E) + AR ) ALY (;. d/f(g_)) [l W}// ]

Destacando aqui tres hechos:
1.- Por ser un pago vencido AB(/) se puede sustituir /! por // paratodoren/).
- La diferencia solamente sera diferente de cero unicamente si ¢ € /).
- Para todas aquellas 7 en /) la probabilidad de una transicion es cero.

Por todo lo anterior el nuevo aspecto de la diferencial que fue tomada por separado sera
., r e, r :!-1 Py
4{2(]’\”('(5)) e ”’)= > p([ |"¢Ib’(§)) 77 7 P B ()l + }:([vzl!&)) I4 +
’ ’ 1 "
s }:[(jmua)) Pra e (le:@) e ""]I‘x g,
:{ TR lAE) -+ A ) e ry (jmur,)) i W}//] (4.10)
7

Si se sustituye en la expresion ( 4.9 ) y se colocan exclusivamente las diferenciales de las
martingalas en el primer miembro

7 UL v"s_:(l)] “I[Q'\'-‘lig)) i o (I‘"‘l!?;)) o P)I}A’“
5‘:(1]4 J vdx&,)) DT P + v(l)z@‘, d(&)) A

‘ " ‘e 4
»h g -ph K3 [Fld rvs 2
r -[I) Yy - h;[ It w‘(é)) b (]‘:‘ ‘”3(5)) = }I' K""(‘]*-

e S )

po

por lo que si se reagrupa y se toma en cuenta que la esperanza de los incrementos de una
martingala es igual a cero, asi como el hecho de que X,dr = X, dr . se tendra

' P ¢ 3
o=3x17/ i[”){p(; v"dB(E,)) 49 00 Wi b (e Yt +(j v"dh‘(F,)) ATy
7 LW 2 T o
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|:(J. \'“’d”(&) "v(q Pk (j’ ‘,th(E,)) ‘w(-: r)/] I-‘d’ 4

‘- r r
4[(] VvEdB(E) + AB(I)\") [ BAL AR g (Ij v"dli(é)) A ]}
De tal forma que para toda 7 que no esta en /) se tiene el siguicnte sistema de ecuaciones
O= i( ){p(j v db‘(F,)) (MR YOOV /] +(]’ v'dli’(é)) di79
p O

{(j v‘dli(t’;)) AL (j v‘clli(E,)) r7fe ey }x,_.dl} (4.11)
‘»‘ s
con j=I, ...

Mientras que cuando 7 esta en /)

g {q t ” 13 I d
0= Z( ) (I\"‘d/}‘(i)+Ali(l)\") | AR —([‘-‘-d/;(g)) | ALY (4.12)
r O\, o o
con j=1,..

Ahora se tomaran por separado a los diferentes términos dc la ecuacién ( 4.11 ) con la
finalidad de reexpresarios en forma mas conveniente, esto es

P ( ]{/(I \--df;(g)) R ‘.'b(:)dt} (I’) J{(q (V2 l))(] v'dg(g)) it ey ‘,,,,(,)d,}

de tal forma que si se cambia ( z>-1 ) por p sc tendra que

5 "(I’){I(I V‘dli(i)) ”-l Pyt b(l)dt} = V( J{({I p)([ v‘dlj(&_’)‘g) et ey \"b(l)dl}

Esta ultima suma no cambiara su valor si p» toma también el valor de g por lo que quedara
g . p"*r(,., aldq Loy " | ™
> » P IvrdBEY] U hnydt y = 3 » (9-p jv‘db’(};)) et Py hteydr b (4.13)
Pt o Pt i

Por tanto al sustituir en la ecuacion ( 4.11 ) la ecuaciéon (1.13 )
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qg.(da tos " T b ok 1 o r T g pk
0o=3 (q— [))(f \"dB(E_,)) 1,09 O b)) 4| FvEdB(E)] 1T P
PO\, o o

viey

r » . r r
+ = (§rame)) o e, b (i) i ”"-c,‘,d}-

esto como consecuencia de que ¥ x,, = -x , . Por lo que si ahora se factoriza
vk

x7y

f] r . . . P
0=;\q_:_((ll,)(‘j: \"'diE,)) {(q—p)l,"’ BRIV 037 B9 B itials I Y | + T "“vcl.,d}
Facilmente por induccion para p: 0 —» ¢ se demuestra que

O =(q— P, P h(e)dt + 0 LTS P e v = {5 P di )

e

Si ahora los términos nuevamente son reacomodados y se sustituye g por g-p

A0 = (@I B - T, = T AT e, Y
kg

de tal forma que el sustituir ¢l valor de I”,'*" | dado por ( 4.8 ). en esta ecuacion diferencial
conduce a

() mE1IE LN {(v) d ey = — X)) 1 v b -

AN ] v
_(v ) PR, dr — vgl{"(kﬂ(’)(" ) %, }dl
igualdad que puede reducirse a

AV = =(IUE OBt + g RIS (3l 17w, el — & {10, Y

o equivalentemente a
TV = @OV EOMD + g T8 (O FFE@O - K, - Z, PEUR . (4.14)
Sabiendo que el indicador vale | para w - j, cuando g es igual a | se tendra

4 .
LoD = () + 8 (O - Z, W0 =i .
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donde se puede identificar que
d 1)

es ¢l cambio en la reserva al momento 7

8, () (1)t

cs ¢l monto generado en el instante 7 por interés
b(r)dr

es el flujo de efectivo al momento r y

?: (l","(l) - l’ﬁ"(l))nc,_. dt cs la esperanza de la diferencia en la reserva debido
viv,

al cambio de estado.

A continuacion se retomara el sistema (4. 12), el cual como se recuerda es

P NAY o ) e A ST
0——’2“(,’)[({\ dB(E) + AB(I) ) LA (!l dli(&)) LA ARded

para j=1,.. 2. Sien éste se¢ desarrollan los binomios se tendra que

o (£ Ny (o) Y (g s |

como r0— p y pO—» g sies cambiado el orden de los operadores suma se tendra que
pPr—>q y ro— g, traduciéndose tal movimiento en

o= 3(1vane) [(i(”)(")(m«nw)’ o 'm)]_ i(")(f ‘.-.d/;(g))’r;w o
FariG ArJAp, P YASH

si ahora es considerada la igualdad (‘I )( I') : ( )('l - ’) se llegara a que
r/\r
R "( J(!\‘VIB(&)) [( "( )(Aﬁ(l)\- )" rr’w . (- »», } =, [j'\"'db'(&,) ,’:_q-pn

=’§:'£:{)('{ \.:dﬁ(a))'[(:é(;l’—r)(AB(l)v')",T(q»»(pm ] )

> (I‘,-‘w(i)) f’(q 22 .

po
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de tal forma que al cambiar el nombre de los indices

0= "(,J(I ""w(ﬁ)) [[:f_;(:’ B p)(AB(I)v')' e 'u)]_ 3‘;[(,’) "j.v"dlj‘(}‘;)) I',";l‘q P
= )(I"‘dﬂ(&.) [( ( J(AB(I)\-’ A 'n) Y ]

Pudiéndose de nueva cuenta demostrar por induccion que

[( P p)(AB(:)r' ) AR '“) - ’“]= o.

igualdad que puede expresarse como

,”'w mro_ ("z:'[q— J(AB(’)‘, ) f’(v r ')/) .

r=0

Por tanto de la sustitucion de ( 4.8 ), se tendra que
q - p .,
Pl r(e—) = ("z’(f’ [)(Ali(l)) P "(r)).

Por tanto se puede concluir para las funciones 1 (*(¢) que

d
37 V) = (@)1 0B() + g8 (NP — 17E U, , — v,z.. VEm,, para j=1,...ny
reD

U-y={ & £ (AB()) 1% "X1) para reD.
r O\ F

Estas ecuaciones, asi como la restriccion seran validas cuando la fuerza de interés se mueve
a través de diferentes estados como un proceso homogéneo y los flujos de efectivo
(beneficios y obligaciones) son pagaderos en forma cierta ( Caso 3 ).
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Para el caso 2 el sistema de ecuaciones y la restriccion serian de la forma

‘iﬁr‘f’(l) = —(@) b @B ) — 1P, (1) — Vglu,.k (l)ri"(h/" )' V()

para j=1,...n yteD
’.(x‘, )._[ ( )(Nf ) ,-n_\ ,")J

para 1€ D.

Donde
e es la fuerza de interés constante,
n,, ) es la fuerza de transicion del estado j al & en el instante ¢,
b es el monto que se paga por cambiar del estado / al &,
b} es la tasa a la que se paga por permanecer en el mismo estado y
AR}

es el monto que se paga en forma vencida por permansacer en el estado j

en el instante /-, constituyendo los instantes para los que este pago es

3
diferente dc cero el conjunto /0 de tal forma que en el instante 7 por
permanecer en j se recibira

dB, = bl dr + AB] .
Para el caso 4 se tendra

d’ ) = (@)1 b + (88, —x, )1 EXNO-PUEOR, - 2 A,..m;?"—j,(”/")' P~

—WZ" PE e, , para j=1,...n

e J..my teD
e | &(® 1Y petx v
S-)=| X , (AB, ) [ 2858 ()] para reD.

Donde

178%(r) es ¢l momento g-ésimo de la variable aleatoria /., . dado que en ese instantc el

individuo se encuentra en el estado / y el tipo de interés en el estado ¢, !
Se es la fuerza de interés vigente en el estado e,

A, ,(1) esla fuerza de transicion del estado j al k a la que se encuentra sujeta el individuo en
el instante ¢,

X, , es la fuerza de transicion del estado ¢ hacia el estado / para el interés
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b es ¢l monto de efectivo que se paga por cambiar dcl estado j al &,
b} es la tasa a la que se paga por permanccer en el mismo estado y

A3} es el monto que se paga en forma vencida por permanecer en el mismo estado en el
instante -, de tal forma que al momento r por permanecer en j se recibira

dB, = bldt + AB] .

formando los instantes 7 en los que AB! es diferente de cero al conjunto finito /).

Los resultados para este caso se obtuvieron bajo los siguientes supuestos:

1. Independencia entre el estado en que se encuentra el individuo y el ¢stado de la
fuerza de interés.
2. El movimiento del individuo sera un proceso del tipo no homogéneo, mientras que
el de la fuerza del interés sera homogénco.
3. Las fuerzas de transicion seran :
X, cuando e = [, j=k

W, a =924, (1) cuando e = [f,j=k.
o cuando ¢ = f,j+k

l.as demostraciones para los dos ultimos casos presentados son similares a la desarrollada
para el caso 3, con la diferencia de que en los dos ultimos el flujo de efectivo es
desconocido, ya que se paga en funcion de la permanencia o del cambio de estado, por lo
que se debera poner atencion en esto si se intenta desarrollarlas.

Para completar el contenido de esta seccion solo resta tratar el nada complicado
concepto de balarnce de efectivo. Supongase que se hace un deposito a un fondo vacio en un

momento al que se le conocera como instante cero. el monto de este depodsito sera denotado
por X.. entonces en el instante ¢ el balance de efectivo estara dado por

X, = Xoexp([S(E)E) — | exp(] &(E W/ )p(n)dn (4.15)

donde A() es la funcion de pagos, tanto de ingresos como de egresos al fondo.

De csta forma se tendra que para s > ¢

X.= X, exp(j BEME) — | exp(f S(E)EIp(N)M .
t t n
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4.3. Solucion del sistema de ecuaciones diferenciales para el cilculo de reservas

Como ya se ha mencionado al calcular la esperanza de la variable aleatoria que denota la
pérdida se obtendra el valor de la reserva, pero ;Qué tan complejo sera realizar este calculo?

Para tener una idea sobre este punto que se ha mencionado, se mostrara en forma explicita el
valor de la reserva, para un proceso homogéneo

t+h

-t n T T
Pt = X f exp| [k sl ko, fexpl —[8,dE | dB(x) + expl | —[8.E || 170 kN
t ! 7 4

wlek o
la cual resulta dificil de valuar y poco adecuada aun para modelos con solamente dos
estados.

Por tal motivo se debera atacar este problema desde otra perspectiva, la cual consiste en
hacer uso del sistema de ecuaciones diferenciales presentado en la seccion precedente, que
en forma matricial sera representado como

%v:" — —b®)+ QU (4.16)

donde Vv .\ b(t) son vectores columna y € es una matriz de la forma

—%, +8; LT Tt TR K
—Ka —X;+8x - K., “Kzn
L] “K,2 Tt TR, K., *+8

Este sistema de ecuaciones diferenciales es de primer orden y no homogéneo, por lo que su
solucion necesitara de la del homogéneo

Lve =que. (4.17)

Para este fin se propone a continuacion una matriz A de 72 x 7 y un vector columna de 72 x 1
U, , los cuales deberan satisfacer la igualdad

v’ =AU, ,
implicando a su vez que

o

AU, =QAU,,
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o de otra manera

Ly, =A'QAu,.

Si A cs la matriz de cigenvectores de Q que la diagonaliza como

A 'QA =D,
se tendra entonces el sistema

17

— U, = DU

dr ! 4

cuya solucion es
(U,), =exp(D,, 7+ k).
= exp(D, 1)*c,
=1n{)%c
y por tanto

VWY = Zar, (@ u ().

Esto es, desde luego similar a lo que se desarrolld en el tercer capitulo ya que se trata de
sistemas de ecuaciones homogéneos. Sin embargo en esta parte el interés se centra en uno
del tipo no homogéneo, los cuales tienen por solucién particular algo como

1" = ila/.:‘(c,(’)‘u.(’)) (4.18)

Por 1o que para obtener esta solucidon particular se deberan encontrar los ¢, (/) . para lo cual
se empezara por sustituir esta solucion en el sistema de ecuaciones original ( 4.16 ),
descubriéndose asi que este problema se reducira a simplemente

—b(1) = %a;., e (D) %1, (1))

que en forma matricial se ve como
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=-b(1) (1w (1)
: =A| ! .
—-h(1), c'w (1) 1un (1)

o equivalentemente

-b(1) e (1) (1)
A : = :

—h(1). ) 10, (1)

.

de tal forma que para cada ¢’, (¢) se tendra

-h(’),irk'/_,
()= et
e’ w, (1)

donde g, , es el (/. j)-¢ésimo elemento de la matriz ,\_I , por lo que al integrar

h(E)
1, (%)

c,(t)=§g,.,i oI

obteniéndose asi la solucion particular del sistema de ecuaciones diferenciales ( 4.16 ).

A manera de ilustracion se planteara un sistema de ecuaciones de solamente dos

ecuaciones, para la cual
Q_(—K|+5| — Kz J
T Kan —k2+ 52

-(l(l -8 +x: "‘5:)*‘ \/(K: - & + k2 —52): —4(_K|5: - 5|K:+5n52)
2

cuyos cigenvalores son

_(Kl -8+ k2 "5:)— J(Kl ~ & +x: —5:)2 _4(“'(16: —Sik:> +8|8:)

2 B
si r =(xi—8i+x:— 8:): —a(-x18:—8ix:+85,86:)>0, se originara la siguiente matriz de
eigenvectores

y

1 1
[-K|+8|+K:—6:+J; —K|+8|+K:—6:—\/’—‘},

2x1.2 2x.2
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la cual se diagonaliza en

=8+ =& =8 41~ 5) + Ll +c: — i)
—2vr

n- o

o (=8 =5 Ak =8 4 k= 8) Kl g ~RB)
2vr

obteniéndose asi

§BEYexp(—ED, )t

L“(’)=[K|+5|‘*K:“5:‘J;J
2Jr

1) = (“"' keIl + Tak:E ‘/;)ih(a)exp(—wu)da,

2Jr

siendo por tanto los valores de la reserva al sustituiren ( 4.18 )
,.(’)=[K|+§|+K:T5:-\/;]
' 2Jr

(4.19)
A ed S| — &1~ x>2+5:— VJr jh(i RO AT
2Jr o

[BCEIe P e +

l'Z(I):[Kl +8& +wx:—8: _J")(—Kl +8 +x2—8: +\/’_']j»“€):u :)’1.-‘@+

2\/; 2'(14: ( 420 )
+(_'<' =5 —2:(/:;“’5: - J;)(_KI +& ::: —~&: —J;):[b(&).’" RAIW .
2x12

Resultado que sera comprobado, obteniendo en primer lugar la derivada del valor de la
reserva expresada en ( 4.19)

"_I‘!;("')n =[K| + 8, +;‘:/: 82_‘/;)(17(!)4-1),'.}'1(5_,)0(' %)I’m‘ﬁ) +
r

+(—K| =& —2::/:;'*8: ~J;)(b(l)+l):~2_'[h(é_,)c“ -,mmda)
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_ K|4-8|+K:—5:—\['; ( K PRI T ) ]
—( 2 J D, JB(E) g |+

" (—Kl — & _ZI:/:_;+5: - J;)(I),szl’h(é)c” -t)l):.:‘ﬁ) __',(,)'

que debera coincidir con ¢! producto matricial

1 = m(l)cn(’))_h _ D[m(’)c-(’))_
QV. —b® Ql\(u:(l)c:(l) ®=A w:(r)c: (1) L.

cl cual para cl elemento de interés es
d . A
()= Xa, 1, u. (), (1) - b(1)
12/4 e
=YD, exp(D,,)c, (1) = b(1) .
s |
por lo que de la sustitucion del valor de¢, (1) se tendra

d
— 1 (r) =
” 1¢0]

K|+5|+K:_5:—\/; K Lt Ty,
( N/ ][”--"”‘i" et

+(—m - & ;;:[:;-F 52— \/;J(l)z':j'h(&)t’” ")nndg) — b(1).

Con lo que se ha comprobado que para la primera reserva el calculo es correcto, siendo
también cierto para la segunda reserva ( 4.20 ), lo cual se muestra a continuacion
obteniendo en primer lugar su derivada

i . _ K|+51+K:—8:—\/;J(-K|+5|+K:—5:+J;)( L - RO )
d":(l)—-( 2dr b(r)+ I, [B(E)e oL |+

+[—K|‘5|—Kz+8:_\/;](-xl"‘51““(2“5:"
24r

2%

‘F](hm + D, [bE)e --ng],

22
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que tras una serie de movimientos algebraicos queda como

iI—l'.(l) =(

LI T S R I ‘fL][I)L,j”h(;)c" "”"'KIE,) .

dr * 2
=8: =~ Jr

<Kz

, ( o ;‘&.:2, e +8: = Vi ;‘) [ TR T

)[ D, . [h(E)" =”’udg) ~ b()

resultado idéntico al que se obtiene por medio del producto matricial

174 2
— (1), = Xa, D ROV RO IOP
a ) = X D e )

4.4. Conclusiones

El vector soluciéon que tiene por / - ésimo elemento la esperanza de la pérdida, dado
que actualmente el proceso se encuentra en el i-ésimo estado es obtenido a partir de la
aplicacion de técnicas de eigenvalores y eigenvectores al sistema de ecuaciones diferenciales
ivlﬂ' = -b()+ QV’. que a su vez se origina en la aplicacion de¢ la formula de I1té a la
dt
diferencial de los momentos de la martingala A7, .

Habi¢ndose obtenido tal vector solucion, se podran obtener de manera recursiva los

momentos de orden mayor de la variable aleatoria, asistiéndose para tal fin de la
representacion matricial del sistema de ecuaciones, que para el caso 3 es

%v:" = —gh(DVE L QVE,

Lo cual no se plantea en este capitulo ni en el siguiente debido a que en calculo actuarial
dificilmente resultara de interés un momento de orden mayor .
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Capitulo §

REEXPRESION DE VALORES ACTUARIALES

S.1. Introduccion

Es conocido por todo aquel que se considere conocedor de las técnicas actuariales
que los valores presentes propios de éstas se encuentran constituidos por dos factores: el
probabilistico relacionado con la incerntidumbre de los pagos y el financiero, cuya presencia
obedece al interés

fabiéndose ya estudiado en los capitulos precedentes la introduccion de las cadenas de
Markov en el calculo actuarial para la obtencion de probabilidades de transicion | y para el
calculo de reservas, solo resta  entonces enfocar la atencion hacia los posibles flujos de
efectivo en situaciones mas concretas, esto es, para valores actuariales ampliamente
conocidos como lo son los seguros y las anualidades. Estos por supuesto fueron conocidos
por la mayoria de los actuarios en textos como el Life Contengencies y el Actuarial
Mathematics, aunque en forma limitada por el enfoque deterministico y probabilistico (de
nivel introductorio) que mancjan cada uno de ellos, muy propios de su tiempo.

Como se explicod en el capitulo anterior, el tipo de interés que estara vigente en un
momento dado, es un proceso estocastico, que puede ser ajustado a un modelo de cadenas de
Markov, por lo que si se emiplean tales ideas se podrian obtener valores mas convenientes que
los obtenidos bajo la tradicional suposicion de una sola tasa de interés. Sin embargo este
capitulo, no requerira de estas ideas, ya que éste, tiene por objetivo mostrar que se pueden
emplear las cadenas de Markov para el calculo de valores actuariales ampliamente conocidos,
los cuales suponen una tasa de interés constante, por lo que se limitara el uso de las cadenas
de Markov exclusivamente a modelar el proceso de los pagos que se habran de realizar, en
funcion de la posicion en el espacio de estados de quienes hayan contratado ya sea una
anualidad o un seguro, dejandose a un lado 1a incertidumbre que rodea al interés, mediante la
ya mencionada suposicion de una sola tasa de interés

El desarrollo de este capitulo se hara empezando por la explicacion de lo que significa
el calculo de las anualidades, para continuar del mismo modo con los seguros y terminar con
las anualidades testamentarias, que en cierto modo engloban a quienes le antecedieron en esta
lista, y haciendo notar tanto las diferencias como las similitudes existentes con los enfoques
tradicionales ya mencionados.

Desde luego, las herramientas explicadas en los capitulos previos, seran utilizadas tanto para
realizar los calculos necesarios que permitan alcanzar los propositos ya mencionados de este
capitulo (el cual es el ultimo de este trabajo) como para la obtencion de un método
alternativo que permita el calculo de los valores presentes, siendo para este fin las nociones
del capitulo 3, sobre fuerzas de transicion constantes a trozos, tales herramientas.
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5.2. Anualidades

Se puede definir una anualidad en un sentido muy generalizado como una serie de
pagos a realizarse mientras una situacidn especifica no cambie, dichos pagos se haran al
transcurrir intervalos de tiempo iguales y no necesariamente anuales.

Las anualidades se clasifican en dos grandes grupos :

1.- Ciertas.
2.~ Contingentes.

Las anualidades ciertas son aquellas en las que se conoce de antemano el nimero de pagos
que se realizaran asi como ¢l importe de éstos, para los que la situacion que debera prevalecer
es el periodo en el que se realizaran los pagos, por lo que el evento que pone fin a esta
situacion es simplemente llegar a una fecha, la cual no esta sujeta a la incertidumbre sobre si
tlegara o no (a menos que ocurricse el fin del mundo, pero para entonces ya nada

importaria).

Iin el caso de las anualidades contingentes no se conoce el numero de pagos que se habran de
efectuar, como consecuencia que éstos estan en funcion de que una situacion previamente
acordada prevalezca, la cual cambiara al ocurrir un evento incierto. En cuanto al monto de
sus pagos estos seran preestablecidos, por si llegan a realizarse.

En otros términos, las anualidades ciertas son aquellas para las cuales sus flujos de efectivo
son conocidos con toda seguridad, mientras que para las anualidades contingentes no son
conocidos. Tal vez resulte innecesario e incluso repetitivo mencionar que la. anualidades
contingentes seran en esta seccion el sujeto de estudio por su naturaleza estocastica que las
constituye como parte del calculo actuarial.

Entrando en materia, es decir, en ¢l contexto de los procesos estocasticos se puede
afirmar que una anualidad contingente se pagara mientras un individuo o grupo de individuos,
permanezca en un estado previamente acordado, por lo que si se emplea la notacién de
decrementos secundarios del texto “Life Contengencies” se debe definir como &_.'’a la

anualidad que se pagara a una persona o grupo de personas (sicndo denotados cualesquiera
de los dos por x), desde el momento en que éste pase al estado j y mientras permanezca en
¢l, estando actualmente en el estado /, se procede de esta forma con el objeto de que sea
comprensible para actuarios de toda época, aunque cabe aclarar que hasta la fecha no hay
una convencion universal al respecto.

El caso mas sencillo de esta anualidad es desde luego @,’’, es decir el valor presente de la

anualidad cuyos pagos se realizaran mientras el individuo (o grupo de individuos) permanezca
en e! estado /i, estando ya de antemano en él. Este valor presente como explica el Actuarial

Mathematics estara dado por la esperanza de “E] , estoes
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(5.1)

a = j",;u(x,.r +EYL Nay
= }./’,,,(-“--" + i)"‘“’&’ (52)

Siendo un caso particular de ésta la anualidad vitalicia &, ( cuando x es una persona y solo
hay dos estados: vivo y muerto ). Entre las anualidades contingentes destacan las temporales,
para éstas como su nombre lo indica, ademas de que debe prevalecer la condicion o situacion
previamente acordada, no debera sobrepasarse cierta fecha, es decir, a2in cuando las
condiciones vigentes sean las acordadas para la realizacion de los pagos, si e sobrepasa
cierta fecha estos va no se realizaran. En cuanto al calculo de las anualidades temporales solo
es necesario cambiar el intervalo sobre el que se integra sustituyendo el infinito por la
duracion del periodo y para el caso discreto cambiando del mismo modo el indice superior
de la suma.

Otro caso que de entre las anualidades destaca y que desde luego merece una mencion
especial, es la funcidn esperanza de vida, la cual en el modelo de dos estados mencionado en
el parrafo anterior es la misma anualidad vitalicia solo que con tasa de interés igual a cero.

A diferencia de lo que sucede con la anualidad, el nombre esperanza de vida es muy preciso
en cuanto a lo que busca definir ¢ incluso sugicre a quien no posee ni conocimientos
actuariales ni demograficos una nocion sobre lo que en realidad cs. es decir la esperanza de
vida cs el tiempo que se espera le resta de vida a una persona de edad x, lo que se puede
expresar como la esperanza de la variable aleatoria 7 que toma por espacio muestral los
diferentes valores del tiempo que puede vivir una persona. Por todo lo anterior la esperanza
de vida cs

E[1] = ex.

Para el modcelo de estados multiples el calculo de esta esperanza no sera tan sencillo como
para cuando solo hay dos estados, dicho calculo estara en funcion del numero de estados por
los que puede pasar una persona mientras se encuentre vivo, por lo que se propondra de
manera ilustrativa el siguiente modelo de estados excluyentes:
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Donde el estado 1 corresponde a quien no esta discapacitado, es decir, todas sus habilidades
fisicas asi como sus sentidos funcionan, el 2 sera el estado discapacitado, al cual se pasara
cuando el individuo pierda una o mas de sus habilidades o de sus sentidos y el 3 sera el
estado muerto, el cual es un estado absorbente que no necesita definicion

Para calcular la esperanza de vida es necesario tener la funcion de densidad, para la cual se
partira del hecho que

X+ V)= p (e, x+u)+p o (x.x+tu)p, (X+nu.x+v)+

+ (. x+u)p, (x+u,x+v)
con, desde luego v=2n20.
Si se hace que tienda a cero la diferencia entre vy u
dp (e, x+u)=p (. x+u)p, (x+uydu+p, (x.x+0u)n, (x +u)du,

de manera que

:‘I{;p,'}(,\',x +u)y=p (e, x ), (x+ 1)+ po(x,x+up, L (x+ ),

que es la funcion de densidad que se necesita (ecuacion de Kolmogorov ). y que puede ser
expresada como

o u
Ep,.,(x.x +w) = {p,_,(x,x +EIH, (X H+EY P (X +E X+ ) E (X + 1)+

+ py o (x,x ), (X + )

A partir de esto la esperanza de vida es (se utiliza el subindice 1 porque es partiendo del
estado 1)

I'.'[ '['.] = m{.}p“(x‘,x +EIM, L (x+E)p, ,(x + &, x + 1)dE 1, \(x + 1) +

+ mj’ .p,.,(x.x + 1)y, (X + u)du,
o

de tal forma que al reagrupar
E[71])= “II"[} Pra(x,x +EY (X +E) o (x + &, x +0)dE Py (X + 1) + py (x,5 + 1) @y (X + 1) g,
o Lo

resolviéndose por partes, al hacer s=u y
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dt = [(p, (xox +EIM, (X + E) Py (6 + B X + )G 1y, (X + 1) +

+ (e, x F ), L (x + ll))ll"

se tendra que
dy = du

t=-1+ H p“(.r.x+&)uI_:(:+F,)p: Ax +E x4 u)dE L (x + n) +
Oou -

+ P (x.x + K, (x4 dn,
con lo que resulta

E[1\]=~u(l- p (x.x + u))[;‘,’ - +mj"(l — ax.x +u))du
="j‘(l — Pa(xox + u))rlu (53)

= mj'[pu(.\'.x +u) + pL (e x + )

resultando ya innecesario demostrar la esperanza de vida cuando el individuo esta en este
instante en el segundo estado, la cual es

E[rs]= '"I' ,,[pz.: (x,x+ u)] 1, 4 (x + 1)edu
°

= m['(l — Paa(x. X+ u))du . (54)

Se pueden observar dos puntos :
En primer lugar como ya se menciono ésta es una anualidad con tasa de interés igual a cero y
en segundo lugar las expresiones del calculo actuarial para la esperanza de vida son un caso

particular ( nuevamente ) de las ofrecidas con cadenas de Markov, estas expresiones a las
que se ha hecho referencia en este ultimo parrafo a manera de recordatorio son :

E[-l- ] = ".;(.' u[ . p,] n,.. du

=" [

(5.5)
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5.3. Seguros

Un seguro es un contrato que obliga a una de las partes (aseguradora) a dar
pro!cccnon de caracter econdomico a su contraparte (asegurado) en caso que le ocurra un

iestro. Los seguros se clasifican en funcion del interés asegurable en:

1.- Vida.
2 - Accidentes y enfermedades.
3.-Daiios.

Dividiéndose a su vez dafios en :

Agricola y ganadero.
Autos.
Responsabilidad civil.
Incendio y terremoto.
Maritimo.

Diversos.

En lo que resta de esta scccion se estudiara el calculo actuarial de vida, ya que éste es al que
se esta tratando de explicar en términos de cadenas de Markov. Por lo que se hablara en lo
restante en términos propios de este tipo de seguros.

Un seguro otorgara sus beneficios cuando tenga lugar un cambio de estado de un
individuo o grupo de individuos hacia otro estado en particular, tanto el estado como el
beneficio seran preestablecidos al contratarse el plan, es decir, el beneficio podra crecer o
decrecer con el tiempo o permanecer constante segun haya sido acordado.

Sea 5, el beneficio que se otorgara al momento & por pasar hacia el estado acordado, al
suceder el siniestro. Para encontrar ¢l valor presente del seguro se debera obtener la
esperanza dec h.,\"' . en el mismo modo como se procede en el Actuarial Mathematics, para el

calculo de dicha esperanza sera necesario contar con la funcion de densidad de probabilidades
adecuada, la cual estara en funcion de los estados por los que se pueda mover el asegurado .

Si el beneficio se otorgara por la salida del estado actual /i hacia cualquier otro usando la
distribucion exponencial como c¢n el capitulo 1, se tendra que el valor presente o esperanza
es:

—(.5-1)

A, = Iexp(ju"") dan) u( : ')p”hgtlg . (5.6)

Donde n representa cualquier status que como se recordara en la literatura actuarial hace
referencia a un conjunto de personas (e.g.vida individual, vidas conjuntas, ultimo

69



Reexpresion de valores actuariales

sobreviviente, etc;), por lo que no se debera confundir con la idea de los estados que se ha
manejado en el marco de los procesos estocasticos.

Mientras que si el bencficio se otorga por el brinco hacia un estado en particular y
absorbente &, partiendo del estado /i, entonces

— ) T N (5. k) 5
= ~ 7. 5
A { .,).,,(""l+§)u..; ' b:dﬁ. (5.7)
V1.1 *

Supongase como se hizo en el capitulo 3 que las fuerzas de transicion son constantes
a trozos en forma anual, esto es

H
—aa L — .
A =3 X X p (u+wIp (u+wu+wE)E wtemp e 3
S T “rs 2 e wet Lo w ;
de tal forma que al reacomodar operadores resulta que i
i
! i
— ) - .
A = X O p e+ w) [ X p (ewaew + B wmtp e ) \
w (Prp g ek . o N . woewed -t :
A AR

Sustituyendo los productos punto adecuados y derivados de la diagonalizacion ya estudiada
en ¢l capitulo tres (bajo el supuesto de homogeneidad anual) se llega a la expresion

—=t1d) bl 1
v =X T p(uusw)f T
.~ 0 v fek LN
7

v e wen ey e wa (7.k) LY
a exp? - ¢ vTth oIE
six pe s “’..-.; w4+ g

) 14

1
donde puede reexpresarse el factor correspondiente al valor presente, resuitando

—(1.k) il ) ”
A7 =% = VYA URTEED 1 I B> 3 a}" ceeh exp[u;" . 8):]C'" ML SYSC I Y 73
& 0 . - X

. Ouf fa ) e we % wet
S S vis e b e . B 3

o equivalentemente

o0 < - d “ e we H
A = X O pOnurwyv > > arf I I“:I:‘_), . ch{(lfq" . .)_5)51 b . ofE o e
w Of frk s eale =1 K ° LY - £ x. 7
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Esta ultima expresion ha sido obtenida con la finalidad de facilitar el calculo del valor
presente del seguro, y mostrar la utilidad de los conceptos vistos en el capitulo 3.

En lo que resta de este capitulo se¢ estudiaran planes que también otorgan su
proteccion en el caso que ocurra un siniestro, con la diferencia que en los venideros los
beneficios no se limitaran a un solo pago como indemnizacion y ademas se estudiaran
situaciones mas complejas y mucho mas interesantes.

5.4. Anualidades Testamentarias

Las anualidades testamentarias en términos generales son aquellas que otorgan sus
beneficios a una persona o grupo de personas, desde el momento en que otra persona o
grupo de personas desaparecen y hasta que los beneficiarios desaparczcan.

Ejemplo y caso mas representativo de estas anualidades es cuando el sostén economico de
una familia, preocupado por e! bienestar de los suyos, busca evitar que éstos caigan en el
desamparo causado por su posible fallecimiento, por lo que decide adquirir una anualidad que
otorgara sus beneficios desde el momento en que ocurra éste y durante un periodo al gusto
del comprador y estando desde luego vivos sus beneficiarios.

Esta seccion tiene por objetivo y por hipotesis reexpresar las anualidades testamentarias en
funcion de cadenas de Markov. por lo Qque en primer lugar se pondra atencion en el aspecto

demogriafico, es decir, el analizado en el capitulo 2: fuerzas de transicion y probabilidades de
transicion.

Este analisis sobre anualidades testamentarias se hara para el ejemplo clasico ya mencionado
unas lineas atras. en el que concretamente un padre de familia dara proteccién a su
descendencia (conformada por 7 personas ) en caso de que el fallezca.

Se definiran entonces a x como la edad del padre y a y, como la edad del i-ésimo beneficiario

al momento de contratarse la poliza. Los estados por los que se desplacen ambos estaran en
funcion de su sobrevivencia, esto es, cuando el jefe de familia y al menos uno de los
beneficiarios permanecen vivos se dira que se encuentran en cl estado /, en caso que el jefe
de la familia haya muerto y de nueva cuenta al menos uno de sus beneficiarios continie con
vida el estado sera el //, mientras que en el caso en que todos los beneficiarios hayan muerto
y el jefe de la familia siga con vida el estado sera el ///, finalizando en el estado /}° cuando
tanto los beneficiarios como el sostén economico hayan fallecido.
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Graficamente el movimiento de los involucrados cs

Se recordara que en el calculo actuarial para el modelo de vidas conjuntas, se hace la
suposicion de independencia estocastica entre las vidas que lo constituyen, esta misma
suposicion sera adoptada en el modelo de cadenas de Markov. Por tal razon se considerara
que los beneficiarios solo podran estar en dos estados: vigente ( & ) y no vigente (" n ),
mientras que la persona que contrato la anualidad solo podra estar vivo ((v)J) o muerto ¢ m ).

Es justo aclarar que se utilizara, como es costumbre en ¢l vocabulario actuarial, e! término
vigente para identificar el evento que un status no se ha desintegrado, en el caso que se
cstudia esto seria decir que al menos uno de los beneficiarios continuara con vida ( altimo
sobreviviente ).

Retomando la idea central se tendran los siguientes procesos estocasticos:

.Y, que corresponde al estado en el que se encuentra el sostén econdmico al momento 7 y
¥, asociado con el estado en que se encuentran los beneficiarios al momento 1. Teniendo por
espacios de estados, los mencionados con anterioridad y las intensidades de transicion :

»..m(7) para el sostén econdémico y

xx.n(#) para los beneficiarios.

Mientras que las de no suffrir transicion son, por supuesto sus respectivos neutros aditivos.
Con todos estos elementos ya se esta en posicion de tratar de alcanzar las metas propuestas
para esta seccion, por lo que si se retoman los conceptos ya mencionados en el capitulo 4 en

refacion a las cadenas de Markov independientes, en relacion a las fuerzas de transicion se
obtendra que
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(D=4 . (1)=0

W () =1, n (1) = K a (1),

H, (=1 ()= A (), (5.8)
“II.II‘(’)ZH,,,A..,,,"(’) = Ken(1).

Moy - U= B (1) = A (1),

donde x,.= K ,;(7) es el valor de la fuerza de desaparicion del modelo de ultimo

sobreviviente, A, =1 es la ampliamente conocida fuerza de mortalidad y p, . (t) =0

el

por la independencia estocastica.

Si en este momento se trata de construir la matriz de fuerzas de transicion, se tendra que solo
falta el elemento u,, que corresponde a la intensidad de no sufrir transicion en el estado /,

por lo que para su deduccion se empleara el hecho de que
n-
>h1,,0)=0,
k=12

suma que al sustituir los valores delas p,, () queda como

M, (D) +pt 5 (1)=0

d 174
1) — log - —1 =0
M, ) '8P T tes . Py

Usando la ley para el logaritmo de un producto se tendra

M, ()= :ll' IOSI:(I I’x)ll)‘.l ‘,.":I

= —Myi ().

quedando de esta manera la matriz de transiciones Q como
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(TSP () M., M, . ) o (5.9)
) -y (0 o My (D)
O o] n,., ..,
o o ) 0

A continuacion se procedera a citar los resultados dados por el calculo actuarial para las
probabilidades de transicion:

P14 0)=_ p .~ Probabilidad de que el sostén econdomico y al menos uno de sus ( 5.10)

beneficiarios, sigan vivos al cabo de u aftos ( vidas conjuntas )

Pra(0.10) =(1- p‘)u P, .. Probabilidad de que al cabo de u afios ¢l sostén econémico haya

muerto, sobreviviendo al menos uno de los suyos (5.11)

Proan (OL00) =('_.." - ,};)u £ . Probabilidad de que todos los beneficiarios hayan muerto antes

de 1 afios y sobreviviéndoles el sostén (5.12)

Prn-(Oou) = (l_.,”-. —‘,_)(I—_‘ [)’) Probabilidad que tanto los bencficiarios como el sostén

economico hayan muerto antes de « afios (5.13)
Py (0.0) = (1_. r.,, ~_—;;) Probabilidad que los beneficiarios mucran antes de u afios,
habiendo muerto antes el sostén economico (5.14)
P Oy =(1-_p) Probabilidad que el sostén economico muera antes de « afios,
habiendo muerto antes sus beneficiarios (5.15)

Si se desea comprobar la eficacia de las cadenas de Markov para modelar las anualidades

testamentarias se tendra que legar a los resultados anteriores a través de éstas, mostrandose
a continuacion los procedimientos de tal fin.

Para p, ,(0,u) se tiene al partir de la solucion de las ecuaciones de Kolmogorov que

Pra(O) = [P, (0.8, 4 (E) Py, (Ete)lE

= iexp(i u,_,(n)dn) 1, 4 (8) exv(“{ u,..,,(n)dn)d!i
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- 3 i - {
= {cxp({(:"—n—lug“p" ,_]dv]] M, ,,(i)cq{{(:T]lug“ ,,,V. y-)dn)dﬁ

u wh, .
(P i@ ot

Il

= r J(- %P

'l-"' Q
= r, . (1-.r))

que corresponde a lo expresado en ( 5.11 ). De manera semejante para g2, ,(0,#) se tiene

P, (00) = cxp(]:“'l./(r‘)drl)

wl o
= —1 o
exp(!(dn O AL, » )'..) TIJ
bty 44

X ¥y Fm

que es la igualdad ( 5.10).

Para p, ,,(0,u) resulta
Pran (O, n) = {I),., (0,8) Hyan &) P (&, u)dt,

= icxs)(:f, TV (n)dn) Wy (é)exp(z (T (n)danE,
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—ere{I( o Yt orene{I( Lo to, Y
'Zz}'ﬁ
,,,;((_%-))ﬁ.

= (l —u l);|~-;~)(u”x)‘

resultado idéntico al de la igualdad ( 5.12).

= ‘f' Tl U

Con miras de calcular p, ,..(0,u), se obtendra p,, ,(0,#) que es la probabilidad de su evento
complementario

Py (Ou) = exp(f W p € n)d"'l)

= cxp(—l uys ‘y-(n)dn)

= cxp[z(ilog,‘p — )dr]]

=_p
Y Va

por lo que

I’ll.n-(o-") = I_J)). ., M

resultado idéntico a lo expresado en la igualdad ( 5.14 ). Como en el caso anterior para la
probabilidad p,, ,, (0,4), tenemos

Pty (O, 00) = e"p(({ IR ('1)‘1'1)
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por tanto

= cxn(—!u,.,.dn)
{u 3
=exp “,"hlogn P Jidn]

=lx

P (0.00) = 1= p,

que corresponde a la igualdad ( 5.15 ).

Ya se ha mencionado que la probabilidad p, ,,.(0O,u) no se podra calcular valiéndonos de
una fuerza de transicion que parta del estado / y vaya al /1™ (ya que ésta es cero, por la
independencia). Sin embargo para pasar del estado 7 al /1" hay dos caminos :

Por lo que
tendra que

Piru-(O,10)

I > —
I -1 — I

para la probabilidad que se busca, al utilizarse la funcion de densidad apropiada se

= :I.p,_, 0.8y, , (&)z P (G D My - (M),

+ il’l.l 0.8 u, , (é)mi ;’u.n E. My, o (XN

Py 5a T Tar,
3=l LYoy (n)d'ldi*'{;P,;_;; u;,-_,.:(E,); t:; ’-".n.,dn‘lé

ul dop, dp—: dp .- d.p
= P n¥ g D gy = P —
v 3 & ¢ & P
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_uiduyp, dopii dp ..
—I[—L;é_.—"l)j;, v T P ra 1

=.I’:‘,.‘.“_‘.(u P — |)+ul)x(u [idrres —‘)“.I’ - T

==.P . PP +1

= (I—up')(l—up . .-) .
resultado idéntico al expuestoenla ( 5.13).

Con los resuitados anteriores se puede constituir la matriz de probabilidades de transicion
siguiente

WP WPy O P Q=ipe) (- po o X=0py)
P(O.1) = 0 “Pis, o =ury s 1 (5.16)
[o] [} WP 1-.p,
o o 0 1 J

Para terminar el analisis del uso de las cadenas de Markov para el problema propuesto, resta
solamente verificar la validez de las ecuaciones de Chapman - Kolmogorov, esto es

PO, u) = PO, vIP(v,u) .,

donde el producto matricial del segundo miembro es

Py R B I T T
Al WP R pnp VD Gepo AT TN ST e T 2
e (LT i
L
0 o o R 0 - 0
P
4} o} .n kn I
n r 0 o o P
0 0 ()] 1 0 0 {,’ g4

Las probabilidades de la segunda matriz a simple vista pueden causar una natural confusion
en el lector, ésta a raiz de los denominadores existentes en cada probabilidad. Dichos
denominadores “aparecen” como consecuencia que se parte del momento v y no del cero
como para la primera matriz. Con la finalidad de que esta idea quede mas clara para el lector,
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se mostrara solamente el calculo de una de tales probabilidades, dejando asi a quien esté
interesado en una posicion muy comoda para desarrollar las demas probabilidades

Ahora retomando el producto matricial, se tendran como sus

productos punto

Py (Vi) = I P VB 4y (B) Py 1y (B 00 )edE

= Fexp(Frus. Cvetn) 1 @ exp( Fits s (et ot

“ i o uf of
= I cxn({ (-Jr;los,,p,_.., .Jdn) My (é)exp[{ (jn- log,,l),)dn)dﬁ

wf o Pesy v >,

P e [2:3 Vi fé»%
G B

-2 i{(- 45 )) %

P

=.(»".. T

v

tiy e

elementos los siguientes

P
[P(o. )Py, 1)), =.p, i T = p
TP ot
PGP =) WP
[P(O.vIP(v, )}, . =.p, o, ey e (- p, ) —
. ” vl 5., " wPi—

=ulsy 5 GO =P+ M= PP

=i (P —uP) + QA= P )P
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=P (‘ o )

>
)ulx

u”x(rl);:' ™ L )
S St p (= -
T WP

[POIPG )], =1 -

LR S P LD I § RV oD BN

= (I‘ul’.?; o P,
[P(O. v)P(v, ")]L.: =P - X [ L (R Y+ (1= p, )(“p.;77: —ul55 )+
(= pi s NP —u2)+ 0= p - W= p.)
= _(.I’,)(vl’_;l‘ FoRE ool )”‘.I’;'”;.; “WPo
+Q=p,  X1=p))

1

WP N=upg 5 )=wp;,  U=0p))

A-p. X1=-.p, )

I

~I),
[P IPGi)),, == = po
T P T

= P
[p(o. vIP( ‘.’,,)]“ J’—"%JL’L

Il

L Py + l—',)'l n
W
+ 1= p

='I)'| i _"I,-i 13 e

1—-.p

" v

[P, P, = PP

2B Tuls L p,

[P, vIP0)), , = v
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(PO PG )],, =1

Siendo los demas elementos de la matriz iguales a cero, y cumpliéndose de esta manera la
ecuacion de Chapman - Koimogorov P(0.#) = P(O,v)P(v.1v) .

Todo esto es, desde Juego, consecuencia del método utilizado para la obtencion de las

funciones de densidad. Ahora solo resta el aspecio financiero de ‘as anualidades
testamentarias , esto es, su valor presente .

La anualidad de interés es, desde luego, aquella que se pagara desde el momento en que
quién la contrate muera, hasta que el ultimo de sus beneficiarios muera ( o0 bien si se identifica
al contratante y a sus beneficiarios como w, esta anualidad se pagara desde que w pase al

estado /1), por lo que partiendo de lo visto en la seccion 2 de este mismo capitulo se tendra
para su valor presente que

al=1Ip,  (OEW L
.
m& . .-
=f§fp, O.IU " p,  (NE)INV L
. 2P
oo
=g o o
= af2 507y ve .3
= ~ffaposs (b)) St oo A
0o n vy Va
xf & .
== Jd . p_|vi.p, &
o\O
e =)
=-1(,p, - ) epi st
[i]
< 8 T e
=V e p e IV P
0

o

que en el calculo actuarial se escribe como
g §

0y - .
a. =Ay yn —QAxy ya
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=a.ly .-
Esta Oltima es la expresion del calculo actuarial para la prima neta unica de una anualidad
testamentaria ,con lo que se termina de corroborar la validez de las suposiciones markovianas
para éstas. Jugando un poco (para hacer esto mas completo), se puede obtener el valor de la
prima neta nivelada, bajo el principio de equivalencia, esto es, que la esperanza de la variable
aleatoria asociada al valor presente de la pérdida al instante cero es cero , lo cual en simbolos
queda como

ElrLl=al"-a' P =0,

obteniéndose de aqui que
—_—r
>_ a.
P ="

a.

Esta prima nivelada, es suponiendo que se pagara mientras se csté en ¢l estado 1 por tener
algun dia los beneficios de la anualidad testamentaria , pero si quién la adquiere, solo quiere
hacer los pagos por una temporada. el unico cambio que existira en la expresion sera en el
limite superior de la integral del denominador el cual tomara por supuesto, el valor de la
duracion det periodo deseado .

5.8, Conclusiones

En este capitulo se logro verificar que los conceptns como la distribucion de Poisson,
la exponencial, la matriz de transicion, las ecuaciones de Chapman Kolmougorov y las de
Kolmogorov que habian sido manejados previamente en un marco de caracter general,
efectivamente pueden ser aplicados a problemas especificos del calculo actuarial como lo son
los seguros, las anualidades y las anualidades testamentarias, completandose asi la adecuacion
del calculo actuarial a las Cadenas de Markov.
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Conclusiones

El adecuar el calculo a los procesos estocasticos, o que el calculo actuarial tome
herramientas de éstos (como prefiera considerarse), fue desarrollado en los capitulos 2 y 3,
lograndose asi alcanzar los objetivos plantecados en la introduccion, presentandose ademas
las ventajas que ofrece esta adaptacion, tal como lo son las técnicas alternativas presentadas
o desarrolladas que utilizan conceptos del algebra lincal y de tas ecuaciones diferenciales
para facilitar los calculos de los problemas planteados.

Otra dc las bondades derivadas del uso de tos procesos estocasticos en el calculo actuarial
consiste en que los modelos se apegan mas a la realidad, siendo en consecuencia mas
precisos. Tal es el caso en el que los modelos de decrementos multiples y decrementos
secundarios, cuyos origenes estan en ei enfoque deterministico, son reemplazados por las
cadenas de Markov, para modelar el movimiento de un individuo por diversas situaciones
que pueden sucederle en la vida, ya que por medio de ellas se pueden calcular las
probabilidades de eventos que no son considerados por los tradicionales modelos
actuariales.

Tanto en el capitulo 4 como en el 5 se desarrollaron funciones actuariales ampliamente
conocidas como lo son las reservas, los seguros, las anualidades, la esperanza de vida y las
anualidades testamentarias, dado que se encuentran asociados a eventos inciertos , utilizando
modelos Markovianos, de tal modo que se pudo demostrar la tesis objeto de este trabajo,
sin olvidar que algunos desarrollos ya habian sido convalidados en investigaciones previas.

Habiéndose alcanzado los objetivos y la hipotesis se podra comentar a continuacion en
forma muy breve la evolucion que ha tenido el cialculo actuarial desde !a vision
deterministica hasta la vision estocastica presentada en este trabajo Esta ewolucidn no ha
provocado de modo alguno que las visiones anteriores se vuelvan del todo obsoletas, ya que
como se mostro aqui, los resultados dados por los enfoques tradicionales son los mismos
que los arrojados por la vision estocastica cuando buscan dar respuesta a las mismas

interrogantes, pero sin ofrecer sus ventajas y quedando en consecuencia cortos en relacion a
estos ultimos.
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El eigenproblema fundamental algebraico es la determinacion de los valores de A
para 1os cuales un conjunto de 71 ecuaciones homogéneas lineales cumple

AX = AX |
o equivalentemente

(A -ADX =0, C LY)

siendo X una solucién no trivial que pertenece al espacio vectorial }” que se encuentra sobre
el campo /-, por lo que de la teoria general de las ecuaciones simultaneas lineales se sabe que
( 1.1 ) tiene solucion no trivial si y solamente si la matriz (A — Al)es singular, es decir

cuando DDer(A —Al) =0, lo que puede ser reexpresado en términos del polinomio
caracteristico como

Det(A -Al)= S, 2= 0.
=0

Este polinomio tiene » raices, las cuales reciben el nombre de cigenvalores, valores propios
o valores caracteristicos. En correspondencia a cualquier eigenvalor A el sistema de
ecuaciones ( 1.1 ) tiene al menos una solucion no trivial X, la cual es conocida como
eigenvector, vector caracteristico o valor propio. Si X es una solucion de ( 1.1 ) obviamente
kX ( para cualquier valor de esta constante & ) también es solucion de ( 1.1 ). por lo que se
tendra como caso especial cuando esta & es el inverso multiplicativo de la norma del

eigenvector, dc tal forma que se tiene un nuevo vector solucion cuya norma sera la unidad y
que recibe el nombre de vector unitario.

Figenvalores y eigenvectores de la matriz transpuesta
Los cigenvalores de A' son por la definicion ya mostrada aquellos valores de A
para los cuales el sistema de /7 ecuaciones
A'Y =AY,
tiene una solucion no trivial, los cuales se obtienen resolviendo
Det(A*—2A1)=0.
Partiendo del hecho que el determinante de una matriz es igual al determinante de la
transpuesta de ésta, se tendra que los eigenvalores de la matriz A' son los mismos que los

de la matriz A | por lo que en adclante se denotara a cada eigenvalor de A' con 2, ( para
1) y a su correspondiente eigenvector por v, .
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Otro hecho que se debera tomar en consideracion es que
A'Yi=AY,

razon que da lugar a que Y, sea conocido como el eigenvector izquierdo de A,y a X,
como el eigenvector derecho de A.

Importancia del eiggenvector izquierdo y del cigenvecror derecho.

Si X, es un cigenvector de A, correspondiente al eigenvalor 3, y Y; esun
eigenvector de A' correspondiente a A, entonces
X'v,=0 cuando A, ¥ A,.

Demostracion : .

Como
(xtA)v,=(nX)V,
y

x{Av,)=xi(2,v,).
la diferencia de ambos es
0= XIY;—A,XIY,.
lo que implica que cuando los eigenvalores son diferentes
Xlv,=0,
y si estos son iguales
Xivy=1

ya que como se explico antes 4X| y cY, también son eigenvectores (siendo & y ¢
cualesquiera constantes ).

Combinaciones lineales de los eigenvectores
Supongase que al eigenvalor A, (se pudo haber escogido cualquier otro) le

corresponde otro eigenvector Z, originado en la combinacion lincal de los eigenvectores
linealmente independientes, como
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7= X (1L2z)

lo cual implica

AZ, = ia.AX|
! (1L3)
= Z;a,l.x.-

=7
Mutltiplicando ( 1.2 ) por 2, y sustrayéndoloa (1.3)

MZ - Za=0,
o equivalentemente

LY ARty XY A0 iICX. AXe - k.ila. X,

[l

li:ov., Xo(a -
Por la independencia de las X, , se tendra que la unica solucion es la trivial, lo cual significa
que
(n—2A)a.=0
y por tanto

a, =0 cuando 3, = A, .

Mientras que cuando i, = A,. o, puede ser diferente de cero, de tal forma que se puede
concluir que la combinacion lineal de los cigenvectores linealmente indepeadientes de un

mismo eigenvalor también es un eigenvector de éste, constituyendose asi, un espacio
vectorial para cada eigenvalor.
Diagonalizacion
El producto x:vy, puede expresarse por medio de la delta de Kronecker, es decir
V" =

X}YJ=6,,={0 i==j

lo cual implica que la matriz Y* es la inversa de la matriz X.
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A continuacion se expresan los 71 sistemas de ecuaciones A X, = A, X, como el producto
matricial

AX = Xdiagr(Q, -+ N0)
o alternativamente

X 'AX = YV 'AX = diag(A, ---.\.),
tal movimiento es conocido como la diagonalizacion de la matriz A, debiéndose tener

presente que se esta suponiendo que todos los eigenvalores son distintos entre si, por lo que

para hacer una generalizacion no sujeta a restricciones como la anterior sera necesario la
introduccion de los siguientes conceptos.

Marriz elemental de Jordan

Para un eigen valor en particular 2, con multiplicidad r, 1a matrizde r x r

A O - O
A, - O

C.(a)=| i i -
0O 0 ..o 2,

0 0 .- 1

recibe el nombre de elemental de Jordan.

Forma canonica de Jordan

Supongase que A es una matriz de 2

x n,
2. Az.... A, con multiplicidades 1 ,mz,....m,

que posee s eigenvalores diferentes
tales que 1, + m:+...4+m, = n, para la cual
existen una una matriz no singular H y una matriz anica C, consistente de submatrices de
Jordan a lo largo de la diagonal principal y ceros fuera de ella, que satisfacen

H'AH=C

Esta matriz C como se menciono esta constituida por submatrices de Jordan, teniendo que

para cada eigenvalor habra tantas submatrices como vectores independientes en la base del
espacio de eigenvectores asociados a tal eigenvalor.

Fcuaciones diferenciales con coeficientes constaries

La solucion de un problema de eigenvalores esta muy relacionada con la solucion de
un conjunto de ecuaciones simultaneas diferenciales con coeficientes constantes.
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El sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con n funciones desconocidas
¥ ¥:..... ¥, puede ser escrito como

o
B—Y=CY,
17

donde B y C son matrices de (227 xn )y Y el vector columna| :
5

Para este sistema se pueden presentar dos situaciones, siendo la primera cuvando B es una
matriz singular, de tal forma que los 7 miembros de la izquierda (asi como los de 1a derecha)
del sistema de ecuaciones satisfacen una relacion lineal y de aqui se desprende que las
funciones y,.y......», no son independientes, mientras que la segunda corresponde al caso

en que B no es singular, lo cual origina que

o

—Y = 'CY = AY, 1.4

T B ( )
de tal forma que con el objeto de obtener la solucion de éste se propondra la

descomposicion de Y en
Y=XZ.

donde X es una matriz de # x n7 independiente de 7 y Z. un vector columna de 7 elementos,
por lo que al sustituiren (1.4 )

LA

X7 = AXZ ,
dr

lo cual implica que
o
X —Z = AXZ,
174

hecho que puede ser presentado como

CA

Zz= 'AXZ .
dt x
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Habra de hacerse de nueva cuenta la distincion, entre el caso en el que los
eigenvalores son todos diferentes y cuando no necesariamente lo son asi, para el primer
caso debido a que cada eigen valor tiene multiplicidad uno es posible hacer una
diagonalizacion , teniéndose asi que

74
";Zn =LA, .
lo cual significa que
d
Z"?B(Z.) = A

¥ en conseccuencia
Z. = exp(A, 1),
que al sustituirse en la descomposicion de Y implica que

vi=EZX, er !

Para el caso de eigenvalores repetidos se utilizara la forma canonica de Jordan, sin embargo
ante la imposibilidad de hacer una generalizacion se recurrira a utilizar un ejemplo con el
anico objetivo de ilustrar .

Para tal fin sea A una matriz de orden seis, la cual posee dos eigenvalores, siendo el
primero A, con mukiplicidad cinco y espacio de eigenvectores de dimension dos y el
segundo . con multiplicidad uno, de tal forma que su forma canénica de Jordan es

A ] [0}
Cs(A) iAo
Cz2(0) = ]I A
Ci(r2) ' o
)
T

Az

I d . . . .
Por 1o que al sustituir en IZ = X 'AXZ se tendran las ecuaciones diferenciales

iZ_K.Z iz =Zs+ M2
el 1 &1 w2 142
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o o
E'Ls:Zx*‘an:. I7A=klz~l

4 7
—‘I—IZs=744 + A s Yy j‘"nzlzlo

cuyas soluciones son

Zi=aexp(A,?). Z;:=azexp(M ) +arfexp(A,7),

Zv=aexp(A ) +azrexp(, 1) + %fcxp(x.l). Z.i=asexp(),

Zs = asexp(d, 1) +asrexp(i, 1)
Y Zo= asexp(A:l)
restando entonces solamente sustituir éstas soluciones en Y=2ZX

Fcuaciones diferenciales de orden mayor

A continuacion se presentari un sistema de n ecuaciones diferenciales de orden r y

con »n variables independientes ( ¥,,),.....V, ) = Y,, siendo tal sistema

’ 1

d
ArZ?‘Yn‘*‘Arrl“;_l'l‘,ﬂ‘TYo"'""*An\'o =0

mismo que puede ser presentado como

(l’ 1 ‘IV
—Arl[Ar IFYn"'"‘*‘AoVn]: d—’,\’n.

para cuya solucion se proponen

B.=-A/A,
y

d” _

e Yo= Yu

igualdades que conducen a
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/]
[B. 1V 1+ BoYo] = “I—’v, !
© simplemente
(0 I 0 o ... o
L] 1] 1 o ... o
o © 0 1 © Yo Yo
. . . . : Y. Yy
: - : Y2 dlv:
(1} L] 0o --- ] =-—. .
o : dr]:
Be B, B: By, -+ B, Y2 Yr-2 (
V'V.J Ye
\ J

el cual es un sistema que puede ser resuelto por los métodos ya explicados.
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Como parte del respaldo tedrico se enunciaran los siguientes conceptos de la teoria
de probabilidades :

Una o - algebra es una familia 7 de subconji'ntos de un conjunto dado ¢ que cumple:

i ) para cualquier conjunto A que esta en 7, también esta su complemento en 7 , el cual es
A'=¢g— A

i ) Si {,4,,} es cualquier coleccion contable o ennumerable de conjuntos en 7, entonces
también su union U A, e interseccion (1 A4, pertenecena T,

Dada una familia 7, cualquiera de conjuntos en ¢, el minimo © -algebra que contiene todos
los conjuntos de 7 | se Hama o wilgebra generado por T, mientras que el maximo o -
algebra consiste de todos los subconjuntos de ¢.

Siendo ¥ un  © -algebra arbitrario de conjuntos en ¢ .se llamara F - mesurable a una
funcion wu de valor real en ¢ , si para cada 7 el conjunto de todos los puntos x, donde
n(x) <t pertenecea T .

Una medida /° de probabilidad en un o -algebra de conjuntos en 7 , es una

funcion que asigna un valor #’{A4} >0  a cada conjunto A en ¥ | tal que P{r}=1
y para cada coleccidon ennumerable de conjuntos que no se traslapan A4, en F

PUAY=Z A }.

Un espacio de probabilidad es una terna (.7, £’) de un espacio muestral Q,
uno - dlgebra F de conjuntos en el mismo y una medida de probabilidad > en 7.

Una Filtracion es una familia de o -algebras (7;)
s <t

creciente, tal que 7T, < T,, si

(IR

Un proceso X es adaptado, si X, e~ T, -mesurable.

Una variable aleatoria 7:C —» [0, @) se le conoce como riempo de alcance | si el
evento {7'<t} eF,, paracadat, con0 < <w
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