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Prélogo

El andlisis matemdtico puede describirse como la parte de la
matemdtica gue trata de los nimeros reales R y de otros
sistemas de igual cardinalidad 2™ En  contraste las
aritméticas de la TEORIA DE LOS NUMEROS se refieren a los
nimeros naturales N y a algunas de sus extensiones, en

general numerables. (El1 estudio de sumas y productos de

cardinales transfinitos constituyen una notable excepcién).

En el analisis y en la teorfa de nimeros, se emplean
sistemas de objetos gue se suponen determinados en forma
categérica, esto es, con un sélo medelo -excepto por
isomorfismos - y , por supuesto, la base -candnica~ de los
estudios analiticos es el CONTINUO DE LOS NUMEROS REALES.
Sus propiedades se conocen por lo menos desde la epoca de

los griegos. Para ellos, un namero real era simplemente la
relacién a/b entre las magnitudes de dos segmentos, y a
partir de esta concepcién puramente geométrica,
desarrollaron su teoria en la dque los postulados que
establecen que R es un campo arquimedianamente ordenado y

completo tenian el aspecto de tecoremas geométricos.

El descubrimiento de que la diagonal de un cuadrado y el
lado del mismeo tienen magnitudes inconmensurables entre si,

los obligd a abandonar la idealizacién de R como cocientes



terminar en pures nueves se hace con el objeto de eliminar
las representaciones diferentes para algunos reales por

ejemplo 2 = 1.9999... etc.

Esta construccién es la que se aprende en los cursos
elementales, con las modificaciones obvias (la parte decimal
no necesariamente es positiva Yy no se menciona
explicitamente 1la prohibicién ) y conduce a una muy
concreta representacién de R. Aun cuando las definiciones
precisas de suma , producto Y orden resulten
extraordinariamente complicadas, esto no altera el hecho de
que, para las matemdticas elementales (necesariamente poco
rigurosas) resulte un modelo sumemente conveniente gue se

adecua muy bien a un gran nimero de aplicaciones préacticas.

Por supuesto que, cambiando la cota para las "b", (0 = b < n)
se obtienen las representaciones n-cimales infinitas, entre

las que n=2 es la mas utilizada.

Nuevamente agui, se evita la duplicidad de representaciones,
prohibiendo las sucesiones de "casi puros" n-1.

2) Clases de equivalencias de sucesiones de Cauchy
de numeros racionales.

3) Clases de equivalencias de encajes de intervalos.

4) Cortaduras de Dedekind.
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1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS
Definicién. Un conjunto G no vacio se dice gque forma un
grupc si en G esta definida una operacién binaria, llamada
producto y denotada por * tal que:
1) a,b e G implica que a*b e G
2) a,b,c ¢ G implica que a*(b*c)} = (a*b)*c
3) Existe un Gnico elemento eeG tal que
a*e = e*a = a , para toedo asG
4) Para todo aeG existe un Gnico elemento ate 6 tal
que a *a'l=arxa=e
El grupo G se dice que es Aabeliano o conmutative si para

cualesquier a,b ¢ G se tiene: a*b = bra,

Definicién., Un conjunte no vacie R se dice gque es un
Anillo asociativo si en R estén definidas dos operaciones,
denotadas por ‘‘'+ '’ y ‘) s ¢/ regpectivamente tales gue
para cualesguiera a,b,c de R:

1) a+b estd en R

2y a+b = b+a

3} (atb)+c = a+(b+tc)

4) Hay un elemento 0 en R tal que a+0O=a , para toda aeR

5} Existe un elemento -a en R tal que a+(-a)=0

6) a<b estd en R

7) as(bsc) = (asb)ec

8) as({b+c}) = ach + a~c y (atbj.c = acc + bec



ii) xey es de la forma a+BVD € O(VD ) es cerrado y
satisface las propiedades que caracterizan a un anillo
conmutativo con unitario.

iii) Sea x = a+bvp » 0, el inverso multiplicativo de x es x',

donde:
e a;bv"éz
a“-pb
ya que:
a_, 2
(a+bvP) a;b‘/E | - _aczh B ab *:‘b VB o= 1
a“- pb® a- pb a“-pb
ademds, a’- pb:": 0 , ya gue a’- pba =0 - a’= pb2 =
v =P I si bz0.
sf b = 0, entonces a = 0 L a + bvp= 0 1!
2, Ze = { 0,1,2,3,...,p~1}, p numero primo.

Es f&cil demostrar gue 2p cumple con las propiedades que
caracterizan a un anillo conmutative con unitario, para
demostrar gque no tiene divisores propios de cero, sean:

a,beZ talesque ab=0, P.D. a=0 6 b=0.

ab=0 =+ ab=oOmédp 4i.e. plab - pla & plb
pla s a=0médp a=10
pib » b=0méd p b =10



Definicién. Una relacién binaria T en A (Tc AxA) satisface
la Ley de tricotomfa si para tode a,b € A vale una y sdlo

una de las siguientes condiciones:

atThbhb bTa . a=>

Definicién. Un Dominio Entero Ordenado A es un dominio
entero en el cual se ha definido una relacién de orden <
tal que, para todo a,b,c ¢ & se satisface:

i) La ley de tricotomia;

ii) Si a<b y b < c, entonces a < c;

iii) Si a < b, entonces atc < btc;

iv) Si a < b, y O < ¢, entonces ac < bec.

Y si {4,+,} es un campo, se dice que ({A,+,e,<} es un
Campo ordenado.

Por eijemplo, el conjunto de los enteros c<¢on la relacién
" < " y las operaciones usuales de suma y producto, es un
dominio entero ordenado. También @ y R son dominios enteros

ordenados que a la vez son campos ordenados

Definicién. Sea A un dominio entero, entonces un subconjunto
4" de 4 se denomina un Conjunto de elementos positivos de A
o una Clase positiva si:

i) atb e A° para todo a,b € at

ii) a‘b e at para todo a,b ¢ at

iii) para aed vale una y sélo una de las siguientes
condiciones:

aeat a=20 -a e A+



A los elementos de A+ se les llama elementos positivos de A,
A los elementos aed tales que —aeA* se¢ les denomina
eiementos negativos de A, y a los elementos de a*y { 0} se

les llama elementos no negativos de A .

Teorema. SI A es un dominio entero y 2t es un conjunto de
elementes positivos de 4 ,entonces:
i) la relacién de orden M (M ¢ Axd), definida como:
M= { (a,b) | brae 4t} ,
en la que {a,b)e M se denota como "a < b", es tal que
{ A,+,+,< } es un dominio entero ordenado.
ii) at = {al ad y a»0 .
Demostracidn:
1) Sean a,b € 2 , por definicidn de AT es valida sélo una de
las siguientes condiciones:
b-aeal, b-a=o, ~(b~a)=a-bea
esto es, satisface la ley de tricotomia.
2} si (a,b) y (b,c) estén en M , entonces b - a y ¢ -
estin en A+, por lo tanto, por definicién,
c-a={c~b) +(b~a)ea
de donde (a,c)e ¥ , esto es, vale la transitivigad.
3) 8i (a,bje ¥, entonces para cualguier cead,
(b+c)-{a +c) = (b - a)ea’ (a + ¢, b+ cleH.
4) S8i {(a,b)e M y cer” entonces, por definicién,
be ~ ac = (b - a)c € 2. por lo tanto {ac, bcye M
Esto es, A es un dominio entero ordenado.

ii) a>0 siysdlosi a=a~0 ¢ at.

10
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Teorema. Si A es un dominioc entero ordenado, entonces:

i)

ii) si a # 0, ara es positivo en A,
iii} El idéntico multiplicativo 1 es positivo.
iv} A es un conjunte infinito.
Demostracidn:
i) Sean a,b ¢ a4t , p.d. asb = P ,  asb e At ¥ que es
vilida la ley de tricotomia.
1) a,b e at .~ abeA con a>0 y bo>o0,
b >0 s atb >a >0 & athb > 0 n atb € A*r
2) a>0 y b>0 . ab>0 . abe Al
3) 2Yca . vaea es valida 1a ley de tricotomia, de
donde, A+ es un conjunto de elementos positivos para &
4} Se define ad» b ¢« (a,b) € M, esto ex, b-a « A‘,
P.d, < =
1} Sea (a,b) & <« i.e. a<b EX at({—~a) < b+{~a)
0 < b~a . b-a e at K a s b i.e. (a,h} e ¥
<o or,
22 Sea (a,b) e r ji,e. b-a e A+ s 0 <b-a - a<«<hb
i.e. (a,b} ¢ < . ¥ ¢ <, de donde: < = ).
ii) sea a ## 0, sf a > 0 entonces a-a > 0;

El conjunto at= {a | ad y a>0 } es un conjunto de

elementos positives de 2 y la relacién de orden dada

por M= { {a,b} | b-a ¢ A+ }. es el orden dado en A

s a < 0 entonces ~a > 0 y (-a)(-a) = @ea » 0

por lo tanto, a-a € A+.

11



iii) Por definicién 1 = 0, entonces por ii}) 1 = 1°> 0 .

iv) Por induccién:
+ s ‘o
1l e€d, por el inciso iii), ahora supongase keA+, I3
k+1l € A+, ya que 2% es cerrado bajo sumas - Z ¢ A

+ . P
. A es infinito.
Corolario., Ningiin campo finito es ordenable,.

IV, Orden Arquimedianc

Definicidén. Un conjunto S de elementos de un dominic entero
ordenado D tiene una cota superior o esta acotado
superiormente, si existe un nimero ¢ € D ( el cual no
necesariamente estd en § ) tal que, para toda xeS, x = C.

A cualquier nimero ¢ con dichas caracteristicas se le llama

una cota superior de S.

Definicién. Un conjunto S de elementos de un dominio entero

ordenado D tiene wuna cota inferior o esta acotado
inferiormente, si existe un namero b € D ( el cual no
necesariamente estd en § ) tal que, para toda xeS, x z b.

A cualquier nGmero b gque satisfaga estd condicidén se le

llama una cota finferior de S.

Definicidn. Un ceonjunto $ de elementos de un dominio entero
ordenado D estd acotade si existe un nimero c tal gue, para
toda x € S, -c = x = c. Esto es, si S tiene cota superior

y cota inferior.

12



Definicién. Un nimero ¢ de S es una minima cota superior de
S, denotado por ¢ = sup S, si ¢ es una cota superior de S vy
si ninglin elemento menor gue ¢ es una cota superior para S,
esto es, si para toda x € 5, x = ¢ Yy para cualquier ¢ > 0
existe ¥ ¢ S tal que x > c-c.

Definicién. Un nimero b de § es una mdxima cota inferior de
S, denotado por b = inf S, si b es una cota inferior de S y
si ningin ndmero mayor que b es una cota inferior para S,
esto es, si para toda x € S, b s x y para cualquier ¢ > ©
existe % € S tal gue x < b+e.

Axioma del supremo. SIi S es un conjunto no vacio de
elementos de R el cual estid acotado superiormente, entonces

$ tiene una minima cota superior en R .

Teorema. El conjunto 7zt de los enteros positives 1,2,3,...
no estd acotado superiormente.
Demostracion:

s s +
Por reduccidén al absurdo. Suponemos que Z estd acotado

superiormente, puesto que Z+ no es vacio, el axioma del
supremo de los nimeros reales dice que z¥ tiene supremo, sea
éste s .El nimero s - 1, siendo menor que s , no puede ser
cota superior de zt, Luego, existe un entero positivo n tal
que n > s-1. Para este entero n se tiene que n+i > s. Ya

que n+l pertenece a Z+, se contradice el hecho de que s es

. +
una cota superior para 2 .

13



CAPITULO i

SUCESIONES DE CAUCHY



I. Espacios Métricos

Definicién., Un conjunto X, a cuyos elementos se les llama
puntos, es un espacio métrico si para dos puntos arbitrarios
x,y € % estd definida una funcién real, no negativa, d{x.y),
llamada la distancia de x a y, la cual tiene las siguientes
propiedades: para todo x,y.2Z2 € X ,

1) d(x,y) » 0 si x=y; d(x,x) = 0;

2) d(x,y) = d(y.x);

3) d(x,z) = d{x,y} + d(y,2):

§i (X, d) es un espacio métrico y C es cualgquier subconjunto
de X, entonces (L,d) también es un espacio métrico, conocido

como un subespacio del espacio métrico original.

Como ejemplo de un espacic métrico, a continuacién se
describird el Espacio Euclidiano n~dimensional
Considerese el conjunto de todas las eneadas ordenadas de
nimeros reales (xl,xz, e ,xn), en donde :
X = (e X, oon X))

a este conjunto se le denota por R" y a sus clementos se les
llama vectores o puntos.
8i %X,y € R® y a es un nimero real, se definen la suma de
vectores y el producto de un escalar por un vector como:

X+y=(x+y, . ...,x*7y),

ax = (axl,... » ax"),

15



de donde, (X + ¥} € RB* y axX € R" . Estas dos operaciocnes
satisfacen las propiedades conmutativa, asociativa vy
distributiva del producto respectoc a la suma y convierten a

n

R en un espacio vectorial sobre el campo de los numeros
reales. El elemento cero de R", 1llamado el origen o el
vector nulo, es el vector 0, cuyas coordenadas son todas 0.
Definicién. 5i X,V € R" se define el producto interior (o el
producto escalar ) de X y )7 como

Xy =
i

Y,
1

upA]

Algunas propiedades algebraicas del producto interior estén
dadas en el siguiente teorema.
Teorema. Sean ¥,¥,z € R", «,B € R. Entonces:
1} Ro¥ = Yox
2) (a X + B F)e T = a(Xez) + B(¥ez )
3) »x =z 0,
4) ¥x =0 siy sélosi x=70.
A partir de la definicién se pueden demostrar facilmente
estas propiedades por lo cual se omite su demostracion.
Definicién. Sea X ¢ R” se define la norma de X como
- _ 1s2 n 172
X 0= ( XoX ) = ( ¥ x: }
1=1

Teorema. Desiqualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz. Sean

X,¥ ¢ R", entonces:

16



Demostracidn:

Sean a = yoy, b = ~Xey . 8i a = 0, el teorema es valido,
ya que y =0 y ambos lados de la desigualdad se reducen a
cerc. Por lo que se Supone gue a = 0 . Por el teorema
anterior, se tiene que:

0= {aX+bPlelaXx+by

i
Y

%% + 2ab ToF + B e
=2

"

(7717 (%) - (F:7) (Fo7 )7

pividiendo entre Y.y se tiene
0 5 (FoF) (X%) - (X7 )°
por lo tanto
(FF 12 s (RO (FF) =8 X 02 17 ¥
de donde, sacando rafz cuadrada en cada término de 1la

desigualdad, se cbtiene el resultado deseado.

Teorema, Si X,¥,Z ¢ R", v « € R, entonces:

1) 4 X n=0a y NXUH=0 siysdlosi x=25;

2) hoaX ho= fa 0 X U;

W RREFHE=RREEHY N

Demostracisdn:

La pruebas de los incisos 1) y 2) son triviales, 3) es
consecuencia del teorema de Cauchy, ya que:

EX+ 78 = (F+P)e(X + ) = FoX + 2%y + yoy

A

s E 2 X0 0 F ey a7

"

X0+ 4y m

Teorema. Si X = (xl,xz, ,xn) es un punto arbitrario de
R", entonces:

Ix 1=y %0 s Vo sup (i b, ool cix 1)

17



Por lo tanto, una l-celda en R es el intervalo ["1' b1 .

2

En R una 2-celda es un rectingulo cuyos vértices son:

(a,» a,), ta, b, Ib, a,) (b, bl

Un subconjunte de R* ests acotado si esta contenido en
alguna k-~ celda.

Definicién. Si X ¢ ®" y r > 0, el disco abierto D (disco
cerrade) con centro en % y radio r se define como el
conjunto de todos las puntos V € R tales que y - X < r

(¥ -% =1x).
II. Conjuntos Abiertos y Cerrados

Pefinicidén. Sea X un espacio métrico, sean € ¢ X v p,q ¢ X,

a) Una vecindad de un punto p es el conjunto I/r P que
consta de todes los puntos g tales que d{p,q) < r. El
namero r es el radio de la vecindad,

b} Un punto p es un punto de acumulacicn del conjunto E ,si
cada vecindad de p contiene un punto g = p tal gue q e E.

c). 8i r € E y p no es un punta de acumulacidén de E,
entonces p se llama un punto aislado de E.

d) El conjunto € es un conjunto cerradeo si cada punto de
acumulacién de € es un punto de E.

e) Un punto p es un punte interior de £ si existe una
vecindad ¥ de p tal que V c E.

f) Un conjunto £ es un conjunto abierto si cada punto de E

©s un punto interior de €.

19



g)

h)

X)

1}

El complemento de E, denotado por E°, es el conjunto de
todos los puntos p ¢ X tales que p ¢ E.

Un punto p es un punto exterior de E si existe una
vecindad V de p la cual no contiene puntos de E, esto es,
si existe una vecindad V de p la cual estd totalmente
contenida en [E°.

Un punto p es un punto frontera de E si cada vecindad de
p contiene al menos un punto de E y al menos un punto del
complemento de E

El conjunto Int(E) de todos los puntos interiores de E se
llama el interior de E. El conjunto Ext (E) de todos los
puntos exteriores de E se llama el exterior de E, y el
conjunto §(E) de todos los puntos frontera de E se llama
la frontera de € en el espacio X..

El conjunto £ es acotado si existe un numero real M y un
punto q ¢ ¥ tal gque d{p,q) < M, para todo p ¢ E.

El conjuntoc E es denso en X si cada punto de %X es un

punto de E 6 un punto de acumulacién de E.

Teorema. Toda vecindad de un punto p es un conjunto abierto.

Demostracién:

Si q e Vr(p), entonces d{p,q) < r. Sea d(p,qg) = s. Se
puede ver que la vecindad v _ (a) estd contenida en v (p)
de la siquiente manera:

Si x e V u(q } entoncas
-

d(p,x) = d(p,q) + d(q,x}) < s + (r - s) =r,

por lo tanto, x & Vr(p), l/r_s(q) < Vr(p),

de donde, l’f(p) es abierto.

20



Demostracidn:

i) Supongase que E° es cerrado. Sea x € E, entonces ¥ ¢ E
y en consecuencia, por hipétesis, x no es un punto de
acumulacién de E°, por lo tanto, existe una vecindad V de
x tal que E° n ¥ es vacia, esto es, ¥ ¢ E . Por lo tanto x
es un punto interior de E y asi E es un conjunto abierto.
ii) Supongase que E es abierto. Sea x un punto de
acumulacién de E° , entonces toda vecindad de x contiene
puntos de E°, de manera gue X no es un punto interior de
E. Pero como E es abierto, se tiene que x ¢ E°. Por lo tanto
E° es cerrado.

Corolario. Un conjunto A es cerrado si y s6lo si su

complemento es abierto.

Teorema.

a) Para cualquier ceoleccién {Ea } de conjuntes abiertos,

el conjunto U Ed , es abierto.
«

b) Para cualquier coleccién { Cy } de conjuntos cerrados,
se tiene que el conjunto n Ca ., @S cerrado.
a

¢) Para cualquier coleccidn finita E],...,E“, de conjuntos

n
abiertos, el conjunto Ei es un conjunto abierto.
1=1

d) Para cualquier coleccién finita CI,...,C", de conjuntos

n
cerrados, el conjunto U €; es cerrado.
1=1

22



Demostracién:

a) Sea A = U Ea . Si x € A, entonces X ¢ Ea para alguna «a.
«

Ya gue X es un punto interior de Ea , X también es un punto

interior de A, y por lo tanto A es abierto.

b) Por hipétesis, Ca es cerrado - C; es abierto . U C; es
a

; e < e :
abierto y como g ¢, = ( g €, )° entonces ( Q ¢, }° es abierto,

f €, es cerrado.
[+ 4
a
n
c) Sea B = Ei , para cada x € B, existen vecindades Vi
=1

de x, con radio r; ., tales que Vic Ei ,I =1,...,n. Sea
r = min (rl,...,rﬁ,

y sea ¥V la vecindad de x de radio r. Entonces V ¢ Ei ,para

i=1,...,n, asi que ¥ ¢ B, = B es abierto.
n
d} Por hipétesis €, es cerrado . C; es abierto . n CE
n . n c n :=1
es abierto (por c), pero  C; = S U Ci) ( g cx) es

n
abierto - u C; es cerrado.
I=1

Tecrema. Sea £ un conjunto cerrado de numeros reales el cual
estd acotado por arriba y sea s = sup €. Entonces s € E.
Demostracidén:

Por reduccién al absurdo. Supongase que s ¢ E. Por
definicién de supremo, para cada ¢ > 0 existe un punto x € €
tal que s - ¢ s ¥ = 5, porque si no fuera asi, s - ¢ seria
una cota superior de E. Por lo tanto, cada vecindad de s

contiene un punto x de E, y ademds, ¥ * s , ya que s ¢ [E.
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Por lo tanto, s es un punto de acumulacién de E perc no estéa
en £ , asi que E no es un conjunto cerrado, esto contradice

la hipétesis.

iii) Sucesiones.

Definicidn. Una sucesidén es una funcién f cuyo dominio es
algin conjunto de la forma k + N, [ k + N = {(k,k+1,kz,...)
por 1lo tanto, una sucesién real de puntoes f es una
correspondencia de un conjunte k + N a un conjunto de
nimeros reales; a cada entero n ¢ (k + N) le corresponde un
punto f(n). Generalmente se escribe [n en vez de f(n) y se
dencta la sucesién f por el simbolo { X }, 6 algunas veces
se escribe { x:,xz,x],...}.

Los términos de la sucesién son los valores de £, esto es,
los elementos x - Si A es un conjunto y si xe A para todo
n e (k + N), entonces se dice que { X, } es una sucesidén de

elementos de A.

Definicién. Una sucesién { pn} en un espacio métrico X%

converge, si existe un punto p e X con la siguiente
propiedad: Para cada € > 0 existe un entero N, tal que n z N

implica que d(pn,p) < c . En este caso se dice gque ({ p, }
converge a p , © que p es el limite de { P, } cuando n — ©
Y se denota por p— P, D@, 0 bien;

lim p, =P

[ ad ]
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Considerese £ > 0 fija y sea V¥ el conjunto de todos los
puntos g € X tales que d(p,q) < € . Por hipétesis, existe

una N (correspondiente a esta V ) tal que p, € V sinzezN.
Por lo tanto, d(pn, p) <£ si nz N ; esto es p— P -

b) Dada ¢ > 0, existen enteros N y N’ tales que:
n =N implica que d(pn , D) < ef2,
n = N’ implica que d(pn , Py < ef2,
Por lo tanto si n z max (N , N’), se tiene:
dip , p') sd{p .p) +d(p , p') <¢
Como ¢ fué arbitraria, se concluye gue d{p , p') = 0 .

€) Supongase que p-— p y sea £ > 0 . Por definicién,
existe un entero N tal que si n = N , entonces d(pn P) < 1.
Sea, L = méx (1, d{p, . P},....,d(p, + P}}.

entonces d(p'1 ,p}y =L paran =1,2,3,....

d) Para cada entero positive n , existe un punto p, €k tal
gue d(én,p) <l/n . Dado £ > 0, se elige N de tal manera que

Ne > 1. 81§ n z N, se sigue gue d(pn,p) < £ . Esto es p — p.
Definicién. Si { p,} es una sucesidén y { n } es una
sucesién creciente de enteros positivos, entonces la

sucesién { p n } se denomina una subsucesion de { P, }.
k

Hotese que { B, } estd constituido por la composicién de dos
X

funciones, esto es mé&s evidente si se escribe { P, } en la
k
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IV. Sucesiones de Cauchy.

Definicién. Se dice gue una sucesién { p } en un espacio

métrico R es una Sucesidn de Cauchy sl para cada e > O

existe un enteroc N , tal gue d(pn,pm) < £ , siempre gue

n=N y m==2HN.

Teorena. Toda sucesién de Cauchy en R* estd acotada.
Demostracién:

Sea {p } una sucesién de Cauchy y sea € = 1.

Entonces por definicién, existe un entere N , tal gque

d(pﬂ~ p”) < 1, siempre que n = H.

Por lo tante, por la desigualdad del tridngulo esto implica

gue d(p,.p) < d{p,p} + 1 , para n = N . For lo tanto, si

M-=sup{d(pn, pl) ,..«,d(p“,p Yo+ 1},

n —1

entonces se tiene gue d(pn,p) = M para toda neiN. Per lo

tante, la sucesidn de Cauchy { P, } estéd acotada.

Definicién. Sea £ un subcohjunto de un espacio métrico ¥ , y
sea S el conjunto de todes los nimeros reales de la forma
dip,q), con pe £ ¥y g e E. La minima cota superior de $ se

llama el diametro de E.

Teorema. Si { Pt es una sucesidn en X, % un espacioc
métrico y si £, consiste de los puntos { PyePyytPypesr o}
entonces, { pn} es una sucesidén de Cauchy si y sélo si:

1im diam E =0

N2 ®
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si 1limp =p, y €& > 0, entonces existe un entero N , tal
n
n+®

que para toda n = N, d(p, p) < /2, por lo tanto, si
nm = N , se tiene que:
d{p.p) =d(p.,p ) +d(p ,p) <t ,

asi que { p, } es una sucesidén de cauchy.

ii) Si { P, } es una sucesién de Cauchy entonces { B, } es
una sucesién convergente.
Sea 4 = { p‘,pz,...,pn,...) el rango de la sucesidn. Si 4 es
finito, entonces todos los términos de ¢ p, } excepto un
ntimero finito, son iguales y por lo tanto { P, } converge
hacia este valor comin.
Si A es infinito, se demostrari primero que A tiene un punto
de acumulacién p y después se demostrara que { pn} converge
hacia p. En un teorema anterior se demostré que si { p, }
es de Cauchy entonces estd acotada, de donde al ser 2 un
conjunto infinito acotado, tiene un punto de acumulacidén p
en le,pm: el teorema de Bolzano-Weierstrass. A continuacién
se probara que { P, } converge hacia p.
pado ¢ > 0, existe un entero N , tal que d{ p~-p ) <E/2
siempre gque n,m & N. La vecindad V con centre en p y radic
£/2 contiene un punto p con m =z N . Luego, si n = N, se
tiene:

d(p, -p)=d(p-p ) +d(p-p) <e/2tc/2=c,

por lo tante, 1lim p, =P esto es, { P, } es convergente.
ntw
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CAPITULO I

CONJUNTOS COMPACTOS



Teorema. LoOS subconjuntos compactos de un espacio’ métrico
X son subconjuntos cerrados de 2% .

Demostracién:

Sea K un subconjunto compacto de un espacio métrico X . Se
demostrard que el complemento de K es un subeconjunto abierto
de X . Supongase que:

peX, peX .VvVygek, seanvqyg vecindades de p y g,

q
respectivamente, de radio menor que L d(p.q) { S’q}qem
es una cubierta abierta de K y puesto gue K es compacto,
existen un nimero finitc de puntos q,r++19  en K tales

que:

si v=v nVv n...nV, , entonces V es una vecindad de p
4" 9 9,

la cual tiene interseccién vacia con § . De donde V c K%,
asi gue p es un punto interior de K°, por lo tanto K° es

abierto.

Teorema. Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos
son compactoes.

Demostracidn:

Supongase F ¢ K ¢ X , en donde F ¢s cerrado {relativo a X% )},
Yy K es compacto. Sea { Va } una cubierta abierta de F.
si r® se une a { Va } se obtiene una cubierta abierta ¥ de
K. Puesto gue X es compacto, existe una subcoleccién finita
¢ de ¥ la cual cubre a K y por lo tanto a F. S5i ¢ es un

elemento de ¢, se le puede quitar de ¢ y se tiene todavia
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una cubierta abierta de F. Esto es, se ha demostrado gue una

subcoleccién finita de { va } cubre a F.

Corolario. Si F es cerrado y & es compacto, entonces ¥ n K
es compactao.
Demostracién:
Si K es compacto entonces K es cerrado y por lo tanto F n K
es cerrado. Puesto que (F n K) < K , por el teorema anterior

se tiene que F n K es compacto.

Teorema. Si { K, } es una coleccién de subconjuntos compactos
de un espacio métrico X, tales que la interseccién de cada
subcoleccién finita de { K, } es no vacia, entonces

n Ka es no vacla.

Demostracién:

Por reduccidén al absurdo. Considerese fijo un elemento K, de
{ ma }. Se supondrd gue ningGn punto de ml pertenece a cada
ka y sea Ga = k; .  Entonces los conjuntos Ga forman una
cubierta abierta de K,i y puesto que Kl es compacte, existe
un nimero finito de indices a,a,..0.,0 con la propiedad

que kl < Ga U se. v Ga . Pero esto significa que:
1 n

KoK n o0 0 K = 9
1 lx] ﬁ'n

en contradiccién con la hipétesis. Por lo tanto, existe

algin punto de Kl gue pertenece a cada Ka.

34



Teorema de los intervalos anidados. Sea I, nen, una
sucesién de intervalos cerrados, no vacios de R y supongase
que esta sucesién estd anidada en el sentido que

I 21,2 ... 21 2....

Entonces existe un nimero real que pertenece a cada uno de

estos intervalos.

Demostracién:

Supongase gue In = [an, bn], donde a = bn para toda neN.
Como I § Il para toda n, se tiene que a = b‘ para toda n.
Por lo tanto, el conjunto (anl ne } estd acotado por arriba
sea § su supremo, por lo tanto a = & para toda n.

Se debe cumplir que £ = bh para toda nel. En caso contrario
debe existir alquna meN tal que b'n < £ .Coma £ es el supremo
de {anl nelN } debe de existir a tal que bm < ap. Sea q el
mayor de los nimeros naturales my p .

Ya que a *a, s ...sa s ... b‘ x b2 R, bn = .., se

deduce que b = b < a =a. Pero esto implica que b < .
1 m a

contrario a la hipétesis de que Iq = [aq ,bq] es un
intervalo cerrado no vacio. Por lo tanto § s bn para toda
neM . De donde como a s g = bn, se deduce que § € I“ para
toda neN.

Se debe hacer notar gue, bajo las condiciones del teorema

anterior, puede haber mas de un punto en comin. De hecho, si

n = inf{ bnl neN }, se puede demostrar que (€£,n] = In'
. nel

36



Demostracién:

Sea I = [a, b)) donde a = b para toda neN. Como I < I
n n n n n n 1

para toda nelN, entonces a s bn para toda neiN . Por lo tanto

el conjunto { b ] neN } estd acotado por abajo. Sea 7 su

infimo; por lo tanto 7 = bn para toda nelN

Se afirma que a < m para toda n e N . Si no fuera asi

existirfa alguna meN tal que a >7 .Coma 7 = inf{ b | neN }

existe bp tal que a_ > bp. Sea g el mayor de los nimeros m y

p . Puesto que a s a, = ,..s a s...sbs...sbzsb

1 2 n n 1

se deduce que a >a > bp z b , Pero esto implica que aq> bq
q

contrario a la hipdtesis de que II es un intervalo no vacio.
Por lo tanto, a = 7 para toda neN. De donde, nEIn= [an,bn)

para toda nelN.

Teorema de las celdas anidadas. Sea { Ik } una sucesién de
celdas cerradas no vacias de !R", la cual estd anidada en el

sentido de que I, 2 I2 2.2 Ik 2 .... Entonces existe un

punto en R" el cual pertenece a todas las celdas.

Demostracidn:

Supongase que Ik es la celda:

= X_, avs X = x.s
I, ((xx' 2’ ’ n)l TR BT bk,l' kyn n Ky n

Es facil ver gque las celdas Ik B [ak l'bk l], keN, forman

1
una sucesién anidada de celdas cerradas ho vacias de nameros

reales y por lo tanto, por el teorema anterior existe un

nmero real Y. el cual pertehece a todas estas celdas.

1
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Aplicando este argumento a cada coordenada se obtiene un

punto y = (yv...,yﬂ e R" con 1la propiedad de que si i
satisface # = 1,2,...,n, entonces Y; pertenece a todas las
celdas I . = { [akl.bk‘]] keN }. Por lo tanto el punto y

pertenece a todas las celdas Ik .

Teorema de Heine-Borel. Un subconjunto de R es compacto si
y sb6lo si es cerrado y acotado.

Demostracidn:

3

Primero se demostrard que si E es compacto en R

entonces £ estd acotado (esto es, € estd contenido en algln
conjunto {x € R*| 1 x 0 < M } para M suficientemente grande).
En efecto, para cada nGmero natural n, sea Sn el conjunto
abierto definido por
= {x e R 1 x I <n }

Todo el espacio R, y por lo tanto E, estd contenido en la
unién creciente de los conjuntos Bn, n € N. Pero como E es
compacto, existe un nimero natural M tal que E ¢ Bu. Esto
prueba que £ esté acotado.
En seguida se demostrard gque si E es compacto en R
entonces £ es cerrado.
Sea x € E° y para cada nfimero natural m sea Va el conjunto
~definido por

Vm = {y € R*I Yy -xIt>1/m}
por lo tanto, cada conjunto Ve, m € N, es abierto en R* Yy
ademds la unién de todos los conjuntos Vm, m € N, consiste

de tedos los puntos de R* excepto x., Puesto que x ¢ E, cada
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punteo .de E pertenece a algan conjunto V¥m, Por otro 1lado,
como & es conmpacto, existe un nimero natural M tal gque E
esta contenido en la unién de los conjuntos n,Ve2, JVu.

Como los conjuntos ¥m son crecientes con m, entonces £ esté
contenido en Vs, Por lo tanto, se tiene que la vecindad
{z € R 2z -x 1 < 1/M } no intersecta a E ,esto demuestra

que E° es abierto Yy por lo tanto, E es cerrado en [

Para la demostracidén de la segunda parte se supondra que £
es un conjunto cerrado y acotado y se demostrara gue es
compacto, esto es, que si E estd contenido en la unién de
una coleccién ¥ = s’a } de conjuntos abiertos en !Rk,
entonces E estd contenido en la unién de un nimero finito de
conjuntos en ¥ . Como por hipdtesis el conjunto E esta

K
acotado, se le puede encerrar en una celda I, en R°. Por

ejemplo se puede tomar, para r suficientemente grande:

1= ((xl..,..xk)l ¥t =r, +=1,...,k} para r >0

Con el propésito de obtener una contradicecién, se supendra
que E no estd contenido en la unién de ningin nameroc
finito de conjuntos en ¥. Por lo tanto, al menos una de
las 2* celdas cerradas obtenidas al bisectar los lados de
Il contiene puntos de E y es tal que la parte de E que esta
en ella no estd contenida en la unién de ningtn ndmero
finito de los conjuntos en ¥ .{Por que si cada una de las

2k

partes de E estuvieran contenidas en la unién de un
nimero finito de conjuntos en g (entonces E estaria

contenido en la unién de un nimero finito de conjuntos en ¥,
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contrario a la hipétesis). Sea I, cualguiera de las
subceldas en esta subdivisién de I, 1la cual es tal que el
conjunto no vacio & n I, no est& contenido en la unidn de
ningin nimero finito de conjuntos en ¥. Este proceso se
puede continuar bisectando cada uno de los lados de I, para
obtener 2° subceldas cerradas de Ia en este caso, 13 seria
una de éstas subceldas, tal que el conjunto no vacio € ~ I,
no esté contenido en la unién de un nimerc finite de

caonjuntos en § y asi sucesivamente.

De esta manera se obtiene una sucesidn anidada I de celdas
no vacias, de acuerdo con el teorema de las celdas anidadas,
existe un punto ¥y comin a las I“ . Como cada I“ contiene
puntes de €, el punto comGn y es un punto de acumulacién
de E. Comc E es cerrado, entonces y € E y esta contenido
en algGn conjunto abierto QB en %, Por lo tanto, existe un
niimero ¢ > 0 tal gque todos los puntos » que satisfacen la
condicidén by - ¥l < £ pertenecen a §B . Por otrec lado, como
las celdas I, k = 2z, se obtienen al bisectar
sucesivamente los lados de la celda I, se tiene que la

longitud del lado de I, es /22,

Por lo tanto, si v ¢ Ik
entonces 4y ~w i sy Vp /Zbg .Asi que si k se elige tal
que » Vp /2“"3 < g, entonces todos los puntos en Ik esté&n

contenidos en ¢l conjunto ¥ . Pero esto contradice 1la

B
construccién de Ik comoe el conjunto tal que E ~ Iu no esti

contenido en la unidén de un nimero finito de conjuntos en %.
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Esta contradiccién muestra que la suposicién de. que el
conjunto cerrado y acotado E reguiere para cubrirle un

nimero infinito de conjuntos en ¥ es insostenible.

Teorema. Toda k-celda es compacta.
Demostracién:

Sea I = ((x“xz, ‘e ,xJI a = x = bl ye0e @& = X s b}

una k-celda y sea:

Entonces Il X -yl =35 ,sixXelI,yel .

La demostracién se hard por reduccién al absurdo, para
obtener una contradiccién, supongase que existe una cubierta
abierta { §a } de I, la cual no tiene una subcubierta
finita. Al bisectar cada uno de sus lados, se divide I en 2"
k-celdas por lo tanto, al menos una de estas celdas no puede
ser cubierta por ningupa subcubierta finita de { 9a } ya
que si asi fuera entonces I también podria ser cubierta por
una subcubierta finita. A continuacién se subdivide a su vez
esta nueva celda I, y se continua el mismo proceso,
obteniendose asi una sucesién {I" } de celdas con las
siguientes propiedades:

(a) I > I1 > Iz > I3 3 ...

(b) Para cada n, 1n no puede ser cubierta por ninguna
subcoleccién finita de { 5, )

(c) Si X ¢ I, v yeI , entonces ! X -y =387 2%
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Por lo tanto como (a) satisface las hipdtesis del teorema de
*
las celdas anidadas, existe un punto x gque pertenece a cada

N *
celda I" . Para alguna a« se tiene que x e €a , como Ga es

' ' ' bvd =*
ablerto, existe r > 0 tal que, si #y - x I < r entonces

Yy € Ga . Por otro lado, para n suficientemente grande se

tiene que §/2"< r , tal n existe, ya que si no fuera asi se

tendria que 2" = 8/r para todo entero positivo n, lo cual
es absurdo. Entonces, por (c), se tiene que In < Fu , pero
esto contradice a (b), de donde la suposicién de que existe
una cubierta abierta de I la cual no tiene una subcubierta

finita es falsa y por lo tanto I es compacta.

Teorema. Si un conjunto E en R* tiene una de las siguientes

tres propiedades, entonces tiene las otras dos:

a) E es cerrado y acotado. '

b) E es compacto.

¢) Todo subconjunto infinito de E tiene un punto de
acumulacidén en E.

Demostracién:

El teorema de Heine-Borel demuestra la equivalencia de los

incisos (a) y (b), el teorema *#** demuestra que (b) implica

(c), asi que sdlo falta por demostrar que (c) implica (a).

La demostracién se hard por reduccién al absurdo.

Si E no fuera acotado, entonces E contendria puntos §n tales

que, para teda n € N ,

42



El conjunto de todos estos puntos es infinito y claramente
no tiene puntos de acumulacién en Rk, por lo tanto tampoco
tiene puntos de acumulacién en E, lo cual contradice la

hipétesis, asi que (c) implica que E est& acotado.

Si E no es cerrado, entonces existe un punto §DE R* que es
un punto de acumulacidén de £ pero no es un punto de E. Por
lc tanto, para n = 1,2,..., existen puntos ine £ tales que
Iin- ¥ 1 < 1/n . Sea $ el conjunto de estos puntos Qn,
entonces S5 es infinito (ya gue de otro modo IE“- iol tendria
un valor positivo constante, para un namero infinito de n ),
S tiene al punto ?n como un punto de acumulacién y ademas S

no tiene otro punto de acunulacién en Rk, ya que si ¥ e mﬂ

¥ = Eo, entonces

§n— §°| s | X-¥ 1+ %-7

para toda n ¢ N, excepto un pumero finito de n, por lo tante
¥ no es un puntc de acumulacién de S, ya que existe una
vecindad de ¥ que contiene un nimeroc finito de puntos de S.
Por lo tanto § no tiene un punto de acumulacién en E, asi
que E debe de ser cerrado si es que es vidlido (c).

Se debe hacer notar, en este punto, gque (b) y (c) son
equivalentes en cualquier espacio métrico, pero que, en

general, (a) no implica (b) y (c).
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CAPITULO IV

LOS NUMEROS REALES



Los NGmeros Reales

I. Antecedentes

La historia de 1los nimeros reales se inicia con el
descubrimiento, algunas veces atribuido al matematico Griego
Pitdgoras, de que no hay un nGmero racional cuyo cuadrado
sea dos, esto es, que el sistema de los nameros racionales
debe de ampliarse si se desea ineluir en &1, a n(meros tales
como raices cuadradas, cublcas, etc. A estos nuevos nimeros
se les 1llama irracionales. Los antiguos griegos no
trabajaron con el concepto abstracto de nimero, en vez de
esto consideraron entidades geométricas, tales como segmentos
de rectas, como sus elementos béasicos. Asi de manera
puramente geométrica, desarrollaron un sistema légico, util
para trabajar y operar tanto con cantidades que son
inconmensurables1 con la unidad como con las cantidades
racionales mesurables ya conocidas. Este hecho, iniciado por
los Pitagdricos, fué desarrollado por Eudoxio y esta
incluido en los famosos Elementos de Euclides, libro V; es
el andlogo geométrico de la teoria de Dedekiﬁd sobre los
ndmeros reales, creada 2200 afios mds tarde. Posteriormente,
la matemAtica se recred y se desarrollé de acuerde a
conceptos numéricos mis gque geométricos, se supuso como cosa
natural gue a cada punto sobre el eje numérico le
correspondia un numero racional o uno irracional y gue esta

totalidad de nimeros ‘'reales" cumplia con las mismas leyes

t

Dos cantldades cuya razén es un namero Faclonal se llaman
conmensurables entre s{ deblde a que pueden ser expresades
como mdltiplos enteros de una unldad comin,
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gue rigen a los nGmeros racicnales. No fué sino hasta afios
mds tarde, en el siglo XIX, que se sintié la necesidad de
justificar tal suposicién, lo que se logrd en un trabajo
publicado por Richard Dedekind, quien demostrdé que el
sistema de los nimeros reales es un instrumento adecuado
para la medicién cientifica, y que en este sistema contintan
siendo vilidas las reglas de cdlculo del sistema de los

nmeros racionales, esto es, los axiomas de campo.

ii) Intervalos anidades

No siempre es f&cil describir los nameros irracionales, para
algunos nUmeros tales como vz & n existe una
caracterizacién geométrica simple (?), pero esto no siempre
es posible. Un método suficientemente flexible para producir
cada ndmerc real consiste en describir el valor x del nimero
real por una sucesidén de aproximaciones racicnales de mayor
precisién. Especificamente x se aproxima simulténeamente
desde la derecha y desde la izquierda con una precisién
creciente y de tal manera que el margen de error tiende a
cero. En otras palabras, se usa una "sucesién'" de intervalos
racionales que contienen al punto %, de tal manera que cada
intervalo de la sucesién contiene al siguiente y tales que
la longitud de los intervalos, y con ello el error de la
aproximacién, puede hacerse mas pequefio que cualquier numero
positivo dado, tomando un ntmero suficientemente grande de

intervalos en la sucesién.
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Definicién. Una sucesion anidada de intervalos racionales es
una sucesidn de intervalos cerrados I con puntos extremos
racionales a, b", tales que cada intervalo est& contenido
en el precedente, y cuyas longitudes forman una sucesioén

nula, esto es:

o
e
[
"
o
"
o

n-1 n n n-1

1im (bn— a") = 0.

atw

Dado que cada intervalo I=1{a b ] de una sucesién anidada
contiene a todos los intervalos que le siguen, un nimero
racional r que esté fuera de cualquiera I también estari
fuera (y del mismo lado) que de todos los intervalos
subsecuentes. Por 1lo tanto, una sucesién anidada de
intervalos racionales genera una separacidén de todos los
nimeros racionales en tres clases, 1la primera clase,
denotada por I|‘ consiste de los nlmeros racionales r que
estdn a la izquierda de los intervalos In, para n
suficientemente grande, es decir, para los cuales r < a

n

para casi toda n. La segunda clase, denotada por Io.
consiste de los nimeros racionales r contenidos en todos los
intervalos I, - Esta clase contiene a lo mas un nGmero, ya
que la longitud del intervalo I tiende a cero conforme se
incrementa n. La tercera clase, denotada por I, consiste Ae
los nameros racjionales r para los cuales r > bn, para casi
toda n. Es claro que cualquier niimero de la primera clase es

menor que cualguiera de la segunda clase, y que cualquier

nimero. de la segunda clase es menor gue cualquiera de la
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Demostracién:
Por definicién:

I=(peuIBn°elN,p<an} p<a vym>n

'
qu-(peﬂlan.%prn vV neN }

Id=(p50|3m°ew, bm<p} bm<p vomo>om
o

i) Se supondrd que p ¢ I K ¥n, as=p, de donde:
si 3 n, tal que bn< p entonces p e Ia’
si vn, p= bn entonces p € I .

ii) Sea pe I in, tal que p < a pel,
Yy como ¥ m,n, bm za se tiene bm zp VYm ~pe xd

luego IlnI°=IlnId=¢

iii} SipeIu, pz=a van, pel,
y también D s bn vV n, pel D¢ Iu” Il
luego Ior\Id=I°nI‘=¢.
iv) Si.peId In tal que p>b =a wvm . pel
perI «+ pel vl IanD=Ian‘=¢

Definicién. Dos sucesiones anidadas de intervalos racionales
ta . bn] y (al, br"] son equivalentes si dan lugar a la
misma separacidn de los nGmeros racionales en tres clases,
es decir, si {Il, ID, 1’.d } oy {I(, I;, I; } son las

particiones inducidas por cada sucesifén, entonces I =1

14
1 L

Lema. Si (a,, b1 es uma sucesion anidada de intervalos
n

racionales entonces a = bm v on,m.

49



Dado ¢>0, se desea encontrar kel tal gque n >k » a;— a <eg,

por definicién de sucesién anidada se sabe que [an, bn] Yy

a’, b’} son sucesiones nulas, asi que existen n_, n_ tales
n n ! 1 2

que n>n == b-a <c¢ n>n » b’'-a’ <c¢
1 n n 2 0 n

por lo tanto, si N = max { nl,nz) suceden ambas cosas.

Luego:

a = b! = a-a’'sp -a’<eg,
o n n n n n

a’ s b - a’ —-a =b-a«<ceg,
n n n o n n
-e < a’ ~a <¢, estoes, la’ -al <e sin>HN ¢t
n o n n
iii) a; -~ a  esuna sucesién nula = a_, b"] ~ [a;, b;]

Sean I={ I|. I, Id } Y It = { I(, I;, Ié } las
particiones que inducen [an, bn] - [a;, b;] respectivamente.

Por demostrar que I = I’, en el sentide de que Il = Ib

I =1',1, =TI
o o d d

o) Sea pe I .+ 3 KeN tal que p < a . p<a vYn>Kk,
' k n

sea ¢ = a - p. Por otro lado, por hipétesis a; -a es

una sucesién nula, por lo tanto, 3 me N tal que V n > m,

la;- anl <e, l.e. ~c<ca-al<e, si N = max { k,m }

Y n > N, pasan ambas cosas y por lo tanto, a - a; <a-p

. L - r . ’ - r
S P <al-(a, ak) =al, - pely, B I, ¢ 17,
Y como el argumento es claramente simétrico, I; ¢ I,, por
lo tanto, I, = .
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#¢) Seapel , =~ 3 keN, tal que bk< P - bn< p, ¥Yn>Kk
sea £ =p = bk . Por otro lado, por hip6tesis b'n- b . ©s
una sucesidén nula, por lo tanto, I m e N tal que VY n > m,
lb;— bnl <e¢c , i,e. ~-¢ < b; - bn< e, si N = max { k,m }
Y n > N, pasan ambas cosas y por lo tanto, b;- ta <p - bk
- - . , .. !
b; <p ( bk bn) =p, S bn < p n D e Id
I, ¢ I, y como el argumento es claramente simétrico,

d

I; c Id . por lo tanto, Id = I;
ese) Se sabe que O = Ilu qu In 5 Io= o~ ( Ilu Iu V.
pero, per los dos incisos anteriores I, = 1 I, = I(
por lo tanto @ =~ ¢ I,v I, } =0 = ( I: v} I; ) = I; , esto

es, I=1I’.+
o

Del teorema anterior, resulta inmediato que la relacién * ~ -
es una relacién de equivalencia en el conjunto de encajes de
intervalos, (fa,, b ] ~ [a, bl] definen‘iqual particién)
por lo tanto induce, en este conjunto, una particién de los
encajes de intervalos en clases de eguivalencia y se
definen los nameros reales como las clasaﬁ de equivalencia
inducidas. cCada sucesién es un representékte de su clase y
por lo tanto, es un nombre para el nimerc real que
determina, por ejemplo, {(-1/n , 1l/n )} es un nombre del
nGmero real "cero". Si para un encaje dado, fa,. bn] se
tiene que I‘7 # ¢ entonces, por definicién, I°= { r} para
]}

con el nimero racional r Yy se considera entonnces que se

algin racional r y se identifica a la sucesién ({ la,, b,

trata de un real "racional".
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si Io = ¢ , entonces I; = ¢ , Vv I; de los encajes que
pertenecen a la misma clase, en este caso se dice que la

clase es un real "irracional".

Los nGmeros reales determinados por dos sucesiones anidadas
diferentes se considerardn iguales sji las sucesiones son
equivalentes. De acuerdo con esto, un nmero real se
representard por la separacién de los nGmeros racicnales en
tres clases generadas por sucesiones anidadag eguivalentes
de intervalos racionales. $i la segunda clase consiste de un
nimero racional r, se considerard que el nlmerc real
representade por esta separacién en clases es idéntico al
niimero racional r.

Habiendo definido los nGmeros reales, se pueden ahora
definir los conceptos de orden, suma, diferencia, producto,
limite, etc. entre ellos y probar que tienen las propiedades

usuales.

ITX. Cortaduras de Dedekind

Definicién. Si 4 es un campo ordenado, entonces la pareja
ordenada (X,¥) es una cortadura en A4 si X y ¥ son
subconjuntos no vacios de A4 tales que:

4"

ii) x vy = 4,

1) *n ¥

1ii) si x e X, y Yy e ¥, entonces x < y.
Los conjuntos X y ¥ se denominan, respectivamente, la clase

inferior y la clase superior de la cortadura.
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Pefinicidén, Una cortadura es una brecha o rendija si su
clase inferior no tiene un elemento maximo y si su clase

superior no tiene un elemento minimo, en A.

Definicién. Una cortadura de Dedekind en O, es un conjunto %
de nGmeros racionales que cumplen:

i) $ ¢ X c 0O;

ii) 8i a<b y ae€ X, entonces b € X;

iii) X no tiene elemento minimo.

Los conjuntos de nfimeros racionales que satisfacen estas
tres condiciones de la definici6én, se denominan también
cortaduras superiores de Dedekind, pero aqui se les

mencionari simplemente como cortaduras.

Definicién. Una cortadura inferior de Dedekind en ©Q, es un
conjunto X de nimeros racionales tales que:

i) $ < X co;

ii) a>b y a e’ entonces be X,

1i1) X no tiene un elemento miximo.

Definicién. Si X es una cortadura de Dedekind y 2° tiene
un méximo r, a la cortadura X se le identifica con r Yy se
le llama una cortadura nacional. Si %° no tiene maximo,
esto es, es una brecha en 0, se dice que es una cortadura

irracional.
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Teorema. Si X y ¥ son cortaduras de Dedekind, entonces se
satisface solamente una de las siguientes relaciones:

ey, X =V, X o>

Demostracién:
En esta demostracién se utiliza el Teorema de la Deduccidn,
en donds se asegura que demostrar p v ¢ v r es equivalente a
suponer - p A 1 g Yy entonces demostrar r. En efecto:
FDVQVIEErapAng » I'y, AP, AqFT.
Supongase que no se cumplen X ¢ ¥, ni ® = ¥. Entonces
existe un elemento a € X tal gue a ¢ Y. Si b ey,
entonces b s a es imposible, ya que por definicién, esto
implicarfa que a € ¥; asi que, a < b. Como a € X%,
entonces, por definieién, b € XK. Por lo tanto, se ha
demostrado que, si b e Y entonces b e X, esto es, ¥ < X.
Pero como por hipétesis, ¥ = X, se tiene que X > Y. Esto
prueba, gque al menos una de las tres relaciones se
cumple.
Es conveniente hacer notar que la igualdad, el orden, la
suma, la negacién, y la multiplicacién de cortaduras, se
pueden definir por el procedimiento usual. Sin embargo, en

este trabajo se omiten tales definiciones

Definicién. El conjunto R de todos los nimeros reales es el
conjunto de todas las cortaduras de Dedekind, en donde la

igualdad es, efectivamente, identidad.
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Los nameros reales pueden definirse usando cortaduras
inferiores de Dedekind, este procedimiento tiene la ventaja
de que la definicién de orden resulta muy natural, sin
embargo tiene el inconveniente de gque 1la definicién de

multiplicacién es menos natural.

Teorema. El sistema R de los nameros reales, dado por la
definicién de nameros reales, con las operaciones de
adicién, negacién, multiplicacién y orden y con X(0) y X%(1)
como cero y elemento idéntico respectivamente, es un campo

ordenado.

56



CAPITULO V

TEOREMA



Proposicién VII
a) A es un campo arguimedeano y
b) Si, para cada n € N, In es un intervalo cerrado en

A, ¥y si I.,c In , entonces ll In L
n

Teorema. En un campo ordenado A, las proposiciones I a VII
son equivalentes.
Se probard la equivalencia estableciendo el siguiente cicle

de implicaciones:

i

!

I implica 1II: Si A es un campo Arguimedeano y cada sucesién
fundamental en A tiene un limite en A, entonces cada
subconjunto no vacio de A acotado por arriba tiene una
minima cota superior en A.

Demostracién:

Se supondrd que X es un subconjunto no vacio de A, que b es
una cota superior para X Yy que x € X .

Primero se observa gque b - x 2 0 yaque x s b VY xeX,
ademds puesto que A es Arquimedeano para cada n e IN existe
meWN tal que m(l/n} > b - x , esto es,

x + m/n > b en A.
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Por lo tanto, x + m/n

es una cota superior para X . Asi

que, para cada n € N se puede construir un conjunto no

vacio ﬂn = {meMN| x + mn/n es una cota superior de X }

esto es,

Bl = {meN X + m es una cota superior de X }
={m m+ 1, m+ 2, ..., }
Ba = {meN| x + m/2 es una cota superior de Z« }

= {mf2, (m+ 1)/2, (m+ 2)/2,..., }

Bn ={meN| x +m/n es una cota superior de X }
={m/n, (m+ 1)/n, (M + 2}/n,..., }
de donde, hay wuna familia de conjuntos B~ tales que cada
conjunto tiene un elementc minimo (Principio de Buen Orden),
sea m este elemento minimo, ( notese que m depende de n ).
Entonces para cada n € N, se construye:
y sx+tmn/n (1)

es claro que Y, es una cota superior para ¥ , Yya que por
construccidn y, e B .

Sea:

x =y - 1l/n

(2)

=Xt < X en A, para alguna xe &,

por lo tanto,
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Por otro ladeo, dado que m es el menor elemento de ‘I?" se

m -1
tiene que m - 1 ¢ B , es decir, X = X + ———— no es
n n n n

cota superior de X B 3x, e %X , tal gue:

mn-l

X + o <x =Y. . YymedN

esto es,

xn < Yo o vmneWN
y ademds, para toda n e N , Y, - % = % .

Por lo tanto,

X - x <y - 4 Y.~ i/n ) = 1/n ,

Ix - x | =max { X - X , x -x 1}
m n n m

=max { 1/n , 1/m } en A Y m,ne N,

Pero, lim {(1/n) = ¢ en el campo ordenado Arquimedeano A ,
nrtw

se tiene entonces que { X, } es una sucesién fundamental en

A , y por hipdtesis tiene un limite a ¢ A. Ademds a = sup X
ya que a es una cota superior para X , si no lo fuera,

entonces a < z para alguna 2z € X, Pero como 1linm xn = a,
no

por definicién, para cada € > 0 existe un entero N, tal

que n z N implica que | x-al <e.

Analogamente, }lim 1/n = 0, por lo tanto, para cada ¢ > ©

n- e

existe un entero N, tal que n 2 N implica que | 1/n | < g,

€0



esto es, dado g = —EL%}E— , existe alguna n e N ‘tal que,
z - a " Z ~a
xn - a = lxn —a | < 5 B 1/n < . en A,
Entonces, por {2),
y =x 4+ -+ < [a+ B2 +-Z2Z 2 =3z enn
n n n 2 2

esto es, se ha demostrado gque yn< Z, pero z € X3 y por (1)

y, es una cota superior para X, iContradiceién!. Por lo
tanto, a es una cota superior para X%.

La demostracidén de que a es la minima cota superior de %, se
hard por reducccién al absurdo, esto es se supondri que si ¢
es cualquier cota superior para X, entonces a > ¢ en A,
por lo tanto a -~ ¢ > 0 en A. Entonces, para alguna n € N

se tiene que:

a~—-x =ja~x1|<a-c, en A
n n
a-~x <a-c¢ B x > c,
n n

pero, por (2}, X, s X para alguna x ¢ X,

c < X, s X , en A para alguna x € X%,
jContradiccién ! ya que ¢ es una cota superior para X.
Por lo tante, a 2= ¢ - a es la minima cota superior de %,

esto es, a = sup X . &

II implica III: Si cada subeconjunto no vacio de A que esté
acotado por arriba tiene supremo en A, entonces ninguna

cortadura (X,Y}) en A es una rendija.
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Demostracién:
Supongase que (X,¥Y) es una cortadura en A , entonces, por
definicién, X es un subconjunto no vacic de A y ademds cada
elemento del conjunto no vacio Y es una cota superior para X
entonces por hipétesis, existe alguna a € A con la propiedad
que a = sup X en A.
Pero, como (X,Y) as una cortadura en R, se tiene que a € X
6 bien a e Y . Si a e X, entonces sup X = a = max X .. Si
a € Y, entonces como todo elemento de Y es cota superior de
X, se tiene que a = min Y, de donde, (X,Y) es una cortadura
en A gue no es rendija.
IXII implica IV: Si ninguna cortadura (X,Y) en A es una
rendija, entonces todo subconjunto no vacio de A acotado por
abajo tiene una maxima cota inferior.
Demostracién:
Supongase que B es un subconjunto no vacio de A, el cual
estd acotado por abajo. Sean:
X={x | x=b enf para toda b e B}, (3)
Y =a-~-X (4)
Entonces (X,Y) es una cortadura en A, porgue:
i) Como B estd acotado por abajo y X es el conjunto de

todas las cotas inferiores de B, se tiene que X = o ,

ii) B=ze2 . 3be8B K b+ 1¢aA, pero b+ 1>hb,
asi que b+ 1eX o b+ 1ley B Y=o

iii) Por construccidén X nY =o@o

iv) Por construccién X uY = A .
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Entonces el conjunto ™M = K v H de intervalos abiertos es

una cubierta de [a,b}.

Ahora sea

t = {x | ¥x € {a,b] * [x,b] estd cubierto por un subconjunto
finito de M }.

Si b e X%, ({b,b) estd cubierto por algin intervalo abierto

de M, obviamente, asf que b e & y por lo tanto & = o. Por

otro lado, puesto que a = x para toda x € L, se tiene que

I ests acotado por abajo, asl que por hipétesis L tiene una

mixima cota inferior x,.

Se demostrard que {x ., b} estd cublerto por un subconjunto
finito de ™M , esto es gue, X, € L. Como x € {a,b] existe un
intervalo abierto J, e ™, tal que x € J. Sea J= (c,d),
entonces ¢ < x, < d, por otro lado, come X, es la méaxima
cota inferior de &L, existe algin ze L tal que X, <2< d
pero, como Zze L, existe un conjunto fipito {31,...,3;} < M,
el cual cubre a {zo, b}. Por lo tanto, el comjunto finite
{JQ'J;""'Jm } ¢ M, cubre al conjunto [x_, b}.

A continuacidén se demostrard, por reduccién al absurdo, que

x = a, para ello =e supone gue X * a, por lo tanto a < X »

pero como ¢ < X, entonces m&x (a,c) <x_.

X+ mix (a,c)

si, Z,= g, 2% A, por lo tanto,
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a,c s mdx {a,c}) < 2‘< X < d s b.

Por lo tanto, z.€ {a,b] ¥y {zl,b] esta cublierto por
{Jo'Jl""'Jm } asi gue z € L, v z, < x ., pero esto no es
posible, ya que x  es cota inferior de L, esto es, se ha
demostrado que [a,b), y por lo tanto, el subconjunto & de
[a, b), esti cubierto por (JD,J’,...,Jm }JeM=KuH

Como por construccién, ningin intervalo en H contiene puntos

de X , se tiene que K n ({J 'J1""'Jm } es un subconjunto

finito de &K que cubre a X.

V implica VI:

Si todo conjunto de intervalos abiertos gque cubren a un
subconjunto cerrado Yy acotade % de A, contiene un
subconjunto finitoc el cual cubre a X, entonces todo
subconjunto infinito y acotadeo de A tiene un punto de
acumulacién en A.

Demostracién:

Por reduccién al absurdo. Sea X un subconjunto infinito y
acotado de A Yy supongase gque X no tiene puntos de
acumulacién, entonces, por definicién, 2z es un conjunto
cerrado. Sea X € X, como X no es un punto de acumulacién de

%, existe un intervalo abierto I’r tal que 2 n I = {(x}. El
x

conjunto K = { Ix | x € X )} cubre a X, pero como X es

cerrado y acotado, por hipétesis, existe un subconjunto

finito $ de K el cual cubre a X. Si § = { I seeend, I oned }
1 n
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entonces, para cada x € X, existe alguna k € { 1,...,n }

tal que x € Ix y por lo tanto, X = X, de donde el
k

conjunte X = { X ev0,X} €S un conjunto finite, lo cual

contradice la hipétesis.

VI implica VII: Si todo subconjunto infinito y acotado de A
tiene un punto de acumulacién en A, entonces:

a) A es un campo arquimedeano y

b) 8i, para cada n e N, I" es un intervale cerrado en
A, y si Im1 ¢ I, entonces N I =0

neEH
Demostracién:

(a) Por reducccién al absurdo. Si A no es un campo
Arquimedeano, entonces existen a,b € A tales que 0 < a < b
en A, peroc a =< na < b, para toda n ¢ N. Por lo tanto, el
conjunto X = { na | nel } es infinito y acotado, pero no
tiene puntos de acumulacién, le cual contradice la

hipétesis, por lo tanto, A& es un campo Arguimedeano.
(b) Supongase I = [a_, bn] Yy para cada n € N, se tiene

n

que I < I- Entonces a s a = b = b ., para cada
neN. Sea X = { anl neN }, como as as b para toda n ¢ N,

se tiene que X es un subconjunto acotado de A.
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8i, para alguna jeN, a = a’ para toda m = j, entonces se

tiene gue a = a, = b“ para toda neN, y a, enQ"In . En

caso contrario, para cada nelN, existe alguna meN, tal gue
a >a , de modo gque el conjunto X ne tiene un elemento
maximo y es, por lo tanto un subconjunto infinito de A asf
es que por hipétesis, el conjunto infinite y acotade ¥ tiene
un punto de acumulacidén x ¢ A, A continuacién se demostrard,
por reducccidn al absurdo, que X € ) I.

nEH

51 a » x para alguna n € N, entonces a =a >x , para

n
toda m = n , por lo tanto, si 0 < ¢ < a - x, el intervalo
(x -2 , x + £ ) contiene sd1lc un nuimerc finito de puntos de
1, a saber desde ax hasta a. lo cual es una
contradiccidn. Por lo tanto, a = x para toda n € M.

Andlogamente, si para alguna n € N , bn < x , entonces se
tiene gque a = bn < x , para toda m € N. Por lo tanto, si
0 < e <X ~ b“ , el intervalo (¥ - £ , ¥ + € } no contiene
puntos de X jcontradicciént. Por 1lo tanto, x = b , para
toda n e N, Pero, entonces, 1o que se ha demostrade es que

ansxsbn,paracadanem,yasi xenln.
neEN

VII implica I: Si
a) A es un campo arguimedeano y
b) si, I, es una sucesién de intervalos cerrados en R,

tales que Im‘ < I“ ., para toda n € N, entohces ne{l I'l = &

entonces:
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a’) A es.un campo arquimedeano y
b’) Cada sucesidén fundamental en A tiene un limite en A .
Demostracién:
a’) Es obviamente vilido.
Para demostrar b’) supongase que { X } es una sucesidn
fundamental en Aa.
Entonces, por definicién, para cada ¢ > 0 existe N e Z, tal
que )xn~ Xml < €& , siempre gue n,m =z N. Esto es:

- € <X -x <g, siempre que n,m = N.

¥, -e<x <x +e¢, siempre que n,m = N.

Sea, para cada k e N, c{k}) = 1/k , m = noo entonces, para

cada k e N , 3 ne N, tal que:

1 1
(1) X - ~<x <x + -, enf para toda n z n, en N.
nk k n nk k K

Para cada m ¢ N, existen:

(2) p,=mix {niksm en®} en,
1
(3) am=m5x(xnk—;lk5menm}sa,
. 1 .
(4) bm—min{xn«f ;Ik-menm)sax,

k

entonces, por (2}, (3) y (4):

(5} a sa  <x < b'm = bm en A, para toda m e N vy

toda n =z p en N.

m+]

Sea I = l[a , bm) para cada m € N.

entonces, por (S}, I, <1, paratoda m e .
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Por lo tanto, por la hipétesis (b), existe algin acA tal que
(6) a e () I
mEN

En seguida se demostrard gue 1lim x = a.
now

Por (1),(3),(4) y (6), se tiene que:

1 1
{7} xn - R B a. s a < bms x + & en A para toda meN.
Por (1),

! c L
(8) x""l = < X, < xnm+ m en A para toda n z n, en N.

Por lo tanto, por (7) y (8),
(9} Ix - al =méx {x -~ a, a~-x}

= 2/m en A para toda meN y toda n = nm en N.

Sea ¢ > 0 en A, como A es Arquimedeano, existe algin m e N
tal gue:

me > 2 en A, - 2/m < € ,

Por lo tanto, por (9),

|xn- al < e en A para toda n = n_en N,

asi que lim x = a.
n+a
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CATEGORICIDAD

A continuacién se demostrar8 que cualquiera de las
proposiciones I a VII caracteriza a R entre todos los campos
ordenados, o también que la proposicién "R es un campo
ordenads" junto con cualquiera de las proposiciones de la I
a la VII constituyen un conjunto de axiomas categéricos para
el campo ordenado de los nimeros reales. Debido a la
equivalencia de las siete proposiciones anteriores, es
suficiente con demostrar que cualquiera de las proposiciones

caracteriza R entre los campos ordenados.

Antes de hacerlo se demostrard que cualquier campo ordenado
Arquimedeanamente puede ser sumergido isomérficamente en el

campo ordenadc de los nameros reales R.

Definicién. Sea A un campo ordenado, 0 el neutro aditivo
de A, e ¢ A el idéntico multiplicativo, se define:
a) 0e = 6

b) (n+l)e = ne te
c) ~ne = —A(nd

de aqui resulta trivial demostrar por induccién que:
i) ne+me = (n+m)e, ¥Yyn,melZ

ii) n(me) = nme = neme

iii) ne=0 = n=20
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Teorema. Si se define f : Z » A como f(n) = ne, entonces f
es una funcién uno a uno de Z en A tal gque preserva la

adicién, la multiplicacién y el orden.

Demostracién:
i) ne =me = (n-m)e =0 I3 n-m = 0 - n=m,
ii) f{n+m) = (n+m)e = net+me = f£(n)+f(m),

iii)} £(nm) = nme = neme = f(n)f(m),

esto es, es una inmersién.

Teorema. Sea Z, la imagen isomérfica de Z en A Yy sea OA su

campo de cocientes, sea n’=f(n)=ne € z,, se define:

DA=( n/m° I n,m € ZA , mM'# 0},
en donde:
R 7 m = nf 7 om’ ’ [a— ’
a) ny / mo = R / my = ni m, m ng,

I R
aru ol n
c) W/m - PUT = by
entonces f induce un isomorfismo entre Q y OA, a saber:

£(p/d) = P’ /qa’ = pejqe

Demostracidén:

i) inyectiva, f(B/4) = £(r/S) . PJ/q =T J5
p's’ =r'qg’ ) pe se = re ge k3 (ps-rgq)e = 0
Ps = rg 5 p/ga = r/s .
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i) f(p/q + T/s) =P /q + T /5
- Pe_ s8¢ _ [(m) + f(?/‘g)‘

ge re

iii) £(p/a + ¥/8) = £(PE/as) = 1. pr

Teorema.  Cualgquier campo ordenado Arquimedeanamente puede
ser sumergido isomérficamente en el campo ordenado de los
nimeros reales R.
Demostracién:
Sea A un campo ordenado arguimedeanamente. Sea DA el
conjunto de todos los elementos racionales de A, y sea ¥
el elemento racional de A que corresponde a ¥ € €@ bajo el
isomorfismo X : O -~ A definido por:

(1) =1,

H(h/k) = hlA/kll, h/k € ©

H es una funcién uno a uno de O en A la cual preserva el
orden, la adicién y la multiplicacién, como se demostré en
el teorema anterior.
Sea ?0 el conjunto de todas las sucesiones racionales de
Cauchy, el conjunto:

(1) F = {(};Q %, lnmox ): {x} € :70}

n
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es un mapeo de A en R, ya que si a € A, entonces para alguna

sucesién (in} en 0, a-= 1im i;. Puesto que {}n} es una
sucesién de Cauchy en A&, (in} es una sucesién de Cauchy en

OA y (xn) es una sucesién de Cauchy en @ y en R. Pero como

R es completo, lim x ¢ R, y asi (a, m x_ ) e 7.

Para cualquier {x}, {y,} € ¥,

(2) Mpx,=imy, enR
si y sbélo si

(3) %;Q (xn - y") =0 en 0.
Pero (3) vale si y sdlo si

(4) lim (¥ -7) =0ena0,

y (4) vale si y sélo si

(5) %;m X = %gm Yy, en A,

n
Por lo tanto, (2) y (5) son equivalentes, y asi ¥ es una
funcién uno a uno de A en R.
Obviamente, para toda a,bea:

#(a+,b)

#(a)+.F(b)

?(a~Ab) = ?(a)-ky(b)
Por lo tanto, ¥ preserva la adicién y la multiplicacién.
Ademés si g = %EE in es un elemento positive en A, entonces
(i;) es una sucesién positiva en A y {x} es una sucesién

positiva en R y asf %ZE x es un nimero real positivo, por

lo tanto ¥ preserva el orden.
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Teorema. Cualquier campo completo ordenade Arquimedeanamente
es isomorfo al campo ordenado de los nameros reales.
Demostracién:

Si A es completo, la funcién # del teorema anterior mapea A
sobre R, ya que, si x = %;m x, en R, entonces (in) es una

sucesién de Cauchy en A, y como A es completo, se tiene que
lim in = aeA. Pero entonces, x = %(a). Por lo tanto, ¥ es un

isomorfismo del campo ordenado A sobre el campo ordenado de

los nGmeros reales R.

Corolario. Cualquier campo ordenado que satisfaga a una
cualquiera de las proposiciones I a VII es isomorfo al

campo ordenado de los nGmeros reales R.
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Conclusién

Se inicia esta parte con las siguientes definiciones:

Definieién 1. Un sistema abstracto § es un conjunto A
formado por los "objetos del sistema", y por una coleccién

finita Risee. ,Rn de relaciones n-arias en 4.

Definicién 2. Sean ¥ = M'Rx""'Ru) y I = (B,R ,...,Rk) dos

1
sistemas abstractos, se dice que ¥ y 7 son isomorfos si
existe una funcién biyectiva 7:A4 — B, tal que, para todo

Rl (xl, xz,..,,xn) , relacién en ¥, se tiene que:

(a,a,...,a) e R e (n(a),m(a,),...,n{a)) « R.
Andlogamente dados los campos ordenados, X = ( K, +,+,5 ) y
F = (F, @ ,0 ,5 ) , YK isomorfo a ¥ " quiere decir,

explicitamente, que existe una funcién biyectiva f: K — F
tal que , para todo a,b € K, se cumple que:

f(a + b) = f(a) o £(b)

f(a « b) = f(a) o £(b)

as b e f(a) s £(b)

El resultado final de esta tesis es que cuando X y ¥ son
completos (en el sentido de Dedekind), tal isomarfismo
siempre existe, por lo que, excepto por esto, hay cuando
mucho, un campo ordenado completo, del que R, construido a
partir de N por cualquier procedimiento M"adecuado", es un

modelo, es decir hay, al menos uno.
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Los resultados mis recientes sobre las teorias axiomiticas,
y muy especialmente los teoremas de Goddel, aseguran, entre
otras cosas, que ningin sistema axiomdtico consistente
permite deducir todas las propiedades de los himeros
enteros. Ademds dado que existen proposiciones indecidibles
para Z (ni la proposicién ni su negacién son demostrables),
tiene que aceptarse gue existen modelos para los enteros Z ,
que no son isomorfos (esto es, los axiomas de cualguier
teoria consistente para Z no son categéricos).

Pe agqui resulta natural pensar que a partir de dos de estos

modelos no isomorfos, digamos Z1 y Zz los nimeros reales que
se obtienen R y R, NO PUEDEN ser isomérfos, aunque como

campos ordenados necesariamente lo sean, es decir gque como
ya se apunté en el prélege, las caracteristicas no
isomorfas, esto es, las diferencias entre las propiedades de
uno y de otro no parecen ser Manalfticas" en tanto gue no
pueden deducirse a través de un razonamiento légico a partir
de axiomas de campo, o de teoremas de los de "dominio
entero" para Z, ya que, como es claro, estos razonamientos,
no pueden demostrar propiedades indemostrables que son las
que se suponen y usan para distinguir Z de Z,.

En este nivel, resulta intrascendente el ignorar las
diferencias, al no ser analiticas, adem&s de que, ni
siquiera es claro si tales diferencias son esenciales en Z 6
si simplemente son producto de les mecanismos légicos que se

usan para derivarlas y por lo tanto son "removibles".
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Bartle dice a este respecto: "La afirmacién de que existe un
Gnico campo ordenado arquimedianamente y completo, es un
tema légico delicado que evidentemente depende de las reglas
vdlidas de inferencia que se tengan en el sistema légico en
el que se pretendan formalizar los argumentos, sin embargo
para el andlisis matemdtico clasico, estas sutilezas no son
un obsté&culo, en tanto se tenga modo de construir, al menos
uno (un campo ordenado arguimediano y completo) y que exista
una notacién adecuada para sus elementos'.

Finalmente se apunta que el aparato deductivo (informal) que
el matemdtico usa en su préctica ordinaria, y gue es el que
se aprende durante la estancia en la escuela, es
suficientemente 'bueno" . Prueba de ello es que una
demostracién considerada "correcta' por un buenh matemé&tico,
se acepta en general como "correcta'" por cualquier otroc buen
matemdtico, (al menos por cualquier otro buen matematico de
la "misma escuela") y por 1o tanto, ne queriendo "ser mas
papistas que el Papa " damos por vAilida nuestra légica y
cpncluimos aqui, que con base en ella, "EXISTE UN UNICO
CAMPO ORDENADO Y COMPLETO ", gue es el gue conocemos (?) y

al que llamamos “EL CAMPO R DE LOS NUMEROS REALES ".

77



BIBLIOGRAFIA

Apostol, Tom M., Andlisis Matematico. segunda edicién.
Reverté, s.a. 1986. -

Bartle,Robert. The Elements of Real Analysis, segunda
edicién. Wiley International Edition. 1964.

Beaumont, Ross and Pierce, Richard. The Algebraic
Foundations of Mathematics. Addison-Wesley Publishing
Company, Inc. 1963.

Birkhoff G. and Mac Lane 5. A Survey of Modern Algebra. Mac
Millan Co., 196S5.

Cohen Leon and Ehrlich Gertrude The structure of the real
number system. Van Nostrand Company, inc. 1963.

Halmos, P. Teorfa Intuitiva de los Conjuntos, CECSA.
Herstein, I, N,, Algebra Moderna. Trillas, 1968.

Kleene, S. (., Introduction to Metamathematics. Van
Nostrand, Inc., 1967.

Rudin, Walter. Principles of Hathematicas Analysis, segunda
edicién. Mc. Graw Hill Book Company, 1964.

Stoll, Robert. Set Theory and Logic. Freeman and Co., 1963.

78



	Portada
	Índice
	Capítulo I. Introducción 
	Capítulo II. Sucesiones de Cauchy
	Capítulo III. Conjuntos Compactos
	Capítulo IV. Los Números Reales
	Capítulo V. Teorema
	Conclusión 
	Bibliografía



