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InTRODUGCCION

El presente tirabaio, esta diseladu para servir cono apoyo €n

la docencia del nivel medio basisco &n geomeiria .

El chjeto de estudiv uvn &l gue se centra s es el disefiv dw

teselas o mosaicos que , cun unha sola figura o wotivo Ilenan &1

Plahie By LBl SRpER Il eyt ier Tl

En el tratamiento que se le ha dado a este materisal, st han
owitido intencionalmente casi todas las denmostraciones, se  eliminaron
agquellas qgque reguieren de Ia teoria alomdtica Jde Lransformaciones e
el plano , informacidn que o este al alcanie de les  esiudianies de
cecundaria, en su lugasr se  preasentan justificaciones accesibl
1

nivel, aprovechando la aparente naturalidad de alyunos resul tados.

Las tesslactuones y suz propiededes geoméiricas intrinsecas, asi
coma wia buena cantidad de métudos de diseRo Jde teselas , nos perwmiten
ampliar vy diversificar 1 use de lus conueptos geumdiricos en  este
nivel sscolar 3 procuwamocs  rescatar, en  este irabajo, el aspecto

ladico de la creacidn de furnas estéticas .

La simetria , los movimientose en el planee y  casl todus los
oljeios geometricos e treneforman  en  glementos  coneiruclores de
nuevas furmag, Son pPasos antecedebte para 1a creacidn de nouzalicus  yue

cubren el plano ¥ 1o decoran.

Clauwdia Margarita Acufia Soto



1.:QUE ES UNA TESELA-

Un masaico, un tablado o una teselacidén es uwun conjunto de

figuras planas que cubren el plano, de manera que no queden espacios

sin cubrir y sin que las figuras se sobrepongan unas con otras. ¥
Los motivos, figuras o teselas con los que se cubre el plano,

son de muy diferentes tipos y se pueden usar uno o varios distintos en

cada teselacidén. %%
Dependiendo del numero de teselas involucradas en

se llaman monohédricas (1 tesela), dihédricas (2 teselas)

cada

teselacidn,

etc.

Para apreciar la gran diversidad de teselaciones que existen,

aqui tenemns algunos ejemplos:

&
<.

N

Tomado de (1) Tomade de 1)

% Un planc teselado T es una familia numerable de conjuntos
cerrados J=¢T1, T2, ...> los cuales cubren el plano sin

hoyos nt traslapes.
%% En este lrabajo, una tesela es un disco Llopoldgico cerrade

segin .



Este es un mosaiceo menohédrice, observe Trirhédrica

la tesela marcada. Dos tipos de es-
trellas y trian-

E“ u ” gulos equilateros
f%zm»——ql =

Tomado de (1) Tomado de (3

i
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En ésta teselacidn tenemos

un nlmero infinito de tese-
las, édsto se debe a la posi-
bilidad infinita de variar
el tamafo,.

Tomado de <2



Trihédricas:

Dihédrica:
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Agui tenemos cuadrados Cuadrados y estrellas Triangulos equilia-
de cuatro puntas y teros, cuadrados y

y estrellas de seis
puntas. hexagonos. estrellas de ocho
puntas

Tomade de (2 Tomade de (3 Tomado de (@
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En ésta, tedas las teselas son
distintaes. M. C. Escher

Un jinele que va y regresa.
M. C. Escher

las teselas pueden ser de muy variadas formas

Como se puede ver,
al de 1las

y al cubrir el planeo, cada una de ellas embona su contorno

vecinas.
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En este trabajo analizaremos sdlamente las teselaciones
monohédricas, las mas sencillas son las que se forman a partir de los
poligonos regulares, y de éstos dnicamente tres s=on 1los que pueden

cubrir el plano bajo las condiciones de una teselacidn.

VAVAVAVAVAN

Cuadrados ITristngulos equilétleros Hexagonos
La pregunta que surge de inmediato es sobre la posibilidad de
construir teselaciones con otro tipo de poligonos o incluso con otras

teselas que pudieran ir siendo cada vez miés complejas.

Antes de responder afirmativamente a esta pregunta y de
dedicarnos de lleno al disefio de teselas, vamps a trabajar
dirdctamente con una teselacién, tomando copias congruentes de 1la

tesela e identificando secuencias y posiciones relativas de esta.

El método con el que contamos para construir una teselacién da-
da la tesela, es el de armarla, de la misma manera como se procede con
un rompecabezas: el método de ensayo y error. Es fundamental, para
asegurar que una tesela cubra el plano, no s6lo hacer coincidir los
bordes de algunas de ellas, sino distinguir claramente la regularidad

con que lo hacen.



Por ejemplo, en la siguiente tesela se ve ripidamente cémo

embonan unos con otros y la secuencia que tienen.

E

AT

Sugerimas construir las teselaciones correspondientes a las
siguientes teselas; resulta mas cdmodo dibujar la tesela sobre cartdn
para utilirarla como un patrén, gue elaborar una gran cantidad de

teselas congruentes para armar el rompecabezas.

) 2) ) [&}]
Triangulo rectangulo Un chino Tridngulo equilatero
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(&)

(4> (3]

Un rectangulo Un parhexigono

Un paralelogramo
lados opuestos paralelos e iguales

[¢: 2] [(~]

& ' Un pentagono con dos
d = ¢ lados paralelos

- 44
8 =rf12=15"
10’ (11} uz
Un heptadiamante En esla figura todos los lados Cuadrilitero
Cformado de siete son iguales y los arngulos son escaleno.
triadngulos equiléa- come se indica
teroso.

Tomado de (@)



Cada una de las teselas propuestas cubre &1 plano. Ahora, seria

interesante abordar el problema de diseffar teselas, observando en
detalle las teselaciones mas comunes, aquellas que aparecen
frecuentemente en pisons y paredes, es decir, las formadas con

tuadrados y hexigonos; vemos que las razones para cubrir el plano son:

a) Es posible con estas teselas, unir varias alrededor de un
vértice de manera que la suma de los angulos interiores de las teselas

sea igual a 26@° y

b) Podemos aparejar lados iguales , con lados iguales.

Los triadngulos equilateros, los cuadrados vy los hexagonos
son los unicos poligonos regulares gque teselan.

Los poligonpos regulares restantes podrian cumplir con 1la
condicidén b) pero no con la a), porque, sus &ngulos internos no son
divisores de 36@°.

Un pentagono regular, por ejemplo tiene un angulo interior de
108% de ahi que uniendo 3 se cubre un &angulo de 324° y si  unimos
4 de éstos tenemos uno de 432f% LLos Gnicos &angulos interiores de
poligonos regulares gue también son divisores enteros de 368°, son 6085

?a°, y 120°.
Tenemos algunos pentagonos
irregulares que teselan como el
pentagono de nuestra lista de
rompecabezas , la suma de los

angulos en cada vértice es de 368°

Tomado de (I

Johanes Kepler;
Harmonica Mundt Tomado de (1)



Otros poligones que teselan porque cumplen las condiciones a) vy

b) son los rectangulos; tenemos ahora dos pares de lados iguales, los

cuales, en principio deseamos hacer coincidir. Si no exigimos un

apareamiento lado-lado, éstas son otras posibilidades:

N
S

largo = 3 ancheo largo = 2 ancho

Tampoco es indispensable que haya una relacidn entre largo

ancho como podemos ver enseguida:

Y

Naturalmente los paralelogramos

también cumplen con las condi

ciones , éstos cuentan con dos

pares de lados iguales




Y los Angulos que se unen en los veértices son suplementarios
dos a das: aqui cumplimos l1a condicidn angular. Igual que con los
rectéanqulos, ademas de ser éste el caso general de aquel, podemos
hacer el siguiente arreglo si no hay condiciédn lado-lado.

0 con desplarzamientos de bandas de paralelaogramos.

[ ]
[T

Por altimo justiticaremos por qué los parhexigonos teselan

el plano.
Estas figuras constan de & lados, los respectivamente opuestos

son paralelos e iguales.

£l hexaAgono regular es un caso de
parhexigono, en general se cumple!

a=d; alld; bue; blle; e=f: clif.




Un parhexigono tesela, &sto guiere decir gue las copias congruentes a
€l pueden ser colocadas de manera que los lados congruentes coincidan
y la suma de los &ngulos interiores sea 360°.

Con respecto a los lados, podemos deslizar una copia de 1la

ftigura alrededor de ésta, como se muestra aqui.

B Qo

Esto se debe a la igualdad de los lados opuestos.
LBue hay sobre la suma de angulos internos?. Por un momento

tomemos el parhexagono y prolonguemos dos pares de lados opuestos.

OO LAY

Dado gue con las prolongaciones , tenemos tres paralelogramos,

los angulos opuestos son iguales en cada caso , ésto se resume en. el

esquema siguiente:

19



Sabiendo que la suma de los angulos internos de un pentigono
suman 720° y que aqui tenemos 2{(&A+4R+4C ) = 72@°, entonces los

Angulos internos de un parhex&gono suman 368° en cada vértice.

Entonces alrededor de
cada vértice , tenemos:

Dado que se cumplen las condiciones a) y b), decimos que

los parhexagonos teselan el plano.

11



USANDO RESULTADOS ANTERIORES

En la serie de ejemplos—trompecabezas presentados al inicio de
este trabajo, propusimos a los triangulos rectingulos y a los
equilidteros como teselas, Lgué pasa con el resto de los triangulos?,

vcubren el plano? Este, par ejemplo:

La solurién es inmediata si con un par de triangulos formamos
paralelogramas. Esto es posible haciendo un semigiro (1B@° ) con
centro en el punto medio de
cualquiera de los lados del

triangulo.

2

W

Por cierto, ! a qué se debe que, si el triangulo es isésceles

haya sélp dos paralelogramos distintos?.
Para justificar porgqué la figura que resulta del +triangulo
original y el rotado es un paralelogramo diremos gue: Si una recta es

girada 18@°, entonces la original y la rotada son paralelas.

12



Asi, el cuadrilitero formado por el contorno es un paralelogra-
mo gque, como ya vimos, cubre sl plano, A partir de lo anterior

podemos afirmar que cualquier tri&ngulo llena el plano.

Aunque con este método se forman tres paralelogramos distintos
({dos con isdsceles y wuno con equilateros), cuando se foarma la
teselacidén con los triidngules involucrados en todos lobs casos, la

teselacién es exdctamente la misma.

Tomado de (7

Este tipo de teselaciones también pueden transformarse con
bandas de paralelogramos que se deplazan, siempre que no existan
restricciones que obliguen a mantener lado con lado.

Antes de continuar haremos una consideracidén sobre el

significado que tiene la congruencia en teselaciones, por ejemplo:



A

Tomado de (1) Tomado de () Tomado de (1)

Estas teselaciones son claramente distintas, para obtener
teselaciones congruentes es necesario contar con la misma tesela, sin

embargo esto no es suficiente como podemos ver enseguida.

Tomado de (3
. N 4 :
S8i con la misma tesela solamente se puede formar una teselacion
diremos que la teselacién es monomdrfica.

Veamos este otro ejemplo :

14



Necesitamos entonces ,que también las teselas estén colocadas
con la misma disposicién, dos teselaciones son congruentes si es posible
tomar una ctopia de una y rolacarla sobre la otra, de manera gue éstas
coincidan ya sea desplazéndola, rotandola o veolteandola, o incluso con

una combinacidn de estos movimientos.

NP

desplazamos (trasladamos: rolamos (giramos)
A A

voilteamos (reflejamos)

Y si la que tenemos son dos  teselaciones que difieren en
escala, entonces diremos gque son iguales pero no congruentes,

fhora que ya hemos visto cdmo cualquier trisnguloe tesela, nos
preguntamos por la situaciédn de les cuadrilateros no paralelogramos.
Por ejemplo éste

cuadrilatero escaleno:

15



Utilizando la idea de girar la figura 180 alrededor del punto
medic de cualquiera de sus lados obtenemos cuatro parhexagonos, uno

por lado, éstos son distintos,

Justificar que Ia unidén de dos cuadrilateros es un parhexagono
es bastante sencillo.
Primeroc veremos que los lados opuestos son iguales, estéd es

inmediato ya que la figura solamente ha sido girada 180 y la disposi-—

cidn de los lados opuestos nos permite decir que:
°

a=a' ; bzb ; c=¢'; d=d‘,

BQue los lados opuestos sean
paralelos es inmediato ya que
antes hemos dicho que una recta
rotada 180 vy la recta original

son paralelas .

16




Eptonces: un cuadrilatero y su rotade forman un parhexagono vy éstos,
coma sabemos, teselan, de ahf que todo cuadrilatero tesele , como en

este ejempla.
b
c
b
c
a d
b c
E}
a3 d
d

Comp caso curioso deseamos analizar la situacién de los

cuadrilateros céncavos, como en este ejempla :

X

También en este caso tenemos parhexagonos.
LLes sugerimos cubrir el plano con un parhexa-
gono formado con un cuadrilatero céncavo.
Algunos otros poligonos que se relacionan con los parhexégonos

son los pentiagonos con lados paralelos, como estos:

17



S e

La forma de justificar que este tipo de pentagonos cubre el
plano, es con la idea de hacer un semigiro con centro en el punto

medio del lado que une los lados paralelos.

(/)Q 5\77

Los lados paralelos se tornan colineales después del semigiro y

pueden ser considerados como uno solo. Estos pentidgonos no son los
unicos (ademas de nuestro ejemplo-rompecabezas 7) que teselan, pero

todo pentigono con dos lados paralelos, tesela el plana.

i8



2. MODIFICANDO TESELAS

a) MoDIFICANDO LOS BORDES
En esta parte del trabaio, veremos codmo disefNar teselas que

cubran el plano a partir de teselas anteriores. La modificaciédn de
los lados de teselaciones conocidas, nos aporta una gran cantidad de
recursos de disefio, por ejemplo, bien sabemos que un cuadrado tesela,
hemas hablado ya de la igualdad de sus lados y de 1la suma de sus
adngulos internos en los vértices, pero la igualdad en 1los lados no
significa que éstos dezban ser rectos, es posible deformarlos, de
manera gue aparezcan curvas o lineas quebradas o cualquier disefio
sobre el contorno, pero como es natural, las deformaciones deben

cumplir algunos requisitos, por ejemplo:

En esta figura, disefiada a partir de un cuadrado, podriamos obtener la

siguiente canfiguracidén:

Observe gque en los lados curvos no es posible
hacer embonar una figura de este tipo, de ma-

nera que si la teselacidn fuese monohédrica,

ésta figura no cubre el plano. Sin embargo,
esto no quiere decir que las curvas no
tengan futuro en las modificaciones de los

lados, mas bien 4 necesitamos hacer uso de un recurso mejor pensada.

19



Veamos esta otra:

E£Es muy parecida a la anterior pero tiene una diferencia esencial. El
borde curvo embona sobre si mismo, haciendo un semigire en el punto

medio del lado curvo.

A

Al

A llega a A' con wun semigirc , cuys cenirc de rolocion es el
G

punto medico del lade deformado

Este efecto se logra con una deformacidén simétrica del borde

curvo, en esta tesela, también disefilada a partir de un cuadrado.

2@



Analicemos las siguientes teselas:

Es posible deformar
una, dos, tres o cua-—
tro lados del cuadra-
do simétricamente con
la seguridad de que
la tesela cubre el

plano.

A

@@@

1) (23
(4> [$=24
uUna leselacion con (1 Con (2% Con (D



Con (3
Se hace un semigiro de ta

tesela, en los puntos marcados

Otro ejemplo:

Para cubrir el planoc con este tipo de teselas es suficiente
hacerlas girar 180° alrededor del centro de simetria, éste se locali-
za en el punto medio del lado modificado, como ya hemos dicho, si se
desea conservar algunos lados originales rectos, es posible cubrir el

plano con un semigiro en esos lados también, o con un deslizamiento.

22



Si hacemos la misma modificacién en
los lados paralelos del cuadrado,
como en la siquiente teselacidn, es
posible incluir modificaciones que
no sean necesariamente simétricas,

por ejemplo, vea a la izquierda:

. ! .
Aqui la restriccidn estla en modificar

de igual forma los lados paralelos

Una abservacién que podemos hacer de inmediato, es gue el area

de la tesela modificada es la misma que la de la tesela original.

Las modificaciones simétricas en los lados y las que se hacen
sobre las rectas paralelas pueden ser inmediatamente adaptadas para
los paralelogramos, y en general para las teselasiones de cuadrilate-

ros (Ver 1x).

Tomado de (0

En el caso de los hexidgonos las modificaciones de cualqguier tipo, son

colocadas sobre las familias de los lados paralelos.



Tomado de (3

Las teselas asi modificadas, cubren el plano con
deslizamientos; aunque las modificaciones usadas sean simétricas
S5i deseamos usar exclusivamente semigiros para llenar el plano

apoyandonos en los lados con modificaciones simétricas . tendriamos la

siguiente situacidn:

Supongamas que las deformaciones
sobre los lados de la tesela son
simétricos, pero distintas unas de

otras. Y supongamos también que

2N
N/
AN vamos a rotar la tesela marcada con
3/
' z . 81 giramos sobre el lado a esta

coincide con la Il de manera gue c
ctoincide con ¢, entonces la tesela
111l estid formada de manera que los

lados b y ¢ son consecutivos , cosa que no sucede en la tesela I

—

ésto,lo Gnico que nos dice es que hay algunas restricciones gque
debemas tener en cuenta, si la teselacidn es momohédrica.

Si la tesela cumple con el hecho de que a=e; b=d; y ec=f podemas
l1lenar el plano con semigiros en los puntos medios, de los lados. Si
observamns la teselacién resultante, es la misma que cuando hicimps
las modificaciones sobre los lados paralelas y utilizamos unicamente
deslizamientes, pero en este caso, usamos semigiros: no podemos
por ello,admitir deformaciones que no sean simétricas.En cambio usando

unicamente deslizamientos, podemos usar cualquier tipo de deformacién.

24



Si combinamos giros y deslizamientos, la situacidn con respecto
a las deformaciones es distinta.Sugerimos analizarla .

Ademas, sugerimos reflexionar sobre 1oz siguiente aspectos @

En la teselacidn con deformaciones simétricas, de hex&gonos
regulares donde llenamos el plano sélamgnte con semigiras,ées posible
gue el lado e y el a sean distintos en una tesela como la usada
anteriormente ?. ( Par que? (vea 2%)

Cuiles serian las restricciones para redisefar
parhexégonas .

a) Si vamos a utilizar deslizamientos exclusivamente,

b) Si vamos a usar unicamente semigiras (vea 3%)

La siguiente tesela, ¢ cubre el plano?
FA es una traslacidn de CD
FE de BC Y ED de 5% {vea 4%)

-]

Tomado de (3
Observe que tada tesela gque cumpla éstas condiciones, tiene
asociado un parhexagono formado por la unidén consecutiva de los
vértires A, B, C, D, E, y F.
La tesela siguiente,cubre el plano.
ED es una traslacién de AB s
—~ Pennd o~ — .
AF, FE, D€, CbB son deformaciones

con centro de simétria.

Tomado de (8>



Hasta aqui, para cubrir el plano, utilizamos dos tipos de
movimientos:semigiros vy deslizamientos, las condiciones establecidas
anteriormente, forman el llamado Criteriao de Conway para teselar el
plano criterio que detallaremos mas adelante .

Siguiendo con el método de redisefar los lados ,de redes de lados
paralelos coma las triangulares, hexagonales, etc, tenemos otrao
recurso que sugiere nuevas posibilidades. La tesela gue no cubre el
plano, de la gue antes hablabamos, disefada a partir de un cuadrado,

puede cubrir el plano

si la remodelamas asi:

Los arcos mnarcadoes

son tdénticos

Mantengamas fijo el vértice marcado con la letra A y giremos la
tesela hasta hacer embonar los bordes curvos, tenemos:
El punto B llega hasta B' con una
rotacion de 90° con centro en A
y la teselacién completa podria

ser ésta: g

Observe que no es la gnica tesela

posible.




Mas aun, que tal si hacemos dos modificaciones de este tipo,

giramos los trazos modificados en los vértices opuestos Ay B

Tomado de (1)

También, una teselacién de
redisefada con este método,
La tesela de esta tese
lacion modificada,tiene
cinco lados rectos,se
trata de un pentagono
que no tiene lados para

lelos.

S

A partir de wun cuadrado, giramos la de-
formacién en laos vetices A y en B o
podemos verlos como girados en los otros

dos vértices.

triangulos equilateros puede ser

por ejemplo:

27



Tomado de (1

Aqui giramos la modificacidn en A, en
los lados de contacto podemos usar una

modificacidn simétrica.

Aqui tenemos un conjunto de rombos que
se agrupan de seis en seis alrededor de
un punto P y donde las deformaciones gi
ran con centroen A , By en P .

Podemos pensar también en un rombo donde
las deformaciones rotan en los vér

tices marcados con He I

28



Este tipo de deformaciones también puede ser aplicado en
cuadriliteros distintos de los cuadrados y los rombos, por ejemplo lps
rectdngulos, y en general a los paralelogramos como éstos que

presentamos a continuacidén:

Sugerimos disefiar sus propias teselas con los métodos aqui

propuestos.

29



b) DESPLEGANDOQ TESELAS

Sabemos, con seguridad, que los tridngulos equilateros cubren
el plano, ahora nos apoyaremeos nuevamente en ellos para redisefar
teselas pero a partir de un método bastante peculiar (9).

tObsérvese!: Tomemos un tridngulo equilatero, después elijamos un
punto que llamaremos P, en el interior o en el contorno de éste,

despu&s unimos cada vértice y el punto con algun trazoe, de manera que

AN AN

Después, cortemos las lineas dibujadas y doblemos las partes hacia

que el triidgulo queda dividido

en dos o tres partes.

afuera:
Ambas figuras llenan el plano con

rotaciones con centro en cada vérti-—

Las razones por las cuales esta tesela cubre el plano son bien

sencillas.

3a



Para constatar que los bordes de esta tesela embonan unos con
otros (perfectamente) es suficiente con regresar la figura a su
posicidn inicial, Veamos:

Llamaremos a4 b, ¥ ¢ a las curvas
que unen al punto P y los vértices.
Observe la fiqura. Cuando rotamos
en tada vértice los lados iguales se
colocan unos sobre otros, y en cada
vértice caben tres de estas figu-

ras porque la nueva tesela tiene una

G,

amplitud de dos veces el 4nqulo

del triangula. LPar qué?  (vea 7%)

Como no hay restricciones de elaboracidn de este tipo de teselas
vy la eleccién de P es completamente arbitraria, asf{ comao el disefio
de las lineas que unen a P con los vértices, éste s un método que
puede enriquecer nuestros recursos de disefio de teselas.
l,as teselas que pueden ser base para este tipo de
modificaciones deben cumplir con que el doble de los angulos internos

sea un divisor entero de 360" , &se es el caso de los siguientes

poligonos:

\
A
\
= =2
Cuadrado Recténgule ITriangulo isbsceles la mitad de un
y rectangule equitlatero
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En cada caso es suficiente elegir el punto P, trazar los nuevos

lados para después "desdoblar" la figura. Este es otro ejemplo:

Tomado de (»

La zanas marcadas embonan con las del mismo numera, hasta las

lineas punteadas.

Investigando sobre la posibilidad de sustituir el punto P por
una recta o una curva, podemos decir ques

En el caso de los tridngulos, la situacién es equivalente a
agquella donde se elige un punto, dado que la recta o curva (que por
cierto en ningun caso puede tocar el contorno) puede ser incorporada a
las curvas originales para colocar al punto P precisamente en la que

podemos considerar, la interseccién de las tres curvas, por ejemplo:
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NN

O Qué tipo de consideraciones adicionales deber{iamos tomar para aplicar

este método en los siguientes casos ?(vea 6¥)

A

En el caso de los cuadrados y rectiangqulos también es posible
sustituir al punto P por una recta o una curva de manera gue la tesela
resultante del corte y desdoblamiento, cubre el plano, solo hay gque
agregar que es suficiente gqirar en los vértices de 1la tesela

original para cubrir el plano.

B FPor cierto ABCDEF es
un parhexigono.
A c ¢ Por quée? (vea 7%).
F D
E




Las teselas I y Il no gquedan cubiertas con 1los giros en los
vértices del rectangulo que también lo son de la tesela original , sin
embargo girando las teselas producto de los giros de ésta obtenemos la

I y 11, algo parecido sucede con este otro ejemplo.




) CORTANDO TESELAS

Otro procedimiento dtil en &1 disefio de teselas que se obtienen
& partir de teselas conocidas, es el cortar a éstas ,en partes
de igual area e idéntica forma .
El tipo de divisiones que preferimps son aquellas que nos
proporcionan teselas diferentes de las originales.
Por ejemplo, esta lejos de nuestro interés dividir un cuadrado
en cuadrados, incluso en rectangulos, etc.
FPara mostrar este método, tomemos por ejemplo un triingulo
equilétero, los segmentos de bisectrices gque van del vértice al punto
de interseccidén, lo cortan en
3 partes iguales, y si bien,
ésta division es bastante
simple, la podemos redisefar
con divisiones de 1o mas
diversas. De hecho, se puede
disefar una deformacidén sobre

el segmento de bisectriz y

girarla 120°y 240° ,alrededor
del centro, con 1la unica
condicidn de que el disefio
sobre la bisectriz no se so-
breponga al ser rotado con

ningdn otro.

Que las bhisectrices corten al triangulo equilidtero en 3 partes
iguales, no es la unica opcién, de hecho podemos tomar cualquier
semirecta que pase por el centro (Ortocentro, baricentro, etc),

diseffar priacticamente cualquier cosa y rotar el disefio 120° Y 240° .
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El resultado también es una divisién en 3 teselas congruentes,
que giradas embonan unas con otras; sobre las modificaciones en los

bordes, nos podemos remitir al material anteriaor.

/AN A\ A

Esta situacidn tan praopicia para el diseffo, no se conserva con

otros triadngulos que no sean equilateros. A cualquiera lo podemos di-—
vidir en dos partes de igual Area, pero éstas no son congruentes como
sucede en el caso de los esca-

lenos; una mejor aproximacidén

|
, serian los isdsceles que pueden
$ dividirse en dos partes
congruentes, pero es imposible
4
|

introducir en estos cualquier
diseffio que no sea una recta.
Esta situacién es semejante con otros poligonos como éstos, por

ejemplo: | 1
I
|
l
[
|

[

La diferencia esencial entre estos poligonos y el tri&angulo

equilatero, que se traduce em un corte que divide en dos partes
congruentes sin disefos por un lado y por otro en cortes gue admiten

disefios maltiples, es que, en la primera situacién, la tesela no tiene
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simetrias centrales y en el segundo caso, si. Si roto o giro al
triangulo equilatero 120°y 24@°
alrededor del centro , este em-
bona consigo mismo, a diferencia de
esto, en los otros casos no podemos
encontrar ningun Aangulo que nos
permita rotar la figura y hacerla

coincidir consigo misma.

La presencia de simetrias centrales en 1os poligonos, nos
permite hacer cortes como los gue hasta aqui hemos visto.

Un cuadrado, por ejemplo, puede ser dividido en cuatro partes
iguales bajo la misma ldgica: en este casn, tenemos 3 rotaciones, la
de 92°, 18@° 270°, vy, en principio podemos dividir a la tesela

en 4 partes iguales, o en dos si rotameos 180°.

triéngulo cuadrilétero pentigono con un

Angulo recto

También, agui es suficiente hacer un disefio del centro hasta el

borde (cuidando de no encimar los diseffos) y rotando 90°, 18@°y 278°



El otro poligono regular, que es una tesela gue cﬁbre el plano
y admite rotaciones, es el hexagono, podemos proponer un disefo vy

luego rotarlo &@°, 120°, 18@°, 240°y 300°

pontagonos sin lados paralelos Heptigonos
Es claro que podemos utilizar solamente 2 de las rotaciones vy

girar el disefio 120°y 24@° o simplemente 180° .

heptagonos

Este da la sensacidn de Pentagono que no ltiene
volumen. lados paralelos.

HexAgonos



Los rectangulios y los parhexagonos, aunque tienen que ver con
los cuadrados y los hexagonos regulares, al ser alargados pierden
algunas simetrias centrales, lo mismo sucede con los paralelogramos:
todas estas figuras tiene dnicamente dos de estas simetrias, la que
resulta de rotar 188°y la identidad.

A continuacién proponemos algunos disefios:

— ] |

Observe que cualquier recta gQue pase par el centro del
paralelogramo o del parhexigono {(ubicado en 1a interseccién de las
diagonales), caorta a unos y otros en dos partes iguales; ésta es 1la
situacidén inversa a la que nps referimos al construir paralelogramos vy

parhexigonos para llemnar el plano.
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d) UnieNnDO TESELAS

En secciones anteriores, la unidn de teselas nos ha servido
para justificar que un tridngule o cuadrilAtero arbitrarios teselan.

Ahora ampliaremos las posibilidades de este recurso.

Cuando una tesela se forma a partir de otra, es posible que
varien el tipo de movimientos necesarios para llenar el plano, comoep

estos ejemplos:

Para pasar de las teselas claras a Para llegar de una tesela en un
las obscuras, es necesario levantar sentido a la de otra, necesita-
Vv voltear. mos un semigiro.

Tomado de ) Tomado de (1)

Pero si unimos una tesela clara Pero si unimos dos teselas de

VY una obscura, solo necesitamos este otro tipo, de sentidos

deslizanientos para llenar. opuestos, excluimos las rota-
ciones.
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Estos pentigonos unidos de 4 en 4 en
AB forman un parhexagono que tesela
dnicamente con deslizamientos. O
podemgs pensar también en una

figura de 12 lados si los penti-

gonos se unen en la recta BC.

Tomado de (1)

Le sugerimos investigar cudntas teselas (y culdles) debe unir
para llenar con deslizamientos exclusivamente en las siguientes

teselaciones .

Tomado de (1) Tomado de (1)
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Pudiera parecer gue una ver formada la teselacién, simplemente

elegimos un cierto numero de teselas vy

pero esto no es necesariamnente ciertao, veremos algunos ejemplos
adelante.
Otra manera de plantear el problema seria,

dada una tesela,
unianes de esta,

cuidles de ellas teselan?;

bajo esta é4ptica es
desarrollado el siguiente material.

De las teselaciones pasibles a

unir, la de 1los
equilateros,

cuadrados y hexagoneos regulares ha sido estudiada por

menos desde 1953, (1) en ese afin fueron bauvtizados con los nombres

polyominos y polyhexes; aqui,
como poliamantes,

polydiamonds,

polidminos y polfhexagonos (17).

Presentamos
continuacién algunas teselaciones de este tipo:

Un hexadiamante

42

este conjunto debe teselar,

mas

Y

triangulas

lo

de

nos referiremos a ellos

a



\/\\E\/\ a- Un octodliamante

\/\A/\/\



Las teselas formadas a partir de las uniones de +triangulos ,
cuadrados o hexiagonos plantean dentro de la matematica algunos
problemas que solo han sido parcialmente resueltos . Por ejemplo, si
unimos dos triangulos el nimero de teselas que se puede {formar con

ellos es solo una

Las teselas formada con tres triidngulos , se forman a partir de
la anterior, mas un triangulo ,que sdlamente puede ser colocado en la
periferia y , esta tiene cuatro posibilidades de manera que cuatro

serian las teselas posibles.
Una observacidén detallada nos
permite ver que en realidad
K;Z§£;7 solo hay una porque es

suficiente con girar , voltear o
deslizar para hacerlas coincidir
Con numeros muy grandes de triangulos sabemos cuantas teselas
existirian potencialmente , pero solo en algunos casos se sabe con
certeza el numero exacto de teselas distintas , lo mismo sucede con
las uniones de cuadrados y de hexagonos . (ver 3 cap. 9.4}
Proponemos a continuacidn la serie de heptamantes posibles 24
en total, 23 de ellos teselan
¥y uno no, éste es el que apa

rece en el 7o. lugar.

Foorvho sl 23
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Estos son algunos ejemplos de teselaciones con heptamantes

Observe esta teselacioén,
esta constrida a partir
de la 7a tesela de hepta

mantes , Nno es posible

embonar una quinta figura,
inténtelo.

Esta unidn de 12 triangulas

equilateros (dodecamantes)

tampoco es muy afortunada.




Folidémines que teselan

Sy

! i;;:] [2 : ‘
Actual amente se han re-—

portado 26 octdminos

L____J que no teselan de los

l l 369 gue existen , los
O primeros & no son te
selas (vea 4).

B Pisl il
PETPYY -

448




Se han encontrado el numero de teselas distintas para uniones de
hasta 9 tri&ngulos , hasta con B cuadrados y hasta & hex&gonos .
(vea 3 cap.?.4)

Con hexagonos, eéstas son algunas alternativas que teselan.

Y estos seis hexahexdgonos no lo hacen

0 W WD Q)

Tomado de (43
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Este trabajo de clasificacidn de teselas del tipo mostrado, a
partir de la propiedad de llenar o no el plano es un trabajo gue se ha
venido haciendo "“a pié" ya que no se cuenta con un algoritmo general,
hasta donde tenemos referencia (1987 (3))

Hav sin embargo, un criterio que resulta eficiente en un buen
namero de casas, éste es el criterio de Conway del gue ya habfamos
habl ado.

Antes de pasar a describirlo formalmente haremos referencia a
algunas propiedades de las teselas que nos permiten asegurar que estas
cubren el plano.

Ya antes vimos a una buena cantidad de poligonos que teselan
de manera que si una de ellas tiene forma , por ejemplo de cuadrado
de parhexagono o paralelograma sin duda alguna afirmaremns que cubre
el plano, de la misma manera lo haremns si gquienes tienen esta forma
son dos o mas teselas unidas ,a reserva de como estén colocadas en el
interior, podemos decir que ¢se canjunto cubre el planp dnicamente con
traslaciones ; el criteriec de Conway consiste precisamente ,en
aprovechar la peculiaridad de cierta figura gue tesela con semigiros
exclusivamente , eésto se traduce en teselar con deslizamientos,
iporgue? La figura en cuestidn tiene las siguientes caracteristicas :
Sean A,B,C,D,E y F loe puntos sobre
el contorno, 55 es una traslacién de
éB; EE, EE, EE, FA son arcos con si-
metria central. £
(Vea la sugerencia de la pag. 25) ()

Esta seria la version en unc tesela

Agui{ tenemos un conjunto de teselas gue cumplen con las mismas

restricciones , se trata de 4 heptéminas {en blanco y negra)
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Temado de @)

Aquli tenemos otro ejemplo

L =

Tomado de (B

Si la nueva tesela , formada por la unién de las anteriores
se ajusta al criterio, entonces es posible demostrar que el conjunto
tesela pericdicamente .

Si 21 conjunto de teselas no cumple las condiciones del

criterio de Conway, no podemos afirmar por ello si tesela o no. (vea 4)
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Fasaremos ahora a formular el criterio de Conway como lo
propene (8)

Una tesela T puede cubrir el plano con semigiros si  existen
seis puntos consecutivos vi,...vs, al menos tres distintos , sobre el
contorno de T (se dice consecutivos en el sentido de circular
alrededor del contorno ) 1los cuales satisfacen las siguientes
condiciones:

. ————— ————, .

i) vivz es congruente a Vsve por una traslaciéon 7 en la cual T(vi)=vs
y T vz)=ve

. — J— — — .

ii) Vzva, \¥Ww, Www vy Wwwv son arcos con centro de simetria

Los vi son vertices de una teselacidn formada por 7 la cual | es
generada por semigiros alrededor de los puntos medios de los segmentos

con centro de simetria y por supuesto alrededor de alguno de los wvi.

Este criterio fué concretado a partir del estudio de 188
heptéminos, y es aplicable a cualquier conjunto de figuras que cumpla

los reguisitos.

Sugerencia:
Para ver una descripcidén detallada de polidiamantes (Hasta con
9 triangulos), polidéminos (hasta con B cuadrados) vy polihexagonos

(hasta & hexagonos) (vea 3 cap. 9)
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Estas teselas cubren el planc con giros sobre los vertices del

triangulo y su Area es igual a dos veces el 4rea de este.

Ahora tomemos nuevamente la tesela vy diseffemos un trazo desde

el centro al que ahora llamaremos O , despues rotemos 120° y 240° |, =i
cortamas este Ultimo diseffjo tendriamos tres teselas identicas que
cubren con rotaciones en Py @ .
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3. CONSTRUCCIONES PARTICULARES DE TESELAS

aJ DosLapo DoBLE
En este apartado deseamos comentar algunas construcciones

particulares de teselas.
El siguiente meétodo se apoya en una combinacidén de métodos

anteriores y nuevos recursos . Tomemos un  triangule equilitero

diseffiemns un trazo del centro del triangulo , al que 1llamaremos P
hasta el veértice , este puede incluir un segmento del contorno , v 1lo
giramos 120° y 24@° , por ejemplo:

N

Despues , desplegamos las cortes

-]
P P P
b P
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Estas teselas pueden pensarse como diseffadas a partir de dos
triénguloé equilateros contiguos , en donde los traros se conectan en
4 vertices , dos de ellos son los centros de rotacidn ( centros
de los triadngulos ) y leos dos restantes son los vertices del

triangulo.

lLos trazos en los dos triangulos , que van del centro al
contorno se unen en los vertices , pero esto no es necesario , como

podemos ver enseguidas:s

El trazo de P hasta el contorno
debe unirse con el que viene de
2, y de esta manera tenemos
una parte de la tesela que debe
ser completada con les triangu
los adyacentes, las partes fal-

tantes forman una curva cerrada




Si doblamos 1la tesela
sobre si misma siguiendo como
pauta 21 +triangulo dibujado ,
ésta lo cubre exAdctamente en dos
ocasiones , 6sto es a lo que

l1lamamos un doble dablado.

t1er dobles

La tesela completa tiene un
area igual a daos triangulos de
los wutilizados en el disefo
{ porque?

Para comparar la tesela con
este tipo de triangulos N
unimos 3 centros de simetria
del mismos tipo (3 puntos P o
tres puntos &), el triangulo
resultante es congruente con

los usados como base.

ST T TN

20 dobles

El drea sombreada corresponde a la parte del segundo dobles



Mas aun , disefiemos ahora un trazo cualquiera desde el centro
de la tesela , que es el centro del tridngulo gue tiene como veértices
a los puntos P o los B,hacia cualguier punto del contorno ,rotemos 120°
y 240% , como supondrd el lector , cada uwna de las partes es una
tesela que tiene area igual a 2/3 del triAngulo base.

A esta pequefla tesela
tambien se le puede hacer un
doble doblés,; pero en este caso
se debe hacer sobre el
triangulo formado por los
vertices P , @ y el centro de

la tesela al que llamaremos R.

El procedimiento anterior es el que se ha utilizado para
disefiar algunas de las famosas teselas del holandes C.M. Escher , una
de estas es la que presentamos a continuacién ,que es comunmente

conocida con el nombre de Los Chinos.
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La red de triagulos con los que se va a trabajar puede ser

colocada en tres diferentes posiciones , una de ellas es la punta del

sombrero del chino,otra su mano derecha y por Gltimo su mano

izgquierda, que aunque son simetricas , son centros de simetria

distintos , en otras palabras no podemos hacer coincidir una y otra a

traves de rotaciones o deslizamientos 4 s necesario un espejo para

lograrlo.

A
\\

T NN

\J

AW QAN PAY: EAN

El diselio parte de los triangulos equilateros

10 Hacemos un Lrazo del centro 20 Corlamos Y desplegamos, eata

al conterno. tesola tionae drea de dos tridn-

gulos



30 Hacemos un nuevo diseio, 40 Cada uno de los chinos cubre
on este caso es itdénlico al dos tridngulos que tienen wverlices
anterior, con esta tesela we enn P , Q4 y R.

cubren dos tridngulos exdcta

mente.
So EL primer doblés mobre ese g0 Y el segundo asi

L .
tridngulo se veria asi
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Las 4reas obscuras de este chino llenan exactamente un
triangulo y las claras otro , las partes correspondientes embonan en

los numeros marcados

Tomade de (5

Esta relacién tambien puede ser observada si  mantenemos una
tesela fija y hacemos rotar una copia de ella sobre los puntos

marcadns con una cruz .




Los disefios de las teselas , basandose en 1los dos triangulos
tiene beneficios adicionales , por ejemplo:

S1 antes haciamos un disefie en el primer triangule para
despues rotarlo , ahora podemos colocar tambien "agregados" o trazos
que no parten necesariamente del centro del triangulo |, estos

agregados deben tambien ser rotados .

TANWANY:

\ /
\ /
N/
\/

1o Se traza desde P 20 Con los agregados 30 Se rolan juntios

Los disefins que elijamos para el segundo tri&ngqulo deben formar
con el trazo anterior y los agregados ,una linea continua que a estas
alturas ya debe verse como iniciada en uno de los centros de rotacién
para luego terminar en el otro, as{ obtenemos una parte de tesela
que solo quedarad completa con la participacidén de los triangulos

contiguos.

N
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Este es el meétodo que se ha segquido para la elaboraciédn de las

Salamandras de M.C. Escher, de quien ya hemos hablado antes; aobserve
las distintas redes de triangulos que pueden ser colocadas sobre 1la
teselacidén , en cada caso,s5e colocan sobre los distintos centros de
simetria y de hecho tenemos tres versiones del proceso.
NN ;
= T SIRY, 2\ V
= q N -
X % RS T
4{ A 4’! TR “ =
<
I > >
e NS
;A\‘i N ‘ § oy
4 e

/I . 2 v

SNELE S -

Z A - = {/A&\Y h %% D e
Bajo la alternativa de la primera red , éstos serian los pasos

a seguir :

1o Un trazo del ceniro al contorno 2o Rotamoes el Llrazo

con agregados
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30 elaboramos el trazo del segundo 40 Observe que en
suficientes cuatro

para completar la tesela

56 La tesela , formada por tres 6o Y cada una de ellas cubre dos
galamandras ,cubre 2 tridngulos tridngulos formados por los cen
tros de rotacidn. (Las cabezas |,

lag rodillas y los talones).

61
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Por ultimo presentamos la salamandra con areas claras vy

obscuras que indican las areas de los dos distintos triangulos.

Tomado de 5
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b) . CORTANDQ PARHEXAGONOS

Los cortes sobre teselas que hasta ahora hemos hecho, se han

de éstas, usaremos ahora otro

apoyado en las simetrias centrales

criterio.
5i tomamaos un hexagono regular y deseamos cortar de manera que

éste guede dividido en cuatro partes iguales, un procedimiento podria

ser éste:
Primero en dos partes iguales y des-—

pués una nueva divisidén.

Este segundo corte es posible porque

las dos mitades tienen simetrfa

axial.

los parhexagonos restantes

Cosa que no bcurre por ejemplo en

(recuérdese que un hexragono regular es un parhexigono).
lLas mitades que obtenemos

no son simétricas y no las

podemos dividir en dos

Veamaos:

partes congruentes.

|

cortes en los hexidgonos regulares, esto es

Ademas de los
posible hacerlo en parhexagonos con dos pares de lados iguales.
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Aunque hay que decir que
no todo corte es adecuado

como éste.

Para parhexagonos con 3 parejas distintas de lados tenemos la

alternativa de utilizar las mediatrices (perpendiculares en el punto

medio), porque nos permiten,en un caso encontrar 2 parejas de +iguras
hasta 4 de éstas.

mas afortunado,
2 parejas de

congruentes vy en otro,
un parhesxiagono y dibujemos

Tomemos pues

mediatrices, hay 3 opciones.

lLas mediatrices se intersectan por parejas ({Por _ qué?) Si

unimos los puntos de interseccioén, dividimos la tesela en 2 parejas de

figuras congruentes, ésto se puede justificar porque la recta de unién

64



pasa por el centro de simetria del parhex&gono; en la primera figura
tenemos cuadrilateros y, hexigonos y pentigonos en las otras dos, de
estas la del extremo derecho tiene mayores posibilidades que las otras
debido a 1la relativa semejanza de las partes.

La condicién que nos asegura que un corte de este tipo nos da
como resultado 4 pentigonos congruentes,es el hecho de que los 4
puntos de interseccidn de mediatrices y lados nos forme un cuadrado

(&), esto es:

ABCD es un

cuadrado.

Los parhexagonos que cumplan esta condicién pueden ser cortados

en 4 pentagonos congruentes.

También hay parhexagonos convexos que pueden ser cartados con

este método.

\
_ — — — -4

\

Tomado de (6)



Verembs que si:
ABCDEF es un parhexagono y
PERS forma un cuadrado, enton-

Vs : 8 ces podemos dividir al par
heragono en 4 partes iguales.
s C
F (o

Demostracidn: F : °
Sabemos que: Entonces:
1) AP=PB=ER=RD P y R son puntaos ASAP=AGDR
medios ASLR=AGMP
2) BC=EF OSREF=0GPBC
3) FS=5A=DR=RE , S y R son puntos T SLMP=UMLR
medios ASLR=AGRD
4) BP=PE=GR=R5, ya gue 5PRR es un TSREF=UQRLM *
cuadrado

Ahora veremos gue si los cuatro pentagonos son congruentes PORS
ee un cuadrado
Deseamps ver que los Aangulos
del cuadrilatero en PRORyS son
rectos y SP=PR=QR=RS.

% Sabemos por un lado que AGSAP=
AGMP=ARDR=ASLR, entonces SP=
c PRA=LR=RS.
fFor otro, APiIPM; GDLEM; RDIRL
£ S y ABLLS.
Como ¥APS =3MPQ F4EPR es recto
N : 4 de 1a misma manera,

4PQR=4QRS=§RSP= q@° .
Asi tenemos gue PERS es un

cuadr ado
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A partir de la manera como se hacen los cortes, es decir,

utilizando las mediatrices y observando que el pentdgorno construido

es posible contar con
cubran el plano vy en

cuenta con dos lados iguales, una construccioén

que mnos permita obtener pentagonos que

particular la unidn

completan un parhexagono.

La construccidn podria ser la siguiente:
Esta tesela tiene restricciones

sobre los lados Yy angulos

de cuatro de ellos (elejidos adecuadamente)

A

marcados pero hay un lado gue

puede cambiar: AB.

E

Tomado de (%)
De hecho las =oluciones se en-—

cuentran pensando en un punto B

que se desliza sobre una circun
ferencia de radip Y2b, donde
b=RC=CD, B varfia con la dnica

restriceidn de neo transformar

el pentagono en uno cruzado de,

P a@.
Tomado de )

En particular tenemos estas tres teselas

Tomado de (%)
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c) TESELACIONES CON PENTAGONOS

Los pentagonos han estado presentes a lo largo de nuestra

exposicién, algunos con un par de lados paralelos, otros no, coéncavos

y convexos, con dos Aangulos rectos y dos parejas de lados
congruentes, como los construidos en el anterior apartadeo , en fin,
hemos manejadao wuna gran variedad de teselas de cinco lados. Ahora

procederemos a analizarlos, a partir de ciertos requerimientos

especificos que permiten variar la tesela, por ejemplo: el pentagono

gque pres_entamos esta disefiado bajo las siguientes indicaciones :
(18)

ame-+tc
b=d
HA=4D = 3607 - §C

téeto es o || o

Toda tesela pentagonal que cumpla con estos requisitos cubre el
plano, para encontrar otras variantes a la wmisma cbservemos 1la

siguiente:

Si trazamos d'i d y c¢'ll ¢ tenemos
que, la tesela original es igual al
cuadrilatero A E A" B con dos pare-
jas de lados igquales (b=d, a=c+e)
A‘\ y4A =& A' | del cual se ha

retirado el paralelogramo B C D A'.
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Tomado de (10}

Podemos modificar el cuadrilatero AEA’ B, en este caso el
paralelogramo BCDA, queda definido en lo gque respecta a d y al 3 A,

no asi el lado ¢, que también puede ser variado una vez elegido

AEA' B. Variando AEA'B tenemos, por ejemplo:
A
A
E
B E 8
\
N \
\ \
\ ). N
\.~ v
AI A‘
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Variando BCDA

Estas son algunas teselaciones con la tesela modificada
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Otro pentagono coéncavoe que tesela y que esta definido por

ciertos requisitos es éste (10 £

E

a=d
E + C = 180 .

Les sugerimos analizar las posi-

bles modificaciones a la tesela,

un dato que puede ser importante

es que =i prolongamos la recta a Tomads de (10}
hasta intersectar a BC, el punto de interseccién ¢ junto con G,D y

E son conciclicos es decir estan sobre una circunferencia. Esta es

la teselacién correspondiente:

Observe como la reflexién de la recta ¢ en la bisectriz de a y d
es paralela a la recta e.
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Se dice que el par de rectas a,b es antiparaleila del par c,d si
se cumple la condicién mencionada.

Esta condicién es equivalente a que los cuatro puntos de
interseccion de las rectas del par ab con el par c,d sean

conciclicos.{Ver Shively.)

o
A\ Y4

Presentamos a continuacién una lista de los pentagonos conve
xos que teselan ,en esta lista también aparecen las condiciones

bajo las cuales éstas quedan determinadas.

Desde 1918 se ha hecho un trabajo de inspeccién para completar
la lista de pentagonos convexos distintos que teselan , es decir,
=i en nuestro primer ejemplo construimos nuevas teselas a partir de
una primera , ésta y las variaciones pertenecen a una misma clase,
es decir cumplen las mismas condiciones.

En aquel entonces =se dié6 una lsta de 5 pentagonos que
representaban clases distintas y por supuesto ésta lista se considera
ba completa (11) sin embargo en 1975 se agregarén 3 pentAgonos mas
12> actualmente la lista asciende a 13 y es posible que no esté
complet.a ain, éste es actualmente un problema abierto en matematicas.

Esta es la lista :
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D+ E=gp

C +E =n

] b a=d

A= C = Daza2san

a=o>)

d =c + e

ET A= C =2 n
B\4
c a = b
€

4 b 2 c=d



A =23 n

1]
a T wn

, C+E=n
a A=2cC

b a=>bee, cud

2B +C=2n
2D=A=2n

a=mbx=c=d

E'D"c 2A+B=g2n
vEY Y 2D+C=2n

a=bxzsec=sd
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2E +B=2n
Z2ZD+C =2

a = b = c¢c = g

E=s4w2zn , A+ Den
2B ~-Dan
2C+Dmwen

a = e = b + d

A= g2 1 y C+ E - g
2B+ Cuw2n

d =me =2 a + c

A Bz m » C+E®=sqn
2B+ C=men
2 a=c +e =d




AwmwCagozn
4
¢ f B=wE®~®gug -~ 32D

E
aa 1) B c=d, 2c=e¢e

Contrariamente a 1o que sucede ccn los pentagonos , 1los
hexagonos ya tienen su lista completa y esta sdélamente tiene tres

aelementos consulte (12)

Veambs ahaora algunos pentagonos céncavos que teselan, tenemos

éste, que nace a partir de un pentigono reqular (13)
Reflejando el AEFB sobre 1la

F
recta £, tenemos el pentagono
céoncavo ABCDE que tesela de una :
2 manera un tanto peculiar. ;
E B ;
A i
b c

Tomado de (13)
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centrales vy

Con esta tesela es posible hacer teselaciaones

en espiral como éstas:

1

L
/;77
=
2
25
AL
i

Ve
|
TN
X
-~
/(}_

A <)
AN S

T~
Tomado de 13

N\
7
Ay
'
L

)

De hecho es posible construir teselaciones de este tipo con

este mismo método utilizando poligonos de ladas impares , si el nuamero

reflejados seran 2m 4 intente usar

de lados es 2m+1 los 1ladas

poligonos de lados pares .

-
L
S A
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, iz i"j -

£
Tk lat - . b
¢ A BtlidibLk
SHMR DB LD B
d > TESELACIONES EN ESPIRAL
Existe un método para hacer una teselacién

espiral ,en 1la
ultima parte de la seccidn anterior ya tenemos un ejemplo . Ahora

vamos a partir de triangulos isdsceles para su  construccién Esta

podria ser una de ellas

Tomado de 16

Podemos hacer mas vistosa la imagen si convertimas esta

teselacién en una de dos O mas ramas esp es posible si se tcorta la

espiral con una recta que pase por el centro, de manera que quede

dividida en dos semiplanos,ies ésto posible ? ; después de este corte,

es suficiente desplazar los semiplanos una, dos o el namereo de

unidades deseadas (recuerde que la teselacidn es monohédrica).
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Tomado de (15

Este método tiene algunas exepciones gue pueden verse en (15).

Los tridngules isdsceles de las anteriores teselaciones pueden
ser sustituidos por alguna de éstas. (16). Note gue la tesela (d)

es uno de nuestros ejemplos-rompecabezas. (rig. 1

Tomado de (10)
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(2)
(3

4)

(7)

(81

()

e

(11)

(12)

(13

(14)

(S
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(16) Idem. (3) Spirals Tilings: Cap. 9.5
’
(13} Mavtin Gardver 3% Antologla

RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS *

(1%) Porque al igual que los cuadrados , en las deformaciones
simetricas es posible hacer un semigiro en el punto medio de cada

lado.

(2%) No, porque de lo contrario algunos lados deberian ser modifica-

dos de dos formas distintas.

(3%) a) modificaciones cualesquiera sobre las paralelas )

modificaciones simétricas en los lados paralelos

(4%) Si, se trata de un parhéxagono deformado que cumple (3%) a)

(S*) Porgue esta nueva tesela se forma en cada vértice por el
triangulo original y el desplegado , que tiene una amplitud idéntica

al otro.

(&) En el corte y desdoblamiento de estas teselas , la Unica parte
de la curva que juega un papel en el disefio es el segmento de curva
que aparece entre E y F , es decir participa en la construcciédn de la
nueva tesela el mayor arco de la curva intersectada por los trazos de
log vértices.

(7%) 4 FPA

2 4 SPQ

3 APR = 4 BRD

i}

4FFE = 4 BCR

a3




(8%) Las soluciones , una vez que tenemaos el valor de a , estan

sabre la circunferencia 2r ) a donde a es una cuerda , se elije x otra

cuerda sobre la circunferencia con la condicidén de que %X »a , entonces

ABCDE es un pentagono con los requisitos pedidos.
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