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1. INTRODUCCION

1.1 Relaciones entre variables cualitativas.

En los Otimos anos, el estudio de relaciones entre variables cualitativas se ha
realizado, en una importante parte, mediante el Andlisis de Correspondencias.

El caso principal de una matriz de datos conveniente para el Andlisis de
Correspondencias, es una tabla de contingencia, a cual expresa la asociacién de
{as observaciones entre dos variables cualitativas.

H. O. Hartley (1935) publicé un articuic en el cual da una formulacion
algebraica de ia asociacién entre los renglones y las columnas de una tabla de
contingencia, a este articulo se le atribuye el origen mateméatico del Analisis de
Correspondencias, Después, Louis Guttman (1941) tratd el caso general de mas
de dos variables cualitativas, esto da como resultado lo que ahora se conoce

como Andlisis de Correspondencias Multiple. El francés Jean Paul Benzécri (1977),
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trabajando en un contexto lingdistico, fue el creador de la forma geométrica del
Andlisis de Correspondencias, donde &l término francés comespondence fue
usado para denotar "sistemas de asociaciones® entre elementos de dos conjuntos
de dates (rengiones y columnas).

Todos Jos métados desarrollados para este tipo de andlisis estén basados en
1a hipbtesis implicta de considerar simétricas fas relaciones entre las variables.
Esta suposicién aunada al uso e interpretacién de Ja ji-cuadrada de Pearson,
medida de asociacién (simétrica) en cual se apoya el Andlsis de
Correspondencias, podrian ser inconvenientes en casos en que la relacion entre
las variables no sea simétrica.

El anélfisis de relaciones no-siméuicés para variables cuantitativas ya ha sido
tratado en diferentes contextos como en Regresidbn Multivariada y un primer
acercamiento al tratamiento no-simétrico de variables cualitativas fue propussto

por los italianos Luigi D'Ambra y Natale Lauro (1982).

1.2 Acerca de los temas tratados.

Este trabajo presenta métodos para realizar los Analisis de Correspondencias
Simétrico (clasico) y No-simétrico, usando la técnica numérica de Descomposicion
en Valores Singulares.

Como en este trabajo, se desarrolla el Andlisis de Correspondencias basado
en tablas de contingencia, en el Capitulo 2 se tratan algunos conceptos

relacionados con éstas, los cuales seran utilizados en capitules posteriores, asi



Infroduccién 3

como un ejemplo de una tabla de contingencia la cual ilustra cada uno de los
conceptos.

Los objetivos del Capitulo 3 son: primero, tratar el problema de identificar
subespacios 6ptimos, el cual se considera como el problema principal del Anéfisis
de Correspondencias; segundo, mostrar [a teoria de la técnica de
Descomposicién en Valores Singulares (DVS) y tercero, mostrar como la técnica
de DVS resuelve el problema de identificar subespacios 6ptimos.

Estos dos primeros capitulos son considerados de apoyo, pero basicos, para
los capftulos principales, 4 y 5; donde se desarrolia la teoria relacionada con cada
anélisis.

Un ejemplo que ilustra el uso de ambos andlisis es tratado en el Capituio 6.

En el Apéndice A se muestran algunos ejemplos de obtencién de
subespacios de menor dimensién (en dimensiones 2 y 3) y ademds se hace notar
cuél es la importancia de asignar pesos a puntos y ejes. Este capitulo podria servir
como introduccién para el Capitulo 3 y es muy recomendable para quienes
empiezan a trabajar con Analisis de Correspondencias, aunque se requieren
conocimientos de Algebra Lineal y Estadistica. ’

Dado que las técnicas que se usan en el Analisis de Correspondencias son
un tanto laboriosas, el objetivo principal del Apéndice B, es el de explicar el
funcionamiento del programa de cémputo ANACORR, el cual es una propuesta de

un programa para poder obtener los resultados de ambos anélisis.



2. TABLAS DE CONTINGENCIA

Las tablas de contingencia expresan ia asociacibn de las observaciones
entre variables cualitativas. Los siguientes conceptos son necesarics para
desarrollar la teorfa de los Andlisis de Correspondencias. Las tablas de

contingencias que se usaran en este trabajo, son las de dos variables cualitativas.

2.1 Matriz asociada a una tabla de contingencia

Sean | y J, dos variables cualitativas con | y J categorias respectivamente.
Una tabla de contingencia asociada a estas variables se puede representar por
medio de 1a matriz N, donde la celda n; representa el nimero de observaciones
clasificadas en la categorfa i y en la categoria j, de las variables I y J.

Esta matriz debe cumplir

laceldang> O;parai= 1.1y j=1.Jy
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In 0 para i = I vy = le
> a 1... En >0p3|a = I.J,
13 13 ]

2.2 Matriz de correspondencias y vectores suma
Sea n = 3%1 1'::1 ny4 , 1a suma de todas las ceidas de N.

La matriz de comespondenciss, P, ,, se definé como {1/mN, por lo que el
término general de P es p; = ny/n. Es claro que la suma de elementos de P es uno
y se puede considerar como la matriz de densidad de probabilidad conjunta sobre
las celdas de la matriz N.

El vector de las sumas de celdas por renglén de P, se denocta como
= Py ph..”_p,.]". y la h-ésima componente del vector es

3 3

Py = jfl Pij = j_’:l ngj/n = (ny.}/n
donde n,. es 1a suma de elementos del renglon de h de la matriz N.

ta matriz diagonal, asociada con este vector se denota como

Dry, = diag(p,}

Andlogamente, el vector de las sumas de celdas por columna de P se denota
como ¢ = {p.,, P P47 ylah-ésima componente def vector es

1 I
Pen = Lfl Py = T ngy/n = (n.)/n

donde n., es la suma de elementos de la columina h de fa matriz N.
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La matriz diagonal, asociada con este vector se denota como
Dc,,, = diag(p.)-
Los vectoraes r y ¢ pueden ser considerados como densidades marginales

sobre las celdas de la matriz N.

2.3 Matrices perfil de renglones y columnas

La matriz perfil de renglones de P se define como

Ry, = Dr' P, y representa la frecuencia relativa con respecto a la variable / ent
cada celda.

Notar que el termino general, ry, se escribe como
6 =P/ pe = (ngIn) 7 (nidn) = ny fmy: '

esto es, los renglones de P (o también de N) divididos por su respectiva
suma.

Andlogamente, la matriz perfil de columnas de C se define como
Cyy = P Dc , y representa a cada celda como la frecuencia relativa con respecto
a la variable J, el término general; ¢; = py/p, = ny/n.;, esto es, los columnas de P
(o de N) divididos por su respectiva suma.

Estas matrices juegan un papel muy importante en el Andlisis de

Correspondencias y en el siguiente ejemplo se tratard de mostrar su importancia.
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2.4 Ejemplo llustrativo

Una muestra de 183 empleados de una empresa son clasificados con
respecto a: su habito de fumar en las categorias NADA, POCO (1 a 5 cigarros al
dia), REGULAR (6 a 18 cigarros) y DEMASIADO (més de 18 cigarros); y el puesto
que ocupan dentro de la empresa con las categorias GERENTE, SUBGERENTE,
JEFE, ANALISTA y SECRETARIA. La tabla de contingencia asociada a la

clasificacion, es la siguiente

NADA PoCO REGULAR DEMASIADO Total
GERENTE 4 2 3 2 11
SUBGERENTE 4 3 7 4 18
JEFE 25 10 12 ’ 4 51
ANALISTA 18 24 33 13 as
SECRETARIA 10 [] 7 2 25
Total 61 45 €2 2s 193

Si las variables cualitativas ! y J son el puesto y el hébito de fumar,
respectivamente, entonces los nimeros de categorfas asociado con estas
variables son I=5y J=4.

La matriz de Correspondencias Pg,, estd dada por
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2
0.021 0.010 0.015 0.010
0.021 0.015 0.036 0.021
P = 0.130 D.052 0.062 0.021
0.083 0.124 0.171 0.067
0.052 0.016 0.036 ¢.o010

Como a ésta se le puede considerar como la matriz de densidad de

probabilidad conjunta estimada sobre fas celdas de la tabla de contingencia, se

pueden dar varias relacionss como
prob. (puesto=ANALISTA y hébito=REGULAR) = 0.171

Los vectores de sumas de celdas por renglén y por columna estan dados por

r = [0.057, 0.093, 0.264, 0.456, 0.130]7

c = {0.316, 0.233, 0.321, 0.130]"

Como ya se menciond, r y ¢ pusdap ser considerados como densidades

marginales estimadas sobre las celdas de la matriz N y se pueden dar los

siguientes ejemplos

prob. (puesto = SECRETARIA) = 0.130y
prob. (hdbito = NADA) = 0.216
La matriz perfil de renglones R, esté dada por



Tablas da Continpencia 9

0.364 0.182 0.273 0.182
0.222 0.167 0.389 0.222
R = 0.490 0.196 0.235 0.078
0.205 0.273 0.375 0.148

0.400 0.240 0.280 0.080

Lo que se logra al construir esta matriz es representar al total de
observaciones en cada ceida como frecuencias relativas con respecto a fa variable
puesto, es decir, esta matriz expresa las probabilidades condicionales de la forma
P(hdbito dado puesto). Por ejemplo, la frecuencia con respecto al total de
observaciones en la celda GERENTE-NADA es 0.021 al igual que en la celda
JEFE-DEMASIADO, pero si se observan las mismas celdas en la matriz perfil R, los
valores son 0.364 para la primera y 0.078 para la segunda, esto significa que
mientras que en la categoria GERENTE, la categoria NADA juega un papel
importante (de 11 gerentes, 4 no fuman); la categoria DEMASIADO no es tan
relevante para la de JEFE (de 51 jefes, solo 4 fuman demasiado).

La matriz perfil de columnas C,,, se interpreta de forma anéloga y est4 dada

por
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0.066 0.044 0.048 0.080
0.066 0.067 0.113 0.160
Cm= 0.410 0.222 0.1%4 0.160
0.295 0.533 0.532 0.520

0.164 0.133 0.113 0.080

Esta matriz representa las frecuencias de observaciones en cada celda como
frecuencias relativas con respecto a la variable hdbito de fumaresto es, son
probabilidades condicionales de la forma P(puesto dado hébito). Por ejemplo, las
celdas GERENTE-NADA y JEFE-DEMASIADO tienan una frecuencia con respecto
al total de observacionas, como ya se ha visto, de 0.021, pero en la matriz perfil de
columnas, estas celdas tienen valores de 0.066 y 0.161 respectivamente, lo que
significa, que aunque el pape! que juegan las categorias GERENTE y JEFE, en las
categorias NADA y DEMASIADO réspecﬁvamenta, no es tan fuerte, es un poco
mas importante el papel que juega la categoria JEFE en la categoria DEMASIADO.

Graclas a esta interpretacion et Andlisis de Correspondencias considera
como puntos a las categorias de la variable I {/), en un espacio de dimension J (1),
donde los J {I) ejes estdn dados por las J {l) categorias de variable J () y la
componente | (i) del punto i () es ry (c); y trata de representarios en un
subespacio "conveniente® de menor dimensidn, con el objeto de apreciar las

corraspondencias entre las categorias de ambas variables.



3. IDENTIFICACION DE SUBESPACIOS OPTIMOS

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo principal del Andlisis de
Correspondencias es representar “lo mejor posible” las categorias de las variables
cualitativas como puntos en un subespacio “conveniente”.

En este capitulo se explicara, en primer término, qué se gquiere decir con "lo
mejor posible" y “conveniente", y después se propondrd una técnica para resolver

el problema.
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3.1 Planteamiento general para Identificar subespacios 6ptimos

Supdngase que se tiene una nube de puntos U = {u;...uy} en un espacio
F de dimension m y se requiere representar los puntos de esta nube en un
subespacio S de dimensién k* < m, el objstivo es encontrar el subespacio S* ef
cual esté “mas cerca” de Ja nube de puntos.

¢Cémo definir distancia entre una nube de puntos a un subespacio dado?

Dada la distancia entre puntos, entonces, se puede definir la distancia entre
un punto u y un subespacio S como la distancia mas corta entre el punto u y todos
los puntos contenidos en ef subespacio, esto es

d{u, 8) = min (d{u,y) ) paratodoy ¢ S.

Ahora, la distancia de 1a nube de puntos U = {u;...u;} al subespacio S,
se define como la suma de distancias al cuadradsc (por conveniencias
geométricas, como en Ragresidn y Analisis de Varianza), de fos puntos w, al
subespacio S.

Si & es fa funcion que describe fa distancia entre Ia nube U y el subespacio S,

# estd dada con Ia siguiente relacion
1 1
'(S;“l"'“1)=x.§1wl(“i - ;37 Dp (u; - Q;)-'iflwi d(us,Sipp

donde;

9,..4; ¢ S son {os puntos mas cercancs a Ios puntos w...w € P
respectivamente,

w, es ef peso (masa) asignado al punto uj,
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Dp es la matriz diagonal asociada a los pesos de las dimensiones (métrica).

Esta funcién depende del subespacio S y el objetivo es encontrar el
subsspacio &ptimo S” que minimice la funcién #.

Si se elige al subespacio S de dimensisn cero, éste solo tendtia al punto s y

la funcidn objetivo es
1
l(l:ul...u,)=i:1wx(u$ - 8)TDpp {u - =)

El centroide de fa nube {, es ef punto que minimiza fa funcidn s.
Demostraclon.

El centroide est4 dado por
T =% wu
=
R
su j-ésima coordenada es;
uy = i‘ wiu
AR A

y se tiene que demostrar que ésta, es la j-ésima coordenada del vector s 1a cual
minimiza fa funcién #.
Por otra parte, fa funcidn & se puede reescribir como

1
|(')=i§1 Vi (gy (uy=51) 2+, . +gy (g 5-84) 2+0 04 (U -850 2)
Entonces, Ja derivada de & con respecto con s, es

1 1
Di(sy) = -2 iflwmj(uij'sj) = 'ZQjLEIVi(uij'sj)
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Ahora, igualando la derivada a cero se tiene que resolver la siguiente
ecuacion

I I I I
L wi{ugy-s =0 => T wiujy = E 5.Wi= 54 E Wy =
& 1(ugy-84) JEvitiy S E 5yWis sy Bwy

b4 .
sy =1§1 wyuy 4, el cual es punto critico de &.

Entonces, s6lo resta verificar que este punto minimiza & y por medio de la

segunda derivada se tiene que
1
D2#(s4) = -qultlwl(-l) = 2qy > 0.

Por lo que el centroide minimiza |.|'

Con base en este resultado se deduce que el subespacio 6ptimo S'. debe
contener al cenlroide.

Demostracién. Sea S' un subespacio que no contiene al centroide T, se
demostrara que S' no es 6ptimo.

Sea u;'e §' es el punto méas cercano a w , entonces la distancia de la nube

de puntos | = {u;...u;}, al subespacio §' esta dada por la funcién #
I
I(s';ul...n,)=i3:1 wi(ug - ug )T Dp (uy - ugr).
Sin pérdida de generalidad se puede asumir que Z;w;= 1. Sean u'e S' el

punto que estd mas cercaro au, t =W - u'y, finalmente, @; =u, * + t. La

funcién # puede escribirse como
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1
|(S',‘\ll..-\lx)#lflﬂi.(\li-ﬁi‘bﬂl-ui‘)r Dp (u;-04+40;-uy') =
3 T
""ifl"t(“i"“x) Dp (ug-0;) +
1
+£51Ws.(01‘“1‘)" Dp (Qi-u;*) +

1
+2 Tuy (ug=03)T Dp (Q4-uy').

El segundo sumando de esta expresion es, simplemente, t™Dpt {cuadrado de

la distancia entre Uy u'); el terceroes 0, yaque pp (0;- u;*) =Dpt ¥
£ wy(u=0y)= £ WUy~ E w050 - £ w (u,'+t)=T-(u'+t)= 0
gy W (R = Bovgags B vy v
Entonces la funcién # se puede escribir como
I
l(S‘;u,_...u.,)=i:;q(ui-01)'r Dp (ui-03) + tTDpt.
Entonces el subespacio definido por todos los puntos de S’ mas el vector t

(los puntos 4} 65 *mejor” subespacio que S'J

Por esta resultado, los puntos 0, se pueden escribir como
L

- k
A, =u+5% £, m
4 oy Tk Bk
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donda m,..my+ son ios vectores base del subaspacio 8%, y £, son fas
coordenadas con respecto a esta base. La funcién # se puede escribir, entonces,
coma

X - X - X
B(S;uy. .. Wg)= T wi(u; - u -5 £,,m)T0plug ~ u ~ I £m)
fn] ksl k=1

1 - x* - X'
=X w -u) - £ f T -u)~ £ f
I 1 (ug-u) . 13 1 TP (u; -u) = 1]
Las variables de esta funcién objetivo son k* ejes principales, m,...m,e,

implicando un iotal de Jk® variables escalares.

3.2 Técnlca para la solucién de identificar subespacios éptimos

En esta seccién se presentan algunos resultados relacionados a la técnica
numérica de Descomposicién en Valores Singulares y coémo p;ede ésta contribuir
al Andlisis de Correspondencias. Para una consulta més detallada se recomienda el
texto de Micheal J. Greenacre (1984).

Teorema de DVS Ordinario. Cualquier matriz A,,, real, puede ser expresada
como

Ay = Upk Do Vi

donde;

Da as una matriz diagonal de nameros positivos ay...ay,

Keselrango ds A (K < min(lJ),

UTU = VIV = | (los vectores columna de U y V son orionormales en el
espacio euclidiano).
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Una forma equivalente de expresar A es

K
A=E a, (uo)(ve)T
n=1

donde u'l...uXy v!...vX son las columnas de Uy V.

Los valores «,...ax son llamados valores singulares de A, los vectores ul...uX
son llamados vectores singulares izquierdos de A y los vectores vi..vK son
llamados vectores singulares derechos de A.

Los vectores singulares izquierdos, u'..uX, forman una base ortonormal
para las columnas de Ay las coordenadas, con respecto a esta base, estan dadas
por Jos renglones de G = VDa. Esto es, si la i-ésima columna de A es
a' = (a,..a)Ty el i-6simo renglién de G es g, = (g,,...gx}, entonces

a' = gyu' + gpU+...+ guuX.

De forma andloga, los vectores singulares derechos, v1..vK, forman una
base ortonormal para los renglones de A y {as coordenadas, con respecto a esta
base, estan dadas por los renglones de F = UDa. Esto es;

a8, = f,v! + fov24 .+ fi vk

Un caso especial de DVS es la sigendescomposicién de una matriz simétrica
B,,, de rango K<J, como sigue

By = Vi Doxe Vkes

£n este caso los vectores singulares derechos e izquierdos son los mismos y
conocidos como eigenvectores de B mientras que los valores singulares son
conocidos como eigenvalores. La prueba de la existencia de la descomposicion

de la matriz A se facilita gracias a la existencia de la eigendescomposicién de la
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matriz cuadrada y simétrica B, tal que B = ATA = (UDeVT)T (UDaV®)
VDe(UUU)DaVT = VDaDaVT = VDaVT.
Antes de mencionar cual es la imporiancia de DVS para este propésito, se

generalizara el resultado con o que se conocs como DVS Generalizado.

Teorema de Descomposicion en Valores Singulares Generalizado.

Si ny ¥ ¢4y SON matrices simétricas definidas positivas, entonces cualguier
matriz A, de rango K puede ser exprasaga como

A = Ny Dayy Mgy

donde los vectores columna de N y M son ortonormales con respecto an'y
®, es decir

NTAN = MTgM = |

La importancia de DVS para este propdsito es gqus si se eligen los valores
singulares de la forma a,2a,2...a¢ CON 8US respectivos vectores singulares y si se
definen 01 = D, (matriz de pesos asignadas a cada punto) y ¢ = D, (matriz de

pesos asignados a las dimensiones) entonces la matriz
k.
Apety = Npwy Dagyry Mopery = B agngmT
minimiza la siguiente funcion
2 i T
I 2~ % %, pu =1fl"1(31 ~ x%3)T Dy (a; - x5)

entre todas las matrices X de rango menor g igual a K.

Recordando la funcién a minimizar, para encontrar el subespacio §°
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. -

T — X -k
€(S;u;...u T w;[(ug=-u) - Tp -u)-%
(S;u, 1) =k 1 [{ug~u) kfxt“‘lk] qf (uy '-l)k_lfuc‘k]

Entonces, si cada punto de la nube U = {u;...u;} es asociado con un
renglién de una matriz U, v, si A es definida como la matriz centrada de rengiones
de U, esto es, el i-6simo renglén de A es u;-u, entonces DVS da la solucién
requerida, ya que los vectores m'..mx (columnas de M) definen una base
ortonormal (ejes principales) para el subespacio 6ptimo y fas coordenadas de los
vectores u-U con respecto a esta base estdn dadas en los renglones de la mariz
F, donde Fpe;=Np*Bapey.

El total de variacidén de la matriz A es cuantificado por la norma cuadrada
Jal2pp, pwe la cual se puede expresar como el cuadrado de los valores singulares,
esto da una idea de qué tan bien es representada la matriz sobre los sjes

principales y sa tisne que
z K ' .
IAl%pp, 0w =Ll:1wiaLTDpli =1£1 a;2  (total de inercia),

similarmente ia variacion de ia aproximacion Ay es
k.

TAgk1120p, b =£§1012,

fa variacién no explicada es

X
I 2~ 2y 1250,0m ﬂj}(ﬂgiz,

el cociente r,» = JAw)i%0p,0w / IAI*0p 0w €5 usado para cuantificar la

calidad de la matriz Ay en la dimension k",
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Para obtener DVS generalizado es recomendable partir del DVS ordinario

como sigue
Sea la matriz A a la cual se desea aplicar DVS generalizado, entonces

A=NDa M donde N'DwN = MTDgM = |y se desea conocer N, Da,
Se definen una matriz auxiliar B, tal que
3 by
B = Dw A Dg
Ahora se aplica DVS ordinario a B, esto es

B=UDg¢ VT donde UTU=VTV =lyseencuentran U, DgyV.

! = =k
H Entonces, N = D“li U, M=Dq Vy D¢ = Da, ya que;

B=DwaDy = DV (NDaz M) D4 = (Di N) Da (u’rm;')

Se puede ponerU=Dl\v’iNyV=D:’;H ; Ya que

uT y = (NTDVH) (03N)=NTWN =TIy

v v = (MT ch’;) (DE M) = MT Dg M = I, cumple con las restricciones

de ortonormalizacidn, entonces

N =DW U, M = 0qVy D¢ = Da.



4. ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS SIMETRICO

El Anélisis de Correspondencias puede ser pressntado como una técnica,
para representar os renglones y columnas de una matriz de datos, como puntos

en un espacio de menor dimensién, ef cual tiens ciertas caractetisticas.

4.1 Andlisis en RY
Considérase la nube de puntos N, (I puntos en un espacio de dimensién J)
cuyas coordenadas, con respecto a la base estdndar, estan dadas por los

renglones de la matriz perfit de renglones R. Es dacir, el i-ésimo punto de la nube
es

n= Ny P )T =
[m/np....nyn.), esto es, ef rengldn i de la matriz asociada a la tabla de

contingencia, en proporcidn con el total del renglén.
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Ahora, antes de aplicar DVS para encontrar el subespacio de menor
dimension méas cercano a N;, se deben definir los pasos asociados a cada punto y
los pesos asociados a las dimensiones, es decir, la matriz de pesos y fa métrica,

Como matriz de pesos a puntos se elige la matriz Dr, de suma de elementos
por renglén.

Como métrica se elige la matriz Dc!, inversa de la matriz de suma de
slementos por columna ( métrica ji-cuadrada).

Notar que, considerando fa tabla de contingencia N, la proporcién del
renglén i {asociado con el punto i) con respecto al total, esté dado por

(Mg + np 4 ot D)/ 0 =00 4 DI04 nyn= P+ Pat ..+ Py=Pe
que es, justamente, el efemento i de fa diagonal de la matriz Dr (matriz asignada a
ios pesos de puntos).

Ahora, sf peso de la columna j (asociado con el eje j) esta dado por

Py + g+t ndn=nyn+nm/n+..5nfn=py+py+t.tpy=py

que es el elemento j de la diagonal de {a maliz Dc (inversa de la matriz
asociada a la métrica).

Una vez definida la matriz de pesos a puntos se pueds ver que el centroide

de la nube N, es el vector ¢, de suma de columnas de P, de la siguiente forma
1 1
centroide de N; = 15:1 (py-)Ty =151 (Pi-)Irggeere,Tyg)T =

L 1
11_:1 (Pi-) {Pg1/Pe-ree- PafPy-37 =551[pu' e P11t =

I X Py . 7
[iflplll"':l’_:lpidl = [Peogsses Poglt = ¢
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Entonces la matriz cantrada de R, R, es aquella cuyo i-8simo renglén esry- ¢
(R" = R - 1c7, donde 1 es un vector de unos de dimensién I).

El subaspacio de dimensién k*, el cual estd mas cerca a la nube de puntos N
esta definido por Ios primeros K vectores singulares derechos de R, es decir, los
vectores singulares derechos definen los ejes principales del nube N,

Para conocer los ejes principales y las coordenadas de la nube con respecto
a estos ejes; se tiene que obtener DVS generalizado de la matriz R", donde los
vectores singulares izquierdos y derechos estén ortonormalizados con respecto a
Dr y Dc* respectivamente.

Esto es, R™ se puede descomponer como (DVS generalizado)

R =LDuM" donde LTDrL=M'Dc'M=1
entonces, las columnas de M (vectores singulares derechos) definen los ejes
principales y los renglones de L Du=R"Dct M definen las coordenadas de la nube
N, con respecto a estos ejes.

Los ejes principales del mejor subespacio de dimensién k* son las primeras

k* columnas de la matriz M.

4.2 Andlisis en R! (Anélisis dual)

En la seccién anterior, se ha tratado el problema de encontrar el mejor
subespacio de menor dimensién para la nube de puntos N,, asociada a la matriz
perfit de renglones R (a la nube N, suele lamérsele nubs de renglones). Con un
tratamiento similar y simétrico se trabaja con la nube de columnas N* (J puntos

en un espacio de dimensién I} cuyas coordenadas, con respecto a la base
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estandard, estdn dadas por las columnas de la matriz perfil de columnas C
({renglones de CT). Es decir el j-ésimo punto da la nube s

o = [oy, Gy Gyl =

[ay/np.-0y/n 7, es decir, 1a columna | de la matriz asociada a ia tabla de

contingencia, en proporcién con en el total de esa columna.

Como matriz de pesos a los puntos se elige la matriz Dc, de suma de
columnas.

Notar que, el peso de la columna j {asociada con el punto j) con respecto al
{otal, esta dado por

ny+ny+.+n)n=njn+nf+ . +nn=py+py+..+py=py
que es, justamente, el elemento j de fa diagonal de la matriz Dc {matriz asignada a
los pesos de puntos).

Como, el peso del rengién i (asociado con el eje i), considerando a N, est4
dado por

(y+ g +..+ngfn=nyn+ndn+ +nyfn=py+pg+..+Py=p;
que es el elemento i de la diagonal de 1a matriz Dr, entonces, como métrica (peso
a las dimensiones) se elige a la matriz Dr {métrica ji-cuadrada).

El centroide de la nube N’ es el vector r, de suma de rengiones de P;
J J
centroide de N7 = jzl (p.3)ry =j=1 (P-4} (€15 €24 +.. Cp3)7=

g T3 T
45 (Pe3) (P1y/Pegr e P13 P5) =j§1tp;j.---.ml =

J 3 T T
L Py B pg)T = [P1eyeeepre )t = F
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La matriz centrada de CT7, CT, es aguella cuyo jésimo renglén es
el -r{CT = CT-r17, 1 es un vector de unos de dimensién J).

Para encontrar los k* ejes principales, los cuales definen a fa nube de puntos
N, se tiene que aplicar la técnica de DVS generalizado a la matriz CT, donde los
vectores singulares izquierdos y derechos son ortonormales con respecto a Dc y
Dr, en la cual los veciores singulares derechos definen a los ejes principales de
N4

Es decir, CT se puede descomponer como

Cr=UDpVT donde U Del=V D' V=]
entonces, las columnas de V (vectores singulares derechos) definen tos ejes
principales y fos renglones de UDi=CT Dr! V definen las coordenadas de la nube
N’ con respecto a estos ejes.

Los ejes principales del mejor subespacio de dimensién K* son las primeras

k*® columnas de la matriz V.

4.3 Simetria
Observar la siguients comparacion entre Jos dos Anélisis (R y R'):
ANALISIS EN RY, NUBE N, (| PUNTOS DE DIMENSION J):

Puntos :
1 renglones, de la matriz perfil de renglones R.

Matriz de pesos asociados a los puntos :
ia matriz diagonal Dr.

Métrica :
ia matriz diagonal Dc1,
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Centroide :
vector de suma de cofumnas ¢.
ANALISIS EN R' NUBE N {J PUNTOS DE DIMENSION 1):

Puntos :
J columnas, de la matriz perfil de columnas, C.

Matriz de pesos ssociados a fos puntos :
la matriz diagonal Dc.

Métrica :
la matriz diagonal Dr.

Centroide :
vactor de suma de columnas r.

Se puede apreciar que existe una “gran® simetrla, impuesta por fas
definiciones de métricas y matriz de pesos, entre los anélisishen R’ y R, ademés ei
trato para las variables es exactamente el mismo, esto es, los resultados
obtenidos, al efectuar el analisis en R! (RY) sobre una matriz N, asociada a una
tabla de contingencia, son exactamente los mismos; a los resultados después de
efectuar el anélisis en R (R') donde se ha t}abaiado con una matriz transpuesta a
N.

Existen algunos casos en los cuales esta “suposicidn simétrica® resulta
inconveniente, como cuando se requiera trabgjar con variables cualitativas no-
simétricas, es decir, que una preceda a otra o expliqua a olra, que tengan una
dependencia de estructura. Algunos casos podrian ser: droga vs. reaccién,
diagnosis vs. medicamento, nivel socio-scondmico vs. voto, Es por aste tipo da

casos que en ef capitulo siguiente se propona un analisis, desde &l punto de vista“
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de Andlisis de Correspondencias, para estudiar este tipo de variables, al cual se le

ha denominado Analisis de Correspondencias No-simétrico.

4.4 Resuitados y comentarios

1.- La variacidn global de cada nube de puntos es cuantificada por su fota/
de inercia, esto es, la suma de distancias al cuadrado a sus respectivos

centroides {considerando los pesos a los puntos y la métrica).

Total de inercia de la nube N,

I
in(Nz) =L (py.) (ryg - c)7 pc7l (r; - ¢)

.. Total de inercia de [a nube N,
in(N%) =5%1 (p+y) (e3 - x)T pr? (¢d - r)

2.- El total de inercia en ambas nubes es igual al coeficiente de contingencia
de significancia & cuadrado calculado sobre N, esto es, la estadistica ji-cuadrada
para “independencia" dividida por el total n.

in{Ny = in{N9) = X2/n.
2% % 2
donde X =ifl jfl (nxj - eij) /eqy Y eyy = ni.n.j/n

Demostracién.

iniy) = (pr) (g = )T bed (xy ~ €)
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1 J 2
=E, (B) E (1Pey) (ryy - Poy)

=z R 1(P1 /Pes}t (P33/Pi. = P.4)?

4
- 2
1-1 SE 1(PL /p-3} (P33 = P1-P-4}2 / pi.2

=§: i’: ( 12y
- Piy PL-P-y P1-P-j

Ahora el mismo procedimierto con el total de inercia de la nube NJ;

in(NJ) =j§1 (p-y) (5 = )T pr-1 (ej - )

=% (p.y) £ (1/ps.) (cyy - py-)2
—3-1 Py & Pi- i3 Py~

i
- 2

x-:. j-l(p 3/Pi-) (Pyy/P-5y = Pi.)

;: )2

=L 4t 1(9 3/Pi-) (Piy = P1-P-4)% [ p.4?

1 2 . .
1-1 j’l(PLj Pi+P+3}* [ Pi.Pey

Con esto se ha demostrado que in(N) = in{NY), ahora se demostrard que

In{NY) = X2/n, para concluir la prueba.

inw) =& ¥ 2
n{Ny =z j_x(PLj = PPy} / Pi-Pey
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1 g
"‘_fl 351 (Mgyf/n = npn.g/m?)2 | (ny.n.4/n?)

t i n e 32 ey4/n)
A (nys/ 13/n¥e [/ {egy

=% I (ng - eyg)? /n2)/ (egy/m)
1a1 §u1

-1 %(n e14)2/ (neys)
RAEALE R 13

= 1/n 3-:1 jgl (ngy = 3432} (egy)= X2/n. §

3.- Los respectivos subespacios de dimensién k* de las nubes N, y NV, estan
definidos por los k° vectores singulares derechos e izquierdos respectivaments de
P - re7, con las métricas Dri y Det, correspondientes a los k* valores singulares
mas grandes. En otras palabras, los vectores singulares derechos e izquierdos
definen los ejes principales de ia nube de N, y de fa nube N respectivamente.

Esto es, la matriz P - reT se puede descomponsr como

P-rct=ADuB' donda ATDFr*A=BTDc'B =1

i, 2.2, > 0. Entonces ias columnas de A y B definen los ejes principales
de las nubes N, y NY respectivamente.

Demostracién. Recordar que, DVS de R™ =R-1¢7 = DriP - 1¢7;

DriP-1¢¥= LDuM™ donde LTDrL=MDc'M=1
entonces, las columnas de M definen los ejes principales y fos renglones de L. Du

las coordenadas principales.
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Si se multiplica por Dr por la izquierda se obtiene

P.re?= (Drl) Dg MT donde (Drl)T Dr (Drl} =MTDEM =

Notar que (DrL)7 Drt (DrL) = (L"Dr) Dr' (Orl) = LT Dr L.

Esto muestra que las columnas de M son iguales a las columnas de B.

Para mostrar que los ejes principales de fa nube N* se sigue un razonamiento
anéfogo.jj

Comentario. Este resultado dice que no es necesario aplicar dos veces DVS,
a N, y N, para encontrar fos ejes principales asociades a cada nube. Pero no dice
nada, directamente, acerca de las coordenadas de las nubes con respecto a lo
ejes {coordenadas principales). En los siguientes resultado se vera como a partir
de este, se encontraran las coordenadas.principales de las nubes.

4.- Las respectivas coordenadas de las nubes N, y N’ con respecto a sus
ejes principales (coordenadas principales) estan relacionadas con los ejes
principales de ia otra nube. Esto es,

Coordenadas principales de la nube N

F =R-Dc' B, entonces F = Drt ADgu.

Coordenadas principales de fa nube NY;
G =C7 Dr' A, entonces G = Dc' B Dp.
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Demostracién. Se puede escribir F como

F = Dri(P -re")Dct By sial DVS, P - re” = A Dy BT se muttiplica por Det B
por la derecha se obtiens

(P-reT)Dc'B =ADu B'™Dc' B = ADg i
entonces F = Dr' A Du.

La demostracién para G es analoga j

Comentario. Las matrices F y G definen [as coordenadas de las nubes N,y
N con respecto a todos los ejes principales . Las coordenadas de los puntos con
respecto a un subespacio 6ptimo de dimension k' estdn contenidas en los

renglones de las primeras k® columnas de Fy G.

5.- Los conjuntos de coordenadas de F y G estan relacionadas por medio de
\as siguientes férmulas.

Transicion de F a G:

G =CVFDyu.
Transicién de G a F:
F=R GDut.

Demostracién.Ses tiene qus F= Dr'ADy entonces FDut=Dr1A y como,G =
CT-Drt Aentonces G = CT F Dy,

De igual forma, G = Dc? B D entonces GDu'=Dc'B y como, F = B Dc' B
entonces F = R G Du'. |
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Comentario. A partir de este resultado se deduce que no es-necesario
calcular las dos matrices de coordenadas principales, sino que a partir de una se

puede calcular la otra.




5. ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS
NO-SIMETRICO

La suposicién de simetria impuesta sobre las variables, en el andlisis anterior,
puede ser inconveniente en casos en los que alguna de las variables tenga
antecédentes légicos ds la otra, es decir.. cuando haya una dependencia de
estructura entre las variables (variables no-simétricas). Algunos casos que podrfan
presentar estas caracteristicas podrian ser estudios con variables tales como:
droga-reaccién o sexo-deporte practicado. En estos casos resulta inconveniente
dar un tratamiento simétrico a estas variables.

Los italianos Luigi D'Ambra y Natale Lauro (1982) desarrollan el Anélisis en
Componentes Principales sobre Subespacios Referencia, para el uso de variables
no-simétricas. A partir de esta técnica, obtienen el An&lisis de Correspondencias

No-simétrico, para variables cualitativas no-simétricas.
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En este trabajo es presentado el Anélisis de Correspondencias No-simétrico
usando la herramienta de Descomposicién en Valores Singulares

£} Andlisis de Correspondencias No-simétrico hace un cierto tipo de
discriminacién para cada una de estas variables y su objetive es evaluar la
influencia de las J categorfas, de la variable cualitativa J, a Ja cual se le dar4 el
tratamiento de variable explicativa; sobre la distribucion de la variable cualitativa /,
a la cual sa le dard el tratamiento de variable respuesta. En otras palabras, que
tanta infiuencia hay de J sobre /. ’

Para watar de establecer la dependencia de estructura entre la variable
respuesta / y la variable explicativa J, se realizan dos andlisis, en el espacio de
columnas y en ef espacio de renglones, obteniendo asf fos subespacios duales

para cada nube de puntos.

5.1 Analisis en R¢

Considérese una nube de puntos N (J puntos en un espacic de dimensidn f)
en fa cual, se puede relacionar los J puntos con {a variable explicativa J y las |
dimensiones con la variable respuesta /.

De ta misma forma que en el caso simétrica, las coordenadas de N, con
respecto a la base estandard, est4n dadas por las columnas de la matriz perfil de

columnas C. Entonces ef j-ésimo punto de la nube es

el = ey, e c,j]" = [n,,/n.),...‘n,/n.,]"
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Es decir, 1a columna | de la matriz asociada a la tabla de contingencia, en
proporcién con el total de esa columna. Esta nube se eligié asf ya que esta
relacionada con la variable explicativa.

La matriz de pesos a los puntos seguira siendo Dc.

En el caso simétrico se eligié como métrica a la matriz Dr', pero en el caso
no-simétrico podria ser inconveniente, ya que cuando la frecuencia de la categoria
i, de la variable respuesta /, es baja, entonces, el coseficiente 1/p;. causa que esta
categoria tenga un papel importante. Es por esto que la métrica a elegir es a
matriz identidad (I}, es decir, el peso a la dimensién i es 1, para que el pape! que
tenga cada categorfa sea el mismo.

Notar que el centroide es el mismo, es decir, r (suma de renglones de P}, ya
que la nube NY es la misma y los pesos a los puntos también y por lo tanto la
matriz centrada CT” sigue siendo igual.

Ahora, aplicando DVS:

Cr=UDsVT donde UTDcU=VTV =1

Las columnas de V definen los ejes principales y los renglones de
UDu = CV V son las coordenadas (coordesnadas principales) con respecto a

estos ejes.

5.2 Analisis en RY
El Andlisis en R¥, en el caso no-simétrico, es muy diferente al del caso
simétrico, ya que se tiene que elegir una nube N, (I puntos de dimension J) més

representativa considerando que hay un tratamiento diferente para cada una de
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las variables J/ e /. Observar que fa variable / esta refacionada con los puntos y que
fa variable J con las dimensiones,
Entonces, para cada punto de fa nube N, se consideran fas J distribuciones
condicionales p,/p.;, con referencia al vector de suma de renglones r.
Sea la matriz Ty, con estas caracteristicas, entonces el término general t, esta
dado por
t = PPy - P}
Es decir, las coordenadas del i-6simo punto, con respecto a la base
estandard, estan dadas por el i-ésimo rengldn de lamatriz T
Y = [Py/pa - Piy e PP B =
[P - PeP- Py o (P - PP =
Hng - nena/nding, . ng - nan/n)/nggd
Como matriz de pesos a los puntos, relacionada con la variable /, se elige a
fa matriz identidad, ya que se quiere dar el mismo psso a cada punto. Como
matriz de pesos a las dimensiones (métrica) -se elige la matriz Dc, ya que el peso a
cada dimensién esté en proporcidn del total de cada una de las columnas de P.
Es facil ver que ef centroide es el vector 0;

centroide de N, =

1
A (1) (P11/P-1 =~ Piey v+ 4 Pa/Pog - P11/ 0 =

I I I 1
X .1 - E ey ees I 3 -z . n =
[L-lpn/p 1 i-lpi . i_lpi..:/l" SICR ) 1/

[p-1/P-y - 2 -+ (P-3/P-3 - 1] / n=0.
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Ahora para encontrar los ejes principales del mejor subespacio de dimensién
k*, se tiene que aplicar DVS de la siguiente manera:

T=MDulT donds MTM=LTDcL=1

Las columnas de N definen los ejes principales y los renglones de

M Du = T Dc L, son las coordenadas con respacto a estos ejes.

5.3 indice r de Goodman-Kruskal

El andlisis clasico de tablas de contingencia sugiere medidas de asociacidn
no simétricas como el indice r de descomposicién de predictibilidad debido a
Goodman-Kruskai, el cual permite dar una interpretacidn probabilistica.

El Andlisis de Correspondencias No-simétrico se basa en el indice
descomposicion de predictibilidad de Goodman-Kruskal (1954), ya que ofrece
algunas ventajas mds, que si se usara el indice ¢ de Pearson (¢ = X2/n).

El indice r esta dado por

T = (E(p%4/p.4) -EPP ) (1-Ep3 ).

Si se comparan ambos indices se puede observar que:

-7 contrariamente a ¢2, tiene definido un limite superior;

-1 ¢contrariamente a ¢2, no varia si los elementos de la tabla de contingencia
son multiplicados por una constante;

-r, @5 menos sensible cuando la distribucién marginal de la variable

respuesta es muy asimétrica;
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e

-r contrariamente a ¢2, crece cuando la varianza de la variable respuesta
decrece;

-t y ¢2, dacrecen cuando la varianza de la variabla explicativa decreca.




6. APLICACION

En este capitulo, se mostrara un ejemplo de ambos tipos de anélisis usando el

programa ANACORR (Apéndice B). Este, es un ejemplo médico donde se intenta

mostrar algunas de las ventajas y desventajas aunadas al uso de los dos andlisis,
aungue cada uno de ellos esté basado en supuestos diferentes.

En la primera parte del capftulo, se definiran las variables cualitativas a I.'JSBI,

asl como las categorias de cada una de ellas, y a partir de éstas se construira la
tabla de contingencia. En la segunda y tercera partes, se le aplicaran a este caso

los Andiisis de Correspondencias Simétrico y No-simétrico, respectivamente,

4
o1
f
{

mostrando en ambas partes los resultados obtenidos en ANACORR. En la dltima

parte, sa tratan algunos comentarios de los resuttados obtenidos,
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6.1 Datos médicos

Se considerard un casc de estudio, donde ios datos conciernen a la
frecuencia, con la cual seis medicamentos fueron prescritos para siete
enfermedades.

Las variables cualitativas, sus categorias y las claves de éstas, se describen

en los siguientes cuadres.

MEDICAMENTO
1. Penicilina PENI
2. Tifomicina TIFO

3. Tetraciclina | TETR
4. Eritromicina | ERIT
5. Tiofenicina TIOF
6. Gentamicina GENT

ERFERMEDAD
1. Tifoidea tif
2. Salmonelosis salm
3. Afecci6n otorrino-laringea afol
4. Neumocistosis neum
5. Meningitis meni
6. Infeccién vias urinarias ivur
7. Estafilococcia esta

69 pacientes que presentaron tener sintomas de alguna de estas
enfermedades se les pregunt6 que medicamento se les prescribid, a partir de esta

informacién (Hospital La Raza) se obtiene Ia siguiente tabla de contingencia.
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MEDICAMENTOS ENFERMEDADES

tif salm afol neum meni ivur esta ‘:g;
PENI ] [ 8 7 2 4 3] 24
TIFO 4 2 0 3} 2 [} 0 8
TETR o o 5 5 0 2 1 13
ERIT 0 4] 3 2 0 0 3 8
TIOF 2 1 o [} [ 0 [ 3
GENT L] [¢] 3 3 1 6 0 13
Tot col 6 3 i9 17 5 12 ? 69

Este, parece ser un caso en donde una variable cualitativa (ENFERMEDAD)
precede a otra (MEDICAMENTO) y por jo tanto parece ser mas conveniente

realizar Analisis de Correspondencias No-simétrico.

6.2 Aplicaclén simétrica
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Al realizar Andlisis de Correspondencias Simétrico se obtuvieron los

siguientes valores singulares

a2 = 0.8783
az? = 0.2037
az? =0.0492
ay? =0.0286
ag? = 0.00004

Por lo tanto, el total de inercia (ji-cuadrada de Pearson) obtenido en este
caso es 1.159.
El *mejor* desplegado (utiizando ios ejes de mayor inercia)de puntos

simétrico esta dado en la gréfica anterior.

6.3 Aplicacion no-simétrica

Consideranda a la variable MEDICAMENTO como respuesta y como
explicativa a la variable ENFERMEDAD, se éfectz’xa Andlisis de Correspondencias
No-simétrico, con el objetivo de poder prescribir alguno de los medicamentos
{categorias de la variable MEDICAMENTO) cuando un individuo presente tener
sintomas de alguna de las enfermedades (categorlas de la variable
ENFERMEDAD). Se obtiene para valor de r = 0.180 (Indice Goodman-Kruskal) y

el desplegado, no-simétrico, obtenido es el siguients
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6.4 Comentarios de las aplicaciones

Si se observan ambas gréaficas se puede notar que en la gréafica simétrica, la
cercania entre algunos puntos es mas marcada que en la gréfica no-simétrica, es
decir, las "parejas" entre categorfas de ambas variables son més notorias. Por
egjemplo, las categorfas ERIT-ests y GENT<vur aparecen claramente como
"parejas” en la grafica simétrica, no asl en {a no-simétrica.

Con referencia en fa tabla de contingencia es evidente que, por ejemplo,
ERIT es intermedia con respscto a las enfermedades para las cuales el
medicamento es usado (afo/ 3, neum 2, esta 3), y como el Andlisis de
Correspondencias No-simétrico asigna un mismo peso a las categorias afol, neum
y esta {y a las otras categorias de la variable ENFERMEDAD), en la gréfica se
aprecia que ERIT estd intermedia a estas categorias. A diferencia e Andiisis de
Correspondencias Simétrico considera los pesos de las categorfas y como el
menor de estos pescs es el de la categoria esfa, en la grafica simétrica forman una
notoria "pareja’. En otras palabras, la imerprétaddn que se le podria dar en el caso
no-simétrico es; de 69 personas a 8 se les prescribié eritromicina de las cuales 3
presentaron sintomas da afeccidn otorrino-laringea; 2, de nsumocistosis y 3, de
estafilococcia, entonces eritromicina podria estar explicado por estas tres
enfermedades. En el caso simétrico la interpretacién podria ser: a 8 se les
prescribié eritromicina; de las cuales 3 tenlan afeccidn otorrine-laringea (de 12
totales), 2 neumocistosis (de 17) y 3 estafilococcia (de 7); y a 7 se las encontraron
sintomas de estafilococcia; de las cuales a 3 les recetaron penicilina (de 24), a 1

tetraciclina (de 13) y a 3 eritromicina (de 8); entonces se puede apreciar,
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apreciar, conside ndo los totales marginales, que hay mas dependencia entre
eritromicina y estafilococcia que, por ejemplo, entre eritromicina y neumocistosis, o

entre penicilina y astafilococcia.



Comentarios generales

En este xrébajo, se han desarrollado los Andlisis de Correspondencias
Simétrico (cldsico) y No-simétrico, basados en la poderosa técnica numérica de
Descomposicién en Valores Singulares (DVS).

El Andlisis de Correspondencias Simétrico, parte da dos variables cualitativas
no independientes (sentido de probabilidad) y trata de encontrar la dependencia
entre estas variables; no asl el Anélisis de Correspondencias No-simétrico, el cual
parte de dos variables no-simétricas (variable explicativa y otra de respuesta) y
trata de mostrar la dependencia de estructura entre ambas variables.

Considerando lo anterior puede observarse que los anilisis estdn basados
sobre hipbtesis diferentes, es decir se puedé elegir uno u otro dependiendo de lo
que se quiera investigar. En este trabajo se ha querido mostrar la diferencia de los
métodos para desarrollar cada andlisis, estos métodos, basados en DVS, estan
apoyados tedricamente en Andlisis en Componentes Principales, para el caso
simétrico, y en Andlisis en Componentes Principales sobre un Subespacio
Referencia (N. Lauro, D'Ambra), para el caso no-simétrico.

Por dltimo, dado que realizar los andlisis manualmente resultarfa casi
imposibla, muy probablemente erréneo (considerando errores de célculo) y no se

conoce algin programa que realice Andlisis de Correspondencias No-simétrico, se
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ha propuesto el programa en computadora ANACORR el cual reafiza ambos

analisis, en una forma muy sencilfa.



APENDICE A
EJEMPLOS DE OBTENCION DE SUBESPACIOS Y
ASIGNACION DE PESOS

A.1 Ejemplos de obtencién de subespacios de dimenslén menor
para puntos en R2 y R3 )

Considérese que se esta interesado en las medidas de altura y de peso de
personas. Asl, los vectores de datos, de orden 2, para tres personas (personas A,
B, C} son:

X, = [17570]7 x, = [170 68)T xc = [150 60]T.
Estos vectores pueden ser vistos como puntos en el plano, {espacio de

dimensién 2) ios valores de cada vector son las coordenadas del punto.
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Fig 1.1

Se puede observar que los tres puntos; X,, Xg ¥ Xc; estan en una linea recta
que, ademds, pasa por el origen. Esto significa que jos tres vectores de datos
pueden ser axpresados como multiplos de un solo vector, por ejemplo el vector
b=[104]:

x,=175b x3=17b x.=15b

Asl estos tres puntos se representan en un subespacio de dimension 1,

definido por el vector base b y con coordenadas, con respecto a b, de 17.5, 17y

15 respectivamenta.
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b = 10e, + 4e,
c B A
) —L 1 L - L.
s 10 15 20
FIG 1.3

Esta nueva dimensién, la cual es una combinacién de las dimensiones
originales de altura y de peso, puede ser interpretada como una dimension de
“tamafo” y la fig 1.3 muestra dénde se encuentra cada persona sobre esta
dimensién, asi la persona B es mas pequefia que A y C es mucho més pequeiia
que B.

Es claro que hay una infinidad de caminos para la eleccién de un vector base
de la dimensidn de “tamaria”. Por ejemplo, ¢ = [5 2]T es otro vector base y las
coordenadas de los tres puntos con respecto a ¢ son 35 34 y 30
respectivamente,

Similarmente la base estandard en el espacio de 2 dimensiones es solo una,
de un infinito de posibles bases. .

Considérese otro ejempla en el espacic de dos dimensiones, donde los tres
vectores

y; = [1500 2000]" y, = [2000 10007 y, = {2200 600]"
representan las exportaciones e importaciones de cierto producto en tres afios

consecutivos.
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Estos tres puntos estan sobre una linea recta, pero, ésta no pasa por el
origen y los vectores no pueden ser expresados, directamente, como muiltiplo de
un vector base.

Entonces se usara el hecho de que cualquier vector puede ser expresado
como la suma de un vector fjo desds el origen mas un multiplo de un vector a lo
targo de la recta.

El vector fijo a elegir es el centroide (vector de medias)

¥ = [(1500+2000+2200)/3, (2000+1000+600)/3]T =
[1500 1200]7
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El vector b a lo fargo de la recta pusde ser elegido como b = [100 -200]Ty

asiios tres puntos y,, y, e ¥, pueden expresarse como

Y1 =3 - 4b Y2 =3 +0b Y3 =¥+ 3
Alternativamente, se expresan los vectoras como desviaciones desds su

centroide

52 =9 -7 52=Y¥3 -7 53 = Y3~ Y
Este "centrado” da como resuttado que el origen, sea el centroide de los

vectores z,, Z, y Z,; y éstos sean multipios del vector base b.




N
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La representacién en un espacio de una dimensién, de los tres puntos esta

dada en la fig. 1.6., y las coordenadas de los puntos centrados son -4, 1, 3

respectivaments.
afio 1 afio 2 afio 3
A 1 L) 1
-4 o 1 3
FIG 1.6

Esta dimensién podrfa interpretarse como una medida de "crecimiento” de la
manufactura local del producto, con movimiento a la derecha indicando un
"erecimiento” positivo. El vector base b ha sido etiquetado como una unidad ds
"crecimiento” positivo: un incremento en exportacionss de 100 acoplado ae un
decremento en importaciones de 200. Para una interpretacién mas real de la
situacién se necesita informacién adicional; como, por sjemplo, el consumo local
del producto afo con ano, ya que, el decrecimiento en importaciones se debe a
un bajo consumo.

Supdngase que se tiene un consumo local por afio, de 2500, 2700, 3200
respectivamente, los vectores nuevos son de dimensién 3:

y, = [15002000 2500]7 y, = [2000 1000 2700)7 y, = [2200 600 3200)7

El centroide de estos puntos con la nueva dimensién es

¥ = [1900 1200 2800]
Como b = [100 -200]) = 100e, - 200e, donds e, y e, son los vectores

unitarios de los ejes de exportaciones e importacionss entonces,
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¥y = [1500 2000 2500)7 = ¥ - 4b - 300s;
donde e, es el vector unitario sobre el nuevo eje de consumo. Representando los
puntos centrados en un espacio de dos dimensiones con ejes b y e, da como

resultado fa fig 1.8. y las coordenadas de los puntos con respecto a estos ejes son
{4 -300], [1-100] y [3 400].

Consumo

V!
o
000

L -

av,
Y, @ 2x0
i

*U

Fig 1.8

Estos puntos estan muy préximos a una recta, definida por un vector ¢. Si se
obtienen las desviaciones de los tres puntos con respeclo a este vector, se
podrfan reducir los puntos originales en un espacio de dimension 3 a un espacio

de dimensién 1, desplegado a lo largo de un solo eje definido por el vector ¢. Este
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vector es ahora la combinacién del eje de consumo y el eje definido por b, en
ofras palabras, combinacién de las tres dimaensiones originales.

Este ejemplo, en tres dimensiones, es un simple ejemplo de reduccion de
dimensionalidad de un conjunto, o nube, de puntos en un espacio
multidimensional, En aplicaciones actuales, usualmente se trabaja con puntos de
en espacios de dimensién mucho mas alta.

La pregunta obfigada es écomo encontrar un subespacic de menor
dimensién el cual esté "méas cerca" a la nube de puntos?. Lo cual es tratada en ol
Capitulo 2.

A.2 Aslgnacién de pesos a e]es y puntos

Como se sabe, se puede definir distancia entre dos puntos a partir de la
definicion de producto escalar de vectores.

El producto escalar entre los vectores a = [a, a,...a,)Ty b = [b, b,..bJT, se

denota como
J
<a, b> = I a;by = aTp
i=1
Entonces la distanciaentreay b es
d(a,b) ==(j§1 (as - by)2 )% = <a-b, a-b>*

Estos resultados dependen, absolutamente, de un sistema perpendicular de
coordenadas, ya que [a base estandard de vectores e, e,...e, son orfogonales

(<e, &> = 0 si jH), y ademds estos vectores tienen longitud de una unidad,
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normalizados, entonces la bass estandard, elemental para estos resultados es una
base orfonormal.

En la definicibn anterior de distancia se presupons que las dimensiones
asociadas a cada dimensién son de la misma naturaleza. Se trata de longitudes
medidas de acuerdo a una misma cantidad.

En casi todas fas situaciones que se podrfan presentar, a cada eje
(dimensién) se le asocia una caracteristica que implicitamente tisne unidad
diferente.

Recordando ei ejemplo de las medidas de attura y peso sobre diferentes
personas, &5 claro que se esta trabando con unidades completamente diferentes
(cm, para altura y kg, para peso). La altura siempre tendra un valor mucho mas alto
al del peso, asf la medida de altura contribuird mas, relativamente, al resultado de la
distancia; pero si la unidad de altura es m, entonces, el peso es el que contribuird
mas en el resultado de la distancia.

Claramente, no es conveniente que la§ distancias dependan directamente de
la eleccion de la escala de las medidas.

Es necesario, entonces, *ponderar” cada eje con respecio a las diferencias
de las variables y asl trabajar en un Espacio Euclidiano con Peso. Comunmente,
se dividen las medidas por sus respectivas desviaciones estandares. Por ejemplo,
suponer que la desviacién estandard de la altura y peso de una muestra de gente
es 30 emy 10 kg respectivamente. Sean x e y los vectorss que representan las

medidas de dos personas, los vectorss estandarizados son
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X, = {x,/30%/10]"yyg, = [y,/30 Yy, /10]" y su producto escalar
<Xy, Vo> = XY + Xy 102
Este producto escalar puede ser escritc como

<Xy, Ya> = X1¥1/302 + x3y,/102 = xT D:"l‘ yT

donde
D:g . 1/302 0o
0 1/102

es la matriz diagonal de las inversas de la varianzas, asociada con el Espacio
Euclidiano Pesado.

Si se esti trabajando con puntos en un espacio de dimensién J, la matriz
asociada (comunmente llamada métrica), sera de JxJ, simétrica, y definida positiva.

Las métricas mas utilizadas son las diagonales, ya que son de fé&cil
interpretacion.

En general, se define el producto escalar como

X" Dp y = £;pyy; . donde p,...p; son nameros reales positivos elementos de
la diagonal de Dp ( Dp = diag (p) ) que significan; el peso asociado a cada
dimensién del espacio.

Entonces la distancia al cuadrado se expresa como

d2(x,y} = (x- y} Dp (x - y) = 5; p{x - v)>

Una base, by...b;, ortonormal para este espacio (ortonormal con respecto a la
métrica Dp) deba satisfacer
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b Dp by = 0, si | (ortogonal) y

b Dpb, = 1 (normal).

Lo anterior referente a pesos asignados a ejes, y tratando lo referente a
pesos asignados a puntos, se pretende que los métodos usados puedan
adaptarse a situaciones précticas, entonces se considera, que las observaciones
no necesariamente tengan la misma importancia. En la estadistica clasica cada
observacidén es, generalments, considerada como aportadora de la misma
cantidad de informacién. En la realidad, se puede privilegiar a algunas
observaciones mas que otras en funcién de su importancia con respacto a cierto
criterio. De tal forma, a cada observacién se le asociard un peso w, tal que;
w; > 0. Es claro, que si todas las observaciones se consideren con la misma
importancia, entonces w, = 1/(total de obs.).

Generalmente estos pesos de puntos seran almacsnados en una matriz
diagonal (matriz de pesos asignados a | puntos) Dw,,,.

Asf, ol centroide del conjunto de pﬁmos, I = {x, % ... X}, con pesos

w, W, ... W, e define como
T=t /%

x =L wx wi.

e T

Normaimente, se supondrd que & w = 1, a menos que se aspecifique lo

contrario, en este caso la expresion para el centroide es

- I
X =L wx
Pladiiat a2



APENDICE B
PROPUESTA DE UN PROGRAMA EN
COMPUTADORA

Para realizar los Andlisis de Correspondencias Simétrico y No-simétrico, es
decir, obtener resultados y un desplegado de puntos, se propone el programa
ANACORR, el cual realiza los anélisis, en un ambiente de microcormnputadora
amigable y de f&cil operacién. ANACORR esta programado en el lenguaje de Turbo
Pascal (Versién 5.0}, apoyado en el mane;jador de bases de datos Btrieve (Versién
5.1} y basado en la teorfa presentada en los capftulos anteriores.

ANACORR estd basado en un ambiente de mends en los cuales, para
ejecutar alguna opcidn se puede lograr de dos maneras:

a) presionar las teclas de flechas, en la direccién de la opcion deseada hasta

liegar a ésta y después presionar la tecla <ENTER>,
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b) Presionar la tecia de la letra de la opcion que tisne e! color diferente.

B.1 instalacién

Es recomendable que el programa ANACORR se pueda ejecutar en un disco
duro, es por esto que cuenta con una herramienta para instalario del disco flexible
al disco duro, para io cual se deben de seguir los siguientes pasos:

1) colocarse en el lugar, del disco duro, donde seré instalado el programa.
Por ejempio si se quiere trabajar en el directoric PRUEBA, se debe estar en
CAPRUEBA>,

2) cambiarse al disco fiexible (generaimente A: o B:) y elegir el subdirectorio
ANACORR (A:>CD ANACORR),

3) teclear el comando, AVANACORRVINSTALA C:

La herramienta INSTALA copiard todo o nscesario para trabajar con
ANACORR sobre el directorio C:\PRUEBA.

B.2 ANACORR

Para entrar a ANACORR se deben seguir dos pasos:

1) Cambiarse al subdirectorio ANACORR

CD ANACORR

2) Tecisar ANACORR

VANACORR>ANACORR

Una vez realizado esto, ya se estd dentro del programa y éste desplegaré la
siguiente pantalla, correspondiente al MENU PRINCIPAL
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A continuacién se explicara a detalie como pueden ser utilizadas la opciones
de este menu.

CREAR. Esta opcion permite alimentarle al programa la informacién
necesaria de un estudio determinado, para después realizar, alguno de los analisis.
La opcién estad formada por tres pantalias en las cuales se puede apreciar la

informacion requerida por ANACORR.
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En la primer pantalla se requieren datos generales del estudio, tales como:
nombre del estudio, nombre del archivo en el cual se almacenara la informacién, el
programa no permitird que el nombre de este archivo ya se le haya asignado a
otro; nombre y nimero de categorias de las variables, para el caso no-simétrico
se considerara la primer variable como respuesta y la segunda como explicativa.
La informacién que se requiere en la segunda pantalla es, basicaments, el nombre
o una clave para identificar las categorfas de cada variable. La Gftima pantalla
consta de la tabla de contingencia.

Al final de cada pantalla, se pregunta si la informacién que se ha tecleado es

correcta, si ésta no lo es se puede volver a teclear desde el principio de la
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pantalla, ademas con la tecla <ESC> en cualquier momento se puede cancelar la

creacion del estudio.

REALIZAR. Una vez creado un sstudio, el siguients paso serfa aplicarle
alguno de los andlisis, éste es el objetivo de esta opcidn.

Al ejecutar la opcidn de REALIZAR, se permitird elegir el tipo de anlisis
(SIMETRICO o NO-SIMETRICO).

FRALISIS T CORPESZIRDEIAS
Juwsy ,

Reslizar endlisis Qs Copraspandenciaz Simétrico

Ya elegido el tipo de andiisis se mostraré ia lista de todos los estudios creados

alos cuales se les puede realizar este tipo de andlisis.
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Cuando se haya seleccionado el estudio, para llevar a cabo el andlisis solo se

tiene que presionar

latecla <F2>,

CONSULTAR. Permite consultar los resultados de un estudio al cual se le

aplict el andlisis req

uerido.

Al ejecutar esta opcion se tendra que elegir el tipo de andlisis que se desea

consutltar,
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Congulten ap z5btudin con ndliziz de Ceragspondeacizs SIPCTRICH

Cuando se elija el andlisis requerido se mostrardn todos los estudios a los

cuales se les ha realizado éste anélisis.
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Para consultar el estudio en la pantalla se tiene que ssleccionar éste y

después presionar la tecla <F2>, para imprimir los resultados, solo se tiene que

presionar la tecla <F3>.

Los comandos gue se pueden realizar para consultar los resultados en la

pantalla, pueden observarse al presionar la tecla de ayuda <F1>,
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OREIIS T GRESMIERIF - GRSLLIER Y RTORIY SORTERICE

GRAFICAR, Con esta opcién se puede visualizar la representacion en el
plano de fas categorias, con la posibilidad de elegir los ejes principales por medio
de los cuales se desea hacer dicha representacisn.

Aligual que en la opcién de CONSULTAR, después de haber elegido el tipo
de andlisis requerido se mostrardn fodos fos estudios a los cuales se les ha

realizaclo este andlisis. Esto lo muestran las siguientes pantallas.
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GRAFICAR. Con esta opcién se pueds visualizar la representacion en el
plano de las categorias, con la posibilidad de elegir los ejes principales por medio
de los cuales se desea hacer dicha representacion.

Aligual que en la opcién de CONSULTAR, después de haber elegido el tipo
de andlisis requerido se maostrardn todos los estudios a los cuales se les ha

realizado este andlisis. Esto lo muestran las siguientes pantallas.
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Como se puede observar en esta pantalla la representacion se puede ver en
la pantalla {tecla <F2>) o se puede enviar a la impresoraftecla <F3>). Cuando ya
se ha elegido el estudio a graficar y en caso que el nGmero de ejes principales sea
mayor que dos, se tendra que elegir en cual de ios ejes se realizard la
representacion (recordar que fa mejor representacién se obtiens con los dos

primeros &jes).
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MODIFICAR. Cuando a un estudio creado es necesario hacerle algin cambio
se tiene que recurrir a la opcién de MODIFICAR, 1a cual, cuando se haya
seleccionado, mostrard todos los estudios creados con la posibilidad de hacerle

algun cambio presionando latecla <F2>,
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La opcién de MODIFICAR consta de las mismas pantallas que la opcién de
CREAR con la diferencia de que éstas tienen [a informacién alimentada cuando se

creb el estudio.
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Es importante mencionar, que cuando se haya realizado algiGn anélisis a un
estudio que se modifica éste se considerar4& como un estudio al cual no se le ha

realizado ningun tipo de andlisis.

BORRAR. Esta opcitn se usa cuando ya no se desea considerar algin

estudio creado y se decide eliminario.
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Paguetes usados para el desarrollo del programa ANACORR:
Btrigve (Ver 5.1).

Turbo Pascal (Ver 5.0).

Turbo Pascal, Graphix Toolbox (Ver 4.0).

Turbo Pascal, Numerical Toolbox (Ver 4.0).

Turbo Professionat (Ver 4.0).

Xtrigve Plus (Ver 3.0).
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