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INTRODUCCION 

Los modelos matem.iÍUcos han jUQado un papel muy Impor

tante en el desarrollo de la dlnárntca de poblaciones, 

ayudando a describir y cornprender fenómenos y procesos 

relacionados con los tamaños y cambios de las pobla

ciones, ast como los procesos Involucrados con estos 

cambios. 

La lntroducctón de tecnlcas derno12rát1cas a la ecolo12:la 

para la descrlpctOn detallada de las poblaciones, corno 

son las tablas de vida y de fecundidad fue determinante 

para lleear al estudio de la d1nam1ca de poblaciones 

estructuradas por edades 

Los primeros Intentos en esta dlreccton corresponden a 

los años cuarentas, con el modelo de crecimiento par.a 

poblaciones con lndhdduos clastftcados en clases de 

edad en forma discreta, dtferenctados por su capacidad 

de Influir en el crectrntento 2lobal de la poblaclOn de 

acuerdo a su edad. 

Mediante este modelo dcterm1n(st1co1 se puede conocer a 

partir de una estructura de edades Inicial Y Jas tasas 

de sobrevlvencla y fecundidad especificas de cada clase 

de edad, el nÜrnero total de Individuos e.11lstentes en 

cada lnterv-.lo de tiempo, su estructura de edades, asl 



como el comportamiento de la dlstrlbuctdn de la pot>la

ctOn a larQo plazo. 

A partir de estos trabajos ploneros, se han abterto 

mUttlples estudios, de acuerdo a sex.o, tamaOo, estado 

flslol02tco 1 desarrollo, localt1aclOn, etc. fn este 

trabajo se considerara untcamente a la población femeni

na, supostcton llamada dorn1nancta dcrno~raflca de las 

hCITbras, que equivale a considerar ta sobrcvlvencta de 

Ja poblacton como ref lcJo de lo que sucede en la parte 

femenina. 

con el transcurso del 1 tempo la poblacton puef1P ~er 

creciente, decreciente o estatlca. 

SI se tiene u11a pohlaclon antrnal creciente, es de suma 

tmportancta detenri111ar el rendimiento ller lodlco que se 

obtiene por cada animal que se separa, va sea para su 

venta, sacrificio o ata.una otra razon¡ de tal manera que 

la dlstrlbUclrin de la p(lblaclon se conserve en cada 

p(.~r todo. 

Existen muchas formas de efectuar la separac1~n. de las 

cuales se obtienen rendimientos por lo Qeneral distin

tos, por lo que hay que determinar cual de estas separa-



dones 2enera un rendimiento Ópumo. 

fl presente trabaJo esta formado de la st2u1ente manera: 

Modelo de creclrnlento de Lesue. 

f.n esta sección se doi la descrtpctOn del modelo de 

crecimiento de Lesue y se determina la distrtbucH)n de 

la poblacnin en cualquier momento, a parur de una 

matriz de crecimiento L de LesUe v una dlstrtbucu)n 

de edades tnlctal. 

Se observa que bajo circunstancias paruculares el corn-

portarnlento de la distrlbuctOn de la pobtaclon a 1are:o 

plazo queda determinado por el valor propio pos1uvo >.o 

y su correspondiente vector prop10 de ta matriz de 

crecimiento L de leslie; de tal rnanera que el compor-

tamlento es independiente de las c.ond1clones iniciales. 

Se anaUzan at2unas propiedades del valor propio posUI-

Se describe lo que es la 2rat1ca asoctada a una matriz, 

asl corno a12unas de sus propiedades. 



Se proporctonan lnterpretac&ones blotOatcas correspon-

dtentes al valor propio poslttvo dominante Aco i.lSt como 

a sus correspondientes vectores propios (derecho e 

Izquierdo). 

ftnahnente se observa que el crecimiento de la poblactOn 

queda determinado por el valor propio t.lommante >. 0 (st 

Ao : la población es estable; SI >.a > la pobla· 

chio es creciente y si "º < \, la población es decre· 

Modelo de e1'plotactón racional duradero. 

se anauza et efecto que uene ta separac10n de dtferen-

tes fracc1anes en tas- dlstlnta.s clases de edad, utth-

zando el modelo de crec1rn1ento de Lcslle para una pobla· 

c1Ón amrnal crecaente, de tal manera que el re11dimtento 

sea duradero y que Siempre la pot>lac10n rnantenQa la 

dlstrlbuctón de edades 1n1c1a1. 

Se define 10 que es una polÍttca de separación ractonal 

duradera y se observa que hay una tnU111dad de estas, 

que aeneran por lo aeneral rendlrntentos distintos. 



Rendtrntento Ópttrno duradero. 

Se mo~trará que ta política de separación oPtima suJeta 

a una restrtcc10n f tneal económtca o ccolÓQlca ta cual 

má~lmiza el rcndlrntento y su dlstrtbuclón de edade5 

tntclaJ no se altera, 5e obttene 5cparando una clcrt;t 

fracctOn de Individuos corrio rendimiento de una o do-::; 

cra~es de edad. SI se 5eparan dos, 5era una fracclÓn de 

la cla5e mas Joven de e'stas y cornpfetal'i1Nlte la otra. 

Apllcac tón. 

se construye el al~orltrno asl corno cr proarama que 

determina el vector de dl5trlbución de la población en 

equltlbrto, el rendtrr:lento o'ptUno duradero y el m.'m1ero 

de lndlvlduQs que ~e ~eparan de cada una de fa~ distln· 

tas clases de edad. r1nalrnentc se aplJca a una poblactdn 

de ovejas dornc!ft IC3!; tJe riueva Zefarida. 

Apendtce. 

En C$lc apartado se encuentran la~ demostractooe~ de 

c1erta5 proposlctones Y teorema~. 



1,- MODELO DE CRECIMIENTO DE LESLIE 

l. t DESCRIPCION DEL MODELO. 

Este modelo es comunrncntc utlltzado por dernriarafos y 

bloloQos para el estudio de crecimiento y control de 

poblaciones. fue desarrollado en los a~os ctrarenta por 

19~8 ) ' describe el 

crcctrnlento de una poblacton animal dividida en erases 

de edad de 12ual duractOn. 

Se supone que la poblaclon se h~ ~lvldldo en n clases 

de edad que cada clase tteric la misma duración de 

tiempo; esta cantidad se tornar~ corno la unidad de 

tiempo en el modelo; por ejemplo e11 demo2r'af(a es t1sua1 

dividir a la población en arupo!.· de edad de 5 aríos. 

Asl rntsrno se consldcrar~Í que se tiene una pobtac1ón 

animal femenina, co;to e~. ~e est't suponiendo que la dls

trlbuctOn de la poblactón e~~ un reflejo de lo que sucede 

en la clase femen•na, o sea que la r.lzÓn entre las 

hembras y 1 os rnactws e5 constan te y que para cada una de 

las distintas clases de edad de la poblacldn las tasas 

de mortandad y de so~rcvevcncta 5on las mt~rnas para 

ambos seKos, f tna lrnente se supone que se conoce e 1 

mimero de Individuos de cada una de las n clases de 

edad, en el tiempo 1 ' o éstas seran arrcQladas 



en forma Yectorlal corno sluuc. 

(o) 
X 

(o) 

XI 

( 0) 

X<O 

( 0) 

Xn 

el cual es l larnado Yector de dtstrlbuctón de edades 
(O) 

lnlclal, dondes X¡ es et número de Individuos que al 

Instante t : o se encuentran en la e lase de orden ~ 

Con el transcurso del tiempo, cambiara el nUrnero de 

Individuos que hay en cada una de las clases de edad 

debido a los procesos b101&a1cos (nacimiento§, enveJecl-

mlentos, muertes); estos proce~os seran de-:ocrlto~ de 

manera discreta en el tiempo, es decir el lnteres es por 

ra dlstrlbuc10n de la población en unidades de tiempo 

discretos, o sea al paso de 1,2,3, etc. unld~ide5 de 

t lempo. 

SI se describen estos procesos cuantitativamente se 

podrá proyectar el vector de distribución de edades 

lnlclal hacia el futuro. 



Con esta suposlctdn, todos los Individuos que estan en 

tH al tternpo t+I, debieron estar en la 

e 1 ase de orden al tl(>rr.po t. Tomando en consideración 

10 anterior, ta proyección de la pobtac10n estará des-

crlta en base a los slautentes par~mctros de~o~r~ftcos: 

dlcha clo:tse. 1, 2, .... ~. 

'i A 

la probt11J 11 ldad de que una hembra de la e lase l 

l sobreviva y pase a laclas-e ~+t. l: 1, 2, ...• n-1. 

Desde tueeo a; ~ o ; i. : 1, 2 .... , n y o ~ b;_ ! 1 

l: 1,2 ..... n-1. 

Estos paramctros se supondran conocidos, usua1me11te se 

obtienen de tablas de fertllldad y vida resp~ctlvarnentc. 

una prunera constdC'rac 1ón que se t lene que hacer, es t¡ue 

por lo ~e11os tin valor a: sea positivo p~ra ~aranttzar 

que ocurran nacimientos; a una cta!;e a la <P.Je le corre5-

ponde un valor con tales caractertsttcas, se le llamar~ 

clase ferttl. Tamblen se asurntrá que an ;. O, (se consl-



dera que la pobtacJÓn es tértll en la Últlma etap~ de su 

Vida, ya que las hembras que estan en una etapa post-

reproductiva al tiempo t:O, no estarán presentes flslca-

mente o en descendientes después de n unidades de tlem-

po; por ro que el anál lsls se concentra sólo hasta la 

Última clase fértl 1). Asl mismo el suponer b~ > O para 

t: 1,2, ... ,n-1, aaranttzará que por lo menos un lndlvl

dUo sobrev1v1rá masª''ª de 'ªclase de orden 

Ahora se define et vector de dlstrlbuc1oñ de edades 
(k) 

X al tiempo ' k 

(k) 

" 

(k) 
)(t 

(k) 
)(2 

(k) 

"" 
(Y.) 

donde X~ es el nUmero de Individuos de la clase 

que están presentes a 1 t ternpo t : k. Dado lo an ter lor 

se tiene que para el tiempo : k, los Individuos de la 



10 

primera cla$e $On Únicamente lo~ nacidos entre los tlem-

po~ t : k- t y t : k, con 1 o cua 1 

(k) 
X, 

( k-1) ( l<-1) 
a, X, + a .. X 1 

( k-1) 

ª" ~ ... ( 1. 1. 1 ) 

es decir el nÜrnero de JndlvldUo5 en la cr~lise tal tiempo 

t : k, C!> t12ua1 a ILi ~una de la~ contrlbuctone!t. (hija$} 

que t lene cada Individuo un 1t1stante antes. 

fl ntirnero de Individuo!> en la cfa!>e i..11 al t1ernpo t : k 

es 1aual al nUrnero de Individuos de la cla~e en e 1 

tiempo : k-1 que fl•tn !;Obrcv1vttJu una unidad de ttcm-

po, esto es: 

( k) 

Xi.,._, 
( k-11 

b, x, 

la~ ecuaciones ( 1.1. 1) 

en térr·:itnos matrlcJales 

f (l<)l 
X, a, 

( I<) 
x, b, 

( k) 

x, o 

( I<) 

Xn o 

~: 1,2,3, ... ,n-t ( 1. 1. 2) 

y ( 1. 1. 2) ~e pueden ree--;cr ltl Ir 

COf;':O; 

( k-1) ,,, a,.., ª" X, 
(1\-1) 

o o o x, 
(l<-1) 

b, o o x, 

( k-1) 
bn-1 o X" 



y en for·rna rn~s compacta 

( k) 

X 
( k-t) 

X con I< 

11 

t ,2,3,. .. (t.t.3) 

donde la matriz de lcslle esta dada por 

3n·t 

b, o o o 

o o 
(t.t.4) 

o o 

( 1) ( 2) ( 3) 
[ J Interés es e 1 conocer X X X que 

por la ecuación ( 1.1.3) se ltene que: 

( t) (o) ( 2) 

X LX ' 

y en aeneral: 

( k) 

X LX 
( k- t) 

( 1) 

LX 

k ( 0) 
L X 

2 (0) (3) (2) 3 (0) 
L X X LX L X 

( 1. t. 5 ) 

Por lo que st se conoce Ja matriz de Leslle y ta 
( 0) 

dlstrlbucl~n lntclal X , se puede determlmar la dts-

trtbuctón de la pottlactón en cualquier tiempo futuro. 



¡? 

1.2.- CCMPORTA~IENTO A LARGO PLAZO. 

La ecuación (1.1.5) ~cncra la dtstribuclÓn de las 

edades de la pob1ac10n en cualquler ttempo, pero no 

aporta de Inmediato un cuadro acncral de la dtnám1ca del 

proceso de crecimiento. 

Aqul se ver~ que el comportamiento dPI vector de distr·t

buc tón por edades de la pob lac 1Ón a larao plazo, qued.1 

baJo clrclJnstanclas partlctalares drter~tnado por el 

valor propio A. y el correspondiente vector· propio 

de la matriz de crecimiento de Lesl le, y tal compor-

tamlento sera Independiente de las condlctone5 lnl

claJes. 

Puesto que se estar3 trabajando con valores vectores 

propios de la matriz de Lcslte, es necesario conocer 

alaunas de fas propi~dade~ que éstos tienen. 

Como es sabido los valore5 proptos de 

del poltnornlo caracterlst 1co 

Pe A ) ' de 1 1 A 1 - l) 

~on '"s. ralce5 

x"' - a,>. - a., b,, .• b,., .•... b, >. - a,.b,. ..... b, 

se observa pr lmero que >. ~ o, no es ra { z de P( >.), ya 

que a.1 b,.,., b, 1 o, puesto que ª" t O Y b ¡ ~ o 

par a ~ = t , 2 , 3 , •.. , n - ! . Por 1 o que : 



P( P 'O si y sólo SI 

<!onde 

a, 
q'. l) ...... 

n 
l 

13 

.......... (1.2.1) 

b, 
.... ( 1.2.2) 

llRAf ICA llf LA fUojC f(l'( q( l) 

f'llJVRA l. 2, 1 

PROPOSICl(l'( 1.2.1 

l tiene un Untco valor propio po~ltlvo AD, e$te 

valor propio es sampte y ttene un vector propto derecho 

(re~pecttvarnente Izquierdo O ) cuyas entradas son 

todas posJt1vas. Adenas se pueden eleQlr o y que 

sattsfaQan <0,V> : 1. e <U1Vl producto escalar de u y V 

vectores) 
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DEMOSTRAC 10'<. 

c:omo nlnQ;tÍn valor ac .b~ es neQ:atlvo, es claro que q( A) 

se comporta de ta s12ulcntc m"nera: 

Q( k) ->"" s 1 k -> o y <ll >.} -> o SI k -) 'º 

además: corno 

[¿- 3: bo ª" b"-~ ... b. 
Q'( k) ' t -- . ... t ( o 

n+ 1 
k 

SI ). ) o es lnrn~dlato que- Q\ k l e5: mono tona decrc~ 

ciente y por el teorema dcl,alor rocctlo se tlN1~ que 

exl5te un Único "º ; o con q: xi." l : 1, y pue5to <1ue 

q•( >-o) :/:O , se tiene qu.,. ~.. e~ slmPlt-. 

so1uc1one~ de las C>cuac 1 one!". 
i 

(u es el vec.tor transpuesto de 

ttvarncnte por : 

2 
3.:/). 0 t3Jb:/}..o • ... +311(),..,., 

u 

ª"' / "º 

LV 

U) 

' Xo \' y u 

C5tan dadas 

n· 1 
b, / 1'o 

i 
L 'ºu 

re!.f1ec· 

1 1 . 2. 3) 
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( 1'2' 4) 

<U, V> 1 se loara al multlPllcar por un escalar a 

saber 1/(U,\') J .1 atQuno cJc to!> vcc.tore5. 

D[f ll'HC:: 1(1"<[5, -

( ll) La ~rát1ca aso<.lada a una r:1atrlz no nea.attva 

A~ can )E 1nriM1 f':!; una 12rát1c.a que ttene tantos 

nodos como el orden de la matriz y corista de 

aristas dlrl12ldas con pesos a~j si la arista va 

1te 1 11odo a 1 nodo l.. 

( lllJ A es 1rreduc1n1e si st1 ar~tlca asoc.lada e5 fllcr· 

temente cone~a; es decir si existe una trayectoria 

dlrli;:lda er1tre cualesqulera dos nodos. 

(IV) A es prlrnlt tva !01 el máximo corntÍn divisor de las 

1on12;1tudes de los c1c1os de 1.1 a.ráttca asociada es 

uno. 
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fJernplo: 

ª' ª' ª' a, ª' 

'" o o o o 

sea A o h. o o o 

o o .,, o o 

o o o "i o 

ést.a e• no ne1Za1 lva y su crátlca asoctafJa es: 

torno suponemos qut: a o, la ~atrlz e~ trredtJclble, ya 

que la trayectorta 

.--r . ,- ,1 \ .- -- -, 
,_!_] ___ ~ 1 ~ •• - 1 -. -- .• _\ ___ .. \ s l 

b. "-

vtsata todos los nodos y e~ un ele 10, 11or lo que conecta 

a cua 1 qua er p;n· de nodos. 

Otras trayectorias postbles que son clclos 



¡; 

a, a, a. ~._,ª·-
Ci} L1]'~21 lfí-J=¿¡~_ii ' 

__.¡_ ! iJ _,\ ~.L...l ) _..\{\ 

D. b, b, b, b, Di 

posibles pué-; dependera de que a· 5ea o no diferente 

de cer·o. Las Jon121tudcs 5on 1, 2, 3, 4 y~ re.o;pect &va-

mente. 

TEOREt-V. 1,2.2 

{a) Cuatqu1er valor propio de cumple que !)..\~>.a. 

(b) SI adernáo el rn.c.d. 1;; a;I o ' 1. (tn,c.d. : e5 

el rnál(lmo corr.un dlvl50r) ~a· tiene >-o para 

cualquier otro valor- propio i 'º de L. [ll 

particular 51 do5 consecuttva5 ªi, a .... 1 o;or, diferentes 

de cero. 

La dernostracto'n del reorerna anterior e5 una consecuencia 

del famoso HVREt-V. DE PE RR~ - f IWllEI'< 1 US el cual 

enunciamos. 

''SI ~ es u11a matriz no n~~atlva, Irreducible y 

primitiva, entonces ~ tler1e un valor propio positivo ¡., 

de multlPllCl<lad uno, que es estrictamente dominante.'· 



/! 

Al constderar Ja QrátJca de la matriz de le~fle, es 

e faro que a ¡ > o V l si y sóro si existe un cJclo de 

lon111tud j 

Con Ja herramienta presentada se esta en postbllldades 
( k) 

de de ser lb Ir X para t 1 ernpos k Q:randes. fr1 todo lo 

steuJente se supondrá quL Ao es un valor propio posl· 

tlvo y e5trlctamente dominante; tarnblen y 

vectores propios (Izquierdo y derecho respectivamente) 
t 

de correspondientes a A'l, con <U.Y>: u V: 1, 

Se definen ahora Jas sl~ulentcs matrices 

P,...." 1. p ( 1. 2. 5) 

LfMA 1.2.3 

P Y Q tienen la~ ~IQulentcs propiedades: 

2 2 
1) p ' p ' Q Q. 

11) PLQ' QLP 'O. 

( 111) PO ' OP. 

( 1 v) l ' PLP • QLO 
n n 

(V) 
n 

L " PL P 
n 

QL Q ( PLP) • r OLO) 'I n € N 

(vi) SI a es valor propio de QLQ, lo es de L 

(y entonces 101 e A.). 



DCMVSTRAC 1 ("°' 

2 
( 1) p 

2 
Q 

( 11) PLQ 

QLP 

(lllJPQ 

t t 
( vv )( vv ) V( U V) ll vv 

( 1-P )( 1- PJ 1 - p - p • p 

t t 
( VV ) LC 1 - P) ' V( V L) ( 1 - P J 

2 
>,P( 1-PJ ' >,( P-P) 'O. 

t t 
l·PJL( VV J ' ( 1-P)( LY)U 

2 
>.C 1-P) P .\,( P-P ) ' O 

2 
P( 1-P) ( P-P 1 ( 1-PJP 

2 

p. 

1-P (l. 

1 
Y(;, ll )( 1-P) 

QP. 

t 
1-PJ>, VV 

(IV) Corno Pt{} : 1, !;e t 1e11e que l : ( Ptf;}l : FL t {JL 
.,o 11 o 

PL( P•QJ • GL( P•ll) PLF • P):ll • 9tP • QLO 

PLP • OLO. 

n n " ' n n 
(V) L ( P.Cl)l PL . OL PL ( P•OJ . OL ( P•OJ 

n n n n " ~ n 
PL p . PL Q . lll p . (ll () PL p . ( !)lQ) 

n n n n 

19 

n . c%r~º. OL O PL p . UL U ( PLPJ . ( ULOJ 

(VI) SI OLOX ' ax para alQÚn X 1 O entone.e!; PLPX º· 
en efecto 



a(PLP)X PLP( aX) ' PLP( OUJX) ' PL( PQ)( LQX) 

PL( QP)( L<lXJ ' ( Plll)( Pl.11)( )() ' O. 

o 

Por lo tanto LX ' Ptfx • OLO)( , por ( lv), y 

LX : QLOX = ax, ~ntoncc5 a e~ valor propio de l. 

Por lo que /a/ < '· • 

TEORfM/\ 1. 2. o 

Para cua 1c:tJ1 er 

DfMCJSTRAClrn 

n 

n 
R 

n n 
L X ( PLPl X • (QLQ) X 

n n 
1 lrn ( < / >. J L X 
n -- '-o 

t n 
( YU LP) X 

( 1. 2. 61 

tl 

( CLOJ \ 

t n n t n n 
I Y( U L 1P1 X • ( CLO l \ ( Y>, U P) X • ( QLQ J X 

2 n n r. n 
{',P 1 X• (Ql.0) X ( ;,PJ X• (OLO) X 

n n n n 
;, PX • ( OUI) )( '· ( PX • 1( 1 i'o 1 QLOJ X 1 

Ahora se utlftzara el !;Ulu.ulentc 

LE/.\"- 1. 2. 5 

n 
1(1/;,¡QLQI -->0 cuan do n - J N) • 

n n n 
Lue¡¡o V X € R , 1 (m ( 1 ;; 0 l L X PX 

n - >ro 
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<:OROLARIO 1.2.G 

s t L es una fT!a tr· I z pr 1rn1t1 va ( s 1 e 1 rn. e. d. de las 

1ona1tudes de los clclo5 de la ará11ca asociada ~5 1 } 

ko es el valor propio dorntnantc, entonces 

n n 
llm(l/>n)l P. 
n -)M 

Donde p 
t 

vu u y v vectore5 propios lzquterdo y 

derecno de correspo11dlcnte-; a Ao, coll tll,V> : 1. 

OIJSERVAC ICT'< 

P es una matrtz cuya~ columna-; son r:aíltlplo-; post-

tlvos de V; es decir de la forrr.a P: l f,v 1 C.tY 1 
n 

1 CnV J, y se tiene que µara cualquier X R con 
1\ 

coordenadas no neaat tvas, 'f : PX : ( ¿ (" i x j } \', donde 
Jo! 

Cj E R unión 101. 

Lueao los valores rt.qat 1vos tle la~ componentes Y~ de 

Y son Independientes de X, ya que : 

Y: 

n 
¿ Y. 

t<:t 

n 
( ¿ <:;X; JY: 

Jo! 

n " í: ( :¿: Gj X¡ ) V.,. 

'" \ J' \ 

( 1. 2'' ) 
n 

l<o \ 



Por lo que aplicando e5to Último al problema de 

describir 

( I<) I< (O) 
)( L X se ttene que: 

I< ( I<) I< k (O) (O) 

t lrn ( 1;;. ) X llrn ( 1/'- ) L X PX 
k -)fJ"": H ->u 

I< {I<) n (o l 
1 lm ( !/A" ) X { :;: (; " >' 

I< -· 
J' ! 

Lueao el vector de dtstr•buciOn X 

En ( ! . 2 .9 J 

(I<) 
\ 

n ( I< l 
;¡; X 

Jo1 ' 

·--) 

e1 comportarntento de 

t;¡V ( ,, 

(I<) I< 
~- ),ª oV 

(l<J 
en el 

muestra una dependencia de la condictOn intc•at 

( 1. 2.$) 

( ! . 2 .9) 

( 1. 2. 10) 

t lmtte 
(o) 

)( 

pues depende de é5te; en l.l. ecuach)n ( 1. Z.10), 

d'e~pués ac r riorrnal Izar l se r;ue~tra que la dl!ftr 1buc iÓn 
{ 0) 

en el 1 írntte es independtente de X 

fsta razo'n, hace 1 Jamar a VfCTüR Of DISTRIBUCICN Df 

fDA[)fS fSTAlll[. 
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La ecuactón ( \.2.C\) también cobra sentido para t<.t1, 

(t<.+t) t<.+t 
X i;:;: A.o o Y, 

por lo que cornbtnando esta5 dos, obtene~05 que 

( I<> 1 ) ( 1<) 

X -;:;:: Ao X ( l. 2. 1 1) 

para valores de k arandes, lo que s1g,n1t1ca que cada 

vector de dlstrlbuct~n de edades es un m~lttplo escalar 

del vector de dts1rtbuc1~n de edades Inmediato anterior, 

siendo el factor el valor propio dominante Ao. con lo 

cual la proporc1cln de 1ndtvtduo~ en cada ''ºª de las 

distintas clases de edad, s~ vuelve Lunstan1e, y estas 

prot>orctone~ en el 1 Crntte se de't.~rm1nan ,, partir del 

vector propio v. 

Ahora es muy táct t Interpretar al vector de dtstrtt>uc..tón 

de edades c~table 

V ' 

n·' 
b11-1 ••. b, / "º 
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como v, es la e fase I, que co11::;ta de reclen r1ac1dos, !;e 

supondr~ que é~tos permanecen vivos durante la primera 

un 1 dad de t tempo, por ro que !.U va 1 or proporc 1 ona I con 

respecto a los qut' nact-11 ser.l 1. 

,_, 
Ahora bien \'J : bi·1. b. /.\; r·t.·pre!;.entará ra propor-

c1ón de tncJJvtauos que sobr·evtven de ra cla5e 1 a la 

erase J-1, con respecto al total de tn«ftvtduos creados 

por tndlvl duo dura11te J- 1 un tda<Jes de t lempo (este· 
J - 1 

número es >.ó ); esto P•Wa J : 2.~,4, ... ,n. 

Ptu.•sto que 

P Yll 

1 im 
·~ -· .... 

'º 

" l p 

n-1 
( bn-1 · •. b, /A 0 ) Ut 
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es claro que 

k k 
llrn (1/A, )(l J,j Uj 
k -loo> 

k 
donde e L ),¡ es et elemento J-é~Hno aer prrrner renalon 

k 
de l . 

Además corno 

( k) n 1< ( 0) ( k) k 
X1 Z ( l ),j .\j Y 1 /rn X, /'>.o aV, 

J: 1 ~ -4>Q 

se t lene que 

k I·: 

por Jo que u· J 

k " 
tO) 

.%1 ::::::. 'Ao ¿; Uj "-.) 

J' 1 

se puede Interpretar corno ra contrlbu-

clÓn al primer arupo ae edatJ que hace un lndfYldUo de ra 

J-~~tma ctase de edad en 1111 tiempo k espec(ttco. fsto 

rnot 1va l larnar a U,l el YAL{lR f<fPRflOUCTH'() EV[NTUAL para 

el primer Intervalo de edad de un Individuo de la 

J-éstma cra~e de edad. 
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ft concepto de valor reproducttvo e5 tntroductdo corno 

par3.me1ro poblactonal y e-s defhudo <;.orno el va1or que 

t lenen en t~rmtno!; de !>u descerHJertc ta futura 10~ tn1.H ~ 

v1duo~ de deterr.itnada etl<Hl, y pue-de rnedlr~t corno el 

nümero promee110 <te tl1J05 que todavla le- quedan por 

El valor reprotlucttvo es rnáJ1.1rno en la edad t'"n 'tt.Jt>' e-o· 

mtenza la reproducctÓt1; pu,..o;to qur tutJavld e~la' uitacto 

et potencial reproduct evo. Los va rore!> reproduc.t avo!. tle 

fO!; lndlVhJuos Joveneo:.. t>tl t>ll~HJ pre·repro<1Uct l\..i !>on 

menores que et;te valor rn.ci"lrno, íklHdo •"' la po~thl llC1aO 

.:St Jl'oorlr antt-5 <le l leQ<:tr .1 le"'\ C<ldd r~produc.t tva; 1>or to 

que s010 una proporc10n de l'sto-; ~e reproduc:tra· \ cada 

uno t INH'· un valnr pt ome,110 menor. {,orno es de e~t>erar~ 

~e- E!I valor reproau~t tvo dt• to~ tndlvt1luoc; en ~(M.des 

po~t -repro(ttJ(:t ava~ e~ r.et·o, 

Al vector U {U1,U2, ... ,Uf)} dt! f 1.2.3) ~.,.le coriOCf" 

cond 1e1 one s dt- t n tt-rrwc t ar c.HJa. una <fl..· !;U~ t•r\C 1· ~HJa ~. 

fl valor reprotlucttvo d~ la pr~tmera ciase de edad es 

tornado corno ta unidad, es decir U1 : 1, Y los dem3s va~ 

lore5 se tomarán en función de éste. 
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[f vator reproaucttvo de fa se~unda clase de eoad 
2 n· 1 

ti~ : a.1/"A<:i t a3b.1/>.o ~ . , , t a ... ()""' • , . l>~/,\ 0 

~5 'ª $Urna de la proporctón de htJos que tiene on tndl-

vfduo en t53 clase de edad con re5pecto a la contribu

cto·n total er) una unidad U:e t tempo ( c~te surnando es 

ilJ/h ), mas. la proporctOn de IHJos que tern.tra' cuando 

haya pasado a la Sh~utente clase de e\Jtu1 con respecto a 

1<1 dejado totalrnentt• por 1.1 riohfactón •~I n..lb'l"r pa~ado 
2 

aos unidade!i: <le ttepipo (este e-; a 3 b.l/Ao ), más ta pro-

porc tón de hl JO!; que ten.12a ClMntJo fhlYan r>a~ado las tres 

unhtaaes de tiempo que '.';C reQ<Hcreri P>lra pasar a la 

cla~c 3 con re~pecto a 1.1 contrtnuctón rotal de tod..i la 

poblachif) at hnber pa!'>ado tre~ unttl<Hh.·o; 1je t tel"lipo ( e5ta 
3 

sera a.,.b 3 b 2 /,\o ) . etc. 

lle¡;i:ar a Vn : ó\n/X 0 , que dá la contrltiuctÓn proporc1ona1 

de un t1H2Jvtduo ae 13 e Jase n a ios nuevo!. trnHvldUo!; e o 

cta~e IJ con rrsr)ecio a ta tolafltlad (le 111crerncnto de la 

poblactOn cturantc- e~a unidad de t)ernpo. 

Para ttnatszar e!;ta !tecctOn, hablaremos un poco de '10. 



La ecuac 1Ón ( 1. 2.1 l 
( k) " 

X :::::: >.o av, no~ dice que: 

e 1} La pob lac IÓn crecer a s: 1 >.o > 1. 

e 11) La población decrecl*ra 51 >.-1 ( 1. 

( 111) La población quc-d.lrá t"stable 51 "" = '. 

R~cordernos que ~, ' es valor pr·op 10 de SI Y scilo 

51 q( ~o ' \) ' \, es deCJI' 51 y SÓIO s 1 

ª• . 3.i:b, . ... t ol1"1 lln°1 . .. D. l. 

Al número 

R ' ª' t a11>. . a, b,. n, t .. ' . a.,b,1-1 h 1 , se le 

conoce corno 1 a tas~l Pe 1 a dt- r eproducc 1 ón de 1 a pob 1ac10n 

(Y derno~rcitlcarncnte se lnterpr~ta corno el promedio de 

hijos que un 1ndlvh1Uo tlc11e 1.1urante su esperanza de 

vida). 

Tamblen se puede observar que k~ ' 1 s1 y sólo si 

R 1 t y que >.o < ! s 1 y só 1 o s 1 f'I! 1 1 • 



2. - M{>[)[l(I Vf f\Pll>TAC:ICN 11Af:ICN-\l DUllAOfRO. 

fl modelo de crectrn1ento de Leslle para el crecimiento 

de una poblac:to'n d1Ytdtda en clases de edad, se aplicará 

para la elaboracfÓn de un modelo de e"'plotaclÓn rac:tonal 

duradera correspondiente a una poblactón animal cre

ciente. Ast rnlsmo se anat Izará el efecto que tiene ta 

explotactón de diferentes fracciones en tas dtstintas 

e tases de edad. 

D[f INICllN. 

Vna polf·uca de e~plotactOn rae tonal ( separactOn de 

alQunos Individuos de fa poo1ac10n para ~u venta, ~acrt

flclo o alaun otro fin} es duradera. si el rendi~tento 

perÍodlco que se ob.,cne d\.• una poblac10n anunaJ cre

ctente, es el rnt~rno al ter~i~o de cada periodo y la 

dtstrlbuctón <Je tas edades de la poblacto'n !fe con:;ervd 

al separar dicho rendlrn•ento. 

Oebido aJ crectrniento de Ja poblac,On, esta no se aQota~ 

ra ya que ~Ólo se separará er excedente. 
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2. l. - OESCRIPCI~ DEL MOOELO. 

se supone que se tiene una población ou11mal creciente 

con una deterrnlnada dlstrlbuct~n de edades lnclaJ y url 

periodo de creclrnlent~ descrito por ur1a ~atrlz de Lcs-

1 Je. Al final de este perlotio, debido al crec1rn1rnto se 

obtiene como rentllrnie11to una cierta fracción de cada una 

de las distintas clases de edad, la cual es separada, de 

tal manera que la poblacton tcnaa Ja rnt!;rna dl~trlbuctOn 

de e11adcs que la orlc1na1. 

La durac1~n del perfodo de separacl¿n de los animales 

que conforman el re11dtm1cnto, debe ser breve co11 re·spec

to al de creclrntento (durante el periodo de separacl¿n, 

el crecimiento o Jos caMblo~ ~e la pobldclcin son de~pre 

clables). 

Repitiendo este procedtrn1ento d~spuós de cada separa

c1dn, se obttene un r·cndtrnlento d11radero. 

sea 

X1 

X2 

X 

xn 



ll 

el veclor de ta dlstrlbucl¿n de las edades de la pobla· 

ciÓn al Inicio del periodo de crectrnlento, donde ~~ 

e ~ : t,2 3 •... ,n) es el m~rnero de tridlvlduos que 5e 

encuentran en la clase de orden t , e5 decir, que r10 ~t· 

separan corno rendimiento. 

Al lt.lUal que en el modelo deo cree lmterllo de leslfe, el 

periodo de crecimiento tendrá la m•5rna dtH ac 1ón en C1]d~1 

una de las di5tlnta5 clase~ de edart. 

SI el creclrntento de la poblac1¿n es desLr·1to por Ja 

matriz de Le5lle, entonces el vector de la d1strtbu

cl¿n de las edades al final del ptrlodu de crec1rntento 

tnrnedtatamente ante5 de hacer la separ·ac1cin, e~tJ dado 

por LX. 

Ahora sea o! h~ ! 1 ( ~: 1,2,3, ... ,n), la fracción de 

Individuos QUt!' se van a separar de la l-Cslrna clase de 

edad. formemos con esto~ n números Ja matriz dtauonal 

h. 

() 

H o 
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'ª cual e• l lam.:.da M.\lf.. IZ [)E SE PAPAi. 1 C-N fl,\l. 1 C-NAl , donde 

h• ' o h' ' f ó o ( h' ' f sii?lllf ican que no se 

separa nin,eun lndtv1duo, se separan todos o se separa 

una cierta tracción de ·~ i.-es una clase de edad. 

Como (LX 1 es el nurnero de 1nd1vlduos que se encuen-

tran en la población en la cla~e de orden Inmediata~ 

mente antes de la separación, t1~( LX)t que es la entro:t<lol 

de or·den del vector 

hd U<J, 

h.-{ l\ li 

hn( l)\ }n 

será el nljrricro t.Je 1no1v1duos que st• sep • .u·an de IJ clase 

de orden t . 

racional duradera ten~mos que 

............. ( 2. f. f 1 

que es equivalente a 
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( 1 - HllX ' X ( 2. 1. 2) 

como se puede observar X debe ser el vector propio de 

la matriz ( l·H)LX correspondiente al valor propio dado 

por la unidad. Asl mismo la matriz e 1-H)L tiene la 

misma forma que la de una matriz d~ Les11e 

{ t -h. )a. t ·h, Jai 1-h. Ja 5 1 -h, )an·• 1 -h, )an l 
( 1 ·h, )b, o o o o 

o 1 -h} )b1. o o o 

o o 1 -h,.. )b f\•I o 

fn el capítulo anterior se vto que una ~atril de Lesll~ 

tiene como valor propio a la unidad 51 y sólo st, su 

ta~a neta de reproduce lo'n es iQ:ual a uno. 

Calculando la tasa neta de reproducctón de la matrtz 

( 1-H)l, e l~ualandola a la unidad tenernos que 

... 
t ª"b,, •• b,...~ ... b,( 1-hl)( 1·h3) ... ( 1-h,.,)J ( 2. 1 . 3 1 

Por lo que un rendimiento duradero se obtiene ~Ólo para 



aquellos valores h.,h1,. .. ,h ... 

satt!O:faaan la ecuacio'n ( 2.1.3), 

(o 

3J 

'} que 

Sl se cumple la restrlcctón antertor, fa rnatrtz ( t~H)l 

ttene corno valor propio a "<] : 1 con rnultlpltcttJd«l uno 

(El valor propto de una rn~'\trtz de lesHc ttlf'ne r.ufttpt1-

ctdad uno}. 

Un vnctor propio correspondiente a >.o. es dectr una 

sotucíOn vectorfat dtsc hHa de cero de { 1-ll}LX : X, e!i 

1-11, lb· 

( 1·h;11 '·h· )b, b. 

Xo <2.t.4) 

el cuat deter~1na la fracct~n de tndjv•duo~ ~'e P•~rrnane

cen en cada una de la!> d1sttnta!f e.la-ses de ed.ld despues 

de haber hecho la separac 10n. !; f c:u ten do una po 1 'i i ca <le 

eJ(pfolat:Hin rae tonal duradt.'ra. (.ualqu•er otra o;;otuctÓfl 

Xi de ( t-H)LX: ~. es un rnUlttplo de Xo. cs:to aenera 

Ulia amblQUedad en el r1Urnero total de indívtduos que 

permanecen en 1a población después de hacer la separa-
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ctÓn¡ esta puede eltmlnarse por medio de a12una condi

ción auJr;lllar, que por lo Q:cneral es de caractcr cco

n¿mlco o ecolÓQtco. un ejemplo de este tipo de restrlc

ctor.es podr{a ser; para una poblac10n sostenida econ~

rn1camente, la poblactcin máx.trna que se podr(a mantener, 

determinaría la constante por ta cual habría que (TIUltl

pl lcar Xo para obtener et valor aproptado X de 

( 1 -H )LX ' X. 

como se puede observar extsten muchas Paneras de ~elcc-

clonar los valores o ~ h( '! con ~: t,2,3, .•• ,n que 

dan ortaen a un rendimiento duradero, pero ya una vez 

selccctonados, el valor Xo detcmtna en forma Única la 

dlst.rlbuc1Ón de la población despues de la separac 10n. 

2.2.· SEPARACI~ U~lfVRME 

[s comün suponer que la población está dlstrtbulda 

uniformemente, ( fn ~ucha~ poblaciones e~ difícil dlsttn-

2tr o capturar anlmates de una determinada edad.) por lo 

que e~ factible suponer que si lo5 animales se capturan 

al azar, ta separactón en cada clase de edad sea la 

mtsrna, esto es: 

h 11. h, ( 2. 2. 1 ) 
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entonces ( 1 • liJ LX X equivale a que 

LX ' ( 1 /( 1 ·h) ) X 

por lo que 1 /( 1 - h} debe ser e 1 va 1 or prop 1 o Ún 1 co 

positivo Ao de la matriz de crecimiento deleslle, 

Ao 1 / ( 1-h) ( 2. 2. 2) 

con lo cual Ja fracctdn que s~ separa en CJda ur1a de las 

distintas clases de edad esta dadd por 

h 1 - 1 /,\o ( 2. 2. 3) 

fl vector propio Xo correspondiente al valor propJo 

>. 0 : 1 / ( 1-h), es en este caso ieual al de l.l rnatrlz L, 

o sea proporcional a 



OllS[RVA(; IU'( 

b. { 1 -h} 

b1 b.L( , -ll) 

n-1 
bt bJ. • •, btl"I ( 1 ·h) 

( 2. 2. 4) 

). 0 : 1/( 1-h)) 1, puesto que la población es creciente. 

3i 

Entre mayor sea ).o, mayor ser~ la fracci&n de 1ndivt

duos que se pueden separar de la pob lac 1Ón stn que ésta 

se a12ote. 

2. 3. - SEPARACIC~ 0[ LA <:LASt DE MEMiR El'Al.J. 

[n determinadas poblaciones los individuos más jo

venes son los que tienen mayor valor económico, siendo 

esta ta r~uón por la que habría que separar los indtvt

duo!> de la primera clase de edad para su venta, es 

decir, se e~tablece la stautente cond1c10n 

h. h 

111 h¡ hn o ( 2. 3. 1) 
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con 10 cual la expre!;IÓn { 2. t. 3) !;C strnpl lflca a 

o 1 o que e!> 1 o rn 1 srno ( 1 -h) R 1, donde Res la tasa 

neta de reproduclÓn. 

La fracción de Individuos que !IC separan de Ja prJrnt'ra 

clase de edad está dada por: 

h 1 - 1/R ( 2. 3. 2) 

SIR> t, se obtiene una poJ{tlca de e~plotactón raclo~ 

naf y duradera, lo cual es coti&lruente por que R 

slQnlftca que Ja población es creciente. 

El vector Xo de la dtstrlbuc1ón de las edades despué~ 

de la separación es proporctonal al vector 

Xo 

b, 

b, b l_ 

( 2. 3. 3) 
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3. - RENDIMIENTO OPTIMO DURADERO 

3. 1. - DESCll I PC IUN DEL M<JDELO 

tomo ~e pudo obser·var en el capitulo anterior, exJsten 

muchas polltlca:o;: de e,1¡pfotactón racional duraderas, la5 

cuale5 dependen de Ja screcclÓn de h¡ ~ : 1, 2, ... ,n) 

y que por lo 2eneral 2eneran rendimientos diferente:-;:, 

La Idea principal de esta ~ccctón es determinar de todas 

estas pollticas, aquella que proporcione el rendimiento 

opt lmo. Dicha por/t lca es llamada POLITICA DE SEPARAC ION 

OPTIMA 

DURADERO. 

DUllAOfRA y ou rendimiento, RENDIMIENTO OPTIMO 

Tornando una población creciente determinada por una 

matriz de crcclffllento de Lc:o;:lie, con vector de 

distribución de edade~ en eQUilibrlo <lado por X, donde 

cada entrada X ~ ( ~ : 1 , 2, 3, ... , n ) es e 1 número de 

Individuos que se encuentran en la cla~e de orden l , 

Inmediatamente antes de hacer la separación. 

Una unidad de ltempo rn;l!> tarde, Inmediatamente antes de 

hacer Ja separación, et vector de la dlstrlbuctOn de 

edades de la población est3 dada por LX. 
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Teniendo que la pobtaclÓn esta en equlllbrlo si 

LX - HLX X 

donde las componentes del vector HLX son el número de 

Individuos que se sep .. 1.r-an en cada una de las distintas 

clases de edad. 

Denotando a Y¡ con 1.: t,2,3, ... ,n como el lnQreso 

económtco obtenido por cada Individuo separado de la 

e tase de orden ~ ; al vector Y C Y. 'y,' .. ,' y" Jl 

como el vector rendimiento. f I lnQreso econÓmlco obteni

do de toda la separac10n est3 dado por: Y: <Y,ttLX> 1 don

de Y es llamado rendimiento de la separación una 

polltlca de separactOn es o'ptlma st Y es el máximo 

tnureso econo'm1co de la poblactón correspondiente a la 

separación. 

OBSERVACI°' 

cualquier múltiplo de una soluc1o'n X de LX-HLX ' X, X 

( 1-HJLX ,es nuevamente una sotuctOn, con 10 que el 

rendimiento de la poblactOn puede ser arbitrariamente 

arande si se eli~e un rnUttlplo sumamente ¡rande de dtcha 

solución. Por esta razon se Introduce una re5trlcclon 

tC,X> que normal Ice tal soluclo'n, donde e 
t 

<e' ,f.2,C3, ... ,en) es un vector restricción, U!fUalmente 
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éste es de cara'r.ter ee:oH:)21co o econo"m1co. los s1auten

tes son aluunos eJernpJos de res1rtcc1ones: 

1) Si se decide que el m'.u-:iero total de individuos de la 

población en equ1llbr10 esté dado por N, tornamos 

et : 1 ;r-;, con ~ : 1 , 2, 3, ... , n. Para N : 1 , e 1 rcnd 1 -

miento Y puede ser interpretado coMo el 1nareso obte-

nido por cadd lr1divlduo separado. 

2) SI el promedio de peso de un jndlv1duo de la :-~sima 

clase de edad está dado por Wl , y s1 se decide tener 

en equ1l1br10 el peso total de la población dado por W, 

se toma C'-. : w~ /W, ~: 1 , 2, 3, ••. , n. C:on W : 1 , e 1 

rendimiento Y es interpretado como el 1n2r·eso obten•do 

por unidad de peso de los 1ndtv1duos separados. 

3) SI tornamos e:. , Y:. : 1 , 2. , 3 , ... , n . < (, , X> nos da 

el valor económ1co de la población en equilibrio. [I 

rendimiento Y !iUJeto a la restricción <y,>.;> : 1, es el 

lnare~o econÓ~lco obtenido por cada peso del posible 

increso Inherente en la población en equlltbrto de los 

Individuos no separados; por lo que Y <Y, filX) 

<Y,X) puede ser interpretado coroo la tasa eco-

nomtca de crecimiento de la poblac1dn en equtllbrto. 



4) SI ~e decide sostener econOmJcamente a la pob1ac1on 

entre cada separación, tomando Ct tQUal al coslo lncu-

rrido en cada periodo de ttempo para cada lndlvldUo de 

la i-és1rna clase de edad. r.on <C,X> = 1, el rendi-

mtento '{ puede ~cr Interpretado corno el tnareso obte-

nido por cada peso de costo de crtanza para aumentar ta 

poDlactón. 

SJ SI ta pot>taclÓn es auto ~ suttctcnte, cualquier costo 

de separación puede ser tornado encuenta a través de un 

vector de restr lec to'n C. SI ~e deftne a h' con 

.._: 1,2, ... ,n) corno el costo de separar a un tndtvlduo 
t 

de ra cla~e ~ , y ah fhl,h2, ... ,hn) corno un CO$to 4e 

separactón. Entonces el co~to total de ~cparar es(á dado 

por: 

<h, HLX> < h, ( l- 1 )XJ • <(l ·l)h,X> 

con tLt -l)h, el co!itO por separar es H~,X>. 

St <C,X> : t, el rend1rn1ento Y e~ el lnQre!Oo por cada 

peso del costo de separactOn. 



DEflNICla-<ES 

1 ) Dada una rnatrfz de crecimiento deLesll~ y 

un vector de restr1cc1ón e; una por(tlca de separactOn 

factible H X J es una matr 12 d laaona 1 H de 

separación y un vector de la dlstrlbuclOn de la pobla~ 

clÓn en equtJtbrlo dado por X ~ o ( todas sus entra-

das son mayores o tQuaJes a cero), satisfaciendo: 

a) LX • HU( ' X 

b) <C, X> ' 1 

11 Una pollttca de separación de dos clases de 

edad es ur1a potlttca de separacl¿n factible l H, X 

donde tas entradas de la matriz dtaQonal H estan dadas 

por: 
, 

j o s I 1 J 

h: si 

l s 1 J 

con 1 1 ( J n• I y o < e ~ i 

Se puede observar que una pollttca de separación de dos 

clases de edad, consiste en separar una fracción de 



Individuos de la 1-éslma clase de edad Y todos los 

Individuos de la clase de orden J. 

3 . 2, - PROllL O'A f UNDM\tNTAL 

Oada una matriz de crectmtento L, un vector de 

restricciones 1 económicas o ecolOalcas) e y un vector 

de rendimiento Y, encontrar una pol(tlca de separactdn 

factible la cual maximice el rendimiento -Y
sobre todas las poi ít teas de separac Ión 

l H , X ¡, 

<Y, HLX>, 

factibles 

El resultado stantf lcattvo de esta secctón es, que una 

poi Íttca de separactón óptima la cual maximiza el rendl

mlcnto Y = 'Y, ttLX>, se encuentra entre las po 1 Ct leas de 

separación de dos clases de edad. 

A cont tnuac tón se demostrará et resu 1 ta do anter lor y se 

elaborar.in condtctones para el vector restricción e 

para aarantlzar que el problema está bien definido. 

Veamos primero dos casos particulares correspondientes a 

las potltlcas de separación de dos clases de edad. 



1) SI 9 : t, toda la 1-ésuna ciase de e<.tad es separada, 

por lo que los tndlvtduo& no sobre\.•tven a la J-e·~Jma 

cla~e de edad. fsta ~ería una polltica de ~epar~c10n de 

una clase de edad, pero es conveniente conslderarJa como 

un ca!Oo oeaenerado de una polÍtlca de separ.aciOn de dos 

clas-es de edad. 

2) St J : n+t, eto Interpretado corno la ausencia de 

separac10n de una seeunda cla5e de edad, ésta tarnblén 

es una polltlca de separación de una cJase de edad, en 

ta cual unlcarnente la fraccJOn de la cla$e de edad 

es separada; éste ser3 consl~erado también corno un 

caso ae12:cnerado de ut1a pol(tlca de 5eparactó11 de dos 

ctase5 de edaa. 

Conslderanao la condlctón LX # HLX 

de ~eparaclÓn facttbJe 

LX - 11LX ( 1-HJ LX 

X, <le una poi it lea 

( 3. 2.;) 

y tornando ( 1·h\). ta ecuación antertor puede ser 

eser 1 ta corno: 



46 

( 3. 2. 2) 

Un lJ n-1 X f'-1 X" 

Resolviendo recursivamente lao; Últimas { n- 1) ecua-

e 1 ones, tenernos: 

( 3. 2. 3) 

Sustituyendo estas ecuacaones en la primera de ( 3.2.2) y 

dividiendo todo pflr "·, nos queda 

a. u.+ a1b· u.. u~• ..• •ar.b. 11 ..... ll11.µ.,U1 ••• j.l .. ( 3. 2. 4) 

sust 1 tuyendo <C,)O 1, 

y despejando x,, obtenernos : 

x. ( 3. 2. 5) 



Ahora se verá al re11dlmlento Y= cY,HLX> ': cY,LX-X> 

<Y, ( L- 1 )X> C(L ·l)Y,X>, donde las componentes del 

Yector ( Lt - 1 )Y, es tan dada!: por: 

d; : Y. a, + Y;t-1 b; - Y;, ; 1,2,3, .. .,n ( 3. 2. 6) 

donde Y.,., bn : O; con lo que el rendimiento Y 

puede ser escrito corno : 

y d.X. t d,X~ t ••• t d,,X., ( 3. 2. 7 ¡ 

sustltutendo x.,x,,x 1, ... ,Xf1 de las ecuaciones (3.2.5) 

y (3.2.3) respectivamente, obtenemo~ la stQulentc ecua

cJÓn denotada por e 3. 2.5). 

y, 
e' t e~ b. u. l t e! b' b; µ. / u 1 t ••• t {;., b' b :_ .•. b n.' µ.'u ?i ••• µ n 

C>efJnlcndo a 

a; 

8i. C¡ b, b~ •.. b~. 1 

1,2,3, .. .,n ( 3. 2 .9 ) 



.JS 

suslltuyenoo ( 3.2. q J en ( 3.2.3 J y rnult lpllcando y dlvl-

diendo todo por u,. tenemos 

a, u. • 0.1.U• U1 • .•• t a'I'\µ., u, ... un 
( 3. 2. 10) 

S f tomamos 

U1 llt .. , Un .. : 1, 2. 1 3, .•. , n ( 3. 2. 11) 

1 "· '~' ' 
'E;. r ) ~ 

<) (a, , O;, , a,.)~ ( 3. 2. 1 ~) 

( ~. '~'' 

fl rendimiento y puede ser c5cr1to corno: 

(Q' E;,) 

y ( 3. 2. 13) 

Para rna"irnizar el rendimiento y , hay que determinar 

Jos valores de ~ , 

A partir de este momento vamos a aencrar resultados 

siantftcat1vos que detcrrn1n.1ran que la po1it1ca de sepa-

rac:tón Ópttma se encuentra entre las de dos clases de 

edad. 



Las demostracfone~ de alRunos resultados aparecen en el 

apCndfce por ser tan extcnzas. La razón por la de no 

an6tar Ja dernostracJÓn en e~ta secctOn. e5 para no 

perder la Idea principar del resultado. 

De la ecuación (3.2.4), se ttenc que los valores de u·11 

i.: t,2,3,. .. ,n 

con Junto 

e5tán determinados por el s12utente 

(a,µ,1 a 1 b,u,,µ,• ... + 

+ a,..b, . , . b,.., µ, Un) : 1 

SI se toma Y; : a, b, l.IJ con i.: t , 2, 3, , , . , n 

y ( '(, ' y~ ' . ( 3. 2. t 4) 

Los valore!.> de quedan determinados por eJ conjunto 

1 '1 o t 1 
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PRClP!l5 1 C 1 !M 3 . e, 1 

" (1 conJtm1o s es un poi lt"dro conve~o en R . 

(La tJ~rnostrac1t<11 !;e encuentra en el apéndice} 

Para el ca~o n : 2 

. 
\ 

J __ ' -·--· -------------· 
1 

l'l•L l ll•Pf> r-<(> (:(MV[X{• 

" ( lln 1·onJunto tk vt~c.tort~~ en R es co11veJ11J, -:.1 par,, 

w. w, tlt• I COll Jllllf 1), ~ I 

\{·(tnr w 

1 O, ( •Hi 0 < P < 1 ), 
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Geornetrlcamer1te W : pW, t ( 1-p)W,., en f<
1

, es el vector 

que se encuentra sobre el seizrnento de recta que une los 

extrernos de los vectores w. y w •. Por 10 QUe el conJun-

to convexo es a que 1 en e 1 que e 1 se amen to de recta que 

une a cuatesqutera dos puntos del conjunto, pertenece 

tarnbten al conjunto. 

w : w; + p( w' -w l ) 

Definamos 

( 3. 2. 15) 

{

es el nUrnero esperado de hijos que tiene un 1nd1v1-
f ¡ 

duo que sobrevive hasta la clase de orden l. 



sz 

Dos particulares clases de edad serán escoQldas. fl 

reemplazar Ja clase de edad r cuando el número de 

hijos esperados de un tndlVlduo es primero mayor o IRUal 

a uno; y la sobrante clase de edad s, cuando el número 

acumulado esperado de hijos, primero excede a uno. En 

otras palabra~ 

en situaciones más realfstas, r : s. fsto nos dice que 

hay una 

[5 ) 1. 

para la cual se tiene que l::i-1 

PRC>POS IC ICf'< 3. 2. 2 

Ses no vacio sr y s~lo 51 Cn 1. 

y 

fl caso fn : t no será consttJerado, ya que s1 se 

cumple, el conjunto s tiene un1camcnte un punto corres

pondiente a una matriz de scparac10n cero, puesto que 

En : t : a1 t aJ.b1 t a 3b, b; • . . . • at,h, h; .•. h1'·• es 

la llamada t.1sa de reproducc1on que se vio en la sección 

anterior. 
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Recordemos que una poblacion es de crectrnlento nulo st Y 

sólo si su tasa neta de reproduce ion es l12ua1 a ta 

unidad, por lo que sólo consideraremos el caso l~portan~ 

te que es cuando el nUmero esperado de htjos nacidos de 

un Individuo durante su periodo de vida, es mayor a la 

unidad. 

OernostractOn 

:>) Sea 5 no vaclo 

entonces e.11.istc E;. E S tal que 

o ~ E;.f\ ! f.""' E;.' ~ 1 y (y 1 f.) 

" <y 1 f.) y, f.1 . y~ f..1 . . Yn f. o y, . y, . . Yn En 

por lo tanto En ! 1 

<') Sea En ' 1 

" 1 /[ n ' o 

,, 
' ( 1/[n 1 1/[('I, , ! /En) 5, ya que 

o ~ 1 /[n f,n !/En (.f\~I l /En ... 

y corno 



<Y .E.> 
y, 

En 

y. 
t ••• t 

En 
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Yn En 

[r 

por lo que 5 es no vacio, ~a que por lo menos tiene al 

vector (, . 

Arlaltcernos ahora qué condiciones se deben cumplir para 

que (fl,r.> este b•en definido. 

<f3, E.> debe ser mayor que cero, puesto que 

Sea 

B¡ e. • e... • a~ • . . 
t;, t CJ.b1 t C-3h,b, t 

• ¡;: 

1 (;¡_ l>• b l. ••• b ~-1 

~= ,,2,3,. .. ,n 

Veamos una postble 1nterpretacton de u¿. 

St e~ es def tnldo como el costo de mantener ur1 lndlvl· 

duo durar1te la ~-&stma clase de edad, entonces o~ 

puede ser Interpretado como et costo esperado por criar 

a un individuo desde que nació hasta cuando e~tuvo en la 

clase de orden l. 



SS 

PROPOSICl«-1 3.2.3 

S 1 fo > 1 Y o 

o 

entonces <fJ.r.> > O. 

Oernostrac IÓn 

tenernos qoe para cualqulr € S 

61 r,, • ( 6.i ·D1) f,J t 

Ahora corno B t ) O para ~ : r, r • 1, . . . , n. Entonces 

at~uno de tos sl2ulentes factores 

, ( f. 1"1-• - ~ "), E,n 

debe ser mayor que cero. 

Suponaarnos ~1e son iUtJales a cero, entonces 

o 

en t. onces 
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• , t y.,.., E,.. - • Y, t y .t t 

t • • • t y ... , f " - ' ( 1 

lo cual contradice el hecho de que (Y1E.> 1. 

Entonces aleun ( ~i. - f.¡ .... ) para , n-1 

o En es mayor que cero. Y como Bt > O para 

l: r,r•1 1 ••• ,n , entonces <S.t> > O. 

DespuCs de haber ana1t1ado cuando <8.t> >O y vtsto 

que S es no vacto , podemos enunctar el sieulente. 

TECJREM<\ 3. 2. 4 

s1 ~ es no vac10 <IJ,(.> ; o para todo f. E S , 

entonces 1a,t>/<S,~> alLanza su v~lor m~.11;lmo en un 

vértice de S . 

( E es un ve'rt Ice de si no se puede repre!>entar 

como comblnaclOn conve.-a de cualesquiera dos puntos 
( 1) ( 2) 

~ de s ) 
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OemostraclOn 

Tenernos que ~ (.} : ca,(> / <fl,t> es continua en el 

poHedro convexo s, entonces Yt E;) alcanza su valor 

máxtmo ~ en un punto n E s. 

Definamos la functón lfneal 

L( i; J ' <a, i; > • rn < ~, i; > • 

Es lineal por que 

L( A i;) ca,>.(> - m <fl, >.t;> : >. ca, t;> - m>. <fl, (.> 

>. ( ca,(.> - rn <fl, E;> ' A L( i;) 

L( t 1 t (. ~) <a,(., t(..l > - m Cfl, (., t(. J > 

ca,(.,> t ca,(. .z> - m <$, (., > 

<a, E;.> 

LC i;, J • L( i;,) 

m <fl,(. :> 

rn <13, €. .1.> 

Donde L( i; ¡ ! o V ¡; E s , ya que s 1 L( i; J > o 

V(. ES, entonces ca,(.> <El,(.> > rn Jo cual es una 

contradtcctón, ya que ~ es el rnáx.tmo valor que alcanza 

Y ( i;) en e 1 punto n E S. 
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Ast mismo L( E.) alcanza su valor máximo en un ve.rtlce 

t E S 

(Sean E,, 1 E.1 • E,p los puntos vértice de s 

s e 1 punto en e 1 cua 1 L( E,) alcanza su valor 

rná;ii.: lmo representado por V , es decir U C l(E.) 

para toda E, E s. 

t) si es vértice, entonces ya acabarnos. 

2) si no es vertlce, entonces se puede 

rcpre~entar como combtnaclOn lineal de los puntos 

vert Ice r:. 1 f, 1 • • • • Cr ' esto es 

t : :¿ o¡ f\ con a¡ ?. o y ¿ a~ 

l~neal, entonces'. 

t , y como L( E.) es 

l ( ~ ) L( ;¡; o, i;, 1 a,L{t.--:1 + a.._L(E.-;,) + ••• • Opl{(p) 

donde v es el valor rnáxtrno de lt E,) para toda ~ t S. 

Sea L{ ""') con 1 ! m ' I' el valor rnáx amo de L( f.~) 

l: 1. 2. I' entonces 

L( t ) ! a, L( t:m) ' " L( F.ml 1 ... ' C'v L{ E."') ' L( F...,) 

pero ten (amos que l( t ) Ll f.) para toda f. E s. 

V 

y 



entonces L( ) : L (E.'") : v, y por lo tanto 

alcanza su valor rna-.trno en un vértice t E s. ) 

Corno l{ ~) :! o para toda 

y LC n) ta,n> - m <fl ,n> 

E 5, entonces l( t 

<o,n> - Yen) <f3,n> 

ca,n> { <a,n> / <f3,rn) q:i,n> : o. 

L( U 

o 

por ro tanto Li n) ' L( Y YI ¡ ) ' rn , por ser 

continua; con lo cual y alcanza su valor rná.11:.imo en un 

vért Ice de S. 

El slQulente resultado identifica los verttces de S . 

PROPOS 1 C 1 {~ 3. 2. 5 

SI En > 1 , los vértices d~ S !OOO precl:!;amcnte 

tos puntos de la forma 

1. 2, . " 1 1- 1 

1, 1. 1 .... ,J-1 ( 3. 2. 11) 

o J,J• 1, .•• ,n 

donde s ' J n+ I y 

(DernostraciOn en el apeñdlce) 
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TECllfM4 3.~. 

los vértices de S corresponden a una politlca de 

separactón de dos cla~es de edad, con separactón en las 

e fases Y J , donde 1 ~ 1 ! s < J ~ o~t la 

prtrnera fracctón cte separactOn est3 dada por·. 

( 3. 2. 18) 

Oemostractón 

Tenemos que un punto de S es vCrt ice si 

j 
1 1. 2, 1·1 

E;¡ p 1, ft!, J· 1 

o J,Jd' n 

donde o ( J n" y \ f 1·1 

p ' 1-e 
EJ·t E,., 

con ~:. U, ~t • · • Ui. y u; t • ht. 

Por· lo que t.~:': ( t-h, )( !·h.¡I 

para ". ; h ,_, : o 



¿,¡ 

t:.~ : 1-0: e 1- htl< 1- h1~t) ••• < 1- hJ-\) se curnple 

para h1 : 9 y ' o 

O ' ( 1 • h J )( 1 • h J" l . . • ( 1 • h n) se curnp 1 e 

para hJ : 1 y h..lt 1 : h J~:. : • . • : hn : O . 

(:on 1 o cua 1 t eneftlo s que · 

J 
o s 1 i t 1 ' J 

h.: s 1 ( 3. 2. 1 ~) 

l s 1 J 

con 1 s 1 < J n+1 y o ( o ~ 1 

la cual correspond~ a una polfttca de separación de dos 

clases de edad, en la cual se separa la fraccíÓn 

y todos los individuos 1le la clase J. 

fnelobando todo to anterior, tenernos el siguiente 

JE(ll<f.W. 3. 3. 7 

SI fo > 1 Y <B, ~> > O V S 1 el problema 

esta bten definido y una política de separactón o'pthna, 

es una pot/tlca de separaciOn de dos clases de edad, con 



separac•Ón de las clases de edad de orden 

con 

y 
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J, 

( t S f ~ J s ntt) donde la primera fracción de separa~ 

e iÓn está dada por : 

fl f.eorema anterior nos dtce que una potítsca de reco .. 

lecctOn Ópttma y duradera es una polltfca de separación 

de dos clases de edad, en donde se separa fa fraccton 

de la clase de edad mas Joven y todos tos tndividuos de 

Ja clase <te rnayor edad que se el1nto. 

Ahora sóto nos: falta por <1etPrfi\1t1ar el rendlriiento y 

el nÚfTlero de itHJtv1tJuos que se van a separar de las 

clase~ 1 y J y cual e& el vector de la dt~tr•bucton de 

la poblacsón en equ1l1llr10. 

PROPVSICl{\"I 3. 2. 6 

s• se espectttca una restr,cctón (C,X1 

miento y estil dado por 

1 , el rendt .. 
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( 3. 2. 20) 

(De~ostrac•On en el apéndice) 

PROPOSILION 3.2.9 

f.I véctor de 1a distribuctón de la poblac1o'n en 

equtlibrto esta dado por 

X 11101 e,_, 1•!1-e¡e,., 1 

( DemostraclOn en el apéndice) 

1 
b, 

b, b.1, 

b1 b:. .•. bt·J 
b. bJ_ •.. b¡ _, { , - 9) 

b, b..( ... bJ-t < 1 -e> 
o 

o 

( 3. 2. 21) 



PRVFC>S 1 t 1 CN 3. 2. 10 

El núrnero de lndtvtduos separados de las clases de 

edad y J estan dadas respectivamente por 

( ti LX), 

( HLX l, 
( t-O)b, b~ ... bJ-• 

00x •1 t ( 1 ·0 )D,a-1 

(Demostrac10n en el apéndtc~J 
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4. • APlll:A(; l«-1 

4. 1. • ALUURITMO 

Después de haber ana•izado y con~lutdo que et rend•mten~ 

to Ópttrno y duradero de una poblactón ant~al creciente, 

se encuentra en uria políttca de separactrin aedos cfases 

de edad. fl proccdtmtento para deterffifnar el rendtmtento 

óp11rno duradero e~ et s•Rutente: 

t) proporcionar los datos o,ª'· bi, e:; y Y,:, dotide 

n fs et número de cta~e~ de edad en que C$ta 

dividida la población. 

a~ fs el m.irnero protnedto de tndividuos que tiene un 

lndtvlduo durante el tteropo que per~anece en fa 

clase de orden ~ . 

b~ [ta la probab• f tdad de que uri indt\'fduo de la 

clase de orderl 

de orden t t 1. 

~o~rev1va y pase a la clase de 

CL fs ta restrtcctOn econó~t~a o ecolóaaca corres~ 

poncliente a la ctase de orden 1.. 

~ fs et rendtmsento econ5mtco por cada •ndavtduo 

que pertenece a la i-ésama ~•ase de edad. 
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2) Determinar si la población es creciente, es decir, 

checar si fn > 1, donde f: es el nümero esperado de 

tndivtdUOS nactdos de uno que sobrevive hasta la 

l-éslma clase de edad. St (n < 1 LA POIJLAC lllN NO ES 

CREC 1 ENTE, POR LO CllAL HC> SE Pl1[ llEN StPARAR INO IV IOU(lS. 

Si la poblaciOn es cree tente, determinar la clase de 

orden para la cua 1 E ~-, S 1 y f ~ > L 

3) Comparar los rendimientos económicos '<ct,.i) ( rendl-

miento econOm1co que or;e obtiene al separar una cierta 

fracct¿n de 1ndlv1duos de la cl~ise de orden l y todos 

los miembros de la )-éstrna clase de edad) donde 

s < J ( n+1 ¡ para determtnar cual es el 

máximo de esto!;. 

4) determinar et porcentaJe de tnd1víduos que se separan 

de la clase de orden t , ast como el número al cual 

corresponde dicho porcen1aje. 

5) Deterrnt11ar el 11Úrnero de t11dtvlduos que se separan de 

la clase de orden J . 
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óJ finalmente determinar el vector de ta dlstrlbuc10n de 

la población en equlllbrlo. 

A continuación aparece el pro~rama que realiza los 

pasos anteriores. 
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c 
C ~.2.- PROGRAMA QUE DETERMINA EL RENL>IMIENTD MAXIMD L>E 
C DE UNA POBLACION CON ESTRUCTURA DE EDADES. 

e ******************************************************** 
c 
C VARIABLES 
e 

e 
e 
c 
e 
c 
c 
e 
c 
c 
c 
e 
e 
c 
e 
c 

e 

INTEGER.it4 I,N,1,,5,P,AAl,AA:' 
OOUBLE PRECISION A( 1(11)), B < 101) ,C < 10(1) •Y 11(10) ,E< 1(11>.81<101} 
DOUBLE F'RECISION 02(100>,Y2(20,21J,Y3C20,21),HLX1<50),HLX2<50) 
DOUBLE PRECISION X(100l,HLX3<50>,HLX4CSO>,HLX5(5úl,W 
DOUBLE F'RECISION AA, H C5(1), HLX C50) , Yt C:::O, 21 >,FACTOR. FACTOR1 

DEFINICIONES 

N ES EL NUMERO DE CLASES DE EDADES EN QUE ESTA 
DIVIDIDA LA POBLACION. 

A< ll ES EL NUMERO DE 1ND1 V IDUOS NACIDOS DE UN 
INDIVIDUO DURANTE EL TIEMPO QUE PERMANECE 
EN LA CLASE DE ORDEN l. 

1 = !, 2, •.• ,N 

Blll ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN INDIVIDUO DE LA 
CLASE DE ORDEN !, SOBREVIVA Y PASE A LA CLASE 
DE ORDEN ! l+I l. 
O< B<I> <= 1 I-= 1,::, ... ,N-1 
B!Ol=I 
B2<0>=B<OI 
B<Nl=O 

e C! l) ES LA RESTRICCiml !ECDIJOMICA o ECOLOGICAl 
C CORRESPONDIENTE A LA CLASE DE ORDEN I. 
C C<I> >e O I = 1,2, •.• ,N 
c 
C Y< 1 l ES EL RENDIMIENTO ECONDMICO POR CADA INDIVl-
C DUO QUE PERTENECE A LA CLASE DE ORDEN 1. 
C Y< I l )= O I = 1, 2, . . • , M 

YCN+l)=O 
c 
C Bl<I> = CC1l+CC2lBC1)+CC3lBC2lBCU+ ••• +C<IlB<I-U ••• B(l). 

Bl CO>=O 
c 
C E!ll ES EL NUMERO ESPERADO DE INDIVIDUOS NACIDOS DE 
C UNO QUE SOBREV 1 VE HASTA LA ! -ES 1 MA CLASE DE EDAD. 
c 
C E<I> = All)+A<2)0<1>+Al:.)B(:!)B(l>+ ..• +A<N>BHJ-1> ... B<U. 

E<O>=O 
E< 1 l =A< ll 

c 



e 
e 
e 
e 
e 
e 
c 
c 
c 
c 
e 
c 
e 
e 
c 
e 
c 
c 
c 
e 
e 
e 
c 

c 
c 
c 
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YI C 1, J) ES EL RENOIMENTD ECONOMICO OBTENIDO AL SEPARAR 
UNA CIERTA FRACCION DE INDIVIDUOS DE LA CLASE 
DE ORDEN 1 Y TODOS LOS DE LA J-ESIMA CLASE. 

E C J-1 l Y<!> E« I - 1 ) ... 8 C 1 ) + C 1 -E C 1- !) J Y C J) B C J-1 l ••• B C !) 

Y<I,J>=---------------------------------------------------
CECJ-1)-IJIJl <l-l l + [l-ECl-!)JBICJ-1) 

PARA 1 <= I <= S < J <= N+l. 

H<I) ES EL PORCENTAJE DE INDIVIDUOS QUE SE SEPARAN 
DE LA CLASE DE ORDEN I. 

HCI> CECJ-ll-ll / [ECJ-1) - ECl-ll J. 

HLXC!l ES EL NUMERO DE INDIVIDUOS QUE SE SEPARAN 
DE LA CLASE DE ORDEN l. 

He 1lBe1-1lBC1 -2 > .•• Be 1 > 
HLXC!) = -----------------------------

H<I>Bt CI-ll + [ 1-H<l>JBl (J-1) 

DISPLAY"DEF!NICIONES " 
DISPLAY" " 
DISPLAY"AC!) 
DISPLAY" 
DISPLAY" 
DISPLAY" " 
DISPLAY"E<Cl) 
DISPLAY" 
DISPLAY" 
DISPLAY" " 
DISPLAY"C C I l 
DISPLAY" 
DISPLAY" 
DISPLAY" 
DISPLAY"Y C 1) 
DISPLAY" 
DISPLAY" 
DISPLAY" " 

ES EL NUMERO PROMEDIO DE HIJOS QUE TIENE UN" 
INDIVIDUO DURANTE EL TIEMF'O QUE PERMANECE EN " 
LA CLASE DE ORDEN l. ACI) MAYOR O IGUAL A CERO" 

ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN INDIVIDUO DE LA" 
CLASE DE ORDEN l. SOBí<EV !VA Y PASE A LA CLASE" 
DE ORDEtJ (1+1). O<= B<Il <= 1; I e 1,2, ,N-1" 

ES LA RESTRICCION CECONOMICA O ECOLOGICA> 
CORRESPONDIENTE A LA CLASE DE ORDEN!." 
CCI) MAYOR O IGUAL A CERO." 

ES EL RENDIMIENTO ECONOMICO POR CADA INOIVI-" 
DUO QUE PERTENECE A LA CLASE DE ORDEN!." 
YCI) MAYOR O IGUAL A CERO." 

D A T O S 

DISPLAY "PROPORCIONAR EL NUMERO DE CLASES DE EDADES EN OUE " 
DISF'LAY "ESTA DIVIDIDA LA POBLACION Y PRESIONAR <RETURNl" 
ACCEF'T N 
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WRITE (3(1, tOO>N 
100 FORNAT(7Y.,"F'08LACIOM DlVlDJDA EN ".17. "CLASES DE EIJAUES",/}} 

WRITE <~ú,11)1) 

11)1 FORHAT<7X, "A<Il ES EL NUMEf-..L) PR0/1FD10 0€ HIJOS QUE TIENE UN" 
+, l, 12X, "INDIVIDUO ouri:mnE Et TIEMPO QUE fCRMANECE ErJ " 
+./,l2X,"LA CLASE DE ORUOJ !."./) 

WF.'ITE t;:!.(). 102J 
1(1~ FORMAT<7X."B<IJ ES u:, F'FOl'./fU.dl lDt'\l) DE ClUE un trHJIVlDUO DE U\" 

+. I, 12X, "CLASE DE OkDEll r sot~F>"EVIVA '{ F'ASE ¡~ LA CLA5C " 
+,1,1::X,"DE OkDErJ (!+tl.",!) 

WRITE <~·0.10:') 

10:: FOhHAT<7X,"C(ll ES LA F\'CSThtCC10N 1ECO/'JDM1Cf.\ O CCOLOOfCA)--'' 
+,/,12X,"CORRESPONlllL!1TE t~ LA CLASE DE ORDEN I.",.1 ) 

WRlTE {30, 11)4) 
tú4 FORMAT(7X,"J'(~) ES EL FtENDlM[ENlO ECONOMICO POR CADA INOIVI-" 

+, I. 12X. "DUO QUE t·..:t.:TENECE A L?, DE: LA CLASE DE ORDEN I. ". I !) 
WRITE CJO, l lOl 

110 FOf\MAT (7X' ''LOS cur-i! i::-s EC.:.TArl Dl'iDUS r...:ESF'ECT l \'AMt::tJTE r·oR: ., • / 
+, I. 1 óX, "ti t 1 l ", 9X ~ "b ( J)", e;;.;, "C ( l > ". 9 X, "Y< I > ") 

O!Sf·LAY" " 
DISPLAY''PRQPORCIONMR AC!J ,e!I>.C<I> Y Y<I>, RE~f·ECTIVAMENTE'' 

OISPLAY"SEPARADOS F'OF; COMHS Y FRESIUNAR tRETURN 1. '' 
OISF·LAY" " 
DO 1 1=1,N 
DISPLAY "F·ARA l =", l 
ACCEPT A C l >, B C l > , C C l 1 , 'é C l > 
E ( l)"" 1':! < 1> 
BCO)::::l 
B2<ül=8<ü> 
B1<1J=: C(l) 
WR I TE (:::o. :O(f) A 1. I l , B 1 l l , C ( I l , Y t I) • 1 

200 FORMAT(/,Fl=.~.:x.F1:.3.:X.F1~.J.~X.F1:.~,:x,•·; PARA l='',13,) 
rF <A<I,.LT.1))GOTO ~.-i 

IF (ff(J).Lf.O.Of.'.f~(Jl.Gr.t)fil11ll f,cJ 

IF <C!l>.LT.0!G0l0 ~0 
IF (Y(ll .LT.O>GOTO 6<) 
CDNTINUE 
IFIBCtJJ.NE.O> GDTO 60 
WRITE<::1:t,::üO> 

~(H) FORMAT (7X, "E<I> ES !'::L NUMERO f'Sf"Eí-:ADO DE INDtVlDUOS NACIDOS DE" 
+-,1, 12X, "UNO QUE SOBREVI\1E HIVHA LA I-ESIMA CLASE DE EDAD",/) 

WRITE <30. 5(1(lJ E< 1) 
5(1(> FORMAT (7X, ''Et ¡ 1:::-",Fl:::".:., /) 

IF (E< l). GT. 1 l S::: 1 
DO:: J·,=:.N 
>><CtOk=l 
DO 7 I:=! ,I 
FACTOH = FACTOR"' tH l -1) 

_, CONTINUE 



81 (l.J = C ti l • FAClOf~ + Dl (1 -1) 

EOl ""° t~O) • FACTOí·: + Elt-1) 
IF <E<L.1 .GE.1.Atlú.E0'-1},LT.1) S=I 
l.Jí.:lTE ("?.(1.6(1011 ,EO l 

bl)c_1 FOF.:MAT C7X. "El'', J:., "! =",Ft.:. 3, I l 
2 conTHJUE 

IF CECN>.LE.1> GOTO 50 
F' = S• !N-S+t) 
WRlTE !?.(I, 7(.1(1> S.F' 

700 FOhl1AT ( 1, 7X, "CU'.\SE DE EDADES F·F1HA U' CUAL E ( l) ES POR F'F'-'IMERA" 
+,/,7X,"VEZ MAYOR QUE LA UNIDA :",IJ,/,/ 
+,/,7X,"NUMEF:O DE COMFARACIONES QUE SE HACEN PAFJ'\" 
+,l,i'X,"DCTEF.'MIW'.f; EL RErlDIMIENlO MAX:IMO :",1.:.,1,/l 

AA=O 
WRITE <::(l,890> 

8Q(l Formrn C7X. "Yl ( 11 J) ES EL Fi.ENlJIMENTO ECOt~OMICO OBTENJ 00" 
+,l,15X,"AL SEF'ARHR UNA CIERTA FRACCION DE INDIVTDUOS" 
+,/,15X,"OE LA CLASC I 'f TODOS LOS DE Ltl ~T-ESIMA CLASE'',/) 

DO 6 1=1,S 
DO 7 J=S+ 1 , tH l 
Y: < I , J > = < <E ~ J- l l - 1 l •Y l 1 > • 8~ { l - ! l + < 1 -f: 1 l - 1 l l ~ "f \ J > * 8'.: < J- 1 J > 
Y3 C I, J 1 = < (E U-1 J -1 1 .¡o.fH < I -1 l + < 1-E i I -1 l ) • Ell ( J-1) } 
Yl (l,_Tl=Y::c l. Jl/Y::<I,J) 
WR l TE \:.o, 9(u)) 1 , J, 'l 1 í I , J J 

90(1 FOF--MAT i 7 X , "Y 1 ( " , l :. 1 ", " , I:::, " ) =" , F l ::'.. : .• > 
l F < r,A. GE='. Y l < ! , J) > GOTO 1 7 
AA::-:Y ! {:. J) 
AAl"'l 
AA'.:"J 

17 COt.JTINUE 
7 CONTINUE 
6 CONf!NUE 

WR1 TE c:-1.1, 9(q) AAl, AA.:, At'< 
9(11 FORMAT (7X,"RENDIMIENTO Mí'l\'IMO: Y1<".I3,"," 1 I3,")=" 

+,Fl.:. ::. /) 
H (AAI) =(E CAA.2-1 )-1) I <E <AA:'.-1 J-E CAA1-1)) 
HLX3CAA1l=CH<AA1>•82CAA1-l)l 
HL X 4 e AA 1 ) = < H <AA 1 ) * B 1 ( At'i 1 - 1 1 + < t -H C AA 1 > > • fq C At'\2-1 > l 
HLX(AAll=HLX3<AA1l/HLX4<AAll 
Z=H<AAl J •l(tc) 
WRITE!~0.9c):JAA1,Z 

90~ FOF:M~'f(7X 1 "PORCENTAJE QUE SE SE.f·1-if .. :H üE LA CLr1SE". 13, ";" 
+,Ft:.~.:X,''POR CIENTO'',/) 

WRITE c~n. 9(t3) AAt, Hl f. (AH!) 
9(1:. f:ORMtiT(7X,"HJUIVIDIJOS QUE SE SEF'r.RrH·J DE 1 (l C:LASE".1:. 1 ":",Ft::.3,/ 

H<AA1l=CE(AA=-ll-l)/(E(AA:-1)-E(AA1-1Jl 
HLX 1 ( P.A2J = ( 1-H ({~{\ l l l •8:' ( AA:-1 ) 
HLX5HiA:2J =HLX 1 (All~) /HLX4 <AA1) 
WR 1 TE ( :;1) 1 "104 >AA~, HL X5 < AA2) 

904 FORHATC7X,"It~DJVIDUOS QUE. SE ~.5EPAr..¡AN DE LA CLASE",I'! .• ":".Ft'.2.3,/ 



WRITE<30,905> 
'10:5 FORMAT (7X, "VECTOR DE LA PDBLACION EN EQUILIBRIO", /l 

W=<H<AAll•Bl CAAt-1>+(1-H<AAll l<Bl CAA2-1)) 
JF <AA!. EO. 1> GDTO 20 
DO 8 Ji::l, <AAt-1> 
X< 1) =82 Cl-1> /W 
WRITE<30,906>I,X<I> 

906 FORMAT<12X,''X<'',I3,'')=",F12.3,/) 
8 CONT!NUE 
20 DO 9 I=AAl, <AA2-1) 

XCl)sC(l-HCAAl>l<B2Cl-1>)/W 
WRITE<30 1 907)1,X<I> 

907 FORMAT<12X,''X<'',I3,'')='',Fl2.3,I> 
9 CONTINUE 

IF CAA2.GT.Nl GOTO 40 
DO 10 I=AA2,N 
X<I>=O 
WRITE<30 1 908)l,X<I> 

908 FORMAT<12X 1 ''XC'',I3,'')='',F12.3 1 /> 
10 CONTINUE 

STOP 
:50 WRITE<30,l000l 
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1000 FORNATC7X,"LA POBLACION NO ES CRECIENTE, POR LO QUE NO" 
+,/,7X,"SE PUEDEN SEPARAR INDIVIOUOS"J 

DISPLAY"LA POBLAC!DN NO ES CRECIENTE,POR LO QUE NO" 
DISPLAY"SE PUEDEN SEPARAR INDIVIDUOS." 
STOP 

60 DISPLAY"DATDS MAL PROPORCIONADOS; " 
DISPLAY" 
DISPLAY" A(!) DEBE SER MAYOR O IGUAL QUE CERO." 
DISPLAY" 
DISPLAY" O < B<l> <= 1 PARA I = 1,2, •••• N-1." 
DISPLAY" 
DISPLAY" CC!l DEBE SER MAYOR O IGUAL A CERO." 
DISPLAY" 
DISPLAY" Y<!> DEBE SER MAYOR O IGUAL A CERO." 
DISPLAY" " 
DISPLAY" B<N> DEBE SER IGUAL A CERO POR DEFINC!ON." 
WRITEC30,999> 

999 FORMAT (1, 7X, "DATOS MAL PROPORCIONADOS; " 
+,11," ACI) DEBE SER MAYOR O IGUAL QUE CERO." 
+,ll, 11 O< BCI> <= 1 PARA I = 1,2, •.• ,N-1." 
+,11," CCll DEBE SER MAYOR O IGUAL A CERO." 
+ 0 11," Y<ll DEBE SER MAYOR O IGUAL A CERO." 
+, 11," B CN> DEBE SER IGUAL A CERO POR DEFINCION. "l 

40 STOF· 
END 



7 3 
4.3.- EJEMPLO 

(G. cauahleY, Parameter~ for SeasonaflY BreedlnQ Popu~ 

latlons, fcolORY \"oJ. 48, t967. paa. 834·839. ). 

Para una determinada especie de ovejas domésticas de 

Noeva Zelanda, con periodo de crec1mJento de un ~ño, 

edad má~lrna de vida de 12 años y Ja slQutente 

de crecimiento . 

matriz 

• 000 .045 .391 .472 .484 ,S•Hi .543 .502 .•169 .459 .433 .4.21 

,045 o o o 
o • 975 o o 

o .965 o o 
.950 o 

• 926 o 
L = o . 895 o 

o . aso o 
• 78G o 

o • 691 o o 
o o o • 5(¡ 1 

o o • 370 

el valor económico de cada Individuo es IQUal a fa 

unidad y ~e <Jer.lae rnan1~ner en equlllbrlo duna pobla

cldn de 1000 at11rna1~~: e~ decir 

Y¡ para 1 1 2' " • • 1 2 

e\ . 00 1 par a ~ : 1 , 2 , • . . , 1 2 

Vht~ner el rendimiento dpttmo duradero. 



POBLACION DIVIDIDA EN 12 CLASES DE EDADES 

A<I> ES EL NUMERO PROMEDIO DE HIJOS QUE TIENE UN 
INDIVIDUO DURANTE EL TIEMPO QUE PERMANECE EN 
LA CLASE DE ORDEN l. 

B ( l ) ES LA PROBAB 1 L !DAD DE QUE UN !NO 1 V !DUO DE LA 
CLASE DE ORDEN l SOBREVIVA Y PASE A LA CLASE 
DE ORDEN <I+I l. 

C(!) ES LA RESTRICCION <ECONOMICA O ECOLOGICA>-
CORRESPONDIENTE A LA CLASE DE ORDEN l. 

Y<I> ES EL RCND!MIENTO ECDt<DM!CO POR CADA INDIVI
DUO QUE PERTENECE A LA DE LA CLASE DE ORDEN l. 

LOS CUALES ESTAN DADOS RESPECTIVAMENTE POR: 

A< I> B< I> c < n Y<I l 

·ººº .845 .001 l.Oc)O 

.045 .975 .001 1.000 

.391 .965 .0(11 1.000 

.472 .951) .001 1.000 

.484 .926 .Oúl 1.000 

.546 .895 .001 1.uoo 

.543 .850 .001 1.00(> 

.502 .786 .001 1.00(1 

.468 .691 .001 1.(100 

.459 .561 • 01)1 l.(1(1(1 

,433 .370 .001 1.000 

,421 .(100 • (1(11 1.000 

74 

PARA != 

PARA I= 2 

PARA != 3 

PARA I= 

PARA !"" ~ 

PARA I= 6 

PARA I= 

PARA I= 8 

PARA I• 9 

PARA I= 10 

PARA I= 11 

PARA I= 12 



E!Il ES EL NUMERO ESPERADO DE INDIVIDUOS NACIDOS 
UNO QUE SOBREVIVE HASTA LA I-ESIMA CLASE DE 

E! !) = .000 

E< 2)-= .038 

E! 3)= .360 

E< 4l= . 735 

E< :Sl= 1.101 

E< 6)= 1.483 

E< 7>= 1.823 

E< 8>= 2.090 

E< 9)= 2.286 

E< 10>= 2.418 

E< 1 ll = 2.488 

E< 12>= 2.514 

CLASE OE EDADES PARA LA CUAL E!Il ES POR PRIMERA 
VEZ MAYOR QUE LA UNIDA 1 5 

NUMERO DE COMPARACIONES QUE SE HACEN PARA 
DETERMINAR EL RENDIMIENTO MAXIMO : 40 

75 

DE 
EDAD 
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Yl Cl ,J> ES EL RENDIMENTO ECONDMICO OBTENIDO 
AL SEPARAR UNA CIERTA FRACC!ON DE INDIVIDUOS 
DE LA CLASE 1 Y TODOS LOS DE LA J-ESIMA CLASE 

Yl ! 1, 6l= 189.698 
Yl ( 1, 7)= 225.432 
Yl ( 1, 8)= 244.349 
Yl ! 1, 9)= 248.171 
VI! 1, 10>= 242.430 
Yl C 1, 11)• 232.955 
YI! 1, 12J= 222.919 
Vl 1 1, 13)= 216.054 
Vl e 2, 6l= 181 .641 
Vl ( 2, 7>= 191. 424 
Vl ( 2, B>= 192.748 
VI ( 2, 9)= 196.859 
Vl < 2, 10>= 176.762 
VI ( 2, 1 lJ= 165.874 
Vl < 2, 12>= 156. 228 
VI< 2, 13)= 150.129 
Vl < 3, 6)= 178.080 
Vl < 3, 7)= 177.853 
VI< 3, 8l= 173.632 
VI( 3, 9)= 165.497 
Vl< 3, 10>= 155.125 
Vl < 3, 11)= 144.860 
Vl< 3, 12)= 136.187 
Yl < 3, 13)= 130.826 
Vl < 4, 6)= 177.758 
Yl < 4, 7l= 176.834 
VI< 4, 8)= 173. 163 
Vl< 4, 9)= 166.853 
VI 1 4, 10>= 159.091 
Yll 4, l ll= 151.529 
Vl< 4, 12>= 145.155 
Vl 1 4, 13)= 141.206 
Yl 1 5, 6l= 178. 238 
Yl< 5, 7>= 178.319 
VI ( 5, 8)= 176 .. 558 
Vl ( 5, 9)= 173.475 
VI< 5, 10>= 169.720 
Yl < 5, 11> = 166.(192 
Vl ( 5, 12>= 163.0l:S 
YI 1 5, 13)= 161.093 
RENDIMIENTO MAXIMO 1 VI< l, 9>= 248. 171 

PORCENTAJE QUE SE SEPARA DE LA CLASE 11 :52. 1:5 POR CIENTO 

INDIVIDUOS QUE SE SEPARAN DE LA CLASE 11 l79.3:SO 

INDIVIDUOS QUE SE SEPARAN DE LA CLASE 91 68.822 
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VECTOR DE LA POBLACION EN EQUILIBRIO 

X ( I>= 164.~65 

X< 2)= 139.057 

X ( 3)• 135.581 

X ( 4>= 130.836 

X< 5)= 124.294 

X< 6)= 115. 096 

X< 7>= 103.011 

X ( B>= 87. 559 

X e 9)= .(100 

X< 10>= • (H)t) 

X e 11> = • 00(1 

X< 12>= .(10(1 
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¡;. - APt!'<D ICE 

5. 1. - OEMOSlRAC:IO'<ES 

PIWPVSIC:IU'< 3. 2. 1 

ti conJunto s e~ un po1tedro conve~o. 

Hay que checar que para cuales:qutera dos puntos 

[ 1) ( 1) ( 1) [ 2 J [ 2) ( 2) 
W1 (W1 ,W.1 , ... ,Wo) y W.1.: (W, ,W.¡ , ... ,Wn) ES 

lo cual es equivalente a que 

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) 
(.\W 1 +(l->.)W 1 , >.W,;i •(t-.\,)W,:, ... , 

( 1) ( 2) 

>.Wn + ( 1-A)Wn ) S. 

() sea tiay que dernos:1rar que: 

O<:Wo<:Wn- 1 <: ... c:W.¡(:W 1 t:I 

Ocrnostremos: prtmero que O e: Wn Y 

1) ( 2) 
W, >.Wi t ( t->.}W, (: ),, + { 1 ·A) 

( 1) 
Como Wn ): o y 

( 2) 

Wn ): O , entonc~s: 

y 1. 



79 

( t) ( 2] 

AWn •(t-A]Wn ''A(O)•(t-;)(OJ o. 

Ahora se demo:;trará que w('I <: W"-1 <: ... e: W.: <: W, 

Por lnducc•Ón. 

Se vera prtrnero que W.i <: W, 

(,) ( 2) (,) ( 2) 

w, AW • ( t - A JW, <' ;w, • (t-A)W, w,. 

Se supone que "'n- 1 <: w.-...z Y se demostrara que 

Wn <: W,,.1 

( t) ( 2) t) ( 2) 
Wn: AWn t {l-A)Wn e: AWn. 1 t {t-A)Wn-1 Wn-1 

Por lo que:o e: w" e: Wn. 1 <= ••• e: W, <:O. 

Ahora se demo~frará que (y 1 'º : 1. 

Y. 'lt', t Yt W.: t • • f Yn tir'n 

( t) t) (,) ( 2) 

k(Y,W, t Y.iW.: ty"W") •(1-A)(Y,W1 

( 2) ( 2) 

t YJ W ~ • ... * Y,.., 'W.., ) 

A( t) • ( t - A)( ! ) 

Por lo que·, w s. 
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PROPOS IC IU' 3. 2. 5 

St f~ > 1 , los vertlce~ de 5 !;On prectsamente 

tos punto~ de la forma 

¡ : para i : 1 , 2, • . . , l ·' 

par a : 1 , 1-o.1 , • • • , .1·1 f 3. 2 . t ? ) 

para i. : J,Jt1, ... 1'1 

Donde 1 < : 1 < : s ' ; J < : n t 1 ( f - f ,_, ) 

;) 

se demostrará que st ~ E S y es vértice, entonce~ e~ 

de ta forma ( 3.2.17). Lo cuate!* eqtvalente a de1l!ostrar 

que: 

st ( S y rio e'!i de la forJT1a ( 3.2.17), entonces no e!o: 

vert•ce. 

Se cornprot>ará que st ~ € s y no e5' de la forrna ( 3.2. !7), 

entonce5 extsten ~ y t 5 tal que 

J..~ • { 1--' )"1 con o ' .\ < 1. 

Se supone stn pérdida de ~eneralldad que: 

o 

con p > t. 

a< E"',.t <: E:n-.. t.·1 t: ... <: ~n·H1 t: E.m: 

r., : t 
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As t tn t srno cons I oerernos los casos para cuando E m •l > t 

y para cuando f1,.Ht. f: 1. 

r.aso 1) 

SI f mq > 1 entonce!; 1 1 {1 - fm)/(Emd - f"") 

Sea il ' ( 1 frn)/( f,.,d 

SI ele&ilrnos o ( u ~ ' tal QU<' y 

1(,..; - ( 1-u.)aJ / u. con i.. : 1, 2, 3, ... , t 

entonces ( : U.'11 • e 1 -u l! <!onde '1 r 

dados: por 

L(, SI 1 '2, ... "' 
'1¡ ( 1 -u) JI I u si f!H1 ,fnt2, rn+t 

¡ Sl rn• e• 1,m•t •2,.,, ,rn•p 

l o sf r1np~t ,m•P•2, ... ,n 

1 
OI .. ' 1. 2,. '. ,tn 

t ¡ s I FlH 1,11'1t2 1 •• , ,mt t 

o s 1 rri+t t 1 ,rn+t ·~, ••• , n 
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·LO que hay que checar es que '11 y C s , o sea 

<Y ,'11> : 1 : < Y, C > , O l: "1n <: Tln- 1 <: • · · {: 1 1 

o <: t" <: Cn-1 < : (: t Y que ' IJ.'11 • ( '-µ.)( 

con o 1 µ. < 1. 

Pr lmero se verá que t >: 'l'l, >: '11.i. >: . . . >: '11,... >: o 

SOio hay que checar que: 

o sea: t >= 'T'},....., >: '11rrir.t >= ••• >= '11rn .. l >: f:I >:O 

Se demostrará que t 1: '11nit1 : lf:rnH ( '-µ.¡;J / µ. 

Se supone que t < [f:,,., .. , - ( 1-1..L)aJ / µ. , en1onces 

IJ. ( t: rn•• - ( 1 -u) a 

( 1-µ}3 ( t:rrHI • IJ. ( O 

1.1a < o 

a < ua < lo cual es una contradicción. 

Por lo que 1 >: '11m+i 

Ahora se verá que 'Tl)'11 .. 1 >= "1mu. >: .•• >: 'l'IJl"l•t· 



Se tiene que; ~m., >: ~m•t >= • >: ~ "''* , entonces 

( 1 - u J JI I u > ' 1 t "'" - ( 1 - u l 3J ! u 

> ' 1 'mH - ( 1 -u JO 1 I U '1'\ ... +t. 

con lo cual "1riH1 >= 'l'lrn+.i. >= ••• >: 'l'\ir.•t· 

A cont lnuac IÓn se verá que .,, .,,+l >: ,, oHHi >: O , o sea 

se tiene que: 

11 1 lm "1~.; 
u-> 1 

2) 1 lm 
\.1 -) ' 

a/u'' o 

1lm l'm•< - ( 1-uJaJ /u 
µ -) ' 

1lm a/u 
u_, 1 

a 

Juntando estos trc-5 resultados se obtiene que: 

entonces por continuidad existe > o tal que para toda 

u ( 1 - O, 1 • d) , .,, 111 +.t - j3 > O tomando cualquier u 

que esté en e 1 Intervalo ( 1 - a, t) 5e t lene que 

'11rnrt ) Et : 'l'\rn•th .,. corno a ) o .,. o ( l.L ( , ' p : 0/\.1 ) o 

con lo cual se cumple la propiedad monotona de S . 
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Para que ..,, E s fa 1 ta checar que cy, -rp 1. 

Tenemos que E s , entonces 

1 : {Y , ( } : f m t Y m • • \ m •, t • • • t Y m t t ( m,. t • O{ f m + '1 - E m t t} 

entonces 

1 - f"' - O{ fm~P • fin .. t) 

sustltuten<lo c~;:te resultado en <Y,'11> , tenerno~ que'. 

[m • ( l/U)(YIT'I.,.• ("'"' • .•• t Ymtt (n1tt - ( 1-µ.)a 

( Ymt1 • •. Ym .. t) t O{ Em .. p - E.,...q)J 

ffl"\ • ( l/U) (1 - fm - { 1-ul ( 1·.Ern) (fm~t - Em}l 

{ frntt - [.n) 

fmt(l/U}(IJ.(1-fm)J 1. 

por Jo tanto <Y,'Tl> y '1 € s . 

Ahora hay que checar Jo rn 1 smo para t , o sea que : 

( y ' t ) : 1 y 1 ) : t 1 > : • • • ) : t" par a que e$ te 
en s . 
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Primero se ana112ará la propteda~ monotona. SÓio basta 

checar que t > : t ,,.1 .t > : O o lo que es fo 111tsrno. que; 

t } : ) ; o 

Se 5abe que a : { 1 - fm) {C,.,nt: - frn) < t , por to 

que sólo queda por revl~ar que a 1: o. 

Supontendo que a: (i-fm} / (frn\1. - fni), entonces 

( fm•t - f~) [,.,.., / { [rl'ltt - f.n) , con lo que 

<f..,. ,10 cual es una contradlcctón ya que frn•t >: i 

Por lo tanto t >: a > = o y se cu~pfe dicha propJedad. 

Se revisará ahora que \ y, C > : t 

( y. t ' 

r 1-E~ > 
f~ • {E,..,,'\ - ["') 

por lo que t E s. 

Oado lo anterior se ha visto que ~ 1 y ; r y están en s. 

soro queda por ver que 



5ó 

11'1\. ( 1-µJt, µ ( 1) • ( , -µ J ( , J (, 

U'Tl:. t ( t-u)t1 µ ( 1 J • ( 1-µ J ( 1 J t, 

11'1\m • (, -11) ¡,,, µ ( 1 J • ( 1 -µ) ( , ) tm 

U'll,,.'*1 + ( t-1J.Hm~1 ul(i.'"'~' - l t-µ)OJ ¡u •e t-u)a i:"'-• 

UTlmtJ + ( 1-ulCT11•.< 1.1li:l"f".'tl - lt-u)al 11.1 •e t-u>a i:"'-' 

iJ.'T'lmttt• • ( 1 •\.l Hm1t.i 

U'll11uitJ: • ( 1-uH.,..,+-t.,1 

U'l'lm.,.p + ( t-µHm ... p 

U'l"lt•,.·P"'"I + ( 1-UHm•p+1 

\J."°lmtpr.2. t ( 1 •\.1 )~'?Tlf-{-' .. .1 

• ( , -µ ltn 

, -µJ a1 µ • < , -µJa 

µ~ • (, -µ) o 

µ~ • ( 1 -11) o 

11'1/11 

110/µ 

o 

o 

11~ • (1·11) o' µo/µ o 

11 ( o) • ( 1 -11 J (o J ' o 

µ ( OJ • ( 1-µJ ( OJ o 

11 (O J • ( , -11J ( OJ o 

t:m+p 

~~+p+-1 

( ""1t-rT1 

Por 10 tanto i:: U"t\ • (t-\J.)( con o< u< t y como 

entonces; no es ve'.rtlce. 
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Caso 2) Cm~l <: 1 

Sea 3 : ( 1 - [,.,, .. '\} / ( E.,·rH' - f.....,.t) Y ellQ:lendo 0 < 1.1 < t 

tal que: 

li;.7THi - ( 1-1i>J / u con l.: 1, 2, 3 ..... t-

I0-(1-UJll/U 

y derno5tremos que ~ U"l • ( 1 - u¡• con '11 y t en s. 

Donde 

para 1. 2' ... ,m 

"l¡ 1 ~t - ( 1-U)1 para e ' m1 t, rnt2, ... mtl 

ptlra rn +t 1t,rn•l .. 2, ,m+p 

o para L ' m+p+ t ,m+p+2, ,n 

r 
para , '2, ... mtt 

t¿ ,, para ri'lt t + 1, rn+ t + 2, ,m+p 

l o para ' ' rn+pt t ,rn+p+2, ,n 

C:hequemos pr lrnero que "1 s , es decir que <Y,TP : t 

y que 1 >: ,,, >: "1.i. >: ... >: ,, .... 
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Para la propiedad monotona sólo hay que checar que: 

t ) : Tl/7'1•1 ) : "1nHJ } : . • . ) : ,,.....,,t. ) : 'TI m\t"' >: O • 

Pr lrnero se verá que 1 ) : 1lmti. 

Se supone que 1 < 'Tlrn•1 (:) < [~m+1 - ( f-µ)J / µ 

(::) u e t;; "' .. , - t t IJ. 

( ~) 1 ( ( nal 

lo cual es una contradlcclo,n, ya que o e:¡;;~ e: t con 

l: 1,2 1 ••• n . Por lo tanto f >: Tlrri~•. 

Ahora se verlftcará que ,,,..., ... >: ,,,,., • .i >: ): ,,,.,,t. 

Se tiene que: f;;,,,., >= ¡;;!T'>•l. >= • ) : E;; m+t 1 lo cual 

lmptlca que : 

"lm1o1 : lf;m;.1 - ( 1-µ.)]/U ): fE;;1n+l ( 1 ·U) l/U 

,, 



A cont tnuacto'n se vera que "1..-..t > = "l,,...i+• 

Se t lene que: 

1 l 1 lm 'l~•t 
u-> , 

l lm 1 <:.c•t - [ l -u l J/u 
u-> 1 

2) llma IÍmla-[1-uHl/u a 
u-> 1 u-> 1 

3) ~ rrH-t > a 

Juntando estos tres, rcs,uJtado5, se obtiene que : 

llm ['1,.., - Sl '"'"·l - a> o y por continuidad 
u-> 1 

S9 

e11tste u> o tal que V lJ. E { t-a,1+a), ('11,.11 t - tJ) >O 

tomando cualquter u E ( t-a,, ), se tiene que 'l'lmH > ~. 

ftnalmentc se verá que '11,.,tti.i a >, o. 

Se supone que ~ < o. 

Se t tene que 1 ty,~> ( f.,,.t • a( frn+p - f,,,.t), entonces 

a ' [, Lrut ) { Ern1 r fmH} ( a ( 1, IO cual lrnpl lea 

que ( a ( 1. SI a ' O, entonces la [ 1-U)al/U e o 

lo cual eo equivalente a que a r, -ul a '· o s 1 y sólo 

~I a ( <, -uia ( [ 1-U) entonces u e o pero e'sto 

contradice el hecho de que O t u < t • Por Jo tanto 

tJ >:o y se cumple la propiedad ~onotona de S . 
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Ahora se demostrará que <Y,,,> 1. 

Se t i ene de <y, ( > : 1 , que : 

- E"'· a( f,.,, .. p • Em\-t) 

<Y,'11> : Cm f 1/U 1 ~rn•• Yrn•I • • • · + (m•l -

( t -µ.) ( Em•l 

et -uJ e E 

f,.,,) t CI { frn•9 - fm+t:) 

[ ( t - )/( [ 

fl"l'I t f/U 

f"' • 1/u 

f....., • t/u 

t - Em - ( t -u) ( t ·fm) 

t ·Em) ( t - ( t -u) J 1 

t ·Em)U I 

con to que <Y,'11> y por lo tanto '11 E S. 

Ahora se verlf lcara que s ' 

) 1 

Primero !;e verá que 1 i: t, >: t, >: . >= t,.. >=o, 

donde só10 hat que checar que 1 J: t,.,,tv >=o, o sea que 

f >: d >: o . Anteriormente se habla vtsto que 1 > a , 

por 10 que sÓJo tal ta checar que a > = o . 

Suponiendo que a < o, o sea ( t-Em+t J/( Cm•p - f n-•t> < o 

y como {E.n+p - fm+t) >O, entonces 1 - f,"+t <O, pero 

é:oto contradice que Em+t <: l, por lo tanto a >: o. 

A cont lnuac 1cin se demostrara que < y, e > 1 . 



u,.,,,,•t , 

JJ.111'rt.,._'(,.., 

'-'11.,.,, ... f,~ 

u.,,,,.,"f.1'p ' 

l.l.7J"n,.f lpll 

' ( I ~U J (, 

' ( , ~/.J.)(" 

' ( f ~U) (l>i 

I ( I 'JJ)( "1ri~, 

o 

9¡ 

IH¡ , ( I 

: 1 

o 
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Con 1 o cua 1 ~ : \l'Tl • { t - µ) ; , con o t µ ' t y 'T1 

t y dtferente5 . Por lo que no es vértice de s. 

<= ) 

' Suponiendo que t Es y es de la torrna ( 3.2. 17) y que 

está sobre la recta que une los punto~ 'Tl,t s, o sea 

que t: >.; t (t-A)T\ con O e>. 1 t, y se demostrará 

que "l.¡ y son to:ua1es, Jo cual 1mp1 lea que es 

vert Ice. 

51 "lo s , entonces 

( y' ; ) : Y O <: ; n <: ; n-1 ( = • • • <: ; 1 <: 1 

<y ,'Tl} = t y o (: ,,,, (: T\ !";•• (: ••• (: "1'11 {: 1 

Tomando 

( n ' O "In ' O , 

se demostrara que ~ : ~ osea que ~ ~ ¡ ¡ 

con l : t , 2, 3, ... , n . 
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SÓio hay que checar que : 

,, , = 1 : c. Y 'T\ 1 e, 

SI se supone que t. < t , entonces t r > p 

se t lene que 

t: <Y, C> :y,t, +YJC1 + •• t Y., tri 

(,(y, t Y 1 t ••• + Yz:-•) + C1 (Y1 + Y1 ,, t ••• + YJ··•) 

e, ( E ~ ., l • e r e r 1- 1 - [ l l 

entonce5 

Analoaamente si "1 1 < 1, en1once:. 'I'\ r > p • 

Juntando estos dos tÍlttrnos resultados se tiene que 

f:1 : P : AC r • C 1 - J..) "1? > .>..p + ( , - >.) p p , 1 o cua 1 es 

una contradicción 

Por lo tanto 'T'\, '!], e-,: : P. 

fntonce5 ~es ve"rtlce de s. 
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P~OPOSICIC>N 3.2.3 

51 se especifica una restr1cc10n i~ 1 X> el 

rendimiento Y está dado por : 

( fJ-t - 1 l'Yt b, bz •.. bz., t ( 1 - fr- 1 )l b1 b: • , , b~·• 
T '-----------------------------------------------------

{ [J·1 - 1) Br-1 

Tenemos de ta ecuación ( 3.2.~) 

O.t (Y, a. t Y;~, b~ • '!';) b,b 1 •• ,b¡., 

que 

a.µ, + 0 1 U 1 IJ.J t • • • t OnU 1 u, IJ.\ • • • Un A 
y ------------------------------------------

13.i,.1., • 13,u,µ~ • ..• + f3r~.J"U.~U~ ••. U.n Z 

Veamos primero a A 

( y, a, • "f'.a b1 • Y, ) t C Y, a.:. • Y~ b 1 - 'f~ ) b, + • 

e C{ y, a 1 • Yi1• br - Yt lb, bl •.• b1-1 ... 



95 

A 

( fJ-• -1) 
Y, CfJ-• -1> - T.cr:J·I -1> • Y1b1b~ ..• b.r-• 

( r:J-\ - fi:_,) 

( f,_, - t) 

A 

Ahora an~llcemos a z 

z t 8"U,1l.ilJ.1 • • • Un 

+ e,_, e 1- e J 

B.i-• [( f,l-1 - t )/( f.1,-1 - f L"I }J ( B.1-1 - B1-1} 

z 

Por lo tanto A ¡ z , esta dado por 



y 

por 
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CfJ-• -t)T1b,1tJ ... bz-1 • <1 • f1-1lllb1b1 ... l>J-• 

81:-1 tfJ-i -1) •6,i-1{t -Er.1) 

rt vector X de la pobtaclÓn en equlflbrlo esta" dado 

b, 

b1 b¿ br.-\ 

btbJ bi:-1 ( 1·9} 

1·e1 

b1b.t ... b.J-.t ( t -9) 

o 

o 
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Se t 1 ene que u i. ( 1 - hl} J hz : e ' hJ : y h¡ o 

para y que x, C!;ta dado por: 

"· / 9, . B.z u, . !33 U: IJ.) . .. . . tlrV..tlL) ... Urt 

p, . 9, . ... . Pz_, . 9, ( 1 - 0) . • 13 J~ 1 1 1 - el 

1 / e i:-1 . ( B1-1 f:l:r-1 } e ( Bs-1 . e i:-1 

/ 6r, lt -e¡ . 0 e a 1.~1 1 

por lo tanto X, 

se sabe que µ ~ = o 

l cf 2 i , . 

¡ o ( o :r-1 } • ( f ~e J B > - • • Y como 

"'r ' ( 1 -el y 1.1 ( ' 1 para 

W.Jb,X, 

11 1 1.lJ b 1 b:a. X:, 

U. 1 . 1 b, b 1 ••• b i·1 X, 

b,b,, , •. bn-1 X, 

"·"· 

b 1 D" .•• b~-~( 1·0)X, 

o 

o 

sustituyendo X, en cada una de las ecuaciones, se 

cumple la propo~lclón. 
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PROP<>SICIO'( 3.2. 10 

El n~ero de lndlvldUOs separados 4e las clases de 

edad I y ~ están dados respect lvamente por: 

( HLX), 

(HUI), 1( 1-ilb,b, ... 1>,., 1 / 10e,., • ( 1-9)1lJ-• 1 

se t lene que HLX •s el número de Individuos que se 

separan de cada una de las distintas clases de edades, 

esta dada por: 

a, a, a, a n-1 ª" I>. o o o o 
o "· o o o 
o o t>, o o 

o o o b 1-t o o 
o o o o b:z:-1 o o 

o o o b,i·t o o 
o o o o bi·• o o 

o o o b..,., o 
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H está •~da por 

o 
o 

o 
( I· ésamo reng:Jon) 

o 

o 
e J-éslmo re Qlon ) 

o 

o 

y X está dado por ra propos1c1on ( 3.2 . .,) ¡ con lo cu~I 

HLX está dada por 

ee r·• . e 1-0 ¡e,., 

0b. b;i. 

( 1-0 )b. b, 

o 
o 

o 

o 

o 

o 

o 

b¡.4 b1 .• 1-es1rna 
compomente 

b J•.t b,., J-és1ma 
cornponenio 
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Por lo tanto 
{ 11LX)1 

( t-0}b,b:a. ... b)-J. b1·1 
( 11LX)J 
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