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INTRODUCCION

Los modelos matematicos han fugado un papel muy impor-
tante en el desarrolio de la dinamica de poblaciones,
ayudando a describir y comprender fencmenos Yy procesos
relacionados con los tamanos y cambios de las pobla-
ciones, asi como los procesos iInvolucrados con estos

camblos.

La introduccion de tecnicas demograficas a la ecologla
para la descripcion detallada de las poblaciones, como
son las tablas de vida y de fecundidad fue determinante
para llegar al estudio de la dinamica de poblaciones

estructuradas por edades

Los primeros Intentos en esta direccion corresponden a
los anos cuarentas, con el modelo de crecimliento para
poblaclones con individuos clasificados en clases de
edad en forma discreta, diferenciados por su capacidad
de Influir en el crecimiento global de la poblacion de

acuerdo a su edad

Mediante este modelo deterministico, se puede conocer a
partir de una estructura de edades inicial y las tasas
de sobrevivencia y fecundidad especificas de cada clase
de edad, el numeroc total de individuos existentes en

cada intervalo de tlempo, su estructura de edades, ast



como el comportamiento de ja distribucion de 1a pobla-

cion a largo plazo.

A partir de ¢stos trabajos ploneros, se han abierto
miltipies estudios, de acuerdo a sexo, tamaho, estado
fislologico, desarrollo, localizacion, etc. tn este
trabajo se constderara unicamente a la poblaclion femeni-
na, suposicion tlamada dominancia demografica de fas
herbras, aque equivale a considerar la sobrevivencia de
1a poblaclon como reflejo de lo que sucede en |a parte

femenina.

€on el transcurse del tiempo Ia poblaclon pueds ser

creciente, decreciente o estatica,

51 se tiene una pobtacion animal creciente, €5 de suma
importancia determinar el rendimiento perijodico que 5¢
obtiene por cada animal que Se separa, ya S€a para sy
venta, sacrificlo o alguna otra razon; dc tal manera que
ta distribucion de ta pobliaclon se ceonserve en cada

periodo,

Exlsten muchas formas de efectuar la separacion, de las
cuates se obtienen rendimientos por lo general distin-

t05, por 1o gque hay que determinar cual de estas separa-



(¥

ctones genera un rendimlento gptimo,

El presente trabajo esta formado de la siguiente manera:

Modelo de crecimiento de Lesllie,

En esta seccion se d3d ta descripcion del modelo de
crecimlento de Leslie y se determina la distribucion de
ia poblamt;n en cualquier momento, a partir de una
natriz  de crecimiento L de Leslle vy una distribuciin

de edades inicial.

Se¢ observa gque bajo circunstancias particulares el com-
portamiento de fia distribucion de 1a poblacion a largo
plazo queda determinado por el valor propio positivo ie
Y su correspondiente vector propio Y de la matriz de
crecimiento . de Leslie; de tal manera que el compor-

tamiento es independlente de las condiclones iniclales.

Se anallzan algunas propiedades del valor propio positi-

YO oo

Se describe lo que es la grifica asociada a una matrig,

asi como algunas de sus propiedades.



Se proporcionan interpretaciones blologicas correspon-
dientes a1l wvalor propilo positive dominante i, , 3asl como
a sus correspondientes vectores propios (derecho e

tzquierdo).

Finalmente se observa que el crecimiento de la poblacion

queda determinado por el valor propio dompnante i, (s

Ao ¢V , la poblacuin es estable; s1 Ao ) I, la pobla-
cidn es creciente y st Ao ¢ {, la poblacion es decre-
ciente).

Modelo de explotacion racional duradero.

Se analiza el efecto que tiene Ia separacion de diferen-
tes fracciones en las distintas clases de edad, utili-
zando el modelo de crecimiento de Leslie para upa pobla-
cion  amimal  creciente, de tal manera que el rendimento
sea duradero y que siempre la poblacion mantenga la

distribucion  de edades iniclal.

Se define 10 que es una politica de separacion raclonal
duradera y se observa dque hay una intinidad de e's(as,

que generan por o general rendimientos distintos.



Rendimiento optimo duradero.

Se mostrara que Ia politica de separacton optima sujeta
a una restrlcclion (ineal econdmica o ecoldeica la cual
maximiza el rendimiento y su distribucidn de edades
tntclal no se altera, 5€¢ obtijene separando una clerta
traccton de individuos como rendimtento de una o dos
cfases de edad. S} se separan dos, sera una fracclon de

fa clase mas joven de cstas y completamente fa otra.

Aplicacton,

Se construye el algoritmo as! como e¢i programa que
determina el vector de¢ distribucidén de {a poblacidn en
equiltibria, el rendimicnto optimo duradevo y el numera
de Individuos que se separan de cada una de fas distin-
tas clases de edad. Finalmente se aplica a una pobliacidn

de ove}as domesticas de hueva Zefanda.

Apéndice.

En estc apartado se encuentran Jas demostraciones de

cliertas proposiciones y teoremas.



.

1.- MODELO OE CRECCIMIENTO DE LESLIE

.1 DESCRIPCION DEL MODELO.

Este modelo es comunmente utilizado por demografos y
biologos para el estudio de crecimiento v control de
poblaciones. Fue desarrollado en (g5 ahos ¢uarenta por
Lewls (J947 ) v testée (7045 o 1948 ). Yy describe el
crecimiento de una poblacion animal dividida en clases

de edad de lgual duracien.

Se suponc que la poblacion se ha d4ividido en p clases
de edad Yy que cada clase tlene la mismd duracion de
tiempo; eSta cantidad se tomara como fa unidad de
tiempo en el modelo; por ejenplo en demograffa es usual
dividir a la poblacion en grupos de edad de 5 anos.
ASl mismo se considerara que s¢ tlene una poblacion
animal femehina, csto es, se esta suponlendo que la dis-
tribucion de 3a pobiacion es un refiejo de lo que sucede
en 12 clase femenina, o sea que la razon entre fas
hembras vy tos machos es constante y que para cada una de
las distintas clases de edad de 'a poblaclon las tasas
de mortandad y de sobrevivencia son las mismas para
ambos sexos, Finalmente 5e supone que S¢  conoce el
numere de individuos de cada una de 1as n clases de

edad, en el tjempo t = 0 Yy e€stas seran arregladas



en forma vectoridi como siguc.

(0}

(0
X2
(0}

(0)
Xn

el cual es5 |lamado vector de distribucion de edades
(0} .,
inicial, dondes X, es el numero de individuos que at

Iinstante t : 0 se encuentran en la clase de orden {

con el transcurso de! tiempo, cambiara el nuUmero de
individuos que hay en cada una de {as clases de edad
debido a los procesos blologlcos (nacimientos, envelecl-
mientos, nuertes); €510 procesns seran descritos de
manera discreta en el tiempo, es decir el Interes es por
Ja distribucion de la poblacion en unidades de tiempo
discretos, 0 sea al paso de 1,2,3, etc. un tdades de

tiempo.

St se describen esStos procesos cuantitativamente se
podra proyectar el vector de distribucion de edades

iniclial hacla el ftuturo.



Con esta suposiclon, 10dos 105 Individuos que estan en
1a clase {¢t al tiempo t+i, debieron estar en la
clase de orden { al tiempo . Tomando en congideracion
Jo anterior, 1a proyeccion de la poblacion estara des-

crita en base a 105 siguientes parametros demogriflcos:

Al numero promedio de hijas que una hembra de f1a

'
a: :J clase it tiene durante el tiempo que permanece en

dicha clase. t:1,2,....n,

A 1a probabilidad de que una hembra de la clase {

t . .

l sobreviva vy pase a (a clase (+1. L: 4,2,...,n-14.
Desde luego a; 2 0 ; : V,2....,n Y 0 ¢« by 51
i: 1,2, n-t

.
£5t0S parametros se supondran conocidos, usuaimente se

obtienen de tabtas de fertilidad v vida respectivamente.

Una primera conslideracion que se tlene que hacer, €5 que
por lo menos un valor a; sea positivo para garantizar
que ocurran nacimientos; a una clase a la que le corres-
ponde un valor con tales caracteristicas, se le 1lamara

clase ferti}. Tambien se asumira que an £ 0, (5e consi-



dera qie Ja poblaclén es fértil en fa Gltima etapa de Su
vida, ya que las hembras que estan en una etapa post-
reproductiva alt tiempo t:=0, no estaran presentes fisica-
mente o en descendientes después de n untdades de tiem-
po; por 1o que el andlisis se concentra sdlo hasta la
GItima clase fértil). Asl| mismo el suponer b; ) 0 para

t: 1,2,...,n-1, garanllzaré que por 10 menos un Indivi-

' .
duo sobrevivira mas atla de la clase de orden

Ahora se define ¢l vector de distribucion de edades

(k)
X al tiempo t : K
(K)
X1
(K}
xa
(k) .
X H .
(k)
Xxn
(k) , .
donde X\ es el humero de Individuos de Ia clase

que estan presentes al tiempe t : K, Dado lo anterior

se tiene que para el tiempo ¢ : Kk, oS individuos de la



primera clase son unicamente los naclidos entre ios tilem-
pos t : kK-i y t : &, con lo cual

(k) (k-1) (k-1) (K-1)

X, toacX, voax, ¢ v 4 anKa (1.1.1)
es decir el numero de individuos en fa ctase 1 al tiempo
t - K, es tpuat a [a sumd de fas contribuctones ( hijas)

que tiene cada individuo un instante antes.

E1 numero de Individuos en ta clase (+) al tiempo ¢ : K
es 1gual al nimero de Individuos de ta clase | en el
tiempo t : K-1 que han sobrevivido una unidad de tjem-
po, e3to es;

(K) (k-1) .
X i 2 b X B v, 2,3,...,0-1 {1.1.2)
Ltas ecuaciones (1.1.1) v (1.1.2) 3¢ pueden reescribir

en térpinos patriclales cofio:

(K) (k-1)
X, - a, d; . . . da, An X.

(k) (K~-1}
X, b, 0 . . . 0 1] X,
(K} (=1}
Xy H 0 b, ... ] o Xy

. ' .

(K) (k=1)
X n ] ba-y 0 Xn




y en forma mas compacta

X : L X con K = 1,2,3,... (1.1.3)

donde la matriz de Leslie esta dada por

a, a; PR An- an

b, o . . . o o

o b, . .. ] o -
Los (1.1.4)

] e ba- o

Y en general:

(k) (k-1) k (0}
X : LX : b X (1.4.5)

Por 1o que st se conoce la matriz de Lesiie L y la
(0)
distribucion Inicial X ), sSe puede determimar la dis-

tribucicn de la poblacion en cualquier tiempo futuro.



1.2.- COMPORTAMIENTO A LARGO PLAZO.

La ecuaclc'm (1.1 .5) genera l1a dlslribuclc'm de las
edades de 1a poblacldn en cuatquler tiempo, pPero no
aporta de Inmediato un cuadro general de la dinamica del

proceso de crecimiento.

Aqul se vera que ¢l comportamiento del vector do distri-
bucion por edades de la poblaclén a largo ptazo, queda
bajo circunstanclas particutares deterrntnado por el
valor propio i y el correspondiente vector propito A4
de 1a matriz de crecimiento L de Leslle, vy tal compor-
tamtento serda independiente de las condiciones ini-

clales.

Puesto que se estara trabajando con vafores y vectores
propios de la matriz L de Lesltie, e5 necesario conocer

atgunas de las propicdades que €s5t05 tienen,

Como es sabido 1os valores propios de L son las ralces

del potinomlio caracteristico

PCA) = det (Al - L) H

L] net -1
CREE S T - P THP UL R S JOPN | PR PPN TR 1S YTOa N

Se observa primero que A : O, no es rafz de PLA), va
que asba.. ... b, ¥ 0, puesto que a, £ 0 Y b; » 0

para t = t,2,3,...,n-1. Por 1o que :



P(A) = 0 si vy sélo st gr) = R G PT-2R ]
donde
a, b, anbaa ... by
Q@AY z o—— s NP ol (102.2)
2 n
» 2 X
GRAF ICA DE 1A FUNCION g X)
‘ ' \
X
FIGURA §.2.1
PROPOSICION 1.2, ¢
L tiene un ljﬂlCO vator propie positivo Ao o este

valor propio es simple y tiene un vector propto dereche
¥ (respectivamente izquierdo U } cuyas entradas son
todas positivas, Ademds se pueden elegir U y ¥ e
satisfagan «(U,¥) = 1, (<(U,¥) producto escafar de U vy VY

veclores)



DEMOSTRAC 10N

Como ningln valor a..b. es negativo, es claro aque « »)
se comporta de ia sigulente manera:

a r) o St A ~2 0 ¥y @) ~—) 0 st A —reo '

ademas como

a, a by, A¢ Dy b.
q'( A} = - —_—— + ‘ ¢ 0

2 3 nd

A A 1y
s L2 0, es inmediato que q k) ¢S monctona decre-
ciente y por el teoremad delsalor medio se tiene que
existe UN UNICO Ao + O CON @ ) = 1, Y pucsto que
qQ'(h ) 0 , se tiene que Ja €5 Simpie.

1 t

sSoluclones de 1as ecuaciones LY = J¥ ¥ U L : rU

t
(U es el vector transpuesto de U) estan dadas respec-

tivamente por

2 n-\
a:/ho + 23b:/ ko tooot Aabasy Lo DU /e

u . (1.2.3)

2
Doy /ra t Baba-t /e

an/ho




D, /o
2
bibi /2o
A4 z . (1.2.4)
n-1
bDasy .0 Dy /Re

cuUyas entradas son siempire positivas. La conolccdn
(v, v : { se loard at muitipticar por un escalar ( a

saber 1/¢U,¥) } a alguno de los vectores,

DEFINICIONES., -

(1) A es una mairiz no negativa sl a;; 2 0, ¥V, ¥j .

(1) La gratica asectada a una matriz no negativa
A= {ag e 7Rnxn €s una griflca que tiene tantos
nodos como el orden de la matriz y consta de
aristas dirigldas con pesos aj{; 5! la arlista va

del nodo J al nwdo L.

(111) A es Irreducibie 51 su gratica asocliada es fuer-
temente conexa; es decir S existe una travectoria

dirigida entre cualesquiera dos nodos.

(IV) A es primitiva st el maximo comin divisor de las
longitudes de 105 ciclos de [a gratica asociada es

uno.



£ jemplo:
A 2z a3 A4 Ay
be [\] 0 o 0
Sea A : 4] b 0 1] 0
! 0 Q b o 0
V] 6 0 by O

éSla €S no negativa y 5u gra"lca asoctiada es:

S
J//,//‘ Ay \\ﬂ!
P e N AN
a. Gty NES
b b by by
Como suponemos que a: 7 O, 1a matriz es trreducibte, va

que fa trayectoria

I :.\.I\ i 57

vigita todos 105 podos y €5 un ciclo, por lo que copecta
a cualguier par de nodos.

Otras trayectlorias posibles que son cliclos



Qv 9
b.

posibles pués dependera de que a; sea 0 No diferente
de cero. Las longitudes son i, 2, 3, 4y ¢ respectiva-

mente.,
TEOREMA t.,2.2

{a) Cuatquier valor propto i de bt cumpte que JAl<i,.

{(b) SI ademas el m.c.d. {3i; a;#0 ] = 1, (;mc.d. : es
el maximo comun divIsor) se tlene st ¢ & para
cualquier otro vater prople A 4 A de L. En
particular s5i dos consecutivas a,, a,, son diferentes
de cero,

La demostracton del Teorema anterior €5 una CONSecUencia
del famoso TEOREMA DE PERRON - FROBENIUS . el cual

enunciamos.

“S1 A €35 una matriz no pegativa, trreducible vy
primitiva, entonces A tiene un valor propio positivoe A

de multipiicidad uno, que ¢S5 estrictamente dominante.”



Al considerar la grafica de la matritz de lesile, es
claro que a; ) O Wi sl v salo si existe un cicio de

fongttud j

Con la herramienta presentada se esta en posibtlidades
de describir X para tilempos K grandes. En todo Ilo
sigulente se supondrd que l. es un valor proplo posi-
tivo vy estrictamente dominante; tambien U y Y seran
vectores proplos ( tzquiterdo y derecho respectivamente)

t
de L correspondientes a A, con (U,Y> : U Y : 1,

Se definen ahora Jas siguientes matrices

P . : YU y Q. I1-P (1.2.%5)

LEMA 1.2.3
Py @ tienen 1as stguientes propledades:

[ ] P P, @ : 0
(1) PLQ : GLP : O.
(i) PQ = QP.
{iv) L = PLP + QLG
n n n n n
{v) Lt PLP + QL Q@ : (PLP}) + (QLQ) Y N £ N
(vi) Si a es valor propio de QLQ, lo es de L

{y entonces {al ¢ ko ).



DEMOSTRAC 1 ON
2 1 t ) t 1
o) P s (YU )NYU )} : YU YU : VU : P,
2 2
Q = (I1-P)t-P) + ¢ - P - P+ P : 1-P : Q.
1 t t

(1) PLQ = (YU JUL{1-P) = YU L)(1-P) = Y(i U0 J(I-P) =

2
D A P(I-P) = A (P-P ) : O.

t t 1
QLP = (1-PILLYU ) = (I-P)(LYIU = ($-P)As YU =

a
t Ao 1-P)P = A (P-P } = O

e
(4ity PQ = PCI-P) = (P-P ) = (I-P}P = QP.

(tvy) Como P+Q = I, se tiene que L : (PGl : PL + GL
a

el
: PL(P+Q) + QL(P+Q) = PLF P,k(') + QZ‘I’J + QLG -

s

: PLP + QLG.
n n n ' n n
(v) L s (Pe@Q)L = PL + QL 2 PL (P+Q) + QL (P+Q) =
n n n n n xn

: PL P+ PLG ¢+ QLP+ QL Q:PLP + (BLQ) ¢+

°n n n n n n
¢+ (SAP) + QL @ : PL P+ QL O = (PLP) + (GLO)

(vi) S1 GL@X : aX para algun X # 0 , entonces FLPX : O,

en efecto



al PLP)X = PLP(aX) : PLP{ QLGX) : PL(PQ)(LQX) :

2 PLOQP) LQX) : (PLQ)(PLQ)(X) : O,

n
Por 1o tanto LX : PLEX 1 QLOX , por (iv), y
LX : QLQX : aX, eptopnces a es valor proptio de L.

Por lo que fal ¢ Ag

TEOREMA {.2.4

n n n
Para cuatquier X € R ;  1dm (1/}. L X = PX (1.2.6)
n -—jwo

DEMOSTRAGION
n n n 1 n n
L X (PLP) X + (QLQ) X : (YU LP) X + (QLQ) \

t n n t n n
 IVOU L)PE X v (QLGY X : (YA U P) X + (QLGQ) X

2 n n n n
S (AP ) X » (QLQ) X : (X P) X ¢ (QLE) X =

n n n n
s he PX 4 {QLOQ) X : A, (PX + I{1/3,) QLQY X}

Ahora se utilizara el suigulente

LEMA 1.2.5

n
{1/ha) QLQY ~-=> 0 cuando n ~—)m

n n n
tuego ¥x € R, 1fm (/% ) L X : PX
n =3



COROLARIO 1.2.¢6

Sh L es unad matriz primitiva {5t el m.c.d. de las
fongitudes de 105 ciclos de ta grafica asoclada es 1t )

Y le €5 el valor propio domtnante, entonces

n n
fim (1/3a ) L 2 P,
n —)re,m
t
Donde P = YU ' Uy ¥ vectores proplos lzquierdo v
dereche de L correspondlientes a Ao, con (U, ¥y = %,

OBSERYACICN

P €3 una matriz cuyas cofumnas son muiltiplos posl-
tivos de  ¥; es decir de ta forma P : L €V | €,V |
n
| GaY 1y Y %€ tiene que para cualquier X € R cun

coordenadas no negativas, ' : PX : ( I Cj X} )V, donde

)=
+

€; € R union (0},
Luego 1os valores relativos de 1as componentes Y de
Y son independtentes de X, va que :

Y: AN ¥i

. : (1.2.7)

n n n n

2 Y. T D €CjX; )V T V.

Kzt Kt gzt K:



e

™~

Por 1o que aplicando esto Uitime al problema de

describir

(K) K (0}

X : L0X ' se tiene que:
K {K) K k (90} (0}
tém (/% ) X : tfm (173, ) L X 2 PX
K ~—)ao K o=
[ {K) n (03
Lim (Y/h. ) X {5 € X P (1.2.8)
K - 31
i (K) K
Luego ef vector de distribucion X T he QY (t.2.9)
¥
{K)
X Y
B
n (K} n
I X [T Ty (t1.2.10
R §:t
(k)
En (1.2.9 3} et comporiamiento de X en et iimite

{0}
myesira una dependencia de 1a condiction i{ntelat X ,

pues o depende de €ste; en 1a  ecuaclon (1.2.10},

despues de [ normalizar) se puestra que 1a  distrtbucion
{0y

en ef timite es independiente de X .

E£sta razon, hace fjamar a Y VECTOR DE DISTRIBUCION DE

EDADES ESTABLE.



La ecuacion (1.2.9) también cobra sentido para Kei,

(Ket) Ket
X = Ao ay,

por lo que combinando estas doSs, obLtenemos que

'

{ed) (K)
X 7 ho X (1.2.91)

para valores de K grandes, lo que significa que cada
vector de distribucion de edades €5 un miltiplo escalar
del vector de distribucion d¢ edades tnmediato anterlor,
siendo el factor el vatlor proplo dominante jie. €on io
cual 1a propor:lo’n de individuos en cada una de las
distintas clases de edad, se vuelve constante, Y €5125
proporciones en et ({mite se determinan a partir det

vecior proplo Y.

Anora es muy facll Interpretar ai vector de distripucicn

de edades estable

1
b /he
2
by Dy /Ao
Y o
n-1
[ SN AT
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como v, es fa clase |, que consta de reclen nacidos, se
supondra que €stos permanecen vivos durante la primera
untdad de tiempo, por {o que su valor proporclonal con

respecto a (oS gque nacen serd .

) -1
Ahora bilen ¥, : D, ... b, s\, representara [a propor-

cidn de individuos que sobreviven de Ia clase | a fa
clase -1, €on respecto a1 total de tndlviduos creados

por individuo durante -1 untdades de Liempo (este

-1
namero es i, }; esto para ) : 2.3.4,...,n.
Puesto qQue
, 1 [N
tim — L : P
[ I 3
Ao
.
U
(b, 7ro)tt
2 {
(Daby FA. ) U
1
P : vu B

n-t
(Do ... By /he ) U

-~
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es claro que

Kk
e (t/h 3L Ny 2 U
K ~—ro>
[
donde (L },;, €5 el elemento j-¢Simo del primer renglion
K
de L
-
Adema’s como
(K} n K (0) (k) K
X S ZAL L X y 4im X, /e : aV,
f:t K —*a
se tiene que
[3 I (k) K n (0)
(L )y = ho U, y XJ = he I UjX;

por o que U; se puede Interpretar como ta contriby-
cion al primer grupoe d¢ edad que hace un tndividuo de 1a
]-éslma ciase de edad en un tlempo k especl(fico. Esto
motiva jlamar a U; el YALOR REPRODUCTIVO EVENTUAL para

el primer Intervato de edad de un (ndividuo de Ia

t1-€stma clase de edad.



£1 concepto dé valor reproductive es introducido como
Parémelro pobiacional vy es definido <como el valor que
tlenen en términos de s descendencia futura los  indi-
viduoes de  determinaga edad, Y puede medirse como el
numerce promedioc de Nijos Que todavia  fe  quedan  por

procrear a un individuo de cada ciase de edad.

El valor reproductive es maxtmo en' Fa edad €n  que co-
miena fa reprodutctcﬁn; presto @ie tvdavia esta {practoe
el potenciat reproductivo. Los valeres reproductivos de
tos Individuos jovepes en edag pre-reproductiva son
menores que este valor maximo, debido a 13 pesibibidag
de mortr antes de tiegar a ta edad reproductiva; por fo
que SOT0 UNA Proporcion de esfos se reproducira y  cada
uno tiere un vatar promedio menor. Comu ¢5 d¢ esperar-
e el wvater reproductive de los fndividues en  edades

pust-reproductiivas e4 cero,

Al vector U (U, U2, ..., Un) de (1.2 3 ) e te conoce
como el YECTCOR UE YALOKES REPRCDUCTIVLS Yy estamgs  en

condiciones de Interprelar cada una de ZUs entradas.

£1 valor reproductivo de ta primera clase de  edad es
tomado come ia unidad, es decir U, @ t, vy los denas va-

fores se tomaran en funcion de €ste.



s
-

E{ valor reproductivo de ia segunda clase de edad
2 n-t

Us 3 @;/he ¢ Aabx/Ahe v ... v Qsbaa L. Di/Ag
es da sumd de 1a proporcidn de hijos que tiene un tndi-
vidio enh é5a ci1ase de edad con respecto a ta  contribu-
cton  totat en unad unidad de tlempo {(este supanda  es
a;/7% ), mas ta proporcion de Nhijos que teadra cuande
haya pasado a la sigutente clase de edad cop respecto a
le dejado totalmente por ta pobfacldn al naber pasade
dos untdades de ttempo {este es a,nz/xae), miz fa pro-
porcidn de hljos que tenga cuando havan pasade 135  tres
un‘uadgs de tiempo gue s€ redquieren para pasar o la
ciase 3 con respectlo a la contr(pucion fotal de toda ia
poblacion at haber pasado tres unidades de t{eppo { esta

sera aybyby;/ha ). etc.

Acl  sucessivamente %se pueden {nterprefar cada Uj, basta
tlegar a Un : an/hs, QUE d3 §d coONtribucidn proporcional
de un individuyeo de Ia clase n a 10s nuevos (ndividues (o
clase () con respecto a 1a totalidad de tncremento de 33

pobtacion durante esa unidad de (jempo.

Fara finafizar ecta seccion, habjlaremos un poco de ho.
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(K} 118
La ecuaction (1.21) X = hs OV, nos dice que:
() La poblacion crecerd st o > 1.
(11) La poblacion decrecera Si A, ¢ 1,

(tii) La poblacldn queaarﬂ estable st An =V,

Recordemos que L : i €5 valor proplo de L st y solo

St q(As = t) : t, &5 decir si1 y solo si
a, ¢+ azb. + ...+ anba.y ... Doz 0.
Al ntmero

R = ay ¢+ a1b, ¢ ayb.D, ¢ ., t 3abpa .. By, se le
conoce como Ia tasa reta de reproducclon de 1a poblacion
(y demograficamente se Interpreta como el promedio de
hijos que un individuo tiene durante su esperanza de

vida).

Tambien se puede observar que A; 3> 1 S| y S0lo st

Rt 1 yaque Ao ¢ 1 Sty s0le si R t



2. MODELU DE EXPLOTAGION RACIONAL DURADEKRO.

£1 modelo de crecimiento de Leslte para el crecimiento
de una poblacton dividida en clases de edad, se aplicard
para la elaboracion de un modelfo de explotacton racional
¥y duradera correspondiente a una poblacten animal cre-
ciente. Asi mismo se anallzara el efecto que tiene ta
explotactcon de diterentes fracciones en ias distintas

clases de edad.

DEF INITIOMN,

Una potftica de expiotacion ractonal [ separacion de
algunos Individues de Ja poblacion para su venta, sacri-
ficio o ajgun etro fin) es duradera, st el rendimiento
perfodico que se obljene de una poblactdn anmmal cre-
ciente, ez el mismo al termino de¢ cada periodo ¥y la
distribucion de las edades de la poblacion se conserva

atl separar dicho rendimiento.

pepido al crecimiento de [a poblacto'n. 513 no se agota-

rd ya que s6lo se separara ¢l excedente.



2.1, - DESCRIPCION DEL MODELOC.

Se supone que se tiene una poblacian animal creclente
con una determinada distribucton de edades incial y un
periodo de crecimiento descrito por una matriz de Les-
lie. Al final de este perfodo, debido al crecimicnto se
obttene come rendimiento una clerta fracclon de cada una
de las distintas clases de edad, ta cual ¢s separada, de
tal manera que Ia poblacton tenga !a misma distribucion

de edades que la original,

La duracion del periodo de separacldn d¢ oS antmales
que conforman el rendimiento, debe ser breve con respec-
te al de crecimiente ( durante el perfodo de separaclion,
el crecimiento o 1os cambios de ta poblacion son despre

ciables).

Repitlendo este procedimiento después de cada separa-

cldn. se obtiene un rendimiento duradero.

Sea
X1

X2

Xn
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el vector de 1a distribucion de las edades de |a pobla-~
cion al inicto del per‘odo de crecimiento, donde X1
(¢ : 1,2 3,...,n) es el nimero de Individuos que se
encuentiran en la clase de orden L , es decir, que no se¢

separan come rendimiento.

Al jgual aue en el modelo de crecimiento de Leslite, el
per{odo de crectmiento tendrad I1a mismd duractcn en cada

una de das distintas clases de cdad

.
51 el crecimiento dge la poblacion es descrito por la
matriz L de Leslie, entonces el vector de la distribu-

clon de tas edades at final det periodv de crecimiento

tnmedlatamente antes de hacer la separacion, esta dado
por LX,
Ahora sea 0 £ h{ ¢ 1 ( ¢{: 1,2,3,...,n), la traccion de

individuos que se van a separar de la i-ésima clase de

edad. Forpmemos con estos n  numeros la matriz dtagonal

h.

h, 9]

H : O ' .



[
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fa cuat es llamada MATEIZ DE SEPARACIMN RALIUGNAL, donde
hi :0, h{:=1 © 0 ¢hi 11, signitican que no se
separa ningun individuo, se separan todos 0‘ s5e separa

una clerta fraccion de la i-esima clase de edad.

Como (LX) es ef nﬁmero de 1individuos qQue se encuen-
tran en la poblacion en Ia clase de orden L tnmediata-
mente antes de |a separacién. hi(LX) que es la entrada

de orden 1 deJ vector

hot LX),

hat LX),
HLX H

ha( LX}4

serd el numero de 1ngividuos que se separan de la clase

de orden .

De acuerdo a Ia definicion de polftica de eaplotacion

racional duradera tenemos que

LX - HLX : X I - T PR B |

que es equivalente a



(b - HiLX = X

Como se puede observar X debe

s
b

(2.1.2)

ser el vector propto de

fa matriz (1-H)LX correspondiente al valor propio dado

por Ia wunidad. A5 mismo la matriz (1-H)L tiene ta

misma forma que 1a de una matriz de Leslie

{t-h.)a, ({(1-h,)ay (1-h,)a, .

(1-h, )b, 0 0
0 (1-h,)b, 0
L o 0

En el capftulo antertlor se vio

< {1-h)aa. (1-h,)aa

[ 0
. 0 0
(f-hy)basy o

que una patriz de leslle

tiene como valor propio a Ia unidad i y sélo  Si, {3}

tasa neta de reproduccleon es igual a uno.

Calculando 1la tasa neta de reproduccion de 1a matriz

{i~-H)L, e igualandola a 1a unidad tenemos que

(1-h,) La, ¢ ayb,(1-hy) + a,0,0, (1-N,)(1=hy) ¢ . . . »

T Y 0 G P TR R R DAV G Y S BRI (2.1.3)

Por lo que un rendimiento duradero se obtiene séto para

1]
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aquelfos vatores h.. h:,.. ,he , (0 2 h{ ¢ 1} que

satisfagan la ecuacion {2.1.3)
Si se cumple 13 restriccien anterior, ta patr1z (-1
tiene cormo valor propjoe a Aa oz 4 cop multipticidad uno
{E1 valor propio de una matriz de Lesiie ttene ruftipti-
cidad una).

Un  wvectoer propido cerrespondtente a lo. es decitr una
sofucion vectoriat distinta de cero de ( f-HILX = X, es
(t-hb:)b,
Xo : N

(e, t.4)

C1=Pa)C b ). (e 3Deba,,  Bos

|
Cr-ho i t-ha bbby !
|
J

ef cuat determipa {a traccion de 1ndividuos que permane-
cen en cada una de las 4isLintas ciases de edad después
de haber hecho ta separactdn, cipurendo una potftica de
expiotacion ractonatl duradera. (uaiquier otra sotlucidn
Xi de ¢ I-H)LX : X, e5 un miltiplo de Xo. £sto genera
una ambiguedad en el nimero totat de individuos que

permanecen en ta poblacion después de hacer 1a separa-



cion; €sta
cion auxiliar, que por
némico o ecologlco.
clones podrf{a ser;
micamente,

determinar (o

plicar Xo

(1-HILX

Como se puede observar existen muchads maneras de

clonar los valores O % h 2

dan origen a un rendimiento

seleccionados, el valor Xo

distrlbuclén de 1ia poblacldn

2.2.- SEPARACION UNEFORME

Es comin suponer que la

uniformemente,

gir o capturar animales de una determinada edad.)

que es factible suponer que
al azar, ta separacion en
misma, €sto €5:

B :h. : h,:h,:

fo general

para obtener el valor aproptado X

s
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pucde elimtnarse por medio de alguna condl-

es de caracter eco -

Un ejemplo de este tipo de restric-
para una poblaclion sostenida econo-
1a poblacion maxima que se podr{a mantener,

ta constante por {(a cual habri{a que multi-

de

= X

selec-
i con <: 1,2,3,...,n que
duradere, pero vya una vei

detemina en forma unica la

después de la separacion.

poblacidn esta distributda

{ En muchas pobiaciones es dificil distin-

por lo

l1os anlimates se capturan

cada ctase de edad sea la
ha (2.2.1)
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entonces ( I-H)LX : X equivale a que

{(i-h)LXx = X

LX = ( 1/ 1-h) )X

por Jo que 1/(1-h) debe ser el valor propto tinico

positivo lo de la matriz de crecimiento L de Leslle,

Ao = 1/ {1~-h) (2.2.2)

con 1o cual Ia fraccion que Se¢ separa en cada una de las

distintas clases de edad esta dada por

h = 1 - /) (2.2.3)

[ 3] vector propio Xo correspondiente ai valor propio

Ao 1 /£ (1-h), es en este caso igual al de la matriz L,

0o sea proporcional a



[™
~

1
bi(1-n)
2
biba{ 1-h)

Xo = . (2.2.4)

OBSERVAC (ON

e : $/{1-h) » 1, puesto que 1a poblacidn es crectlente,

Entre mavor sea e, Wayor sera la fraccidn de indivi-
duos que se pueden separar de la poblaciop sin que ésta

se apote,

2.3.- SEPARACION DE LA CLASE DE MENOR ERAD.

En deterninadas poblaciones los individuos mas jo-
venes son los que tienen mayor valor econdmico, siendo
esta 1a razon por la que habr {a que separar ios indivi-
duos de la primera clase de edad para su  venta, es

decir, se establece ta sigulente condicion

ha = hy = . . . = hn = 0 (2.3.1)
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con lo cual la exprecion (2.1.3) se simpltfica a

(1-h) t a + a,b ¢« a,b,b, + ...¢ d by, bo,; ...b, T = o

o o que e5 lo misme (1-h) R = 1, donde R es la tasa

neta de reproducion,

La fracclon de individuos que s¢ separan de la primera

clase de edad esta dada por:

h : 1 - /R {2.3.2)
SI{ R » 1, se obttene una politica de explotacion racjo-
nal y duradera, lo cual es congruente por que R ) {

significa que 13 poblacion es creclente,

El vector Xo de la distribucion de las edades despu€s

de la separacidn es proporcional al vector

Xo = . (2.3.3)

Db, ... bgu
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3. - RENDIMIENTO OPTIMO DURADERO
3.1.- DESCRIPCION DEL MODELO

Come se pudo observar en el cap[tulo anterjor, existen
muchas polf{ticas de expfotacion raclonal duraderas, las
cuales dependen de la seleccion de hi { ( : 1,2,....08)

Yy que por (v general generan rendimientos diferentes,

La jdea principal de esta ceccilon es determinar de todas
estas polfticas, aquella que proporcione el rendimiento
optimo. Dicha politica es Ilamada POLITICA DE SEPARAC ION
OPTIMA ¥ DURADERA y su rendimiento, REMND IMIENTO OPT IMO

DURADERO.

Tomande una poblacion creclente determinada por una
matriz L de crecimiento de Leslie, con vector de
distribucion de edades en equilibric dado por X, donde
cada entrada X; ( i1:1,2,3,...,n ) ¢s el numero de
indtviduos que Se encuentran en la clase de orden «( ,

tnmediatamente antes de hacer la separacion.

Una untdad de tlempo mas tarde, Inmediatamente antes de
hacer fa separacldn, el wvector de la distribucion de

edades de 1a poblacion esta dada por LX.
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Tentendo que la poblacion esta en equllibrio si

X - HLX = X

donde tas componentes del vector HLX son el numero de
individuos dque se separan en cada una de fas distintas

clases de edad.

Denotando a Y. ¢con {: 1,2,3,.,.,n como el ingreso
economico obtenido por cada individuo separado de la
clase de orden [ ; y al vector Y : (Y..Yl.....ynf
como el vector rendimiento. €1 Ingreso econdmico obtent-
do de toda la separacion esta dado por: Y : (Y,HLX),don-
de Y es ilamado rendimiento de la separacicn . Una
polftica de separacion es optima si Y es el maximo

ingreso economico de la poblacion correspondiente a la

separac ion.

OBSERVACION

cualquier miltipio de una solucion X de LX-HLX @ X, X
: (1-H)LX ,es puevamente una soluclon, con to dque el
rendimiento de 1la poblacion puede ser arbitrariamente
grande si se elige un multiplo supamente grande de dicha
soluclén. Por esta razon se iIntroduce una res\rlccldn
(C,X> H 1 que normalice tat solucldn, donde € =

t
(€1,€2,€3,...,Cn) €5 un vector restriccion, usualmente



€ste es de caracter ecoldgico o economico. Los siguien-

tes son algunos ejenmpjos de restricciones:

1) Si se decide que el ntimero total de individuos de ta
poblacion en equilibrio este dado por N, tomamos
€L o= /N, com  1: $,2,3,....n, Para M : t, e} rendi-
miento Y puede ser (nterpretado como el (npreso obte-
nido por cada Individuo separado.

2) Si el promedio de peso de un individua de fa -e5ima
clase de edad esta dado por w: , y 51 se decide tener
en equilibrio €] peso totai de 1a puDIaCIén dado por W,
se  toma C{ : Wi/W, Lz 1,2,3,.,.,n, CGon W : 1, el
rendimiento Y es nterpretado como ¢l ingreso obtenjdo

por unidad de peso de los individuos separados,

3) S1 tomamos €: : Y, vo1,2,3,...,0. €,X» nos da
el vator economico de la poblacldn en equttibrio. E1l
rendimiente Y sujelo a {a restriccion (y,X» = 1, es el

Ingreso econdmico obtentdo por cada peso dei posible
ingreso inherente en la poblacion en equitibrio de los
individuos no separados; por lo que Y - ¢y, HLX» H
¢ LX) - (Y, X> puede ser interpretado como la tasa eco-

n&mlcn de crecimiento de fa pohlacldn en equilibrio.



4) S1 ge decide sostener economicamente a {a poblacion
entre cada separaclon, tomando € tgual al costo Incu-
rrido en cada perfodo de ttiempo para cada individue de
ta i-és¢ma clase de edad. fon (C.X> = 1, et rendt-
miento ]f puede ser Interpretado como ¢l ingreso obte-
nido por cada peso de cos5te de crianza para aumentar ta

pobiacion.

5) S1 ta poblaction es aute - suficlente, cualquler costo

de separacion pucde ser tomado encuenta a traves de un

vector de restriceton €. St se detine 2 h con

{ Vs 1,2,,..,n) como el co5to de separar a un Individuo
t

de 1a clase L, y ah : (h1,h&,...,hn) como un costo de

separactan. Entonces el costo total de separar esta dado

por:

th,HLX: = t(h,(L-§)1X)» = <(f ~1)h, X>»

t
con €C : (L -1)h, ¢l costo por separar e5 (G, X>.

St (€, Xy : 1, el rendimiento }’ es el Inpgrese por cada

peso del costo de separacion.



DEFINICIONES

| ) Dada una matriz de crecimiento L de teslie vy
un vector de restriccion €; una polftica de separaclon
tactible { H , X1 es una patriz diagonal H de
separaClén y un vector de Ia distribucion de la pobla-
cion en equilibrio dado por X 2 0 (todas sus entra-

das son mayores o jguales a cero), satisfaciendo:

a) LX - HLX : X

b) «(€,X> = ¢

t4 ) Una polftica de separaclon de dos clases de
edad e5 urna polltica de separactoen factible (H , X ]

donde las entradas de Ja matriz diagonal H estan dadas

por:
1
0 st (21 2
h, ] stoto: |
1 st = J
con t S 1 ¢ J < et y 0 (8 ¢

Se puede observar que una politica de separacion de dos

clases de edad, consiste en separar una fraccion 8 de
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individuos de 1ta 1-ésima clase de edad Yy 1odos 10§

individuos de 1a ctlase de orden J,

3. 2. -PROBLEMA FUNDAMENTAL

Dada una matriz de crecimiento L, un vector de
restricciones (cconomicas o ecologlcas) € y un vector
de rendimtento Y, encontrar una polftica de separacién
factibie I1a cual maximice ¢ rendimiento \r = ¢Y,HLX»,
sobre todas las polfiticas de separacién factibies

(H, X i,

El resultado significativo de esta seccion es, que una
potftica de separacion optima la cual maximiza el rendi-
miento Y : (Y,HLX)>, se encuentra entre las polfticas de

separacion de dos clases de edad.

A contlnuacion se demostrara el resultado anterior y se
elaboraran condiciones para el vector restricclon [

para garantizar que el problema estd blen detinido.

Yeamos primere d4os casos particulares correspondientes a

1as politicas de separaclon de dos clases de edad.
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1) St 6 : 1, toda la I-e€sima clase de edad es separada,
por 1o que los Individuos no sobreviven a §a J-esima
close de edad. Esta seria una politica de separacion de
una ctase de edad, pero es coniveniente consideraria como
un case degenerado de upa politica de separacl&n de dos

clases de e¢dad.

2) St J : n+t, es interpretado come ta  ausencia de
separaclon de una segunda clase de edad, eésta tamblen
es una pol[tlca de separaciaon de una clase de edad, en
ta cuat unicamente Ia fraccion ¢ de la clase de edad
| es separada; £ste sers consltderado tapbich como  un
caso degenerade de una pof{tica de separacién de dos

clases de edad

Constderands 1a condicien LX - HLX : X, de una palftica

de separacion factibie
%
X - HLX : {1-H)LX : X {3.2. 13

y tomando u: * (1-hy), ta ecuaclon anterlor pucde ser

escrita como:



Be (@ Xy ¢+ @aaXx ¢t . . . ¢+ anXae) = X,
Babi X, 2 Xz
pabsXe = X3

nDn-yv Xa-v =2 Xn

Resoiviendo recursivamente 1as t'xltlmas

clones, tenemos:

X: = wab. X,
X3 : Wit bbb X,
Xn = Haly...tuabibg. . .Dno X,

Sustituyendo estas ecuaciones en la primera

dividiendo todo por X,, nos queda

Avr ¢ Aabab,dat. L 3D, DA A e

sustituyendo X:,Xy,...,Xn en fa restriccion

y despejando X., obtenemos

X1

1/7(€C 1€y b s, . 4Cab D Da-y By, . WL
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(3.2.2)

{n-1{) ecua-

{3.2,3)

de (3.2.2) vy

(3.2.4)

(€. X t,

) (3.2.9)
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Ahora se vera al rendimtento Y : (Y,HLX> = <Y,LX-X) =

(Y, (L-F)X) : L -0D)y,Xx», donde las componentes del
vector (L‘ -1})Y, estan dadas por:

a; = Yoar + Y by - Y3 iz 1,2,3,...,n (3.2.6)
donde Yoot ba : 0; coh 1o que el rendimlento Y

puede ser escrito como

YoiodXe v diXg .. . b daXa (3.2.7)

sustituyende X,,X,,X;,...,Xq de Tas ecuactones (3.2.5 )

y (3.2.3) respectivamente, obtehemos la siguiente ecua-

cton denotada por (3.2.5).

iveaDay BByl

€ ¢+ C,bopuy ¢ Cyb bl Byt tCaD D2 D iy o bha

Definiendo a

a; = dib,b,...b.., s {Ya, + Yoo by - Yiib,b, .. bia
B, = Cibibg...b,

= 1,2,3,...,n (3.2.9)



sustituyendo (3.2.9 ) en (3.2.3) v nultipticando y divi-

diendo todo por k,, tenemos

G T A IR R (3.2.10)

Si tomamos

€1 3 Urldy +vy M i L 1,2,3,..0,0 {(3.2,11})
4
[ VA SO 5 N

@ :fan,as. ... a0t (3.2.12)
B (B B, ... 800t

El rendimtento Y puede ser escrito cemo:

ta, g)
Y oz o ----e-- (3.2.13)
8,6
Para maximizar el rendimiento Y , tay que determinar

los valores de g .

A partir de este momento vamos a genherar resultados
significativos que determinaran que 1a politica de sepa-
racl&n dpllma se encuentra entre las de dos clases de

edad.
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iLas demostraciones de algunos resuftados aparecen en el
apéndice por ser tan extenzas. La razen por fa de no
anctar la demostracion en esta secclon, es para no

perder fa idea principal del resultadeo.

De la ecuacion (3.2.4), se tiene que 105 valores de u;,

i: 1,2,3,...,n , estdn determinados por el siguiente
conjunto
Moz (R B Ba) |0 S U S S (A0 a b R,
+ asb, ... bey we oL Ba) 2 1
S1 se toma y; : a/b, b, ... b, con {: 1,2,3,...,n
t
N A S | (3.2.14)

Los valores de ¢ quedan determinados por el cobhjunto
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PROPOSICION 3.2,
n
€1 conjunio § es un polledro convexo en R .

(La demosiracidn se encuentra en el npéhdlte)

fara ef caso n = 2

VERTICE

POLIEDFG CONVENO FCLIEDRO NO COSYEXO
n
{Un  conjunto ge veotlares en R es  Convexo, b3 para
clesauiera Jos vectores Y. L del conjunto, e
sector W oW, ot (1-p )W tamb 1én pertenece al conjun

to, otk O« p ¢ 1),
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Ceometricamente W : pW, + (1-p)W., en R:, es el vector
que se encuentra sobre el segmento de recta que une los
extremos de los vectores W. y W:. Por lo que €l conjun-
10 convexo es aquel en el que el segmento de recta que
une a cuatfesquiera dos puntos del conjunto, perienece

tambi€n al conjunto.

Wty -7
=] TIREWA T
W o: W, + p{W.-Wi) = p¥, + (1-p)¥W,
Definamos
Ei = ¥o t ¥z ¢ ¥y bt oLt ¥
@, ¢+ aib, t aybiby t...t arb. by by (3.2.15)

e¢s el numero esperado de hijos que tiene un tndivy-
E:
duo que sobrevive hasta la clase de orden (.
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Dos particulares clases de edad seran escoglidas. EI

reemplazar 12 clase de edad ' cuando el numero de
hijos esperados de un tndividuo es primero mavyor o igual
a uno; y ia sobrante clase de edad s, cuando el ntimero
acumulado esperado de htjos, primere excede a uno, E&En

otras palabras

Er.y Es.e ¢
Ex | E¢ H 1
en situaclones mas realistas, r : s. Esto nus dice que
hay wuna s para la cual se tiene que -y < 1 Yy
Es ) 1,
PROPCSICION  3.2.2
S es no vacio S$1 y s0lo S1 Ee 2 1.
El caso En : | Do sera considerado, ya que Si se

cumple, el conjunto S ttene unicamente un punto corres-
pondleﬁte a una matriz de scparacldn cero, puesto e
En =t : & ¢+ asby + a3 b ¢ . .ot aghyb, . be es
ta flamada tasa de reproduccion que se vio en [a seccion

anterior.
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Recordemos que una poblacion es de crecimiento nufo si Yy
s6l0 s1  sSu tasa peta de reproduccion es lgual a la
unidad, por lo aue s6lo consideraremos ef{ caso importan-
te que es cuando el numero esperado de hijos nacidos de
un individuo durante su per{odo de vida, es mayor a la

unidad,

pemostracion

:y) 5ea S no vwvacio

entonces existe £ € § tal que

QO ¢ &n ¢ Eann $ ... 2 &, ¢ Y (y. £ = ¢
2y b s (YL ED P YoEy Y Ygfae b o0 b Yol DYt Yy ot
+ .t Yo = En

por lo tanto En ¥

T) i 2 1/En 2 0
sy g : {V/En,t/Ea, . . . ,1/En) € S, ya que
QO ¢ 1/En : &n ¢ V/En = Eqa-v £ ... ¢ 1/E0 = g, & %

Y como
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Y. Y, Yn En

En En Ea En

por o que S es Po vacio, Ya que par 1o menos tiene al

vector E

Analicemos ahora qué condiclones se deben cumplir para

que <(B,g» este bten definido.
(B, &7 debe ser mavor que c¢ero, puesto que
Y s taugr /O tB,E).
Sea
Bi = B, ¢ Ba ¢t By v . . . 4 fY
TGy v CabDy * Csbieba v L., v Cibibr. . Do (3.2,16)

Lz 1,2,3,...,n

Yeamos una posible interpretacion de B(.

S C

. €5 definido como ¢l costo de mantener un indivi-
duo durante ta i-€stma cliase de edad, entonces B
puede ser Interpretado come el costo esperado por criar

a un individuo desde que nacid hasta cuando estuvo en la

clase de orden (.



55

PROFOSICION 3.2.3

Si En > 1 v B: 2 0 <: 1,2, .,k

entonces (f,£r » O,

pemostracion

tenemos que para cualquir g € S

(BB = Big, * Brey v o . . ¢ Ba £any ¢ Bokn
D BiE. v {(Bi-Bilgut ... ¢ Ba-yv - Bn-2)Ean + (Ba-Bona-v)gn
2 BilEv=E2) ¢+ BalEs-£5) ¢+ «uv *+ Ba-v (Eaer - Ba) ¢ Baka

2 Br{ e~ Ereo 1tBrai(Evii “Eeardt. .  tBov(Ea-v v En)tBat,

Ahora como B{ » 0 para t:r, F¢l, ... , n. Entonces
atlguno de 1os siguientes factores

(G - GEvnn )y (&rnv = &eaade -~ =« (Ena-v - o)y &n

debe ser mayor que cerec.

Supongamos que son iguales a cero, entonces

Ev = Bwet T Evea - . « % Ea-yv I Ea 2 O

entonces
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SYLE 2 ViR Y Ya&r b 0 0t Yo EBren 3V, Yy
[ P R T IO |

lo cual contradice el hecho de que (y,E)» = .,
Entonces algun (g; - € {+i) para L PLraet, - . n-t
0 §n ©S Mayor que cero. Y come By » 0 para
E:r,ret, ..., ,n , entonces (B, » O.
Después de haber analizado cuandeo g, » O , y visto
que S es po vacio , podemos enunciar el siguiente.
TEOREMA 3.2.4

St 5 es no vacio y 8,5y ; 0 para todo ¢ € 5 ,
entonces (A, EY/CBLES atcanza su valor maximo en un

vértice de S

( g €5 un vertice de $ st no se puede representar

como combinacion convexa de cualesquiera dos puntos
(1) (&)
L , E de § )
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Demostracion

Tenemos que Y &) : ta.E) / (8,6 es contfnua en el
poliedro convexo S, entonces Y{g) alcanza su vajor

mdxtmo m en un punte n € S,

DPefinamos la funcion Iineal
L{g) = ca, gy - m (B,

Es lineal por que

LCAE) = €ca,hg) = m (B, AE)Y = A (Q,E) - MA (B,E}

A { o ta,g)r - m P, gy ) = A L(E)

LE&, + ;) = (O, 6,482 - M (B,&, 46,
Tty ¢ (O, E> - M (BLE) - m (B,
T AL E Y 2 M (AR Y (G, 6 M (B,

= Lg.) ¢ L(ga)

bande L{g) £ 0 Vg €8 . Ya que si L(g) » O
Y g €S, entonces ta,£» / t(f,gy 3 m , Jo cual es una
contradiccidn, vya que m es e} maximo valor que alcanza

Y(t) en el punto R € S.
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Ast mismo L(£) alcanza su valor maximo en un vertice

tes

{ Sean Bt e Ee los puntos vertice de S y
g € S el punto en e1 cual L(eg) alcanza su  valor
maximo representado por v , es decir L [ )} * L(g)

para toda ¢ € S,

iy si 4 es vertice, entonces ya acabamos.

2) s I no es vertice, entonces 4 se puede
representar como combinacion lineal de los puntos

veértice €. ,61, ... . fo . £SO €5
L : 3 aé; con @i 20 y T ag =4, ycomo Lie) es
fineal, entonces

LUE ) 2 WZ ogé) 2 o LlE ) ¢ obigg) o or 0pli€p) = ¥

donde v es el valor maximo de L(E) para toda ¢ € S.

Sea L(g,) con 1 ¢ m < p ef valor maximo de L{g) ;
{: %,2, ... , p. entonces
LT ) ¢ ayb{gm) * @ LIEM) ¢ ... ¢+ CpllEm) = LUEm)

pero tenfamos que L( [ ) > L{g) para teda ¢ € S,
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entonces L( £ ) = L{&n) = v,y por lo tanto L(g)

.
atcanza su valor maximo en un vertice ! € S. )

Como L{g) ¢ O para toda ¢ € S, entonces L{ § ) £ ©

Yy Ln) = a,m - m 8,0 : (a,my - Y(N) (B, M
= ta,m - {(a.m /B, (B,ny = 0.
por fo tante L(n) : U £ ) ¥ YO [} = m ,por ser

cont{nua; con to cual Y alcanza su valor maximo en un

vértice de S,

El siguiente resultado identifica 10s vertices de S .

PROPOS IC1ON 3.2.5

S1 En 3 1, los ve€rtices d2 S son precisamente

1os puntes de I forma

1 Cozo1,8, 00,0,

€ B e HENETEN I I IR B | (3.2.11)
[ Crodudet,oLa,n
donde 1 ¢ 1 € 5§ ¢ J £ n+d Yy 1 -~ E;.,
p =
E,, - Eq.,

(Demostracion en el apendice)



&0

TEOREMA 3. 2.

Los vertices de $ corresponden a una polftica de
separacoén de dos clases de edad, c¢on separacion en fas
clases 1 vy J, donde 1 s 1 ¢ s ¢ J ¢ ot y f(a

primera fraceion de separacion esta dada por -

B - 4
[:] : e e (3.2.18)
£, - By

pemosiracion

Fenemos que un punto de S§ es vértlce EX)

& : [} oz ot bed, L det
0 N N A » 0
donde t €1 ¢ 8 ¢ J f ned 3% 1 - €31
P- i 1-8
E.xﬂ Ell
con £ W, My .l Wy Y [ S | TN
Por o gue g : 1 : (t-h, ) 1-h) ... L1-h;., ) se cumple

para By, :by= ... =2 b, =20,



€ @ 7 1-8 : (4 D1 M) ... (t- by ) se cumple

para h: = 8 v fhpey = Ry @ .00 2 By = 0

¥ &{ 20 = (1- Ryt Ay ) ... (1 ba) se cumple

para g =8y By = Byt o 2 Ra = 0

Con 1o cual tenemos que '

[ st oCc ¥V FE
he = 9 st Loz f (3.2.1%)
1 st Lz J

con 1 ¢ 1 CJd Endt Yy O ¢ 0 ¢y,

Ia cual corresponde a una potftica de separaclo'n de dos
clases de edad, en la cual se separa la fraccion
8 s (E;

- 11 7 (8., ~- Ep. ) de 1a clase de orden |

Yy todos los individuos Jde la clase J.

€nglobando todo {o anterior, tenemos e! siguiente

TEOREMA 3.3.7

St En > 1 Y (B,gr » 0 Y& € S, el problema
esta bien detinido y una polftica de separacion optima ,

es und poiftica de separacion de dos cliases de edad, con
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separacidn de 1as clases de edad de orden 1y J,
con
(1 €1 5 J ¢ net) donde la primera fraccion de separa-

cion esta dada por :

Ef teorema antertor nes dice gue una politica de reco-
teccion optima y duradera es una polltica de separacidn
de dos clases de edad, en donde se separa fa ftraccion @
de fa cfase de edad mas joven y 10dos (o5 tndividuos de

ta ctase de mavor edad que se elinio.

Ahora sote nos taita por determinar el rendimiento Y
el namere de individuos que S& van a separar de {as
clases 1 y J y cual es el vector de fa distiribucion de

fa poblacion en equifrbrio.

PROPOS 1L 1N 3.2.5

Si se especifica una restriccion (€, X2 : 1 , et rendi-

miento Y esta dado por



(Eyep = $)Yeby by by o (1 - Exy )Yy biba.. . by

(3.2.20)
(Eyor = VB, ¢ (1 - E1.,18,.,

( Demostracion en el apéndice)

PROPOS 1L 1ON 3.2.%

£l ve'ctor X de ta distribucion de la poblac lO.I’\ en

equlilibrio esta dado por

bibs.. . by.y
X = 4/10(B;. )+(1-8)B,., 1] bybz... by {1-9) (3.2.a1)

Bob,...D.s(1-0)
0

(Demostracion en el apéndice)
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E1 numero de individuos separados de tas clases de

edad | y J estan dadas respectivamente por

b, by .. .b..,

(HLX); =
8B,., + (1-818B,.,

(1-8)b.b: ... by,

(HLX),
8B z., ¢+ (1-8)By.,

{ Demostracion en et apendice)
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4.« APLITACION
4.1, ALGORITMD

Despues de haber analizado y conciuido que el rendimien-
to optime y duradero de una poblacidn animal creciente,
se encuenira en una politica de separacicn de dos clases
de evdad. El procedimiento para determihar ei rendimiento

dptimo quradero es ef sigutente:

t) proporcionar fes dates n, a,, b., €i v v ., donde
n Es el numerp de clases de edad en que esta

dividida ia poblacion.

a. Es et pumero promedio de individuos que Liene un
tnagividao durante el tiempo que permanece en ja

ciase de orden .

b. Fu Ia probabiiidad de que un individuo de s
clase de orden 4 sobreviva y pase a ta ¢lage ae

de orden 3.

DR Es 1a restriccion econsmica o ecoldpica  corres-

pondiente a la clase de orden (.

Y; £s ef rendimiento econdmice por cada  tndividuo

que pertenece a fa i-esima clase de edad.
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2) Peterminar si la pohlact&n es creciente, es declr,
checar si Ea » 1, donde £ ¢s el numero esperado de
individuos nacidos de uno que sobrevive hasta |la
i-ésima clase de edad, 5t Ea ¢ 1 , LA PODLACION NO ES
CRECIENTE, POR LO CUAL MO SE PUEDEN SEPARAR INDIVIDUCS,
Si la poblacion es creciente, determinar la ctase de

orden s para fa cual £ ... ¢t vy £ 1,

3) Comparar 1os rendimtentos €conomicos Y,y (rendl-
miento economico que ¢ obtiene al separar una clerta
fraccion de individuos de 1a clase de orden iy todos
los mtembros de la j-eésima clase de edad) donde
1t ¢ L ¢s Y S ¢ J « n+t , para determinar cual es el

maximo de €stos.

4) determinar el porcentaje de individues que se separan
de. 1a ctase de orden 1 , asl como el numero al cual

corresponde dicho porcentaje.

5) Determinar el numero de individuos que se separan de

fa clase de orden J .
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o)
1a podlacion en equilibrio.

Finalmente determinar e} vector de fa distribucion de

A continuacion aparece el programad que realiza los

pPasos anterijores.
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4.2.- PROGRAMA QUE DETERMINA EL FENDIMIENTO MAXIMO DE
DE UNA POELACION CON ESTRUCTURA DE EDADES.
L T Ry L R Y T e S P s

VARIABLES

INTEGER*4 I.N,},5.F,AAL RA2

DOUBLE PRECISION AC100),B(101),C(100) Y (100) ,E(101) (Bl (1Q1)
DOUBLE FREGCISION B2(100) ,Y2(Z0,21),YT(20,21) ,HLX1(30) (HLX2(50)
DOUBLE PRECISION X {(100),HLX3(50),HLX4(50),HLXS(50) W

DOUBLE FRECISION AA,H(S0O) (HLX (S0) ,Y1(20,21) FACTOR.FACTORL

DEF INICIONES

N ES EL NUMERO DE CLASES DE EDADES EN QUE ESTA
DIVIDIDA LA FOBLACION.

A(I} ES EL NUMERO DE INDIVIDUOS NACIDOS DE UN
INDIVIDUO DURANTE EL TIEMPO QUE FERMANECE
EN LA CLASE DE ORDEN I.
ACIY >= 0 3 1 = 4,2, ... ,N

B(l) ES LA PROBARILIDAD DE QUE UN INDIVIDUD DE LA
Ci.ASE DE ORDEN I, SOBREVIVA Y FASE A LA CLASE
DE ORDEN (I+1).
O ¢RI <=1 3 I = 1,32, ... N1
BR(Q)=1
B2(0)=B(0)
B(N)=0

C(l) ES LA RESTRICCIOMN (ECONOMICA O ECOLOGICA) -—-
CORRESFONDIENTE A LA CLASE DE ORDEN I.
ClI) >= O 3 I = 1,2y ..a WN

Y(I) ES EL RENDIMIENTO ECONOMICO FOR CADA INDIVI-
DUC QUE PERTENECE A LA CLASE DE ORDEN I.

Yy >= 0 3 I = 1,2y ... N

Y {N+1}=0
B1(I) = CUDI+C(DIB(N+CIT)IB(2)Bl1Y+. . . +C(DIBUI-1),..B(1},
B1{(D) =0

E{(I) ES EL NUMERDO ESPERADO DE INDIVIDUOS NACIDOS DE
UNO QUE SOBREVIVE HASTA LA I-ESIMA CLASE DE EDAD.

E{I} = A +A(DIBUD+ATIRIIBUL +, L. +ANIR(N-1) .. .B{1) .,
E(0)=0
E(1)=A(1)
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Y1(I,J) ES EL RENDIMENTO ECONOMICO OBTENIDO AL SEPARAR
tUNA CIERTA FRACCION DE INDIVIDUOS DE LA CLASE
DE ORDEN ! Y TODOS LOS DE LA J-ESIMA CLASE.

E(J~DIY(DE(I-1) ... B +01-E(I-1}IV(NIB(I-1) ... B(1)

Yr, g
fE(I-1)-1IP1(I-1) + [1-E(I-1)1H1(J~-1}

PARA 1 <= [ <= & < J (= N+1.

H{I) €S EL PORCENTAJE DE INDIVIDUDOS QUE SE SEPARAN
DE LA CLASE DE ORDEN 1.

H(I} = [EWJ~-1)-1]) 7 [EWJ-1) - EC(I-1)],

HLX(I) E£S EL NUMERD DE INDIVIDUDS QUE SE SEPARAN
DE LA CLASE DE ORDEN I.

HDEB(I-1IB(I-2) ... B(})
HLX (1) = ——
H(IYE1(I-1) + D1-H(D)IRL(I~1)

DISPLAY"DEFINICIONES *

DISPLAY*" *

DISPLAY"A(I) ES EL. NUMERO FROMEDIO DE HIJOS QUE TIENE UN"
DISPLAY"™ INDIVIDUQ DURANTE EL TIEMFO QUE PERMANECE EN *
DISPLAY™ LA CLASE DE ORDEN 1. A(I) MAYOR O IGUAL A CERD®
DISPLAY" ™

DISPLAY"EB(I) ES LA PROPAFILIDAD DE QUE UN INDIVIDUQ DE LA"
DISPLAY"™ CLASE DE ORDEN I. SOBREVIVA Y FASE A LA CLASE"
DISPLAY" DE ORDEN (I1+1)., © <= B(1) <= 1 § I = 1,2, +os ¢N-1"
DISPLAY™ *

DISPLAY"C(I) ES LA RESTRICCION (ECONOMICA O ECOLOGICA) —-="
DISPLAY" CORRESFONDIENTE A LA CLASE DE ORDEN I."

DISFLAY" C(I) MAYOR O IGUAL A CERO."

DISPLAY" "

DISFLAY"Y (1) ES EL RENDIMIENTO ECONOMICO FOR CADA INDIVI-"
DISFLAY" DUD GQUE PERTENECE A LA CLASE DE ORDEN I."
DISPLAY" Y(I) MAYDR O !GUAL A CEROD."

DISPLAY"

DATOS

DISFLAY "PROFORCIONAR EL NUMEROD DE CLASES DE EDADES EN QUE
DISFLAY "ESTA DIVIDIDA LA FOBLACION Y PRESIONAR {(RETURN)"
ACCEFT N
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101

102

107

200

]

500

WRITE (IO, 10N

FORMAT (7X, "FDRLACION DIVIDIDA EN ", 17, ¢ CLASES DE E£DALES",//)
WRITE (30, 108)

FORMAT(7X,."AL]) ES EL NUMERD FROMEDIO DE HIJOS BUE TIENE UN™
4+, /[, 12X " INDIVIDUD DURANTE Ei TIEMFD QUE FERMANECE €N "
+./ 12X LA CTLASE  DE ORDEN 1."./)

WRITE (20,107}

FORMAT (7X.“B(I} ES LA FROBABILIDAD DE QUE LN IMDIVIDLO DE LA “
+.7,12X,"CLASE DE DRDEN 1 SOBREVIVA ¥ FASE A LA CLASE "
40/ 12X “DE ORDEN (1+1).%./)

WRITE (TO.103)

FORMAT(7X,"C(1) ES LA RESTHRICTION (ECOMBMICA O CCOLOGICA)-—"
4/ 3 124, "CORRESFONDIENTE A LA CLASE DE URDEN [,". /)

WRITE (30, 104)

FORMAT (7X, "Y (i) ES EL RENDIMIENTQ ECONDMICQO FOR LADA INDIVI-®
+, /7, 12X,"DUD QUE FIRTENECE A L6 DE LA CLASE DE ORDEN 1.",//0)
WRITE (30,110

FORMAT (7%, "LOS CURLES ESTAN DADDS RESFECTIVAMENTE FOR: ",/
W IOX AT Y FX B SKO S LK MY LT )

DISFLAY"

DISFLAY"FROFORCIONAR ACL) B(D) . CHIY ¥V YD), RESGHECTIVAMENTE”
DISFLAY"SEFARADDS FOR COMAS Y FRESIONGR  (RETURNI. "

DISFLAY" »

DO 1 I={,N

DISFLAY “PARA  1=2",1

ACCERT ALY B(I),C(11, YLD

E{1)= ALy

BlOY=t

RIS =B (O)

Bic(ly= C(1)

WRITE (2O, 2000AC1y (Beld) ,Caly,veld, 1

FORMAT(/ ,F12. 2, 0X FIT. 2, OX FID 2, 2%, FL2. 5,3x,. "5 PARA I="_13,)
IF (AL LT GOT0 50

IF (BUD LT G.OR B LG DIGRTO 60

IF (CUH . LT.MB0TOo a0

IF (Y (1) LT .o GDT0 40

CONTINUE
IFIR(N CNE ) GOTO S0
WRITE (T 0y

FORMAT (7x, "E(1) ES £l NUMERG FSFERADD DE INRIVIDUDS NACIDOS DE"
+, /7y 12K, "UND QUE SOEREVIVE HASTA LA I-ESIMA CLASE DE EDAD™",/)
WRITE (T .Sy

FORMAT (7X, "E! =" F12.2, 0

IF (E(17.67. 1) S=i
. DO T K=IUN

fac fok=1

Do T I=1.)

FACTOR = FACTOR*B(1«1)

CONTINUE
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BI(E) = Cthy » FACTOR « B G-ty
B2tk -t = FALCTOR

E¢r = Adb) = FaCToR + E(h-1)

IF (B4 .CE.L.ANDLE(F=t)Y LT 1) S=¢
WRITE (20, 60000 E(H)

FORMAT (7K, "E(" 1T, "1=4 F12.3, /)
COMTIMNUE

IF (Et(N).LE.1) GOTD S0

F = Se(N-5+1)

WRITE (20,7000 S F

FORMAT (/,7X, "CLABSE DE EDADES FARA LA CUAL E¢1) ES FOR FRIMERA®

+,7.7X,"VEZ MAYOR QUE LA UNIDA :°, 13,7,/

+,/ 7%, "NUMERD DE COMFARACIONES QUE SE HACEN FARA"
+o /y TX, UDETERMINAR EL RENDIMIENTO MAXIMO :v,
AA=D

WRITE (70,890}

FORMAT (7X, "Y1 (I,J) £S5 EL RENDIMENTO ECONOMICD OEBTENIDOD®
+,/, 15X, "AL SEFARAR UNA CIERTA FRACCION DE INDIVIDUQS"

+,/4 15X, "DE LA CLASC I ¥ TOLDS LOS DE LA J-ESIMA CLASE",/})

DO 6 I=1.95
DO 7 J=5+1.N+1

YOO, D= (ET- 1)~ DI+*Y () #R2(I -1+ (1R {I-1) )Y (D xBI(J-11)

Y3, I s (B D) =D B I=1 4+ (1 =E (-1 ) sB1(J~1))
Y1CL, =Yool NV vSeI,

WRITE (20,900)1,J,7Y1(1,J)

FORMAT (7X, "Y1 (' I, " v 12, ") =" [F1Z. 30

IF (AA.GE.Y!(1,J)) GOTO 17

AASYL (T, 3

AL
AND=J

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

WRITE (T, 901) AAL, AAD, AA

FORMAT (7%, "RENDIMIENTD MAXIMO : Y1(", 13,",",13,")="
4, F12.T, 0

H(AAL1) = (E(AA2~1)—1) / (E(AAZ-1)~E (AAL~1))

HLXZ (ART) = (H(ARL I *EZ (AAL~1) Y

HLX4 (AAT1) = (H (AAL) *B1 (AAT = 1)+ (1=H (AAL) ) »B1 (AN2—1))

H_X (AR )Y =HLXZ(AAL) /HLYX4 (AARL)

Z=HAAL) #1030

WRITE(Z0,902) AAL (2

FORMAT(7x, "FORCENTAJE QUE SE SEFAKA DE LA CLASE", 13, ":"
“,F12,2,00, "FDR CIENTO",/)

WRITE (20, %07 AAL HL X (tAAL)

FORMAT (7X, " INDIVIDUOS QUE SE SEFARAN DE 1. CLASE", 13, "3 FI1T.3.7/

H{AAL) =(E(AAT-1)-1) 7 (E(ARZ-1) ~E (AA1-1))

HLX1 (RAZY = (1-H(ANTL) ) »BZ (AAZ-1)
HLAS(AAZ) =HLX 1 (ART) /HI.X4 (ARL)

WRITE (30, 903) AATZ, HLXS (AAZ)

FORMAT (7X, " INDIVIDUOS QUE SE SEFARAN DE 1.A CLASE",1T.":




903

906

20

207

908
10

50
1000

40

999

40

WRITE (30,905)

FORMAT (7X, "VECTOR DE LA POBLACION EN EQUILIBRIO",/)
W=(H(AAL) *BL (AAI—1) +(1~-H(AAL1) ) %R (AAZ—1))

IF (AA1.EQ.1) GOTO 20

DO 8 I=1, (AR1-1)

X(I)=B2(1-1) /W

WRITE (30,906)1,X(I)

FORMAT (12X, “X (", 1T, “)=" F12,3,/)

CONTINUE

DO 9 I=AAl, (AAZ-1)

X{I)=((1-H(AA1) ) #B2(I-1)) /W

WRITE(Z0,907) 1,%¢I)

FORMAT (12X, "X (", I3, ") =" F12,3,/)

CONTINUE

IF (AAZ.GT.N) GOTQ 40

DD 10 I=AAZ,N

X(D) =0

WRITE(I0,908) I, X(I)

FORMAT (12X, "X (", I3, ") =" F12.3,/)

CONTINUE

STOP

WRITE (30, 1000)

FORMAT (7X, "LA FOBLACION NO ES CRECIENTE, FOR LO QUE
,/+7X, "SE PUEDEN SEPARAR INDIVIDUOS")

DISPLAY"LA POBLACION NO £S5 CRECIENTE,POR LO QUE NO"
DISPLAY"SE PUEDEN SEPARAR INDIVIDUQS."

sToP

DISPLAY"DATOS MAL PROPORCIONADOS; ©

DISPLAYH

DISPLAY" A(I) DEBE SER MAYOR O IGUAL QUE CERO."
DISFLAY® *

DISPLAY 0 < B(I) <= 1 PARA I = 1,2, ... ,N-1."
DISPLAY" ™

DISPLAY" C(I} DEBE SER MAYOR O IGUAL A CERC."
DISPLAY"

DISFLAY" Y(I) DEBE SER MAYOR O IGUAL A CERD.”
DISFLAY" *

DISPLAY" B(N) DEBE SER IGUAL A CERO POR DEFINCION.®
WRITE (30, 999)

FORMAT (/,7X, “DATOS MAL PROFDRCIONADOS;

+,//," A(I) DEBE SER MAYOR O IGUAL GUE CERO."
#//," 0 < B(I) <31 PARA I = 1,2, ... N-1."
+,//," C(I) DEBE SER MAYOR O IGUAL A CERO."

+,//,% Y{I) DEBE SER MAYOR D IGUAL A CERO. "

+,//7,% B(N) DEBE SER IGUAL A CERO POR DEFINCION.™)
STOF

END

+
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4.3,- EJENPLO

(6. Caughtey, Parameters for Seasonally Breeding FPopu-

tations , Ecology VYol. 48,1967, pap. 834-839.).

Para una determinada especle de ovejas domésticas de
NMueva  Zetanda, con perfodo de crecimiento de un afo,
edad maxima de vida de 12 anos ¥ la sigulente matriz

de crecimiento.

TOOO L045 .391 (472 ,4849 .546 543 .502 ,468 .459 .433 421
845 0 [+] o 0 0 s} a 4 0 o 0
o .975 [¢] 0 4] 0 o] 3] o 0 ] [}
0 o ,965 © 0 0 o] o 0 4 a [

0 [} 0 .950 [} 0 o o] 0 [¢] o] [o]

[} o [4] 0 .926 0 0 D] Q 0 o] 0
L= 0 [ 0 o o .895 0 [ 0 0 o [
4] o 0 Q ¢ 0 .850 0 0 ¢} o] o]

0 4] [¢] o] [« o] o .786 O ] o} [}

0 0 0 o ¢ 0 3} o .691 o 0 [}

a [¢] o ¢ 0 0 < o 0 .561 ) 0

9 0 o o ] 0 3} o 0 0o .3720 0

Yy ei valor econdémico de cada Individuo es igual a la
untdad y sec declde mantener en equilibrio a una pobla-
cidn de 1000 animales:. e% decir

Yo : t para oz o1,2, ... 12

¢y = .001 para O T - S -4

Ohtener el rendimiento éptimo duradero.



POBLACION DIVIDIDA EN 12 CLASES DE EDADES

A(l) ES EL NUMERO PROMEDIO DE HIJOS QUE TIENE UN
INDIVIDUD DURANTE EL TIEMPO QUE PERMANECE EN
LA CLASE DE ORDEN I.

B(I) ES LA PROBABILIDAD DE QUE UN INDIVIDUO DE LA
CLASE DE ORDEN I SOBREVIVA Y FASE A LA CLASE
DE ORDEN (I+1),

€C(1) ES LA RESTRICCION (ECONOMICA O ECOLOGICR) --
CORRESPONDIENTE A LA CLASE DE ORDEN 1.

Y(I) ES EL RENDIMIENTO ECONOMICO POR CADA INDIVI-
DUD QUE PERTENECE A LA DE LA CLASE DE ORDEN 1.

LOS CUALES ESTAN DADOS RESPECTIVAMENTE POR:

ALY B(D) ["AD ¢} YD
. Q00 .B45 . 001 1,000 [
. 045 975 L0018 1.000 H
- 391 « 965 L 001 1.Q00 3
.472 950 .001 1,000
. 4Ba 926 . 001 1.000 H
. S48 -895 . 001 1.000 H
. 543 » 830 . 001 1.000 1
.502 -786 .00l 1.000 3
468 691 - 001 1.000 H
.AS9 -561 - 001 1,000 %
433 -370 . 001 1.000 $

421 - 000 L 001 1.000 ]

PARA
FarA
FARA
PARA
FARA
PARA
PARA
FARA
PARA
FARA
PARA

PARA
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I

1=

In
I=
1=

1=

10
11
12



E{I) ES EL NUMERO ESPERADO DE INDIVIDUOS NACIDOS DE
UND QUE SOEREVIVE HASTA LA I-ESIMA CLASE DE EDAD

E( 1)= - 000
E( 2= . 0I8
E( 3= 360
Et 4= 735
E( 5= 1.101
E( &)= 1,483
E¢ 7)= 1.823
E( 8= 2.090
E( 9= 2.286
EC 10)= 2.419
E{ 11)= 2.488
E( 12)= 2.514

CLASE DE EDADES PARA LA CUAL E(I) ES POR PRIMERA
VEZ MAYOR QUE LA UNIDA ¢ S

NUMERC DE COMPARACIONES QUE SE HACEN FARA
DETERMINAR EL RENDIMIENTO MAXIMO : 40



Y,

vie 1,
vi( 1,
vie 1,
vie 1,
vie 1,
vie 1,
vie i,
yice 1,
Yie 2z,
Yi( 2,
vie 2,
yie 2,
vie 2,
vie 2,
Yo 2,
Yie 2,
Yi¢ 3,
Yi¢ 3,
Yi( 3,
Yi( 3,
vie 3,
Yie 3,
Yie 3,
Yie 3z,
Yi( a,
Yi( 4,
vie g,
vi( 4,
Yi( 4,
vi( a,
vi¢ 4,
Yi( 4,
vi( s,
vit 5,
yi¢ s,
vi( s,
Yi( s,
Yi( s,
vit s,
Yi¢

ES EL RENDIMENTC ECONOMICQ OBTENIDO
AL SEPARAR UNA CIERTA FRACCION DE INDIVIDUOS
DE LA CLASE 1 Y TODDS LOS DE LA J-ESIMA CLASE

b)=
7)=
8)=
Q)=
10) =
11
12)=
135 =
b=
7=
B)=
=
10)=
11)=
12)=
13)=
&)=
7)=
8)=
)=
10)=
1=
12)=
13)=
&)=
7=
8)=
9)=
10) =
11)=
12)=
13)=
b)=
7=
8)=
Q)=
10)=
1=
12)=
13)=

189.698
225.432
244,349
248.171
242,430
232.955
222.919
216.054
181.641
191.424
192.748
1B86.859
176.762
165.874
156.228
150. 129
178.088
177.853
173.632
165.497
155.128
144.860
136,187
130.826
177.738
174.834
173. 163
166.853
159.091
151.529
145,155
141,206
178.238
178.319
1746.5%8
173.475
169.720
146,092
163.015
161.093

3,
RENDIMIENTD MAXIMO : YI(¢

PORCENTAJE QUE SE SEPARA DE LA CLASE

INDIVIDUQS QUE SE SEFARAN DE LA CLASE

1,

)

248.171
13

13

INDIVIDUOS QUE SE SEFARAN DE LA CLASE %t

16

52.15 POR CIENTO

179.3%0

68,822



VECTOR DE LA POBLACION EN EQUILIBRIO

Xt = 164, 3465
Xt 2= 139.057
Xt 3= 135. 581
Xt 4= 130. 836
Xt S)e 124,294
Xt &)= 115,096
Xt 7= 103, 011
Xt 8= 87,9557
Xt = . 000
Xt 1m= L 000
Xt = . 0W0

X¢ 12)= - 000



§ - APENDICE

§5.1.- DEMOSTIRACIONES

PROPOS ICION 3.2.1

£1 conjunto S €5 un polledro convexo.

Hay que checar que para cualesquliera dos puntos

1) 1) [ (2) (2) (z)

)
W = (W Wy ..., %o ) v Wi = (W, W, ,...,¥n ) €S

Yy 0 ¢ A ¢ 1, Wz AW, + (1-A)W, € §.

Lo cual es equivalente a que

1) (e} (1) (a)

(We  Wou oo Wa) 5 (AW ¢ (M)W o AW ¢ (1-A)W

1) c2)
AWn o (1-M )W, ) € S.

0 sea hay que demostrar que .

0 ¢z Wn ¢(: Waoy €2 ... (:z Wgo (= W, (2 1 4 (Y, W 1.

Demostremos primero que 0 (: Wn ¥ Wy (: 1.,

") =3
Wo oz AW, s (1-A)W, €: A b (1-A) = A

1) (2)
Como wn 1: O Y ¥n ): O
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{1} [=3]
Wo = AWa  + (1-2)Wn 2 MO} ¢ (1-2)(0) = O,

Ahora sec demostrara que Wa (: Wau (3 . ., . (: W, (: W,

Por induccion.

Se vera primero que w; (= W,

1) ta) (1) (2)
N AW, 4 (10w, €AW, 4 {4-A)W, = W

£

Se supone que ¥, (: W.., Y se demostrara que

Wn (= ¥,
(1) (&3] (1) (2
Wa 5 AWa ¢ {1-A)Wn €z AW, R EFS L7 : Wao
Por 10 que > 0 (: Wa (: Wn., €z . . . 4 W, o 0.
Ahora se demosl‘rar:i Que @ (y,¥> : f,
IS L2 R A O R A
1 [SRR] (1) (2)
= MY, W, + y‘V_. o b Y W, Yo+ (A y, W, [
(2} (2)
LIRS SRR A )

A1) ¢ (=AM 1Y

Por lo que W = AW, + (1-1)¥W, € S,
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PROPOSICION 3.2.5

SH E. > v , tos vertices de S son precisamente

toas puntos de ita toerma

1 para U : 1,2, ... I
£, : 0 para U oz 1, X4, .. 3t (32217
0 para 1 : J,J¢t, ... b

Donde 1 (= 1 ¢: $ t: 3 ¢: ned v

=) )
Se demostrara que si ¢ € S vy es vértice, entonces es

de 1a forma (3.2.17). Lo cuatl ¢s eqlvalente a dempostrar
st £ € § y noes de 1a forma (3.2.17), entonces no es
veértice.

Se comprobara que st £ € S y no es de la forma (3.2.17),

entonces existen my [ € 5§ tal que ¢ :m : [ ¥y
€ : AL ¢+ {4-2)m con O ¢ A ¢ 1,

Se supone sin pérdlda de generalidad que:

Q0 3 €n % Bnoe T v f Emepar f Kmap T Emepsr 2o 3
D Emgtss TG ( Emgt (: Errnt-\ 12 .. (2 Ko V2 Egn t
T By f . 6, = 1

con Pt
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ASt mismo consideremos 105 casos para cuanda Emst o

Y para cuando Em.e (1.

caso 1) Emet > §

St Emere t entonces 3 ) {(t - Eml/{Emvt = Em)

Sea 2 = ([t - Ep)/Ewmet - £0) U Y

S1 elegimos 0 ot ! tal que 8 : asu Y
Tt * TEmel = (t-LY32 / con Loz 1,2,3,...,¢ B

entonces £ : pum ¢+ (1-p)L , dende my [ € S y estan

dados por
] 54 o 4,2, ..o . m
L P fg; - (1-u)3y / u si Cosoped,me2, ..., met
‘ 3 st Cor Mt mete2, L., mep
t o st U omepst ,mipe2,...,0
t Si o2, .,m
[ TEE 3 st Loeomitme2, ... met

(4] s L ometel  mrte2, .., D



-LO que hay que checar es que my [ € S

Y,Mr =\ s ¢ v, b, 0 t: Mo (2 Mg

0 (2 Lp 35 Laoy 3 o0 [ | Yy que £ :

Primero se vera que 1\ >z M, = M, d: ., .

Soto hay que checar que:

52

y O sea
[ 2 t: 1,
un o+ (1-u)g

Tr: Mme 22 Mg Y5 0 0 0 PE Tngs 5 Mgpggay 22 0
0 Sea: )z My, Y2 Mpey 27 0 o . )X Mmet )2 B2 O
Se demostrara que | ): My : [Ema - (1-u)3) / 4

Se supone que 1 ¢ [E.ner - (1-m)31 / u ,
B Emun - {(1-18)3

(1-1)3 ¢ Emu - 1 ¢ O

3 - pna ¢ 0O

d ¢t wd ¢ 3 , lo cual €35 una co

Por lo que 1 1: T t L&m,, - (1-w)ay /

ANOra %€ Vera qUe M, 1: M;myy 15 . . .

entonces

ntradiccidn,

u

2 Mmate
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Se tiene que: £m, Y3 Gy 2T . . . Y: Eemit 1 €NtONCeSs
Am 3 (Emer - (1-0)3 /0 22 L&y - (1-w)3) /W =

S Mmey s . w0 3 TEmay - (V-3 /U 5 Mmae s
con lo cual MNmer Y2 Mmar 32 0 0 0 )2 Mpee

]
A continuacion se vera QUIe Myt T° Mmygyy '° 0, o sea

femet -~ (1-1)3) /1 1 8 = o/ 1= ©

Se tiene que:

1) e M 2 M CEpmee - (1003 /B8 = &y
[T I | $w o—

2y 1dm B+ 1im a/p : «
[T [T B |

3) Emvt ) G

Juntando estos tres reésultados se obtiene que!

o (Mt - B) : Gy -~ @ 2 0

[TOEl B |

entonces por continuidad existe 3 » ¢ tal que para toda
W € (1-3,143) , Mpeg - B O tormando cualquier "

que este en el intervalo (1-3,1) ., se tlene que :

Mmeg * B 2 Tnvgn ycomo a » 0Oy o «u ¢t B :a/n) 0

con jo cual se cumple ia propiedad monotona de S .



Para aue m € 5 falta checar aque «(y,m) : 1.

Tenemos que ¢ € S , entohces

1 2CYs6) = Em * Yme Gmer *toont YmetEmst ¢ 0 Emep - Emie)

entonces

Ymer Emas * vt Yot &met 3t = Em - Q(Emip - Emet)

sustituyendo este resultado en «(y,m) , tehemos que '

CY My = Em ¢ (/B3 Yme Emer * 0 o b Ymag Emer - (1-0)2

(Ymer « » « Ymet ) + A Emiep = Emst)}

s Eem ¢ {1/} IV - Em = (1=p) (V-Em) {(Emir - Em)d

(Emyy - Em)

: Eemn o+ (1/0) tu(i-Em)1 = 1,

por lo tanto <(y,m)» = 1 Y mMmE€ES .

Ahora hay que checar |o mismo para { , 0 sea que !

Y., £ =1y [ R AT e 1S para que ¢ este
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Primero se anallzara la propledad monotona. Soto basta

checar que { >: [, 32 0, 0o o qie es (0 mismo, que:

Se sabe que 3 : (1 - Em) / {Ene =~ En) ¢ ¢t , por Ho

que $010 queda por revisar que 3 ): 0.

Suponiendo que 3 : ({-En) / (Emit = En) , entonces
£/ (Emit ~ En) ¢ Em / (Emit - Em) . tONn lo que

1 ¢ £m , 10 cual es una contradiccidn va que Emet >z 1§

Por o tanto {2 3 3=z O y %se cumple dicha propliedad.

¢y, L1 2 Ew t 3 {Emit = Em)

(1-€En)

(Emst - Em)
Emit - Em )

por fo que §{ € S.

Dado lo antertaor se ha visto que ¢ # v 7 L vy ¢stan en §.

S310 gueda por ver que € : um ¢+ ( 1-p)g



ua, +

umg e

Hhm
(130 S VR

UNomes +

WMyt
BTmetsr

Bhmetea

BMmep
BNmepy

Wimeprz

Whn

Ct-wg,

(1-uyg, :

(1) fm :
(=) Lma

(1-0)lmez =

(V- Emep =

OB ) gt

W)

w1

Bty ¢« (O

UlEme -

BlE e =

wlEmet -

1Y I

PO U Cmates T B ¢

- e

ERTY:

) Emeper 2 U (0)

N -ulmepe 2w (0)

e {1-0)ln

Por 1o tanto ¢ : um

EE M7

£ , entonce

= u(0)

EERITSY:

(

RS D] :

RIS =

) (1) :

{-

q-

w)ay /ou ¢

13 X2 BV ARTSN]

1-1)d) / pov

1-u) 0 = pasu

4=

+

+

+

W) 0 = pasik

“u) 0 : oua/p

(1-p) (0)

(1-u) (0)

(r-p) (0)

con O ¢ i «

s & ho es vertice,

ES

1 €,

1 €1

1 : Em
1-u)3 = faa,
1-B)3 = Em=s
1-1)3 ot Emet
20 T Emaeas
T AT Empfez
T O Emtp
c 0 fmrps
20z Emerpr
= 0 €n
1 Y como



87

Caso 2) Emag ¢z

Sea 3 = (1 - Emet) 7/ (Epap - Emst) ¥ eliglendo O ¢ p ¢ ¢

1al que

fmyi 2 BEaned - (-0} / 0 con

~
N
“
-

[ 2 fa - (-3 b /o

Yy demostremos que g : um + (1-p)}f con My ¢ en S,

bonde
1 para ¢ = t2, ... m
my ¢ Igy - (1-u)l para Loz omet, me2, ..., met
B para Tz metet meted, .., ,Msp
o para (T Mmepet meped, ... N
1 para Vorote2, .., met
143 H 3 para Lor meted, mete2, ... ,mp
{ ] para Loz mipetl,meped, .. R

Chequemos primero qgue m € S , es decir que <y, M) = ¢

Yyque { y:rm 3z M; y: .., 33 Ma.
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Para la propledad monotona solo hay que checar que:

102 Mogmer 32 Mmex 32 . o . 32 Mmil )2 Thmegds 3z 0,

Primero se vera que 1 J): Mmy .

Se supone que 1 ( Nmn €= 1 € [&mey - (1-u)1 / 4
Y b Gy = 1 1 1

(2> 1 ¢ gman

10 cual es una contradiccion, ya que O (: £; (= 1 con

¢: 1,2,...n ., Por lo tanto 1 ): Tmu.

Ahora se verificara Que Mumw 23 Mmer 25 + « « 035 Tt e

Se tiene qQuUe: £, 23 e XD . T Emet lo cual

impltca que :

Mo 2 T&mer = (1-1)3/0 32 Temer - (1-RB)I/U 3 Mmez 3=

Yro o s s TEmat - (1-0)I/10 7 et

Por 10 tanto Mmtt Y5 Mymer D3 v 0 o 25 Tnaete
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A CONLINUACION S€ vera que M. ': MNpuies = B

Se tiene que:

1) 1m o n,,e 2 SEm Tee - (1-R)3/0 2 £t
W o— 1 o3t

2) tdm g : tfm ta - (1-p)al/u : o
o 1 wo— f

3) Emeg ) @

Juntando estos tres resultadgos, se ehtiene qure !

tim (Mg - B) = £,,4 - @ O y por continuldad
w o—> #

existe 0 » 0 tat que V¥V p € (1-3,1+3), (Mmy -~ P) » O

tomando cualquier u € (1-3,1), se tiene que Mg ,¢ ) B,

Finalmente se vera que M,.,.. : 8 ): 0,
Se supone que R ¢ 0.

S5e tiene que t : (y,8) ¢ E,,¢ ¢+ G(Emip - E;nig), entonces
3 : (1 - Emet) / (Emep - Eyg} € @ ¢ 1, 1o cual Implica
que 3 ¢ a ¢ V. S1 B (0, entonces {a - (1-u)dd/u ¢ 0,
1o cual es equivalente a que o - (1-u)3 <0 , si y solo
S @ ¢ {1-W)d ¢ (1-4) , entonces U ¢ O , pero €sto
contradice e! hecho de que O ¢ i ¢ § . Por lo tanto

Br: € vy se cumple 1a propiedad monotona de S
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Ahora se demostrara que <y,m = .

Se tiene de «(y,g’ : | , que!
(Smut Ymar -+« « * Emg Ymetd = 1 - Em -~ a(Emep - Emrt)
Y 2 Em VLD En Y s L Bt t

- (t-n) (Emet - Em) ¢+ @ (Ewmip = Enie) -

- (1-u) (E - E Yyt - J/E - E )1

(Y1) 2 Em ¢ t70 0 8 - Em ~ (1) (1-Em) 2
: Em ¢ /0 L (1-Em) (1~ {1-1)) )

S Emot /0 0 (1-Em) ) = Em b 1 - Em 2

con lo que (y,m» : | y por lo tanto m € S.

Ahora se verificara que { € s

Primero se verda que 1 >: L, >: L, 0: . . .0z fa d: O,
donde solo hay que checar que 1§ ): Lmvp 2: 0, 0 Sea que
f >: 3 »: 0 . Anteriormente se habfa visto que 1 ) 3 ,

por 1o que solo falta checar que 3 y: 0 .

Supontendo que 3 ¢« 0, 0 sea {(1-Emut) A Emep - Ext) ¢ O
y come (Ewmip - Emyt) » O, entonces { - Eyst ¢ 0, pero

ésto contradice que Em.t ¢(: 1, por 1o tante 3 ): 0.

A continuacion se demostrara que ¢y, Ly = 1.



by,

¥, [ : meg J fm‘F ey
T E».ve tr Cr. e TTY )/{ "y megy 7 (r
s l’».,u LN E»,‘r Ty
Pop tamo € s,
lnalmem Veamos ¢ e, 4y, 1 “ip
ln, (l~u){. T u (1) + 'y} (¢ Ty €,
un, 'rhu;: :u(l! . r~uJ(r Sy I
Il")», fl-u)!», s ‘1) * tuy (1 L €m
., 4 l~u)!»,‘. : te, l~u)1/ ' )y €m,,
u"bhﬁ [e 1~u)r : e AE I I~ull/u l-u)(! c,,,u
"!»,«t N ){»,,.( s :»,-t (1. )l/u ’ ~u)(l 5,,,,(
a?]mﬂ l(!wu) ey L lo~{ -u)u + l‘u) 3 mqu
b;vf»( 1~u}!»n B g m)al i (r‘u)a H ety
m-(m + l-u)fam{m B Io~{l-u)dl/u + r-u)d ;,,;A-p
o '-u)fan o u(D) * ’-IUO ‘o ».‘Npu
(V‘)!n u(o) {l~u)0

97



Con 1o cual € = um ¢ {1-u) § , con O ( pn ot Yy =7,

vy § diferentes . Por o que € no es vértice de S.

Supontendo que ¢ € § y es de la torma (3.2.1;) Yy que
esli sobre ta recta que une os puntos m, L € S, o sea
que € : AL + {1-X)m con O ¢ X ¢ 1 Y se demostrara
wie m, 8y & son lguates, 10 cual implica que £ es

vertice.

St m, £ € S , entonces

Cy, T » = 1 Y O (: Ln ¢ Loy (= ¢z g, e: 1
Yy,mM) = 1 ¥ O (2 Mg ¢ Mgy 2, 0 M, (2
Tomando

[ R T L TR AR I S

[ T+ ST T I R Mr 7 Mrpey = es 3 My

£, = By 2 .o 2 0a =2 O My * M0 2 ve. 2 Ma 20,
Se demostrara que € : nm : [ ; Osea que E£; : m; : L;

con (: t,2,3,....n .
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5610 hay que checar que .

S| se supone que !, ¢« 1 , entonces L, > p

se tiene que

L S A N 25 T 01 ¥ TIPS

Y T S I I 770 B 10 7 N POV I I ST
f2 L(Ega ) ¢ Le(E0 = Ey) ¢ Ex., ¢ L,(E,y =~ E;)
entonces o : (1 - £, }/(E,, —~ Er) ¢ [y

Analogamente st M, « 1, entonces Ny ? e .

Juntando estos dos ItIMOS resultados se tiene que !

E; = Pz Afy ¢ {(1-A) M,y Ap ¢ (1-X) p : p 1o cual es

una contradicclon

Por lo tante =m, =, = 1 y T, : [, :p.

Entonces € :m : [ y £ es vertice de S.
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PROPOSICION  3.2.3
St se espectfica una restriccion (€, X = t , el

rendimlento Y esta dado por :

(Ej-v = 11% D, By o.. Drov 4 (1 - Epoy J%, BBy .0y Dy

Tenemos de ta ecuacion (3.2.9)

a; 2 (Yoa ¢ Yo bp - YY) bbbz . LD
B = B, ¢ &1 + . . . ¢+ Bg
que
o R N T Y T T 1Y A
Yz ocecmeenenennoen e

Billy + BaluMa + . o o 4 Belibally . . . Wg

YeamoS primero a A

Az Gy ¢ GpRy gt . e b Ut by o . .l
T @t Qat... Oz, t o 1-8) t Oy, (1-0)r Ay (1-8)
E T O B TTTR I L O PRI ST R N B NPT |
s (Ya, ¢ Yabo - Y.) v (Y ar v YD - YD, o+
VLY B4+ YDy - Yy dbuba . . L byea -
-8 {Ya; ¢+ Yy br - YyIDWby . . L by v . L L 4

VUV ag, ¢ Tia by - Y bbby . . . Dy
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1) ¢ Y,biba ... byev - 8Y (Ejn — Eg.,) ¢
+8Y B, b2 . . . bz - 8Y,DDa . . . Dy,
(Ey.. —1)
Y (Epo =t) = Y (B, =1) ¢ Yibiby. . Doy -
(Ej-v = Er.y)
(Eyy ~t)
————————— ¥,b,bz . . . by + Y,b, b, Byt
(€3, - Ex..)
(€3 =117 b.b; Byv 4 (1 - Ex )Y, DDy .. By
(Eyer = Erey)
Ahora analicemos a Z
Z 2 B, ¢ Balib, ¢ BaliMsly ¢ v Ballu,uy . KBa

T Py ¢ Ba ¢

t B0 ¢ Br(1-8) ¢ Bys(1-68) ¢

+ By, (1-8)

Z s By ¢t Ba ¢

v 4 By - B( By ot B ot

: By-r - 8( By - Br-i)

* Byer - [E,, =~ V)/AE ., ~ E,. )] (B

(1 - Ex-i ) » Broy (Ey, =

1)

tBya)

By-\)

Por le tanto

(Eyn = E4ly)

Y : A/ Z , estd dado por
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(Eger ~1)¥i DBy o0 by ¢ {1 = Equy )Y,byby o0 Dy

Broy (E;y = 1) ¢ Byy (1 - Er.,y)

PROPOSICION 3.2.9

€I vector X de la poblacion en equiiibrio esta dado

por
1
b,
b by
Dbz ... Drey
Diby ... D, (1-8)
X : 1 /7 0 6808y ) ¢ (1-2)By., 1 Db, ... by (1-8)
biBa ... Dy (1-8)
[
0




Se tlene que u; : (1 - By , hz:: @8 , b, = § vy h =0
para (3 I §1 vy que X, esta dado por:
Xy 31/ By ¢ Bybg ¢ Byuguy 4 ¢ Battaky v Bn

S U/ Bt Ba v oot Bra ¢ B3(4-8) ¢ L. 4 B (1-0)

21 / Beey ¢ (B - Bz.a) - 8 {By., t Br.i}

=t/ By (1-8) ¢ 8 (Br.)
pot 1o tanto X, = § / 8 (By., ) ¥+ (§-8) B, Y como
se sabe que u, 0, wr:(1-6) ¥y pg =) para

i x .

Xa ot b X, : B X,
Xa T Byuabiby X, 2% FL.
L S (PR TS 1., bbb, by X, =z b/ D, b X,
Xy ERTRNTEN urboby L. bz X, oz buby b, 11-8)K,
Xyop o 2 BBy con Wy B0y 0 By Xy 2 DDy By (1-8)X,
X, oty eae By buby . B X0 2 O
Xn @ Bgbq ... Uy b,b, ...by., X, = 0
sust ltuyendo X, en cada una de {as ecuacliones, se

cumpte 1a proposicion.

97
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PROPOSICION 3.2.10

El ndmero de Individuos separados de las cliases de
edad Iy 3 estan dados respectivamente por:
(HLX), : (@b, by ... b,., ) / (8By.. + (1-8)B,., 1

(HLX); = [(1-9)b,B, ... Dyi 3 / 18Bx-y ¢ (1-6)B . )

Se tiene que HLX 5 el numero de Individuos que Se
separan de cada una de las distintas cltases de edades,

donde :

L  esta dada por:

3 A, Ay - P
b, 0 © e e e e e [ 0
o b, 0 e e e 0 0
0 0 By . . ... 0 0
06 0 0 . . . bzg . . . e 0 0
0 0 0 ... 0 b . . . . . . o 0
o 0o o . .. .. by 0 0
o o o e . . 0 by, 0 0
o 0o o o e e e e Ban 0




H esta dada por

[ ]
[}

0

o

8 (1- &5imo renglion)

J-€simo rer

o

99

gion )

Yy X esta dado por [a proposicion (3.2.9;

HLX esta dada por

1

6B, + (1-8)B;.,

9b. ba

(1-8)b.by

1]

[

bi.a b;,

v Dyea by

con lo cual

1-€5ima
compomente

J-€5ima
componente
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Por fo tanto oD, by ... Dy Dra

(1-€1bsbda1 ... Dyg byt
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