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IHTRODUCCION

Esta tesis tiene como objetive principal, servir de
material de apoyo para cursos de:
i} Cono plantear v resolver problemas.,
i) feoria de Humeros {(a nivel introductorio)

En particular se puede utilizar para preparar alumnos
que deseen participar en los diversos concursos de
Matemdticas a4 nivel bachillerato on donde se  planteen
problemas tipe Olimpiada Mexicana dJde Matemiticas, i.e.
problemas que mds que conocimientos tedrices requieren de
agilidad mental.

L3 motivacion del presente escrite fue la necesidad
planteada en wuna de 1las DuFthQS dn  los Clubes de
Matematicas del Colaglie de Tiens - Humanidades, acerea de
la falta de un material para la preparzcicn de  los
estudiantes. 5o tomo la desicion de elaborar 1) preblenas en
cada uno de los temas que normalmente o presentan en los
diverses concurscs, a sabert Algebra, Teorila de Winerss,
Geometria Euclidlana y Analisis Cembinatorio.

presenta una  recopilacidén de 100

Asi pues, aqui

problemas de T2orcia & cs. La maycria ellos han sido
parte de examenes de concursa (local del CCH, IntraCCH, zonal
del D.F., oOlimpiada lacienal, Ibarsameriecana, Internacicnal v
otros).

Mi aportacien, aparte de 1la  recopilacien de los

problemas @3

1) Diserfio da 10 de los 100 problenmas
ii) 65 de las 100 soluciones
iii) El total de las sugerenhcias.
iv) Una saerie de ¥otas respecto a algunos
de los probleras

Aungue en un principic se hablan etiguetado los
problemas de acuerdoc al grado de dificultad, finalmente se
opté por no hacerle dekido a leo subjetiva gue esta
clasificacidn resultaba. Pero si a pesar de ello se requiecre
un parametro para nedir la dificultad, se puade recurrir al
tipo de examen en gue se presents tal preblema. Se supone
(aungue no siempre, <claro) gque los niveles son local,
nacional ¢ internacional (de menor a mayor).

Los cnunciados se han modificado no en lo =2sencial sino
en la parte de la redacecidn para en la nedida de lo posible
poner en primera persona dichos enunciados, ademas de
uniformizar notacidn, etc.



La teorf{a necesaria para resolver la inmensa mayoria de
los problemas es poca, bdsicamente los conceptos de
divisibilidad, congruencia y teorema fundamental de la
aritmética. Se proporcionan elementos bisicos de esta teoria
en el anexo 1, al final de la presente tesis.

La tesis tiene 5 partes principales: Los enunciades de
los problemas, sugerencias para resolverlos,
respuestas, soluciones y notas a algunos de los problemas.

Mi experiencia como asesor (mas que ningupa otra causa),
me permite sugerir que se agoten todos los medios antes de
ver las sugerencias, respuestas y soluciones a los precblemas.
Si no queda otro remedic entonces procedase en el orden
sugerencias, respuestas y finalmente las soluciones.

Las sugercncias no %tiaenen el proposito do 1llevar de la
"mane' a la persona, el espiritu de éstas sigue siendo de
que, el quo debe resolver el problama es el estudiante y per
lo tanto en ocacliones la sugerencia se planzea en forma de
pregunta.

Realizo una distincién personal entre respuesta vy
solucion. Digo que una afirmacién es una respuesta si no
lleva consigo una argumnentacidén, en caso contrarieo, se trata
de una sclucién. Desde este punto de vista una respuesta es
de un nivel mas bajo gue una solucion, y se pucde usar cuando
no se pudo resolver un problema, pgara trabajar nacia atras y
dar la argumentacidn gue llevaria a csa respuesta.

Oe una buena parte de los problemas se ha dado una
solucion propla por dos razones principales:

i) Mo aparecfa la solucién en la fuente.
ii) Un na?ural deseo de resolverlos personalrmente
y asi poder proporcionar una sugerencia
adecuada.

En cada solucidén se anexa la fuente (al igual que en los
enunciados) de donde se extrajo la misma, los enunciados o
soluciones gque aparezcan sin la fuente de procedencia son
elaborados o resueltos por mi.

En las soluciones se ha evitado aportar el argumento de
ensayo y error y soleo se usa cuando el numero de ensayos es
finito y "reducide".

Las soluciones sen de dos tipos, las formales y las
intuitivas. Les 1llamo soluciones formales a las que al
observarlas presentan un aspecto de ‘'magicas", es decir
esconden todas las "penurias" que se tuvieren que pasar antes
de llegar a dicha solucidn {este tipo de sclucicn es el que
normalmente presentan los libros de matematicas), le 1lamo
soluciones intuitivas, las que presentan algunas ideas que
motivaren 1la solucidén presentada. Es importantisimo que



cuande el asesor le presente alguna solucion al estudiante,
adapte la solucion dada en esta tesis (3l es que es del tipo
formal) para que el estudiante no sienta gque a él1 jamas se
le hubiese ocurrido.

La mayoria de las notas son problemis gue genaralizan a
los originales.

Esta parte (la de las notas) me parece una de las formas
mas representativas del oquehacer matenitice, es decir no
quedarse en la solucidn de un problema, si no de enriguecerlo
a traves de ciertas observaciones que pudieran dirigir
nuestra atencidn hacia nuevas fuentes de investigacidn.

Espero que el material presentado cumpla el objetive
para el cual fug creade y agradezce de antemano todas las
sugerencias y criticas gue se le hagan al mismo.

Para mayor infermacion dirigirse al Club de Matematicas

T
de Oriente (CMO) ublcado cen el colagio de ciencias y
Humanidades (C.C.H) del plantel orienta.

Hex. D.F. 11 rsnere de 1991



HNOTACION

a divide a b : alb

Maximo Comiin Divisor de a y b: (a,b)
Minimo Comin Multiplo de a y b : {a,b)
a es congruente a b module m : a = b (med m)

HMayor entero menor o igual a x : 1x )

n factorial : n!

Numero de divisores de n : d(n)

Suma de los divisores de n: od (n)

Producto de los divisores de n: ntd {n)

Numero escrito en su expansién decimal: abed. ...

Marca para indicar el fin de una depostracién:_ g



A)

B)

ACUFERDOS Y DEFINICTIONES

ACUERDOS:

Mientras no se indique 1lo contrario 1la palabra npumero
indicara numero natural.

En los casos en que no sc preste a confusién se omitira la
palabra numero.

Por ejemplo, en lugar de escribir: "el mdximo comin divisor
de los numeros naturales a y b", se escribirda: "el maxino
comun divisor de a y b"

DEFEINICIQHES:

[x] Funcién gue a cada nimereo real x le
asigna el mayor entero, menor o igual
que X.

n! Producto de los primeros n numeros

0! uno

xly Afirmacién gue indica que existe un

entero ¢ tal que y = CX,

Maximo Comun Divisor: El mimero mds grande que divide a todos
los elementos de un conjunto finito de
enteros.

Primos relativos: Conjunto de enteros gue tienen come
maximo comun divisor al uno.

Minimo Comun Multiplo:El nimero mds peguefio gque es dividido
por todes los elementos de un conjunte
finitc de nureros.

a=b (mod m) Afirmacidn que indica que m divide a
b-a.



1

La

ENUNCIADOS

Argumenta porque no puede ser clerto que 1324™4+7917 sea
igual a 15617%°,
(Gufa para el Intra-CCH, 1988).

Determina el menor numero por el gue se debe nultiplicar 250
para cbtener un cuadrado perfecto.
(Guiﬁ para el Intra-CCH, 1988},

Obtén tres numeros distintes, tal que la suma de sus
reciprocos tambien sea un natural.

(Concurso de Hungria, 1918)

Encuentra todos los numeros a, b, ¢, d tales que el preducto
de cualesgquiera dos de ellos sumado con el productsc de los
dos restantes sea igual a 1990.

(Cuarto Concurso Estatal, D.F., 1990)

Prueba que sl los términos de una progresién aritmética
infinita no son todos iguales, ontonces no son todos primos.
(Concurso de Hungria, 1923),

Prueba gque para toda n > 2, existe un triangulc rectangule
que tiene lados de longitud entera, tal que n es una de
ellas.

Ordena los siguientes numeros del menor al mayor:
200 75 50 30
277 37 s 8

(Primer Concurso Local del CCH-Oriente, 1988)
Obtén todes los numeros de cinco digitos de la forma 34aSh

que se dividen por 36.
(Temas Selectos de Matematicas Elementales, pag. 18).

marcs (") al final de un enunclado, Indica que cete fua

elaborada par ml.



10,

11,

12,

13.

14.

1S.

16,

17.

ENUNCIADOS

Prueba que si n > 2 entonces existe al nenos un primo p tal
que n < p < n!.
(Aritmética Elemental, pag. 21)

Encuentra todos los numeros n  tales que n® + 1 sea un
miltiplo de n + 1.
(Guia para la Segunda Olimpiada en Mexico, 1983)

Encuentra todos los nmimeros primos gue son tanto suma de dos
primes como diferencia de dos primos.
(Gufa para la Segunda Olimpiada en México, 1988)

Encuentra todas las ternas (a, b, ¢) tales a + b + c = 29 y

su producto tenga exactamente 8 divisores.

N

(Segundo Concurso Local del! CCH-Oriente, 1952)

i {n, m) = d, prueba gue en la sucesién n, 2n, 3n, ...,
(m - 1)n, mn hay exactamente d términos divisibles por m
(Concurso de lungrfa, 1901)

Encuentra todos los valores de a, b, «, p ¥y g tales que:

o 100 .
a+b=p yab=gqg en donde a y b son numeros naturales,
a es un enterc no negativo y p, g son numeros primos. %

(Segundo Concurso Local del CCH-Oriente, 1989

dCuantos ceros aparecerdn al final de 50! ?
(Primer Concurso Local del CCH-Oriente, 1937)

Prueba que el maximo comin divisor de 2"-(~-1)" y 2"7'~(~1)""

es igual a 3 para toda n z 2.
(Cuarto Cencurse Estatal, D.F. 1930}

Prueba que si A es un subconjunto de los numeros naturales
que contiene tres elementos entonces existen n, m en A tales
que 10 divide a nm{n + m}(n - m).

(Cuarto concurso Estatal, D.F. 1990)



18.

19,

20.

21.

22.

23,

24,

ENUNCIADOS

Sean a, b, ¢, d cuatro nuimeros enteros. prueba que el
producto de las diferepncias b - a, ¢ ~a, d - a, d -¢, d -b
Y ¢ - b es divisible por doce.

(Concurso de Hungria, 1925)

iCuintos numeros dividen a 20t 7
(Primera Olimpiada de Hatematicas en México, Xalapa 1987)

Calcula el producto de todos los numeros menores que 100, y
que tengan exactamente tres divisores . Comprucba que diche
numere es un cuadrado perfecto.

(Primera Olimpiada de Matemdticas en México, Xalapa 1987)

Reconstruye la siguiente divisidn:

8
X x ¥ [T x e x x
- X % X
X X X X
- XXX
X X X X
- A XX
oo oo
Nota: En el cociente los digites ne estan marcades

(excepto el 8)
{The Surprise Attack in Mathematical Problems, pag. 76}

Indica como obtener mil numeros consecutivos, todos ellos
compuestos.
(The surprise Attack in Hathematical Problems, pag 58)

Demuestra que la suma de los cuadrados de ctres numeros
impares consecutlvos aumentada en uno, es divisible por doce
pero no per veinticuatro,

(Algebra Superior, pag. 606)

Supdn que a,, a, a, veay a“ representa un  arreqlo
arbitrario de los nimeros 1, 2, 3, ..., n. Prueba que, si n
es impar, el producto (a1 - 1)(az - 2)(a3 -3} ... (an - n)

€5 un numerc par.
(Concurso de Hungria, 1906)



25,

26,

27.

28.

29,

30,

31.

ENUNCIADOS

Prueba que (n!)? = n" para toda n.
(Concurso de Hungrfa, 1513).

Determina todas las cuartetas de racionales positives x, ¥,
Z, ¥ gue satisfacen la ecuacidén: x + y + 2 + w = 36 y para
los cuales existen m = © vy Xk ¢ N, con la propiedad de que
X+m=y-m=zm = uv/m =k

(Tercer Cancurso Leocal del CCH-Oriente, 1990)

Do todos los numeros de cuatros digitos gue son multiplos de
nueve. sCudntos hay gue tienen todos sus digitos distintos de
cero y distintos entre si?

(Gufa para la Segunda Oliapiada en HExico, 1948)

Cbtén el nenor numere natural que tiene las  siquientes

propiedadnc:

i} Termina en 6,

i1) 81 el {ltimo dijyite 6 es borrade y coleoado al frente de
les restantes, vresulta un nuimeroc que as cuatro vecas
mayor que el original.

(cuarta IMO, Checoslovaguia 1262)

si a, b, ¢, d son enteros y abcd = 101. encuentra cuintos
valores diferentes tienc la expresicn a + b + ¢ + d.
(Tercer Concurso Local del CCH-Oriente, 1990)

Sean p Yy q primos distintos, ambos mayores que 3. prueba gue
si p - q es una potencia de 2, entonces p + q es divisible
por 3.

(Aricmética Elemental, pag. 34)

El digite de las decenas del cuadrado de un nimero es siete.

ccual es el digite de las unidades del cuadrado del nimero?
(Concursa de Hungria, 1917)

10



32,

33.

34.

35.

3s.

37.

38.

ENUNCIADOS

$i n y m-son primos relatives, caleula cuantos valores
diferentes puede tener el naximo comin divisor de
3n = my 2n +m,

(Aritmética Elemental, pag. 46)

Prueba que el sSigulente sistema no tien: solucidn para
numeros enteros:

(1) abe = 128

(2) a + b = 50

(Gufa para l!a Primera Olimpiada en Méxics, 1987)

Chten todos los nduercs (su forma en caso de ser un NUnero
infinito) que no son representables come ia diferencia de los
cuadrados de dos numeros.

(Frimera 0limpiada de Matemiticas de Moscd, 1935)

Tncuentra p. q, ¢, tales gua:

i) Sean primos diferentes

i1) Su suma sea $9

iii) La suma de sus cuadradsos sea 117

{Tercer Concurse Lacal del CCH-Oriente, 1990)

Prueka que los numerss 2n + 3m Yy %n + Sm ¢ son anbes
divisibles poer 17 ¢ ninguno de sllos es divisihle por 17
(Concurso de Hungria, 139+)

Prucka que 12 divide a 1In + 2m si y séle si 19 divide a
18n + Sm.
(Segunda 0limpiada de Matemditicas en México, Hermosillo 1988)

Demuestra  que para toda n, (n° = n)(s> &+ 3™% es un
maltiplo de 3304,

(Primera Olimpiada de Hatemiticas en Mexico, Xalapa 1987)

11



39,

40,

41.

42.

43.

44.

45.

46.

ENUNCIADOS

Demuestra que |:nz + n - l.)/(n2 + 2n) es irreducible para
cualquier valor de n.
(Primera Olimpiada de Hatemiticas en México, Xalapa 1987)

Determinar el numero de parejas ordenadas {n,m), con n y m
primoes relatives de tal manera gque nm = 18!,

(Primer Concurso Pierre Fermat, IPN, 1990)

Dados dos enteros impares a y b; prueba que a’ - b’ es
divisible por 2" si y sélo si a - b también lo es.

(Concurso de Hungrfa, 1508)

Prueba que {(21n + 4)/(14n + 3) es irreducible para teoda n.
(Primera IMO, Rumania 1959}

Obtén todos los numeros n tal que el producto de sus digitos
es igual a: n’~ 1on =22
(Décima IMO, U.R.S5.5. 1968)

Obtén el conjunto de todes los numeros n con la propiedad de
gue el conjunto { n, n + 1, n+ 2, n+ 3, n+ 4, n+ 5}
pueda ser partido en dos conjuntos tales que el producte de
los nimeros en uno de los conjuntos, sea igual al producte de
los del otro.

(Décimosegunda IHO, Hungrfa 1970)

En un triangulo recténgule esta inscrito un circulec de radio
6. Determina todos los tridngulos rectdngulos de lades
enteros con esa caracteristica.

(Primer concurso IntraCCH-vallejo, 1988)

bemuestra (n + 1)(n + 2)...(n + m)(m + 1){m + 2)...{(m + n) es

divisible por nm.
(Gufa para el Concurse Pierre Fermat, IPN, 1990}

12



54,

85.

56.

57.

S8,

59.

ENUNCIADOS

Demuestra gue para todo nuimero n distinto de 2, 5 y 13,
existen numeros m, r € {2, S, 13, n} tal que mr - 1 no es un
cuadrado perfecto.

(vigesimoséptima IMO, Polonia 1986)

Halla todas las ternas de numeros enteros (a,b,c), tales que:
(1} a+b+c= 21

(2) a%+ p™+ & = 210

{3} abc = 440

(Primera oOlimpiada Iberoamericana, Colombia 1985).

A cada numerc n se le asigna un enterc no negative f{n), de

tal manera que se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) f(rs) = f{r) + f(s)

{2) £f{n} = 0 siempre gue el digito de las unidades de n sea
tres.

(3) £(10) = o

Halla £(1985).

(Primeré Olimpiada Iberoamericana, Colombia 1935)

Cuando 444"

sus digitos es A. sea B la suma de los digitos de A. Obtén la

se escribe en su notacién decimal, la suma de

suma de los digitos de B.
(Decimosexta IMO, Bulgaria 1975)

Se define una sucesién de la siguiente manera:

p,= 2 y para todo n mayor o igual que 2, p, es el mayor
divisor primo de la expresidn: P PyPy--P,, * 1 prueba que
p,  es diferente de cinco para toda n.

(Segunda Olimpiada Iberoamericana, Uruguay 1986)

Obtén cuatro numeros que no excedan a 70000 y cada uno tenga

mas de 100 divisores.
(Propuesto para la vigesimoseptima. IMO, Polonia 1986).

14



50,

61.

62,

63,

64,

65,

66,

67,

ENUNCIADOS

Prueba gue n""' - 1 es divisible por (n - 1): para teda n
mayor gue uno.
{(Cuarta Olimpiada de Matematicas en México, Guanajuato 1990}

Sean m y n enteros arbitrarieos no negatives. prueba gque:

! i
nzgaimiggj es un entero.

(Decimocuarta IMO, Polepia 1972}

$ia>0yn 22 demuestra que (1 + a + a° + ,,., +a"? - 3"
nunca es prime.

(Concurso Elimipatorio en Cuba para la IMO ah{ mismo 1986)

Sean a, b, <, d y u enteros, tales gue cada uno da los
nimeros ac, be + ad ¥y bd son miltiplos de u. prueba que bc ¥
ad tambisn son miltiplos de u.

(Cencurso de Hungria, 1910)

Sea S5 el conjuntc de nuimeros gue multiplicados por 28 dan
como resultado numeras cuyos digitos son todoes lguales a 4.
a) Encuentra el menor elemento de S.

b) Encuentra el mayer elemento de S menor que 10°'

Demuestra que si m tiene n digites y ninguno de ellos es uno
o cero, entonces el producto de dichos digitos es mayor o
igual gue su suma.®

Demuestra gque si m es mayor que 9 y tiene todos sus digitos
iquales entre si y diferentes de cero, entonces no puede ser
un cuadrado perfecto. ()

Prueba que % divide a una infinidad de términos de la
sucesidn de Fibonacci. (la sucesion de Fibonacci es aquella
cuyes dos primeros términos son une y los siguientes se
forman sumando los dos que le anteceden)

(cufa para la Cuarta Olimpiada en #éxico, 1990)

15



5.

16.

T7.

78,

19.

™)

ENUNCIADOS

Demuestra que si n tiene 2r digitos todos iguales a uno y m
tiene r digitos todos iguales a 2, entonces n - m es un
cuadrado perfecto.

(40 Problemas para Olimpiadas de Hatematicas)

Proporciona dos formas distintas de expresar el numere 3 como
suma de fraccilones can numerador 1 y con denominador
diferente al de las demas. (v

De log numeros entre el 1 y el 1989, encuentra una progresion
aritmeética, con 50 términos de los cuales 13 sean producto de
cuatro primos diferentes.

(40 Problemas para Olimpiadas de Matemdticas)

Dado un numero entereo n no negative, definimes P(n) igual al

producto de los digitos de n (cuande n tenga un sdlo digito,

P{n}) es igqual a n).

a} Demuestra que sl n es wayor que nueve enbteonces P(n) es
menor gue fi, (02

h) ¢Para qué numere I del ¢enjunte (0, 1, 2, 3, 4, 5, &, 7,
8, 9} existen mds numeros n en el conjunto {0, 1, .., 10%}
tales que P{P{P{P{P(n))})) = i?

¢} Lo mismo que en b) pero diciendo menos numeros n.

(40 Problemas para Olimpiadas de Hateméticas)

Pedro le comenta a Juan: "he obsarvade que si al cuadrado de
mi edad le resto el producto de tu edad con la edad que yo
tendré dentro de un afio, el resultado es 18% ;Qué edad tiene
Pedro?

{Segundo Concurso IntraCCH, Azcapotzalco, 13989}

Este Incize no o% el que aparecia en el ariginaf, ya que al
miamo era inexacta.

17



80.

81.

82,

83.

84.

85.

86,

ENUNCIADOS

Si un numero tiene 221 digitos y el producto de estos es
3% ;cudl es la suma de dichos digitos? (o

(Sequndo Concurso IntraCCH, Azcapotzalco, 1%89)

Obtén el menor numero r con la propiledad siguiente: si n z r,
entonces n se puede escribir en la forma 2a + Sb.
(Gufa para la Cuarta Olimpiada en México, 1990)

¢Cudntos tridngulos rectdangulos s¢ pueden construir de tal
manera gue su 4rea sea menor o igual que 26950, uno de sus
catetos mida 5 y la medida del otro sea un divisor de 26950 ?
(Gufa para la Cuarta Olimpiada en Héxico, 1990)

Sea a = bg + r, con 0 = r < b. prueba gue el miaximo comin
divisor de 2° - 1y 2® - 1 es igual al de 2" - 1y 2" - 1
(Gufa para la Cuarta Olimpiada en México, 1890)

Para n = 2, 3, ..., 32 definase A(n) como el producto de
todos los miltiplos positivos de n menores o iguales que
1000. {por ejemplo A{3) = 3 x 6 X ... X 999] :Cuidl es el
nimero mas grande que divide a todos los numeros A(2}), A(3),
Al4), .., A{32)?

(Exdmen Estatal, D.F., 1989)

Sea n un numero cuyos dos ultimos digitos sean 00. Llamemas D
a la suma de todos los divisores positivos de n distintos de
n. Prueba que D > n.

(Exdmen Estatal, D.F., 15989)

Encuentra dos numeros a y b tales que:
b’sea miltiple de a
a’ sea miltiplo de b®
b* sea multiplo de a’
a® sea miltiplo de bt
pero b°no sea multiplo de a®
(Tercera Olimpiada Nacional de Matemiticas, Puebla, 1989)
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87.

89,

990,

91,

92.

ENUGNCIADOS

Prueba que no existe un numero de 1989 digitos que tenga al
menos tres de ellos iguales a 5 y tal gque la suma de todos
los digitos sea igual al producto de los misnmos.

(Tercera Olimpiada Nacional de Matemiticas, Puebla, 1989)

Encuentra el numerc mds pequefio n tal que si su expansidn

decimal es aa ceescaaal Yy si r as el nimero cuya
=

-1 2
expansidén decimal es aagaa. l...aJazn, entonces r es el
doble de n

(Tercera Olimpiada Nacional de Hatemdticas, Puebla, 1989)

Prueba que si n es primo relativo con 10, entonces n divide a
una infinidad de los siguientes numeros: 19%0, 19901990,
199019901930, ,.,

(Exdmen para elegir a la Delegacién Olimpica Mexicana, 1990)

Demuestra que para cada n existen n numeros consccutivos gque
no son potencia de algun numero primo.
(Trigésima IMO, Alemania 1989)

Prueba gque la suma de los reciprocos de cualesquiera r
nimeros menores o iguales gque 40, diferentes y primos
relativos entre si, es menor que 3.

(Guia para la Tercera Olimpiada en Hexico, 1989)

Substituye los asteriscos por digitos de tal manera que 1la
divisidn sea correcta.

J

* ke x ] % [FFT
* ok
-

*

* x

““1&“
»

LRI S
* AN %

*
*
*

~ |
*

|

*
*
*
DO+ %% ¥

LR
Ol * #

o d

o] »
S of % # *

g

*
*
2]

ti

ma

*
0
Y cs, pag. 11)

(100 Great problems of elementar
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ENUNCIADOS

99, Sea f la funcidn definida sobre los naturales por:
£{1}) = 31; f(2n + 1} = £(2n} + 1; £(2n) = 3f(n)
betermina el conjunto de valores gue toma f.
{Cuarta oOlimpiada Ibercamericana, Cuba, 1989)

100, Describe un humero gque tenga 2037 digitos y tal que la suma
de sus digitos sea igual al producto de loz nispos. (=
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1.

2.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.

SUGERENCIAS

¢Cudl es el digito de las unidades de cada potenclia?
Factoriza 250

Determina la suma maxima de los recfprocos

Plantea las ecuaciones y luego restalas dos a dos.

Analiza el término a+l, donde a es el numerc inicial de 1la
progresion.

Bueno tal vez este problema no lo puedas resolver, (Qué te
parece este otro? Prueba que todo numero impar (en
particular les cuadradoes de los impares) se pueden expresar
como una diferencia de cuadrados.

Transforma las potencias en otras equivalentes que se puedan
comparar mas facilmente.

Aplica los criterios de divisibilidad por 4 y 9.

¢Y que tal si en lugar de buscar un primo, buscas uno aungue
no sea prima?

Realiza la division de n®+1 y n+l y analiza el residuo.
¢Puede un impar ser suma de dos impares?

Si n = abc, piensa en el nuimerc miximo de factores primos
que tiene n.

Analiza unos ejemplos numéricos
a y b deben ser potencias de un mismo primo.

Se trata de encontrar la maxima potencia de 10 gue divide a
501,

utiliza la propiedad de gue (a, b) = (a+bk, b) para toda k.

Primerc nota que la expresion da numeros multiplos de dos y
luego realiza un andlisis de la misma moédulo 5.

Analiza médulo 3 y médulo 4.
Obten la factorizaclion prima de 20!.
¢Que clase de numeros tienen exactamente 3 divisores?

Observa que al multiplicar el 8 que aparece en el cociente
por el divisor, nos da un numero de 3 digitos.

&Y s$ obtienes 3 nimeros compuestos consecutivos? :Y 4? ¢no
peodrias entonces inducir la respuesta?
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23.
24.

25.

26.
27.

28.

30.

31.

32.
33.

34.

5.

36.
37.

8.

©39.
40.
41.
42.

43.

44.

45,

SUGERENCIAS

Traduce algebraicamente y luego factoriza.
Analiza la paridad de la suma de los factores

ordena adecuadamente los factores dc (n! ) para gque sean mas
facilmente comparables con los de n".

obten el valor de las incdgnitas en términos de m y k.
Aplica el criterio de divisibilidad por 9.

Expresa las condiciones algebraicamente y 1luego trata de
encontrar condiciones de divisibilidaad.

Reduce médulo 3 la potencia de 2.

Resuelve el problema mas general: gCudl es el digito de las
unidades si el de las decenas es impar?

Aplica la propiedad (a, b) = (a+kb, b)
Factoriza 128,

Analiza 1la diferencia de 1los cuadrades de numeros
consecutivos, de dos numeros pares y de dos impares.

Analiza que digitoc de las unidades deberfan tener los
nimeros y sus cuadrados, para gque al sumarlos nos dieran el
de las unidades gue tienen los numeros dados.

Trata de encontrar a que es congruente n en funcidén de m.

Trata de encontrar a que es congruente n en funcion de m.

Factoriza 3804 y prueba dque los factores dividen a la
expresion dada.

utiliza la propiedad (a, b) = {(a+kb, b)
Obten los primos que dividen al factorial.
Factoriza a’-b’

Utiliza la propiedad (a, b) = (a+kb, b)

La expresiodn tiene que se mayor o igual que cero y ademas el
producto de los digitos de un numero es menor que el nimero.

81 p es un prino factor de un elemento de uno de los
conjuntos, ;también lo sera de algun elemento del otro?.

Recuerda que la longitud de los segmentos obtenidos al

trazar las tangentes desde un punto exterior a una
circunferencia es la misma.
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46.~

47.~

48.-

50.-

51.-

§2.-
53.-
54.-
55.-
56.~

57.-

58.-

59.~

60.~

61.-

62.~

63.-

64.~

65.-
66.~
67 .~

68.-

SUGERENCIAS

Reduce n+l, n+2, ..., n+m modulo m y mdédulo n los demas.

Aplica teorema de pitagoras, despeja 1988 y aplica
propiedades de divisibilidad.

a) Obten para cases sencillos a que es congruente 2"
moédule 7 y trata de inducir la respuesta.
b) Aplica el inciso anterior.

De la segunda ecuacién despeja p2 y aplica propiedades de
divisibilidad, aprovechando gque p es primo.

Trata de factorizar la ecxpresidén como en trinomios
cuadrdticos.

Trata con numeros que tengan gue ver con factoriales
Utiliza la férmula para la suma de los divisores (ver anexo)
Trata por contradiccién

Factoriza 440 y compara los cuadrados con respecto a 210.
Obten £(5) Yy £(9) y aplica estos resultados,

Por un lado trata de ir acotando los numeros obtenides y por
otro lade aplica el criterio de divisibilidad por nueve.

Trata por contradiccién.

Obten el mencr numero gue sea producte de numeros primos y
que tenga mas de 100 divisores.

Factoriza n"'-1 y hota que cada sumando del segundo factor
es parecido a la expresion original.

Encuentra un funcién recursiva en términos de m y n.

Utiliza la formula para sumar progresiones geométricas vy
realiza manipulaciones algebraicas.

Trata de aplicar la identidad (x-y)® = (x+y)-axy.

Divide el hipotético ndmero de puros 4 por 28 de la manera
tradicional.

Prueba por induccién sobre n,

Analiza en que terminan los cuadros.

Reduce la sucesidn modulo 9.

Supdn que si se puede y analiza las terminaciones de los

cuadrados.
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69.

70.

71
72,
73,

74.

5.

76.

17.

78,

79.

aa

1.

82,

83,
84.

85,

86.

87.
8B,

89,

SUGERENCIAS

- BExpresa n en términoes de m modulo 10,

- Analiza caso por caso los diferentes valores de m médulo 5,
tratande en cada uno de expresar a on términos de b, ¢ y d
médulo 5.

.~ Expresa algebraicamente el enunciado y analiza méduls 3.

- Factoriza 30 y analiza médulo los factores.
- Analiza case por caso para n médulo 4.

~ Encuentra algunas propiedades de f gue te permitan calcular
f para algunos valores particulares.

- Trabaja con valores pequefios de r y trata de inducir el
cuadrado.

- Btiliza la identidad 1l/n = 1/(n+l) + l/n{n+1)

- ¢cual es el primer ndmere gue es produckts da 4 primos
distintos?

- Para los incisos b y ¢, calcula cuantos numeras del 1 al 200
van a dar a algun digito baje P, Induce al caso del problema
general y justifica.

- Intenta obtener una ecuacidn cuadratica en términes de P.

.~ ¢Cudl nimero de n digitos gque tiene maximo producto de los

mismos?

- Es &1 11, ahora ;Pruékalo!

- Llamemosle N a 26950. Prueba que la medida del otro cateto
debe ser menor que la mitad de N. ghabrd muchos divisores de
N que sean mayores ¢ iguales que su mitad?.

- Utiliza la propiedad (a, b) = (at+kb, b}

- Entresaca el factor comun en cada nimero de los productos.

- 51 termina en 00, gquiere decir gque al menos 100 divide al
nimero (y algunos otros).

-iCrees que haya pocas parejas de numeros que cumplan las
condiciones dadas?.

- Trata por contradiccion
- Utiliza el algoritmo de la multiplicacidn

- Reduce los numercs mddule 10.
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90.-

91.-

92.-

93.-

94.-

95.-
96.-
97.-

98.-

99.~

100.-

SUGERENCIAS
Resuelve un problema mas sencillo: Obten n  ndmeros
consecutivos compuestos. De la solucidn de este problema
trata de obtener una para el original.
Trata de formar la suma maxima,

Puedes empezar analizando con el 7 que aparece en el
cociente.

¢Puedes resolver un problema andlogo con valores mas
pequefios?

calcula f£(1, 11), f£{(2, 11), £(3, 11), £(4,11), ... y luego
induce y justifica para £{1988, 11).

¢Puede f(n) tener dos factores que sean primos relativos?
Aplica la propiedad (a, b} = (a+kb, b}

Factoriza la expresidn.

Trata por contradiccidn el incise i}. Para el inciso ii)
reduce la solucidn médule g y da todas las soluciones gue son
menores que q'.

Utiliza otras bases de numeracién.

Prucbhba con digitos 1y 2.
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RESPUESTAS

4.~ 1 - 1~ 1 -1989
2=~ 2= 2 - 993
- 5= 5 = 1393
10 - 10 - 10 - 189

5.-

6.= »

7.~ 830 - 550 - 375 - 22!)0

8.~ 34945 - 34056 - 34452
10.- n =1
11.~- 5

2.~ (3, 7, 38y, (5, 7, 17y, (5, 11, 13), (3, 9, 17), (1, 13, 15)
combinando tenemos en total 30 ternas.

ld.~a = b =
15.~ 12

16.~ »

17.- »

18.~ »

19.- 41040
20.~ 44100
21.- Coclente 80809 Divisor 124
22.- »

23.=- »

24.- »

25.=

La marca % indica que el problema se Lrata de una demoatracidn
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26.~

27.-

29.-
30.-
31.-
32.~
33.-

34.-

36, -
37.-
38, -
39.-
40.-
41.-
42.-
43.-
44, -

45.~

46, -

47.- Son dos triadngulos cuyas cotras medidas son:

¥x= 0, 24/5, &, 15/2,
y = 1o, 26/5, 10, 17/2,
z= 1, 25, 4, 16,
w = 25, 1, 16, 4,
332

153846

4

*

6

dos: 1y 5

=
W oo

RESPUESTAS

Todos los pares que no son miltiplos de 4, el 4 y el 1.

17, 19, 23
.

64

L

L]

12

El conjunto vacio

Los triangulos son los

13
14
15
16
18
20

que tienen las siguientes medidas:

85
48
36
30
24
21

85
50
39
34
30
29

seis en total
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RESPUESTAS

64 y 496
78 y 498

48.- 8987

50.~p =17, n = 144 y m = 145

51.- »

52.,-a =1 y b= 11t4]

53.-

53.- »

55.~ (5,8,11). Combinandc en total son 6 ternas.
56.~ cero

57.—- 7

58.- «

59.- 50400 - 55440 - 60480 - 65520

60,— »
€l.-
62.~ w
63.+ 2

64.- a) 15873
b) 15873015873015873015873015873015873015873015873015873

65.- »
66.- &
67.- a

68.- 1089 y 900

69.- »
70.- »
71.- 81
72.- »
73.- »
74.- 8010
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RESPUESTAS

98- »
59.- Aquellos gue sean suma de potencias de 3.

200.- 31331....331122222222222

2022 unos

3



1.

SOLUCIONES
l324725 s 47u - (-6)7% 2 6 (mod 10)
7917 = 1% 3z 1 (mod 10)
19617%% = 17% 2 1 (med 10)
De lo anterior se concluye gue 132472 + 7917%
y 19617%* termina en 1, por lo que las cantidades no pueden
ser iguales, 1

6 termina en 7

250 = 2.5° por lo tanto para que los exponentes sean pares

{para que sea un cuadrado perfecto} hay gque nmultiplicar
minimamente por 2
sh).

obtenemos 2500,

{para obtener 22) y por S (para obtener

En resumen hay que multiplicar por 10, con lo que

que es ¢l cuadrado de 50.t

Llamemosles n, m, ¥ a los tres nimeros. De que son diferentes
se tiene gue:

1 1 11
4 = + 242 =1 o
3 6 2

ERt

+ Lo
r

Y

si el valor minimo entre
quet

n, my r fuera 1 entonces tendriamos

+ +l = < 2

T

1 < + +

A L
ay-
-
(3 Lod
@y

es decir la suma no seria entera por lo tanto el minimo no
puede ser uno.
S5i el valor minimo

tendriamos que:

entre n, m y r fuera 3, entonces

47
E Y <
60 b

+ + = +

ER L
L2 Bl
L™
. |-

Lot
+ -
5

g

es decir la suma no seria entera ya que seria menor que uno.
De lo anterior se concluye gque para que la suma sea entera,
el minino de n, m ¥y r tendria que ser 2 y la suma igual a 1,
Si el minimo de 1os dos restantes es 4 entonces:

i 1 1 3 1 1 1_? <1

S+ bl 24l oo
n L] T 2 4 S z0

de aqui gue el minimo de los dos restantes debe ser 3, y esto
nos lleva a la solucidn 2, 3 y 6 para los cuales la suma de
sus reciprocos es 1. ¢t

1

La marca t a1l finat de una salucion, Indica
para eate problema en Ia sasecion "HOTAS A LOS PHODLEKAS”.

que existe una

32
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7.

SOLUCIONES

términos son mayores gue uno.
Tomemos cualguier término a >1, seas=a_, Yy consideremos
el s-avo término después de a_, esto es, el término a_ i
este término satisface la relacidn:

a,=a + ard = ar(l+d)

y por lo tanto no es numero primo. g
(Hungarian problem book, Vol. 2, pag. 92)

Dividamos el problema en dos casos, n par y n impar y usemos
la identidad (2km)*+(x*-n%)? = (KP+n®)2.
Primer caso: n par, i.e. de 1la forma 2k, haciendo m = 1 y
substituyendo en la identidad tendremos que:
n® o+ (k—l)z - (k2+1)2
por lo tanto con las nedidas n, k-1 vy (k2+1) se
formarda un triingulo rectanguleo =i k > 1, es
decir si n > 2.

Segundo caso: Si n es impar, es decir de la forma 2m+l,
entonces cono 2m+l = (m+1l-m) (m+1+m) =
(m+1)2—m2, si substituiros en la identidad
original haciendo k = m+1, tendremos que:
(2(m+1}m)® + n° = ((m+1) 2+n?)?
con las medidas 2(m+1l)m, n’ v ((m+1)2+m2) se
formara un triingulo rectdangulo sim > 0, es
decir si n > 1. g

2200 = 4100 5 375 = 27% 5 2525 - 590 > 4% = g4'% = B:a‘
Por lo tanto el orden de menor a mayor es:

830' 550’ 375' 2200

36 divide a un numero entero si y séle si 4 y 9 también lo

dividen.

a) Aplicando el criterio de divisibilidad gel cuatro se sigue
que b = 2 6 b= 6.

b) Aplicando el eriterio de divisibilidad del nueve se sigue
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10.

11.

1z2.

SOLUCICKRES

que at+h = 6 6 que at+b = 15.
De a), b) y de que tanto a como b son digitos, se tienen las
siguientes opclones: a = 0, 9, 4 y b =6, 6, 2 gue generan
las soluciones 234956, 34056 y 34452. ¢t

Es fdacil comprobar que deos numeros consecutivos scn primos
relativos, aplicando esto tenemos que (nl-1, n!) = 1. Sea p
un primo tal que pl(n!-1) (tal primo existe va que n > 2 y =
nl-1 es mayor que 1) entonces p no divide a n! (ya gque n!-1 y
n! son primo relativos) . p no divide a ninguno de 1, 2, ...,
n por lo tante p > n, ¥ come pl(n!i-1}, p < n!.gt

nn:i = n-1 + H%T para que la parte izquierda de 1la igualdad
sea un entero n+l debe dividir a 2, lo cual implica que
n=11. ¢

Dos no es suma de dos primos, y entcnces si p es un primo que
es suma de dos primos, p es impar. Si ademas p es diferencia
de dos primos, uno de elleos g debe ser impar y el otro 2,
P = q-2, (y entonces g = p+2).

Analogamente, como p es impar, p debe ser la suma de un primo
iopar ¥ v 2, p = r+2, (y entonces r = p-2).

Pero de tres impares consecutives p-2, p, p+2 alguno es
miltiple de 3, y por ser primo, debe ser 3, y entonces la
unica posibilidad es p-2 =3, p= 5, p+t2 = 7.

(Problemas para la 2a. Olimpiada de Matematicas, pag. 23)

Sea n = abc ¥y PTxPZZ.‘..Pf la factorizacion prima de n. Si m
% 4, entonces d(n) = (a‘+l)(u2+1)(a3+1)(a‘+1)
z 2.2.2.2 = 16,

pero por hipétesis n sélo tiene 8 divisores, por lo tanto

ms3.

Dividamos el problema en tres casos m=1l, m=2 y m=3.

Primer caso m = 1: a1+1 = B = a.= 7 + a, b y c son potencias
de P, Si ninguna de ellas es 1, entonces
como a+btc = 29, Pl29 es decir P = 29,
pero entonces a+b+c > 29. Entonces Plguna
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13.

SOLUCIONES

potencia debe ser uno. Si un exponente es
mayor rgque cinco entonces uno de los
nimeros es mayor ¢ igual gue 2® = 32 > 29
por 1lo tanto la unica posibilidad que
queda es gue un exponente sea 3 y el otro
4, P no es 2 ya que 2'+2%+1 = 25. Pero si
P = 3 entonces P4P'+1 = 3' > 27. Dor leo
tanto en este caso no hay solucidn.

Segundo Caso m = 2: &+l = 2 Yy o+l = 4 (o al econtrario} = «,
= 1y «, = 3. Sea P el primo base del
exponenté 1 y Q@ el del exponente 3. La
suma dependiendo de los valores de a, b y
¢ seria una de las siguientes: Q]+P+1,
Q+PQ+1, Q+PQ™+1, Q°+P4Q,  Q+PQHQ y
1+PQ’+1 analizando cada una de ellas {la
suma tiene que ser 29), obtenemos una
solucidén para el formato Q“+pP+Q, que es 9,
17 y 3.

Tercer caso m = 33 En este caso tendremos que n es el
producto de tres primos distintos,
Entonces la suma tendra los slguientes
formatos: PQR+1+1, PQ+R+1 y P+Q+1l. Otra
vez por ensayo Yy error, en el primer caso
no hay solucién, en el segundo tenemos la
solucién 15, 3, 1 y en el tercero las
soluciones 3, 7, 19; 5, 7, 17 y 5, 11,
13.

En resumen como se nos plden ternas ordenadas, la scolucién

del segundo caso, genera 6 ternas, las del tercer casc 24, en

total tendremos 30, que es la respuesta al problema.

Suponganmos que mikn, para alguna k de 1, 2, ..., m entonces
se sigue inmediatamente que (m/d) {k(n/d} Yy como
(m/d, n/d) = 1 entonces (m/d)|k » r(m/d) = k con 1 s r s d.
Por otre lado como r(m/d)n = rm(n/d) entonces mir{m/d)n para
r=1, 2, ..., d. g
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SOLUCIGNES
4. atbh = p%o.. (1)
ab = q‘w...(ZJ
(2) + fa=g? y b =d 748 = 100..(27) con 0 5 7, § =
100)...(3)
(1) ¥ {3) » atb = g’+¢® = p®..sup. v s g
- q7(1+qﬁ*1) - pa
o (g = p?)__(8) vy (14677 = pY)...(5) con gtw
=ax0
(4) w (v = =0y qg=p)__ (6] & 7 =¢=20...(7)
(5) vy (6) » 147 ¥ = ¢ w1 = g¥gfT
» 8~ = O
1= qu—l
= 2
=2, w=1
= 2
a=2f p=2of
{con 2’} 8 = 50
a=2" ba=2®
» ¢ = 51.
por lo tanto de esta parte se tiene la solucidn a = b = 2%,
=85l yp=g=2

LI <4
ko B v B o]
[

& 3 ¢

(5) y (7} » 6 =aa+ 14T
= p“ » 1+qﬁ
- B = 100
» 1+qm°
= pa
«a=1yhb
= qxocv
¥ Ahora tenemos dos casos mds ¢ impar Y ¢ par. 5i ¢ es impar
entonces pa es par y por lo tanto p = 2. 51 g es par,
entonces q = 2, los dos casos plantean las ecuaciones:
1) 142" %=p® ¥ 11) 1+q'%=2%

3?7



1s8.

16.

SOLUCIONES

1) 2'%1 = (16%)% 1 = (16%41) ((16%)4-(16%) P+ (165716541 ;
Llamenos A a 165+1 Yy B a (165)‘—(165)3+(165)2—165+1 como
16 = -1 (modl7) entonces A = ¢ (modl?7) vy B = 5 (modl?7) por
lo tanto 17|(fmh1) y existe un prime g distinto de 17
tal que qH21m+1) por lo tanto 2'"1 no es potencia de

primo.
)g®+1r = (@)1 = (g1 (@) - (@) (@) - (@)
de los dos factores, qw+l es par y

(0 () (g% (d)+1 es impar por 1lo tanto gq'®+1
ne es potencia de 2.

Para eontar cuantos ceros aparecen al final de un numere
escrito en base 10, hay que buscar la mixima potencia de 10
que lo divide.

En nuestro caso y come 10 = 2.5, hay que buscar cuantas
parejas de 2, 5 podemos entresacar como factores en 50!,

Es claro que en 50! se pueden entresacar mas factores dos

que 5, por lo tanto basta con encontrar cuantos 5‘s hay como
factores.

El cociente de 50/5 nos dice cuantes miltiplos de 5 hay de
los numercs del 1 al 50, o sea 10 qgue son 5, 10, 15, ..., 50.
De estos multiplos hay dos que contienen al cinco como factor
dos veces gue son el 25 = 5.5 y el 50 = 2.5.5, por lo tanto
hay en total 12.

Todo lo anterior se resume en el siguiente calculo:

[ﬂ]+[-59] = 10+2 = 12
3 25

(recuerdese que los corchetes indican que hay que tomar la
parte entera de la divisién)

Llamemosle a = 2°~(~1)" y b = 2"'~(-1)"?, entonces:

(a, b} = (a-b, b) = (~(-1)"+2(-1)"', b) =« (3, b) y como
b = (-1)"'-(-1)"" = 0 (mod 3), entonces en efecto 3 es el
maximo comun divisor de los numeros dados.g
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19.

SOLUCIONES

posibles residuos, al menos dos de los cuatro enteros
dados, dejardn el nismo residuo, la diferencia de estos
dos y por lo tanto P serd divisible por 3.

De a) y b) se sigue que P es divisible por 12. g

(Hungarian problem book, Vvol. 2, pag.99)

Para saber cuantos divisores tiene 20!, vamos a factorizarlo.
Primero saquemos todos los factores 2 que hay en 20!.
Construyamos la siguiente tabla:

Al menos un factor 2 @ 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20
Al menos 2 éactoros 2: 4 8 12 16 20
Al menos 2 factores 2: 8 16

Cuatro factores 2 16

En total 18 factores 2 en 20!

Se precede de nanera andalcga para leos dends primos menores
que 20 Yy finalmente obtenemos que la factorizacidn de 20! es:
20! = 2'3%%%"11.13,17.19

y de aqui que 20! tieme 19.9.5.3.2° = 41040 divisores.

Se va a demostrar que un numere tiene exactamente tres
divisores si y s8lo si es el cuadrade de un numero primo,

Sea n un numero con exactamente tres divisores, sean a, by ¢
dichos divisores; cbviamente algunc de ellos es uno y otro al
ninero mismo. Supengamos que a = 1 y b = n, cntonces 1 < ¢
< n. Si c fuera compuesto es decir ¢ = rt con 1 < r, t < ¢,
entonces tanto r coma t dividirian a n, lo cual no puede ser
porque entences tendria mas de tres divisores.

Por lo tanto ¢ es un nimero primo. De que cln se tilene que
(n/c)in ¥ por lo tunto como 1 < n/¢ < n, nfc = ¢, l.e. n es
el cuadrade de un numero primo.

oObviaments el cuadrado de un numero primo tiene tres
divisores, a saber 1, P y p{

En nuetro caso particular los cuadrados de primo menores que
100 son 4, 9, 25, y 49 cuyo producto es 44110, el cual es al
cuadrado de 210.
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22.

SOLUCIONES

Etiquetemos los digitos de la sigquiente manera:

a08ob
X X X l X X X XX X XX Primer Ranglon
- XXX -
X X X X Tercer ol
- X X X Cuarto “
XX XX Quinte -
— X X X X Sexto "
oo 00

En el cociente ya se han colocado los digitos que cbviamente
son cero, a raiz de que se tuve que "bajar" otro digito para
que "alcanzara'.

Llamémosle d al divisor.

El1 8 del cociente por d nos arroja un numeroc de 3 digitos
como nos lo muestra el cuarto rengloén. Por lo tanto 8d < 1000
Yy de aqui que d < 125,

b por d nos dda un numero de 4 digitos como nos lo muestra el
sexto rengldn, como 8d tiene sélo 3 digitos, a b no le gueda
otra que ser 9.

Para nimeros menores que 8, a por d es mensr que 7 por 125
que es igual a 875. Obsérvese la resta que se realizd en los
renglones 1, 2 y 3, la cual dié un numero de 2 digitos.
Nétese que 1000 (que es lo menosS que puede valer un numero de
4 digitos) menos 875 es igual a 125 que tiene tres digitos.
Por lo tanto a debe ser igual a 8.

De lo anterior, el cociente es 80809, si multiplicamos este
nimero por 123, cbtenemos un numero de menos digitos que el
dividendo. Por lo tanto el divisor es 124.

Con esto haganse los calculos y se obtendrdn todos los demés
digitos.

Nota: esta solucidén se obtuve basicamente siguiendo la que dd
e)l texto de donde se sacé el problema, unicamente se dan mids
detalles con el fin de aclarar algunos puntos.

Multipliquemos todos los numeros primos del 2 al 1001;
llamémosle a este numere n. Los mil numeros consecutives son
n-1001, n-10060, ..., n-4, n-3, n-2, Esto porque n es miltiplo
de 1001 y por lo tanto n-1001 también lo es, el mismo
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23.

24.

25,

SOLUCIONES

razonamiento se aplica los demas numeros. Los numeros también
pueden ser n+2, n+3, ...., n+lool.
{The surprise attack in mathematical problems, pag. 58)

Sean r, 8 y t tres numeros impares consecutivos. Esto guiere
decir que existe un numero n > 0 tal que: r = 2n-1, s = 2n+l
y t = 2n+3. Por lc tanto del enunciado del problema se tiene
que:

(2n-1) 2 (2n+1) %+ (2n+3) %41 = 12n°+12n+12 = 12 (W+n+l)
por lo tanto el numero es un miltiplo de 12.
Como n#n+l = n{n+l)+1 uno de n y n+l es par, por lo tanto
n{n+1l) siempre es par y de aqui que n{n+l)+1 es impar. De
esto se concluye que el numero no es divisible por 24. g

El numero de factores es impar y su suma es 0 (o sea par).
Esto no seria posible si todos los factores fueran impares,
ya que entonces su suma seria Impar. Por lo tanto al menos
uno de los factores es par ¥y por lo tanto el producto
también. g

(Hungarian problem book, Vol. 2, pag. 23)

La expresién a la lzquierda de la desigualdad puede ser
escrita en la forma: 1l.n.2.{(n-1).3.(n-2)...(n-1).2.n.1

Ahora consideremos los productos:

i.,n, 2(n-1), 3(n-2)}, ... , (n=1)2, n.l;

Estos productos son de la forma (k+1)(n-k), donde k teoma los
valorxes 0, 1, 2, ... , n-1. El primer producto y el ultimo
son menores que los otros preductos porque para n-k > 1y k >
0, (k+1)(n=k) = k(n-k})+(n-k) > k.1+{n-k) =n

El producto de todos estos factores es (n!)2 Y por lo tanto
mayor que n.n.,n.....n = n" cuando se tienen mds de dos
factores.y

(Hungarian preoblem book, Vel. 2, pag. 55)
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27.

SOLUCIONES

Despejando %, y, 2 y v se obtiene que x = k-m, y = k+m, z =
k/m y w = mk.

Substituyendo en x+y+z+w = 36 sc¢ tiene que:

k=m + k+m + (k/m) % km = 36

despejando tenenos que:

m =(18-k) * V(k-18)%-k*

'3
Com la k es natural y m racional, el discriminante tlene que

ser un cuadrado perfecto, este una vez simplificado gqueda
igual a 18(18-2k). 1B8-2k = O para que las raices sean reales,
esto implica k = 9. Los valores de k gue hacen que 18{18-k)
sea un cuadrado perfecto son 5, 8 y 9.

Si kx = 5 entonces n = 5, 1/5.

S1 k= 8 entonces m = 2, 1/2

Si k = 9 entonces n = 1.

Lo anterior nos lleva a las soluciones:

x = 0, 24/5, 6, 15/2, 8
y = 10, 26/5, 10, 17/2, 10
z= 1, 25, 4, 16 , 9
w = 25, 1,16, 4, 9

Puesto que un nimero es divisible por 9 si y sdlec si la suma
de sus digitos es divisible por 9. Se tiene que si abcd es
divisible por 9, entonces cualquier numero que se forme con
esos digitos también es divisible por 9 (beda, cdab, etc.)
Por 1o tanto, basta contar los que satisfacen a > b > c >4y
luego multiplicamos por 4! = 24.

S8i a = 9, tenemos: 9765, 9621, 3531, 9432, 9864 y 9873

Sia = 8, tenemos: 8721, 8631, 8541, y 8532

sia= 7, tenemos: 7641, 7632, y 7542

Si a = 6, tenemos: 6543.

En total son 14, numero que multiplicado por 4! nos arrecja un
gran total de 332 numeros.

(Problemas para la 2a. Olimpiada de Matematicas, pag. 17}

43



32.

33.

34.

SOLUCIONES

digito de las decenas es en ambos casos par ¢ en ambos casos
impar. Por lo tanto va que el digito de las decenas de a® es
impar, c debe ser 4 6 6 porque el cuadrado de todos los otros
naturales de un digito tiene digito par en las decenas. Como
2l cuadrado de 4 y 6 tienen digito de las unidades igual a §,
a® también lo tendra.

(Hungarian problem book, Vol. 2, pag. 78)

(3a~b, 2a+b) = (5a, Z2a+b) y 1 = (a, b) = (a, 2a+b).
Supongamos que un primo p divide a 5a, entonces pl5 é pla
(*).

Sea k = (ka, 2a+b) y sea p un numero prime tal que plk
entonces pl5a y pl(2a+b) si pla entonces pl2a - ptb - p = 1
lo cual es una contradiccion, por lo tanto p no divide a a.
Por (*) pl5 » p = 5. Lo cual en efecto en nuestro caso se
puede dar si por ejemplo a = 2 y b = 1 ya que entonces (3a-
2b, 2a+b) = (5, 5) = 1. Es facil checar que 5 al cuadrado no
divide a 5a y - ninguna potencia de 5 mayor que 5.

Respuestas 1, 5.

abc = 128 = 2' 1o cual implica que a, b y c son potencias de
dos.

Como a+b = 50 entonces se tiene para valores de a gque son
potencias de 2 las siguientes opciones;

a= 1, 2, 4, B, 16, 32

h = 49, 48, 46, 42, 34, 18

En ninguno de estos cases b es potencia de 2, por lo tanto el
sistema no tiene solucién.y

i) 2k+1 = (k+1+k) (K+i=k) = (k+l)2~-k2 + todos los lmpares
mayores gue uno son representables.
ii) 8k = 2(d4k) = (2Kk+1=2k+1) (2k+1+2k-1) = (2k+1)%=(2x-1)? .

todos los miltiplos de 8 son representables.
1i4) (2k+1)3=(2r+1)% = a(KP-r¥)+d (k-r) = 4(k-r) (k+r+l) = 8t.
» la diferencia de los cuadrados de dos numeros impares
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37.

38.

39.

SOLUCIONES

Y por ensayo y error (deben ser menores que 593) obtenemos la
unica solucién 17, 19 y 23. ¢+

Se demostrard que 2n+3m = 0 (mod 17) es 8n+5m = 0 (mod 17).

) 2n+3m = 0 =+ -2n = 3m s ~16n = 24m » n = 7m » 9n+Sm =
9(7n)+5m 8 68m = 0

«) 8n+5m = Q0 « 9N = -Em o 18n =2 -10m =» n = 7m = 2n+dm =
2(7m)+3m = 17m = ©

Nota: Todas las congruencias son médulo 17, a

Se demostrard que 18a+5b = 0 (mod 19) ¢ lla+2b = 0 (mod 19)
<) l8a+5b = 0 + a = 5b » lla+2b = 11(Sb)+2b = 57b = 0

«) lla+2b = 0= 2b = 8a » b = 4b » 18+5b = 1Ba+5(4a) = 38a =0
Nota: Todas las congruencias son médulo 19. 4

Ccomo 3804=4.3,317 demostrar gque 3804 divide a algun numero es
equivalente a demostrar que 4, 3 y 317 lo dividen.

i) 5Bn'4+3lmz - (GES)Zn'l+92n'l = (_9) 2n01+92n~l
= 0 (mod 317)

i) Por otro lado n’-n = n(nz-l) = (n=-1)n{n+l) .~ uno de
estos tres numeros consecutivos es miltiplo de 3 y » el
preducto.

iii) Tambien de la factorizacién anterior se observa que n-n
nt4, 3472 también es par entonces la
expresidn original nos proporciona numeros que son
miltiplos de 4.

De i), il) y iii) se concluye lo pedido. g

es par y como 5

Se deja al lector la demostracidn del siguiente lema:

Lemat 8i (a, b} = 1y (¢, b) = 1 entonces (ac, b) =1

Ahora se procede a la demostracidn de lo pedido:

(n%n-2, n*2n) = (n+n-1, n+l) = (n®+2n, n+l) = (n(n+2),n+1)
pero (n, n+l) = 1 ¥y (nt2, n+tl} = 1 por ser enteros
consecutivos, entonces por el lema se tiene lo gque se queria
denostrar.g

47



SOLUCIONES

Sean s y m el resultado de multiplicar los elementos de A y B
respectivamente.

Sea p un primc que este como factor en algun término del
conjunto original, si s=m entonces pls y pim d2 agui que p
debe dividir al menos a un elements de A y una de B,

Es facil probar que en n numeros censecutivos hay exactamente
uno que es miltiplo de n. De esto y lo anterior, si p es un
prinoc que divida a alguno de los 6 numeros, entoces p:z5.
Ahora bien n no puede ser uno ya gue entonces 5 estaria comno
factor en sélo un elemento del conjunto.

De lo anterior se concluye gue los tres impares que hay en el
conjunta sen maltinlos de 3 &6 5. Pero de tres impares
consacutives solo uno es multiplo de tres y a 1o zmas uno es
miltiple de 5, por le tanto hay al menss unc gua ns es ni
miltiplo de 3 ni de 5, ne de un primo mayor.

si
Por lc tanto no existe tal conjunto. g

Denotemos per A, B y C los vértices del triingulo con angulo
raecto en C, O el centro de La sircunferspncia v D, 8 y F les
puntos de tangencia de los lados AB, BC y CA roespectivaments
con la circunferencia.

Aplicando ¢l que la longitud de las tangentes desde un punto
exterior a wuna circunferencia son iguales, se tiene
que: X = AD = AF,

¥ = BD = BE,

z = CE = CF
CEOF es un cuadrado, (por que los radios a los puntos de
tangencia son perpediculares a las tangentes) . 2z = 6,
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo ABC se tiene
que (6+x)°+(6+y)° = (x+y)?. Despejando nos queda que:
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50.

51.

52.

53.

SOLUCIONES

multiplo de 5, las udnicas posibilidades son 19 y 29.
Con lo anterior llegamos a la solucidén 11, 19, 33. t

Se tiene que 2" = 2, 4, 1 (mod 7) para n = 1, 2, 3

respectivamente, de aquili en adelante se repiten los valores

2, 4, 1 para valores de n mayores que 3, en cse mismo orden.

Por lo tanto:

a) los muiltiplos de tres son los enteros pedidos.

b) =1 es congruente a 6 modulo 7 y come este valor no es de
los que se obtienmen de 2", no existe un numero n tal que
71(2"1) . g

De la segunda ecuacidn se deduce que p2 = (m-n)(m+n), como p
debe ser un numero primo, tenames dos copciones:

i} ®m-n = m+n = p, i{) m=n = 1 y n+n = p°,
la primera de las opciones no lleva a que m = p y n = 0 pero
n debke ser natural, por lo tanto se descarta esta opcidn., La
segunda nos lleva a la ecuacidn cuadratica p2+p-306 = 0 que

tiene dos soluciones enteras, una de ellas positive (17), que

es la que nos proporciona la solucién p = 17, n = 144 y n =
145. +
n*+#1 = (n*+2n+2) (n°-2n42), €l primer factor es mayor que 2 y

el segundo factor que es igual a (n2—1)+1 €5 mayer que 1 ya
que n>1, por lo tanto n't1 es compucsto.

Hagames a = 1, entonces tenenos que encontrar un numero b tal
que Lib, 21(b+1), ...., 11l(b+10). Lo anterior es equivalente

a encentrar un numero b tal gque b # 1 mod{2, 3, ..., 11) todocs
los muiltiplos de (2, 3, ..., 11] al sumarle uno lo cumplen,
en particular 11!+1,

R o 2
od({n) = 2-u((2-1)7-1) (27-1)2" = 2n » gd{n)-n = n -

2" - 1-1
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55.

56.

57.

SO0LUCIONES

Suponganos lo contrario, es decir que para alguna n, existen
x, ¥, 2z tal gue 2n-1 = xz, 5n-1 = y2 y 13n-1 = z®, resulta
que x es impar y - 2n = ¥+l = 2 {mod 8)
» N es impar
¥ ¥y 2 son pares,

sean y = 2y’ y z = 22’, ademas zz—y = 8n, de donde
{z’-y’)(z’+y’) = 2n, por tanto 2z’ = y’(mod 2), lo cual
contradice el hecho de que n es impar.y

(Matematicas Iniciales, pag. 136}

De la tercera ecuacion, abe = 440 = 2°5.11 =» 1lli{a, b & c)
supongamos que 1lila » a = 11k, si lki»1 entences a® = 117 =
484 > 210 por lo tanto a = :1l1.

Substituyendo el wvalor anterior en la segunda acuacisn y
despejando se obtiene que b'+c” = 83.

De la misma tercera ecuacion y de que a = #11 se deduce que
ch = %40 = 5i(b & ¢) supongamos que 5|b - b = Sr si (x| > 1
entonces b® = (Sr)2 = 100 > 89 por lo tanto b = 15,
Substituyendo el valor de b en cb = 40 se obtiene c = 18,
Como la suma maxima de a, b y ¢ es 24 y este debe ser la suma
de acuerdo a la primera ecuacidén entonces a = 11, b = 5 y
c =d y por lo tanto la cantidad de tripletas solucién del
sistema original es 6.

0 = £{10) = £(2.5) = £(2)+£(5)
» £(2) =0 = £(5) ( ya que £z 0 )

£(9) = £(3.3) = E(3)+£(3) = 0 { £{n) = O para toda n que
termina en 3).
£{1985) = £(5.397) = E£(5)+£(397) = £(397) = £(9)+£(397) =

£(9.297) = £(3573) = 0. ¢t

4448 < (105)4145 = 10

2 A = ad(n)

9,22220 = 199980
od (A)

9(5) = 45

Sea n = 4444 22220

o
I w

5}
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61,

62.

SOLUCIONES

ii1) 2%3%.5.7.11 120 65520

iv) 297.5.7 112 60480

(i) a"'-1 = (n-1) ("R, L

(i) 2" %™, 041 = (VL) (n"T-1) .. L+ (1-1) +{n-1) cada

une de los sumandos de la segunda parte de esta dltima
igualdad es 4divisible por n-1.
De (i} y (ii) se concluye que (n—l)zl(nm‘-l). =

Para cuando n = ¢ & m = ¢ es obvio, supeongamas qua:
£(n, n) = %"—%%-;“‘;—), lueqo £(m, n) = 3f£(m,n=1} ~ f(ml,n=1),
como £{m,0) es entero, la fdrmula anterior dice que si
f{m, n-1) ¥y f(m+l, n-1) es entero, f{m, n) lo es, lo cual por
induccion es cierto cuande n = 0, suponemoes para n = K y de
ahl para n = ktl.g4

(Hatematicas iniciales, pag, 10%)

2 aen _ f@a™i-1y1? n
(+a+ta™>...+a )" ~a = ruaracal B axl
N a;‘..‘nz_eau + X-rl—:_\"'z-fza"q-an
(a=1) 7
(a?.rha_anoz)_(an_l)

i

(a-1)?

amz(an_1> - (an_l)
{a-1)?

. (a-1) (a™eq

(a-1) ®

nel n~1 n~2

(@™ e, L +3) (8", L 4
Como cada factor de esta ultima expresién es mayor que uno,

¥

la expresién original siempre nos dard un mimero compussto si
a es diferente de t.

8i a = 1 entonces la expresion original es igual a (n+1)2—1
gue es igual a n{n+2) como n = 2 la expresion también sera un
nimerc compueste. Esto completa la demostracidon.g
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70Q.

50LUCIONES

comin divisor de x y y. Observemos que si (x, y) = 1,
entonces (x+y, xy)=1 (pues un divisor comin de x+y y XY
también lo serd de Xy ¥
Hecha la anterior observacién vamos o probar gue:

(atb, {a, b]) = {(a, b}
Sea m = {a, b) y escribames a = mr y b = ams; {r, s} = 1 y por
tanto {r, s] = rs. Tenemos entences (avb, {a, b)) = (m{r+s)
mf{r, s]) = m({r+s, [(r, s}) = m{rts, rs) = m.
Vamos a aplicar lo anterior para encontrar los nunereos a y b.

Como (a, bj(a, b) = ab y (a+tb, {a, bl) = (a, b} = 9 tenemos
que 9{108300) = ab = a(l989-a) =  1989a-a°, Entonces
a’-12803+9(108900) = 0, de donde 3 = 900 & a = 1€a%, y con

esto queda probada nuestra avirmacion.
{Problemas para la 4ta. Olimpiada de Matematicas, pag. 12)

Ya que el numero 3n + a4m tiene como ultime digito al 2,
antonces:

3In + 4m 5 2 {mod 10) — (1}
Esto implieca gue 3In # 4m es un numere par, ya gue 4m lo es
entonces In tiene gque sevr par tanbidén., Por tanto n es
miltiplo de 2, entonces:

sn = 0 (med 10} ————————— (2}

Sunmando (1) ¥y (2) obtenenos:
Sn + 3n + 4m = 2 [mod 10 ), de agui gue 8nh + 4m = 2 (mod 10)
Por tanto, 2 es el ultimo digito de 8n + dm. g
(40 Problemas para Olimpiadas de Matemallicas, pag. 20)
Sea A(m) = am+bm“tcm+d y B(n) = dn'+cn+tbn¥a.

Las congruencias siguientes son modulo 5.
Sim s 0 eptonces 0 = A(m) = A{Q)} =d
» 5 divide a m, lo cual por hipdtesis es falso
mz 0.
Sim= 1 entonces 0 = A(m) = A(1l} = a+b+c+d
. B{l1) = d+ct+bta =z ¢
Si m s-1 entonces 0 s A(m) = A(-1) = =-at+b-c+d
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SOLUCIONES

.~ B{~1} = -d+¢c-b+a = ~{-a+b-c+d) = 0
Sim = 2 entonces 0 = A(m) = A(2) = Ba+ab+2c+d
“ 16a+8b+ic+2d = 0
- a-2b-c+2d = 0
» a = Zb+c-2d
- B(n) = dn3+cn:+bn+2b+c—2d
= d(n’-2)+c(n’+1)+b(n+2)

+ B(-2)= 0
si m @-2 entonces 0 s A(m) = A(-2) = -8a+ib-2c+d
@ -l6a+8b-4c+2d = ©
> ~a=-2b+c+2d = O
B a = =2brc+2d

+» B{n) = dn’+on’+bn-2b+c+2d
= d(n3+2)+c(n:+1)+b(n—2)
2 B{2) =0
Se han cubierto todos los cases y por lo tante siempre existe

el nimero n. g

En el problema se nos pide ver si el nimero de alumnos es &
no divisible por tres.
Sea n = §de profesores de gimnasia,
m = #de profesores de ruso

Yy A = 4§ total de alumnos.
Las siguientes congruencias son mddulo 3.
De las condiciones dadas, se tienc gue A = nm{n+n) (n-m).
Siném=0, entonces nm =0 . A =20
Sin=m, entonces n-m =0 - A =0
Supongamos que no se cumplen las dos condiciones anteriores,
entonces n =1 y m= 2

énss2 y m=1
en cualquier caso ntm=s 0 . A = 0.
La respuesta es gque si es posible hacer desfilar a los

alumnos en filas de 3.
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SOLUCIONES

72. Sean a, b la medida de los catetes del triangulo rectangulo y

73

c la de la hipotenusa.

Un entero cualquiera « debe cumplir cque X2 0 (med 3), x
5 1 (mod 3) o % = 2 (mod 3). De manera gue x* s 0 (med 3)
6 x° s 1 (mod 3}). Si a y b no son miltiplos de tres entonces
a®, b® = 1 (mod 3). Asi que ¢ = a“+b® = 2 (mod 3). Este

absurdo prueba gque a ¢ b es miltiplo de 3.
2

Nétese que un entero cualquiera x dehe cumplir x° = O (mod 5)
¢ x¥ s 1 (mod 5) & w34 (rod 5). SiL a vy b no son miltiplos
de 5, entonces c? = a*+ p¥ = 2, 3 6 0 (mod 5).

Oe manera que s (mod %) por tanto 5 divide a c.

Ahora supongames que a ¥y b no son pares, entohces a® Yy b* son
impares y su suma, que es igual a cz, tiens que ser par. De
agui que c os par.

Como en los lados 2, b y ¢ hay miltiples de 2, 3 y 5 entonces
el producto abc es divisible por 30. g

(40 Problemas para Olimpiadas de Matematicas, pag. 29)

») Supongamcs gue 4in, entonces n = 4Kk para alguna K natural
1"+2%3%4" = 1+416"481%+196"
= 1+1+1+1 £ 0 (mod 5)
pere 1™+2™+3™4" = 0 (med 5} (hip.) por lo tanuo 4In
«) Si n es la forma dk+l, entonces:
1%42™3%4™ = 1+2(26%)+3(81) +4(196%)
= 1+2+3+4 = 0 (mod 5} .
Si n es de la forma 4k+2, entonces:
174274347 = 1+4 (265)+9(81) +16(196%)
= 1+4+9+16 = 0 (mod 5).
Si n es de la forma 4k+3, entonces:
142™43%4" = 1+8(16")+27(81) +64 (196")
2 1+3+2+4 = 0 (mod 5) en cualquier
caso 5 divide a 1"+2"43"+4". 5
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Hagamos S§{n}) = suma de los digitos de n, A(n) = suma de los
digitos de f£(n) ¥y u{m = numexo de los digites de n,
Entonces las condiciones para f pueden escribirse asi:
fn + E(M)) =0 ... {1)
3{n) + A(n) = F{E{€{x(n)})) vt (2
Vanog a probar una seric de propiedades de £.
a) r % £{f(x)) ¥vr e (1, 2, ..., B}

Para probar esto, considerenos el Rumero n = 29. ... -9,

r - digitos
aplicando (2) tenenmcs 9r s 9r +A(n) = 3{(n) + A{n) =
S(£(E(r)})). Por tanto r s £(f(r)) ¥Yr &« {1, 2, ..., 8}.

b} Suponganos quae £{n) = 0 y que a tiene r digitos.
Mostrarenos que = £{f(r}}.
Por (2}, or x 3{n) <+« Mn; = F(L(E(r)};, llegando asi a
qua © = E(i(xr)} ¥ por {aj:

c) Supendgames gus

oentonces
(b), &8(ny = 9r =%w{n). Es
n ez igual a % veces 2l

puede ccurrir st n es de la forma

4

0

3

d} Calculemos f£({1), £(8) + £({9)
sea n = L + £{1), conc £{1 +f(1)} = 0, entonces n es de la
forman =99......., 9 asique £(1) = 38%.......9
r - digites r - digitos
Aplicands (2) al mdmerc 1 tenemos ques
1 + (9(r-1) + By = 9(f(99%....2- G98)), por tanto r =

r-digitos
£(3s5....,.98).
r-digitos
Ahora aplicamcs (2) al nunmero 93....... 998 y obtenemos:

9(x-1)+8+xr = F(L(f(r)})) enteonces 9 divide a 3+r recordemos
que r ¢ (i, 2, ..., B), pues es cl numero de digitos de
£(1). Por tanto r = 1 (es decir n tiene s6lo un digito)
asi es que 1 + £(1) = 9 y £{1) = 8. Substituyendo en (2):
1+8 = 9(£(f(1))), entonces f£(£f(1l)) = 1 y (8} = 1. Cecno
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£(1 + £(1)) = 0 y £(1) =8, entonces f(9)= O.

e) Ahora calcularemos f(2). De (2) tenemos que 2 + A(2) =
9(£(£(1))) = 9(1) entonces A(2) = 7 (es decir, la suma de
las digitos de £(2) es 7)., Por c) (2 + f(2)) es de la
forma 9. es...9

5 = digitos
Por tanto £{2) = 99.....97 pero la suma de los digitos de
s-digitos
£(2) es 7, entonces f(2) = 7.

f) Analoganente se puede probar que £(7) = 2, £{6) = 3, £(S5}
= 4, £(4) = 5.

g) Ahora si podemos calecular £(1989). Por (2) tenemos que 27
+ A(1989) = 9(f£{f(4))). Como £(4) = 5 y £(5) = 4, entonces
27+1(1989) = 36. asi gque A(1989) = 9 (es decir, la suma de
los digitos de £(1989) es 9).

Por c}, 1989 + £(1989) = 99..... 99, de modo que f£(1989)
i-digitos

es de forma £(1989) = 99........998010, pero como la suma
(i-4)-digitos

de los digitos de £(1989) es 9, entonces £(1989%) = BO10.nt

(40 Problemas para Olimpiadas de Hatematicas, pag. 46}

El numero222.....2 es igual a 111....1 + 11!....1, entonces
r-dliglitex r-dlgltosn t-dlgitos

entonces 111......% - 222.....2 = 121.,...31 - 111...,1 -
2r-digitos r-dlgitos 2r-~digttaos r-digitos

111....1 en el segundo miembro, restemos al primer sumando el
r-digitos

segundo obteniendo:ll1,.....1000,...0 - 111....1 cono
r-digitos r-dligtltosn r-dligltos
113..... . 1000. ... . a

r-digltos r-dliglitosn
= 1111....1 (10"), entonces 131,.....1000,...0 - 1il....1 es

r-digltos r-dlgitos r=dligltos r-dlgitaos
igual a 111.....1 (10") - 111....1, factorizando 111....,1
r-digtitos r-digitow r-digitos
obtenemos lo sigquiente:1ll..... 1 (10"-1) =  11l..... 1
2r-dlqllo- 5 r-digitos
{(999....9) = 9(111..,...1)° = (333.,..3})°, que es un cuadrado
r-~dtgttos r-dlgltos r=dlgitos

perfecto. g
{40 Problemas para Olimpiadas de Hatematicas, pag. 52)

61



7.

78,

SOLUCIONES

S1,1,1,.1,1,. 31,1, 2,3, 1, 1, 1
IEfrEIYIYETITE Yy tet sty Tt
1, 31, 1 1
sttt

La anterier "“misteriosa" forma de expresar el 3 se obtuve
aplicando la identidad:
1 1 1

T WY RTD

Ya teniendo una forma de expresar el 3 (y cualquier otro), se
pueden obtener una infinidad de formas aplicando la identidad
dada, al término de valor numérico mas "chico" en una de las

expresiones obtenidas. +

Costruyamos la progresicén aritmética cuyo primer tarmino es
7,30, cuya diferencia es 30 y gue tiene 59 términos.
Sea n = 2,3.5 = 30, entonces la progresion es:
m, 8n, 9n, ..., 5S6n.

En particular estan:

n, 1lln, 13n, 19n, 17n, 23n, 29n,

3in, 37n, 4in, 43n, 47n, 53n
En total 13 de la forma pedida.

a) Demostraremos por induccion:
Para n = 2: ab = 1l0a+tb > %9a + b = %2 = a.9 = ab
Supongamos gue es clerte para cuando el numero tiene k
digitos y probaremes que es clerto cuande tiene k+1,
a‘az...a a = lo(alaz...ak)+ak

% kel 5

> 10aad ...8
12 X

z PP Ui §
LR

b} Denotemos por Q(n) a P{P{F(P(P(n)}))). Aseguramos que el O
es el numero de (0, 1, 2, ..., 9} para el que existen nas
n’s tales que Q(n) = 0. Para probar esto, bastara con que
chequemos que mids de la mitad de los numeros en (&, 1,

2,000, 10“) cumplen que Q{n) = 0. Notemos gque si n tiene
un 0 en su erpansion decimal, entonces, P(n) = 0, P(P(n))
= 0 y Q({n) = 0, Por tanto si vemos que mas de la mitad de
los ndmeres en (0, 1, 2, ..., 10“) tiene algun 0 en su
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expansidn decimal, habremos terminado. Es decir, tenemos
que ver que al menos{10%+2)/2 = 5(10°)+l numeros de (9,
1, 2, .., 10“) tienen algun 0. O dicho de otra manera, a
lo mas 5(101)—1 numeros de {0, 1, 2, ...., 10“} no tienen
ningin 0.

Contaremos pues cuantos elementos del conjunte (0, 1, 2,
vee, 10°} no tienen ningin 0.

Desde 0 a 9 hay 9 numeros sin O.

Desde 10 a 99 hay 81=9" numeros sin 0 {hay que poner dos
digitos y tenemos 9 opciones para cada una.

Desde 100 a 999 hay 9°:729 numeros sin 0.

Desde 1000 a 9999 hay 5' = 6561 numeros sin 0,

Desde 10000 a 99939 hay 9%=59049 numeros sin 0.

Desde 100000 a 999999 hay 9°:531441 numeros sin 0.

Desde 1000000 a 2999999 hay 9724782969 numeros sin 0.
Desde 10000000 a 99999999 hay 9°=43046721 numeros sin O,
Sumando estas potencias de 9 obtenemos.
9+97+97+9%9%+9% 9"+9% 48427560

entonces el numero de nimeros que no tiene ningun cero son
48427560, que son menos de la mitad de leos nimeros del
conjunte {0, 1, 2,..., 109). Por tanto los numeros del
conjunto {0, 1, 2, ..., 103) que tienen al menos un cero
en sus digitos es mayor gque la mitad de todos los
elementos del conjunto. Entonces de los elementos del

conjunte (0, 1, 2, ..., 9}, el cero es adquel para el que
existen mas n’s en el conjunte (0, 1, 2,.., 10“) tales que
Q(n} = 0.

Hotemos que si P(n) = 1, entonces n es de la forma n =

111.....1 (r veces uno), por que si n tiene un digito que
no sea 1, entonces este digito deberia ser divisor de
P(n), pero P(n) = 1 no tiene divisores.

Ssi m es tal que P(P{m)) =1, entonces P(m) es de la forma
P({m) = 111....1 {(r veces 1).

P(m} a lo mas tiene 8 unos {de otra manera sera mayor gue

10”). Once divide a los que tienen un numeroc par de vnos y
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son 1, 2, 4, 17, 34 y 68; para d = 1, 4, 17 y 68, x no
resulta entero; para d = 2, J no es positivo. Asi, la unica
opcién posible es d = 34 con lo que se obtiene J = 14 y X =
18. Entonces P = (14:18)/2; pero P debe ser positivo asi que
P = 16. Por tanto Pedro tiene 16 anos.

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Matematicas, pag. 20)

Supongamos que af1r, afl, ..., afzz1) son los digitos del
nimerc. Entonces a.a@.....ae2zm = 3“2, por lo que cada
at es una potencia de 3 y 1 = auy s 9. Si por ejemplo,
am<9, entonces 3t = QML) 2@12) e a s s s ALR2L) <
9.3 a2y s 9.9..... 9 = g™a i le ecual es
absurdo; de aqui que cada aci) tiene que ser igual a 9. Por
tanto la suma de los digitos es igual a 9+9+...+3 = 9(221) =
i989.

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Matematicas, pag. 20)

Vamos a ver que r = 11, Primero observemos que 10 no sa puede

expresar en la forma 2a+5b con a y b enteros pesitives. (Para

convencernos de esto, notemos que b debe ser 1 ¢ 2, pero en
ningunoe de estos dos casos es posible encontrar a.) Ahora

tomemos n = 11.

Caso 1: n impar.- escribamos n = 2m+l con m 2 5; entonces n=S
= 2m~4 = 2(m-2); por tanto n = n-5+5 = 2(m-2)+5. Asi
a=m-2yb=1.

Caso 2! n par p.- Escribamos n = 2m con m 2= 6; entonces n =
2m-10+10 = 2(m=5)+5(2). Asi a = m-5y b = 2.

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Matematicas, pag. 13)

Tenemos Sh/2 = 26950 = 2.5°.7°.11. Asi, h s 2°.5.7%.11. Por
otro lade h debe ser un divisor de 26950, asi gue h =
2%5P7711% con g, v € {0, 1, 2) y «a,6€{0, 1). Si fijamos B €
{0, 1), automaticamente cualquier eleccidn de «,y y 8 nos
dard la desigualdad h = 2%.5,7%.11 gue queremos; en este caso
tenemos 2,2,3,2 = 24 posibilidades. Si ponemos 8 = 2, vamos a
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ver que posibilidades de «,7y y & nos dan 2“5277115 =

2%.5.7%.11. Si & = 0 entonces « y ¥ pueden tomar cualquier
valor: @« = 0, 1 y v = 0, 1, 2; esto nos da& 6 posibilidades.
81 8 = 1 y v = 2, queremos 2% s 2° lo cual no es posible.
S8i § =1y v =0 ¢ 1, entonces « = 0 & 1; es decir hay 4
posibilidades. En total, las posibilidades son 24+6+4 = 34.
(Problemas para la 4a, Olimpiada de Matematicas, paq. 18)

Tenemos la igualdad:
2"-1 = (2°-1) (2 2Ry 2ty 2t (2" -1) asi que
cualquier divisor comin de 2°-1 y 2°~1 también dividira a

biq-1)

2"-1: es decir sera divisor comin de 2°-1 y 27-1,
Reciprocanente, los divisores de 2"-1 y 2°-1 también son
divisores de 2"-1 y, por tanto, son divissres comunes de 2°-1
y 2°-1. Hemos probado entonces que (2°-1, 2°-1) = (2%-1,
21 g

(Problemas para la <4ta. OMM, 19%0)

A(2) = 2.4.64....1000 = 2°°%(1,2.3%....500) = 2°®.s500!

Analogamente:

az3 a2 33
A(3) = 3,333, ..., A(31) = 317°,321, A(32) = 327%,31°¢,
Observemos entonces que 31! es un divisor comin de A(1),
A(2), ..., A(32). Perc 32 también aparece como factor en

todos {aparte del 31!), por tanto 32! es un divisor de todos.
Ahora A(31)/32! = 31 y A(32)/32! = 32%°, y estes numeros no
tienen factores en comin. En consecuencia el mayor de los
divisores comunes de A(31) y A(32) es 32!, por tanto también
es el mayor de los divisores comunaes de A(2), A(3), ...,
A(32). t

(Problemas para la 4a, Olimpiada de Matematicas, pag, 23)

Tenemos h = 100m. Son divisores de n, entre otreos, los de la
forma km con k divisor de 100. Los divisores de 100 (= 2253
son: i, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100.

Entonces D+100m = D+n = 1n+2m+4m+5m+10m+20m+29m+50m+100m
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= (14244+5+10+20+25+504+100)m
= 217m = 117m + 100m
asi Dz117m>100m=n. g
(Problemas para la 4a. Olimpiada de Matematicas, pag. 24)

(1) af2) a(r)

Escribamos a=p(1) p(2) caaap({r)

(1) «(2) a(r)

b=p(1) p(2) ..p(r) donde (i), g(i)=zo0,

p(i) es primo para cada i y p(l) es diferente de p(j) e i es
diferente de j. Las condicidénes del problema son entonces
eguivalentes a:

(i) para cada 1 a(l) s 28(i) = 3a(i) s 4B(1) s 5a(i), y

(ii) Existe i tal que Sa(i) > 68({i}
Es claro entonces que basta considerar un solo primo, asi que
encontraremos a{l) y B(1) que satisfagan (i) y (ii). Esto se
puede hacer facilmente al tanteo, por ejemple a(l) = 4 y 8(1)
= 3 sirven (también sirven, por ejemplo, a(l) = 13 y g(1) =
10). Ahora tomemos p(l} cualquier primo, por ejemplo 2. Asi
una pareja que satisface las condiciones pedidas es a = 2% y
b = 27
(Problemas para la <4a. Olimpiada de Hatematicas, pag. 25)

Supongamos que si existe un numero con las condiciones del
problema. Sea P el producto de sus digites y S5 la suma.
Sabemos que P = S5, lo que nos implica que no hay ceros.
Llamemos a(l), a(2),..., a{l1989) los digitos del numero.
Entonces, como cada a(i) es a lo mds 92, 5 = Za(l) = 95x1%89 =
17901. Asi P s 17901. Por otro lado sabemos que hay por lo
menos tres 5's, asi que el producto de los demas digitos es
menor ¢ igual que 17901/125 < 1l44. Contemos ahora, aparte de
los tres S’s cuantos digitos pueden ser distintes de 1, como
2® > 43, a lo mas seran 7; cambiando de notacién si fuera
necesario, supongamos gue los digitos no 1 se encuentran
enhtre a(l), a(2), cvees a(7). Tenemos: P =
125a{1)a{2)....a(7), S = 15+a(l)+ a(2)+...+a(7)+1994.
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Entonces al)a(2)...a(7) = (a(l)+a(2)+...+a(7))/125+
19947125, Come 0 < (a(l)+a{2)+....a{(7))/125 < 1, entonces
19947125 < a(l)a(2)....a(7?) < 1994/125 + 1;  asi
a(l)a(2)...a(?7) es 16 6 17. Pero 17 es primo y cada a(i) es
un digito, -~ a({l)a(2)...a(7) = 16. Las posibilidades entonces
para a(l), a(2), «..¢, a(7} son (en desoxrden).

(i) 2, 2,2, 2,1, 1, 1; aqui S = 15+8+(1989-7) = 2005

(it) 2, 2, 4, 1, 1, 1, 1: agqui S = 15+8+(1989-6) = 2006
(iiiy 2, 8, 1, 1, 1, 1, 1; aqui S = 15+10+(1989-5) = 2009
(iv) 4, 4, 1, 1, 1, 1, 1; aqui S = 15+8+(1989-5) = 2007

En ningun caso S es miltiplo de 16 (como debia de serlo pues
P lo es); en consecuencia, no es posible encontrar dicho
nimere, g

(Problemas para la 4a. Olimpiada de Matematicas, pag. 26)

Encontraremos n y r utilizande el algoritmo usual para
multiplicar dos nimeros, en este caso, n y 2. Como ax 2 debe
terminar en 0, tenemos gue a debe ser 0 © 5. Por otro lado
a, debe ser 0 6 1 (puesto que un digito multiplicado por 2 es
a lo mas 18, y si "llevamos" 1, entonces lo naxinmo que
podemos obtener es 19).

ana__\.. ..azaiao
X 2
aaaa  ...2,a,0

Examinaremos todas las combinaciones con a, =9, 5ya =0,
1. En cada una iremos construyendo el numero hasta gque en el
resultado aparezcan los numeros a a, juntos. (Se podria
continuar la operaclon, pere el numero que encontrariamos

seria mayor que el ya obtenido).

1) a =0, a = 0: En este caso n = 0, asi que no sirve.
ii) a =0, a = 1: 5263157894723684210 = n
X 2

1052631578947368420 = 2n = ¢
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iii) a =5, a = 0: 263157894736842105
x 2

0526315789473684210

[}

789473684210526315
X 2
1578947368421052630

iv) a, =35 a =1

Asi, el numero pedido es el (iii).
(Problemas para la 4a. Olimpiada de Matematicas, pag 26)

Reduzcamos los numeros module n, como tenemos una infinidad
de términos y los residuos son finitos existe al menos un
residuc al que pertenecen una infinidad de términos de la

sucesidn. Sea a, a,, a,, ...una de las subsucesiones

infinitas que tienen el nismo residuo ordenada de wmenor a

mayoer.
nl(al—al) vizl, y a-a = a‘_llos

donde s es la cantidad de digitos de a. Como (n, 1:0) = 1

entonces (n, 10%) = 1 y - nja .+ n divide a una infinidad

-t
de términos de la sucesidn original.y

Sea m, = ((n+1) )%k, para Xk = 2, 3, ..., n+l. Es claroc que
kzl((nﬂ_)!)z, de hecho k es uno de los factores de (n+l)!
m,_ = k(tk+1l) cada uno de los factores es mayor que 1 y ademds

X
son primos relativos . m no puede ser potencia de primo.g

Primero se vera cual es la suma 1/N(1) + 1/N(2) + .... +
1/} (r) mds grande que se puede obtener cen estas condiciones.
Para empezar, se puede suponer que 1 es uno de los N(i)’s, si
no es asi se anade y entonces la suma es mayor. Supongase que
(1) = 1. Para cada §{ = 2, 3, ..., r, N(i) es un numero mayor
que uno asi que se puede elegir a un primo P{i) que lo
divida. Entonces P(2), P{(3), ..., P(r) son diferentes entre
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si (porque N(2), N(3), ..., N(x) son primos reclativos dos a
dos) y P(2) s N(2) = 40, ...., P(r) s H(r) s 40. Pe modo que:
I/N(L)Y + 1/N(2) +... + 1/H(r) 5 1+1/P{2)+....+1/P(r) s 1 +
1/2 + 1/3 + 1/5 + /7 + 1/11 + 1/17 + 1/19 + 1/23 + 1/29 +
/31 + 1/37 < 3. @

(Problemas para la 3a. Olimpiada de Hatematicas, pag. 20)

Le asignaremos letras diferentes a cada uno de leoz digitos
desconocidos. El1 problema toma entonces la siguiente
apariencia:

KA THU

afiyS7E ABICDELQWE
abAcde
FGHIKTL ——=wmwe—m—— tercera linea
fghikst ——————————— cuarta linea
M7HOPQ -=--=—=-—-—- quinta 1linea
ninopq -
RSTUZVH ~-w—w—m——— septima linea
rstu7vw
XYexyz =mom—mm—e- novena  linea
X¥2yyez
G00000
I. Bl primer digite (a) del diviser ¢ debe ser 1, ya que 7%,

tiene 6 digitos, como lo muestra la linea 6 del diagrama,
si o fuera igual a 2, 7% tendria 7 digitos.

Ya qgue el producto parcial de la cuarta linea (es decir
A9) tiene 7 digitos, y como A% s 9% < 7§ + 7% < 999999 +
999999 = 1999998, es decir A? tiene siete digitos y es
menor que 1999998 que tambien es de siete digitos, de aqui
que el primer digito de A% (o sea £} tiene que ser 1, De
esto se deduce que tambien F vale 1.

Con un razonamiento analogo Se sigue que r y R valen i.
Como ¢ no puede exceder a 199979, el miaximo valor de u es
9, .» el producto en la octava linea no puede exceder a
1799811, ¥ s < 8. Y como S sdlo puede ser 9 o 0, y yva gque
no hay residuo en la novena linea bajo s, solamente el
segundo caso es posible. Consecuentemente, S = 0 y (R = 1)
s es también 0. También se sique de que R = 1 y 8 = 0 qgue
M =m+l, ~ m s B8, ¥ el producto 7¢ de la sexta linea no
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puede ser mayor gue 87nopd.

II.Consecuentenente, los unicos valores posibles para el
sequndo digito del divisor {8) son 0, 1 y 2.{7 por 130000
es ya mayor gue 900000) # = 0 se elimina porgue cuando se
multiplica por nueve 109379 no da un ndmero de 7 digites,
el cual, por ejemplo es el caso del requerido para la
octava linea.
vamos a considerar el casc de g = 1. Esto implique que 7
s6lo pueda ser 0 & 1. (Si 7 = 2, entonces en la
determinacidn del segundo digito de la sexta linea uno
debe de agregar a 78 = 7.1 = 7 la cantidad =z 1 que viene
de 7 por ¥, lo cual no puede ser ya gue el segundo digito
es 7).
¥ = 0 sin embordgo es imposible como consecuencia del
nimero de 7 digitos de la linea 8, ya que ni 9por1lfs79 da
un namero de siete digitos.

De gque ¥ = 1, se debe observar lo siguiente, &5, €, y p
deben ser elegidos de tal manera que p por 11157¢ nos dé
un numero de siete digitos en el cual el tercero de
izquierda a derecha debe ser 7, como lo muestra la octava
linea. La tnica esperanza de gue esto se produzca es con @
= 9 (ya que 8 por 111979 tiene solamente seis digitos}.
Ahora ese tercer digito de izquierda a derecha de % por
11187¢, como puede probarse por ensayo y error, puede ser
siete s6lo 81 6§ = 0 & 3 = 9. En el primer caso el numerc
de la linea ocho no tendrd siete digitos ni cuande 111079
sea multiplicado por 9, y en el sequndo caso el nimero de

la sexta linea es 7 por 11197k = 783%**x, Jjo cual es
imposible. Por lo tanto, el caso 7 = 1 también se elimina.
La posibilidad de que £ sea igqual a 1 debe, . ser
descartada.

El dnico valor apropiade para el segundo digito del

divisor es -~ 8 = 2. De esto se sigue que m = B y M = 9.
III. El tercer digite (y) del divisor sélc puede ser 4 6 5,

ya que 7,126000 es mayor y 7.124000 es wenor due el numere
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SOLUCIONES

de la sexta linea. Mids aun, ya que 9.124000 es mayor y
7.126000 es menor gue el numero de la octava 1linea
(10tu7vw), o debe ser igual a 8.
Como B,124979 = 999832 < 1000000 la suposicion de que v =
4 no satisface los requerimientos del numero de la octava
linea, y 7 debe, . ser igual a 5.

IV, Como el tercer digito de izquierda a derecha del numero

que resulta de 8 por 12587¢ debe ser 7, obtenemos por
ensayo y error gque 8§ es igual a 4 6 9. & = 9 se elimina
porque ya 7 por 125970 = 881790 nes d& un numero mayeor que
el de la sexta linea, -~ el unico valor posible para § es
4, De esto ¢ sd0lo puede ser 0 & 4. sSin embargo
cualesguiera que sea el valor de c, obtencmos para el
tercer digito del numero de la sexta linea el valor de 8
(n} ya que 7 por 12547¢c = 8§7B***, Similarmente, para la
octava linea obtenemos 8 por 12547c = 10037%*, en
consecuencia t = 0 y u = 3.

Como A.® = XA por 12547c debe generar un nuimero de siete
digitos, de acuerde al nuimero de la cuarta linea, y séle
8.3 y 9.% tienen siete digitos, A es 8 ¢ 9.

De que £ = 0y X2 1 (junte conR =1r =1, § = 5 = 0) se
sigue que T 2 1, yden =8, N s 9, se sigue que T s 1,

T =1. Nes » igual a 9 y X = 1. Como X = 1 y 2 por ¢ >
200000 (linea 9), se sigue que v = 1 y también que Y = 2,
2Z=5, x=4,y =7,y 2 =c. Con los resultados obtenides
hasta este punto el problema tiene 1la siguiente

apariencia:
kA781
12547¢ l AB7CDELQWe
abAcde
IGHIKTL —=-e—e=m——- tercera linea

-- cuarta 1linea
-- quinta 1linea
3780pq - - 7%

I01UZVH ~~mmmmm—m septima linea

125476 ==mwcwma. novena linca

12547¢
000000
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VI.

SOLUCIONES

En este caso £ es uno de 1los nimeros 0, 1, 2, 3, 4.
Estos cinco casos, corresponden a la series:

vw = 60, 68, 76, 84, 92

opq = 290, 297, 304, 311, 318
Y dependiendo de si A=8 ¢ 9, tendremos que:

= = 60, 68, 76, B4, 92

o Et = 30, 39, 48, 57, 66
Esto nos genera 10 diferentes posibllidades, 8$i probames
cada una de estas opcidnes mediante tres sumas sucesivas
hacia arriba empezando con las lineas 8 y 9 gue nos dan la
7, luego con la 7 y la 6 gque nos dan la 5, y finalmente la
5 y la 4 que nos dan la 3, obtenemos gue sclamente cuande
€ =3y A =28 se cumple el requisito del 7 para el segunda
digito de izquierda a derecha del numero de la tercera
iinea. En este caso vw = 84, ULVW = 6331, opq = 311, OPQ =
944, ghik=t = 003784, y GHIKVL = 101778. Esto le da al
problema la sigulente apariencia:
k8781

125473 AB7CDEB413
abldcde
1101778 —-meee—m———ea linea
1003784 -~ linea
979944 - linea
878311 -
1016331
1003784
125473
125473
000000

linea

linea

VII. Finalmente, como de todos los miltiplos de & sdlo

5.9=627365 sumado al residuo de la tercera linea (110177)
nos da un mimero gque contenga un 7 en la tercera posicién,
obtenemos que &k = 5 y al mismo tiempo abAede = 627365 y
AB7CDE = 737542, con lo cual completamos por fin todas los
digitos perdidos del problema.

(100 Great problems of elementary mathematics, pag. 11)

210 = 2.3.5.7 .+ el numero pedido es de la forma:

m

4
= Za(l)]ﬂlz)sdﬂll7a( lP?n)Pg(ZJ...Pf(M con P * 1
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95,

SOLUCTIONES

parta toda t+ y Bt = 0,
dam = (x+1) (a1 #1) {am+1) (ato+l) (Bui+l) (Bin1+1)

= 1988 y como 1988 = 2,2.3,.199 entonces fBti) = 0 parta toda i

Las «'s son salvo el orden 1, 1, 2, 198. Las diferentes
combinaciones de estos numeros como exponentes con las bases
2, 3, 5 y 7 nos dan 12 socluciones que son:
sw = 2.3.5°,7'% s = 2%.3,5.7"°
s = 2.3%.5,7"% s = 283,507,
s = 2.3'%%,5.7% sty = 253" 5.7
s = 2,3.57.9° sum = 2%, 3.5,7°
s = 2.3%,5'7%,7 sau = 2% 3,577
s = 2,3, 5%,7 stz = *.3%,5.7
£(2, 11) = £(1, £(1, 11)) £(1, 4) = 16
£(3, 11) = £(1, £{2, 11}) £f(1, 16) = 49
£(4, 11) = £(1, £(3, 11)) £(1, 49) = 169
£(5, 11) = £(1, £{4, 11)) £(1, 169) = 256
f(e, 11} = £(1, £(5, 11)) £(1, 256) = 169
De aqui se prueba facilmente por induccidén que f£(2k, 11)=169
y por lo tante £(1988, 11) = 169. t

Decimos que para n % 3, no existen dos numercs mayores dque
uno, primes relatives y tal gque dividan a £(n).
lo decir gue f(n)

g mayores que uno y (p, q) = 1), por definicidén de £,

Suponganos ¢ontrario, es = pgq (Con p y

tanto p

Pa
también sera factor de n, contradiccidén. Por lo tanto f(n) es

como q son factores de n y como son primos relativoes,
un nurerec de la forma pk con p primo.
Por lo tanto f(n) = 2, 2* (kx > 1), p"
En el primer caso la longitud es uno,

{p impar y k > 0).
en el segundo 3 y en
el tercero 2.

1 51 n es impar ¥
L = {3 S existe un nimero kz2 tal que p Yin si p < 2 Yy
n In (donde p es primo impar)

2 En otro caso.

(Mathematical Olympiad in China, pag, 280)
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97.

98.

SOLUCICNES

(a2+b2—nab, a+h) = (az+b2-nab-az—2ab-b2, a+b)
= (nab+2ab, atb)
= (ab(n+2), atb) = k
Sea g = {a, k) entonces qla y qlk » g} (a+b)
= gib
g = 1
Ya que (a, b) = 1.
Analogamente (b, k) =1 . {(k, ab) = 1
Por lo tanto de que klab{n+2) se sigue que k|(n+2). g

cono (n+m)7-n7-m7 = 7nm(n+m)(n2+nm+mz)z, queremos que
7°l(n2+nm+m2) ] 7Jl(n3—m3) y en este caso que 7!(n-m}
-Parece nas sencilla la sequnda opcidn, ya que equivale en
principio a encontrar valores n y m tal que n’ = ' (mod 7
si hacemos m = 1 entonces habria que encontrar n tal que n®

& 1 (mod 73) -

3
Se tiene que 73|(2¢(7)-—1 por el teorema de Euler. Ahora

. 3
98 = 23 2¢(7):

supongamos que n = 2°°, Entonces n° ¥y

7al(n7—1) . como 2% = 1(mod7), también tenemos que 277 =
4(mod7). Por lo tanto 7 no divide a n-1 y hemos terminado.
~Estrictamente hablando todavia hay que hacer ver que 7 no
divide a {nim)nm, se deja al lector-
(Mathematical Magazine, pag. 344, 1985)
Nota: lo que aparece entre - -, es agregado personal.
i) Supongamos que plE(n} » pl(n+b)? (ya que plc)
#» pl({n+b}
+ p?l(ntb)?
- PIf(n) (ya que p°fc)
esto es una contradiccidn por lo tanto p2 no divide a
£(ny.
ii)sea y = x+b .« £(x) = £(¥-b)
= yie=g(y)
s~ qlf{n) e glg(ntb)
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SOLUCIONES

Haganos n, = n+b por lo tanto g{ntb) = g(ng), sea r\l el
residuo de n/q de agui que 0 < n, < g, N no es cero ya
que si lo fuera, entonces qlno Yy coma gqig(n) entonces gic
lo cual par hipdétesis no es cierte, por lo tanto n#o.
Se tiene que qlg(n » g(n) = 0 (mod q)
yn ®n {med q)
- g(n‘) = 0 (mod q)
- qlg(n)
Consideremos la sucesidn:
n, NG, nF2 .., nl+(qr‘l-1)q
etiquetamos a cada elemento de esta sucesion como
Koo Ko Xpeeey X
tenemos gque q(x‘) = O(mod g) para toda 1, Ademds mddulo
g ( r > 1) todas las g(x) son diferentes. En efecto,
supongamnoas g(xl) = g(xl) (mod q") con 1+]
. Xt 2 x?-rc (mod g}
» X ® xi {mod g’y
» (X=X ) (x¥x ) 3 0 (mod gy ..
Como i*j entonces xl--xj * 0 (mod q') Yy porque y = 2. Por
16 tanto dea (*) y de estp ce tienen dos opclones:
1 oghleg-x) oy gl(x+x)
2) q'!(x|+x1)
1) » gl{2x) = th‘ {g > 2) = glc, lo cual no es cierto.
2) - q;(2n1+q(ki+kz)) donde ias k‘s sonh enteros.
" qun‘ - qln1 + gle, lo cual no es cierto.
Por lo tanta todas las g(x‘) son diferentes para
y = 1, 2, .., qr nddulo q". Perc aentonces tenemos qr
residuos diferentes mddule ¢ por lo tante se cubren todos
los posibles y de aqul gque exista una t tal due q'}q(x‘) »
g lE(x,~b) n
Se afirma que f(n) = f(nm) = N, donde el numerito entre
paréntesis indica la base en que esta escrito el numerxo y
adenas ecn este caso los digitos que se ocuparon en base dos
son exactamente los mismos gue en base 3 para denotar a n.
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SOLUCIONES

_Probaremes por induccién sobre 1la longitud de n en su

escritura en base 2.
81 leng(n) = 1 entonces n = 1 es obvio el resultado.
Supongamos que si long{n) = k entonces f(k) = f(km)) = ku)

8i long(n) = ktl1 entonces n = (ala a_s.ssa a )

2 3 kT ket? (2)

dividiremos la demostracién en dos casos i) a .-
y ii) a,,=1.
iy a. =0 @ n es par
f(n)=3f(n/2)
= (10)
= 10)
= {2, e

= .. a
(alaZaJ a!( k»l)(J)

f((a1aza:"‘ak)(2))

(hip. de ird.)

133

u)(alazaa"'ax)

aa_...a0)
273 3

(2)

iiy a =1 » n es impar

. £(n) = f(n-1)+1
f((alazaz...ako)
(10)
(10)

=(a

PR

f((alazaa...ak)

1

+

(&3] 2y %L

R T B o §
x

&

3 (33,2,
‘azaj...ako)(n+1
= (alaza:"‘akl)(w
= (33,33 My
Si n contiene un simbolo 2 en su representacidén en base 3
entonces no existe un m tal que f(m) = n. Ya dgue n en su
representacién binaria sdlo contiene unos y ceros y como va
se demostrd £(n) tiene los mismos digitos en base tres que
los gue tiene n en base dos.
Respuesta:; seon los numeres de la forma:

E s(i)3l con meNu{C), s(i)e{0, 1} ¥y s(m)=0.

1=0

Es claro que el nimero no puede ser de puros unos, el
siguiente caso més simple es que sea una combinacidén de 1’z vy
2's.

Sea n el numero de 1’s y m el 2’s.

ntm = 2037 por lo tante n = 2037-m y para que la suma sea
igual al producto debe cumplirse que:
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SOLUCIONES

n+n

(2037-m)+2n
2037+m = 2"
2 2037 = 2"-nm
y en efecto como 2'' = 2048, 2037 = 2''-11.
Por lo tanto un numero que cumple las condicidnes pedidas es

el que tiene 2026 1’s y 11 2‘s en cualgquier orden. En
cualquiera de estos numerces la suma y el preoducto valdra
2048,
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NOTAS A LOS PROBLEMAS

Este problema es un caso particular del famoso Teorema de
Fermat (ablerto, hasta donde estoy enterado) que dice:

NHo existen numeros a,b y c tales que a"+b"=c" para n wmayor
que 2.

El caso n=2 es el de las llamadas ternas pitagdricas, de las
cuales la mas conocida es la 3, 4, 5.

Problema:

Sea f(n) = m, donde m es el menor nimeroc natural por el que
hay que multiplicar n, para obtener un cuadrado perfecto.
Sea A igual al conjunto de numeros m para los cuales existe
una n tal que £(n) = m

Demuestra que:

a) Todo elemento de A es primo ¢ es un producto de primos
distintos.

b) Si m esta en A entonces el nimero de divisores de m es

una potencia de 2.

Problema:
Demuestra que para toda n, existen n numeros naturales tal

que la suma de los reciprocos es un pumero natural.

Problama alternativo:

a) Prueba que como quiera que se elija k»l, en lugar de
1990, el problema tendra al menos una sclucidn.

b) Prueba gque no se puede elegir K de tal manora gue tenga
exactamente dos soluciones.

Observacion:

Un criterio de divisibilidad wvalido en alguna base (por
ejemplo la base diez), no forzosamente es valido en otras
bases. Por ejemplo en base diez, el conocido criterio de que
un numero es divisible por tres si y sélo si la suma de sus
digitos tambien lo g5, no es valido en base nueve ya que el
10 (que es el nueve de la base diez), es divisible por tres,
pero 1, que es la suma de sus digitos, evidentemente no lo
es.
IR
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HNOTAS A LOS PROBLEMAS

Problema:
Determina si hay ¢ no un mdximo de digitos iguales
{distintos de cero) que sean parte “final' de un cuadrade
perfacto.
Problema:
Demuestra que f({n) = 10'~(n+1), donde r es el numero de

digitos de n.

Problema:

Prucba si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Para todo numero racional r, existe un subconjunte finite
entercs, tal gue la suma de los reciprocos de los elementos
del conjunto es igual a r.

b) Para todo numere real x, existe un subconjunto de
entaros, tal que la suma de los reciprocos de los elenentos

del conjunto, converge avx.l

Problema:
Encuentra un numero n tal que P(B{P{P(P(n)}}}) no sea un
numaro de un sélo digito.

Problema:

Demuestra que la conclucién del preblema se sigue atn si el
namero que genera la sucesion no es el 1990 si no cualguler
ptyo.

Problema:
Prueba que f(2n, 1%88) es constante para teda n.
Prueba que f({2n+l, 1988} es constante para toda n.

Eute probiema par =t parte quesds ablerta, a} slqun lector
logrs dewdastrar que .o cterto (faina} azte resultade, 1Por
ravor hagamele saber! (dirigirse &) (MO, CCH Orlente),

.

gL



1.~ THE SURPRISE ATTACK IN MATHEMATICAL PROBLEMS

10.~

L. A, GRAHAM
DOVER PUBLICATIONS
ESTADOS UNIDOS, 1968

TEMAS SELECTQS DE MATEMATICAS ELEMENTALES
DOROFELEV, EY AL.

EDITORIAL MIR

U.R.5.58,

PROBLEMAS PARA LA ____ OLIMPIADA MEXICANA DE
MATEMATICAS

FOLLETOS 1, 2, 3 Y 4,

ALFARD, ET AL.

SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA,

MEXICO, 1987, 1988, 1989 Y 1990.

ALGEBRA SUPERIOR
HALL=-KNIGHT
EDITORIAL UTHEA
HEXICO, 1980

HUNGARIAN PROBLEM BOOX, VOL. I ¥ II.
TRAD. ELVIRA RAPAPORT

‘THE MATHEHATICAL ASSOCIATIOR OF AHERICA
ESTADGS UNIDOS, 1963,

40 PROBLEHAS PARA OLIMPIADAS DE MATEMATICAS
GUEVARA BRAVO, JULIO CESAR

TESIS {UNAH)

MEXICO, 1989,

L0S JUEGOS MATEMATICOS DE EUREKA
BERRONDO, M.

EDITORIAL REVERTE,

ESPARA, 1987.

ARITMETICA ELEMENTAL

GENTILE, ENZOQ R,

SECRETARIA GENERAL DE LA OEA.
ESTADOS UNIDOS, 1985.

MATEMATICAS INICIALES
CRUZ-LUPERCIO
EDITORIAL EASOQ.

. MEXICO

100 GREAT PROBLEMS GF ELEMENTARY MATHEMATICS
DORRIE, HEINRICH (TRAD. POR DAVID ANTIN)
DOVER PUBLICATION

ESTADQS UHIDOS, 1965.

B2



ANEXO 1

TECRIA DE NUMEROS
{ TEORIA BASICA)

1 DIVISIBILIDAD.

Definiciones, "
Definicidn:

Definicioén:

Definiciodn:

Definicidn:

Num. Primo:

Teoremas:

TEOREMA
TEOREMA
TEOREMA
TEOREMA
TEOREMA
TEQREMA
TECREMA

TECREMA

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5

Se dice que un entero a divide a otro b, si
existe un numero c tal que b = ca.

Hotacion: alb (a divide a b)

El maximo comin divisor de cdos entercs es el
enteroc mas grande que divide a ambos,

Notacidn: (a,b) (maximo comln divisor de a y b)
Def: (0, 0) = 0.

Dos numeros son primos relativos si su maximo
comin divisor es el numero uno.

El nminimo comin miltiple de dos numeros a Y b es
el numero positivo mas chico al que dividen a y b
Notacidn: [a,b] (minimo comln miltiplo de a y b)

Nimero natural que tiene exactamente dos divisores
positivos.

alb y bic » alc
atlb y blas a=b 0o a= -b
alb y alc » a|(btc)
(a,b) = {(a+kbh ,b) para toda k entera.
p primo y plab » pla o plb
albe y (a,b)=1 » alc
(a,b)[a,b] = ab
(fecrema fundamental de la aritmética).-

Para todo nimero entero n distinto de 0, 1 y -1,
existe una sucesién finita de primos Pl, Pa’ P,

ceey Pk.tal que P1 = P2 5 P:I S... = P para los
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Dem. Teo. 1.9

Lema: Si (a, b) = 1 y x = ab, entences d(x) = d(ab) =
df{a)d(b).

Dem: Sea r un divisor de a, para cada divisor ¢ de b hay un
divisor de rb, a saber re, por lo tanto tendremos para esta r
d(b) divores de x y esto para cada divisor r de a. Como
tenemos d(a) divisores de a, en total tendremos d{a)d(b)
divisores de x (. BEs decir d(ab) = d(a)d(b).

tw Si r y k son ambos son divisores de a, t ¥y m son
divisores de b y rt = km entonces rlkm » rik (ya que (a,b)=1
y por lo tanto tambien (r,m)). Analogamente se deduce que kir
y de aqui que k = r. Esto garantiza que todos los divisores
que se contaron en el paragrafo anterior son diferentes.

Dem del Teo.: Por induccion sobre n.

Si n =1, entonces m es una potencia de primo, es decir m =
Pa, cuyos divisores sen 1, P, le ..... , P°, dque son
exactamente a+l.

Supongamos cierto para n=k y demostraremos para n=k+1l.

k
d(m) = d(lr_rlp“(‘))— ape®™? 1 ¥y, aplicande 1a
hipétesis de induccidén y el lema, obtenemos lo que queriamos

demostrar.

Dem del Teo. 1.10: Por induccidn sobre n.
81 n = 1, entonces m es una potencia de primo, es decir m =

Pa, cuyos divisecres son 1, P, Pz, ..... . Pu, que es una

progresidn geométrica de razén P, y por lo tanto su suma es
(»*=1)/ (p-1).

Supongamos cierto para n = k ¥y demostremos para n = k+l.

n = ‘:I:I:Pa(‘) - pc((kol) ;I pa(l)’ sea V = ;I pcx(‘)

Sea r un d:.viso: de m, entonces r es de 1a forma P .Y cen

t=0,1, 2, ..., dtxel) y v un divinos da V.

8i +=0 tenemos un divisor de V.

Si ¢=1 tenemos un divisor de la forma vP§ w iV divisee de V

S =2 " vP

Wel .
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Qikatly

Si t=awen " YR "
Por 1o tanto la suma de los divisores de m es:

fuet)
o(vy + B a(V) + Pf_‘a'(V) L T NI

Factorizando ¢(V), sumando la progresién geométrica vy
aplicando la hipdtesis de induccidn, llegamos al resultado
pedido.
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ANERZ

PIERRE FERMAT SECUNDARIA

PROBLEMA 1,
¢Cudl de entre las dos cantidades siguientes

x = 1990 {1+2+,,.+1990 + 1991),
y o= 1991 {142+, ,.+1989 + 1990)

es wmds grande?

PROBLEMA 2.

Sean a, b, ¢ tres enteros positivos de modo que:
ab<c

Demtastre que entonces
athec

Sim, n, p, § son los puntos medios de
los lados del cuadrado [J abed gCual
es el drea de la parte sombreada?

W) Si ab y cd sop didmetros perpendicula~
3 res del circulo C, con punto de inter-
seccldn 0, <€) es un circulo tangente
Cs aanodyalc:tculo C,;C, esun
4 circulo tangente a od, ob § 31 cfreulo

Cy Cy es tangente a ca, cb y ab,
(o) Demusestra que €y, C; ¥ C3 tiepen la
misma drea,
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Primer examen Pierre Fermat,

Problema 1.
Suponga que ¢l AADC s equilitero y seca 2 un punto interior de cste
tridgngulo. Sca PO ¢l segmento perpendicular a AJ3 que pasa por P, y donde
D cacen AB; PE perpendicular a BC con E en BC y PB perpendicular o

© C'Acon I en CAL Demuestre que entonees
PR+ Pl IF 1

ABFBC+CA ™ 23

Problema 2.
{Cuidntos tridngulos no congruentes existen de modo que las longitudes
de sus lados son nimeros enteros y su perimetro ¢s 90?2 Justfigue.

Problema 3.

{Cudntas manceras cxisten de factorizarel nimerom = [ 2x3x...x 18
en dos factores 1m = « - b donde a y b son-primos 1clativos? Justifique su
respucsta.

Nota: Dos factorizaciones se consideran la misma si y sdlo si dificren por el
orden de los factores.

Problema 4.
Considerc el AABC y sean
2= AR, y=C, z=0CA
Demuestre que st
(2% — 2%y~ a?2)+ (20 = — 22) 3 (227 - P = 2Y) =0

cntonces £ ADBC mide 60°.

Fasc Eliminatoria
Picrre Fermat
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PIERRE FERMAT

PROBLEMA 1.

Hallar todcs 155 enterns x, ¥y <ales qua:

2

T R LY 7
PROBLEMA 2.

Considers 21 rectdnguio OPXL., Jea A un tunts ssbore
pantn sobre G2, Sea x el punto de
a 00 gue pasa gor Beoen PC y gea M e
percendiculsr o PO que pasa oor A

de X3 y A4, Incuentre el sigulente ol

Aven ((F¥YE0) o fren 0o
Area 14 ABCY

A Signif.;

PROBLEMA 3.

re L cusrdas A3, BC, CDy DE
-2 de todo que lcs arces de
jal TCS en comin Gue Sus ex

Sea un gemicirculs de radic
de lengitudss a,B,c y & resg
eirculs cor
tremcs, Lemae

PROBLEMA 4,
Sea MAPC equilataro v P un punto interier 2 medo cue

PA = 3, F3 = 4, 7T = 5.

Encuestre 21 drea 421 tridngulo,

.

Final.



ANEXE 2

BIENVENIDOS A LAS OLIMPIADAS DE MATEMATICAS
EXAMEN REGIONAL DEL D.F.

PRIMER DIA

INSTRUCCIONES

1.Ancta en tu hoja de exdmen un nimerc telefdnico al que podamos
avisarte en caso de que resultes ganador.

2.Pon tu nombre en cada koja y el nimero de problema.

d.las soluclones de problemas distintos deben quedar en hojas
separadas,

4.Las pregunias solo pueden referirse a los enunclados de los

problemas y deberdn entregarse por escritq al cuidador.

PROBLEMAS

1.Prusba que el médximo comun divisar de 2°-(-1)" y 2"'-(-p"™!

es jgual a 3 para todo n entero mayor o igual que 7.

2.Sca ABCD un cuadrildtero convexo y sean n ¥y a dos numeros reales
positives tales que n > Za.Los lados AD y BC miden n-a , e! lado
AB mide n y las diagonales AC y BD miden n+a . Prucba que el lado

DC mide 4a.

e Wi .

: Shese -
3.Pruebad ,quz si A ¢ H y A tiene tres’ elementos entonces existen
e .

i.} en A tales'que 10 divide a ijli+j)i-j}.-~

Tiempo cuatro horas y media.
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y ANEXO 2
BIENVENIDOS A LAS OLIMPIADAS DE MATEMATICAS

EXAMEN REGIONAL DEL D.F.

SEGUNDO DIA

INSTRUCCIONES
L.Anota en tu hoJja un ndmero telefénico al que podamos avissrte en
caso de que resultes ganador.

Z.Pon tu nombre en cada hoja y el nimero de problema

d.las soluclones de problemas distintos deben quedar en hojas
separadas, . .

4las preguntas sélo pueden referirse a los enunclados de los
problemas y deberdn entregarse por escrito al culdador.

PROBLEMAS

.4.Sca ABC un tri:\ngulop:nulemos por 1 al Incentro,es decir, a la
interseccitn de las bisectrices.Sean LM, y N las [ntersecciones
de las lineas ALBl y C! con BC,AC y AB respectivamente.Supongamos
que los cuadrifiteros: AMIN,BNIL y CMIL ti:-r\cn dreas iguales.Prueba

que el tridhgulo ABC es equilétero.

5.Encontrar todos los numeros naturales a , b , ¢ , d tales que
e} producto de cualesquiera dos de ellos sumado con ¢l preducto de

los otros dos rostantes es igual a 1990, f

vt

6.Scan Cl.Cz‘L’: ¥ c. circulos ajenos dos a dos y tales que sus

centros formen un cuad_ril-’:‘_l.c'nln convexo.Prucba que existe wna linca -
recta r con la siguiente propiedad:

Unul de los semiplanos determinados por r con!i‘cnc al menos dos de
los guatre cfrculos y el otro semiplano conticne al menos a uno de
los cfrculos, -

Tiempo:cuatro t;eras y media.

:
i
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Aveko £
BIENVENIDOS A LA IV OLIMPIADA DE MATEMATICAS
CONCURSO NACIONAL. GUANAJUATO, GTO.
SEGUNDO DIA

INSTRUCCIONES:

Pon tu nimero en cada hoja y el nimero del problema.

Escribe las soluciones de problemas distintos en hojas separadas.
Las preguntas que hagas solo pueden referirse a los enunciados de
los problemas y debes entregarlas por escrito al cuidador.

PROBLEMAS

Iv,

VI,

Considera 1las 27 fichas de domind que gquedan guitando 1la
blanca, blanca. Tomando en cuenta los puntes que hay en una ficha,
a cada ficha le corresponde un nimero racional mensr o igual gque
uno. ¢Cudl es la suma de todos estos nidmeros?

si Pi, Pz, ey P“ son 19 puntos del plano con coordenadas
enteras, tales que cada tres de ellos no son colineales, demuestra
gue hay tres de ellos con la propiedad de gque su baricentro (punto
de interseccidn de las medianas de un triangulo), también tiene

coordenadas enteras.

Sea ABC un tridngulo rectéingulo cecn angulo recto en C. Sea !
cualquier recta que pase por B y que corte al lado AC en un punto
E. Sean F el punto medio de EC, G el punto medio de CB y H el pie
de la altura de C a AB en el tridngulo ABC.

Si I denota al circuncentro del tridngule AEH (punto de
interseccidén de las nediatrices de los lados), prueba que los
tridngulos IGF y ABC son semejantes.
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Avexp 2

FNAMEKERNEY
B OB & X MEX

fist INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD
BEIJING CHINA

Spenish version
Yorsion en sapafiol

PRIMER DIA
BEIJING, 12 DE JULIO DE 1990

1., So oconsideran en une cirounferencia dos cuerdas AB y CD que
e cortan en el punto B intsrior & la olrounferencla. Soa M un
punto del sagmento %3 situsdo estriotaments entre B y E, La
tangente a la circunferencia que pasae por DyB y ¥ en el punto
E corta a las rectas BC,AC en los puntes P,G respectivamente,

si M .4, deternfness 28 en funcidn de .
AR EP

2, Se da un conjunto E de 2n-1 {n33) punfoe distintos sobre
una circunferencia, Se supone que exsotamente k de los puntos
dados 3o colorean de negro, Tal coloracion de ¥ puntos ss
"busna" sl existe sl menos un par de puntos negros tal que

el interior de ugo de los arcos formados por esos dos puntos
contiens exactamente n puntos de E.

Helless el winimo valor de k para el que toda coloracidn de
exactamente k puntos des E es "buena®,

3+ Hillense todos los nimeros ontercs m 71 tales: que

20 4 4 o3 un entero.
-3

Tiempa: 4.5 horas
Cada problemas valo 7 puntos

L4



Afte w2

FURDRKLAHEX MEX
v B & ¥
Jist INFERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD
DEJIING CHINA

Spanish version
Vergicn en espafiol SEGUEDO DIA

BEIJING, 13 DB JULIO DE 1990

4. Ssa Q' ol conjunto de los mimeros racionales estristamento
positives. Constriyase una funcidn £3 Q¥ —s Qf'" tal que

£(xt(y)) = L) para todos 1,y €Qts
y

S.Dos persccas A y B participan en wm Juego eligiende
alternativamente los nimeros OyyTpyees dea acuerdo con laa
slgulentes reglas=:

Al principio se da wn mimere natural ng > 1.

Una vez conocoido Doy al jugador A puede escoger cunlquiqr

2
Do,y € N tal que Ny § Doy § Doy o
Duspua’s, ol jugador B escogs un nimero Boy,o eN a1 que

Ropeq
Boksa

-
83 una potencia de un numero primo con axponente

antero estristaments positive,

El jugador A gana el Juego 8i logra elegir el mimero 1990,

y el Jugador B gana el juego gl logra alogir el nimero 1.

{a) ¢Para que valorsa inicisales n, ol jugador A pusde asegurar
‘,su viotoria? —

(b) tPara quo’ valorsa inioiales n, el jugador B puede ampgurar
.su vietoria? o

(c) lPara qué valores iniciales n, puede cada Jugador agegurer
que: ol otro no ganara?

6. Demudatreser qua existe un polfgomo convexo de 1990 lados con

las dos propiedades siguientes:

(1)Todo= los u’ngulou son iguales,

(41)Las longitudes dé loas 1990 lades zon una pormutacidn do

los nimeros 12,2%,,..,19892,1990%,

Tdempoi4.5 hor_as

Cada probloma vale 7 puntoss
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N
Bipann®

AERO 2
H OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA

Jueves 29 ade Enero de 1987 (Segunda Jornada).

1°. Se define la sucesidn pn de la sigulente manera:
pl = 2 , y para todo n mayor O igual que 2, pn &s
el mayor divisor primo de la expresidn
PP Py B oo Lo

17273 1
Pruebe que pn es diferente de 5.

2%, St r,s,t son las rafces de la ecuacldn
x(x-2){3x-7) = 2 .
a) Demuestre que r,s,t son positivas.

b) Calcule arctg r + arctg s + arctg t

(Nota: Se denota con arctg x . el arco comprendido

entre 9 y T cuya tangente es x.}

ar

Sea ABCD un cuadrilateroc plano convexo, P y Q

-son puntos de AD y BC respectivamente tales que

AP A BOQ
PD  DC Qc °

Demuestre que los dngulos que forma la recta PQ

con las rectas AD y DC son iguales.

Tiempo: 4 horas y media.
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