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RESULTADOS PREVIOS.

.61 ALGUNOS. CONCEPTOS.

k(i‘i)‘E.FéL"”y;_FC = (cerradura bajo diferencias. propias).

(i) (En);es un

o

reciente de elementos de 4, entonces U Ened.



“yez" wiX) sistemas; lo: anterioriinos

generado por una familia EGCP(X




'1.3.4. TEOREMA

entonces Xn==>X en 'medida
. N o n->w 3 Bl






{l.ei ‘la=convergencia

ciertas hipdtes




ntinuidad de £ en B YugA |

abilidad 7 GCF una

lau propledad anterlor entonces
: [X/4 ]d “La esperanza

(b) SI X/eks constante c.d., X C entonc
e §i X30 c.d. (0, F.P) entonces E[‘(/&)];
{d). Sea Y una v.a. en (0, F.P) t.q E(Y)
’E[aX bY/4]= aE[\(/q]‘bE[Y/q] c. d

R entonces:




: ; TEOR]:MA Sea (0‘? P) un espacl
sub -0- dlgebra de  F entonces el conjunto 'L’(Q L[ P) es un subespacio
vectorlal - cerrado (1 _cerrado) del ; LAQ.<£.P).  Si
‘(FL(O? P) entonces la proyeccidn ortogonal de~‘(\ en L"'(O U,P) es E[XIU]J.







cosup (HOUOI}3t L Ol
Il e e 0



MARTINGALAS




sivy sélo si [r(n]e‘?n Vn

DEMOSTRACION

2) [t(n] U [t= k]e‘?,, ya que [r k]e?ﬁkc‘} VL(n

&) [t=n]= [1‘<n]\[r<n-1]€‘yn va que [Tkn-l.]é‘?n_lg‘j‘,; e

2.1.2. DEFINICION: Sea (X ¢y Una sucesion de v.a..

'y sea {7 }nFNuna filtracién en ¥ decimos ‘que’

ADAPTADO a la familla (T ) ¢y 51 X €5 ‘} medlbl

deflmdas en O.‘?.P) i







que’. "édnader
- sri,‘,‘(i‘}ﬁ)nsw es ‘ina
tado tomando 'B¢B(R)

g



l'l{K=?1f1;nf‘z,..., 1'}4-12' es t.dip.



[Tl/\TZ Sn]= Tlén] [Tzin} ?n

c.ria (? }HCN Se defme la o= ALGEBRA

(). Claramente ¢ y '
(i) A €F, =>A :‘?



entonces.

que X,

la) F, esiuﬁé £

hasta el itierﬁp ]

(b) F. es un

{2) 1 es una v.a. '*?T.'-ﬁme“&ibvlg‘

{3)"Si définim&sv X; ’épmb en (21 )y‘fgrt\;‘gnc‘e's'j}(_“ es una v.a. F -medible.
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. DEMOSTRACION: . -

yr,tfzf_nl&‘?a‘.ffn por ser r'ﬁ-?!:p’-j

i Aé}rz
(2) Comor estdp cra {'_;i}n>1 :
(a) t 0——>|NU{+cn} -

(b)[r<n]e‘3: R €lN



e

sl ez



2.2. DEFINICION:

(a) Sea (Q,%F,P) un espacib dé"p_r’o'l')abilidad._fijo Yy (‘?;)ne& una filtracién en
(Q,%,P). ' AL R T

Si- (X, ) ¢n €5 una sucesién de-v.a. —definid.asgﬁ('().‘}".P) vadabtada alF ) s,
entonces decimos que (X ) .o €S MA'RTIN‘GAL-A'con‘respecrto a k)., (Por
brevedad escribimos (X_, %), ., es martingala) si'y sélo si:

(1) X_ eL'(Q.F.P) ¥ neN

(2) ¥n.meN ndm se cumple E[km/?n]=xn P-c.d.



O‘EI'X [5F ]?)\J Pcd (respectlvamente)

“nim €N con n{m:se ciimple: "~

Sup‘é?rmartvij'{gal a

(f;) X ‘?n):: R essu i

(d) Si (x",-;:x',):'ﬂ’& (\'fn gznn‘l con martingalas y ab &R

% (aX +an ‘35“)“ ; -es martmgala :

(e) (X, ‘}n)n , es martmgala Y E[Xn“/‘} ] =X, VnEIN

(Andlogo para submartmgalas y supermartmgalas)

DEMOSTRACION:

(a} Se tiene que

¥n,msN con ném E[X,n/ Fnl =X, p.c.d.

ma supermatmgala 6 submartmgala si- y sélo ‘sien .2 ‘



2

~por ]‘7;1'131".4'.1,._(1_ N

E[x:,;,’/gn ]=E[E[x,;:/gm_"l‘]/~;=n~] -E[X,,_,/,) usando. Ls.0.h y la hipdtesis.
. si apllcamos el anterior proceso inductivamente

E[X_ . /<F_1= E(E(X,,, /F) /FI=EX/F,l= X,

nti

E[X . /F.)= X, P-cd.



2.2.2. EJEMPLOS:

resultado

F FEE

.2,.;;‘..5";,}..L

n ‘?Sba'cié de probabilidad, V. una ‘medida finita_en F ¥




Si adema : 1 \ 0 : VY

tomamos X: odymr"de /V,_c r.a P en_-" 8

de la construccidn que. se hace de ‘( en el (:eorema de Radén Nikodym se

_sabe que es P-mtegrable

pero WL 0. %.P)).

Tomamos .= o{B[(0,d_)]. [d,.1)} ~con d =2t |y X, = ELW/F,]

@ N
entonces (X, ,FF ), ., es martmgala..



s 140k de Hecho,

"e#ﬂén i:env‘L‘:'pero

vpor',‘probar q_ué a. es o-Algebra:




Suponiendo ‘que jugam “una

moneda, ‘pagando un peso "ale agmla), sea

es una f\ltramdn

X, nuestra ganancia total: de’s

para la cual {Xn}:’ﬂ es:kad'a'pta
la informacién a cerca-del-
condicién de martingala 22; | ;due nuestra ganancia esperada
despuéds del siguiente )uego (51 condxcnonamos a la informacién que ya

conocemos hasta el momento 'n

el momento n. En otras palabras el> )uego es )usto De la misma forma una
submartingala corres_ponde a un_ ,|_u_ego favqrable y una supermartingala a un

juego.desfavorable.
Lo.anterlor. también se podrfa decir asi: "

Su'pongamos que queremos parar el juego en .un momento .oportuno y
llevarnos nuestra ganancia. observamos los primeros n juegos y queremos
decidir si ya paramos o esperamos hasta el m-ésimo juego (para un mdn).
Si lo que tenemos es una martingala, entonces cada una de las dos

decisiones es igualmente buena (en promedio). (Ver Bibliograffa {15]).



E(fiX

n+t

VIF DX

FRK)
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X Vel eLN(0,F,P) ¥neT
2.2.5. PROPOSICION:
St AX Fulpe €8 Una martingala y Y,=)§;ﬁ=)§'¥X‘.’:....Yk-"l-xk-’)’(bk_‘ e‘nt'onces"
E(Y,-Y,]=0 ¥iz). I o EE



§

 DEMOSTRACION

"E[xk/%] X; c.d.

Pero por 143, E(X/%,
LT, P (X, Xk uZ> E((Xk Xk l»z> =0 VZeLzm.?k oP

'Anélbgdmehte'f_ sliizj

Este resultado también podr(a verse como: un corolarlo de 14 3 ya que si
X ELZ(Q‘}’P)Vn. para ]kET k:j (Suponemos

s.p.d.g. . j(k) ;. entonces

N proyeccibn ortogonal de_Xk,‘,'en




sobremartingala-entonces

DEMOSTRACION

{a) Er_xn-'+l/~“,_tn]‘=x,‘, Pic*.d’; ¥n Ebrh,a’nc.l.o ‘esperahza de‘gmbos Vla‘dc‘)s y usando

L4.Lj. se tiene . -

e tiene ‘que T es

un espacio- vectorial’{



#




DESCOMPOSICION DE KRICKEBERG .

una submartingala en (0Q,%F,P) si definimos ¢n\'A)=J X,dP
A

VYAe¢F, ¥YnelN entonces @ es una medida con signo, finita t.q. & <KP
YneN (@ :F —>R).

Sea (X ,F

n)n=0

Ademds por la definicion de submartingala ¥Yn,méN con n<m

@n(A)=fondp <fomdP= ©,.(A) YAEE, | (n



- ‘.33...‘. e

~ martingala -

‘entonces

submartingala "~ LYacotada

una-- sucesién. no 'decreci_énte'*—_ de ‘medidas’

d)k(A) J‘Ykm : fmxtas en‘? tales que @ (<P Vk;'n

Ademés

@ A)=f¥ dP<fY dP< Sup EIY,I<= ¥
W R a x N k L

l.e. para cada A€ZF, la sucesid “I?k(A)'};s;"ies‘»_E:mb"rldtqna'no'_
-decreciente y ac‘ot'.ad’a,wk b T

.+.tlene sentido definir /im @, (A
! e ‘kn- K

veremos pf;:i'a «éqn’cl‘ui‘rf»dos :r:g-sultavdqs': §
(a) TEOREMA: (Vitall, Hahn, Saks. 1'9"35)_’ L

Sea (X,S,u) un espacio de medida y (V‘,‘)HE,N una sucesldn de medxdas flnlta.sk
en (X.S), t.q. V,_<{u ¥neN. : B A
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2.2.7.3. OBSERVAC

se tiene

2.2.7.4. OBSERVACION: §

acotada ni mayor o ,'lgl'mvl

2.2.7.1

‘Dn({\) = Egg fbk(A)‘:ﬁD" (A)

l.e. recupéro la sucesién de medidas: con signo, finitas .y absolutamente

continuas c.r.a P,



\hkodym construxmos un proceso (X )nElN B

i).°Si .n,meN nsm y AT, -

es martingala

“EIX_I=EX_=EX, ¥n

2.2.7.6. TEOREMA (KRICKEBERG): Sea (Xn.,)Z,. una martingala Li-acotada
entonces existen dos martmgalas (Xﬂ'?n)l,l ) (X ‘}nn "o NO negativas tales
que X Xn X” Yn.



: . 36} .

DEMOSTRACION

$siA)= lim oz(A)  y 3 lim o ()

son dos sucesiones de medldas flmtas y abs

contmuas c.r.a P para las
cuales existen (‘(n,?:n)n =0 Y (x!

,‘?n)n o (respectnamente) martingalas’ no
negativas y L'-acotadas t.q; :

Siare ol .
rbnm)-fo,,dP AcE,

=f X!ldp Aez
A

entonces
YneN Si k»n y AES‘n
tenemos

P, lAI=0 (A= 0L (A)- 05 (A)
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n:

lim 23 (A)=8 () - $,(A)

({Filioo filtracion en (0,59

J(ii). ~Un. . -proceso (AninEN),v,'i,_se,;;,,pruede SL.ver.  como’iun
A,l0)=A(n,0):NxQ—>R, Ilamamos TRAYECTORIAS de (A_:neN).

funciones que se obtienen al fijar w y hacer variar n.

n

(iii) Decimos que un proceso (A_) .. adaptado a {‘}n}n>o esk“CR\EC‘I»EN,TE sl )
(a) A es integrable V _:A =0. : B e :

{b) Las trayectorias de (A ) ,, son funciones crecientes de n. .~

{e) (A) es predecible

n‘n>o0



Sea k{‘?ﬁ}niw una: filtracloh‘eﬁt‘?.“y sea’ X

a“la-familia {‘}n}nEN.'Dgfi'nivm'os“fil/avs sucesiones de. vie

siguiente manera. s 4
Y =X,

e le)]




una funcién

La construccidén '2,2.8.l'prueba que toda sobremartingalaVdiscrve”t'a {Xn}n>o
equivale a la diferencia de una martingala y de un proceso creclent‘e,"v" i



Podemos
la {7

n n>o' Si

2281para (x')

R nao

® Yn—l'zn_.éyn'z cd Vr’or‘



4l

]

n=o: n

fz',es'xmark(;ingavla, 'sea L =Y




TEOREMAS DE CONVERGENCIA,

INTEGRABILIDAD UNIFORME




e paroTcira’



(X, F) e €S submarting la

[1=kINAN[t, =k ] o0

i




finita de tieiﬁ'p,os .de paro

3.2. Lema: Sea (‘?n}:;{ U“a—kfil‘tracldn en (Q,‘?,P) y (5.},
v:a. adaptada‘a {?n}:;; k -

Sites tdp. c. r.a {‘? }ng‘ y B<B(R) entonces t‘(m) mf{n n)r(u) y n(w)FB} esv
también tdp c.r.a (? }




DEMOSTRACION:

"“[t=n]e‘3!-'nc‘;k

ademds (£ eB]eTE,

(2, eBIN(E

n+j

{r'=k]ex,

n‘=0.1.'2,'..;.

Y [Eni-jéB i= :

élez,

,461,



Togy es: e; it.ig,m’pko\

X e
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A

L 0cUusUpn Pod -
3.2.3. DEFINICION:

Con las notaciones de 3.2.2 sea .

sup (ki Ty, 02¢7 AT

‘Ui’(w)=

G




imite’creciente de v.a.; lim ‘Wi=4b con
. Lo E pe»ea TR T A

ru¢ ,}I}'i‘.rarcity{.faxjr‘-k‘ibat de [a:b] por.







r“\'g;és"::lo ’que,‘ se.
Pk igual a UP y

o la desigualdad

la. anterio




LUK Ym

entonces us’a,ndjd;el teorema de convergencia mongtona, (I) 'y (ID




up EI\ l lal :

]sﬁ—h___(w :

entonces:pa

nuestro 'ob‘j(:ati\_"o Testo

Como en Ia def:mcion de D la unidn corre sobr
podemos’ probar P(D,,

‘un‘’cojunto hd}rﬁe‘rak'b'le“
/=0 para cada (a, b)eA e



2 }-medible y si

e 1.2.1).: por:

definidds‘ en .

HeL (P,



g
v

- MPLIXE <M, )




. IX{ISYVEeT c.d. entonces H={X,:teT} es

e nbt_o nces
7 X<




DEMOSTRACION:

D

M PIA)CE

IX¢ldP. <% My VLT
IQM‘;‘]T_;LD&KMp] L




3.5.3. TEO‘REM”I\V‘.-

Sea'H -(X ra€l} y 'H. {YB BEJ) dos

entonces H es

u.rn

faijniii'as U

Y

: (uso (2))

sea Hz( X

DEMOSTRACIO]

anéiogameht

slerhp‘ré -que "P(A

a:,Y_'?}fu:,a)éIxJ,




{ Xyl AP

o B(a"é)ﬂl‘)‘(g\«li’alayyi}k .

c1={|xa1>M/2}

DB=“YB|>‘“/2 13

2>m

h

g 0
E=

Voixg>y



CIXglde o
, c, by

.lAa§i ‘_:syigylien'té's .

IXPdR
a

Caso 1 (P=1)

1y = (2)

) : - e SN
~Como X, >X del teorema 1.3.1 av{xnk}k)l' t.q. 'X"kc.u.x



D_Qr‘_hipd,t,esis.v{[')w(k,',«'l"}';‘éwf es Wl y de 3:5.2

T se - ~tié“ne‘ que por 3,53

» f Ixh‘fxldby;‘J IX0-XIdP + [ 1X_-XIdP < %, . X -XIdP . )
N P= | 13 A

“.'Xn;xlv<.€7,2 IXo-XDey X ,=XI>%,



es £, R>R .

entonces

(MeL'Q,ZF,P)) implican-que




b
x| Ly Ixﬁ;“lt L
| nlRsaXT L i
N S0SS ‘
IXMe Lia.5:P)
»Né:t?esi ém;oks.‘:k_

A€R*\S con S a lo mas numerable (if)

() PLIX.[3M:

» Aplvicanao‘ ) para:i Y=[X ]
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W

~lugar jdef"l’)b(ﬁ Xia

2 la del éasa:

YneN

Sahoraicon: X :






e ——

[1Xyl2a]

@

20 ‘uniformemente ¢n n

‘u‘na"'\_:préggr;ta
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martmgala ya que E[X/‘}’ ] E[O/‘:;C ] 0

c?' veremos mAs tédelante un resultado

va,  X_.F. medxble :

(sobremartmgala)

3.8. TEOREMA:

Sea ZELOFP) Y /A-’{g;ﬁ 2

_évs"_,s b-s dlgebra 'dez,‘}} ‘entonces ia-' fékmi“ljyi’a"'
(X, =E[E/F,]: 7‘E/A} es UL et o e

; DEMOST}RACIQN
Sea M>0 ‘
A l,x,ldP,-J IE . g E(I&l/gz) dp.

[IXi>M) |\<,|> : [I\( M)
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i.e. ‘dﬂadc; £50°3 M

Sup - J1X;lde v
oMy

3.9. TEOREMA:

Sea (X ,F 12 una martingala entonces ‘son-equivalentes: -



(Del ap’éndiqg' ,I.Z_,’\VI_H.‘

martingala céfréda).'

(c) » (a) cyons'écbtie'nci'a'hde 3.8.

nces una

7




TRANSFORMACIONES

DE MARTINGALAS




X F e, con (X )2 a‘d:a’ptadc‘)’

n.ns=i

te. X es F,-medible ol

filtracion oF,C F,C....CF.

173







s F,-medible)

keL(Q‘_'-,-' P vk, Eix' x al El)
‘desiguaidad de Ho(der» parau.;’

neN = Zh:éﬂ Ykg;{iov,?,i’);,v:;ew»).r

Tales transformaciones, particularmente en el caso -’én qA'lte/:)as‘ funciones \A
tengan como valores posibles 0 y 1, tienen una. larga historia y una
interpretacién interesante en juegos y apuestas . {Doob: "Stochastic
Processes". Wiley [16]), se hace énfasis no tanto en la transformacién Z

sino en las sucesiones {Zrn}nm en donde los 1, son t.d.p.






fiknité c.d;




s de_probar que..CCD

- Probaremos ormaciones. de

m'artinga‘lasrvr‘:r' cat teoremas” de
_ convergencia c.d. par s con 1o anterlor.
4.2. TEOREMA
51 Z es un % dcotadd X entonces Z
converge” 6n-mdxima V* de la sucesién
VirVad
c.d.)

. 'L'-acotado significa que

;‘I Z_lw) existe y es finito

i
£

que



- DEMOSTRACION: (Se

(D) SiZ es Ia tr.
P EZ2<EXZ Y
men Qrﬂt\,amsjlogo,_;,lr
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Xk 3 +‘(
y ademds

Yk=xk¢c-(xk_’l;g);-xk.

entonces 5i definimos ‘('=(‘( »C X\"'

es ‘una s:ubni‘akrting‘alc‘a‘.’ckohv
X1 =X, +C>0 c.d. y tal que: i Gl
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{.‘l‘a;’ :

si k=1

EXf=EYf sumando'Equi‘”
EXZ3EX2-EY? =k§’;lEY'f< sumando E\(g o

- &
EXg ;EXi.EY%? R

EY?
k=t k

. )
exz> £ Y



820

martingala.
1;2 Y- k _ or: : : in:. filtracién; . es’:

una “suma. de v.a. F,-medibles

)A(r'l “es ?,’,’-medibler,,‘inﬁi

Y =X, -X,, v X,eLiq,

> Y, eLivks2
ELY S F e

entonces .’?kEL“(:'Q:.‘}"

Can! Fal



s 0€IX, PL(X* %

submartingala en'L'
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Ahqfa b.'ierin

> E de ambos lados ‘
k=2 ;



(con (g g ):L (0 ‘} P))

de SUB MARTNGALA E[Y /gk ‘po c.d. Vk>2

se: tiene que:. ‘

W/ F - l])(m)’ 5% n(m)”

H, (m) (2 ELY,/Fra)) (@) wed
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z

n n->x

g+n c.d. EinelhQ,




narytin"g‘a-la L acotada “existen dos




.88

De los antenores argumentas nos; basta probar}el]e,nunci'aﬂdo

es

(Yn’gn n=t
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na - martingala L'-acotad;

. este caso que Sgpx

Hasta la parte (iii) se ha visto que la transformécidn Z de una martingla X
I'-acotada converge c.d. ‘en el coﬁ‘]unﬁo en.el” que V'<1, ahora para

completar la prueba del teorema 1.

Sea X una martingala L-acotada y,~se5_2, st transformacién ba_Jo
V=(V,,V ). Sea C>0 -y definimos:: L

PRTERS




Ly
LAY
'USghd_o (ii1) se concluye que.'

e

2 TEX) cnv-L(Q,‘? P)

jo:lasucesidén:

A LM, F, P)  cd

Y;l(m_)'? Vn( m’)

1(&) ’
[ I<C]

‘(uniformemente

L

;funciones:

'acyc_{tadé)b :



=3VY
k=t k

9t

=> i=Z c'.d.\"‘.’envt:oriégs;,:de 1 ' 

orrespondiente ‘_rg_s;llt"vz‘add' p_ara‘.'

manera’ general para s’uce’sic‘)he‘s, de’.

VX g




RN N Y S I
4= ‘Xy,rk )_,(,ka—_ly) \< n n—)ga 5

¥ ‘cada sumando’ X :ceéro;c.dipor ser X" un

proceso creciente,

(Suponiendo g § se'»puede' concluir

que n, eS,"_;i—m“éd’ibl




uyné[_markt.i,ng‘ala' L'-acotada

(b) en'la p
“la fdrma/f:':(&

prueba de (i)

l(m)

¥ l=v (w).
S UV |<C]

entonces:

(por.:

D V. es F,. -medible .

n

s
F,_ -medibles). . ¥n.. S

(I [V IC ¥ c.d. o

ucesion (uniformemente acotada) .-



‘:lCaSO iy osi (X, F 0T

tiene que;

[V()KC y V (@)= (o) c.d. > Z=Z c.d.

vgo’nvk_e:_'rg'er cd e__;i [V‘(F"]

-, €S una submartmgala L‘ acotada entonces de 2. 21C'i '

(=X 7n)n , €5 una sobremartmgala (también L*-acotada). usando- el teoremav e i

2.2.8.1 y la observacién 2282 se puede concluir que- X -W«A X es la

suma de una martingala W ¥ de un proceso cremente A

Ademds como X _<iX_l| ¥n c.d.

> EW,+EA =EX_ <E[X_|SSUpE|X I¢=
pero como (W ‘?

fmar‘ﬂﬁga'lla’#EWn es un.valor c,ons'tanvte y flnlt;b
que no’ cambl (EW C.¥n) X )



i

vimos y por hxpdtesxs {‘(n}n ' és L'-acotado.

esina ‘mértin‘gala L‘racdtada. o

entonces X es un proceso estocastxco que se puede escrlbxr en la forma ()

'y por el caso. (l) su transformacion Z bajo V=(V, ....) converge c.d. i

ann ’C.d.yi neL!(Q, . P)

sobre el cdnj’un"to; [VEC=]
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4.2.1." OBSERVACIONES: _

ternativa

DEMOSTRACION:

Sea Z=(Z,Z,,....) la transfo macxdn de una martmgala Lt acotada X‘=(X1,X',‘.. )

bajo la sucesién.V= (VV -(O,X X ..) entonces

)‘, E Yn.
Pero-
ét Y,";:Xf'»‘kgz (xk-xk_l>2=va‘§2(xi-tzfx;(’x,s_»l»;‘:,(i,l )

X = xlz 'kguaxi‘zkg-z xkxk"'kgtzxi-" '7



i.er.r Sf,(

Ahord"’t.lséyhdorkqllie‘ X icotado:)
se tiene que PtX"(m];i os - deé 1t

transformacién ~de. X bajo V>="(k0.'X’",
an%‘nl c:d. ‘con nELMQF,P). g

Por otra parte por el teorema 3:i4. 7

X, z5=n, c.d. nelUQ,F.P)

2 es finij;a cd ‘

S2(X)—3z>E cd. con £ finta cd. .

(4) Debido a 2.2.6.2 en las hipotesis

de 42 se . puede carﬁbiar
SlrllpE[X;‘](*m por L'-acotado. " g

4.3. TEOREMA 2:



.98

Si X e:sk .qﬁa thablr"pingala”téllr "q"ue’; ES(‘()(m ( ) " entonces X

converge”

‘el intervalo

(iii) j,Rn(x‘)dx=o= 131

Para cada té[Q,;] flja se tiene que {jélkk(f;;)Yg;?r}}r&l._ es martmgala k

ya que para»cada_‘g_e[(‘)"l] fija Rk(t}"'fl y'k}lvy se t’;er'{é, 1

E|nEH‘RV (Y i>E| R, (1)
Koy k k ko, k k
Ahora consideramos los espacios de probabilidad (Q.F.P) y ((0.1), B(0.1),

A-Lebesgue), P y A son medidas de probabilidad (... son medidas o¢-finitas).

§i Q'=0_(0.1) F'=7F Bl0.1)=0{AlA=BxC:BeF, C¢B(0.1)} entonces se cumplen
las hipotesis de los teoremas de la medida producto y Fubini (ver
bibliograffa [0], pdginas 97-103)




go(Ry, Y, ) (£,0) =R, (E)Y, (0):(QY, ') — 5 (R.B(R)
(600} T —> (R{B(R)) -

- Se concluye por: Fubini qué para’ "

3 wed f
N 0

p? Rk(t)rk(m}dt‘ existe y.
=1 .

f ‘k)'f kaYk(mldt:, (0, FI=——>(R,BR)) . -
o |k=t o P
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Anélyégar‘ne"

f

(tiorde dPL v o0 T2

 Por’ otr

oo

(12 Reovo ) |
LORLDY, :
o \k=t e it )

el 2o )

(usado las propledades (. (- y‘:'('l,l,ir)y)"; o



o -

e oy i vl <[ [ oy, [
‘~£’IE|k“=ka-‘t7‘Yk de-g| k_g‘Rk(f_)Yk(’m)’dt <E {';k_ﬂkk(c)vk at }

=ES_(X) < ES(X)

entonces aplicando e! teorema de convergencia mondétona a la sucesién no

decreciente (T.2.a) de funciones {E kf: Rk(t)Ykl }n se obtiene
. =1



s una‘martingala L!-acotada sea

4.4. TEOREMA 3:

SL X Fo)o oy (wn‘,ffg_:/;,
L'-acotada con S, (WSS (X).







como- (X F

' -sil.'lb'r'h%l'i"fkin'g"alhfy, poF,Ea

w05



martingala..

(va que la segunda suma antes de la igualdad se anula debido a la\.
definicién de Ty ). k
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se ft‘l?e"rvle‘:'_QLlVe e

©PX*Cre s

y si Qé[.‘{f(*\'
> 3c’e'Q*-t.q.ﬂ

X*(w<e y SIX)Ke
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APENDICE




BT

Hay que - verific

medit.).l.e. :




i



= ,",’(,kng":‘,xk”c:? (X XG0 X )

i (o)

Sea

Prerpj

7. [18j€n

LR )
3 L R

I.2. DEFINICION:

Sea {Xn}n>1 una sucesidn de v.a. definidas en (O.?.P)‘

- Sea n»1 y para la sucesidn de o-dlgebras:



n" nrl‘ n#2t 7

_ o(xﬁ);fq(x;.)g Jc o(x X,

se. llama "funcién cola..

L2, o_Bs',ERVcho’NES;j:~ b

i) P.d. JliminfX. - limSupX. = son funciones cola -
L R
DEMOSTRACION:

Iimninf.‘(n(m)=r§;llp Lr;fnxk(m)



Sea -

e (@)= inf ‘(:E(u) v,
‘k»n - Ly

entomnces

pero::

~ Se tlene adémas.

Y, (m inf X (<Y,

h'mme (m) Sup
nat

(m Y (u)(x}‘a(xl., i e K
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)

B

SESHANARSILLIE S

vist

{ nv;)' “Sean {X.}
L de ‘?,

(2} ?ng ?m-x‘ AR



entonces;

es 9:m = u{%g:n}-med:ble

DEMOSTRACIO

_"ﬁl.,3‘.,_yl.vl:ﬁvvvre§ulti'1do util:

"Sen g 1 By se..i una sucesion de variables aleatornas y para cada nEIN fho :
sea T:RU—>R™ ima transformacién B(R™-medible:e invertible con ‘inversa
T~ B(R™) - medible’ ‘t‘al que (5. GPPIUPS X )(u)—T(F

e ,E )(m) f, entonces
o(X‘......Xn)=o‘(El.'.'...‘.'Ehf),r' para c‘adra nelN '
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Por otra parte’ uk's'a‘mli:o ‘qu

se puede probar qu

Un caso, particu del resultado 'aynt'.er_lorié;s el siguiente:

€&,y osuc. de v.a. oy sea Xn=kZ=lEk

entonces —podemos definir T:R"™~——R" t.q. T(El,....,En)=(Xl...‘..Xn) si

asociamos una matriz a T lo anterior podrfa escribirse:
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a vectoriales :de

(RM)-medible. Ademas: [TI=1 -

B(R")-medible
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ALlL .Las;‘.'fU’ﬁcidrigé.ﬁ-dé ’Rqé:en:i»a\clhg}v-',' -

que sucede con la

Asi

Qyz(t)=(bki l"kxk(t)={?F_‘Xl(t)}'{(br_zxz(t)},
: i1 S o S e



6 equivalentemente .




11

xpresadas en base - -

€x<0:20

0.20<x<0.21







ia

DEMOSTRACION: =

7 se tiéné que

Como  ¥Yn,meN {izm) Xn '

~ independientes = e i.d.

in“de'pend‘ieﬁitres‘f_e dde

‘Ry(x),:.0) forman un- conjunto




Ademds - we CYAMCMIS (YAM)(@)<M (YAM)(0)=Y () Y(0) (MO YCM]

R

Y'/\M'dP;J‘ Ydp
[YAMCM]

[Y<M] o YLYCM]



5 J [Y/\\«[]dP M P[Y;J {1+ ijP
: [YCMT

‘ergencia

en




e

v dist;"ibu»f:lén’

P“x,n‘?M,]n_»m" P[,"XA'?"?}, "fYMifR NS
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