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I NTRODUCCION 

A Presentacion del Trabajo. 

En el presente trabajo se intenta contribuir a latipificación de 
los problemas de aprendizaje que, en torno seis interpretaciones 
del concepto de número racional.tienen los alumnos de primer 
ingreso al bachillerato del Colegio de Ciencias y Humanidades, 
para propiciar tratamientos didácticos más adecuados para el tema 
o detectar los trabajos previos, de investigación o de otra 
indole, necesarios para poder llegar a formularlas. 

El trabajo consta ~e cuatro capitulos. 

En el primer capitulo,.se atienden algunos delos aspectos 
cognitivos, matemáticos e instruccionales referentes al 
número racional, a partir del análisis de KierenC1976), mecSiante 
el análisis critico del texto. 

Teniendo a 1 a base es te análisis , que también per mi te 
ubicar el problema de aprendizaje que nos ocupa en su contexto, es 
decir en el ámbito de la educación matemática, ·se desarrolló el 
resto del trabajo,asi· en este capitulo se atienden los referentes 
teóricos del trabajo. 

Las precisiones que, respecto a los problemas de aprendizaje del 
concepto de número racional tiene los alumnos de primer ingreso 
al bachillerato· del Colegio de Ciencias·y Humanidades, se 
obtuvieron mediante un estudio exploratorio que se presenta en el 
segundo capitulo. 

El cuestionario· a partir del cual se desarrolló el estudio 
exploratorio, indaga acerca de seis de '!as siete interpretaciones 
que pl·antea KierenC1976), · atendienc:So el concepto de número 
racional como fracción o relación parte-todo, cociente de enteros, 
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decimal periódico, aspectos 
equivalencia al indagar acerca 
de un campo de cocientes 
múltiplicativo o mapeo. 

del racional como clase de 
de fracciones equivalente, elemento 

ordenado infinito, y operador 

El análisis de las respuestas de los estudiantes fué un análisis 
cual! ta ti vo. 

Daqo que el concepto matemático es, en sí mismo, una de las 
variables fundamentales en los aprendizajes matemáticos; que las 
mediaciones necesarias para tales aprendizajes en una insti tuci•ón 
escolarizada entre el concepto matemático y el estudiante podrían 
ser más adecuadas a partir del reconocimiento explícito de las 
dificultades matemáticas del concepto.se incluyó un tercer 
capitulo para atender estos aspéctos. 

En él se presentan algunas de las definiciones matemáticas de 
número racional y se muestra que son equivalentes . Además se 
exhiben las dificultades para hacer explícita la definición 
correspondiente · al número racional como decimal fin! t<;> o 
periódico. 

Por último se presentan las .reflexiones a las que el trabajo 
desarrollado dió pie , tanto en relación con el problema de 
aprendizaje como a sus posibles causas y los trabajos que se 
estima serían de út.ilidad para generar alternativas viables al 
probl~ma planteado . 

.....; El trabajo. t.ambi en 11 evó a reflexiones de índole más general , por 
ejemplo en cuanto a problemas curriculares y de formación de los 

docentes 

De manera .especial · deStaca la necesidad de desarrollar 
investigación educativa para un desem~flQ docente eficaz: 

¿~orqu~ se eligió este problema para el presente .trabajo?. 

¿En qué sentido el·desempeño de los estudiantes respecto al número 



racional es un problema , y de que manera está involucrado en esta 
situación el docente? 

¿Desde que óptica se está enfocando el problema ,el trabajo que en 
torno a él se ha desarrollado y sus resultados? 

Las preguntas anteriores son seguramente parte de las preguntas 
que ante un trabajo de tesis se plantea un lector. 
A continuación se trata de darles respuesta, y hacer explícitas 
algunas concepciones que sustentan este trabajo. 

B. La comunicacion • 

La primera concepción que se .asume explicitamente por su 
importancia, ya que está presente en todo intento de 
comunicación entre los seres humanosy por lo tanto en el presente 
trabajo, es el de que la comunicación no es perfecta; que existe 
siempre una interpretación por parte del receptor, de lo que se 
le pretende comunicar; de una manera muy esquemática diríamos que 
consiste en 

A emite un mensaje, oral, escrito, corporal, etc., que 4'\.LUli.e 
<>~ X. B recibe el mensaje y pese al traslape en el 
dominio que de tal lenguaje posean ambos.dadas las 
características individuales, que incluyen las concepciones 
filosóficas e ideológicas de los sujetos.lo interpreta como 

1 x· 

Asumir explícitamente esta 
especial importancia en el capitulo ·relativo al 

tiene 
estudio 

exploratorio donde, evidentemente, el análisis cualitativo de las 
respuestas escritas de los estudiantes tuvo como filtro la 

El eaquemo pr .. ento.do Uene ampll.ci. fundamentaci.6n en aoldmann Luci.en. 

Jmportanci.ll. del concepto . de conci.encl.a posl.bl• . para comunLcacl.6n: 

ta cLencl.a conte~pordne~ sl.;to 

XXI Ed. : Nex,lP70, 
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interpretación de la que esto escribe. 

C Un problema detectado en la practica docente • 

C.1 Algunos de los errores de los estudiantes respecto 
al número racional. 

A través de mi práctica docente en el bachillerato del Colegio .de 
Ciencias y Humanidades, he reconocido errores de los estudiantes, 
referidos a número racional, como los siguientes: 

Al ordenar los números : -a, 1~. O, B/C-4), -1, · 1/4, 4/12; 

responden: -18/9, -e, -1, O, 1~. 1/4, B/-4, 4/1c 

Al efectuar operaciones se encuentran respuestas como 

1/C - J./4 = 1-1 = -1 

2-4 -e 

e/3 x 9/4 = ex4 

3x9 

8 = 4 

18 9 

1417 + 9/3 7x3 / 14x9 is el / 1Z6 

3/E X 1/4 = 12 / c 

3/E .+ 1/4 3/8 

r-¡ 9/17 +· S/2. • .6 / 35 
~~ 

¡ .. , 5/6 x 31'9 • C5x9)(ex3) / C0x9) 
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En localización en la recta numérica , surgen respuestas como 

o ua 

Por el momento no interesa discutir aquí los errores presentados 
ni sus posibles causas, sino simplemente, llamar la atención 
acerca de su existencia, probablemente familiar para cualquier 
docente de nivel medio superior. 

C.2 

Los antecedentes de los estudiantes respecto a número racional 

El número racional es· un contenido presente en la currícula previa 
al bachillerato, como se verá en seguida a grandes rasgos para la 
primaria. 

En una breve revisión en la que se trató de delectar la presencia 
del número racional bajo cualquiera de las siete interpretaciones 
de KierenC1975), en los programas y libros gratuitos de texto 
vigentes para la escuela primaria se encontró que : 

El concepto está presente en los seis grados del ciclo, bajo 

algunas de las interpretaciones de Kieren C1975). 

Lo encontramos preformandose a través de ejer.cicios que implican 
la relación parte-todo,antecedentes algebraicos y notación 

. ~ 

posicional base diez, en primero , segundo y tercer años. 

El concepto mismo se presenta .en los tres años ·restantes de este 
ciclo, como veremos a continuación. 

Cuarto grado, en las unidades .. 
rostértormente ci. · e11tci. · pa.rte 

anclli.11\11 · detallado · · · del 

Figueraa<111e11 

trali:i.mi.enlo 

del 

de 
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la retacldn 

pudo di.aponer 

porle-lado · en 

de un 
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2, al gor i tmi a, adición por casos; 
3, introducción del orden a través de la longitud de segmentos, 
fundamentos para la densidad; 
4. adición y sustracción; 
5, orden entre fracciones, conversión de fracciones a fracciones 
equi val entes , 
denominadores 

adición y sustracción 
múl t.iplo uno de otro; 

de fracciones 

6, conversión a decimales, adición y sustracción de fracciones 
con denominadores cualesquiera adición y sustracción 
de racionales en su expresión decimal: 

con. 

7, problemas aritméticos que se resuelven con adición o 
sustracción de fracciones; 
e, aplicación de fracciones a todos continuos físicos. 

Qui nt.o grado, en l as unidades: 
1, equivalencia y orden entre fracciones: 
~. adl.ción y sustracción de fracciones comunes y decimales: 
5, antecedentes para racionales como cocientes de enteros: 
6, propiedades de la multiplicación con racionales: 
7, división entre fracciones vía inverso multiplicativo 

8, resolución de problemas con fracciones . 

· Sexto grado. en las unidades: 
1, número racional como longitud en la recta numérica: 
e.adición y sustracción de racio~ales vía· equivalencia, algoritmo 
. general: 

4, equivalencia entre fracciones para resolver problemas de 
porcentaje; 
6, problemas de porcentaje: 
e. problemas prácticos de porcentaje. 

Asi se detectan en ocho unidades trabajos para algoritmia. 
En ellos la adición y la sustracción se desarrollan de manera 
:l.r:a_dicional en; f.unció~. de las re~aciones exis.tentes entre los 
.denominadores.es -decir"por-casos•, también se incluyen. trabajos 
de algori tmiá para · 1a expresión decimal de los. racionales y se 
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incluyen algoritmos par a convertir 

equivalentes o a decimales. 

fraccionesa fracciones 

Sólo en una unidad se encuentran propiedades de las operaciones y 
se usan inmediatamente para introducir la división. 

En dos unidades se trabaja el orden y en cuatro se resuelven 

problemas con racionales. 

Por lo tanto podemos reconocerlaclara preponderancia del trabajo 
algorítmico, la ausencia de un trabajo sistemático del racional 
como operador multiplicativo o mapeo y, presente sobre todo en 

sexto grado,la secuencia : 
'conocimiento - ejercicio - problemas de " aplicación" ' 

·Se sabe además que en el ciclo siguiente el contenido número 
racional vuelve a estar presente en los tres grados que lo forman, 
ya sea como un tema en si mismo, ya sea por el uso que de 'él se 
hace para otros contenidos. 

Por lo tanto , el estudiante de primer ingreso a bachillerato.ha 
tenido,al menos como planteamiento curricular en los nueve años de 
escolaridad previa al misino, el aprendizaje de número racional 
como uno de los aprendizajes a lograr. 

'Así, los errores a los que: nos hemos referil!IO!> se tipifican como· 
un problema, el problema de no haber logrado un aprendizaje 
propuesto a través de nueve años .de escolaridad. 

C.3 El número racional y los programas de bachillerato 

En los programas de· bachilleratoel concepto de número. racional. 
reaparece 1 direetamente. como.' contenido en algunos cursos, o 
indirectamente por la utilización que de él se hace para trabajar 
otros contenidos tanto matemáticos como. de otras· áreas de 

. conocililiento. 

7 



Algunos de esos contenidos, en el caso especifico de los programas 
de matemáticas del plantel Sur del Colegio de Ciencias y 

Humanidades son: 

En los cursos de Matemáticas I y II sisteinas numéricos 
ecuaciones e inecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones e 
inecuaciones lineales, ecuaciones cuadráticas, sistemas de 
ecuaciones cuadráticas, y razones, proporciones y porcentajes . 

En los cursos de Matemáticas III y IV. o. los diversos curso 
correspondientes a los semestres quinto y sexto se requiere para 
contenidos como razón, proporción, semejanza. congruencia, razón y 
razón de cambio, derivada y probabilidad. 

Por lo hasta aquí planteado se tiene, que la curricula previa al 
bachillerato indica que en varios aspectos el concepto de número 
racional debería ser uno de los aprendizajes logrados antes de ese 
ciclo escolar; los errores detectados en el de~empeño de los 
estudiantes respecto al número racional permiten poner en duda que 
tal aprendizaje se haya logrado realmente y la curricula del 
bachillerato requiere de un conocimiento básico del número 
racional para lograr otros aprendizajes. 

O. Los aprendizajes de los estudiantes • razdn de ser de las 
instituc~ones educativas. 

La escuela, es decir, "las diversas instituciones· educativas de que 
se dota una sociedad , tiene como tarea fundamental educar a los 
estudiantes qué a ella .acuden; es decir , basicamente contribuir a 
la formación de· valores y cri t.erios, a la obtención de 
conocimientos, al deSarrollo de habilidades y a la socialización 
del .educando; es decir al. logro de diferentes aprendizajes. 

El sur.gimiente de la escuela . como institución 
diferenciada del aparato ¡:iroduct.ivci de la socie~ad, 

esencialmente a '1a complejidad creC:iente·de esta última, 
serios problemas. 

e 

claramente 
responde 

y plantea 



Problemas en el orden de la formación de valores en el educando, 
que podemos sintetizar en la disyuntiva escuela reproductora del 
statu quo vs. escuela promotora del cambio social. 
Problemas en función de la relación aprendizajes- vida productiva 
y cotidiana, ya que la escuela como institución especializada en 
la educación y claramente diferenciada de los otros ámbitos de la 
sociedad, requiere de una serie de mediaciones como el 
curriculum, los textos, y demas materiales de apoyo para promover 
los aprendizajes útiles en esos ámbitos, por mencionar algunos de 
los que, siendo importantes son tambien relativamente accesibles, 
a diferencia de otros , igual o más importantes.como el curriculum 
oculto y el vi vi do o real . 

Pese a estos problemas, el logro de los aprendizajes por parte de 
1 os estudiantes que plantea el curr i cul um de cada i ns ti tuci ón 
educativa, es la razón social de su existencia, y en. la 
consecución de tales logros el docente tiene un papel especifico y 

de al ta responsabil i da.d . 

D.1 El papel del docente en el logro de los aprendizajes 

~oncebido el docente en una primera aproximación, como el 
encargado de promover los aprendizajes de los estudiantes, la 
situación problemática en torno al aprendizaje de nómero racional 
anteriormente planteada demanda su atención y trabajo para 
resolverla . 

Se tiene as! una s.f tuación en torno a ·un aprendizaje especifico, 
que plantea al docente del bachillerato del Colegio de Ciencias y -
Humanidades un problema, el que los estudiantes que atiende logren 
el aprendizaje de número racionai ·que no lograr~n en los nueve 
años de ~colaridad previa, eliminando así obst~c~los para otros 
aprendizajes que plantea el currículum d~l mismo bachillerato. 

~oncebidas así las cosas trabajé, en· distintos momentos, 
intentando resol ver los problemas que· respecto al concepto· de 
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número racional manifestaban los alumnos de primer ingreso al 
bachillerato del Colegio de Ciencias y Humanidades, y que detecté, 
empiricamente, a través de la práctica docente. 

E. Los intentos previos • 

Intentando contribuir a resol ver la problemática que en torno al 
aprendizaje del número racional se ha descrito, se desarrollaron 
en tres momentos diferentes instrumentaciones didácticas para el 
trabajo con números racionales en el primer semestre del 
bachillerato del Colegio. 

El grado de fundamentación teorica y sistematización de las 
propuestas se incrementó de una a otra buscando mejorar los 
resultados alcanzados en cada una de ellas. 

Asi en la primera se manejarón, como resultado de mi formación 
profesional y experiencia docente, las siguientesconcepciones : 

* el problema de aprendizaje detectado, como esencialmente 
algoritmico 
* el concepto de número racional como: cociente de enteros, 
algunos aspectos del racional como clase de equivalencia, y el 

¡racional como elemento de un campo de cocientes 
* el aprendizaje como aprendizaje significativo, al trabajar los 
distintos aspectos del número raciond antes mencionados en :el 
mo~nto que-se requerian, y~no como un tema especial 
* el estudiante como un sujeto ubicado en el tránsito de la etapa 
de las operaciones concretas a la de las. operaciones formales, con 
preponderancia de esta última etapa, y con dominio lingUisÜco 
suficiente; tanto oral como escrito; al utilizar basicamente 
leeturas, expos.iciones, soluci.ón de problemas y elaboración de 

·cuadros sinópticos para la instrumentación didáct.ica. 

La instrumentación didáctica se planteo globalmente, se 
·determinaron los materiales· básicos para· el trabajo y se 
elaboraron los exámenes, per·o no hubo una planeación detallada de 
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las sesiones ni un diagnóstico inicial que permitiera valorar los 
resultados de la instrumentación. 

La mejoría algorítmica ~ que se detectó.Junto con la 
perdida de la misma en menosde dos semestrespermitió reconocer que 
al ~<> ttl~édMan. los algoritmos, pero que ese olvido era sólo un 
síntoma. 

Surge así la idea de que el problema consiste en la ~ ú 

_,~ para los estudiantes, de los algoritmos en cuestión. 

En el segundo intento se reconoció que el problema no era la falla 
de retención de algoritmos, que esto era sólo un síntoma.y ahora 
se tipificó el problema como «iutn(llWl,Oé.ln. ú l~ tt~M<> 

uWt.e fl4.(;(ttn.ah.o .Las dificultades que manifestaron los 
estudiantes para manejar el· orden entre racionales, indicó que 
había mas de un problema. 

Se reconoció lambien , que la noción que del estudiante se había 
manejado era incorrecta, no había tal dominio lingU.ístico,y se 
aprei::i.ó empiricamente mediante la observación del grupo, que era 
helerogeneo en cuanto al nivel de desarrollo. 

\ 
El aprendizaj~ se interpretó en un sentido próximo al 
const.ructivista al trabajar primero con material concreto 
manipulable, resolver problemas de razonanúent.o aritmético que 
involucran racionales.discutir e interrelacionar los trabajos así 
hechos en relación al número racional y, ·posteriormente, 
manejarlo mediante notación simbólica e introducir una cierta 

: ' formalización. 
~"'~ 
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~ mantuvo el concepto de, racional centrado en los. núsmos tres 
aspectos de la primera experiencia,cocient.e de enteros, aspectos 
de clase de_· equivalencia y elemento de un campo de cocientes 
infinito prdenado . 

El material concreto manipulable lo elaboraron los mismos. alumnos. 
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Consistía en un juego de tarjetas de diversos tamaños, donde la 
mayor jugaba el papel de la unidad y las restantes eran medios, 
cuartos, octavos, tercios sextos o doceavos de la misma. 

Mediante el análisis de las diversas formas de 'cubrir' una cierta 
tarjeta con otras. incluso mayores que ella, se busco propiciar la 
formación de las nociones que permitieran la comprensición de las 
operaciones de adición y sustracción, así como el orden. 

Suponía que con estas bases el estudiante podría comprender al 
menos los algori trnos de adición y sustracción, y que 
postoriormente 'tornando partes de partes', podría aprehender la 
multiplicación y su inversa. 
Ambos supuestos fallaron, las carencias algorítmicas de la mayoría 
se mantuvieron.cierta claridad conceptual se logró en aquellos que 
inicialmente no tenían· esas carencias, el material fué rechazado 
'por ser para niños', y por referirse a algo que 'ya sabían' , 
porque •ya se los habían enseñado'. 

Claramente se manifestó la falta de atención que se había tenido 
al diseñar el material.descuidando tanto la etapa de desarrollo en. 
que se encontraban los estudiantes, como su escolaridad previa. 

El tercero de estos intentos tenía un contexto diferente, fué 
untrabajo desarrollado colectivamente en un curso de la Maestría. 
En el'se tomó en cuenta , entre otras cosas, que el concepto de ' . . 
número racional permite di versas interpretaciones ,se trató de 
atender la escolaridad previa de los estudiantes y el que •ya no 
son niños', es decir, el que la población más frecuente en los dos 
primeros turnos del plantel es de adolecentes de entre 15 y -1e 

años, y que , hipoteticamente, se -encuentra en la etapa de las 
"operaciones formales. 

·Se trabajaron los siguientes aspectos del número racional: 

esl• Gllpeclo' .. el lomo · en cuenlG ., 
lnlerprelC1Clone11 de número roclonG\, p\Gnteado11 en ICleren <tOll'>. 

loa _aapeclo11 , o 



fracciones, cocientes de enteros, fracciones de 

razones, operador mul t.i plica ti vo y elemento de 

codent.es. 

equivalencia, 

un campo de 

Se mantuvo un enfoque constructi vista , con manejo de materiales 

concretos manipulables solución y planteo de problemas que 

involucraran números racionales , y detección de regularidades que 

permitieran reconocer las propiedades de los racionales. 

Los resultados no mejoraron notablemente y las sesiones planeadas 

para desarrollar el contenido en el curso ocuparon un tiempo mucho 

mayor al previsto, desbalanceándolo,lo quehizo notar la necesidad 

de atender más cuidadosamente el curriculum del bachillerato para 

un diseño de ese tipo. 

Estas experiencias condujeron a la necesidad de (l/Le®1111. el 

r~'l44'kmc. , como paso previo par a poder intentar resol ver l o 

con posibilidades de éxito . 

F. Algunos Parámetros para un Problema de Aprendizaje Matemático. 

Los aprendizajes logrados por los alumnos de una institución 

educativa dependen de múltiples factores. 

Algunos autores •. com::i campos M. A .• 

plantean que la estructura didática 

Furlán A., et 

contempla el 

al. C1979> 

maestro.el 

·alumno, su aprendizaje , y la institución educativa en que se 

desarrolla , y se puede esquematizar como: M 
1 S-.9A·- OI 

ED 

Donde M es el maestro; S el sujeto. que va a aprender Co 

estudiante); OA el . objeto de aprendi'zaje o aq\Jello que va a 

aprender; OS los objetivos· curriculares, como· aspecto 

·representat.i vo de la institución educatl va, y 'ED la estratégia 

didáctica diseñada por el ·maestro en función del contenido 
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específicoCen nuestro caso matemático) ,los objetivos curriculares 

y los est.udiantes,para propiciar su apropiación del objeto de 

aprendizaje . 

De esta manera el suj.etci se apropia del objeto de 

aprendizaje con la mediación del maestro y en el marco de 

la institución educativa específica. 

El maestro al atender ese marco, y el curriculum mismo de la 

institución.plantean un objeto de aprendizaje que no es idéntico 

al contenido específico de )a ciencia en cuestión esto puede 

ser. por ejemplo porque se restr!nja alguno de sus conceptos a 

sólo alguno de sus subconstructos ; o sólo establezca algunas de 

las relaciones ey~stentes entre los conceptos que le son propios.o 

entre los subconstructos, si es el caso. 

Es, sin embargo, necesario que este objeto de aprendizaje se 

apegue en todas las partes que de él se manejen al manejado en la 

ciencia, si se quiere lograr un aprendizaje que acerque al 

conocimiento cientifico y no que alejede él . 

De esta manera los aprendizajes dependen de un contenido 

cientifico especifi~o, la aprehensión que de dicho contenido tiene 

el docente, las características del sujeto que va a aprender- C al 

menos las que se refieren a sus aprendizajes previos.su nivel de 

desarrollo, etc), la institución educativa al menos en términos de 

Los conceptos son entes construidos por los seres humanos. La 

construcción de un concepto Hene su génesis 

conceptos matemállcos,algunos d9 ellos alcanzan 

la historia da las matemáticas una definición. 

están 

etapas 

acuerdo 

constituidos 

histór~cas· y 

por 

que 

a · chomsl:yi11no> 

varios 

guardan 

llaniaremoc; 

conceptos 

relee: iones 

,Q los 

y, en et caso d11 los 

11n .determinada etapa d9 

Algunos de tOs conceptos 

constituido¡; en diferentes 

espedficas entre si. 

conceptee; · construclos 

Pe 

Cpor. 

construi.doa>, Y a los conceptos constitullvos de otro¡; contal'. t o, en el 

sentido antaa 11xplic<>do,subconstructoc; 
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su curriculum Cobjetivos,contenidos,textos de uso universal, si es 

el caso), y la instrumentación específica del contenido en el 

curso en cuestión . 

La instrumentación del contenido en el curso , depende a su vez no 

sólo de la aprehensión que de dicho contenido tenga el docente 

,sino de su concepción de aprendizaje ,de enseñanza y de la 

ciencia a que pertenece el contenido, así como del ·sujeto que 

aprenderá, es decir el estudiante . 

Lo hasta aquí planteado serían algunas del as variables 

fundamentales que, restringiendo el problema de los eprendizajes 

escolares al marco de la institución educativa y sus diversos 

componentes, habría que atender, dada la coincidencia que se tiene 

con dichas posiciones. 

En un trabajo individual a desarrollar en un tiempo 

relativamente corto , abordar todos estos aspectos es 

practicamente imposible 

Por lo tanto, en este trabajo se restrigen aún más las variables 

atendidas, como veremos a continuación. 

F.1 Los parámetros para este trabajo. 

En cuanto a la ~Mn dd n«iel <te d..eóa/l.Ml~ del estudiante 

de primer ingreso al bachillerato, no se abordará en el presente 

trabajo, pues, por si sólo. demanda un trabajo al menos 

equivalente al presente. 

Me limito a señalar que al r.especto, se trabaja desde una 

posición acorde con la teoría psicogénetica y, en ese sentido, el 

desarrollo histórico del contenido, al menos por les obstáculos 

epistemológicos presentes en el mismo •. es· también un aspecto 

i nvol ucr ado en el aprendizaje de los est.udi antes, que por lo t.ant.c. 

habría que atender y que, nuevamente, podría ser tema de una tesis 

de maestría. 

15 



La importancia del concepto matemático a aprender, 11 evó a hacer 

explícita la concepción que se sustenta respecto al ~n..ce.rwr 

nu1teauiw:.8 de número racional y la tipificación de los 

significados que al emplearlo se le da, al menos en algunos 

ámbitos. 

Se indagó tambien acerca de los elementos que deberá poseer el 

estudiante para aprender el concepto y utilizarlo correctamente de 

acuerdo a esos significados. 

Dado que los alumnos de primer ingreso al bachillerato del Colegio 
tienen una escolaridad previa de al menos nueve años se trato de 

tener un panorama curricular de lo que los egresados de secundaria 

ctMt/Úa.O. saber al respecto, y en su caso.detectar algunas de las 
posibles causas del. problema, al menos por omisión de aspectos 

fundamentales para tal aprendizaje en los programas.los resultados 

alcanzados se encuentran en el apéndice 1. 

En este marco las expresiones concretas del problema en el 
desempeño escolar del estudiante, fueron indagadas. 

A la base del trabajo y la atención a los cuatro parámetros antes 
mencionados, está esencialmente,KierenC1975). 

El trabajo y la atención en él a los parámetros antes mencionado?, 
se realizó mediante análisis bibligráfico, se desarrolló tambienun 

estudio exploratorio y, en alguna medida, los trabajos en torno al 
concepto matemático de número radonal atienden asp.ectos que si 

bien no son desconocidos no son usualesen la ,bibliografía . 

16 
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I REFERENTES TEORICOS 

I.1 La aproximación a los referentes teóricos. 

Los elementos teóricos que fundamentan este trabajo se definieron 
escenci.almente a partir del análisis critico de KierenC1975). 

En este capítulo se presentan tanto el análisis del texto como la 

posición que ante él se asume, planteada a través de algunos 
cuest.ionamientos que desde otras posiciones teóricas se hicieron y 

algunas precisiones acerca de lós conceptos centrales del mismo. 

Las coincidencias y las. diferencias con los planteamientos de 
KierenC1975), que se presentan aquí, constituyen los elementos 

teóricos básicos para el resto de este trabajo. 
Dado que el significado que un sujeto construye al leer un texto 
está en función del texto completo, com plantea Casset.iC1960): 'La 

coherenci.a, la tntegri.dod y la comunica.ti. vi.dad del texto <sobre 

laque i.nsi.&ten en pa.rte Van Dlglc 1V1Z b, llressler 1V1Z y Schi.mdl 

U>?S; respecti.vamente y que alejan deci.di.da.menle el texto de un 

co1"19lomerado cualqui.era de atvnos para hacer de él una uni.dad que 

lo ole ja de eer una forma molecular pora determinarlo como un 

lodo> son veri.fi.cobles o diferentes ni.veles. 

pri.mero es i.ndudablemenle el 

lnlernaque &e reali.za. ante lodo 

de 

como 

una 

cohesi.ón 

ci.erto 

entre 

organi.zaci.ón 

los vari.os 

.constructo&." y por lo tanto influido por su ·estruct.úra, ei 
análisis que se hace de KierenC1975) incluye la estructura y el 

contenido del texto~. centrándose en los conceptos principales del 
mismo . 
I. e La estructura del Texto de KierenC1978>. 

El .articulo está estructurado en dcx:e secciones:. 

w Perspectivas en números racionales. 
w Números racionales como fracciones 
tt. N.úmeros racionáles como clases de eq1,iivaieneia;de fracciones,' 
tt Números racionales como razones m.nnéricas 
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* Números racionales como operadores o mapeos 
*Números racionales como elementos de un campo de cocientes. 
* Números racionales como medidas 
* Números racionales como fracciones decimales. 
* Números racionales-Un conglomerado. 
* Investigaciones necesarias acerca del aprendizaje de números 
racionales. 
* Un modelo de investigación curricular y sus implicaciones. 
* Instrumentación de un modelo general para investigación de 
números racionales 

En la primera, perspectivas en números racionales, Kieren muestra 
en que contexto se da el problema que quiere atender y el problema 
mismo. Aclarando que lo enfrentará mediante un análisis lógico, 
al que justifica y del que plantea que se deberán derivar 
investigaciones y sugerencias de secuencias de experiencias de 
aprendizaje para lograr la adquisición del concepto; planteando su 
propuesta para·. resol verlo. 

Esta consiste en conformar el concepto de número racional como un 
conglomerado de las diversas ~~ que de él se 
hacen. 

l<ieren señala que se referirá sólo a algunas de estas, y que no 
intenta ser exhaustivo. 

Las siete ~nu.> de los números racionales con las que 
trabaja son: 

1. ··Números racionales son ~<IH.>. las cuales pueden ser 
comparadas, sumadas, restadas, etc.e se desarrolla en la segunda 
·s~ción del artic~lo). 

: '. e. Números racionales son ~nt/.) cte.c«n.al~. ~ cualel.> /a1W11411. 
:.... une. c:tM!:!Un. na.tull4l Cvia nuestro sistema de numeración) de los . . 

números ·.enteros. e.Se · desarrolla en la octava sección de~ 
articulo). 
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·3, Números racionales son e.laceó cú eq,tlÁA.Ja,,{eflci.a cú ~(U',O. 

Así {1/8, e/4, 3/6, ... > y {e/3, 4/6, evs, ... > son números 
racionales CLa desarrolla en la tercera sección), 

4. Números racionales son números de la forma P/Q, donde P,Q son 
enteros y Q .,. O. 

"1ta;pneei" de números. 
cuarta sección. 

En esta forma los números racionales son 

Esta ~n la desarrolla en la 

5. Números racionaies son· 11~1\.f,ó mttl«{llf.cat.W110 CP. E. 

reductores, 
sección). 

amplificadores, et.e.), C Desarrollán en la quinta 

6. Números racionales son elementos de un campo de cocientes 
infinito ordenado. Son números de la forma X "' P/Q donde X 
satisface la ecuación QX ., P. Cesta la desarrolla en la sección 
sexta del articulo). 

7. Números racional es son ~ /1 (l.tuUo-O en. lo, ~ m1.nwt.tca., 

Ces desarrollada en la séptima sección). 

Kieren no dá un significado específico al orden en que presenta 
las ~nv.:i. sólo es una forma de introducirlas~ sin 
embargo, ese orden no corresponde al orden en que las desarrolla 
en las distintas secciones del articulo. 
Concretamente la segunda ~n. : números racionales son 
fracciones decimales ... es relegada hasta la octava sección para 
su desarrollo, quedando· así en último lugar respecto a las 

restantes ~~. 

···La diferencia de. extensión en cada uno de estos desarrollos es 
notable, asi ·para "elemento de un campo" y "operador 

multiplicativo" dedica .~s de siete y más de cinco J>ág~nas, a 
"cociente ·de enteros" dós y finalmente a ''.decimales" sólo un poc.o 

más de una. 
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Esta diferencia parece deberse a la extensión de las er,,t•t:uGtUIUL~ 

«iótll-tu:d.8na.leó que con ti ene cada uno de ellos, aunque también 

tienen diferente extensión las e~t'l.t1.GtWUt,~ ~gr.llWac <:'1nexa..~ 

correspondientes, lo cual puede interpretarse como un indicio del 

grado de conocimiento ey~stente acerca de estos aspectos. 

En esta misma sección hace explícita su estrategia para abordar 

esta temática y elaborar el texto, la cual e):presa el siguiente 

diagrama : 

Seleccionar interpretaciones de los 

NO""oslRaeional~ 

Par a cada interpretación 

deterrrlinar la estructura rnatemdtica 

/ enfatizada en 
ella~ 

Derivar una secuencia de 

experiencias necesarias 

estructuras instruccionates 

Derivar 1 as estructuras 

cognitivas conexas 

FIGURA 1 CKieren 1975;p 104) 

Las siete secciones siguientes están dedicadas a desarrollar el 

tema ~iguiendo dicha estrategia. 

La novena sección la dedica a real zar el efecto que la, 

preponderancia de una sola de estas Ul.te'lfl/1.e.tadan.et.> en el 

curriculum, provoca en· la for-mación del concepto de número 

racional en los niños, asi como su propuesta de solución 

conformar el concepto de número racional como un C4~¡,metl.ad4 de 

estas W~~. Esboza el tipo de tratamiento curricular 

para lograrlo. 
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Sintetiza los análisis de cada ~n en cuanto a 

e.o t'1:u.ctwt.a.o mo,tem.d.«.cc..o y d.i.M.cc.i.one.o ~m.lno.rueo en 1 a 

ln~n; e.ol'l.u.ctwuw ~gnitWM que deberán desarrollar o 

poseer los estudiantes para aprehende.rla y, por último, las 

eot'l.uctwia.o lMl'l.u.cc«tM..(oo que propone para lograr tal 

aprehensión. 

En ella incluye también dos diagramas, el primero para jerarquizar 

las tareas para la ~ro.e.un de número racional como 

{M..ct:).8n. 

ADICION GENERAL DE FRACCIONES 

/ 
Adición de fracciones 

Adición 

¡ 
de fracciones 

con común denominador 

T 
Adición de números enteros 

" Transformar números 

r 
Desarrollar fracciones 

equivalentes 

T 

mixtos 

Encontrar común denominador 

Factorizar números enteros 

t 
Multiplicar números enteros 

Flg, 10 Una jerarqu\a de tareas para ia lnterpretaclón como 

f r·acclón del número raclonat . 

· CKieren 1975;p 131::) 

El segundo es una red, puesto que el trabajo realizado respecto a 

la Ui.te~n..del. número racional como elemento de un campo 

de cocientes, plantea el autor .• sólo permite hablar de jerarquía 

en un sentido muy a~plio o 'relajado. 

~1 



Oe•orrol lo del comp•de lo• ra<l•nal 

por e«t•n•I dn del dolnlo d• ••• 

,. a••"°""'ª"'ª 
por hl•dt••I• 

ent•r•• 

•cuac 1 oneJI' 

•• I• forma 

AH e• 

""' 1 n r u 1 t 1 "'a• 

poro r •e 1 o -

1. 

/ 
/ 

/ 

º'"'''''" pert1t11111•/ cel'\tlnua 

. . Oeduccl•n ... 

e. n •• r ... •cl•n •• 

clr•• "•J• 

••rtlCl•n•• 

~ e. r ... •p•ntl•n••• 

1 ti • p • rt 1 et enaa 

Figura 11 . Una red general par la intel¡,fi~etacidn de campo 

de cocientes del número racional CKieren 1975;p 132) 

Estos diagramas il.ustran el nivel de desarrollo de los 

trabajosreferentes a cada ~n del número racional y la 

índole de las tareas que para lograr 'precisiones ·suficientes para 

planear y desarrollar experiencias de aprendizaje eficáces hay que 

desarrollar. 

·En la décima sección atiende las -necesidades de 

acerca del aprendizaje de números racionales, 

problemas centrales a investigar y el grado de 

dichas investigaciones 

investigación 

señal ando los 

dificultad de 

La undécima 

consecuencias 

pronuncia, por 

secci én se aboca a plante.ar y analizar las 

de un modelo· de investigación curricular,. se 

la i mpor lanci a de lal tipo de 1 n ves ti gac i ón, hace 
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explícito el concepto que de ella sos ti ene e incluye el modelo de 

Romberg y De Vault con el siguiente diagrama del mismo y señala su 

·utilidad y° sus limitaciones. 

Análisis matemático! 

1 
Análisis 

Análisis instruccional 

Piloto 

Validación 

Desarrollo 
Evaluac1ón sumativa 

Figura le . Romberg y De Vault: pasos para el desarrollo· de un 

sistema i nstr ucci onal ·. C Ki eren 1975; p 136) 

Concluye esta sección· ~ugiriendo investigaciones específicas . 

En 1 a última sección s.eñal a 1 as 11 mi taci ones del modelo de Romberg 

Y. De Yaul t e introduce un modelo más gene:r al , el de Swada y 

Cathcar.t. ilustrado· en el siguiente diagrama : 

c3 
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(1) 

Análisis matemático y curricular 

1 
1 (é:) 

1--~~~~~~~~~-~ Análisis de representaciones 

(3) 

Estudios 
/ 

insl,uocional~~ 

C4) 

sobre 

variables ins­

truccionales 

(5) 

Estudios sobre compor­

tamientos en los núme­

ros racionales 

Estudios para evaluación 

Figura 13 El modelo de desarrollo curricular de.Swada y Cathcart. 
cKieren 1975;p 138) 

Advierte que no debe interpretarse como una secuencia ordenada, 

. si no como un flujo de información en 1 a 1 nvesti gaci ón de varios 

problemas. 

Ejemplifica investigaciones de las diversas áreas o categorías del 

modelo. 

Describe un estudio similar al de Inhelder y Piaget (1958) para el 

desarrollo del pensami'ento lógico, pero en este caso, para ei 

desarrollo del pens'ami en to en números rac1onalesy señala que 

secare del mismo, ~rcando la importancia de desarrollarlo. 

También señala que son escasos les datos disponibles acerca de 

comportamientos relevantes, respecto al desarrollo del pensamiento 



acerca del número racional', como son los de efectuar particiones 
discretas y continuas . 

Ademas plantea investigar acerca de los protocolos instruccionales 
para desarrollar ese tipo de comportamientos específicos . 

A partir de ese modelo desprende la necesidad de investigar acerca 
de los procesos que parecen necesarios para el aprendizaje de una 

~t.acidn particular la existencia de relaciones entre 
comportamientos acerca de los números racionales y el aprendizaje 
de facetas particul.ares de su conocimiento . 

Incluye propuestas de procedimiento para desarrollar estas 
investigaciones . 

Para la última categoría de estudio del modelo de Swada y Cathcart 
.señala que los abundantes estudios del últim9 medio siglo atienden 
en general al cálculo numérico, señala la necesidad de atender 
aspectos más complejos en poblaciones especificas Csujetos 
sobresalientes o con mal desmpeño, niños, estudiantes de 
secundaria, preadolescentes y adolescentes). 

Finalmente reconoce la importancia del concepto de racional que 
posea el profesor y señala la especial importancia de investigar 
esto entre profesores en ejercicio . 

Para concluir el apartado presenta un resumen del mismo en el que 
plantea la necesidad de investigaciones curriculares, de estudios 
clínicos y exper·imentales acerca de las conductas desarrolladas y 

las habilidades relac~onadas con el apre~dizaje de los números 
racional es. los procesos psi col ógi cos y las r'ases específicas de 

tal as:irendizaje 

Señala tainbién la neces.idad de que estas investigaciones se 
coordinen· .. 

. . . : ·~,: 

·•' 

Evidentemente 1 os dos propósitos de Ki eren están planteados 
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claramente a través de esta estructura y son: 

1) Hacer notar la problemática actualmente existente en el 
aprendizaje del número racional, mostrando algunas de las 

variables esenciales en el proceso de aprendizaje; a saber, la 
~n de la que se trate, lasee>Vz.Udt./Aa.O ~ y 

a~a. correspondientes y las secuencias de experiencias de 
aprendizaje que de ellas se derivan . 

é?) Mostrar como causa fundamental de tal problemática el que la 
curricula atienda sólo una de las ~neo de número 
racional, y no lo atienda como 0t1~mvuui~ de ~neo. 

Esos propósitos se hacen explícitos en la primera sección , se 
desarrollan recurrentement.e en las siete siguientes se 
complementan en las ·dos subsecuentes, se retomanen torno a la 
investigación curricular de la decimoprimera en adelante, hasta 
dejar planteada una propuesta de trabajo global para atender tal 
problemáticá 

La 1 i sta de ~~ de que se va ·a ocupar es un elemento 
esencial 

Al hacer explic.i ta la estructura de las secciones dos a ocho en 
l.as que las desarrolla •. facilita la comprensión de su función y 

cor.itenido . 

Los diagramas incluidos son claros y cumplen su función de 
sintetizadores esquemáticos . 

La presencia de las ~(ll.UGtU/141.) ~- enfatizadas para cada 
·una de las ~~ii.eo. habl~ de Ja importancia fund~mental 
del aspecto matemático,. dado ·q1.,1e ~··un APRENDIZAJE MATEMATICO el 
que se quiere lograr 

ee 
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I.3 El contenido 

Considero que los conceptos o constructos centrales en el articulo 
son: 

A continuación se hará explicito el significado que a cada uno se 
le atribuyó a partir del análisis del texto y otras fuentes . 

1·; 1 • .'l~n 

f·f 

H 

'¡,.-

'¡ 

i 
....; 

Cuando Kieren se ·refiere a las ~ne<) del .número 
racional maneja siete 

De ellas cinco, número racional como fracción,como clase de 
equivalencia de fracciones, como cociente de enteros, como 
operador multiplicativo o mapeo, como elemento de un campo de 
ci::icien.tes , y como medida; corresponden a definiciones de número 
racional surgidas. en distintas etapas históricas, que alcanzaron 
su definición matemiUca tambien en diferentes momentos. Una 
sexta. deci.mal periódico, no suele tener una definición explicita 
completa; pues al trabajar esta ~ no sueien defi.nirse 
explicitamente las operaciones entre deé:iínáles. per1Ódicos. 

. Hasta aqu! las ~ de Kieren coinciden con las 

. int.erpret.ac.iones ~~emát.icasCTarsk~ ,198e) 

' ' 

. Sólo para la ~n- como fr~cción .no existe definición 
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matemática, a menos que se le identifique con la ~n. 
como cociente de : enteros con denominador no nulo, por lo que 
tendríamos dos maneras de designar la misma definición .redundante 

La presencia de la ~n. de número racional como 
fracción tiene su explicación muy probableme.nte , en la génesis 
del concepto de racional en los niñosPiagetC1975), ya que la 
fracción o guebrado , como parte propia de un todo finito es un 

concepto accesible al niño en su experiencia cotidiana , y parece 
jugar un papel importante en la abstracción de la relación 

parte-todo; además, parece estar presente para todos continuos 
tambien en momentos de la génesis histórica del concepto, como en 
el que los griegos abordaron los problemas que los llevaron a 

f 
descubr 1 r los segmentos conmensurables y los i nconmensur abl es. 

De esta manera la ~n de número racional como fracción -.... ....... ... -- .. -- ... ....... .. ..... 
.. me~ttca -·· .... .. "" . .... - .. -· .......... 

__ ,. 
-,. 

... .. 
... ... ... ........... . 
-= ·- .. ... - •• - .. 
..... ... .... ,~ .. ·-- ... ·---..... -- .... 
...... - .. ... -- ....Mt•., ..,. --· .. --- -· -·· .,,. .. ~ .. - -
~·nu., ..... INnt<rtcu .. -~¡ 

...... - ,...,. ............ - ,.,..,W"~· ,. - ~ .. _ ........ ,, - .. ... - - .. .. - ,._ - .. .. -- - - -· - ... 

........... ....... ,. ... ... ..... _. .. ... ...... ... . .. .... _ 
- .... _ .. ·- ·- .. --- ... - .. 
~ -- • "" -n:- • .. .,..... ......... ... • ,. 
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tiene importancia en función del aprehendizaje del concepto de 
número racional, realzando la diferencia entre un trabajo en 
matemáticas y uno en educación matemática, que es el caso . 

Cabe aclarar también que la definición matemática de número 
racional como cociente de enteros re~ como razón 
puede conducir a errores. 

El mismo Kieren señala la diferencia esencial entre razón y número 
racional con base en sus operaciones pese a que dá una 
alternaliva instruccional para esta ~n. que él mismo 
cr1 ti ca por poco "natural" para los niños . 

En este sentido también abundan WayneC1967), Borasi y Hichalse s/f 
y StreeflandC1984), entre otros 

Por si esto fuera poco , habr.f.a que tomar en cuenta que las 
razones , en general, son cantidades adjetivales producto de una 
composición que transforma el referente . 

Por ejemplo , la velocidad ~ ~. es una razón que se obtiene de 
3 . hr 

las cantidades adjetivales 280 Km. cuyo referente es una longitud, 
y 3 hrs. , cuya referente es un lapso, por lo que es una cantidad 
adjetival cuyo referente es una veloc1dadSchwartsC1988).. Sin 
embargo LOS NUMEROS Alexandrov~Kolmogorov, et al. (1974) noson 
.c·ant.1 dades adjeli val es. 

La mención en 1-a l.nttltfVtdac«dn cociente de enteros de .. razón" , 
probablemente atienda la necesidad de aclarar las relacion~s entre 
razones y números racionales • 

De esta manera las 
i nt.erpretaciones mat.einát.icas, 
aspectos no matemáticos en el 

de 
puesel autor 

problema· del 

Kieren no son 
requiere atender 
que se ocupa el 

· articulo, por .1~ que introduce un "preconi::eptci" de número racional 
Cfracción) y alude al concepto de razón numérica como sinónimo de 
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racional, pese a la diferencia de sus operaciones. 

11' 

El término conglomerado ,parece estar en el texto con el último 
significado que ie asigna el diccionario de la academia de la 
lengua española, utilizándolo en forma figurada y pernú te no 
entrar en el análisis matemático del concepto de número 
racional,que se presupone domina el lector, para no distraerlo de 
los objetivos principales del articulo . 

La propuesta de manejar el número racional como un e11~~ de 
las siete ~~~ citadas se puede entender entonces, en 
términos matemáticos, como la de concebirlo como un constructo 
constituido por siete subconstruct.os, que son o definiciones 
equivalentes del concepto o atienden un preconcepto, como en· el 
caso de la fracción comprendida como relación parte-todo. 

·· De los cene i der ados como conceptos central es en Ki er ene 1975) , los 

tres conceptos restantes se refieren a estructuras. 

En el lenguaje común una estructura es la " distribución y orden 
con que está compuesta una obra de ingenio", existen también los 
conceptos de estructura en matemáticas Tarsk1C19e8), y en , 
psicología , pero como se verá en este caso las e-ot'l:u.c·.t'UA4o de 

• conglomerodo, da<del lai. cong\omeralue> p. p. 

conglomerar //Z. odj. Bol. V. Flores. conglomercidQs//S. 

conglomerar o conglomerarBe. 

conglomerar •. tdel ·lal. c:onglomerare>lr. aqlomeral' / /unLr 

t:feclo. 

o agrupar 

fragmenloa o c:orpi.lsculo~ de una mLsma o dLversCM1 subslancl.as con 

lGI... c:oherenc\.a que reaulie una ma&ll compllCla u. i. c. prn\. 

'.·.· 
• 



Kieren no coinciden con ellos , pues se refieren a las relaciones 
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que guardan entre sil os entes ma temáticos y cognitivos o 
instruccionales de los que se trata, sin que estas coincidan con 
las que caracterizan a las tres estructuras anteriores . 

Es claro, practicamente desde el inicio del articulo, que la 
eotll.UGtU/14. ~ a la que se refiere Kieren no es una de las 

usualmente llamadas estructuras matemáticas o algebraicas. 

Cada una de las siete U-)t/l.~ ~ que propone se 
refiere a contenidos , procedimientos y habilidades matemáticas 
que son partes constitutivas no explícitas del concepto de número 
racional bajo una ~n específica, aunque algunos de 
ellos sean comunes a varias 

Las relaciones que guardan entre sí estos contenidos 
procedimientos y habilidades son diversas. 

En ocasiones, algunos de esos contenidos son a. su vez partes 
constitutivas de otras partes, por ejemplo en la é.n.u.~n 
como clases de equivalencia se tiene: "par ordenado", que forma 
parte a su vez de " comprensión de los racionales como clases de 
equivalencia de ~ordenados" 

En otros casos, unos son elementos del conjunto de una estructura: 
al gebr ai ca , -que es a su vez uno de 1 os entes de 1 a U-)Cr\UGtl.til4 

~ en cuestión. 

Así, en la ~n como operadores o mapeos se tiene: 
" las dilataciones continuas como transformaciones geométricas o 
gec>~tría algebraica . : .. que ~on los. elementos del conjunto qul!i 
forma. parte de la estructura algebraica a la que se refiere a 
continuación en " caracterización de estas transformaciones como 

grupos" 

Un último ejemplo es el· de las relaciones que guardan los 
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elementos de la Cót11:u..cttvta. ~ asociada a la . ~n, 

como fracción decimal, que son de utilización o aplicación dentro 

o fuera de las matemáticas . 

Con base en lo anterior nos planteamos que las eotll.~ 

~ que maneja Kieren tienen en común ; 

tt Un conjunto de entes matemáticos, los conocimientos 

procedimientos y habilidades antes mencionados . 

tt Relaciones entre los elementos de ese conjunto, que no tienen 

que ser las mismas de un conjunto a otro . 

tt La propiedad de que el conjunto con sus relaciones son parte 

constitutiva implícita de una ui.te'l.fVi.eta.ddn • 

Por lo tanto, ese es el significado que atribuiremos a la 

v.itll.UGtwUt ~ que plantea Kieren. 

Para cada una de las siete m~n.e.o . Kieren plantea en la 

eotll.uctUll.4 «r~vo, 1 as . nociones, conceptos y habilidades, no 

todas estrictamente matemáticas , que el estudiante deberá poseer 

o adquirir para lograr la aprehensión de esa ~n . 

Las partes de esta eotll.ucttVta. son pues conocimientos y habilidades 

Las relaciones entre estas partes son complejas. Por ejemplo para 

la ~n como clases de equivalencia se tienen desde el 

manejo de la relación de inclusión entre clases y las particiones, 

· hasta la habilidad de efectuar deducciones .informales . 

Si como hemos dicho nos apoyamos en la psicogenélica de Piaget., 

esta eotll.~ ugn«.Wo. .. involuc.ra estadios de desarrollo del 

estudiante que van desde la irifancia hasta la adolescencia , y las. 
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relaciones que guardan entre si . 

Sin embargo, no poseen algunas de las características básicas de 
la estructura piagetiana. como el < .. /4'Wl4.<> de eq,uUU'IÁ4 

~ • . en sentido relativo' .Piagetcl980), , ·pues . las deducciones 
informales corresponden más bien a la preparación de la estructura 
siguiente,la de las operaciones formales. 

' . 

Por lo tanto se considera que la eo(lt.ÚGt1.1/14 G11gMtWa. de Kieren 
alude a una estructura psicológica de corte piaget.iano, sin 
coincidir plenamente con el!as. 

Estas eo(lt.~ C4gnUW<it.> tienen otro si.gnificado ,· se refieren 
al conjunto de conocimientos y habilidades que el' estudiante 
nec.esi ta poseer par a 1 ogr ar aprehender · una Ui.U.~n, y los 
elementos de cada uno de esos conjuntos guardan entre sí, 

• relaciones que no son del todo conocidas , pero comparten la 
característica de ser neeesarias para ese aprehendizaje. 

La situación . actual del conocimiento respecto al desarrollo del 
concepto de número racional en el niño no permite plantear si· los 
elementos propuestos en estas ~tll.uáulia<> son los únicos que , 
rtaoet,.,. ;rtol!Le11100 _ ..tt _ reí.<iolog\o _ 11tott\oo .. 

pp. ~p.-7,, 

rt09et, 

penaami.ento 

• 

J.: 
rai.doa; Argentl.ncs. 

Artel; 

ror eao pla.ntea. ici.eren la. necesi.dcid de un 

desarrolto del concepto ds raci.onal como ya se di.jo 
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intervienen en tales aprendizajes, por lo que se deben considerar 
como aproximaciones útiles y fundamentadas para el trabajo actual, 
en tant,o se desarrollan las investigaciones pertinentes a l·as que 
alude el mismo Kiéren . 

Bajo el término de eotii.uct\lli.a. uv.>t1tu.ccl'1<tal Kiereri propone una . . 

serie de ac.tividades o experiencias de aprendizaje, frecuentemente 
secuenciadas, para promover la aprehensión de cada ~ri 
de número racional, basada en las ~~UGtUllM · ~ y 

argnU.Wa. respectivas . 

Sin embargo, en algunos casos propone las acciones del docente 
Cp. e .. para la ~ri de fracción>, en tanto que en otros 
enuncia entes matemáticos Cp.e. para la ~ri como 
fracción decimal "generalización simbólica, · partición decimal, 
comparación , ordenación ") 

En el manejo que a través de las distintas ~MO. hace 
Kieren de la ~~uctwta. t.Mtltuaúna.l , nos hace concebirla como 

· 1a serie de actividades de análisis , planeación, elaboración y 

puesta en práctica que deberá desarrollar el docente , y en su 
momento los estudiantes, para la promoción del aprendizaje de esa 

~ri 

Los elementos de esta estructura se encuentran con frecuencia 
relacionados secuenc.ialmente en el tiempo, pero no es este el 
único tipo de relación que guardan entre sí, ni en el plano 
teórico ni en la praxis , 

A partir de· los conceptos básicos de Kieren C1975), así 
comprendidos, se enfocan las 
articulo el aprendizaje 

dos grandes áreas que aborda el 
del número racional y las 

investigaciones necesarias en torno a este aprendizaje . 
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En cuanto al aprendizaje . 

Con base en las propuestas de Kieren C1976), está la idea de que 

los aprendizajes en matemáticas dependen del contenido matemático 
específico, el sujeto que áprenderá y los mediadores entre uno y 
otro : docente ,curriculum. instrumentación didáctica, etc. 

Como ya se señaló en la Introducción, se coincide con esta 
posición respecto al proceso de aprendizaje, por lo que no se 
discutirá aquí. 

Kieren presenta siete ~neo de número racional en 
lenguaje 11 ano, acompañadas de las eotll.uctu/U1.o ~ y 
CO'~at.> que les corresponden mediante un análisis lógico 

Cada una de las ~ne.o se aborda de una manera 
diferente, así para la ~n. como fracción el concepto no 
se hace explícito sino a través de su tratamiento en textos de uso 
generalizado en diferentes épocas, es decir, se apoya en aspectos 
documentados de la praxis de esa épocay a partir de ella plantea 
la eotll.u.ctwt.a. ~correspondiente. 

La eotJl.u.ctWl4 úv.>tll.~tl4l es tipifi.cada muy brevemente,· aunque 
el análisis crítico de las eot11.u.ct\Vt4.0 úv.>tll.UGci8Mle-:> usual es 
para esta ~~ e:s extenso .. y se ve ·resumido en esa 
tipificación . 

En el caso de razón,. ·la situación es similar. en ·cuanto a la 
aproximación a ella. a través de· la solución de un ejercicio; lo 
que.permite evitar la <definición matemática>, la cual además, no 
es f~rzosamen1t.e c;oinc:ldente con la de racional , como el mismo 
ICieren señala 
•• 

ICieren, ••on NaUiematLcal, co.11nLti.v• ond JnstructLonal 

· . F0undati.ona .. , -~!:!.!!!~!t_.:.!!!l!L._!f!~!lt.!!!!!!ll.L--~!!Ht!--:-!.l.2!!!--!!--t!!!!!l.~!! · 

!!2[.t!!!21!; ·EEtrU. , . p, Sd. 
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Para las ~fU.O de racional como clases de equivalencia, 
operadores o mapeos, medidas y fracciones decimal es, se t.i enen 
alusiones inmediat.as al concept.o mat.emát.ico respect.ivo; el único 
caso en que se plant.ea una definición mat.emát.ica explicit.a es el 
de racional como element.o de un campo de cocient.es 

Por lo t.ant.o, pasar de la ~n a la e.<>(11.'U.ctt.vul. 

~ present.a dificult.ades, ya que la forma de enunciar la 
primera no precisa muchos element.os mat.emát.icos y, por et.ro lado, 
el análisis lógico complet.o de los requisi t.os para lograr su 
aprendizaje podría result.ar demasiado amplio si no se suspendiera .. 
en ciert.o punt.o . 

En cuant.o a las t.>"UGtWl.a.O G11~cv.>, ést.as present.an elementos 
que corresponden a diferent.es momenios del desarrollo del 
individuo, como la inclusión, ya'present.e .en el subperiodo de las 
operaciones concretas; y el razonamiento a part.ir de hipót.esis 
involucrando las implicaciones en forma simbólica, que es propio 
del periodo de las operaciones formales en su segundo estadio.· 

Kieren mismo señala la disparidad de los avances logrados en 
cuanto a las invest.igaciones que permiten precisar las relaciones 
ent.re cada ~n y los requisitos matemát.icos y el nivel 

.. 
•••• PCJl'G \G rraccL6n •• requi.ere de ho.bl\i.dad parG reoUzGI' 

operC1CLones ·con frGCcLon••· \o que requi.ere· habfüdad PGrG ~perar 

con en\eroe, \o que G IN ve:z requwre. ,.hclb~Udad .. par el operar con 

nG\UrG\••· e\c, 

.•'' 
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de desarrollo del estudiante, como ya se dijo antes 
Particularmente señala la necesidad de investigaciones que aclaren 
el proceso de aprendizaje de número racional . 

L.a diferencia en la extensión de los tratamientos de cada 
~n. nos habla también de estas dificultades y aunada a 
la diferencia de la forma de abordar las ~neo. se 
toma como indicio de dificultades matemáticas intrínsecas a la 
~n. respectiva . 

Tal apreciación será rectificada o ratificada tras abordar el 
concepto matemático de número racional . 

Pese a estas dificultades !Cieren presenta la riqueza del concepto 
de número racional no sólo en el aspecto matemático, sino para la 
educación matemática misma,. por los conocimientos,habilidades y 
utilización de operaciones y habilidades intelectuales propias de 
diferentes periodos de desarrollo del individuo que propicia , 

De esta manera, la propuesta de promover el aprendizaje del número 
racional como el unQl~tfWl4Ú de las ~nu.i queda 
ampliamente fundamentada . 

En cuanto a las investigaciones 

Por todo lo· antes dicho, la necesidad de investigar en torno al. 
concepto matemático de. número racional y las formas en que los 
individuos aprenden tal concepto, queda justificada. 

Kieren ha mostrado .la riqueza del aprendizaje de tal concepto como 
ungl~. Jus~ifica también la necesidad de invest.1-gar cuáles · 

·son las eo~ ét\c:)~~ adecuadas para lograi:-lo, lo 
que significa no sólo investigar acerca de las estrategias para 
_cada ~n.,. sino tambien diseñar un.a· "e.o~ m.a.eot!UI." 

que. permita relacionar y coerdinar la~s ánteriores· para lograr: el 
aprendiza~~ del ~m&ll.Cd4 y no sólo de sus partes ; 



Las relaciones entre las investigaciones acerca de los tres 

eo~ aspectos 

inot11:uc.c«mal 

antes mencionados son claras, una 
no se difícilmente será exitosa si conocen 

suficientemente el ente matemático cuyoaprendizajedeberápromover,y 
los procesos psico-inlelecluales que lo permiten . 

Del mismo modo.las investigaciones en torno al aprendizaje de un 
cierto ente matemático requieren del conocimiento, mientras más 
amplio mejor, de dicho ente y del marco en que se promueve el 
aprendizaje. 

Por último, es evidente que el conocimiento matemático es incapaz, 
por sí sólo.de dar alternativas adecuadas a los problemas de la 
educación matemática, por lo que requiere al menos de los otros 
dos tipos de investigaciones mencionadas. 

Actualmente la educación escolarizada es un fenómeno generalizado. 

Uno de los recursos más utilizados 
educación escolarizada es el .diseño 

insti luciones educativas. De allí 

para intentar dirigir tal 
del curricul um de . las 

que Ki eren plantee 1 a 
investigación en torno a diseño curricular como eje de las 
investigaciones en torno a este problema . 

Comentarios . 

Las si ele ~ne<> de Kieren C1976), permi len exhibir la 
necesidad de trabajar en función del aprendizaje de número 
racional desde la infancia hasta la adolescencia, . Y.ª que las 
eot'l.uctwl4<> ~aiO correspondieot.es incluyen elementos desde 
el. periodo de las operaciones concretas hasta el periodo de las 
operaciones formales. 

Habrá que considerar también la necesidad de trabajar en función 

de ese aprendizaje en los momentos en que se· gestan· los ·elementos 
de los periodos antes mencionados 
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Intentar recategorizar las siete categorías propuestas por Kieren 
C1976), carece de sentido si sólo se aborda matematicamente . 

El conocimiento psicológico al respecto aún es muy escaso para 
sustentar tal discusión, sin embargo se destacan dos líneas 
matemáticas en ellas : 

la línea aritmética -al gebr ai ca y 
la línea geométrica 

ambas se .conjugan y en las ~neo como decimal 
peri odi co, y, operador o mapeo, se i nvol ucr an elementos del 
análisis matemático y el funcional. 

En la línea aritmética-algebráica consideramos 
~ne/.> de número racional como: 

En la línea geométrica 

fracción 
clases de equivalencia 
cociente de enteros 
decimal periodico 
elemento de un campo de cocientes . · 

medida o punto en la recta numérica 
operador o mapeo . 

las 

TratarelTIOS de esquematizar las relaciones matemáticas d~ cada 
bloque en los siguientes diagramas, en ellos las notas de la 
izquierda se refieren al desarrollo intelectual necesario para 
tales aprendizajés desde el conocinúento actual de los mismos. 

•. '•:. 



Operaciones 

concretas 

clases 

fracción 

.relación parte-todo 

1 
cociente de enteros 

de 
/' "'' decimales 

equivalencia periódicos 

Operaciones 

formales ""' / elemento de un campo 

Par a el segundo bloque un intento de esquema ti zaci ón hace explícita su 

imbricación .con el primero : 

partición 

deducción 

concreta 

noción de untdad 

y subdi visión 

arbitraria 

preprcpor-

cionalidad 

compczicién 

reversibili-

dad generq.­

li zada 

medidas o puntos 

en la recta 

numérica 

operaaores 

mu! ti plica ti vos 

o 

mapecs 

orden 

parte-todo 

equi valencia f 
~:~::i:: 
decimal periodico 

(
clases de equivalencia 

función 

Las dos observaciones anteriores plantean la necesidad de atender 

.los aprendizajes requeridos para el de número racional desde el 

nivel pre-escolar hasta el bachillerato, abordando los aspectos 

aritr::ético-algebraico y geométrico mediante una curricula adecuada 

y una " e.ot".atcgia maeotll.a. " 

53 



Esla necesidad surge del nivel de desarrollo inleleclual que 
demandan del esludianle o ectl!.'Ud'lllUll.) ~go.«WM, las edades de 
los estudiantes en cada ciclo escolar y los liempos disponibles en 
cada curso . 

Hay que señalar que el planteamiento anterior es válido sólo en la 
medida en que el aprendizaje del número racional, en el senlido 

· aquí di sculi do, sea social mente ·necesario: La escuela. tiene ciertClS 

interrelaciones con el resto de la soci.eda.d que la. instituya y 

refleja., de alguna manera, los i.niereses de la. mism<l en BU 

curri.culum. ror el momento se consi.dera.rd la. presencia de los 

contenidos en el curri.culum como constancia de que son socialmente 

necesa.ri.os, aunque sobre estepunto hay mucho que debatir. 

Ademas, que ese planteamienlo es posible sólo si se garanliza la 
escolaridad del estudiante a través de cuatro ciclos escolares: 
pre-escolar, básico, medio básico y medio superior aspeclos 
fundamentales en países como el nuestro. 

La necesidad de investigaciones coordinadas en lorno al 
aprendizaje del número racional es lambien clara, e inclusive sus 
resullados contribuirían a.esclarecer aspectos relacionados con la 
necesidad social de los mismos. 

La validez de un inlenlo así y la faclibilidad del mismo dependen 
de aspeclos más: propios de la sociología educativa 

Sin embargo se percibe la ulilidad de los lrabajos.en este senlido 
Y. la necesidad de enmarcarlos en el conlexto específico del país 

. en que se desarrollen , 

A:lgunos aspectos particulares de las propuestas de Kieren C19'70:>. 
implican ciertos riesgos en cuanto a los apr.endizajes que se 

puedan lograr . 

a:> La fracción. con 1 a e<).til.w:twla. (.N.)Vt.uccé6na.l que 1 a acompaña 
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atiende básicamente al dominio algorítmico en racional.es 

Por lo tanto la posibilidad de· retomar la relación parte-todo es 
pobre y por razones prácticas se restringe en general a partes 
pro'1las. lo que tal vez conforme. un .. concepto erróneo de· racion~1· 
como fracción.propia. 

También es pobre su contribución a la formación del concepto de 
'C)J>er.~ción •. como: ya señala Kieren .-

Es positile que necesitemos promover el dominio algorítmico en los 
racionales sin recurrir a esta ~n.. y ligándola más al 
concepto de operación i>ara.hacerlo eficaz. 

Sobre este punto regresaremos a partir de los resultados 
encontrados en el estudio exploratorio , 

b) El cociente de enteros como " razó.n .. restr:inge el concepto de 
razón. creando confusión en cuanto a los conceptos matemáticos y a 
los aspectos esenciales en la aplicación de los mismos • 

c) l..a ~n. como operador multiplicativo o mapeo 
conlleva también el riesgo de restringir conceptos. 

Por ejemplo en el mapeo se preservan ángulos, elemento implícito 
en las propuestas de Kieren al respecto y dificil de exhibircomo 
parte constitutiva del concepto de número racional , como veremos 
al tratarlo matemáticamente. 
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II ESTUDIO EXPLORATORIO 

II .1 El cuestionario en que se bascS este estudio. 

Como ya se dijo en la introducción, este estudio· exploratorio se 
desarrolló. en base a las ~ del número racional y· 

los requisitos matemáticos y de desarrollo .. P,ara su apre.ndizaje 
propuestos en KierenC1976) ya analizado en el Capítulo I ~ y los 
elementos que en la curricula previa· al bathillerato los aüenden 

·.El propósito del estudio era indagar cuales de los s·ubconstructos 
de número racional mencionados en dicho artículo manifestaban 
poseer los estudiantes de. primer ingreso al bachillerato del 
C.C.H. y cuales eran las dificultades. 

Interesaba también apreciar en que contextos podían manejar 
dichos subconstructos. 

Los resultados encontrados permi t.irian aproximarnos más a la 
ubicación de la problemática que respecto a dichos subconstructos 
manifiestan los alumnos al ingresar al bachillerato y, 

probablemente, indicar las posibles causas de dicha problemática 
en términos de la curricula previa y el concepto materiiát.ico de 
número racional. 

Para realizar el estudio se diseñó un cuestionario para utilizarlo 
como examen diagnóstico. 

El. cuestionario se elaboró en dos etapas. 

En la primera se elaboró una versión que fué discutida por 
profesores y alumnos en el Seminario de Tesis. 

Tomando en cuenta las discusiones en dicho seminario se elaboró 
una segunda versión, . 11 amada " 1xamen. !Ji,a,QMotéu aa'tCa. rú l~o 

.Ktl.m.el\6.o Jt.a.cé4na.le.o e 1 • 1)" que se presenta en el apéndice e. 
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En ella se incluyen 60 reactivos que atienden seis de los siete 
subconstructos del ·número racional y que se describen a 
continuación, agrupados en func'ión del subconslructo que miden. 

h. fracción Q relación parle-todo 

Con eo reacli vos, 1/3 del. total, se indaga acerca de· e~t~ 

subconslruclo~ .. 

Se -incluyen 16 reactivos que lo miden directamente a nivel de 
identificación, y simbolización de la fracción, representación 
diagramática de la fracción en un lodo' dado y representación 
diagramática del todo y ~a fracción. 
En estos reacli vos se manejan lodos continuos ·usuales e inusuales 
en el sistema escolarizado, asi como todos discretos. Se incluyen 
particiones regulares, es decir, con todas sus partes congruentes 
entre si para facilitar su identificación visual, e irregulares. 

En el c;ueslionario aparecen cuatro reactivos que involucran la 
relación parle-todo en la solución de problemas verbales, se pide 
una parle de un todo dado, la habilidad para manejar el lodo como 
relativo y la habilidad para obtener la parte complementaria a una 
dada conociendo el lodo. 

Hay pues tres parámetros para cada reactivo: el nivel del 
reaclivo,es decir, la calegoria a la que pertenece de aquellas que 
se consideraron en orden creciente de complejidad y con apoyo en 
algunas taxonomias existentes, el .Upo de lodo y el tipo de 
partición , en las siguientes listas se presentan cada uno de 
ellos. 

Nivel de Reactivo 

1. Identificación 

a. Identificación y simbolización 
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3'. Repres~nt.ación diagramát.ica con todo dado 

4. Representación diagramát.ica tot.al 
.. 

5. Solución de problema verbal: obtener parte 

e. SÓlucióri de problema verbal: obtener parte compl ement.~d a. 

Tipo de Todo 

1. Todo continuo usual 

2. Todo continuo inusual 

3. Todo continuo relativo 

4. Todo .discreto 

5. Todo discreto· relativo 

Tipo de Partición 

1. Partición regular 

2. Partición irregular 

Para tipificar sintéticamente cada uno de los reactivos de este 
bloqueut.ilizaremost.riadasordenadasconeldígi lo correspon-dient.e al 
nivel en primer término, el correspondiente al tipo de todo en el 
segundo y, finalmente, el correspondiente al tipo de partición en 
el tercero, si es el caso o un guión si no lo es. 

Así el reactivo 1G es de ident.ificción (1), con todo continuo 
usual CD y partición regular CD; por lo que le asociamos 1 a 

56 



t.riada C1,1,D. 

· Los 20 react.ivos que se refieren a la fracción o relación parte 
todo, quedan ent.onces t.ipificados como:. 

1a ci.1 .• D la'Cl,1,1) 1d'C1,a,D 

1b ci.a.D 1b'C1,1,1) . ªª (2,1,1) 

1c (1,1,1) lc'Cl,1,2) ab. ca,1.D 

2c ca.2.2:> 4b<3,4, -) 1ebCS,3,2' 

3a C2,4, -) SaC4, 1 ,1) 16cC6,3-,2) 

3b<¿,4,-) 5b(4,1,1) 17bC6,4,2' 

4aC3,4,-) 16aC5,1,C:) 

Los reactivos de identificación, del 1a al ld', pretendian recoger 
información acerca de la posesión .más elemental de· la relación 
parte.:.t.odo, discrirni~ar si en un diagrama se presenta o no uria 
part.ición dada verbalmente, eliminando al máximo problemas· de 
notación. 

Se manejaron en ellos sólo todos continuos, por considerarse estos 
los más accesibles; se incluyeron en ellos los usuales en el 
sistema escolarizado, así como los inusuales para indagar si esta 
diferencia influia o no en la habilidad para ident.ificar la· 
relación parte-todo. 

Sólo uno de estos siete reactivos incluye una partición irregular, 

para indagar si los alumnos comprenden la fracción ~ como ~ s!!t 
la n ~iguales~~ u~ ti.~ 

Los react.ivcs del Za. al 3b requieren identificar. la parte 
sombreada de un todo y simbolizarla como fracción. 
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Su presencfa en ei cuestiónario se considera importante pues, 
si los ·alumnos no pueden siquiera _simbolizar la relación parte 
todo ident.i~icada visualmente~ posiblemente tendrán dificultades 
par a desenvc;il verse en el bachH 1 er ato_ que . demanda ampliamente 
habilidades para simbolizar situaciones más complejas, . más 
abstractas y generalmente carentes de un apoYo diagramático. 

Se incluyen todos continuos usuales e inusuales· y par~iciones 

regulares e irrec;iulares, ·para detectar si la identifi"cación y su 
simbolización dependen o no de esterotipos escolares del todo y 

las particiones: 

Así mismo se presentan todos discretos con un número entero de 
elementos sombreados. Estos últimos reactivos responden a la 
necesidad de indagar si el tipo de todo, continuo o discreto, 
afecta la posibilidad de identificar y simbolizar del alumno. 

Una acción del alumno que permite clarificar más su aprehensión de 
la relación parte-todo es que construya una representación 
diagramática de una relación parte-todo simbolizada mediante una 
fracción. 

Si le es posible realizarla, y posee la habilidad para identificar 
en diagramas sombreados la relación parte-todo involucrada, 
tendrá, al menos en este aspecto, los elementos mínimos necesarios 
para aplicar el concepto de racional a la solución de problemas. 

Es decir, podrá simbolizar una relación parte-todo dada e 
interpretar una fracción como la parte correspondiente de un todo. 

La representación puede apoyarse en un diagrama dado que hay que. 
concluir o realizarse sin apoYo alguno. 

El todo puede ser discreto y la partición involucrada incluir un 
número entero de sus elementos o no, o puede ser continuo. 
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A estos aspectos se abocan los reactivos del 4a al 5b e incluyen, 
por primera vez en el cuestionario fracciones impropias. 

i..as fracciones impropi.as· están. incluidas para intentar .. averigµar 
si la r .. elación part.e-t.odo se concibe sólo como la. de. una parte·. 
propia. de un lodo fini.t.o o. no, dicho en otros términos, si el 
alumno identifica la fracción sólo como la fracción propia o no. 

En los reactivos 16a, 16b, 16c y 17b se pretende detectar la 
habi U dad de los alumnos par a resol ver problemas verbal es que 
i nvol ucr an 1 a relación par te-todo. 

El que lo logren depende de diversas habilidades, tales como las 
de lecto-escrit.ura; reconocimiento de datos, incógnitas y 

relaciones entre ellos; simbolización y algoritmia, en general. 

En el problema específico al que se refieren los reactivos lfla, 
16b y 16c deberán ser capaces de calcular la parte pedida de un 
todo dado, concebir el todo como relat.i vo para poder calcular la 
parte pedida del nuevo todo que constituye el resultado anterior y 

por último calcular la parte complementaria a la última calculada. 

En el 17b también se pide obtener una parte complementaria, pero 
~ el todo no está cuantificado y las dos partes que hay que 

considerar para obtener una tercera, complementaria respecto a 
ellas, son equivalentes. 

Se consideran que estos cuatro reactivos son más abstractos y 
complejos que todos los anteriores, y su presencia responde a la 
necesidad de averiguar que uso pueden hacer los alumnos de la 
relación parte-todo. 
Así tenemos, como se planteó al iniciodeesteapartado, que un 
totalde 20 delos 60 reactivos del cuestionarioseproponenpara 
obtener:información de las habilidades que para identificar, 
simbolizar, representar con diagramas o utilizar en solución de 
problemas verbales la relación parte-todo manifiestan poseer 
alumnos de primer ingreso al bachillerato. 
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Estos reactivos son la tercera parte del cuestionario. 

~Clases~ equivalencia de cocientes de enteros. fracciones 
equivalentes. 

01.eciseis de los sesenta reactivos -del· cuestionario, es decir, 

6/30 de los mismos, pretende .indagar acerca de la concepc.ión y uso 
en diferentes context_os, que ·acerca de este subconstructo pueden 
mostrar_ los alumnos de primer ingreso. 

Se incluyen por primera vez en ellos- react.i vos de justificación, 

es decir, reactivos cuya respuesta consiste en justificar una o 
varias respuestas anteriores. 

Este tipo de react.i vos son considerados los más complejos, pues 
requieren que el alumno se encuentre en un nivel de desarrollo que 
le permita reflexionar sobre la manipulación · que realiza para 
percatarse de que 'loeq.\tWi.e una justificación, diferenciar esta de 
una descripción, y ser capaz de elaborarla a partir de sus 

conocimientos. 

En este bloque los reactivos de justificación son cinco, el OJ, 
7J, 14aJ, 14bJ y 14cJ. 

Los dos primeros pertenecen a un primer nivel de justificación: 

nombrar la propiedad que se utilizó para obtener las respuestas 
anteriores. 

En los tres últimos deberán justificar los algoritmos de adición y 
sustracción de racionales, entre otras cosas. 

Es decir, en parte de la respuesta deberá exhibir la comprensión 
de lA necesidad de convertir a fracciones equivalentes, para 
definir la adición y la sustracción en los racionales. 

Esto requiere una concepción bastante completa del número 
racional, no como número aislado, sino, en el contexto de 1,)1.11.) 



operaciones. 

Estos cinco reactivos responden, a la necesidad de averiguar en 
que medida las acciones desarrolladas por los alumnos para obtener 
las respuest~s anteriores les son claras y están fundamentadas. 

Por l.o tanto arrojarán una cierta información indirecta acerca del 

adiestramiento algoritmic.o mecánico., y su nivel cie madurez. 

Todos los otros reactivos miden-la posesión del subconstructo de 
clases de eq1.1ivalencias básicamente a través del uso de las 
fracciones equivalentes en contextos que demandan· acciones de 

diferente nivel. 

Esos ni veles y los reactivos correspondientes son: 

Discriminación entre- fracciones equivalentes y no equi valent.es 
(6, 7aJ ; al gor i tmi a par a obtener fracciones equi val entes a una 
dadaC7a, 7b. 7c, 7d) discriminar fracciones equivalentes y no 
equivalentes al ordenar una serie de fracciones dadas C8); 

di ser i minar fracciones equi val ent.es, y no equivalentes al 
localizarlas en la recta numérica CBc); obtener fracciones 

equivalentes a las dadas para compararlas entre si, es decir 
poseer el crit.erio comparat1 vo y la algori t.mia para aplicarlo C9a, 
9b); e identificar fracciones equivalentes al resol ver problemas 
verbales C17a). 

~Fracción decimal finita Q periódica infinita 

Diez reactivos del examen, 1/C del mismo pretenden indagar cual es 
el manejo que entre fracciones comunes y decimales, y' tracciones 
decimales y clases de equivalencia de cocientes de enteros hacen 

los alumnos. 

Los reactivos son de tres niveles, algoritmicos 12a a 1ed, 13a a 
13c.,de descripción 120 y 130, y de justificación 12J 
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As! permiten ·percibir.cual es el uso y comprensión que del número 

racional como cociente indicado de enteros poseen~ su algoritmia 
para dividir enteros, y el papel que en ella juega la notación 
posicional base 10 ;lo que ·facilitará u obstruirá su algoritmia y. 

comprensión de la .relación entre decimales· finitos o periódiCos 
infinitos, y clases de equivalencia. 

Sólo se inciuyen en ellos una fracción común y una decimal 
impropia Cen led, 7/5 )(en i3c. 1.5). 

No se utilizaron fracciones deci'males periódicas infinitas para 
evitar problemas por desco~ocimient.o de la notación. · 

i:... Elemento ~ Yn campo de cocientes infinito ordenado. 

Que un alumno de primer ingreso a bachillerato sea capaz de 
utilizar el número racional con sus cuatro operaciones básicas y 

las propiedades de estas, as! como las de densidad y orden; sería 
algo ideal en ciertos sentidos. 

Si además es capaz de describir los procedimientos que utiliza y 

justificar sus respuestas, tendremos la formación previa idonea en 
torno al número racional, de acuerdo a lo discutido en el capítulo 
anterior, para su trabajo en el bachillerato, y no se requerirá 
abordar nuevamente en él el concepto de racional, al menos en el 
contexto algebraico. 

Para averiguar si esa es la situación, se incluyen 19 reactivos en 
el examen diagnóstico. 

Si las respuestas a estos 19/00de los reactivos muestran que la 
situación i ni ci al mente descr i t..a no se ha 1 ogr ado, segur amente 
también indicarán cuales son losaspectosa retomar para hacerlo. 

Entre los 19 reactivos tenemos diez que indagan acerca de la 
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posesión de algoritmos para: operar con los racionales utilizando 
las propiedades de sus operaciones: 14a, 14b, 14c, 14d, 14e, 
ademas se incluyen tres reactivos en que deberán ordenar 
racionales: 8, 9a, 9b~ El primero incluye racionales negativos y 

·positivos, y un par "de fracciones equivalentes. Sie indaga ademas 
la existencia de nociones o preconceptos de densidad de los 
racionales ·en los reactivos 10 y 11. 

Hay· t.ambi én dos reactivos que se resuelven mostrando e~ neutro 
mul Uplicati vo y el inverso multiplicativo de un racional dado, 
15a, 15b respectivamente. 

Por último se incluyen un reactivo de descripción, 110,· acerca del 
procedimiento con que utilizaron o - exhibieron su noción de 
densidad; y seis reactivo de justificación, los 10J, 14aJ, 14bJ, 
14cJ, 14dJ .•¡' 14eJ. 

El primero se refiere nuevamente a densidad; los cinco restantes a 
los algoritmos de las cuatro operaciones básicas y las propiedades 
de las mismas involucradas en las operaciones concretas que 
efectuaron en los reactivos de algoritmia correspondientes. 

~ Qperac;tor multiplicativo 

Alumnos que se percaten claramente de que un número racional 
aumenta o disminuye a otro mediante la multiplicación, no solo 
en función de los signos de ambos, y que además puedan Justificar 
esta situación, muestran elementos que permiten diferenciar los 
números racionales de los enteros y conformar el concepto de las 
operaciones entre racionales diferenciandolas de las operaciones 
entre enteros. 
Posiblemente esto facilite su desmpeño en el bachillerato donde 
los conceptos algebraicos, como el de operación binaria, tienen un 
papel importante. 

Por eso cinco de los sesenta reactivos del examen, que son 1/1e de 

65 



los misnros, se dedican a este aspecto. 

Los reactivos 9aJ y 9bJ van directamente a la justificación de un 
producto menor que' sus dos factor.es y otro mayor, cua.ndo ·los 
factores son 'raci.onales ¡:)osilivos. El rea~tivo 14d indaga ·1a 
posesión del algoritmo para utilizarlos como operadores 
multiplicativos, y los otros do5 reactivos, que son el 16a y 16b, 
utilizan el racional como operador multiplicativo en. la solución 
de un problema ~rbal. 

~ ~ 2. l2Ym.Q m !A ~ numérica. 

Sólo un reactivo, el Se que constituye 1/60 del total de reactivos 
del examen atiende este aspecto del número racional. 

En el se pide que indiquen en un segmento de recta con una escala 
marcada diez fracciones comunes, entre las que se encuentran dos 
equivalentes entre si. 

Dichas fracciones las deben ordenar pr·imero en el reactivo 
inmediato anterior, el e. 

El séptimo aspecto del número racional manejado por Kieren en el 
articulo citado: número racional como razón de enteros, no se 
incluyó en el examen diagnóstico. 

La razón fundamental para que este aspecto quedara excluido fué la 
no coincidencia de la razón con el número racional, como se verá 
en el capitulo: El concepto matemático del número racional. 

En una tabla de dos entradas: nivel del reactivo vs. aspecto, se 
presentan los 60 reactivos del examen.CTabla 1). 

Los que requieren de otros dos parámetros irán acompañados del par 
ordenado que los identifican en la sección correspondiente. 
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La tabla exhibe claramente el desbalance en cuanto a número de 
reactivos por aspecto tratado, y en cuanto a los niveles tocados 
para cada aspecto. 

La atención se cent.ra, en este exa~en. diagnóst.ií:o en la .relación 
part.e-todo.-el campo de cocient.es ordenado infinito, las clases de 
equivalencia, se ayerigua· en orden decreciente sobre el decimal 

fini~o o periódico inf.init.o, .el operador mul t.iplicat.i vo y la 
medida ·o punto en la recta nu~rica. 

Es decir hay un claro predominio algebraico que en cierta medida 
responde a la percepción de la curricula previa y al· conocimiento 
empírico de lo aprendido por los alumnos en su escolaridad 
anterior al· bachillerato. 

II.2 Prueba del cuestionario. 

La versión que acabamos .de describir , y que como ya ·se dij o, fué 

la segunda versión del examen diagnóstico, se probó con una 
muestra de O alumnos recien egresados de tercer año de secundaria. 

La secundaria a la que asistieron estos sujetos está en la zona 
geográfica cuya población puede pertenecer al Plantel Sur del 
c. C. H., donde se hizo el estudio exploratorio .. 

Interesaba detectar lo adecuado del cuestionario en cuatro 
aspectos: 

Formato, vocabular.io, comprensibilidad de las· instrucciones para 
los estudiantes y medición de los diferentes aspectos del número 

racional. 

Se pretendía también tener una apreciación del tiempo necesario 
para su aplicación. 

La muestra estaba formada por tres mujeres y tres varones. 
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Las edades oscilaban entre 14 años 11 meses y 15 años 7 meses. 
Todos . l_os sujetos habían aprobado matemáticas,dos de ellos 
reprobaron una o dos materias en tercer año de secundaria, y uho 
aprobó con 10 de promedio los tres años de secundaria. 

Todos provenían de la misma ·secundaria diurna, 
escolares diferentes atendidos por el mismo 
matemáticas. 

de dos grupos 
profesor de 

II. e. 1 La aplicación del cuestionario para la prueba. 

La aplicación del examen duró entre 1 hora 5 minutos y 1 hora 17 

minutos, lo que resulta razonable para la aplicación en las 
condiciones reales a la población de interés para este estudio. 

Los comentarios y preguntas durante la aplicación permitieron 
detectar: errores de formato, la escala fué inadecuada en el 
reactivo Se; dificultades .con el vocabulario por parte de un 
sujeto; instrucciones imprecisas en los reactivos 7a a 7d 
sorpresa ante la petición de argumentos, justificaciones o 
explicaciones para un procedimiento o resultado; inquietud ante 
sus limitaciones acerca de un tema conocido. 

11.e.2 Los resultados de la prueba del cuestionario. 

Los resultados de esta aplicación se encuentran en la Tabla e y 

muestran que, si consideramos di f i ci 1 un reactivo que resl'·~l ve 
correctamente a lo más un tercio de la muestra; de dificu.Ltad 
media el que logran resolver entre uno y dos tercios de la 
muestra, y fácil aquel reactivo que resuelven más de dos tercios 

de la misma tenemos: 

Hay 10 reactivos dificiles, que son 1c, e. 9a, 9b, 9aJ, 9bJ, 11, 

110, leJ y 14c, es decir 1/6 de los reactivos. 

otros e1 resultaron .de dificultad media lb, le, 1d', 5b, 6, 6J, 
7c, 7d, 7J, ec, 10, 10J, lea, 1~. 1ec, led, 1eo, 13c, 14a, 14b y 
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14e, ~/60, más de un tercio del total. 

Los e9 reactivos restantes la, la', lb', 12., eb, ec, 3a, 3b, 4a, 
4b, Sa, 7a, 7b, 13a, 13b, 130, 14d, 14aJ, 1.ÍbJ, UcJ, 14dJ, 14eJ, 

· ·16a, Í6b, Ú3~, 16b, 16c, 17a .y 17b,: resultaron. fáciles .•. 

Por lo tanto el cuestionario se puede considerar accesible para 
los alumnos de primer ingreso a bachillerato. 

' . 
Además las dificultadesprincipales se refieren a : 

• concebir ~ como una de las n partes ~ que cubren el todo 
<le'), 

• justificar la conversión de fracciones comunes ·a decimales, cuya 
algoritmia dominan y sin que muestren .dificultad Para el resto 
de las justificaciones c1ej) concebir: el número racional como 
elemento de un campo cociente ordenado, en tanto que no manejan 
la no asociatividad de la resta C14c), la densidad C1D y el 

orden C18, 9a, 9b) en los racionales. 

Respecto a las deficiencias detectadas en el cuestionario se 
resolvió: 

Mantener la ambigUedad de la instrucción para los reactivos del 
7a al 7d, pues permite que los alumnos exhiban la 

preponderancia del aspecto clases de equivalencia, o, decimal 
finito o periódico infinito en.su aprendizaje especifico. 

Utilizar una escala más amplia en el reactivo ec para no crear 
dificultades innecesarias. 

II.3 Población del estudio exploratorio. 

La aplicación del cuestionario para el estudio exploratorio se 
hizo en la tercera semana de clases del semestre impar del ciclo 
escolar 88-89. 
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El cuestionario que.se aplicó fué el mismo de la seQunda etapa, 
pues no se pudo modificar el reactivo 8c por falta de tiempo para 
reeditar el cuestionario. 

La muestra.la conformaron 50 alumnos de·un grupo_escolar de primer 
s_emestre, . perteneciente al turno 01 del Plantel Sur dél C. C. H . 

. _La población de interés son los 2!3000 alumnos de primer ingreso al 
bachi_llerato del Colegio de Ciencias y. Humanidades distribuidos en. 
los cuatro turnos de cada uno de los cinco planteles. 

Evidentemente la muestra tomada no es represén~ativa .de la 
población de interés, por lo qué los resultados que se logren no­
~~ . t:4ndu~. por esto es que caracterizamos este - trabajo 
como e.ot't.UU8 ex(l,l1111a.t~MM. 

Dicho grupo estaba a mi cargo. 

En la muestra habia 22 mujeres y 28 varones. 

Las edades oscilaban entre 14 años 8 meses y 20 años e meses. 

La media de edad fue de 15 años 21 días, en tanto que la moda fué 
de 1!3 años 6 meses. 

El 62Y. de la muestra tenia cuando más 16 años. El 39Y. tenia entre 
16 años 1 mes y 1 7 años 11 meses. Sólo el en tenia más de 18 
años. 

II.4 Aplicación del cuestionario para el estudio exploratorio. 

La aplicación se realizó al término de la tercera semana de clases 
para favorecer el que los alumnos tuvieran algµna familiaridad con 
el sistema C. C. H. , los espaclos físicos de su plantel y la 
profesora del curso, que fué quién lo aplicó. 

No se dejo transcurrir más tiempo pues el contenido números 
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racionales es de los primeros en el" prOQrama de Mat.emálicas I. 

Con ant.erioridad a la fecha de la aplicación se planteo al grupo 

la necesidad de averiguar que habían-aprehendido acerca del número 

racional en ."su escolaridad. anterior, _para .reconocer cuales 

aspectos del. mismo ·había que atender, cuales podían ser las 

dificultades de aprendizaje y, tal vez, cuales eran las causas de 

ellas. 

También se les· explicó que era importante que lo resolvieran· lo 

mejor· posible y en forma iMWütual y que 'plantearan claramente 

cuando M oaJla.n la respuesta. · 

Por úl Umo. se aclaró que los resultados· ~ue lograran en este 
examen M influirían en. :)U. ca,llf.ú;acUn, y que formarían parte .de 

esta tésis. 

La aplicación se realizó en el salón y el horario normal del 

curso. 

Se reit.eraron brevemente las explicaciones antes mencionadas, se 

·pidió que toda duda o necesidad la plantearan a la profesora y se 

les dió una hora para resolver el cuest.ionario. 

Los resultados que alcanzaron están en el apéndice 3. 

II.5 Los resultados del estudio en cuanto a dificultad del 

cuestionario • 

Es importante señalar que, a diferencia de lo ocurrido con la 

primera muestra en este estudio resultaron: 

Dificiles 2e reactivos, que fueron los siguientes: 

4b, 6J, 7J, 8, Se, 9a, 9b, 9aJ, 9bJ, 10J, 11, 110, lcJ, 13c, 130, 

14b, 14aJ, 14bJ, 14cJ, 14dJ, 14eJ y 17b. 

Es decir todos los de justificación, los de descripción salvo uno 
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y los de orden, ent.re algunos de· particiones, 
fr acci enes comunes, al gor 1 t.mi a y obt.enci ón 
complement.arias. 

De dificultad media fueron as react.i vos: 

.conversión a 
de partes 

lb, 1c, ld', !Sa, · !Sb, e, 7a,. 7b, 7c, 7d, 10, lC:a, leb, lec, H~d. 

13a, 13b, 14a, 14c, 14d, 14e, 15b, 16a, 16b, 16c y 17a. QrJe 

son mayorit.ariament.e de algoritmia. 

Fueron fáciles ahora solament.e diez reactivos:. 

la, le, la'. lb'' ea. ~. ec, 3b, 4a y 16a . 

Los primeros nueve. se refieren a la relación parte todo y el 
último al uso del neut.ro ó idéntico multiplicativo. 

Para la población de interés resultó un cuestionario difícil. 

Las dificultades centrales se refieren a la posibilidad de 
justificar procedimientos o resultados, e incluso a describirlos, 
así como al orden en los racionales. 

Parece también, que su mejor aprehensión se tiene en la relación 
parte-todo con todos y particiones usuales. 

El análisis cualit.ativodelasrespuest.as,alosbloquesde reactivos que 
miden cada uno de los subconstructos , se presentan en detalle a 
continuación. 

II,6 Análisis de respuestas 

II. 0.1 fil. ~ racional ™ (M.a,l.dn Q relación parte-todo. 

Los datos de las respuestas a los reactivos que miden este aspecto 
del concepto de número racional, se encuentran en la tabla Ca). 



TABLA ( A ) ' 

RELACIÓN PARTE-TODO ' 

lA lB le lA' lB' le' lD' 'lA 2B 2c 3A 3B 4A 4B SA 58 

~ N,C, l/O 24/0 vo 4/0 4i/O 16/0 15/0 010 010 19/4 8/1 711 11115/2 15/2 9/2 .. 
. % E 2 48 4 8 8 3'2 30 ·º o 38 16 14 2 30 30 18 

% N,c, o O. o o o o o o o 8 .. 2 2 2 4 4 4 
% c. ·:~. 5'l 96 ~~> 9Z '¡ 68 70 100 100 54 82 84 96 66 66 78 

1 ., • 

·' •• l'f 

RELACIÓN PARTE-TODO EN SOLUCIÓN DE PROBLD'AS , 
lfA 168, lEic J7B 

E/ N,C, · 15/.12 16/12 13115 20/14 
%E 30 . 3'2 26 40 

% N,c, 24 24 . 30 28 

% c. 46 44 44 3'2 

E, :RESl'lEsTAs ERlUEAS N;C;: PREGLM"AS 00 CXlNTESTADAS C. : RESPLESTAS CORRECTAS 
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En el examen 16 de los 60 reactivos, el 26. 6"f de los mismos, miden 
directainente el manejo del concepto de racional como fracción o 
relación parte-todo:. la, lb, ·lc, la', lb', le', ld', ea, eb, ec, 
3a, 3b, 4a, 4b, 5a y 5b. 

En ellos al menos el 5~ de la muestra.logró resultados correctos, 
reactivo lb, y en los reactivos la, 1~, la', lb', ea, 2b y 4a, 
referidos a todos continuos usuales y que son el .43. 75"f de los 16 
antes mencionados, se tuvo entre el 9eY. y· el 1·00Y. de respuestas 
correctas. 

'Sow ~ e.Ota.6lecC!i q.ue mdo <U lo. iMtaá . d.e . lo. m.1.W-1~ ...,trta.fl.eja. 

el Cll~ d.i. 'Laci4Ml CllfM 'tda.ddn rwi«-«JM 11 · q.u.e, rtaM. «JMo 

Cllntm't.UJO UóU4lei:>, l6 d4trWul. mM <td Qo% de la. m.iófn:o.. 

Llama la atención el que el 56. e5Yo de estos reactivos: lb, le', 
1d'' ec, 3a, 3b, 4b, 5a y 5b, tuvieron. más del 10% de er.rores, . 
entre 14 y 48 por ciento. 

No contestaron los reactivos entre el 2% y el BY. de los sujetos, 
el 5e.e5Y. de los mismos los contestaron todos. 

"CMCC q.ue mdo <Ul go,; d.e la. m.tu'.)~ O"LU q.ue MlllÚl4 eou. 
ott.act1n.otll.~ . <td Cll~ u '1.aci4Ml a.unq:tu n6 eo a.ol., (1.tw.> 

odl6 aJ. ee. 26"/o d.e, l6o WlCtW6() 'W-l(l.6'1&<Mn tl!d4o ¡¡ ha¡¡ haota un. 

48': rU eitMJt.eO m lao iw.>(1.u.eotal.). 

Existen también cuatro reactivos: 16a, 16b, 16c y 17b, que son el 
e. 6Y. del total, que involucran la relación parte-todo en la 

solución de un problema. 

En estos reactivos, además de la relación parte-todo está en juego 
la habilidad del sujeto para establecer relaciones a partir del 
.enunciado del problema y por lo tanto su vocabulario y comprensión 
de lectura. 

En ellos el mayor porcentaje de respuestas correctas fué 46, 
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inferior al más bajo de los reactivos del bloque anterior, que fué 
!Sa. 

El porcentaje más bajo. de respuestas correctas fue 3Z, es decir .• 
M. • la. U'la/U2. · ~ <U la._ m.'IUOt'la. fl..tu<Ú ·llfl.(écall. en. la. o6lud.dn <U 

fV14UUl46 la. 11.da.cUn (Ul.Me-«nt<r. 

El _porc~ntaje de errores osciló ent.re Z6 y 4Q, pero creció el 
porcentaje de react.i vos sin contestar, ent.re el Z4 y el 30. 

Podemos· plantearnos que, si bien m4o úl 907. <U '60 ou)et4o C'tUli 

ü~ la. 11.da.cUn "(1411.(e-Wtür V el m.eMO d S~4 l6 ltrQfl.4, odltr d 

70Y. <U ltro mb.)tMo Cll.W\ 4ue ltr ft.~ <2(\lk:<tll. a. Mluci.dn de 

(Vl4U~. ltr~ltr odltr d 3eY. P~ 4ue l6o urta{lM<> han 

0"14 ~jo.d4o en. la. eocuda. el 11W1QM. <U ou ll{llica..cUn en. la. 

ótrll.Jd,(/n tU (Vl46~ • 

De los 16 reactivos mencionados al inicio de, est.e apartado. los. 
diez siguientes: la• lb, le, la', lb', le', ld', ea, ~ y ec, son 

de identificación de la relación part.e-t.odo en lodos continuos. 

Las d),/.UCldúJJ:U/.> ~o en t.orno a est.os reactivos al analizar 
las respuestas ~ q.ue oe U6en. la presencia de: 

• lodos un.«n.ucro Ul.Ul.lua.leo, reactivo lb con 48% de respuestas 
erróneas, le con 4%, 1d' con 30". y ec con 38% de respuestas 
erróneas. 

• ~~ ~alteó, n parles, no t.odas iguales, que cubren 
el lodo, react.ivo le' con 3~/o de respuestas erróneas y Zc con 

38%. 

otras dificultades se manifestaron en algunas de las respuestas 
erróneas. 

Una de ellas de índole n4 ~. el sujet.o 14 respondió una 

serie de react.i vos en función de la 1·nst.rucción para los reactivos 
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precedentes y rur oJau:iU la. tn.otll.1..1.Cdd'n. C4'VWO(l.Q<UÜen-te. 

Las de índole matemática se refieren, por una parte, a la 

d.tW::;ulta.d (t.(J.IW.. i.den.l.)../.i,c,a; la.o fUllUeO q:u.e ctw'!.efl. u.n. l4ri4. 

Así tenemos que en el reactivo le' el 4Yo de los sujetos consideran 

que se tienen quintos, cuando la partición es claramente 

i r r egul ar . :P~/l.Úl. q."tU ···k n8 .eo tuUl. de lo.o n. f'UVtA..eo (pu.aleo 

q.u.e cu°" •.en. el ~. 

En el reactivo cb, partido en octavos que por pares se pueden 

visualizar como rectángulos 

un sujeto consideró cada cuarto como un todo, e"/o de la muestra. 

Para el reactivo ce, donde la partición no cubre el todo y este es 
inusual, se tienen di versas interpretaciones: 

Ocho sujetos, 16% de la muestra,consider~n las cinco partes sin 

marcar, que no son iguales entre sí, y las cuatro marcadas y 
1 contestan en novenos. Ot.r a .vez parecer i a que ñrur .eo una etc lo.o n. 

(l.llll.UO ~e.o o.u.e ~en. .el ~. 

!).:is sujetos ~~s. 4Y. de la muestra, simplemente cuentan el total de 

partes que harían un todo, ya sea en décimos o en quintos y como 

un quinto está sin marcar responden: 

d - 1), 

Parecería que el ~ u.>C11lali. leo 

la. . l!..ey(a.: ctul.1tr.i<'..aM't., (! .. 1.8114". (gu.a.l 

1117'~ lo. igu.c.lda..d. UW!..e ellM. 

~qui nos referimos a ·que en· J!Vn, el denominador indica el número n 

departesigualesenquesedividiéeltotal.Enestos casos el ·_.total 
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coincide con la unidad, elque, obviamente, .es cubierto por n de 
esas partes. 
El numerador, m, .indica solamente cuantas de las n partes iguales 
en que se dividió el total se están considerando, y en estos casos 

m < n. 

Será siempre en este sentido en que nos referiremos al denominador 
como el todo. 

otros r;ios sujetos tienen tal dificultad para simbolizar lo que 
vis-ualizan y para· identificar las partes del todo que responden 
incorrectamente "1 '/Z"~ t.al · vez refiriéndose a un.a· <D de las 
cinco partes del todo sin marcar .y 4 de las partes del todo con la 
mitad <1~) marcada, lo que simbolizan como 4/2, 

Existe además, una respuesta atribuible a distracción o 

incomprensión de la simbolización ~· Un sujeto, 2Yo de la muestra, 
9 4 responde ¡.por 9· 

La otra dAJ.tcu,ltad. ~ manifestada en las respuestas 
erróneas <)e~ a. la ~n. rttl 14rt4. 

Para dos sujetos', 4Yo de la muestra, las 4 partes marcadas son el 
denominador , es decir, el todo; independientemente de que el 
numerador sean las partes no iguales sin marcar C5) o no . 

otros ocho sujetos, 10Yo de la muestra, simplente cuentan las 
partes marcadas y las correspondientes sin marcar contestando en 
octavos. 
todo. 

El quinto sin marcar no es considerado como parte del 

Un solo sujeto no distingue que 4/4 es igual a 1 o el total y 

responde "4/4". Parecería que hay cuatro rectángulos marcados 
parcialmente y este es el todo o denominador. Como hay 4 partes 
marcadas, ese es el numerador, y nuevamente el quinto sin marcar 
no es parte del todo. 
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Las respuestas correctas significativas fueron: 

!>w«Wi. la parle que no lo estaba fWla. '(I~· los décimos, lo 
que nos habla del nivel de desarrollo del sujelo que lo hizo en 

té~min~ de ou. ~ d.e. dotM.<:ddn.. · 

»M o~lltca.ete la 
'u~· C4/10 • ~), 

hicieron '114¡/Ó',¡, ~ 

~nv.> eq:uwal~. 

resp~esla o 

q~e señal a en 
u. a,l<)~(I, 

simplificar después de 
lo~ ocho sujelos que lo 

V (AM~ d,t, lM 

Los únicos react.ivos de identificación con todos diséretos son el 
3a y 3b. · 

En ellos: más del SOY. de los sujetos respondieron correctamente y 

sólo un en no contestó. 

Parecería que ~ el '6t4l d.e. la. m:1uot'l4 C'IU q.iu cüm.tn.a 

la. lldo.r.Mn. ~-toü C6n. t8rl4 lt(Qc'l.Wr, ¡¡ al m.ul4<0 la.o GU4tiio' 

q.~ ~ l<t(lllJUI. ~a.. 

Las respuestas erróneas parecen 
dJJJ,cult.od. (14114 ~ el toú e 
(1411.U-toü. 

indicar preponderantemente 
W:#~üfn. rú la. 11.da.ci.dn 

Diez sujetos, eO"/o de la muestra, consideran que los elementos 
marcados son el total de partes a considerar, ó numer.ador, pero 
que el todo, ó denominador son las parles sin marcar, que M 

incluyen, nat.uralmente a las primeras o bien lo hacen 
1 nversamente. 

Los errores restantes son atribuibles a cUUcul'4d. (Ul.lia ~ 

ta auncidn, cuenlan mal el total 3 sujelos, OY. de la muestra, o 

el número de partes marcadas, O sujetos es decir, el 1e"'. 

-' Las respuestas correctas significativas hablan de matp'I. ~ 

rú a.l<Otlla.ccüfn.. 
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seús-"sujetos~ -1~ de la- muestra. dan la respuesta siniplificada o 
simplifican la fracción que obtienen contando. 

Cuatro reactivos demandan representarfraccionesdadasentodos 
discretos C4a y 4b) o conlinuos.C5a y 5b). · 

Al menos el ~ de los suj~t.os los resolvieron bien y cuando nás 
Es ded r d 92'$ /U la. m.ueo"'4 owe fl«Wt. el·· 8'S no los contestó. 

~et\W\. la. ~n. 
~ (t4t\UO ti.e la. m.(.oma.. 

f\OllM,-'4dl v 18 · icr~ <>lk · llU> d4o 

Las dificultades presente$ en los dos priineros reactivos parecen 
deberse a la falta de atención y en 4b.- ademis. a que· la .fracción .. · 
pedida requeria ~ UM cte 16<> ~o rúl '4"4. 

Las respuestas erróneas significativas indican: 

Imposibilidad de dividir los elementos. ten. ~ untmw oe (l.úc:tU 
dW4'Ull. 11n n. (l4MeO ~ cualeóq.\UciUL. flAM un. ~ <Uoc.uw 

~ oe f\\l&c dWélU\ ai. dW'<i"ll.t.O rúl '4W /U ouo ~o. 

·El sujeto 13 lo dice explícitamente: "no se puede". 

Cinco sujetos. · 10-..c de la muestra. ~ la respuesta 
sombreando 7 u 8 en vez de 7s/z elementos . 

Nueve- ·sujetos. 18'$ de la muestra, marcan sólo el número de 
elementos correspondientes al numerador, ya sea que den 3/10 ó 

3~. 

Cinco sujetos, 10Yo de la muestra, cambian de lodo. El rectángulo 
que contiene a los elementos discretos es parte y limi le de su 
lodo~ lo di vi den en cuartos y allí sombrean 3 elementos ca 
sujetos) o los elementos que quedan incluidos en 3/4 C1 sujeto), 

Los otros dos sujetos consideran el rectángulo como un lodo 
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continuo y sombrean en él 3/4. 

Dos sujetos más, "" de la muestra, no respondieron. 

Las respuestas correctas. 33 sujetos o """·de la- muestra. fueron 
.homo"1éneas, sombrear~n 7t/Z eleme~tos ··de los 10 del total. Para 
los otros dos react.1 vos, cuya dificultad era mayar en tanto que 
debedan construir el todo y las partes para representar 

·'fracciones impropias, las dificultades detectadas fueron: 

Za. ~ d,t,l ~ ~..,, ¡r la. 6mM>tdn. d.e la. 

Ü\O~uc:c:Un. ~. 

cinco.sujetos·;· 10" de la muestra, construyen todos· discretos, pese 
a que la instrucción es "Considera el rectángulo como· unidad y 

dibuja los que te sean necesarios para poder sombrear en ellos" 

Za. ~ d.e UM'""411. m.do tú un. '~' d.e la. tc.nétt4tt ol 

ttUu,/411. º'"' un.~. 9 sujetos ó 18'$ de la muestra. 

El 'WAa.¡tt a. /Nw:Mn«> ma.~ 4u.e la. UllAd4it marcando 8/15 en vez 

de le--8 ó 4.15 en vez de 5/4. Nueve sujetos o el 1~ de la 
muestra. 

Las respuestas correctas fueron MtM~, ~o C6n. el 

(4/l,f6 en. fl#Okh/n. MU16nt4l " ~ un. un. lad6 ~. 

Para los reactivos le&, 1eb, 1ec y 17b que involucran la relación 
parte-todo con todos continuos en la solución de un problema, y 

son el e.e% de los reactivos, se tiene: 

Al menos el 32% de la muestra los resolvió correctamente y hasta 
el ~ de la misma no los contesto. Es decir el ~ d.e la. m..ueowi. 
Clla (l.4Üll. ~ la. llA!.laddn. (UlllU-'4d# en. la. 06luc.úln. tú 

(Vidlema.o lJ n.e. la. ~ ~ "' '6(114. 

ESTA TE,. 
SAUI DE SIS 110 DEIE' 

1s LA BIBLIOTECA 



Las respuestas erróneas indican que: 

Ignoran la primera relación que establece el enunciado:· 

"A juan le heredaron 2/8 ¡)artes de un· terreno de 4000m4
" 

Y a la pregunta .. ¿Qué superficie heredó?"responden "4000m4
". tres 

sujetos o el 6Y. de la muestra~ 

.K" u~m UfM ~" mulu,.llka.t«i'1 la.. ~n.; 21"8 oo-n <>dlo-

2/8 etc la. un4datt 1# rur eoa. · ft41úe etc un Wd4 un. un ..,41"" 
eo~. en. eoec c:co" 4ooom•; 7 sujetos o el 14Y. efe la muestra 
que contestan •21"9•. 

Algunos otros cometen MMUO tú allcu.l'1, (14<>Ul~ ~«14 o.l 

~ etc o~ ve 1# calcula.n. 1/8 ó 1/16, e sujetos. o el 
4% de la muestra. 

El problema cont.inúa: "El vendió 31'4 de su terreno". y ante la 
pregunta "¿Qué superficie vendió?" e sujetos, que sori el 12". de la 
muestra, responden "3ooom•", que son 3/4 del terreno original. 
Evidentemente al menos para 3 de ellos el ~~ el •'4dl•rur eo 
/4QUlc, pues solo tres consideraron que heredó 4ooom•. 

Seis sujetos más C12'0 o~ o"1. ~ la.. fll,a,«,Un. ccrfM un 

~" mulu,ilCca.'"1" 4ue a.ctú.a.. oo-~.u un Wd4 rJAkM,n.l,e a. la. 

un.édatt y responden "3/4" as! ~u ~WAl. tú 'wr/4'. 

Persisten los errores de cálculo y un sujeto calcula 31"8 en vez de 
3/4, 

La última pregunta de este problema es: "¿Con qué superficie se 
quedó?". 

SU respuesta depende de las dos anteriores y de la capacidad 

para, dada una parte de un lodo, encontrar la complementaria.Para 
el reactlvo 17b la situación es similar, la respuesta depende de 
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la anterior y deben dar la fracción co~lentari~ a dos fracciones 
equivalentes dadas. 

3'«/,a,/:) &o <W<)~'4.0 CM4Í\e4.o <40Y. de la muestra) ~ Ú'ltUC4ll. lo. 

lmM<i~. et.e 6~kne'&. lo. · .~ · u~. f\ueó C4lcul4IA 

~ 4Uoe "" a~ el ~ 4~ mc1M,ia1i. 

~ tú /1-U.C. G6~(\6nda. 6 "" o.t ad ut.'IJ.llda.d6,, 

Los .casos . •xtrelllOS son tres. El sujeto 21. que responde "12/12'' 
sin percatarse de q\le eso ~ el· total •. y el sujeto eo. quien 
responde. "e<>/14... resultando ast que la parte complementaria es 
mayor que el total. 

Para estos dos sujetos la. 4ú4. tú ~ "~ tú U4 Wd6' 

/ello.. fWCO M" c:.mcUM el i.oú U'fM lo. unúta4 6 NI ~MA /IM) 

~ ~utu~ nl ~en. ou CMden.. 

El sujeto e. tercero en situación extrema. responde nad4. 

Nuevamente la noción de todo como unidad queda cuestionada; a 
menos que por dificultades algoritmicas. imposibles de precisar 
pues no incluye operaciones, las cantidades que sunó le dieron el 
total. 

Asi nos percatamos de que: para algunos sujetos ce'°, ei todo se 
_, asocia sólo con la unidad. por lo que e/8 son l!/8. pero también se 

carece de la pasibilidad de rec::onocer las fracciones equivalentes 
a esta y compararlas con.otras en el 4on de las· casos. ,y la parte 
complementaria puede ser igual o mayor que la unidad. por ejemplo. 

II.e.1.1 Resumen de lo observado en las respuestas. 

Resumiendo, las dificultades detectadas respecto al concepto de 
número racional como fracción o relación parte-todo son .• en cuanto 

_j a todos continuos: 

La identit'icación de. todos ,.inusuales, particiones que no 
cubren el todo, las partes. el todo y/o su simbolización. 
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-,., __ ... _ --·--.. 

En cuanto "a :represeñt.Ación diagrainá.úca: 
la de representar iiiás. de un ejemplar del· todo, que parece indicar 
que se concibe el todo comc)único; la de fracciones 
que apunta a la concepción de fracción s.ólo como 

impropias, 
fracción 

propia ; la répresentación estandarizada de los t~os, que 
indica la existencra de un prototipo del todo ; la de n 
~ desiguales, que habla de un concepto incorrecto de 1/n, 
reducido a una de las n partes que cubren el todo, cimitiendo la 
igualdad entre ellos •. 

En -cuanto a la utilización de la relación parte-todo en la 
solución de problemas se encontró que: no se le· concibe como 
operador multiplicativo y el todo es sólo la unidad, no un total 
con un valor especifico diferente a uno; no es posible cambiar el 
todo, eS decir, no hay todos r.elati vos; no es posible dar la parte 
complementaria a una parte dada y en algunas Oc:asiones, se 
confunde con el todo por la forma de expresarlo .. 

Por otro lado, el omitir instrucciones o sustituirlas por otras, 
pareee . reflejar parte de las dificultades de comprensión de 
lectura. 



II, e;, 1. é: Obs.;-r vaciones rng de los logros escolares. 

Por t.odo lo anterior consideramos que ~o (tl~o d q.u.e 

la. eccuda: 

• promueve prot.otipos del todo y las partes que limit.an las 
posibilidades de reconocimiento y const.rucción de los estudiantes. 

~ no logra la identificación de partes y todo. 

• disocia los diferentes subconstructos del concepto de número 

racional. 

• no logra el dominio de la relación parte-todo por parte de los 
estudiantes, para que puedan utilizarlo en la solución de 
problemas. 

•no logra que el todo se comprenda como relativo 

•no logra, como consecuencia de todo lo anterior, la comprensión 
y manejo adecuado de la simbolización. 

• no garantiza la comprensión de lectura del enunciado de un 
problema simple, lo.que impide que sea resuelto. 

e no garantiza la identificación -y comprensión de instrucciones 
leidas, lo que lo que obstruye el desempeño de los sujetos. 

II.6.8 El número racional !:QJ!!Q. ~de equivalencia, 

Fracciones equivalentes 

Los dalos de las respuestas a estos reactivos se encuentran en la 
tabla Cb). 

Cuatro reactivos, el 6, 6J, e y ec. q\ie son el fi.6Y.·del total de 

reacti~os. miden directamente este subconstructo del concepto de 

racional. 
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E/ N.C. 

%E 

% N.C. 
~. 

TABLA ( B ) , 

.'.i-· 
~l.ASE DE E~UIVALEt-.'CIA , 

' 1 

6 6J.. 8 8c 

2216 24/10 "51 /8 27111 

44 48 74 54 

.12 20 .16 .22 

% c. 44 3'l . . 10 24 

ÜPTARoN POR EL SUBCONSTRUCTO CU\SE DEEQIJIVALENCIA 

7A 78 7c 7D 7J 9A 9B 9AJ 9BJ 

T.O. 14 14 14 14 14 3 .3 3 3 

E/N,C. 2/0 ·UO 112 1/1 0/26 211 212 0128 0128 

%E 14.2 7.1 7.1 "7.i ffi.6 66.6 o o o 
%N.C. ·o o 14.2 7.1 • • • • • 
% c. 'i/5,7 92.8 78.5 85.7 33.3 33.3 100 100 100 

' 

E.: RESPl.ESTAS ERRONEAS N,C,: PREr;ut..'TAS 00 CONTESTADAS c.: RESPUESTAS CORRECTAS T ,Q,: TOTAL DE LOS 

• tD SE CALCULA PUES NO SE PUEDE DETERMINAR SI OPTO O I\~ POR ESTE SUBCONSTRUCTO , 

8., t 
) . 

QUE OPTAAU-1 POR 

ESTE SUBCONSTROCTO 



otros siete. 11.6Y. total, que son el 7a, 7b, 7c, ?d. 7J, 9a, 9b, 
posibilitan medirlo dependiendo del procedimiento que el estudiante 
elija para resolverlos. 

Cuatro reactivos más: 14a, 14b, 14c y 17a o 6.6Y. del total, 
involucran este aspecto del concepto en su solución, ya sea en el 
al gor í tmo que deben aplicar, como en 1 os tres primeros, o en 1 a 
solución de un problema, como en el último. 

En los cuatro primeros reactivos mencionados lograron la respuesta 
correcta entre el lOX, reactivo e, y el 44X, reactivo 6, de la 

muestra. 

No contestaron estos reactivos entre el le y el ce por ciento de 
la muestra. 

!>a/'.ea q.~ /ll.Ul4.!) de la,!) cua.t'l.1 q.'Uilit4!.> (UVl.U.!) de la. m.ueot.'14. C'IUn 

@f!Wuvl. ~te <>~Ct1Mtll.~, a:u.n.q:u~ <:>dl11 -.:>ea. a.ol fUVla la. IUGún.a. 

flO.llU r:k la. ~ma. 

De los 14 sujetos que, para el segundo bloque trabajaron este 
aspecto del concepto, la situación es más extrema. Lo resuelven 
bien entre el 33. 3Y., reactivo 7b, y el 92. 86~1. reactivo 7d,, es 
decir, al nwur<> la. ~· fUlll.te r:k Ü<> q.iu d~ (!.)U en#q.ue 111 

m.aneJoo, o~ 4'Wi. fUVla f14cWl,lo. Q.fltéc.all.. 

El 100Y. de respuestas correctas para los reactivos 9aJ, 9bJ y 7J, 
. no es significativo, pues sólo indica que e~ total de esos s~Jetos 
eligió el sut:iconstructo clases de equivalencia para resol'ier lós 
otros reactivos de este bloque: 

Los reactivos no contestados van del 7.14Y. para el -reacti.vo 7d, al 
14.cBY. para el 7 c 
1°'6 . (l4ll«e ~ q.ue J ti . e IÚ. Úó J 4 óU,/d4~ q.ue 

óu4'Ct1Mtll.~ dtuJe de eq.u.i.ualroda,, ntr (14óetn r..l la, 

q.ue &o .(Wl.mU.a· Q(l.ltcall.ltt. 
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El enunciado para los reactivos 7a a 7d es: 

.. ?De que otro modo puedes expresar cada una de las 

siguientes fracciones? ?Por qué? 

a) 16/3 

b) 15/25 

c) 67/16 

d) 660/30 

la pregunta "¿por qué"? es el reactivo 7J o la Justificación de las 

cuatro respuestas anteriores. 

Entre los 14 'sujetos que en su respuesta a este último reactivo 

asumieron el subconstructo clase de equivalencia, fl4ll.«.e fw'e11. 

~ OUóta.n.da.l~ W. ~a. OU fl.Wel U <ÚOON14ll6, 

Justifican sus respuestas 3 de las 14 sujetos, con argumentos que 

exhiben su comprensión del racional como clase de equivalencia 

y dos algoritmos para obtener las respuesta· 7a a 7d. Asi el 

sujeto é?3 que dice: "¿porqué las f,racciones tienen 

equivalentes?" y responde 7a y 7b utilizando dos algoritmos 
diferentes, -aunque no contesta los reactivos 7c, con 

.numerador primo,-y 7d, con numerador y denominador 'grandes'. 

Cuatro· sujetos de los 14, sólo argumentan que "son equivalentes". 

El más desarrollado de ellos, sujeto e3, muestra un concepto de 

racional que estructura tres de sus subcons.truct.o: 

cociente de enteros, al'b 
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clase de equivalencia, a/b = na/nb ó a/b = fa'/fb' = a',b', 

cociente indicado de enteros, que lleva a la expresión 

decimal finita o periódica infinita. a/b = c ó 

a/b = c c r rn P1 PK· 1 ... m, 1.. J 

De los restantes, dos exhiben dos algoritmos para encontrar 

fracciones equivalentes y el otro sólo maneja uno, a/b = na/nb 

con n - O. 

Sin embargo hay dos sujetos más, de los 14, que, aunque 

eY.hiben dos algoritmos para obtener fracciones equivalentes, no se 

refieren a la equivalencia en su justificación. Probablemente aun 

no formalizan a ese nivel el concepto que, parece evidente, ya 

tienen formado. 

El sujeto 87 declara no poder justificar su respuesta, pero exhibe 

dos algoritmos para 

(VUt~lMlemt.nte G6~ ¡¡a. 

lrTg.ie. 

obtener 

lrT q:ue 

fracciones equivalentes, 

~ ju,-:>tl(.iaJA. a.l.ffi4.ue (1,8 lff 

El sujeto 13 sólo dice "porque simplificamos" que es lo último que 

hizo, aunque exhibe dos algoritmos. Aqui parece que se posee 

también el concepto y sólo se ha formalizado como para nombrar un 

algoritmo, no la propiedad de la que depende su existencia. 

Es decir, ~nombran procedimientos, DQ propiedades, PQr.. !.Q ~en 

este g§.Q 112 se 1ustif·ica. 

Un sujeto más, el 50, obtiene fracciones propias y enteros, 

diciendo que ·"unos se pueden convertir ."a enteros y et.ros tienen 

fracciones equivalentes". No posee pues ni el concepto de 

racional como clase de equivalencia, ni .el de los enteros como 

subconjunto de los racionales. 

Por último el.isuJeto.,40 .. simplifica .en'\l.os reactivos ·-7.a a 7d, y \ 

para cada uno describe como 'simplificó.' pretendiendo qué esta es 

ia: justificación. Este sujeto odlrT m.iw.>Wi. ~ f141U2. Q.{i.ltc411. 
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o,l~/ÚtmQO eon-eclf.i=o OJ:ÚC~; (1,(1 rn.tuól'l.a ~ fUllUl. 

~tl/.lccA. n:u.eó oOlir du.:.~c y nl otq. t.t.lella cxNlJe u.rui 

de/.> C/!..i.(1..c.Un ge.rwuü. lo que habla de (1.8'ca cafULC(d,aá de ~o~n 

lir q:u.e le lm.{tUe geri.¿•uz.ll;¡a;L. 

Resumiendo, ~Wi (1.8'0WI. y dMmMuv:. el C8~ n'lÚIWl<r 

'l.a.d4nal C8~ dMe M eq,U.Walenda. 1 O de '"º 14 oufe,Uo, eo á.e.dlt. 

el 71.48% deliro m..0mt1o, aunque sólo sepan nombrar la propiedad de 

equivalencia utilizada 5 de entre ellos, su 4c.85Yo 

De ellos odlir la mitad, 3 , oirn CIJ.fULUO de Jt.t,otit.lcat:. y cdltf UfU1 

lf e! • 14% eo C8flSderne de q.u.e M fl.'lU<Ú f:.ace'tli:, li: q.ue (UttUa 

irut.lavi. q.ue ~ C8rn.f11'..ende lff q.ue eo una. ~W.lcc.cidn.. y ou 

~ ccn uo.a. áu.:.~n. 

Las dAJ,lcul«utu.> ~ oe ~ a: 

• 

• Betll/14~ en el n.Wel de d.eoaM4llt1 de lffo ouje14o, 

concretada en: diferenciar o no una justificación de una 

descripción; diferenciar o no una propiedad de un· algoritmo, ser o 

no capaz de dar una descripción generalizada de n casos de un 

mismo proceso, manifestar o no la .integración de varios 

subconstructos del concepto de racional . 

En cuanto a los primeros cuatro reactivos de los que se habló en 

est.a sección, tenemos que,. al 5 "¿Es cierto que 3/9, 91"'87, 6/19, 

7/15 y 4/4C: son el mismo número?" respondieron si C:C sujetos, el 

44Y. de 1 a muest.r a. 
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Además otros seis sujetos, 1e~-;; de la muestra, no respondieron el 

reactivo 5, sin que se puedan precisar las dificultades que les 

impidieron hacerlo. 

A partir de estos resultados podemos G6M~'Ul,~. q:u.e r..l la. <r.A.taá de 

lo. ffi.~t'l.a. (14óU tt.r.. @~ del CQ<l.a{'Mr de /f'.a«Á4<Leó 

eq,u«.i~ o~<> fl'2l!A á.io~ C1.J.C.nJÚ! ocm eq,uwo.len,teo 

11 cv.,a..n.d4 fi4, un CAYnJu,nl.I! de ///.aaM!nv.> dAáM. 

Para el reactivo 6J en cambio, las respuestas erróneas, 16 , 

Las respuestas incorrectas indican también heterogeneidad en la 

posesión del concepto de racional como el ase de equi valencia. 

Desde los que especifican que las tres primeras fracciones son 

equivalentes entre sí. mientras las dos últimas no lo son y 'lo 

hacen ver' ;hasta los que aluden vagamente a la no equivalencia 

diciendo'no son múltiplos' 

Un caso especial es el sujete 35, su respuesta parece indicar que 

el concepto de equivalencia está en plena formación, simplemente 

dice: "va sucesivamente la operación", aunque aclara "no más hasta 

el 6/18". Probablemente a la operación que alude es a la 

multiplicación del numerador y el denominador por el mismo entero. 

otro caso especial es el ·sujeto 49, que plantea que las fracciones 

dadas ruJ son el mismo número, pero lo justifica diciendo: "4 no se 

púede di vi di r con 42". Ot.r a vez el concepto de equi valencia no es 

_completo . ni correcto, las restantes .fracciones son también . . . 

fracciones propias pero su denominador es múltiplo del numerador, 

probablemente esta es la forma en que el sujeto cree expresar· la 

percepción de esta característica. 

Las respuestas correctas indican· también dificultades en .torno a 
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o 
1 El concepto de equivalencia de fracciones al percatarse de 
que las cinco fracciones dadas son equivalentes entre si, 19 

sujetos ó 36% de la muestra, llegando a plantear. "1/3 "' 3/9 = 9J"'í::7 
= ev19 = 71"'15 = 41"'4c" el sujeto e. 

Entre ellos prevalecen las diferencias acerca de lo que es una 
justificación y, por lo tanto, en este caso, la equivalencia de 
fracciones. 

Hay quienes utilizan la equivalencia explíci lamente como 
justificación, ·quienes aluden a uno de los algoritmos que permiten 
mostrar la equivalencia; los que aluden al algoritmo con el cual 
pueden obtenerse la segunda y· la tercera fracciones a partir de 
la primera, de manera más o menos precisa; quienes sólo dicen "al 
multiplicar por 3 forman enteros" cosa que no siempre ocurre y que 
en todo caso omite el que 1 os enteros sean i gua! es, y aún qui en 
dice: "porque son iguales entre si" 

Una última dificultad consiste en hacer afirmaciones que pretenden 

ser argumentos justificativos, sin efectuar operación alguna de 
cualquier tipo para sustentar lo afirmado. El sujeto 31 lo hace 
al escribir "porque si los clasificamos en una recta numérica 
tienen un mismo tramo o Ccantidad)" sin incluir su representación 
en la recta numérica. Es también notable porque exhibe el 
concepto de racional como punto o segmento en la recta numérica e 
involucra en cierta medida la conmensurabilidad. 

Posiblemente una de las causas de esta dificultad sea el principio 
de autoridad;. alguien dice que es así, probablemente el profesor, 
por 1 o tant_o § m; aunada al fomento de l'a actitud pa_si va en los 
alumnos, que sólo.tienen que repetir lo que se les dijo. 
II.6.3 fil. número racional como decimal finito Q. periódico 
infinito 

Los datos de las respuestas a los reactivos que miden este 
subconstructo del número racional aparecen en la tabla· Ce), 
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TABLA ( C ) . 

DÉCIMAL FINITO O PERIODICO INFINITO . 
l2A 12B l2c l2D l2D l2J 13A 13B 13c 130 

EIN.C. : 1815 l5fl 9/6 '}jfi 8/8 '23171. 5/16 7121 13/l7 l5/26 
' 

%E 36 30 18 .42 16 46 10 14 26 30 

% N.C. 10 14 l2 14 16 44 3'2 42 34 52 

% c •. 54 56 70 44 68 10 58 44 40 rn 

OPTARON POR EL SLOO>NSTROCTO DÉCIMAL FINITO O PERIODICO INFINITO 

7A 78 7c 7D 7J 
T.O. 6 12 l2 11 6 
EJN.c. 2/1 3/1 6n. 512 5/0 

~J..C. 16.6 8.3 16.3 18.8 o 
1 1 

%E 33,3· ·25 50 45,45 83.3 

% c. 50,1 · Ei6.7 . 33,7 36.36 16.7 

E, :RESPlESTAS ERRON~· N,C,: PREGLM'AS 00 CONTESTAD/is C. : RESPlESTAS CORRECTAS T.0,: TOTAL DE LOS QlE 

89 , 

OPTARON POR ESTE 

SUBCOOSTRUCTO 
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Para averiguar el manejo que de este subconstructo del número 

racional hacen los alumnos existen 10 reactivos, el 16.6Yo del 

t.ct..~l. que sen le~ react.i vos: 18a, 18b, 12:c, 1Cd, 120, 1C!J, 13.a., 

13b, 13c y 130. 

Los cuatro primeros permiten delectar si existe o no el concepto 

de racional como decimal finito o periódico infinito en tanto que 

se domina el algoritmo para llevarlos a esa forma. 

Los reactivos 1C:J y 1C:D indagan acerca de la existencia del 

concepto de racional corno decimal en forma directa, y del nivel de 

comprensión y formalización del algoritmo. Permiten también 

detectar si discriminan entre descripción Clé:D) y justificación 

Clé:J). La contigüidad de estos dos reactivos puede contribuir a 

que el estudiante perciba que describir y justificar no son lo 

mismo. 

Los reactivos 13a, 13b y 13c averiguan el dominio del algoritmo 

que permite la transformación inversa, de la expresión decimal a 

la fracción. 

Dos de ellos, 13a y 13c, se pueden resolver recurriendo a un hecho 

conocido, el reactivo 13b corresponde al reactivo 1C:a. 

En esta ocasión sólo se pide que describan. como obtuvieron las 

fracciones, reactivo 130, para poder discriminar si poseen o no el 

algoritmo para la transformación, además posibilita percibir si 

conocen o no las propiedades que permiten su existencia. 

De alguna manera este bloque completo de reactivos contribuye a 

percibir si para los sujetos existe o no la relación biuni voca 

entre expresiones decimales finitas ·o periódicas infinitas y 

clases de equivalencia.de fracciones. 

Otros 5 reactivos: 7a, 7b, .7C, 7d y 7j, ·que son el 6. 3Y. del total, 

· dan la posibilidad de averiguar si se posee este subconstructo ·del 
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racional y si se conocen las causas de la equivalencia entre 
fracciones y expresiones decimales finitas o periódicas. 

De los 10 primeros reactivos al menos el 40Yo de la muestra 
resolvió correctamente los que no son de descripción o 
justificación, dejándolos sin contestar cuando más el 4e:v.. :!>6·'1-

eótQ CAMi.deWAMó q.ue ce'lCa. áe lM tMO q.~ (1.aMel.> de la. 

m:uA:ot'til. Cl'..een. cúrm.lna/l. e.o te MriecM. a:tw4ue 06l8 l11 l11g'l.OI, @.o 

q.t.t..lft.(M na.ueo <fR, la mlom,a,. 

En cuanto a los reactivos del segundo bloque, al menos el 33.7Yo de 
los sujetos que optaron por este enfoque resolvió bien los que no 
son de justificación y cuando más el 18.18% de los mismos no los 
contesto. 

:Pa/l«e q.ue la. ~(l.d.dn: ~nal CA~ d..et:J.mal l«1AM 11 ~ 

~ fl4 ritud-e ~e fl.6'1, CQ.()¿ lo. q.~ (1.(1Me cú q.~ 

la. ha.Ge<i, 11 Otll11 la te.'\U/14. fl4llU l6~ 11.eali¡allla. C#~. 

Al analizar 1 as respuestas a 1 os diez primeros reactivos 
encontramos que, la rriitad de ellos: 1ea, 1eb, lec, 1eo y 13a, son 
resu~ltos correctamente por más de la mitad de la muestra, entre 
54% y 70% de la misma. 

Los tres primeros se refieren al algoritmo de conversión a decimal 
de fracciones propias; el cuarto a la descripción de dicho 
algoritmo, y el° quinto a la transformación inversa para o.e5. 

Llama la _atención el que el reactivo led, en cambio, sólo logre 
44% de respuestas correctas. La única diferencia con los 
reactivos lé!a a -lé!c es que en- este se t.rata de una fracción 
impropia, 7/5, 

A (14/1.Wi. áe ec.wo heot.dtatf4.o {ll1WM·O CAl'lCUW&all. q.u.c: al nt.U\60 la 

mM4d áe (a_\ mu.eotll4 C#~e'· 
' 

al n.úme'I,/! ~· Gltm.6' ··UCÚllU· de. 

~o ¡¡, al . e/.ecttiAJI, la. c!Wioédn., lit 11~t.Wl.e CAtr'JJ ttecUn.al. 
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Cuán claro s~a para ellos el que un número racional es un decimal 
finito Q periódico infinito es difícil de percibir, pues sólo uno 
utiliza la notación para el periodo Cl/3 = O. S) y los demas 
calculan de una a tres cifras decimales 1/3 = 0.3 ó 1/3 = 0.333), 
lo que puede reflejar simplemente un problema de notación 

Est.e manejo del racional como decimal finito o periódico infinito 
t.al vez lo asocian con "una forma de representación", pues pese a 
la simplicidad de los reactivos 13a, 13b y 13c que piden la 
conversión de decimales a fracciones sólo el 13a tiene más del 50Y. 
de las respuestas correctas.como ya hemos dicho. 

El que solamente el 10"/o de la muestra logre describir en el 
reactivo 13D como resolvió los tres reactivos anteriores, sugiere 
la respuesta memoristica o de un hecho conocido y aislado: o.e5 = 
s/4 y s.5=3/e. 

De este bloque los reactivos que no fueron contestados por mayor 
ntimero de sujetos son: .el 1eJ, por el 44Y. de la muestra, y el 130, 
por el 5é:Y. d~ la misma. Otra vez la dificultad para justificar un 
procedimiento está presente en leJ, y la idea de que no poseen el 
procediwjeto para convertir decimales a fracciones se ve reforzada 
por la falta de respuestas a 130 . 

:Tltt/4 l11 ~11. . fl.tWÚ: ~e at<M la, . f140v.>Un d.e un. 

a.l96~ fl,4114. ~U:t/I. . d.e ~úln '"º ~naw.:.. om q.ue oe 

(140e<L el a,lQ'1~ fl,4114. la ~(f'UIUl.Oédn.. . «w~a.. n4. /i4.¡¡a. IMU.Ot14.o 

<Ú Q.\U .coe C(l~(J, la 'ldacidn ~C.U<IWlfGQ, mm ~e<> /j.n)M() 11 

~o ~I,), ll da.ov.> . d.e eq.U.Wa..kncia d.e atcé.u\.te.o <U 

Ul.Ú/U1ó. ;lfl,)"i, la. (140t,()i,d(1, (Ú "'º OlJ.~ó ád O~C8nótlt.~ del 

atn.«(!M d.e n.ú.!MM 114d4Ml <:4'114 d.ecUn.c.l ~ (f ~ 

Las ~espuestas erróneas a los reactivos 1Za a 12d indican cuatro 
Clases de dificultades diferentes. 
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e.r:..te'Uró, en tanto que se da una expresión decimal que no se 

relaciona con la fracción mediante la ejecución de la di visión 

indicada en ella. Dos 

manejan sistemáticamente 

sujetes de la muestra, el e? y el 42, 

par a !!l 1 a ex-presión decimal • m. n '. n 

e ,&,M,p dR. la. rurtc.@n (l4oic.ütnal ~a,oe tti.e¡, fUl-'l.0- a.ot1cialt. a. cada 

f.M.ccUn. u.n ct«A~. olri cc-~l-i (a.·:> /.lto.dcQneo cc-<M CQ~ <te 
e.n.tel!4o.Unsujeto delamuestra,el6,plantea sistemáticamente para 

cada fracción !!! la expresión decimal con n ceros después del punto 
n 

decimal, seguidos del dígito m. 

• .Ata! ffl,(J,(lR,je dR. la. rurtad4n. (14ói.c.i4n.a.l ~a,oe 1 O, al no col oc ar 

adecuadamente el punto decimal al calcular el cociente de los 

enteros.que va del 4~ al 12Y. de los sujetos de la muestra. 

• !'Vt<1'!M <te cálcr.dtf al ctWédlA. tf /alta áe d4m.i.<W! áe ecta. 

t1(WUJ.(Uri ~át.:i<ca, que va del 6% en el reactivo 1eb al 30% en el 

reactivo 12d, sin que se presente en el 12c. 

En cuanto a los reactivos ?a a 7d y 7J, encontramos que: 

Once sujetos expresan las fracciones dadas en los reactivos ?a a 

7d como decimales. Cinco de ellos lo hacen siempre y seis de dos 

a tres ocasiones. 

Un sujeto, el 45, no· obtiene expresión equivalente alguna para 

dichas fracciones, pero en 7J dice "En decimales peor no 

recuerdo". 

Ci'nco sujetos más tratan de justificar sus respuestas a los 

reactivos 7a a ?d. St;)lo uno, el 17, lo logra. Dos asumen los 

decimales que. obtienen como una forma de expresar las fracciones y 

dos más sólo dicen: "decimal", . sin· responder· al react.1 vo 7J: 

"¿Por qué?" 

Así, tenemos que 12 sujetos conocen el concepto de. número. racionai 
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como ca~ ~ de enteros, la mitad de ellos se aproxima 

al menes .al concepto de número r ;i.ci ond como deci rr.a.l finito o 

periódico infinito, y solo uno tiene el desarrollo suficiente para 
dar una justificación de los cálculos que realizó. 

En los reactivos 7a a 7d los errores al convertir la fracción a su 

expresión decimal fueron de la cuarta parte a la mitad Los 

cálculos se hicieron sobre el total de sujetos que eligieron este 

procedimiento en cada reactivo, como muestra la tabla Ce), pues, 

como ya se dijo, algunos sujetos mezclaron fracciones equivalentes 

y expresiones decimales en sus respuestas. 

No resolvieron estos reactivos entre el e.3% de los sujetos en el 

reactivo 1cb y el 18.18Y., en el 1cd. 

'!oto-o 11.et.)ttlUutbo ~ ~ q.ue el n~ ~na.l ~ utM 

ctednla.l ~ ~ ~ ~ e-6 t«W. n4Wlrt. m.u.11 .,~ q.ue f14 

fl,'IUiWI.. a.r..l«:.a.ti. (a. mMtJ.d tú l~ó OlJ,~ó q.tu d~n eote M/11q.m. 

'J'G/l,.f,(,(, q.'IU, e.n ~. la. . duddn oe ~úf a. (a, GalWl.cM1. to'tal 

tú! <4nce{IM tú M.d6na.l <4fM clMe et.e eq.u.Wa.lMdA de acUntet.> 

cte mwt.iro. 

Las dificultades reconocidas hasta aqui en el manejo del número 

racional como decimal finito o periódico infinito rte'Ull.Uen fl.Ull.'C/!. 

q.uc la. u.>c;uda, M (~(YIA: 

• conformar plenamente en los estudiantes el concepto de número 

racional como cociente de enteros. 

e que los estudiantes dominen el algoritmo de la división, ni .la 

notación poslci.onal base diez. 

•iniciar la conformación de la equivalencia entre núniero racional 

como decimal finito o periódicio infinito, y clases de 

equivalencia de cocientes deenteros, al no lograr el dominio del 

.algoritmo que permite pasar de la expresión decimal a la· 

fracción ni siquiera en los sujetos que logran la tr ansofr maci ón 
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inversa, lo que habla de confusión conceptual 

algorítmico disociado de la conceptualización. 

y manejo 



II. 5. 4 El concept..o de número racional como element..o de un campo 

i nfi ni t.o ordenado. 

Los dat..os relativos a los 19 reactivos 31. 5Yo del tot..al de 

reactivos del examen que miden este subconstructo del concepto de 

racional, se encuentran en la tabla Cd). 

Los 19 reactivos 6, 9a, 9b, 10, 10j, 11, 110, 14a, 14b, 14c, 14d, 

14e, 14aJ, 14bJ, 14cJ, 14dJ, 14eJ, 15a y 15b miden este 

subconstructo atendiendo respectivamente: los 3 primeros la 

habilidad para ordenar los racionales, lo que incluye la 

identificación de un par de fracciones equivalentes; el 

conocimient..o de la propiedad de densidad de los racionales; la 

comprensión de dicha propiedad, lo que les per~Jte intentar 

justificarla; la habilidad para aplicar la propiedad de densidad; 

la capacidad para describir el procedimiento utilizado en el 

reactivo anterior y, de algún modo su comprensión de dicho 

procedimient..o; el dominio del algoritmo para la adición y el 

manejo de la propiedad asociativa de la misma; el dominio del 

algoritmo para la sustracción y de la gerarquía mediante 

paréntesis; nuevamente el dominio del algoritmo para sustracciones 

y la gerarquia mediante · paréntesis, estos dos últimos 

r act..i vos: "L--8-C 1 /4-c/8Y=" y "C L--8-1 /4)-c/8='', pretenden contribuir 

a que el sujeto elimine la posibilidad de error al aplicar una 

asociatividad inexistente en la sustracción; el dominio del 

algoritmo de la multiplicación; el dominio del algoritmo de la 

di visión, 1 a cont.i gUi dad de estos dos react..i vos pretenden 

contribuir a eliminar el error de intercambiar los algoritmos 

antes mencionados. 

'En' 1 os ci neo reactivos sigui entes se indaga si el sujeto puede 

fundamentar los algoritmos que emplea, lo que reflejaría la 

diferenciación entre las operaciones básicas en enteros y en 

racionales, fortalecedora de los conceptos de estos números, los . 

. tres primeros. de entre ell'os manejan también la medición de 

adición y sustracción como operaciones binarias. 



TABLA ( D) • 

EWENTO DE IJl CAMPO DE COCIENTES INFINITO ORDENADO , 

8 9A 9B 10 lOJ ll llD 14A 14AJ 14B 14BJ 14c 14cJ 

EJN.C. ;¡ 18 ;¡ /1 . "5!>12 '1VJ2 15/15 26/J3 ]5125 8/4 ]5134 2515 12138 17/6 10/40 

% E. 74 74 66 22 30 52 30 16 30 50 24 34 20 

% N.C. .16 2 ·4 24 30 26 50 8 68 10 76 l2 ro 
% c. 10 24 30 54 40 22 20 76 2 40 o 54 o 

14D lLIDJ 14E 14EJ 15A 158 17B 
EJN,C. 9/5 12138 9/10 13/rl 3fl 5/l4 20/14 
:z .. s.r: .. 18 24 18 26 6 10 40 

% N.C. 10 76 20 74 14 48 28 

% c. 72 o 62· o ro LQ 3'2 

E, :RESPlESTAS EFRJNEAS. N.C,: PREGLM'AS 00 CONTESTADAS C.: RESPlESTAS CORRECTAS 
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"b) 1/e - C1/4 - e/8) =" y "Cl/2 - 1/4) - 2/8 =", propiciando 

eliminar el error de aplicar una asociatividad inexistente. 

Se indaga tambien el manejo del neutro mu! ti plicati vo y, por 

último, el manejo del inverso multiplicativo. 

Los reacti YOS de descripción y justif'icación lOJ, llD, y de 14J a 

14eJ, los trataremos por separado, todos los restantes pudieron 

ser resueltos al menos por la décima parte de la muestra, ya que 

el reactivo 8, que pide ordenar, tuvo el menor número de 

respuestas correctas y fueron cinco. 

El reactivo 15a, que se refiere a neutro multiplicativo, alcanzó 

el mayor número de respuestas correctas, llegando a 4/5 de la 

muestra. 

El porcentaje mayor sin contestar fué para el reactive 15b, que 

pedía el inverso multiplicativo de una fracción y alcanzó el 48Y. . · 

Los reactivos 14a a 14e, todos de tipo algorítmico tuvieron entre 

8~ y cOY. de sujetos que no contestaron. 

A (lOAtV:. d.e eo'8o flu.>ultaúó 

l<!o ov.,Jd4ó d.e la m.ueot'Ul. 

nw.etur 

~nóid.elUUMó q.v.e lr'M d.e la mlt4d áe 

C/l.Un d4minal:. l<!o ~., ao(l.ed8o 

-"uu.i.8nal, clem..en..t4 U un. GtUnfU1 

~~o· ~ 6~. q.u.e l6 l6fPl.O- cr.uuui4 mv.clut la. tUdmo, 

(Wll.te, ¡¡ q.tu la hd.vur~ en el (1411.Unta.Je rú ~o, rú J. o 

(WIUl. el ~6 8 a. 80 (UIM. el J. eia, eo v.n ~'l. rú lM 

(Vl.ilrtWta.áu.> ~n · q.v.e la. eocv.ela. a.tWuú ~o ov.4'~notii.~o. 

En cuanto a los seis reactivos de justificación encontramos que, 

los ci.nco ·que se refieren a substracción, multiplicación. y 

división en números .~acinales tuvieron CERO respuestas correctas, 

el que se refiere a adición una y el 10J, referido a densidad, eo. 

Estos react.1 vos ·no fueron resueltos .por, al menos, 15 sujetos en 
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el caso del lOJ y hasta por 40 sujetos para el 14cJ. 

Las respuestas erróneas oscilan entre 10 para el 14cJ y 14dJ, 

15 para el lOJ, 11D y 14aJ. 

Podemos, a part..i r, de est.os resul t..ados pl ant.earnos que: 

lo, q.'t.Wl,ta. (UJ.M.e de lo, f1'.ue-:it•..a. cu.e (14tft•. Ju,otl{J,1:,c/1. 

Yfl/14(1.led.aáeó de lbó IU1dttn.cleó, oln lcr(l-'IA,"..lcr. 

:J>O/'.ue q.tt.e e! á4m.i.n..i.8 alga-~. ól 6Wi (l.861U!, o,l que 

Uef}(J.li4 e-:it8o óU#)4ó, oe ~u.ce a lo., o.r .U.ca.cUr. f1'..caúUca 

han 

de 

~ y ~ (14/l, C4ffl,{Ú«8 cu. tu1.C. ~n.. C<1~ (1 

jW:>~n.. (UtM. lM m.0mM. 

~n cuan.tir o,l <:'111.afl.tl1 de cf.®/.>Uad, a( m.eruro lo, q.u.inro. (UJ.M.e CU. lo, 

m.tt.e!.>tll.a (l.u.các eúóCllA.6itl. fl/!4~0 (Ul.ll,a. Q.{l.l<cc111.lcr Y lM á4ó 

q,~ (UJ.M.eO f!40een ú <:4~, ol ~len C/l.Un eó((),ll, m eotá. 

oiA:u.a.cUn tli.eó q,~o tie lo, m.ueotM.. 

Al analizar las respuestas encontramos en cuanto a las operaciones 

y sus propiedades, que .se miden en los reacU vos 9a, 9aJ, 9b, 9bJ, 

·14.a, 14aJ, 14b, 14bJ, 14c, 14cJ, 14d, 14dJ, 14e y 14eJ que: 

Para la adición las respuestas correctas, 75X de la muestra. van 

desde aquellas en que el sujeto no incluye los pasos intermedios 

de la operación, probablemente por no necesitarlos dada su 

simplicidad "1/C + 1/4 + 1.18 · == 7/8", hasta las que quedan 

inconclusas C "1/C + 1/4 + 1./8 == C4+e+1)/8", probablemente porque 

lo que consideró importante sea este paso, característico de la 

suma de racionales, y el resto es olflcr 01.Ull.4/l. ~o. 

Las r·espuestas erróneas 15Y., son de dos tipos: 

Errores de cálculo pese a la posesión del algoritmo: obtienen 

común denominador y fallan al di vi di do entre alguno de los 

.denomin~dores iniciales, cal<?ulan mal al:gún numerador al convertir 
afr acci onescomunes, ei ncl uso, SIJmanmal ent.er os "C 4+e+1) /8==9/8'º. · 
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No poseen el algoritmo y en sus errores se muestra incomprensión 

de su significado: al calcular el común denominador y mantener les 

numeradores i nvar i abl es, e exhibir una mal a memorización al 

CO'<We1:.ti11. lM f.h..a.o:Mne.-:> con un numerador igual a la suma del 

producto del común denominador y el denominador respectivo. con el 

numerador de la misma fracción Cn'i. = Ce. d.) CdO + ni.). 

En cuanto a la justificación pedida, sólo un sujeto justifica el 

algoritmo de la adición, pero omite el señal ar 1 a uti 1 i zaci ón de 

la propiedad asociativa. lo que parece indicar que no la concibe 

como binaria. 

Algunas respuestas erróneas muestran elementos adecuados para 

construir la justificación. Unas atienden sólo el carácter 

binario de la operación, al justificar argumentando el uso de la 

asociati vi dad; otras apuntan a la explicación. del porque del 

algoritmo parcialmente como en: "porque el común denominador es 

múltiplo de tres denominadores" 

Una parte importante de las respuestas son erróneas porque 

describen en vez de justificar, ya sean descripciones precisas y 

correctas, o vagas, o erróneas. 

Dos sujetos eluden la respuesta al decir: "porque es un resultado 

diferente a los demas" y "es la forma más simple de hacer la 
suma••, 

Otro grupo de respuestas pretende j_ustificarse a parlir de 

alusiones a propiedades que no se requieren para la operación.o no 

las posee. Así, un sujeto tras efectuar correctamente la "adición, 

utilizando la asociatividad, dice .. si pongo ·paréntesis se altera 

el resultado" . 

. Un sujetd más ·hace explicita. la situación que tiene, posiblemente 

muy generalizada entre los estudiantes, respecto al significado o 

justificación del ¡dgoritmo, y dice "por ser la fórmula que 

estudiamos"~ 
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Resumí endo, 1 os resultados encontrados parecen indicar que, si 

bien md.o de le() Vt.eo cUlllt.tao r..aM.eo de la m.ueot!Ul (l,Qoeen d 

al~11üm4 de la o.di.d.Án de "~na.leo , e:doten. q:uieneo r'.4 ~ 

(l4oeen y q:u.leneo rur l11 f1:u..eden. <l{l.li.c.all. fUM. n.q dQm.lruvi. (110 

al{J(f'l.ilmqo en. e.n.te1ieo «w11ltl.CIUlMo 11 (lQ'I. /4,lta. de ~n. 

9'.:a.y <.nct.<.d.110 ct..e (.n.c(f~Mn. dd otg.n;.il.cadA del al~'!..i.«M en l110 

ln.t.en.(M di! 'l.CaU,¡a.". la 11{WW..cMn, y al ~ <k. ju,OU./.i..ca.11.la. oe 

e:xhi.6e q:ue, en gen.e/Ull, f1.Q oe le e11n.d.6e C11m4 ~Ui.altW.. :&110 

di! . juct.l/.i.C4.cMn. 
de <ieOa.'l.".4lll1 de (110 OUJe.'4·0, 

(Ul/UL UegM, a. Jw.>Uf.lca..".la.' 

lnteriteo de oatlo(.a..ce/I, · a,! ~tM, 4-UC c.u.lm.Uui. e11n. la. !te~ 

~ al r~~ de a,1.1"4.Wúul,. 

Al realizar las substracciones pedidas, las respuestas correctas 

que son entre el 40Y. y el 54Y. de la muestra, hacen ver; dominio 

del algoritmo, manejo de la jerarquía por paréntesis, respeto a la 

no conmutatividad de la substracción y, en algunos casos. manejo 

de equivalencias al simplificar la respuesta, incluido " 0/8=0 " 

que reviste interés especial por los errores exhibidos por otros 

sujetos en el manejo del cero. 

Las respuestas erróneas muestran que: 

Algunos poseen el algoritmo insuficientemente, pues o bien cometen 

errores en el cálculo del mismo que van desde la omisión de un 

signo hasta la no identificación de equiyalencias " 1/4 !lt e/8=1/4" 

o las dificultades con el cero: " e - e 8 ", "C8-8)/8=B~', 

~'0/8-i/8=0" "1/8 .. 0/8=-1/16" y C8-8)./8=. . " bien sólo logran 

aplicarlo a la primera substracción indicada en cada reactivo, 

deteniendo aili su trabajo en unos casos o intentando continuarlo 

con la aplicación de ou versión del algoritmo de substracción. 
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Otros no poseen el algoritmo y manejan sistematicamente uno 

propio, que parece indicar la incomprensión de la substracción en 

racionales Cn' = CcdJCdl) + nl) por ejemplo, 

Frecuentemente aplican una conmutatividad iney~stente al calcular 

"l/é: - C1/4 - 1.r8) = " ejecutando primero la substracción entre 

paréntesis y restando a su resultado 1/C:., independientemente de 

la presencia o no de los errores antes mencionados. 

Otros sujetos aplican una asociatividad inexistente "1/2 - C1/4 -

1.r8) = 1/2 - 1/4 - 1.r8" y operan de izquierda a derecha. 

La justificación de estas operaciones no fué lograda por sujeto 

alguno de la muestra. La intentaron en un caso 1C:, reactivo 14bJ, 

y en otro 10, reactivo 14cJ, 

Sus respuestas erróneas indican; 

· geewu,~ ·ui ou deoa!VU1ll~ al no distinguir entre describir y 

justificar. Las respuestas descript.i".r.as más elaborad.as incluyen 

la descripción del algori t.mo y de la Jerarquización mediante 

paréntesis, pero las hay que sólo atienden uno de los dos 

aspectos. 

Los intentos de justificación son de tres tipos, los que 

propiedades que rio están involucradas en la operación, 

dist.ribut.ividad tal vez evocada por la presencia 

aluden a 

como la 

de los 

parénlesi s; los que evaden la ptegunta con respuestas del tipo 

"porque tienen diferente forma de hacerse", y los que simplemente. 

dicen "porque esa es la regla", detras de la cual no _parece 

existir razón alguna; 

eNl#'l.Cl.l llu.Ucan: 

ou.4'otlUi.GcUr. C8m4 
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f11U!~"11, rte~(l4n.dW..ci8; al1.J/.>i4neo al ~ rú a.l.IMtWJ.ad ti 

in,car.c.clr:ta.d ruiluL (Lla.r.tea/Lóe la rvu:,e~idaá de 1¡,a,~nv.; fUL'UL una. 

.. ,.~a.". :t:a. C(!f'..tig':.L'tLiiúut de ~.~ fO.,eadlu(!.~ 14b"1/C: - (1/4 - 2:/8) = .. 

y 14cU C1/2: l/4) 

En lo que se refiere a la multiplicación de racionales tenemos que 
el 7cYo de la muestra la ejecutó correctamente, el 10% no la 
intentó y el 18% lo hizo incorrectamente. 

Las respuestas erróneas indican errores de cálculo y, 

preponderantemente, la no posesión del algoritmo de la 
multiplicación que ejecutan 'como el de la adición': 

5 X 3 
i§ 9 

una mezcla 
di visión 

del algoritmo de la multiplicación y el 
:C5/6 X 9)(5 X 9)(5 X 3) --------5-x-9----------

de la 

ó directamente, el de la división 5/6 X 3/9 5 X 9. 

6 X 3 

Nuevamente nadie justifica la multiplicación.lo intentan 12: 
sujetos y lo que hacen son descripciones más o·menos completas y 

precisas; intento de justificación con base en propiedades no 
involucradas, .evaden la pregunta o aluden a que esa es la "regla" 
para multiplicar. 

En cuanto a la división de racionales, el 68% de la muestra posee 
el algoritmo de la división, pero la quinta parte de la muestra no 
lo intenta. Las respuestas erróneas incluyen: errores de. cálculo 
al aplic·ar el algoritmo C7 x 5 = 2:0 6 7 x 5 = 15), ó introducción 
errónea del punto decimal al resultado del mismo C3/l 7 + 5/Z = ,_§) 

. . ~ 

y la no posesión· del algoritmo, al que suplen por uno 'f1114fl.Út', o 
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por el de la multiplicación. 

Nadie logra justificar la operación, aunque 13 sujetos lo 

intentan. 

Una vez más describen en lugar de justificar , "oa..Uo{.a.a.n' o.l 

fVih(.e1~cr'1.' , y aluden a la "regla". 

De estos resultados podemos desprender que; la m.u..t«rütc.a.Wfn ¡,¡ la, 

dlvloUn en (.ero ~rnúeo oern ci4minad,(J,o <ÚiJCt~ cu.a..n.á8 

m.á.o r.41¡. e! 6.:'% 

eo«ro <Ll{J(tfJ.ltm,qo 

() l.gnif.i.autet y 

al¡µrUlfr.(tO, Olru! 

eU~o ( 111:1.t.ltir.li.ca.r. 

dela. m.l.Ul.)tw,, q:u..e fl4 odler hay q:u.leneo rut (14óllf'l-

ll o.l ~ero exflMen ~tn,('1.MMiÁn et.e ou. 

~o m.erMIÚOW::4o en ttela.ddn ~MtM'O 

q:u..e ~ién lnct11•.J'.,e.r. en e! lr.te'l.CafM14 oo.t-:.e 

na.di.e · lcrf}'1A ¡u..ollf.WJ,A. e.oro.o erfUIW,.Ci4r.eo, olr.cr <¡.'!.U fUtá,le m:u..eov.a a,! 

t.ntentaltlcr l<!o el~o ~'WY.> et.e l(), CCtn«{l-tu.o.lé.~n cte 

lM ~mac. 9ea,y q.u.e 1tu.io.ltall. q.ue eo«ro ~"º O<!n lcro m,d,o 

oé.mf¡.leo et.e rote <>"-"lf'l.'U.M, fl.tteO fl4 «wcrlt/,CIUUl. fl/U'~ algu.n.o... 

Ot..ro par de reactivos indagan acerca de las propiedades de la 

multiplicación en los racionales, el 15a "7/3 :x = 7/'3" y el 15b 

"3/8 X 1 = . 

El primero fue resuelto· correctamente por tres sujetos, ·que 

utilizaron diferentes fracciones equivalentes para el neutro 

multiplicativo "1 = 1/1" "1:'1" 6 "c."2". 

El segundo lo respondieron correctamente 5 sujetos, la décima 

parte de la muestra,de manera homogénea: "8/3'', el 50'> de la 

muestra no contesté. 

Las respuestas erróneas indican; confusión en el concepto de 

neutro multiplicativo y/o la multiplicación, al responder e 15a 

"1/3"; posesión del concepto y falta de habilidades para 

obtenerlo, un sujeto lo intenta por tanteo y al no lograrlo dice 

"rio hay"; confusión en el concepto de inverso mul t.iplicati vo, · al 

darlo con signo contrario, posiblemente a consecuencia de la falta 
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de comprensión de l_os deoru~. donde (Ul-Oa. C8n o~ C8rWl.a,•.i8, no 

posesión del concepto de inverso mu! tiplicati yo al responder 

"333/8" ó con el inverso aditivo "-3/8". 

Con base en estos resultados _podemos considerar que: ~~ 

eoen.cialeci ~ la m:1dUfl-(tco.cUn . en l110 'Ul.d6nalee> M oe C8n.11an 11 

M Oe mne la. (140ifill(d(ut de Q,(Üi..c<J/l,(a,o, aun. f\4/ta. la. ex(.o~ 

dd lfweM11 mttlti{ilicatW11 fU11U1 · l110 ll.adl1naleo n11 nttl110. 

ClVUl-Ctelt.lo«.co. q:u.e (lM.mtre c:tló~ de. la mttlt(ftltco.cUn en 

llfo na.twt.a.leo 11 en llfo ~o, ¡¡ la. ~ q..tu ~ odl11 a. 

ClUT!,fUt. 

La densidad de los números racionales, otra caracterí~tica que los 

diferencia de los naturales ·Y los enteros, así como también de los 

reales. se atiende en cuatro reactivos: 10, 10J, 11 y 110. 

Al menos el C:C:Yo de la muestra. logró aplicar esta propiedad, en el 

reactivo "11 ". "Encuentra tres números entre 1/4 y 1/2", lo que 

significa poseer también un procedimiento para obtener racionales 

entre dos dados. Para el reactivo 10. "Se puede encontrar algún 

número entre o y 1."3" que no requiere la obtención del racional 

'er,,t.•~' los dados, se llegó hasta 54% de respuestas correctas. 

Los porcentajes de la muestra que no contestaron estos dos 

reactivos son si mi 1 ares, é!6Y. y 24X respectivamente. 

Curiosamente, justificar la respuesta al reactivo 10, es decir, 

exhibir la posesión del concepto de desidad, lo logran dos quintas 

partes de la muestra en tanto que describir en 110 como obtuvieron 

·tres racionales entM dos dados, .sólo lo logra una quinta parte; 

además no contestaron el primero tres décimos de la muestra 

mientras el segundo lo dejó sin contestar la mitad. Las 

respuestas correctas a los reactivos 10y11 son homogéneas, salvo 

por una con notación incorrecta, que mezcla fracciones propias y 

notación posicional base 10: "1/2. 5, 1/3. 5". Parecería que la 

fracción es un cociente, pero no sólo de enteros. De hecho los 

racionales, como 2. 5 y 3. 5, existen y los usa para expresar 

f.'1.1Ud11ne-:.. 
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Las respuestas erróneas muestran: 

"' 
Di fi cul tad par a obtener los racional es en.tu los dos dados debido 

• a tres causas: 

Mal manejo del orden en los racionales, al dar fracciones menores 

que el mínimo o mayores que el máximo de 'los racionales dados. 

Imposibilidad de aplicar el concepto de fracciones equivalentes al 

dar dos o tres fracciones equivalentes, ya sea menores que el 

mínimo mayores que el máximo, equivalentes a alguno de los 

extremos y, en el peor de los casos, efecli vamente rotlie; un 

sujeto responde 
4 

es decir l l + 
4 é: ª 4 

Parecería que la dificultad la genera el lenguaje no formal 

utilizado que en este caso asocia al término e."l.t".e al menos dos 

significados; el que se refiere al orden: en.tu; es decir, mayor 

que el núnirno y menor que el má~rno .de 10~ racionales dados: el 

que utilizó el sujeto, usual en .aritmética: mt.'l.e aludiendo a la 

di visión. 

Hay que hacer notar que .la instrucción. "Encuentra tres números 

entre 1/4 y 1/2" hace imposible esta última interpretación para 

quien tiene una buena comprensión· de lectura, por lo que la 

respuesta parece deberse a la carencia de esta habilidad o a la 

del concepto de orden. 

otro sujeto ·exhibe en su respuesta errónea, la posesión del. 

conc.epto y la carencia de ·habilidades para aplicarlo. Intenta· 

obtener· las· tres fracciones pedidas u-.t'l.t las dadas, y al solo 

lograr obtener tres equi.valentes a uná de ellas concluye .Que "no 

hay". 

Cuando se pide justificar. la respuesta al ·reae>tivo 10 en el.lOJ, 

las respuestas correc~as aluden a dos aproximaci or:ies diferentes al 
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concepto de densidad. Una tiene su expresión mas simple en: "hay 

fracciones más chicas que 1/3". 

En esta aproximación al concepto de densidad el orden, ligado a la 

idea de di vi di r o fraccionar un todo continuo es lo esencial. 

Así un sujeto dice "porque se puede dividir en otras partes y 

puedo dar un número más pequeño" y exhibe "1/16". 

La otra aproY~mación al concepto de densidad esta más ligada al de 

continuidad de los reales, y dicen "(porque) la numeración es 

infinita" y más claramente "la unidad se puede dividir en parte 

más pequeña" .. 

Un tercer grupo de respuestas correctas se refieren directamente a 

la densidad, sin exhibir la aprehensíón y reelaboración de los 

sujetos: "hay fracciones entre O y 1/3" o "porque no son 

sucesivos".· En contraste con algunas de las respuestas erróneas 

este grupo parece exhibir el conocimiento de un hecho aislado, o 

una conducta memorística. 

Un sujeto utiliza en su justificación una aproximación a la 

demostración de existencia diciendo "si, 1.''5, porque 1/5 < 1/3". 

Las respuestas erróneas indican: 

Retención memorística errónea o. mal aplicada, así dicen· "por ser 

consecutivos" "porque entre O y, 1 , hay uno" e i ncl usi ve "entre 

cada fracción. Q. entero eY~ste otro número" con lo que la densidad 

deja_ de ser atributo exclusivo de los racionales. 

Mal manejó del·· orderi, · tanto para respuestas correctas como 
'· 

.incorrectas al.- reactivo· 10; .:"¿Se puede. encontrar algún ntímero 

entre ~ y 1/3'º?._ y dicen Cno l'Orque:) "el más .. chico entre O y 1/3 

es 1/3" ó, ."por ser consecutivos" e inclusive Csi, porque:) "'hay 

fracciones ~ chicas" ·ó "1 /3 no es el . mayor , aun le con ti nuan 

otros" que podrían aunar dificultades de lecto-escri tura o indicar 
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que C<l.Vte, es decir el orden; es un concepto mal conformado. 

Dificultad en el manejo del cero. Olra vez la presencia del cero 

en un reacli vo es fuenle de errores, parecería que. el conceplo de 

cero no esta plena Y correctamente conformado en estos sujetos 

pues, si bien algunos mueslran no manejar el significado de orden 

con "erU.•..e." otros no lo hacen así. Las respuestas van desde "O no 

li ene valor" "entre C -;.) O no se puede encontrar otro número" "todo 

número mul ti pli cado o di vi di do por O da O" "lodo número 

mult.iplicadc,. dividido, sumado Q. restado por ~. da O". 

Un sujeto responde Cno) "porque 1:'3 no llega a la unidad". Esta 

respuesla errónea podría deberse a la wala relención de un hecho, 

a.l: eslilo de "entre O y 1 hay un número", o a la idea de que sólo 

se puede dividir para obtener partes menores o fracciones, el todo 

y este se identifica con la unidad. Esla última interpretación se 

planlea porque el sujeto, el 45 de la muestra, no pudo dividir un 

elemento del todo di serete par a responder al reactivo 4b, duplicar 

el ejemplar del todo para los reacli vos 5a y 5b, considerar un 

todo diferente a la unidad para resol ver el 16a y cam.~UV!.· rte t4d,(J 

para resolver el 16b. Todo lo anlerior parece indicar que para él 

el t4d,(J es la unidad, que es único y el único di visible cuando es 

continuo. 

Para describir como obtuvieron las fracciones pedidas en el 

r·eactivo 11. se tiene el 110, así se puede apreciar.si recurrieron 

al conocimiento de un hecho, si poseen un procedimiento para 

obtener 1 as, y, de algún modo, la conceplual 1 zaci ón que han 

e.laborado respeclo a densidad y orden. 

Las re.spuestas correctas apuntan a .tres aproximaciones hasta aqui 

diferentes ·al concepto de densidad, dos de las cuales parecen 

·.indicar elaboración de dicho concepto por distintas vías . 

.. Una involucra el subconstr.ucto punto o ·segmento de la recta 

numérica, del .concepto, de número racional. Las respuestas . van 
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desde 1 a simple mene i ón, "di vi di 1 a recta numérica en par tes 

iguales" hasta la exhibición de la división efectuada entre 1/4 y 

1/2 ubicados e la recta numérica. 

Así la densidad parece ser, de algún modo para ellos, consecuencia 

de la continuidad de los reales. 

La segunda se mueve sob:-e la idea de que los racionales son densos 

y aparenta no requerir apoyo visual alguno: "Pensando en todas las 

fracciones que pueden caber" y "di vi di éndol o en fracciones más 

pequeñas". 

hecho. 

Tal vez estos sujetos manejan el conocimiento de un 

La úHi ma consi st.e en describir el algoritmo par a encontrar el 

valor intermedio entre los dos racionales dados y "luego le 

rebaja" para obtener las otras dos fracciones pedidas. Esta 

respuesta parece indicar una apro~~mación más 

cpncepto de densidad apoyada en la algoritmia, 

abstracta al 

que m.uu.>ttza la 

existencia de las fracciones buscadas. y el manejo del orden en 

los racional es 

Las respuestas erróneas muestran: 

Mal manejo de la relación de or,jen y no diferenciación entre el 

concepto de fracciones ordenadas y fracciones equivalentes, al 

responder describiendo el algoritmo con que encontraron tres 

fracciones equivalentes á cualquiera de las dos dadas, o mayores 

que el máximo o menores que el minimo de ellos dos. 

Imposibilidad de describir el procedimiento seguido, probablemente 

porque solo evocaron. un hecho conocido, al responder "los encentre 

siguiendo la . continuidad de los números en orden" y dar tres 

fracciones equivalen.tes a .1/4; ó "por medio de la recta numérica" 

sin incluirla cuando si lo .hizo ·en. otros reactivos en que la 

involucró. 

Mal manejo del orden y uso del subconstructo P,unto o segmento· de 
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le, recta numérica, sólo para ilustrar, al dar fracciones que no 

est.án enh"'...e. las dad~s y representarlas en la rect.a como si lo 

estuvieran. Entre este tipo de respuestas estan también las que 

eluden cualquier descripción "son intermedias" o "están en la 

recta entre 1/4 y 1/C"; por ejemplo. 

Un sujeto, que sólo logra obtener fracciones equivalentes a una de 

las dadas, afirma que no eY~sten las pedidas. Si bien su 

respuesta es errónea, exhibe claridad en los conceptos de orden y 

equi valencia, y escapaz de sacar conclusiones por si mismo que 

fallan por la inadecuada generalización de las mismas. 

Otro describe correctamente lo que hizo ":saque equivalentes a uno 

entre esas fracciones" lo que parece indicar que al elaborar su 

respuesta olvido la instrucción o, en el peor de los casos, que 

aun .poseyendo algoritmos para encontrar fracciones equivalentes y 

manejando la nomenclatura, cada expresión distinta de una fracción 

la considera un número diferente, es decir, no posee el concepto 

de equivalencia. 

Por lo antes dicho consideramos que: ol ~len m.dó <k la. m.Wut <k la, . 
m.~tM.. CMe q:u~ l110 ~no.leo c11n cteno110 , odfA wi. fl.4C4 má.o d.e la. 

q.tWt.to.. (U1Me fk. la. m.ioff',c, f1..IUlÚ. /l,f!,l«:.att. ~ tal, 

fV14{lWúut y cdltt la. q.~ (UlMe e.o cc.flA.3 <k 1w..t;,ui. e:qilldttt el 

fVl4wllm~ q,ti.e uUli¡d flCIUl. l11(plA.ll,l11; om ~altgtt d.40 q.tl.l<itM 

fW.-n.Uo <k la, m.u.eotw.' jl.v.>U{.u.an. ou. Mwe114@n <k q:u.e 011n d.en.<>110. 

~M dl( .. V::1.1,!UUJ.eo 

~~&'t.Oe_a.: 

I. Que se posee el concepto de densidad pero se tiene: 

1) Uott el.et .n..<J.Ci4r..a.l atmA OtfJ(r...ef!M tt f1..l..U\.t8 rú . la. '1.eCta. n~ 

'cdfA f14M. a~i-wi,·. 

é:) .!l~o~ú«úJ.it · d.e awúWt. urui. ·floClllÚ rúl útrl4, . ~ q.uc oe 
~ e.en la. wW/.JJ..d,. 
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,,;,, 
'' 

1··'4 
i 

4) eO/l.eoo.a d.e f>vO.lJUl.áader.> rwut a,rilú:al'. el CQ~te de denow.aá 

rw.;>e a. q.W?. o;; oe flhOCe. 

II. Que no se posee el concepto de densidad; manifestado por: 

a) ~a. .futr.urrW:U.a. riel Uun,w '«-.t'l.e' lnte'l.{l.~ C4<M dlvidVI. .om 
Oe'I. et:>tlt ltr ~. 

b) :IJl{.icrdto.á ('.(l. el fTl.<UU!.,# del 

C4~ 'a,.n,u.(~t¡.' CO X n· = 0), 

h4<Mn.lm.i.4. á.e , entJt.e' . 

U18, a,.! Q.'\U C4nci.6UI. 60/.)~ 

Mtrciaá.<r t.<l. ~ al flM-'lem.c.. <l.e 

e) .Ktr dMtr'Ul.C.Un y af'..MMMUn de! <4~ de d.al/.>id.a.á, (Utt¡. lff 

q:ue Wf!ctU'. u.r:. '/r,t,cfvtf arrute/.@' W.44'111.eCb. 

~n. la.o ·'l.Mft.U-eOta.::> Ct!~O oe · · m:u.e.ott'Ul.n el~o de la 

elMt!~n 0t1~uai de ltr<> · ou.¡w,¿, en <14<> ~rw>. Un.a. q.u.e 

Ueua, aL e.trfl.Gl!,flM de dMv.>i4aá a, ttwwt<> d.ei tr'lliPt, (ce f1.u.ed,en, 

tr-'tetW/1. ~tu!/.> fll.eruJtt.eO) ¡/ d tLOtr <l.e a,.!~ft.iUMó ~ó. 

~a, trtM. q.tU .Jv,n.«r un. el t!'lliPt, tJ.t«l¡a. ~~ rt.et t4d4 

Ct!n.Urn1"'. 

U (14(1.d rt.e . tero ' hedlAo C4fl4ci.d4o • • ro. ou. ve'l-04.dn md4 ·~ · ¡¡ 

;i.tr~M. e,_, úriMwi.nte en l<v.> -ieon.~ta.o fNl.drt.eM>, Uw<Ulll4 lw:>ta. 

~1.Wi. la. MtrflMdat:t de deMi4aá a. l11 en.wi.tro. 

Los react..i vo~ e. 9a, 9b y 17b se refieren al 'orden en las 
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racionales. Los tres primeros de manera directa, el último lo 

involucran en la solución de un problema para encontrar la parte 

complementaria a dos dadas y equiva1entes entre si. 

El mayor número de respuestas correctas fue para el reactivo 17b, 

dieciséis, y el menor para el reactivo 8, cinco, así que al menos 

la décima parte de la muestra maneja la relación de orden entre 

racionales. 

Como el máY~mo número de sujetos que no respondieron estos 

reactivos fue 14, ahora para el reactivo 17, podemos decir que; 

rr.d-:> de la,o C'U.(J,lW q,uln.ta.o f1.Q.'!-te-:> d.e la. mue-:> t• .a. Clt«n. m.a.n.e,IM. la 

ltdar;itfn de o-!Uten. en lo-o 'l.a.(AQruüw lo-g,':IÚUÍ.t!lo- odlo- la Mdmc. 

fl.C.-".te rú la. m.l-:> ma.. 

Las respuestas correctas al reactivo 8, que pide ordenar una serie 

de fracciones que incluye un par de equivalentes, se caracterizan 

por no hacer explicita, en general, la equivalencia; que 

identifican este par lo eYJüben en el reactivo Be, donde localizan 

ordenadamente en la recta numérica las fracciones dadas. 

Algunas otras respuestas correctas omiten varias de las fracciones 

dadas, inclusive el par.de equivalentes. 

Las respuestas correctas a los otros tres reactivos son 

homogéneas. 

De las respuestas erroneas al reactivo 8 tenemos; 

• No manejan la relación de orde,n en los racionales. Esto lo 

manifiestan al listar las fracciones desordenadamente 

oconvertirlas toc;!as a positivas y listarlas sin orden. 

•·No manejan la relación de or·den en los .racionales negativos; es 

decir ias fracciones negativas se listan sin orden· y a 

·continaución se listan ordenadamente las ·positivas; ó se listan 

todas con el orden de la.s positivas, aunque se respete e~ signo. 
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e El manejo del orden es insuficient..e, por lo que incluyen algún 

racional fuera de su orden, por ejemplo ordenan los negat..ivos y 

l i st..an -1 como el mayor de t..odos, o bien ordenan los positivos 

pero int..ercambian el orden de un par. En algunos casos el 

problema es mayor y solo ordenan una parle de las fracciones 

dadas, listando el resto sin orden. como si se hubieran fatigado 

de ordenar. 

e La no ident..ificación de las dos fracciones equivalent..es les 

impide ordenc~r corre~t..amente 0 -1, -3/5, -C/5, -1~"'5, O, C/10, 1/4, 

4/15, 1r.::. 1" ó "-1. -3/6, -c/5, -1/5, o. c/10. 1/4, 1r.::. 4/15. 

1 ", por ejemplo. 

Los reactivos 9a y 9b se resuelven ordenando t..res fracciones en 

cada une, pero están en un contexto complejo, el de operador 

mul t.iplicat..i vo, la inst..rucción dice : 

9. Las siguientes multiplicaciones están correctamente 

realizadas: 

a) l:'C: X 3/4 3/8 

b) 3.-'8 X 7."5 . 81 /l 0 

para cada una de ellas ordena de menor a mayor los fact..ores y el 

producto o result..ado. 

a) 

b) 

¿por qué resultó así?" 

Las respuest..~s correctas fueron le y 15 respect.ivament..e, y no 

contestaron un sujeto a 9a y dos a 9b. 

Las respuestas erróneas son de cuatro tipos: 

• ·No atienden la instrucción y ordenan de mayor a menor; 

manifestando manejar la relación de orden. 

• Manifiestan un manejo insufiC:iente de ,la relación de orden dando 



dos fracciones ordenadas de menor a mayor o en orden inverso y la 

tercera fuera de orden. 

• No manejan la relación de orden y reproducen el orden de 

presentación olaordenanenelordeninversoalde presentación, o las 

listan sin orden. 

• Eluden la pregunta por dos procedimientos: exhibiendo el 

algoritmo de la multiplicación en vez de ordenar las fracciones.o 

cambiando de fracciones y ordenando estas últimas de mayor a 

menor. 

El reactivo 17b pide la parte omplementaria de dos fr.acciones 

equivalentes dadas. Las respuestas correctas, que son homogéneas, 

i nvol ucr an el manejo de 1 as relaciones de equi valencia y orden en 

los racionales. 

Las respuestas erróneas involucran entre otras cosas, un mal 

manejo de la relación de orden al responder con fracciones propias 

que, sumadas a las equivalentes dadas no dan uno; o la no posesión 

del concepto de orden, al responder con fracciones iguales o 

mayores que la unidad, " i~" Y "~~"· 

A par ti r de los r esul ta dos 

dAJ«;tJJ.t.aaeo en el fn.(l,f),I!,# de 

tte6id8 a. q:u.e: 

anteriores ft41Ú<MO ~no«Wuvi. q.ue M.y 

la lfda.ddn de <l'll:Wi oot't.e 'Uld4nalM 

• .K<1 oe a.t.Wtáe.n ~ ln.ot'l.u.cdl1ne · ¡¡ óe <11U/.ena, en el 11'1.Ctén «wv~ir 

un (Vl4"1U{l4 M~ia'I. al fWJ.i,á4, M8~Ml~ ft4'1, la. exlotutda. de 

fUl-'14 <1~'1.. 

• .K<1 oe · ~ lao · ~<w.> eq.t!Walmtv.> y oe leo <11U/.ena, 

~(M ctv.>~. 

• · ~(. · dl!~ · <U . la. 'tda.ddn 

· c,lgµ.na, ~n /.UUUJ. de ou. 

~ fMm.en.14. 

<U <1'11/Qi · eo ~~ 1' oe lióta 

<1'1./Ún, " oe M~na. el 11'11J.e(i, .en 
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e 9'.:a:¡; MO ·OUje.U!O q.ue ca/'.ec.en fU!"· C.'1fl',,,'"ÜWY <id C.'1<'.cer~"' de 8·'..:ún 

en lcro 1t.aei.<rna.leo a.un a. nluel de ne dlotlngul'I. CtUUUút u.na. 

.f..•..acclin. eo mayq.':. q,ue la. unida.d. 

Para todos los resultados presentados en este apartado, podemos 

plantear nos que: la. eocuda. da. (VU4'1Acüut a. la. a.l~'IA.tmA.a C.'1n 

.... aci.<rna.lw, da® q.u.e la. eje.ctUa.<l. c~M.~ fUllUl. la. a.ct.U;.Un el 

75Y. d..e la. m.t~.ot'l.a.; fUllUl. la. o~ot'l.a.cci.dn a.l ~o el 40% a.unq.ue 

eol.e 'l.eoult<uú! r.l.U!Jie. eotall. cüomMt.uid.11 f14"- la. nv:.eotcta.d cú Qflli.avi. 

la. ,¡vw,•.q.u,/a ú ~lo; n.vUi. la. m.ul«r&lica.d4n el 7eY. 11 fUllUl. 

la ctWloUn el 6eY. áe la. m.lom.a.. 

Que fUl-'l.eee 0€.(nWI. en 8".JÚn de fl/IM!Wúut la. 'tdacMn de 8·':.d.en, 

a.unq.ue odl8 l8g.':.e.'l. Qflliavl..la. C8'1Mda.m.er..te vwi.e t".eo /.'1.aC.dtfneo 

~oltWM cú un e4Yo a u.n 30% d.e la. m.ueotl'.a., y a.l lfw11lucf!..a.'I. m.<Lll"f!.. 

mí.me~ de /.•.o..cd.8r.eo e w.dtl..l':. la.o r~a.o deode.n.áa !-.a.ota. 1 o~.z . 

Que la.o (lll4{l.Wta.áe.O 

f!..a.Ci.<rna.leo 08n l8Ó 

a.r.lccMCLO , deoC/U.dill. 

foo~a.o. 

'60 tm.(14f!..lan.te. ,.~¿¡alt. q.ue e::>t<1 

c4l aurl,fU1 Qrm<1 lo.. exlol.enda. 

d.enoüúut.· 

mdu!Je fVU1~ tan eom.cW.lt.o 

d.el «weti.08 m.ul«(i.lica.tW8 11 la. 

Que lM 

(U!Oeoi.dn 

q.ue il 

ltl(.lcultarúo {Ul-'l,G. 8(1.e.'lall. . (;8(1¡ d neut.'18 aáUW8 

áe un unarit<1 de/.'11W14.d4 <U él m.lom<1. Jtlol MO 

O~C8notll.ud8 'n.~ !UUMna.l, ~ Íú 
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II.6.5 El número racional como QRerador multiplicativo 

Los datos relativos a los reactivos 9aJ, 9bJ, 16a y 16b que miden 

este subconstructo del concepto de racional se encuentran en la 

tabla Ce). 

Los dos primeros reactivos de este bloque piden justificar el 

orden que guardan los factores y el producto en dos 

mul ti pl i caci ones dadas, siendo todos positivos. 

En el primero el producto de los dos fact..ores positivos resulta 

menor que cualquiera de ellos. 

En el segundo, el producto es mayor que cualquiera de los dos 

fa.et.ores posi t.1 vos, corno ocurre entre enteros. 

Intentaren resol ver e~t.os react.i ves el 44:1 de los sujetos de la 

mue~tra y lo legraren al menos el a:~ e~ decir tui r..,ece má~ de la..~ 

d.8.~ q.u..l."...ta..~ r...a.11 .. te~ cte. la. r." .. u.e-::>t't.a. C"..ee."... (U!U':. Ju,-::>ti,f.lca/:, Ctf(l, "a..~e 

en Mte óWCO"nót'l.1.LdQ ctd, Ct!n.cef1M cte /Ul.CÍQn.o,{ y odl11 la. 

cln.cu.enmua. (UV!,le de la. ~ma l11 l11{PUJ.. 

En los reactivos 15a y 15b se requiere aplicar el racional como 

operador rnul l1 plica ti vo a un todo con valor específico di ferent.e 

de la unidad. Lo intentaron el 75~ de los sujetos de la muestra y 

lo lograron al 111enos el 44Y. ahora tenernos que f1l.(Ú) de la.o tlt.eó 

~ ~ de la. m.1.Uót'l.4. C'tU(l. fl4íÚ/i, 4fl.l«:4.li el (l.1.Ún.e114 

11.aC(Qn.o,l CQ(M 11{U?/l.(UÍ4"· m.1.Úti{l.lé.GatW11 e.n la. 011l1.Ld.dn 

ft(!4Ue.ma, ¡; l11 l11(J/ULn máó cte di!o q,~ ~ de le ~me.. 

'CUa,~ a,i,liai1:. el a,lg81t.Unuf (Ú! la. m:1.dÜ(l,licJu:.Mn 

adett.UUia.'1'.en.te, leo f'.,eóu.lta. r.'."1J.C,.A4 <r..á.O /ádl q,u.e Ju,~,; f l C,JJ,/:, 1-..a.cie.'l:Ú! 

ex{llldt4 el óWCQr.ol'l.udQ 11fl,e.'l.a.di!fl. m:u.l~11. CO'·óQ, q,u.e. . ódl11 

La respuesta correcta ~ los reactivos 9aJ, 9bJ manifiesta clara 
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comprensión del número racional como operador multiplicativo que, 

aun tratándose de factores positivos, puede a.ume<Ua!L o cti/.l11t.ln.u.l'l. 

el producto. 

De las respuestas erróneas sólo hay dos tipos en que se intenta 

una justificación involucrando este subconstructo. 

Las del primer tipo reflejan una concepción de la multiplicación 

como 'más grande' o del operador multiplicativo sólo como 

amplificador. Las más correctas expresan 1 a diferenciación del 

sujeto entre los números naturales y otra clase de números. Así 

el sujeto e responde a ambos reactivos: "porque si son positivos 

el resultado iba a ser mayor", y en efecto a 9a y 9b respondió con 

el producto como mayor racional presente. aunque en el primer caso 

no es as!. 

:P~ q:ue wia. Mg(a. <TWM'IÁ.¡aáa, mal <l{l.l<ca..t:ta. ttd la. ca:tv.>a. de ou. 

tll.Mlt.. 

Aun en este tipo de respuestas, e:YJ.sten las que no discriminan 

entre los naturales y el resto de los números y dicen: "la 

mu! tiplicación siempre aumenta''. Parecería que l110 ~o rn.~o 

a<1.4ci.d4'0 011n l110 naiWt<lloo y la. m.u.lUn.UcacUn odl11 oe un..c.Ue 

C4m.t! OJiA,cMn ~· 

El otro. tipo de error exhibe 

111,u.(~11 q:ue oiem.{i'¿C dú>m.in:u:ye 

ó1Íl11 · Cl!fM t~n f!M(W¡.. 

al racional como 

Las restantes respuesta~ erróneas son de. 5 tipo,s, unas pretende·n 

aplicar el criterio y el ·procedimiento con que ordenaron factores 

y producto o, inclusive, simplemente describirlo. Asi tenemos los 

que· dicen '.'las compare por medio de· dibujos" o "converti a 

decimales y compare" e inclusive "porque las ordené de mayor a 

meno.r". 

otras intentan .Justificar el orden dado en runci·ón de propiedades 
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de la multiplicación. Parece que este grupo considera que 

laconmutatividad y la asociatividad de la multiplicación en los 

racionales son la causa del orden que guardan entre si los 

factores y el producto de cada multiplicación o, Uú veJ, q:u.e (a.o 

rvi,qr:,~ M (a.o Q(W'..a.c\cn.v.> Mn (a.o q.u,e fWl!.m.lten JlJ/.>li.f.icM, 

En un tercer grupo se involucran, erróneamente, elementos del 

concepto de orden. Así hay quien dice "porque las fracciones 

mayores algunas ..... ,.eces valen menos•• que, en el mejor de los casos, 

podría ser una aproximación a: mayor- dencminadcrhace la fracción 

menor, pues es. mayor el número de veces que se di vi de 1 a unidad. 

EY..isten los que reconocen no poder justificarlo y, por último los 

que no manifiestan elemento alguno para llegar a resol ver los 

reactivos, pero contestan, probablemente •(\.a/la oaM/.>of.a.ce1:, a.( 

flll."1{u>11t:,'. Estos dicen. por ejemplo "por el acomodo de la 

multiplicación" o describen el algoritmo. 

·Para los reactivos 15a y 16b, dijimos que sólo el 44~1 de la 

muestra los re$olvié adecuadamente }' asi mostró no sólo el manejo 

del número racional como operador multiplicativo, sino también la 

posibilidad de manejar '4rJ.Qo reactivos y dominio algorítmico. 

Sin embargo la m~yoria de las respuestas erróneas se deben a 

fallas en alguno de estos · dos úl ti mes aspectos, de modo que otJ~ 

tJC."...e ótJ..p.iA.-:) lr..,a,r.,lf..le-:)tlJ...':.. f'Jr c:r_rr..,r.,"~.,~l:Jr.. d..el ntlr....e".e r....a..ciencl C4ft'J! 

11fU!-'UUf8t:, mu.lü(ili.aJ,t.W11, ya. oea. t:.eOf1,"1f'.d.i.err.dl! .C8n la. ro.loma /.'UJ,G/;),(fn. 

tJ am el · t4W 11·"4f'.al. Ao3 renem.80 q.ue otJl11 el i67. rte la. 

m.ueotit.a. exliMe 1.Lf'.:a in<:"1rrL{V'.en.oUn. t4W rtd mlme't"1 ~nal C8fM 

11(W'JUl.4t:, mu.ltlfl.(icatW11 ¡,¡ <1:"U..e el 11tu 1 07. time n.11dtJn rtel 

M.c.icn.a.( atlM 11r1~1uz,M1¡, m.u.ltifi,.llca.llu11 ~, fl.8'!. dM.í.cult<JM/.> dR. 

ctWeMa.. Ú'\d4le, rnr (11 fl.~ <LfÜial,t:,. 

El número racional como medida Q. 12unto en· la ·recta 

numérica. 

Este subconstructo del concep~o de número racional se mide conun 
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solo reactivo, el 8c. 

En el se pide localizar en un segmento de recta dado, con los 

enteros marcados y el cero, el -e y el e etiquetados. 10 números 

racionales. 
De ellos 4 son negat.i vosy 6 pcsi ti vos. el máximo valor absol ut.o de 

ellos es 1. 

Como ya hemos señalado, la escala elegida no fué adecuada para la 

localización de los números dados, pues resultó pequeña. 

Los resultados encontrados fueron: 

c6 respuestas erróneas. es decir el 5c~ de la muestra. 

13 respuestas correctas o el c6X de la muestra y. 

11 sujetos, que son el ccX de la muestra, no contestaron. 

:e~o /¡,e01tlttuf40 Q.f"..wt(4/Leó (l,'!J.,.t:Í.ef'• w.&.ca.A. 4~ el i'Em <te la. m~ot'Ul,, 

(F' .. (fa d,,e la.::> tlt.eo ctJ.ll/!Ml.O (UM.Ü!.O de la. fF'..lom.a., oteen ~A- a.{Úl"1..'1. el 

ó'U,~C4not-i:u.cttr • óegr.>..ent8 ~ r-~ en. la. ll.eCta. niur..é'!.ica.' , oi...r:. em.~a.'!p3 

ólfl~ l~ litg'Ul. e! !'6% eo cted'I., u.n. f14C4 ma.o de la. CU4.'l.ta. (Ul.'IU. 

Las respuestas correctas fueron homogéneas en tanto que eliminaron 

algunos números para hacer legible su ubicación en la escala dada. 

En las respuestas erróneas, no mostraron dificultades en el manejo 

de las conve.nciones Usuales para la ubicación de racionales 

positivos a la izquierda del cero y negativos a su derecha. 

La asociación incorrecta de un punto o segmento de recta a cierto 
racional parece deberse basicamente a la dif~cultad en el manejo 

del orden en racionales negativos y la falta de identificación del 

par de fr~cciones equi valent.es. 
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II.7 Problew~s detectados 

En el análisis anterior encontramos elementos indicadores de que 

hay tres t.ipos de problemas. 

a) Los atribuibles la escuela 

b) Los debidos al nivel de desarrollo de los sujetos. 

c) Los relacionados con el concepto de número racional. 

II.7.1 Los problemas que podemos atribuir a la escuela 

e M l<T(l'l.C..':- ~Ü~ de l&M1-v.iC/!.U1J,llA, ~ 

t'tl:Úicfe eocnla/I. en el nwel rte ~a.dr.Ule'taUr. 

a.b.1..m.r...eo. 

e (lM<Mcldn.. . ere . a..lg<r'l-UmA.a m.e.c.túUca. 

/uru:úun.e~n d.e la. m.Wm,a.,. 

• M (VUtffl8Ue't. el C4M~ ere la.o Q,(Vl.e~tltn.eo ·11 falla,Ó d.e 

ca.d,a, a.l~. 

Este último problema se manifiesta por la diferencia entre· el 

número de sujetos que intentan resolver cada reactivo y el número 

que logra hacerlo correctamente. Considerando que este problema 

también está relacionado .con el nivel de desarrollo del indi vi.duo, 

volverá a figurar en el próximo apartado. 
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* cf,(o<!cJ.a,ciJfn de l<!o di fer entes suoconst.ructos del concept.o de 
número racional. 

* tú<.ClJQ.Ctc'<l. de Mfl/W.)ef'l..«z.d4fl.e-O t:lúl{ytarn.dticao 

CQftO!(t-tUA.l de la,ó mio mc,ó • 

II.7.2 Los problemas atribuibles al nivel de desarrollo 

de los sujetos 

e · 9-<r".,fl40UUúúut de deocJú~il'., 

Mt.eW.i4 en va1u80 ~<!·O eor.«J,f.lc<!o. 

• ~fflfl.irolUlidaá de d,lo~ ~ U<UL deoC/l.if¡GUn 11 'IUUl. 

~~n. 

II.7.3 Los problemas direct.amente relacionados con el concepto 

de número racional 

J En cuanto a la relación parte-todo: 
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(11.7.IUL 

cenoei:.iun.cla. (t(r ext-.lU". 

r..c,"...te.o ({Jw:úe-:> q.u.e cu.d-ien. 

i.dcn..U~i-<.:1.7.?J.. rut-'!Mci4Mó 

lo. c.trt1'.fl/IA3MUn de 

d Uní.e. 

en 
!.. 
n 

e JJl(.i.cu,ltc.á fW.-"..C, cmice6l'I- y ~l¡a/'. lo. {UV'...tlc.Uf'. de un i4rúr 

ct.loc'l-ew en fl.aMeO q.u.e cqnft..-iga.n u.n n:u.'n.e-W et.e ete.mervlcro q.u.c flh oca. 

dWlo"i11¡, de! le!tL!. 

JJlf.i..c:t.i!W.d. er. el 

En cuanto a fracciones equivalentes 

• lll/.i<::ultad (lal'.a. «ienli/.í.c.a'I. ~rw;o ~u.Wa.lenteo ta.ni8 en d 

C<l'fi,tex~ de tr/Uie.n. C8fM en d <te ocrltu:A.dn cte (lll4ünu,v.) u~a.leo. 

• :JJl{i.cv./,tad (WUl. u«.ll¡all, /IW..ccMrw.i eq:u.wa.luiteo a.l Q.ftl<call. lilo 

al~!'vÜm40 d..e a4ftü!n y . C>tJ/.)t'i.aaMn. 

En cuanto a: la lr..U.':{V'..e!a.ddn. . como decimal periódico: 

• .lftr c.crl1l{lll,elV.') üfn, d.d múr.e~ r,.a.d4nc,l, CAfTl4 C8Wmte i..ntfA.ca.d4 de 
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erM:Mo. 

e JJlf.ici.úuut aLga-'úür..lca. wn la. dWlolt.1<t. de e<iWt.cro, f14"' lq W-nM, 

rtl{.i.cul.tad r..a..ui. cenue"..tl't. {.w.ccler..co wm.1.Ul.eO a, áeci..m.aleo. 

e 
1'Me. rile¡ en el 

Wv('.40 l" Ui.J:úut 

la, 

a.l.gQ-ilUM de 

de C<1tr..flM-.'l!le':. 

e<U~'140 ' 11 

ccn,ve".oi<fn 

Respect.o a las referidas al racional como elemento de uncampose 

tiene en cuant.o a operaciones: 

• .it'tt <:41narv;Mn de la,o 11~<i1Y.> en. 11.aC~naleo com.it <rn,e.'Uld4neo 

~lfuvt.W.o. 

• !leowrnt~ del <l4fr~.u rft 

(4~. 

lec 

., 



En cuanto al orden 

e J)l{i.cu(tad.. 

En cuanto a la densidad 

q.ueoehaa=r...llciM 

UL.'1'.d Un. ctuu::i4 

e .!)~C<!':"..4Clm.i.erM CÚ! la, r .. /'.4(tledtui CÚ! den..~i.:taá en lf!O IULCiA-naleo 

CQ<T'~ ai•..a.cte't.l~tlca. rte eote ol~tem.a. i-.wr..t'lk8 . . 

• cú~itümica.o 

e :Pe'l.Cer.ci.in de le. áe.r:,~i.da.d ele lrro ,...a.d4r.a.lM a. r..a."vU1:. ele la. 

cg<Uln,1.JM..a.d, cte. lrf~ 'l.e4lw. 

e .Y'#rr oe ma.n.l(.i..eoUJ.. C<'.tm.fll!,en.otdn de la. m.ulti(illca.ci.dn C4fM 01Urla 

~lW..a.áa., e.o ctecilt.. C4rr-.4 m.u.lti.,r:,liaicidr. en nú..-n.eMc na.twuúeo. 
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III EL CONCEPTO MATEHATICO DE NUMERO RACIONAL. 

III.1 IntrodUc:cidn 

Coma ya se· dfjo en la Introducción. el concepto rnatemá.tico de 
número· acional tiene. para este trabajo. importancia central. 

ReiterainoS.si nos intere5a promover aprendizajes apevados a los 
conocimiento$ científicos, hacer expUcitos los conceptos cuyos 
aprendizajes deseamos promo~r es sustancial. 

Part.ir de esos conceptos planteados en forma explicita. para los 
diseños curriculares. programáticos o didácticos es dese&bfe. 

Siendo el docente el que instrumenta en el aula tales propuestas. 
su aprehensión de los conceptos en cuestión es tambien esencial, 
como ya se señala en Kieren 197C. 

Por todo lo antes dicho. se consideró necesario at.enderen el 
presente trabajo el concepto matemático de número racional. 

En. los capítulos anteriores hemos manejado las ~. 
para número racional de Kieren C19'76) 

Cada una de ellas es promotora de c<>Cll.uctw&a.O ~lk) 

diferentes y por lo tanto. resulta importante aprehenderlas. 

Las disc'usiones que de las definiciones matemát.icas de ellas se 
hace a continuación, no pretende negar tal. hecho. sino hacer 
explícito el concepto matemático de número racional buscando 
obtener asi más elementos para ubicar el problema de aprendizaje 
que nos 1 nteresa. 

Para ello en este capitulo se reconoce para seis de las 
~ la existencia de- una definición matemática. 
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··Sé· preientan·:~ de e$ais definiciones. y se ct.t.m.u.eot.\4 que las 
e$trüetúrás. allí· definidas son isomórficas. y en ese sentido las 
def1 ni ci ones son equivalentes 

Se sefialan las cllficul tades existentes aun para _enunciar .una 
definición completa del número racional como decimal ~riódico y. 

se argumenta por qué una de las ·~ne.o ~. }as 
- razones. no coinciden con los números racionales . 

La ~n. de número racional como operador mult.iplicat.ivo 
o mapeosedesarrollaaqu!. ·pese a queexiste una discusión en tórno a - .. 
su estructura algebraica. y que se refiere como mapeo a: un 
espacio funcional. 

III. 2 Detiñiciones utemt.icas • 

Las definiciones matellÍáticas de número racional con que trabaja son: 

Definición l El número racional como clase de equivalencia de 
cociente de enteros con denominador no nulo : 

Sea Z el conjunto de los enteros. Se define : 

'ª ..... • \oa CllA• noaotroe 

Loe 

Se 

11\GtemdUca. grL99oa 

&ro.lea de algo 11Mcho 

cldei.c:o, 

llU• unca 

que eran, 

!'.~!!!! __ !!! __ ~!!.'!!'.!!!• 
•i.mpLe CUH&i.dn de 

ternri.noL09to. Gt e1&ar UqodQ i>aro \01 ;rLeqoa <Y 

modernos hcw\CI épocca reci.ente> Lo poLobro !!~!!.'!!'.!! __ ! __ !! __ ~!!!! __ !!! 
paro to• 

<adl.cL6n y mulLLplLcaci.dn>. 

-·, LGe rGl&onH de enleroa 80n concebi.dcla p0r Loa motemd\i.co• gri.91101 

cLdat.c08 como !!!!!'.~!'.!!~_!!!!!!!!~!- -~~!'.!-_!L _!:!!~~!!!!!_ ~ __ !!!! 
!!:'!!!'.~ o sobre uno parte d9 ... conjunto <Lo roz6n de p o q H 

el opercador que hoce corr11ponder o N, aL N ee 111'1lti.plo de Q el 

entero p <N,..q» 
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1. Q • z x tz - tOH/v. 
C:. "": Ca,b) "" Cc,d) ~a d • b c 
3. (Ca,b> )• tC;i, b')I Ca,b) "" C;i, b'H 
4. (Ca,b>] + [Cc,d),) • (Cad· +be, bd) J 
'· (Ca,b>l' [Cc,d>] •(cae, bd>] 
e. (Ca,b>) < CCc,d)l ~ad < be 

Definición ~ El número racional como cociente de enteros con 
denominador no nulo 

1. Q • •: 1 a, beZ y b +o~ 

e:. !! + !O • ad ... be 
b d -w-

3. !! !<. • 22. 
b d bd

0 

4. !! < 
b 

!O .. ad 
d < b. 

D!tfinición ~ El número racional como medida o punto en la recta. 
numérica : 

Para esta definición se utilizaron las siguientes convenciones: 

w una recta horizontal 

w un rayo con el punto A como origen 
A 

w un rayo orientado, obtenido a partir de fijar un punto 
arbitrario O en la recta l, asociar al rayo a su izquierda el 
sentido positivo y al rayo a su derecha el negativo~ sin que O 

forme parte de ninguno de ellos ~I • l. 
o + 
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lo.Q = isl s segmento de recta or.ientado, conmensurable con u> 
-siendo la longitud u de u la unidad de longitud fijada 

arbitrar i ?lmente. 

co. Dado un segmento s conmensurable con u, podemos trazar sobre 

la recta l a partir de O _des segmentos congruentes con él con 

sent.i dos ·opuestos; el que cae eri el rayo pcsi ti vo será el segmento 

positivo, el que .caé en el rayo negativo será el segmento 

negativo. 

A cada segmento s, conmensurable con u, le asociamos su longitud 

lsl = s ::: O y asi al punto terminal s del,_ segmento orientado 

s le asociamos un único número no negativo s : lsl = .s ::: O. 

Como los segmentos son orientados se hace una nueva asociación : 

-: Si s es positivo, al punto s le asociamos s ::: 0, si s es negativo, 

al punto s le asociamos - s . Al fijar la longitud de Ü como 

unidad, asociamos a su punto terminal en el rayo posi.ti vo el 1. 

< 

< 

:... 

De este modo a cada segmento orientado s le corresponde un número, 

positivo o ·negativo de a.cuerdo a su orientación. 

3o. Adición. 

Dados s y [, conmensurables con u, s + [ se define como el segmento 

resultante ·de trazar: OA. congruente con s y AJ. Az congruente con 

t, respetando en ambos casos el sentido de los segmentos. El 

segmento OAz es la suma de s y [; 

s T [ OA, T Al Az OAz 

:¡-

o i 6 1. 
&.tS'l 

~ 

o .. ' j.,u·1 > 
l"· 

1 > ~ o J,t5·¡ .s· 

J27 



,¡ 

4o. Multiplicación. 

En la recta l. trazamos por O una recta. auxiliar cualquiera m. en 
.la cual el rayo positivo queda arriba de l y el negativo abajo de 
l. Sea v el segmento congruente con u a parti.r de O en el rayo 

positivo de m, su punto terminal 

ser A v Si s y t son conmensurables 

con u. s~an s y t los puntos asociados 

a ellos en l y m respectivamentente. 

Trazamos Vi y por t una paralela a Vi. 

El punto en que esta recta intersecta 

al es s•t•set-

!5o. Orden 

Dados dos seginentos s y t:. conmensurables con u, a los que 
asociamos de la manera descrita en 2o los númer.os x. y 

respectivamente. definimos: s > t: si y sólo si x > y 

Tambien se usó la definición: dos rayos o segmentos ¡ y b son 

conmensurables si poseen una medida común, es decir. si 
con. n e 2 y n + O. 

¡ - !!! b 
n 

Detinición 4 El número racional como elemento de un campo de 
cocientes infinito ordenado. 

CQ. -t • •> es un campo de cocientes ordenado infinito, es decir: 

1. Q es un conjunto infinito. 

2. CQ. + • ) es un campo de cocientes pues: 
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1). V x Vy e Q: ;¿· -t y e Q 

. _e. __ d._ Q eS·· cerrado 
bajo la adición 

ii) V x Vy e Q::"' "' y .. y "' x 
e. d. .-t es conmutativa. 

11 D "" Vy Yz e Qi 

C% + y) -t z • " + Cy -t z) • 
"~y+z 

e.d. + es asociativa 

iv> 3 ·o e Q V" e Q: 

0 +X• X 

e. d. existe un 
neutro adi U vo. 

v>VxeQ::l-xeQ: 
. X i' (-X) • 0 

e. d. -ex! ste ·el 
inverso aditivo. 

-1 •) V x Vy e Q : x •y e Q 

e.d. Q es ·cerrado 
bajo la multiplicación. 

U') V " Vy e Q: " e y .. y e x 
e. d. • es conmutativa •. 

iii') V" Vy Vz e Q 
C:c e y)e ;z • :e e Cy e z) 

"' • y • z 
e.d. ·e es asociativa 

iv') 3 1 e Q V "e Q : 

1•:11:•% . . 
e.d. extste un neutro o 
idéntico multiplicativo. 

• - 1 

v>·YxeQ3x eQ: 
- 1 

X e X • 1 

e.d. extste el inverso 
multiplicat.i vo. 

vD V " 'ly Vz e Q: ex + y) e z • '" • z) -t Cy • z>. 
e.d. la multiplicación se distribuye sobre la adición. 

3. Q tiene un orden total. pues: 

3RC QXQ VxVyVzeQ: 

I> Si x R y y v R z. entonces x R z , e.d. es transitiva. 

II> Si x R y. entones y R x. e.d. es antisimétrica. 

III> V x e Q 3 y e Q; x R y. 
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D!tfinicidn ~ El nú~ro racional como operador multiplicativo : 

- e· . _2 . --2 
i Sea Q • . -( fllVn: 3t _ •- K" ·tv m.n e 2, n ,. o Y_ v ·i e·~ fnvnCs> • 

CnVo)s • t e !f.2 t 

.. 
a· "nvn + "'s>/q)cs> ,;. •nvncs> + •p/qci> - cnvn>s + cpYq>s • 

Hay que hacer notar que en !te está presente un sistema de 
referencia que nos permite asociar a cada punto s e !te sus 
coordenadas : scx,y> o a cada segmento s cuyo punto terminal es s 
un vector ~ scx,y), que forma un ~~ ~ con 
el semieje positivo de las abscisas de dicho sistema de 
referencia. 

El mapeo •nvn:r • r por su definición ~ la longitud del 

vector ; y si nVn < O, nx:>difica la orienta!=ión, además 
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1 f 
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mant.iene invariante· ei ángulo que forma .con el sistema de 

referencia o lo modifica en 1eoº según que nvn > o o nvn < o. 

La notación no ·hace explicit.os. estos hechos. Si como en la 

definición 4 deseamos asociar a cada segmento orientado s un único 
número posit.ivo o negat.ivo. ahora en !f! teñdremos·que asociarle 
támbien el ángulo que forma con el semieje positivo de las abscisas 
para lograr una correspondencia biunivoca entre segmentos y 

pares ordenados de números reales. y ángulos: se s • Q ), 

Asi •nvn~s> • 'nvncs.a> .• cnvnCs>,Q> o cnvn Cs>, (ll+n> 

según que nvn > o o nvn < o . 

Pese. a la. importancia que tiene el hacer explicites estos hecflos y. 

su$ ·consecuencias, por el momento mani.endrelllOS por comodidad en la 
manipulación.la notación s pára los vectores en ,r; Retomaremos 
posteriormente estos aspectos. 
III.3 El ncbnero racional conm decinial periodico. 

Una sexta definición seria la de número racional como decimal 
finito o periódico infinito. 

Tal definición es evidentemente posible, pero involucra un largo 
trabajo para lograrla, debido a la necesidad de exhibir a partir 
de la defini~ión de las operaciones de adición y multiplicación el 
que son cerradas; es decir que los resultados de dichas 
operaciones son. a su vez decimales finitos o periódicos infinitos, 
y en este último caso, la relación entre los periodos de los 
resultados y los de los operandos. 

Aqu! presentamos solamente la definición del conjunto de decimales 
periódicos y de la adición entre ellos, señalando cual seria la 
linea de trabajo para llegar a definir la multiplicación. 

En todos los casos se intenta atender la situación más general, 
donde las soluciones no son tri viales. 
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Definición del conjunto : 

. .r es· el conjunto de .los números naturales. 

Definición de la adición: 

El presente algoritmo es la extensión del algoritmó de la adición entre 
enteros, a través de la notación posiCional base diez. 
El minimo común múltiplo· de las longitudes de los ciclos de los 
sumandos acota, al meno$, el ciclo de la suma. 

La definición de la multiplicación de decimales periódicos 
requiere.para hacer explicita en ella la cerradura de la multipli­
cación, de la exhibición de la periodicidad del producto, Y.de la 
relación entre las longitudes de los ciclos de los factores y el 
del producto. 

Una manera de lograr esto, y exhibir una cota para el ciclo del 
producto, es utilizando la función de Euler, lo que nos permite 
apoyarnos para este trabajo solamente en el sistema de los números 
enteros. 

Eso es lo que esbozaremos aqu!. 

Sea p/q con p,q e .K· y Cp,q) • 1, por lo que al efectuarse la 
división de p·por q tendremos como posibles residuos 1,2, •.. q-1, 
es decir q-1 d!gitos diferentes de cero. 
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. q- , p. 00 .. ; oo ... oo ... 
-~g-

t 1 Q 
d,q 

r.o 
d.q· 

r,o 

r,o 
d,q 

r,. ,o 
e,q 

r, •• o 
e.q 

r, •• o 

con i+J ~ q - 1 

e r,.1 • r,.,:>o 
e,q 

r • •• 

SUpongalllCS que p/q no es un decimal f1nito. 

Como .Cp.q:> • 1. los residuos c.r,,r •• son todos primos 

relativos de q. ya que: p • qO + p y Cp,q:> • 1 ; 

r,• p -qc y Cp - qc,q:> • 1. 

pues p 1 Cp - qc:> porque Cp,q:> • 1, etc. 

i + j ~ ICq:> ··total de números primos menores que q . 

i + J - Ci + 1:> • J - 1 • longitud del periodo < ICq:>. 
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Es import.ante notar que el periodo depende sólo del denominador q. 

Por el Teorema fundamental de la arilmélica los ·enteros positivos p 
y · q tienen una descomposición en factores primos única, excepto 
por el orden . 

Como los factores primos se pueden repet.fr los expresamos como 

q • l?,q fta q. f',,. . q-· • • • • ... • 

Respecto a la función de Euler tCq), se sabe que 

tcq) • t e u7 .. qCC.,, n"' ... cq@,,_ e/!'- 1 ) • q n"', .. c1 - 1/qi)-

y que es una función multiplicativa tcrs) • tcr)fCs)l. 

Por lo tanto para la definición de la multiplicación de dos 
decimales periódicos podría obtenerse una cola para el periódo de 
la misma a parlir de los periódos de los denominadores de las 
fracciones comunes correspondientes. 

Asi Cp/q)Cr/s) tendría.un periodo menor a t C qs) . 

Aplicando· las propiedades de la función de Euler antes mencionadas 
"' . " tenemos: ICqs) ,. q n,.,C1 - 1/q,)p n,.,C1 - 1/p, ), 

Es importante notar que· aún en esta linea de trabajo para 
hacer explicita la definición de las operaciones entre decimales 
periódicos, se está recurriendo a otra definición, la de cociente 

de enteros con denominador no nulo. 

El paso del "cociente indicado" p/q, al decimal periódico 
correspondiente depende de la ejecución de ia di visión y,a t.ram 
de su algoritmo, depende por.lo tanto de la notación posicional 



base diez. 

En el capitÜlo"I-·se señafal:ia que 'en ICierenC1976), Se habla de este 
subconstruC.to·del número racional como "una extensión natural Cvía 
nuest.ro sistema. de notación posicional 

0

base diez) de los números 
.enteros". 

El conocillliento de teoría de números que tal extensión natural 
demanda, como acabamos de intentar mostrar , parece poco usual a 
partir de su ausencia en los text.os que abordan el sub_construc:to 
en los niwles de primaria a licenciatura, e>«:epto~ claro está, 
los text.os- de teoría de números •. que no forzosamente están 
trabajando el suticonst.ructo en cuestión. 

Parece· ser -que esta es la razón por la que en general se elude 
- 1 t..rabajas- con decimales periódicos. má~ allá de mostrar la 

correspondencia entre fracciones y decimales periódicos. 

Como se ve, las sospechas surgidas en el capítulo I acerca de las 
posibles dificultades matemáticas intrínsecas a este 
subconstructo, quedan confirmadas. 

III. 4 Equivalencia de las definiciones. 

Como las cinco definiciones enunciadas corresponden al mismo 
concepto mátemático. haremos ver que son equivalentes mediante la 
exhibición de ·los isomorfismos eXistent.es entre las estructuras 
correspondientes a cada una de ellas. 

III.4.1 Primeró se demostrará que las c~ases de equivalencia de 
cocientes de enteros con denominador no nulo, forman un campo bajo 
sus dos operaciones. 

Demostración 1: 

uC{Z x {Z-{ot/-, +,e ) es un campo cociente ordenado infinitou. 
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Es decir, C{Z x iz - {OtH / ""• -t, • ) satisfacen los axiomas de 
. la definición 4, como ·veremos en seguida. 

·l. {Z x ·{2~tou es infinito, pues 1 e iZ-{OH . . . 

. ·. { z X uuc { z X {Z - {OtH. y z es infinito. 

e. CZ.x {Z-{OH/"", ... ,•) es un campo , pues 

D Por h. definición dada de .adición .Z x {Z - {OH es cerrado bajo 

... y si Ca,b), ca• ,b') e (Ca,b)) y Cc,d), ce• ,d')· e [Cc,d) J 

. . . [Ca,b))i-(Cc,d)] • (Cad,.. be, bd)] 

y (ca• ,b:') Ji Ce' ,d')) .. [Ca'd'i-b'c' ,b'd')) 

por la definición de adición . 

Como Cad ,.. be) b'd' • ad b'd'i-beb'd'=ab'dd'+cd'bb' 

por la distributividad de la adición sobre la multiplicación y la 

conmutati vi dad de la multiplicación en Z : 

ab'dd' ,.. cd'bb' • a'bdd' ,.. c'dbb' pues Ca,b) ""Ca',b') 

y Cc,d) "" Ce' ,d') 

a'bdd' -t c'dbb' • a'd'bd ,.. b'c'bd 

por conmutatividad de la multiplicación en z. 

a'd'bd ,.. b'c'bd z Ca'd'i-b'c')bd 

por asociati vi dad de la multiplicación en Z. 

Cad ~be) b'd' • Ca'd'+b'c')bd 
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. . . Cad + be, bd)"' Ca'd' +b'c' ,b'd') . por definición de "' 

el representante de la clase de equivalencia es 

irrelevante bajo la adición. 

11) [Ca,b) J + [Cc,d) J "'[Cad +be, bd)] 

por la definición de adición en Z x { Z -·{OH/ "' 

V éa.b) e [Ca,b)] V Cc,d) e (Cc,d)] 

Ca,b) + Cc,cD • Cad + be, bd), 

Cad + be, bd) • Cbc + ad, db) 

por la conmutat.ividad de la adición y de la multiplicación en z .. 

Cbc + ad, db) • Ccb + ad .• db) 

por la· conmutat.1 vidad de la multiplicación en Z. 

Ccb +ad, db) • Cc,cO + Ca,b> • [Cc,d) J + [Ca,b) J 

por la definición de adición y el que los representantes son 
irrelevantes. 

. . . [Ca,b)) + [Cc,d>) • (Cc,d)) + (Ca,b) J 

es decir + es conmutativa 

iii) i[Ca,b>J + (Ce,d>)> + [Ce,n] • [Cad +be, bd>) +[Ce,f>} 

por la definición de adición 
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(Cad+bc,bcD) + (Ce,f)) • (Cad-tbc)f + eCbd)~ Cbd)f)) 

por la definición de adición 

•• V Ca,b)e (Ca,b)] V Cc,cDe (Cc,d) ], 't'Ce,f)e (Ce,f)] 

CCa,b) + Cc,d)) -t Ce,f) • CCad -t bc)f + ec~. CM)f) 

CCad+bc)f + eCbcD ,Cbd)f) • Cadf+bcf-tebd,bdf) 

por la dist.ribuÜvidad de la mult.ip~icación sobre la adició y la 

asociat.1 vidad de la mul t.iplicación en %. 

Cadf + bcf + ebd,. bdf) • Cadf .,. bcf + · bde. bdf) 

or conmut.at.ividad de la mult.iplicación en % . 

Cadf .,. bcf + bde, bdf) • Caidft +. b icf .,. det. bidft) 

por .asociat.1 vidad de la mul t.iplicación y dist.ribut.1 vi dad de la 

multiplicación sobre la adición en %. 

Caidft + bicf + det. ~ idft) • Ca,b) + Ccf -t de. df) 

Ca,b) -t Ccf -t de. df) • Ca,b) .,. iCc,d) .,. Ce,f) t •. 

(Ca,b)] -ti (Cc,d)] .,. (Ce.f) ]t 

por la definición.de adición y el que los representant.es son 

irrelevantes. 

i[ Ca,b)) + ( Cc,d) ]t-t( Ce,f)] • [ Ca,b) J-ti( Ce. d> )-t( Ce,f) )t. 

es decir -t es asociativa. 



,. 

iv> O e z . .. CCO,n)le i ~ x { Z - .{Ot}/ ""• si n " o. 

V [ca.b>) e f z x iZ - iOH/"" [Ca,b)) + [CO,n)) • CCan + bO,bn)l 

. . 
por detinicidn de adición 

. . . V ca.b>e(C!!-.b>) V CO,n>oe{Co,n>) : _ca,b).-+ Co,n>·" .c:an-+bo,bn> 

Can -+ bO, bn> • Can. tin> , •pues 0c· .• O para todo entero e;·(': ·.:... :· 

Can.bn) .. Ca.b) pues Can)b • anb "' abn. • aCbn) • Cbn)a 

por la asociatividad y la conmutatividad de la multiplicación 
en Z aplicadas sucesivamente dos veces.· 

[Can,bn>] • [ca.b>) y (CO.n>] 

es el neutro adi ti ve en iZ x {Z- iº >U/ ... 

v>p.d. ·~ca.b> ]e {Z x {Z - {OU}/ .... 3[C-a,b> Je {Z x {Z - {O}}t/"" : 

[Ca,b>] + [c-a.b> l • (CO.n> ]" 

Sea cca.b>l e {Z x {Z- {O}H/... • con a " o 

vca.b) e [ca.b) Je {Z X {Z- {OU}/... • a e z. y por definición 

de Z existe -a e Z tal que : a ... e-a) • o 

' .. ( C-a, b) )e {Z x {Z - {O)))/"' y 

• CCa,b)l + CC-a,b>l •CCab + C-a)b,b)l, 

por la definición de adición 
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V Ca, b)e (Ca, b)) V C-a, b)e ( C-a,b) 

Ca,b) :t C-a,b.) = Cab :t C-a)b,b.,• Cab - ab, b., 

por las propiedades de la multiplicación en z. 

por la definición de inverso aditivo en Z . 

• CCa,b)J :t CC-a,b)J • c.cab:tC-a)b,b)J • 

• • CCab-ab,b )J • CCO,b )J 

por l:a irrelevancia del representante de clase 

(c-a,b)) es el inverso aditivo de [Ca,b)) en Z x {Z - {OHI""' 

i ') Por la definición de multiplicación en Z x {Z -{Ot}I" "'• es 

cerrado bajo ella, y si Ca,b), Ca',b')e (Ca,b)]e Z x {Z -{OHI""' 

y Cc,d), Ce' ,d') e (Cc,d)) e Z x {Z - {OU/"' 

1 Ca,b).Cc,d) • Cac,bd) , Ca' ,b' ,).Ce' ,d') '" Ca'c, 'b'd') 

por la definición de multiplicación. 

Como Cac)b'd' "' acb'd' '" ab'cd' por la asociatividad y la 

conmutatividad de la multiplicación en z. 

ab'cd' = a'bcd' , pues Ca,b) "'Ca',b') 

a'bcd' • a'bc'd , pues Cc,d)"' Cc'd') 

1~ 
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.. 

a'bc'd • a'c'bd • Ca'c')bd 

por la conmutatividad y la asociatividad d~ la multiplicación 

en%. 

Cac)b'd' • Ca'c')bd 

. . . Cac,bd) ... Ca'c' ,b'd') por la definición de ... 

e.d. el representante de la clase de equivalencia es irrelevante 

bajo la multiplicación. 

U'> [ Ca,b) Je[ Cc,d) J • [ Cac,bd> J por la definición de 

multiplicación. 

. .. V Ca,b>E(Ca,b)J, V Cc,d>E{Cc,d)l Ca,b>.Cc,d> = Cac,bd) 

Cac,bd> • Cca,db) 

por la conmutatividad de la multiplicación en :íl. 

Cca,db) • Cc,d>e Ca,b) [Cc,d) )e(ca,b>] 

por la definición de multiplicación, y que los representantes son 

irrelevantes. 

CCa,b>JeCCc,d>l • CCc,d)Je CCa,b)J 

es decir • es conmutativa. 



"" i 

.... 

iii •) HCa,b)JeCCc,cDl }eCCe.f)J • CCac,bd)JeCCe,f)J • 

e <iac te. fbd }f) l 

por ·1a definición de multiplicación . 

\ 
1 • ' . V Ca,b)e CCa,b)J, V Cc,d)e CCc,d)J, V (e,f)E CCe,f)l 

""' i 

'i. 

't.; 

; ' 

1-.• 

.-¡. 
•·· 

¡ 
.... ¡ 

-' 

{Ca, b).Cc,d) t. ece,f) • Cfac te.fbd tn 

<iacte •• bd}f) .. Cace,bdf~ "' Cafcet.bfdf"t), 

Por la definición de la multiplicación en % x {% - {Ot)/ ... , 

y la asociati vi dad de la mul t.iplicación en %. 

Cafoe}, b{dft) .. Cab).Cce,df) y 

Ca,bJ.Cce,df) = Ca,b)e{Cc,dJ.Ce,fJ} • CCa,b)Je{CCc,d)leCCe,f)J} 

por la definición de la multiplicación y la irrelevancia del 

representante de la clase 

{[Ca,b) l•CCc,d) l .. C<e,f) l = CCa, b) l.-f C Ce ,d) JeCCe,f) l 

es decir •es asociativa. 

1 v') Vn e %, si n ,. O , CCn,n)J e z x {Z - {Ot}/"' 

vrca,b)Je % x U!' - {OU,..... : CCa,b) l=CCan,bn) l 

por la definición de multiplicación 
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. .. V Ca,b)e CCa,b:>J, V Cn,n)e CCn,n)J 

Ca,b:>e<n,n) • _Can,bn) 

Can)b • a<nb) • Cnb)a • Cbn)a 

por la asociatividád y la conmutatividad de la multiplicación en Z 

Can, bn)"" Ca,b) por la definición de "" 

CCa,b)J e CCn,n)J "' CCan,bn)J • CCa,b)J 

por la irrelevancia del representante de clase • 

. 
CCn,n)J es el elemento identidád o neutro multiplicativo 

en Z x {Z -{OH1'"" • 

V') pd"."' cca,b)JI! z X {Z -{OH/"' y '[(a,b)] il! [(0,n)J 

3CCb,a)Je Z x {Z - {OH/"": CCa,b)J e CCb,a)J "' CCn,n)J" 

Sea CCa,b)J e {Z x {Z - {OUJ/"' CCa,b)J '"' CCO,n)J ~a • O 

y (Cb,a)) 

[Ca,b) J • [Cb,a)] [ Cab,ba) J 

por la definición de multiplicación 

. '.V Ca,b:>E{Ca,b) ], V Cb,a)e CCb,a)J: Ca,b) • Cb,a) • Cab,ba) 

por la definición de la multiplicación 
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Cab,ba) • Cab, ab) 

por la conmutatividad d~. la multiplicación en Z. 

Como Cab)n. • Cab)n 

Cab,ab) - Cn,n), por la definición de -

. CCa,b)J e CCb,a)J • CCn,n)J. 

por la irrelevancia del .representante de clase. 

Es decir, existe el inverso multiplicativo 

vi') V (Ca,b)), V (Cc,d)) V (Ce,f)) e fZ x fZ - fOHV•· 

(ca,b) J • ~c'c,d) J -t (ce,f) 1) • [Ca,b) J • [Ccf ... de, df) J .. 

por las definiciones de adición y multiplicación 

V Ca,b)e [Ca,b) J , VCc,d)e [Cc,d)) , VCe,f)e (Ce,f) J 

Ca,b) • {Cc,d) -t Ce,f)} • Ca{cf-tde}. b{dq .. Cacf-tade,bdf) 

por la irrelevancia del representante de clase bajo la adición y 

la multiplicación, y por la distributividad de la multiplicación 
sobre la adición y la asociatividad de la multiplicación en Z. 
Además: 

{Ca,b) • Cc,d)} -+- {Ca,b) • Ce,f)} '" Cac,bd) -+- Cae -t bf) .. 
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..... 

Ciactbr + ibdtae, Cbd)bf) = Cacbf + bdae, bdbf) 

por las.definiciones de multiplicación, adición y la irrelevancia 

~e los representantes de clase, ademas de la dislributividad de la 
multiplicación sobre .1a adición y la asociatividad de la 

· · mul ti pl i caci ón en 2. 

Cacbf + bdae, bdbf) "' Ciacf + ade• b, fbdOb:> 

por la conmutalividad de la multiplicación, la distributividad de 
la mult.iplicación sobre la adición, y la asocialividad de la 
multiplicación en 2. 

C-(acr + adelb, ibdftb) •Caer + ade, bdf) • Cb,b) = 

e acf + ade, bdf) 

por definición de multiplicación, la existencia del elemenll•' 
identidad y la irrelevancia del representantente 

. . . [<a,b:>) • {(Cc,d:>) + [Ce,f)H • {(<a,b)j e [Cc,d)H + 

n<a,b) J. [<e,f) t 

por la irrelevancia del representante de clase. 

Por lo tanto, la multiplicación se distribuye sobre la adición . 

· 3. Z x iZ - iOtt tiene un orden total. 

Demostraremos primero un teorema auxiliar. 

Teorema : 

" V CCa,b)} e f2 X fZ - fO}}./"' existe Ca',b') E CCa,b)], tal . 
que beZ" 



i' 
i 

F 
1 
í. 

, ... 
1 

i' 

¡, 
¡; 

Sea 

a,b 2 y b ~ O. 

supongamos sin pérdida de generalidad.que a - o. 

a' '"a , b' • b y a'b • ab', 

Ji> S1 a,b e z- b' • -b , a' • -a ·y a'b • c-a)b • -ab • 

r ¡, aC-b) • ab' ,' por las propiedades de la multiplicación en z. 

a' = a , b • :sb y a' b "' ab' . 

b' • -b, a' • -a y a'b = C-a)b• -ab • 

a(-b) • ab', por las propiedades de la multiplicación entre 

enteros. 

' .. Toda el ase de equivalencia tiene un representante con 

denominador pos! ti vo. 

l'lt 



I V ()a,b)J V CCc.d)J V CCe,f)l e Q·: 

_(Ca,b)_J. < CCc,d)J .. ad < be 

y· CCc,d)J < CCe,f)J .. cf < de 

por la definición de orden en Q . 

Por el Teorema aUXiliar. tomainos b.d,f > O 

.. ad < be cf < de 

.. adf < bcf < bde y af < be 

por las propiedades de orden en 2 

cca,b)J < [(e,f)J 

II Sean !Ca,b)J , [(c,d)J e Q : CCa,b)J < CCc,d)J 

ad < be y be < ad 

por la tricotomía en 2 
·-' 

ccc.d)J < cca,b)J 

por la definición. de orden en Q . 

III Sea CCa,b)J e Q a,b E 2 y b ,,, 0 

. 
De acuerdo al teorema auxiliar 3 Ca' ,b') E CCa,b)l : be Z. 

Sea e .. a' + 1 a' < e por la definición de orden en Z. 

Sea d .. b' CCc,d)J e Q 
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como a'd • a'b < Ca' + 1) b' = cb' 

CCa,b)l < CCc,d)J 

III. 4. ~ Veremos ahora que las est.ruct.uras correspondientes a los 
cocientes de enteros y a las clases de equivalencia de cocientes 
de enteros con denominador no nulo, son isomorfas entre si . 

Demostración ~. 

Consideremos f: i~I a, b e z y b ,. o t __,z X iZ - {otH /"' 

t.al que f C~) ".' [ Ca,b)] 

1 • f es biyect.1 va : 

~ D fes suproyectiva, pues si [Ca,b)] e iz x{z - tott/"' 

: ! 
:...... 

(Ca,b>},.0, pues z,.0 y 2-{0J,.8 

3 a ·e Z , 3 be 2 - {OJ tales que Ca,b) e (Ca,b)] 

~e{~la. be2yb,.Ot y fC~) •(Ca,b)]. 

ii) r es biunivoca : 

sean ª-b 
ª-' a b' e {¡;la, b e Z y b ,. ot y 

a ,. a• 
b 6" 

sí y solo sí ab' ,. a'b. 

Supongamos que fCa/b) = f Ca'/b'). 

tC~)= (Ca,b)] = iCai., bi.)I Cai.,bi.) "'Ca,b>t • 

ª' ,. ª-' 
b b' 

'" t Cb,) =(Ca'. b')] = {Caí., bi.)f Cai.,bi.)"' Ca',b') t 
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[Ca,b)] • [Ca',b')] si y sólo si Ca,b) "'Ca',b') 

Ca,b)"'Ca' ,b') si y sólo si ' ab' = a 'b, 

contradicción. 

fCa/b)=fCa'/b') sí y sólo si a/b = a'/b' 

o 
2 r preserva la adición 

V a/b, V cl"d e ia.lbla,b e Z y b ,. Ot 

fC ~ + a ) • _f cªd ~ be) , por la definición de adición. 

f cªd~ be)~ (Cad +be, bd)), por la definición de f 

{Cad +be, bd)) = (Ca,b)) + [Cc,d)j 

por la . definición de adición en Z x iZ - {Ot} r' -

Como f(~) = [ Ca,b)] y f C~) = [ Cc,d) J por la definición de f. 

r eª- + i:., • t eª'-> + r ,~, 
. b d b d 

3". f preserva la multiplicación 

V-~ V ~ e i ~ ¡a,b e Z y b ,. o~ 

fC g. ~) = f < ~~) " [ C ac , bd) ) por la definición de 

multiplicación y la definición de f. 

[Cac,bd)] = (ca,b)] • [<c,d)) 

por la definición de multiplicación en Z x {Z - {O•} 
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fC~) "' (Ca,b)) • f(~) [Cc.d)] por la definición de f 

f ,~. !&.) 
b d 

f(¡g_) • f(~) 
b d 

4•, f preserva la relación de orden 

Si ~< ~ , ad < be 

por la definición de orden eri i~ la,b e Z y b .,. O} 

fC~) = (Ca,b)) < [Cc,d)) ,. f (!&.) 
d 

por la definición de orden en iZ x {.Z - {Ot}} ,, .. 

III. 4.3 Ahora 
estructuras de los 
nulo y las medidas, 

Demostración 3 . 

se exhibirá el isomorfismo entre 
cocientes de enteros con denominador 

segmentos o puntos en la recta numérica. 

las 
no 

Las definiciones 3 y e son equivalentes en tanto que las 
estructuras que definen son isomórficas. 

Definimos una función r que exhiba el isomorfismo planteado : 

r: {s Is es un segmento de recta orientado, conmensurable con ij > 

---- > { ; 1 m. n E Z y n.,. O} 

tal que : r Cs) = s , punto terminal de s a partir de O. 

s > O , si s es positivo 

s < O si s es negativo 
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s O , si s o 

Cqmo s es conmensurable con u para .ci~rtos m, n e Z 

con n .,,. O 

o 
1 r es biyectiva 

i) r es suprayectiva : 

Si ~e ~~ 1 m, n e 2 y n .,,. o>- tomamos u en l y lo partimos 

13 
en b partes iguales 

·~ Di.vi.di.r un segmento en n paretes i.guciles • 
Seci ÓÚ <fi.g 1l el segmento en cúesti.ónsobre la. rectci l . 

se tra:::a. unci semi.rrectci con extremo en o c¡ue no esté en la. rectci 

l. 
con un<l abertura cualqui.era dal comp~ lra.cense sobre asa 

semirrecta n segmentos i.gucites, el pr~mero con ori.gen en o y e cid a. 

uno de tos damds con ori.gen en el e::tremo Ci.nal det anteri.or, 

obteni.endo QS' los puntos l\•Pz• • ,p como extremos Ci.ncites de 
n 

di.ches segmentos. 

Tra.ceeto tt\ recta. Upn y por p
1
,p

2
, . • • pn recte.e para.h•to.s a. 

Los puntos a
1
,a

2
, ,Qn en que esta.s rectas i.ntersectcin 

di.v\den et segmento ÓÜ . en n part"'s i.gua.tes y Q = u 
n 

- mostra.ci.ón. 
--------Q.Q 

t 1"1 = ªL·tlQi.-tZ i 

trc:.a.mos por 1\Y 

para.tetas lt .. 1' li.1"Z (l l. 

Sean k. 1:. tos 
•+1 

y , .. z 
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en QU6' 

re s pee 

p~t .. 2' 

En 

estas paralelas 

eua.. 

a l 

pi.1"1 

puntos 

cortan 



~ 

Con el compás abierto en ~ , trazamos a partir de O m veces 

si 

positivo, 

negativo. 

hacia la izquierda de O para que caiga en el rayo 

si· m < o .. hacia la derecha •. para que caiga en el n 

l. 
b' 

Al punto terminal del segmento así trazado le corresponde, 

por la.definición der. el número 

ii) r es biunivoca 

Supongamos que s .,. t y r< s) 

3 m, n e ;i!, n .,. o m-
ñu s 

s t lo que contradice 

r(s) rCt) si y sólo si 

!!l 
n 

rCÜ 

y !!l ü n 

la hipótesis 

s [ 

t 

s .,. [ 

pi.+1 "t+z 
11

t+z,. 
tenemos 11t+11\"L+1= 

1\ +z" t .,.1 "tu 
por ser dn9ulos 

correspondientes. <il cortar des paratel'lS< (i.+1'li.+21 por una recta 

cor 1. Si.mi.larmente tenemos I'. l'i.-tt· Rl-tt = pi.1"1 "t+z "t+z' n \ 

Ademas P. P. : 
\. \.-t-1 "t+1 

1\.,.z por construcción 

P. I'. 
\ ~1"1 

R. : P. 
\+1 \+1 

P. R. _ _!: __ ;_+1 = ~i._:_! __ 111 t+z 

Como = 
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o 
aº r preserva la adición 
Sean s . t conmensurables -con u 

r Cs .... t) .. r COA! ... A1 Az) .. r COAz) 

.. ,~ 
ambos positivos o negativos, 

por·ser conmensurables con u. existen m I?. > o 
n' q 

tales que 

y ¡oq • 2 
q 

Al trasladar Ot al punto s abriendo el compas IÓtl y haciendo el 
trazo apoyándose en s • tenemos : 
Abriendo el compas en la longitud 

l trazaremos mq segmentos 
nq 

de O a s, pues mg 
nq 

r.!! y con np 
n 

segmentos se alcanzará el punto s pues DR. = I?. y lst' I = IOt • 1 por nq q 

construcción. 

ii) Si s y t son uno negativo y otro positivo, por ser 

conmensurables con u, sin pérdida de generalidad, existen 

y I?. < o 
q tales que .. !!l 

n 
P­
q 

Trazamos Os y con apoyo en s y apertura fOtl trazamos, 

respetando el sentido de OT un nuevo segmento . 

El punto t' donde termina será el punto terminal de 

s ... t 
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Con el compas abierto t trazamos mq.segment.os hasta llegar as 
nq 

pues !!l 
n 

!!!9. 
nq y a partir de. alli trazamos en sentido contrario np 

segmentos para alcanzar t', pues 12 = ill! y jst'l .. q nq 

¡ot:· 1 = lm9~~PI 

o . 

mq - np 
nq 

mq + c-np) 
nq 

3 r preserva 1 a mul ti pl! cae! ón . 

~ + -np = s + t 
nq nq 

12 ' o q ' 

Si sy t tienen ambos el mismo sentido supongamos.sin pérdida de 

general 1 dad., que son positivos 

. · . Trazamos Os sobre t. la recta auxiliar m por O y el segmento 

Ov semejante a u en m. as! como el Ot' 

1 Trazamos la recta sv y por t • la paralela a ella. 

El punto M en que intersecta esta última recta a la recta l nos 

da OM os• ot:·= s • [ .de acuerdo a nuestra definición. 

como IBSf = ~ y 1&· 1 = Q q 

<MOt' <sOv, <vsO = < t'MO 

y 

<Ovs = <Ot.'M 

Cpor qtJe la suma de los ángulos internos de un A es 350º) por el 
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criterio AA 

AO s y fo. o t' M 

os oM como ¡ov¡ 1 tiv = ~· 

os m y como or· 12. 
tiv n q 

m ot.i m • P- OM n p/q n q 

Si s y t t uv.ieran sentidos diferentes. la demostración seria 

similar aunque el triángulo Ot' M tendrá su vertice f• en el rayo 

negat.i vo de m. 

o 
4 r preserva la relación de orden 

Sean s , t conmensurables con u y s < t ~ s < t de 
acuerdo a la definición de orden en el conjunto de los segmentos 
orientados conmensurables con Ü 

Como s t son conmensúrables con u , s l.!! y t. 
n 

12 para 
q 

¡ ciertos m,n,p,q e ~ con n ~ O y q ~ O 
i 

,., 
'. 
) ' ·-
1' ¡ i 
¡,., 

¡ i ¡. 

!!! 
n 

III. 4. 4 

s < t (2 
q 

La estructura de los cocientes de enteros bajo sus 
dos operaciones y la de los mapeos y las suyas.son isomorfas. 

Demostración .4 Las estructuras correspondientes a las 
definiciones e y 5 ·son .isomórficas. 
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,q 

' ' 1 
1 

Para demoslrarlo exhibiremos el isomorfismo enlre 

{a/b 1 a, b € Z y b ,. O >. 

con las operaciones y relaciones definidas en él, y los mapeos sus 

operaciones y relaciones presenladas en la definición 5 . 

Definimos la función a como 

lal que Vm, Vn e z , n ,. o y V s e !l.e., ~m/n's) = Cm/n)s = [ e !<e. 

a 
1 a es biyecli va ; 

i) a suprayecliva . 

• • 
V f..,,,,: ~ -•~ :3 rn/n m,n e z y n ,. 0, 

por la definición de mapeo . 

ii) a es biunívoca 

Sean a/b y a'/b' lales que a,b,a' ,b' ·e Z y b,. O, b' ,. O . 

Supongamos que a/b ,. a'/b' y aCa/b) = aCa'/b'), 

<a/b)s = <a'/b')s •-• 

(b/a)(a/b)s Cb/a)(a' /b')s -s ca· b/ab')s · •-• . 

a'b/ab' = 1 •-• a'b = ab' 4~• ·a/b a'/b', 
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lo que contradice la hipótesis 

etCa/b) = c:x{a'/b') •-• a/b a'/b' . 

D 

Z et preserva la adició11 . 

Sean a/b, c/d e Z y b 1' O, d 1' O. 

C:X(a/b + C/d) etC Cad + bc)/bd), por la definición de+ 

et.C Cad + bc)/bd) = f, •• _,..., , por la definición de et 

V s e !le f, •• _,...,Cs) = C Cad + bc)/bd) s , 

por la definición de mapeo . 

e Cad + bc)/bd) s = Cad/bd + bc/bd)s , por la definición de + en 

Cad/bd + bc/bd)s= Cad/bd)s+ Cbc/bd)s, por la definición de + 

entre mapeos 

cad/bd)s + <bc/bd)s= Ca/b)s + Cc/d)s por las leyes de 

,..J cancelación en Z 

por la definición de mapeo 

c:x(a/b) + c:xCc/d) , por la definición de a . 

.xC a/b + c/d) a(a/b) + aCc/d) 

!ro 



o 
3 e1 pre ser va 1 a mul ti pl i caci ón 

.. 
v e a/b) ve c/d) : a, b, c. d e z y b ,. o, d ,. o V s e :!'.. 

e1Ca/b • c/d) = e1CCac)/(bd)) por la definición de multiplicación en 

{ m/n 1 m, n e ;;r, y n ,. O l 

e1Cac/bd) = f"°""' por la definición de a 

t-cs) = cac/bd) s por la definición de mapeo 

Cac/bd) s = a/bCc/d s) = f...,Cc/d s) = f..,.,Cf.,.,Cs)J 

por la definición de multiplicación entre mapeos . 

'f .. ,.et..,.'Cs) = CaCa/b)eaCc/d)JC.s) . por la definición de a 

. ' . 0tC e a/b) e e /d)) = Ol( a/b) • 0tC c/d) . 

o 
5 0t preserva el orden 

Sean a/b,c/d e im/n m,n e ;;r, y n ,. O l. tales que a/b < c/d 

. '. a(a/b) = f •• < f,,,, "' aCc/d) •. 

por la definición de orden entre mapeos . 

III.5· Conclusiones. 

De este modo hemos d~mostrado que : 

Las clases de equivalencia de la definició~ ,son un campo . 

. Que las estructuras correspondientes a las definiciones 1 y e . . 
. son_isomorfas, .que las correseondientes a la~definiciones e y :3 

también lo son ' y por último que lo mismo ocurre entre 1 as 
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correspondientes a las definiciones 8 y 5 . 

Como la composición de isomorfismos es un isomorfismo, todas ellas 

son isomorfas entre si, y como la definición 1 es la de un campo 

de cocientes infinito ordenado, las otras cuatro tambien lo son . 

Junto· a estas definiciones equivalentes, existen al menos dos 
interpretaciones muy usuales del número racional como: 

• razón 
• fracción 

Estas interpretaciones, aunque se apegan a alguna de las 

caracteristicas del número racional, no coinciden plenamente con 
dicho concepto, como veremos a continuación. 

Si consideramos la definición 8. 

1. Q 

3. ª­
b 

~~¡a, b E Z Y b -,t 0 ~ 

ad+bc 
~ 

~ 
bd 

4. ~ < ~ 4-• ad < be 

podemos facilmente asumir que los elementos ~ de Q son razones de 

enteros. 

Sin embargo CQ, · -t- , • ) de la definición 8 no es isomorfo, con el 
conjunto de razones de enteros y fas operaciones definidas en él. 

Para hacerlo ver, consideremos las razones entre segmentos 
orientados. Para esto nos basaremos en el isomorfismo r d~finido 

anteriormente, como nos interesa asociar a cada cociente ~ un 
segmento ·orientado s, tomaremos r·•. 

l(Q 



-l 

Tenemos asi para todo ; !!l 
n s = !!l en nuestra interpretación de n 

razones de enteros o razones de segmentos orientados conmensurables 
con la unidad, y por lo tanto de longitudes racionales. 

Sin embargo r·• no preserva la adición, pues, si interesa un 
trabajo útil con segmentos y razones entre segmentos, deberemos 

definir a + e 

y 

¡; d 

r ·• eª- + ~) 
b d 

r·•cad+bc) 
bd 

A1'.m fuera de este contexto geométrico, las razones de enteros 
suelen operarse de manera diferente a los números racionales. 

Por ejemplo, cuando un bateador tiene en su registro escore) de 
hits, se escribe éste.como prq , donde p.es el número de hits 
que logró en las q veces que fue al bat. 

Si en una ocasión más al bat anota un hit. tendrá que añadir un 
"' i hit . en una vez más al bat, es decir : 

!'' 

, ... 
!·l. 

p/q + 1/1 Cp + 1)/Cq + 1) • 

Sin embargo la suma de los números racionales pl'q. y l/1 

es Cp +Drq 

Los entes del conjunto Q en la definición z. pueden identificarse 
eón razones de en t. eros o de segmentos -adecuados, según vimos en 
los ejemplos anter:iores,pero, como númeroscuya . definición 
involucr.a las operaciones posibles con ellos y l~s propiedades dé 
las mismas, no se pueden identificar pues, como 
hemos mostrado, sus operaciones no coinciden 
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La interpretación del número racional como fracción, está ligada 

también a la Definición c. 

Consideremos "el conjunto de las fracciones". 

a Decimos que ¡; es una fracción, y la calificamos de propia o 

i mpr opi a según que 

Consideramos además 

ª < 1 b 

ª a 1 

ó ª > 1 b 

como "fracción". 

¿Cuál es la diferencia entre esta interpretación del número 

racional y la Definición 3? 

Implicitamente estamos identificando el "conjunto de las 

·rracciones" con el de los cocientes de enteros con denominador no 

nulo. 

Dado que las operaciones en ambos casos son idénticos, 

matemáticamente la "interpretación" no tiene caso, es un nombre 

más para el mismo ente matemático. 

S!n embargo, las dos primeras acepciones de fracción en el 

diccionario, apuntan a una explicación de su existencia: 

Fraccion: División de una _cosa en partes 11 cada una de las partes 

del todo, divididas o ·consideradas con separación del 

todo 11 · ... 

La fracción es concebida en el lenguaje común como una parte o 

porción de un todo. A esto se le suele llamar ~~ttad.t~ .•. 

Como en el mundo macroscópico los "todos" son finitos, las 

fracciones son ·partes propias de los todos . 

: Ya hemos señalado en el capitulo correspondiente al estudio 



.. 

"' 

': 
L~ 

,,, 
i' ¡,,_; 

1·• 

exploratorio, que en m~n , el denominador n representa el todo 

o unidad, en tanto que expresa las n partes iguales que lo 

conforman. 

Por otra parte el numerador m indica cuantas de esas n 

partes iguales en que se ha dividido el todo unitario se 

consideran. 

Asi tendríamos que asociar a las fracciones cocientes de la 

forma !!l 
n 

con m < n y '.1 > o. 

El conjunto de f,racciones concebido asi como q:u.e~'Uláeo, no 

coincide con el conjunto Q de la Definición 2, sine que éste le 

incluye como un subconjunto propio. 

En el conjunto de q,~IUUUro la adición no es cerrada: 

1. y ª son q:v.a~o. pues 4 < 5 y e: < 3, 5 3 

pero 1. + f:. C:2 y 2C: no es q,t/M/UUÚt pues C:2 > 16 5 3 15 15 

Por lo tanto las estructuras de las fracciones y de los números 
racionales no son isomorfa:¡;, y por 
identificarse como números 

ello no pueden 



IV. OBSERVACIONES f INALES 

IV.1 El Contexto del Problema 

El presente traba.jo se hizo necesario a consec1JIO'ncia d'i' la 

práctica docente, lo motivó un problema observado en el aula. 

La docencia se ejerce en una institución educ~tiva, enestecaso el 

bachillerato del Colegio de Ciencias y Humanidades, cuyatarea 

fundamental es educar, y por lo tanto, promover aprendizajes. 

Para que tales aprendizajes se logren, necesitamos losdocentes, 

claridad sobre los problemas que ~n torno a ellos se den y sus 

posibles causas, a fin de buscarles soluciones viables. 

Asi, la primera observación es que la docencia requiere de 

la investigación teórica y de campo para desarrollarse. 

IV. e Variables en el problema 

Para precisar los problemas de aprendizaje respecto al número 

racional en alumnos de primer ingreso a bachillerato ya se dijo 

que se requiere al menos de: 

• Claridad respecto al concepto matemático 

e Una posición en cuanto a lo que-significa aprenderlo. 

Por eno enti.ende: 

ma.lemdli.c= d"l mismo y 

hi.stéri.ca del 

GptstGmot9gico~ 

matem3:Uc.cs: ser 

conce p lo 

y parclblr 

capaz" de 

ma.neja.r la.s dUerentes deli.ni.ci.ones 

su equlva.lencla; conocer ta gsnesls 

, ·delectar sus problemas 

sus ralaclonas con otros 

ut\H:arto y apti.carto en dUerentes 

contextcS, miGntra:; mds varia.dos mejor. 



1.:., 

•Conocimiento de los elementos matemáticos y cognitivos que se 

requiere posea el estudiante para lograr el aprendizaje así 

concebido. 

e Conocimiento de la curricula previa al bachillerato, en función 

de los elementos antes citados y el número racional mismo. 

e Asumir una posición fundamentada , en cuanto al tipo de 
investigación a desarrollar . 

e Conocer y poder utilizar los procedimientos. métodos, técnicas. 

etc. ,necesarios para el trabajo, tanto en la enseñanza como en 

1 a i nvesti gaci ón. 

e Contar con los apoyos necesarios para desarrollarlas y llevarlas 
a cabo. 

De lo anterior desprendemos la segunda observación: la formación 

que el docente requiere para desempeñar su labor debe incluir los 

aspectos antes señalados y se considera como una del as maneras de 

contribuir a dicha formación. el promover 

.traba_ios en torno a problemas específii::os 

matemática, ligados a su práctica docente. 

el desarrollo de 

de ·la educación 

Tambien observamos que al hacer explícito el concepto matemático 

de número racional se eY.hiben aigunas de sus dificultades 

i ntr i nsecas. 

Los dos casos más claros sonlos . deles subconstructcsdecimal 
periódico y mapeo, <:¡ue demandan cnocimientcs de teoría de números 

i • y análisis matemático el primero, y de análisis funcional el 
i 
ti~ 

1. 
! ' 
L,,.. 

E:s decir. da!tnir s:l se concidera adecuado 

acuerdo a un disefio · eato.d(stlco paro. togro. 

o si interese. investlgacicn 

para la comprensión del fenómeno, aunque 

¡,,,.. esto.dtstic<i, por ejemplo. 

J' 

,.,. 

hacer inveettgact6n d& 

vaUd;i.r tos re¡¡ullo.do¡¡, 

. c¡ue aporte at~msntco 

no tenga valide: 



segundo 

Atender esos aspectos tanto en la formación matemática del docente 

como en la instrumentación didáctica para llevarlos a los 

estudiantes contribuiría. a disminuir los problemas de 

aprendiza.je de los mismos. 

Una observación más es la del uso restringido de ciertos 

conceptos, tanto en la curricula como en los textos escolares y 
en Kieren (1975), en particular el de mapeo ,que sólo se asocia 

con racionales positivos, y se trabaja unicamente en el primer 
• 

cuadrante de J.~ . 

Las razones didácticas para tales restricciones son claras, pero 

conocer cuales son las consecuencias de ellas, en los aprendizajes 

matemáticos de los estudiantes, seria útil para. la revisión de 
estas estrategias didácticas. 

e Por último se reconoce la necesidad del desarrollo coordinado de 
investigaciones en torno al aprendizaje del número racional, como 

lo plantea Kieren. 

IV. 3 Problemas en torno al aprendizaje del número racional. 

La sexta obserYación que el presente trabajo permite es la de la 

existencia de problemas de aprendizaje en torno al concepto de 
número racional al menos en la muestra de alumnos de primer 

ingreso al bachillerato _del Colegio con que se realizó el estudio 

exploratorio. 

En esta muestra estuvieron presentes dificultades. en torno a: 

• La relación parte-todo. 
Desde dificultades para identificar el todo o las partes, .hasta 

para partir un todo discreto de manera no usual en la escuela. 



·' 

I·' 

L. 
1 ¡ 
' ' 

1' 
1 

e La equivalencia de fracciones. 
Desde la carencia del concepto de fracciones equivalentes, hasta 

la imposibilidadde utilizarlo. aun poseyendolo,por ejemplo 
en los algoritmos de adición y sustracción. 

• La interpretación como decimal finito o periódico infinito. 
Que van de la incomprensión del racional como cociente indicado 

de enteros e la carencia de la algoritmia para dividirlos, a la 

no percepción de la correspondencia biunívoca entre clases de 

equi valencias de fracciones, y decimal es f1 ni tos o per .1 ódi cos 

infinitos. 

Se considera que las dificultades matemáticas intrínsecas a 

este subconstructo, la curricula, los textos escolares y la 

formación del docente al respecto, sean causas importantes de 

esta situación. 

e La interpretación como elemento de un campo cociente. 

En cuanto a concepción de las operaciones y algoritmia, llegando 
incluso a propiedades características del campo, como existencia 
del inverso multiplicativo y densi¡:lad. 

Destac3, aunque sea ~~ncritaria, la concepción del neutro 

aditivo como anulador en cualquier operación. 

e La interpretación como operador multiplicativo. 

Ya que lo conciben sólo como constrictor; con esto parece 
además que conciben la fracción sólo como fracción propia. Se 

manifestaron también conc~pciones de fracción sólo como fracción 
propia en· .distintos contextos y la posibilidad de manejar el 

número racional como punto en la recta numérica sólo con el 
orden de los números positivos. 

IV. 4 otros aspectos del problema , 

e La séptima observación se desprende también del est.udi.ó 

exploratorio. ya que arroja indicios de. prácticas escOlares que 

sólo mecanizan, aislan conceptos. )' promueven la respuesta del 
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estudiante "para satisfacer al maestro". 

e En el mismo estudio la capacidad para descubrir, generalizar y 

justificar que manifestó la muestra, es muy heterógenea y, puede 

considerarse que manifiesta diferentes ni veles de desarrollo 

intelectual. 

Estas dos úl t.i mas circunstancias segur amente inciden en el 

apre.ndizaje del estudiante y, por lo tanto. son parte de las 

causas del problema. 

Se observaron tambien 
plantean dificultades 
conocimiento. 

problemas de lecto 
de aprendizaje en 

IV.5 Algunas necesidades detectadas. 

escritura, los que 
cualquier area de 

La aprehen5ión por parte de los docentes del número racional como 

un concepto que permite relacionar diversas ramas de las 

matemáticas. como la aritmética, la teoría de números, el álgebra, 

el análisis matemático y el funcional; contribuiria a resolver el 
problema al reflejarse en las instrumentaciones didácticas . Así 

se plantea la necesidad de reforzar en este sentido la formación 

matemática del docente. 

A partir de la heterogeneidad en el nivel de desarrollo detectada 
en la muestra, se reconoce la 'necesidad de dos tipos de trabajo, 

Uno de ellos seria el que se refiere a una mejor tipificación en 

cuanto al nivel de .desarrollo de la población de primer ingreso al 

bachillerato del Colegio de Ciencias y Humanidades. 

El otro debería apuntar a la necesidad inmediata de atender el 
aprendizaje de número racional de esos estudiantes. 

Re~pecto a este último habrá que añadir que: 
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Con los elementos que aporta este trabajo se percibe que el uso 

del número racional estará ligado esencialmente a los 

subconstructos fracción, cociente de enteros, decimal periódico, 

elemento de un campo de cocientes y medida o punto en la recta 

numérica desde el primer semestre. 

En los semestres restantes destacan el uso del subconstructo mapeo 
y el manejo de la razón como cantidad adjetival. 

Las dificultades detectadas en el estudio exploratorio indican que 

el trabajo en torno a esos subconstructos debería promover 
basicamente la comprehensión de los siguientes aspectos: 

* la fracción 
~ la equiv~lencia de fracciones 

* las operaciones entre racionales 

* la razón como cantidad adjetival 

Así mismo se promover la construcción de significados para 
representaciones diagramáticas tan necesarias como la de la recta 
numérica o para la notación simbólica, sería tambien esencial . 

La heterogeniedad detectada en el desarrollo de les estudiantes de 
la muestra señala la necesidad de trabajar con subgrupos 

diferenciados, práctica poco factible en las condiciones actuales 
del docente. 

La posibilidad de promover con éxito las comprehensiones y las 

construcciones de significados mencionadas a través de trabajos 

que vayan desde la manipulación de materiales concretos hasta el 
manejo simbólico.se mantiene como alternativa a esa situación. 

La re ali zaci én de medi cienes par a la par te de mani pul aci én de 

materiales concretos se percibe como adecuada para lograrlo, al no 
tratarse de. 'juegos infantiles' y estar relacionada con contenidos 

de otras areas. 

vi· 



Naturalmente una necesidad más es : detectar que tan generalizado 

está este problema en la población de interés, y hacer estudios 

más refinados para cada subconstructo del número racional acerca 

de las dificultades aquí detectadas y sus causas. 

La necesidad de trabajos que abarquen los ciclos de preescolar a 

bachillerato se hace también evidente. 

Un buen inicio podría ser el incrementar el intercambio de 

resul lados existentes al respecto en 1 os distintos cielos 

escolares, y di vulgar los lo más ampliamente posible entre los 

docentes de todos ellos. 

Di chas i nvesti gaci ones necesitan ubi car:se el ar amente como 

investigaciones en educación en matemáticas, y en el contexto del 

país específico en que.se desarrollen, para optimizar su utilidad. 



APENOICE 1 

·Presencia del· concepto ~ húmero racional m· el currículo de 
Primaria. 

En una revisión que no pretendió ser exahust.iva. en ·la que se. 
trató de detectar · 1a. presencia del concepto de número racional. 

bajo cualquiera de las siete ~rnv.> de KierenC1976), en 
los programas y libros únicos de texto, vigentes· para la escuela 
primaria, se encontró que: 

El concepto· está presente en 1 os seis grados del cielo esca! ar, 

bajo alguna de las interpretaciones antes mencionadas. 

Lo encontramos formándose a través de ejercicios que implican la 
relación parte-todo, antecedentes algebráicos y notación 
posicional base diez, en los tres primeros años de este ciclo. 

El concepto mismo aparece a partir del cuarto año, en cada una de 
las unidades del programa, que se mencionan a continuación:. 

Segunda,algoritmia y adición por casos. 

Tercera,introducción del orden a través de la longitud de 
segmentos y fundamentos para conformar el concepto de densidad. 

Cuarta.adición y sustracción. 

Quinta.orden entre fraccioOnes,conversión de rracciones a 

fracciones equivaientes,adición y sustracción de fracciones cuyos 
denominadores no son múltiplo uno de otro. 

Sexta, conversión a decimales.adición y sustracción de fracciones 

con denominadores cualesqUiera, adición y sustracción de 
racionales en su expresión decimal. 
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Séptima, problem~s ari t.mét..icos que· se resuelven con adición y 

sustracción de fracciones. 

Octava.aplicaciones de fracciones a todos continuos físico. 

En el quinto año de este ciclo, está presente en lás siguientes 
unidades: 

Primer, con equivalencia y orden entre fracciones.· 

Segunda, con adición y sustracción de fracciones comunes y 

decimales. 

Quinta, antecedentes para racionales como cocientes de enteros. 

Sexta.propiedades de la multiplicación con fracciones. 

Septima, división de fracciones vía inverso multiplicativo. 

Octava, Resolución de problemas con fracciones. 

En el sexto y último año de este ciclo, aparece en cada una de las 
cinco unidades que sepresentan a continuación, con los contenidos 
allí mencionados: 

Primera,n~mero racional como medida o punto en la recta numérica. 

Segunda, adición y sustracción de racionales vía equivalencia, 
algoritmo general. 

Cuarta, Equivalencia entre fracciones para resol ver problemas de 
porcentaje. 

Sexta, Problemas de porcentaje. 

Octava, Problemas prácticos de porcentaje. 
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Como muestra el listado anterior, se detectan en 8 unidades de 

estos programas, trabajos para algoritmia. 

En ellos la adición y la sustracción se desarrollan de manera 

tradicional, es decir, en función de la relación entre los 

denominadores o 'por casos", se incluyen· ademas· las operaciones 

para las expresiones decimales.de los racionales. 

Se .i~cluyen algoritmos para convertir fracciones a· .fracciones 

equivalentes y a fracciones decimales, por supue~to tambien 

equivalentes. 

Sólo_ en una unidad se detectaron propiedades de las operaciones, e 

inmediatamente se utilizan para introducir el algorltmo de la 

di visión. 

En dos unidades se trabaja .el orden. y en cuatro se resuelven 

problemas con racionales. 

En esta revisión, se reconoce la presencia de las siguientes 

interpretaciones, de entre las planteadas en KierenC1976): 

* fracción como relación parte-todo 

* clase de equivalencia, en tanto que se trabajan fracciones 

equivalentes 

* cociente de enteros 

* decimal periódico 

* medida o punto en la recta numérica 

* elemento de un campo de cocientes 
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Observaciones. 

Por lo hasta aqtJí dicho, se p1Jede señalar q1Je hay 1Jna gran· 

preponderancia de los. aspectos algodtnlicos en estos programas. 

Que no se incl1Jye el súbconstr1Jcto operador multiplicativo> 

Que no parece factible conformar el concepto de número racional 

como conglomerado de sus interpretaci.ones a partir de tJn 

tratamiento · de este tipo, y que la secuencia 

·conocimiento-ejercicioaplicación-, tampoco contribuye a que se 

logre. 
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APEJIDICE 2 
Escuela de procedencia ___________________ _ 

Nombre Edad 
----------------- ~--a~ño_s _____ m_e-se~s=-----

Fe<lha 
Lee cuidadosamente antes de contestar. Si alguna ·parte se te dificulta , déja­

la por el ·momento y sigue adelante. Al tenninar reyresa e intenta contestarla. 

Si algo de lo que se te pregunta no lo sabes , escribe una notita Lliciendole. 

GRACIAS POR TIJ COLABORACION • · 

l. Pon una cruz bajo aquellas figuras que esten divididas en: 1ª. 
·1 l B cuartos l 
a) b) e)~ 

~(!} * .11 ( . 11 quintos 
~) e~_ 

t() . @ 
z. En la linea bajo cada figura i:xpresa con una fracción aue parte de la 

figura estt sombreada • 

a) b)__ e) __ _ 

3. Expresa con una fracción , que parte del total de tritn~los en el caso (it), 
r 

y de dculos en el caso ~ , esd sombre:ida 

(JJ o o ,,A¡,. ~ 

. (/J) o @º ~ J. ~ 
o 1-> ¡· ,µ m <lfJ 

a) 
: rf1 b 
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4. Sombrea : 
en a) 7/10 del total de c~rculos, 
en b) ~/4 del total de cuadrados 

ºººº a) o 
o o o 

o o 

b} 

a O 
o tl 

a 
() a a o 

S. Concidera el.rect~gulo como.unidad y dibuja los que te sean neces~rios · 
para poder sOG'.brear en ellos 

· a) .15/8 

b)l3/4 

6. ¿ES cierto que 3/9 , 9/Z7 , .6/18 , S/15 , y 14/4Z son el mismo número? 

7. ¿De que otro modo puedes eX¡>resar cada ma de las . siguientes fraccio­
nes? ¿Porqu&? 

1J . 

a) 18/3·•. 
b) 45/25 • 
e) 37/11 • 
d). 16~0/30 • 

8. Ordena de menor a may~r los siguientes números : -1/S , 1 , O , 2/10 , 
-2/10 • -1 • 1/2 .• 4/16 • -~/6 • ll/4 • 
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Localiza los números anteriores en ia siguiente recta num~rica, marca~dolos 
sobre ella con un punto gIUeso y escribiendo arriba el ni?inero del que se 
trata • 

9. Las siguientes multiplicaciones est~ correctamente realizadas 

a) 1/~ X ~/4 • ~/8 

b) 3/2 X 7/5 • 21/10 
Para cada una de ellas ordena de menor a mayor los factores y el produc­
to o resultado 
a) ____ _ 

b) ___ _ 

':f:r ¿Porqu~ resulto as~? 

10. ¿Se puede en~ontrar algi'Jn. n<ime. ro entre O y 1/3. ? ¿Porqu6? 
IDJ- . 

11. Encuentra tres n<mieros entre 1/4 y 1/2 Exnlica como los encontraste 
- :U.]) 

12. Escribe las siguientes fracciones como núneros decimales 
a) 1/8 • 

b) 2/7 • 

c) 1/3 • 
d) 7/5 • 

/Z. p ¿Como las obtuviste? 

12 J ¿Porqu67 

13. Escribe la fracci6n que corresponda a cada uno de los sifUientes nú­
meros: 
a) 0.25 • 
b) 0.125 • 

c) 1.5 "' 
13../) ¿Como los obtuviste? 
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14. Efcqua las siguientes operaciones y exnlica )Xlra cada una norciu6 lo 
hiciste así 19<>-.J o...P/e.J 

a) 1/2 + 1/4 + 1/8 = 

b),1/2 - (1/4 - 2/8) = 

e) (1/2 - 1/4\ ) - 2/8 = 

·. d) :·S/6 X 3/9 = 

e) 3/7 .;- 5/2 = 

15 • En 'cada operaci6n , escribe el factor que falta nara que esté 
0

co­
rrectanmente realizada: 
a) 7 /3 X / = 7 /3 

b) 3/8 X / = 1 

Lee los siguÍentes enunciados y contesta las prej(Ufltas en cada uno 
• .. L · L 16. A juan .le heredaron 2/8 partes de un terreno de 4000 m . El ven-

dio' las 3/4 partes de su terreno 
a) ¿Qué superficie hered6? 

b) ¿Qué superficie vendi6? 

e) ¿Con qué superficie se qued6? 

17. Pedro le regal6 a su amigo Angel la tercera parte de sus revistas 
de cine • Regal6 a su amiga Patricia cuatro doceavas partes de las re­
vistas que tenía originalmente. 
a) ¿"1ién de sus amigos recibi6 mayor parte de las revistas? 

"b) ¿Con qué parte de las revistas originales se qued6 Pedro?º 
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