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I N TR OD UCCI ©ON
A Presentacién del Traba jo.

En el presente trabajo se intenta contribuir a latipificacién de
los problemas de aprendizaje que, en torno seis interpretaciones
del concepto de numero racional,tienen los alumnos de primer
ingreso al bachillerato del Colegio de Ciencias y Humanidades,
para propiciar tratamientos diddcticos mds adecuados para el tema
o detectar los trabajos prevlds. de investigacidén o de otra
indole, necesarics para poder llegar a formularlas.

El trabajo consta de cuatro capitulos.

En el primer capitulo, se ;t.ie'ndén algunos  de los aspectos ‘
cognitivos,  matemiticos e instruccicnales referentes al

nimero racicnal, a partir del anilisis de KierenC1978), mediante

el andlisis critico del texto.

Teniendo a la base este ana‘lisis. que también permite
ubicar el .problema de dprendiza_je que nos ocupa en su contexto, es
decir en el imbito de la educacién matemdtica, 'se desarrolld el
restoc del tra'bajo.asi' en este capitulc se atienden los referentes
tedricos del trabajo. '

Las precisiones que, respecto a los problemas de aprendizaje del
.concepto de numero racional tiene los alumnos de primer ingreso

. al bachillerato del Colegio de Ciencias y Humanidades, se

obtuvieron mediante un estudio exploratorlo que se presenta en el
segundo capitulo.

B cuestionario‘ a partir del cual se desarrollé el esmdio
. exploratorio, indaga acerca de séis dé las siete interpretaciones
. que “plantea Kieren(1976), - atendiendo el concepto de  numero
' racional como fraccién o relacién parte-todo. cociente de enteros,



decimal periddico, aspectos del racional como clase de
equivalencia al indagar acerca de fracciones equivalente, elemento
de un campc de cocientes ordenade infinito, Y operador
miltiplicative o mapeo.

El andlisis de las respuestas de los estudiantes fué un andlisis
cualitativo.

Dade que el concepto matemidtico es, en s{ mismo, una de las
variables fundamentales en los aprendizajes matemdticos; que las
mediaciones necesarias para tales aprendizajes en una institucidn
escolarizada entre el concepto matemdtico y el estudiante podrian
ser mas adecuadas a partir del reconocimiento explicito de las
dificultades }xnat.emat.icas del concepto,se incluyd un tercer
capi{tulo para atender estos aspéctos.

En ¢l se presentan algunas de las definiciones matemdticas de
numero ' racional y se muestra que son equivalentes .Ademds se
exhiben las dificultades para hacer explicita la definicidn
correspondiente - al numerc racional como decimal finito o

" periddico.

Por dltimo se presentan las reflexiones a2 las que el trabajo
desarrollado did pie , tanto en relacidon con el problema de-
aprendizaje como a sus posibles causas y los trabajos gque se
estima Serian de dtilidad para generar alternativas viables al
problema planteado . . - .
El trabajo.tambien llevé a reflexiones de Indole mis general, por
ejemplo en cuanto a problemas curriculares y de formacién de los

docentes . -

"De’ maneri especial -destaca la ne'cesldad de desarrollar
inves ugacién educativa para un desempeﬂo docente eficaz.

";Ec}rqué. se eligid este pxjgbl'ema para el preseni.e .t.raba'Jo?v ‘

J<En qué sentido el : desempefio de los estudiantes respecto al miméro,



racional es un problema , y de que manera estd involucrado en esta
situacidén el docent,e?

;Desde que dptica se estd enfocando el problema .,el trabajo que'en
torno a €1 se ha desarrollado y sus resultados?

Las preguntas anteriores son seguramente parte de las preguntas
qué ante un trabajo de tesis se plantea un lector.

‘A continuacidn se trata de darles respuesta, y hacer explicitas
algunas concepciones que sustentan este trabajo.

B. La comunicacidn .

La primera concepcidén que se .asume explicitamente por su
importancia, ya que esti presente en todo intento de
comunicacién entre los seres humanosy por lo tanto en el presente
trabajo, es el de que la comunicacidn no es perfecta; que existe
siempre una interpretacicn por parte del receptor, de lo que se
le pretende comunicar; de una manera muy esquemdtica dirfamos que
consiste en :

A emite un mensaje, oral, escrito, corporal, etc., que guicre
olgnificor. X, B recibe el mensaje y pese al traslape en el
dominic que de tal 1lenguaje posean ambos,dadas las
caracteristicas individuales, que incluyen las concepciones
t‘iloss&ticas e idecldgicas de los sujetos,lo interpreta como
X

Asumir explicitamente estza  necesidad de = lterpretan,  tiene
,especlal' impcrtancia .en el capitule 'relativo al estudio
exploratoric donde, evidentemente, el andlisis cualitativo de las
respuestas escritas de los es!,udl.antes tuvo como t‘ntro la

El  esquema presentado tiene amph.a. tundamontocu.6n on oaldmann Lucien.

importancia. del conco;ito. " de conciencia posible . pud la comunicacidn;

~el conceptlo do “informacién: en. la ciencia cqntomporénoa; siglo |
KNI Ed.: l.x,tm "



interpretacidn de la que estc escribe,

C Un problema detectado en la prictica docente .

C.1 Algunos de los errores de los estudiantes respecto
al numero raciocnal.

A través de mi prdctica docente en el bachillerato del Colegio de
Ciencias y Humanidades, he reconocido errores de los estudiantes,
referidos a numero racional, come los siguientes:

Al ordenar los numercs :-2, 172, 0, B/C-4), -1, 14, 4/12;
responden : -18.9, -2, -1, 0, 1/2, 174, 8/-4, 4r18

Al efectuar operaciones se encuentran respuestas como :

1728 - 174 = 11 = -1

23 x 94 = ex4 = 4
X g

17 + 832 + 371z = 622

147 & 973 = 7x3 / 14x@ = 21 7/ 126

n

372 x 174 1272
32 x 94 = 27 /8 = 9/4 -
372 .+ 174 = 3/8_

317 4+ 5@ = .6/,38

58 x 3/9 = (5x9(0x3) 7 (6x)



En localizacidn en la recta numérica , surgen respuestas como ;
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Por el momentc no interesa discutir aqui los errores presentados
ni sus posibles causas, sino simplemente, llamar la atencidn
acerca de su existencia, probablemente familiar para cualquier
docente de nivel medio superior. ‘

c.2
Los antecedentes de los estudiantes respecto a nlimero racional

El numero raciocnal es un contenido presente en la curricula previa
al bachillerato, como se verd en seguida a grandes rasgos para la
primaria.

En una breve revision en la que se tratd de detectar la presencia
del numerc racional bajo cualquiera de las siete interpretaciones
de Kieren(1975), en los programas y libros gratuitos de texto
vigentes pa'ra la escuela primaria se encontré que :

El concepto estd presente en los seis grados del cicloc, bajo
algunas de las interpretaciones de Kieren (1975,

‘Lo encontramos preformandese a través de ejercicios que implican

la relacidn parte-todo,antecedentes algebraicos vy notacidén
. : 4 .

posicional base diez, en primero , segundo y tercer afios.

El concepto mismo se presenta en los tres afios restantes de este
ciclo, como veremos a continuacidn.

Cuarto grado, en las unidades :
2

" posteriormente a esta " parte del tratajo  se pudo  disponer de
andlisis * detaltado " del .tralamiento do la  relactén  parte-todo - en , .-

Figueros(1989)

. un
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2, algoritmia, adicidn por casocs;

3, introduccidn del orden a travds de la longitud de segmentos.
fundamentos para la densidad;

"4, adicién y sustraccidn;

5, orden entre fracciones, conversién de fracciones a2 fracciones
equivalentes, adicion ¥y sustraccion de . fracciones con.
denomi nadores miltiplo uno de otro;

6, conversidén a decimales, adicidén y sustraccidén de fracciones
con denominadores cualesquiera , adicidn y sustraccidn

de racionales en su expresidn decimal;

7, problemas aritméticos que se resuelven con adicidén o
sustraccidén de fracciones;

8, aplicacidén de fracciones a todos continuos fisicos.

Quinto grado, en las unidades:

1, equivalencia y orden entre fracciocnes;

2, adlcidén y sustraccidn de fracciones comunes y decimales;
‘5, antecedentes para racionales como cocientes de enteros;
6, propiedades de la multiplicacidn con racionales;

7, divisién entre fracciones via inverso multiplicativo ;

8, resclucidn de problemas con fracciones .

-Sexto grado, en las unidades:

1, ndmero racional como longitud en la recta numérica;

2,adicidén 'y Sustracclén de racionales via'eduivqlencié. 'algorit.mo
general, . - . .

4. equivalencia entre rracclones para resol ver problemas de

porcem.aje. ’ :

6, problemas de porcenta_je. -

8, problemas préct..lcos de porcent.aje

Asi se detectan en ocho unidades traﬁajos para algoritmia. ’

En ellos 1a adicién Yy la sustraccidn se desarrollan de manera
: .tradicional ‘en; funcién de las re;ici_ones existentes entre los
denominadores,es decir'por. casos’, también se incluyen. trabajos
de algoritmia para la expresidn decimal de los.racionales y se
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incluyen algoritmos para convertir fraccionesa fracéi ones
equivalentes o a decimales.

Sélo en una unidad se encuentran propiedades de las operacicnes y
se usan inmediatamente para introducir la divisidn,

En dos unidades se trabaja el orden y en cuatrco se resuelven
problemas con racionales.

Por lo tantc podemos reconocerlaclara preponderancia del trabajo
algoritmico, la ausencia de un trabajo sistemitico del racional
comc operador multiplicativo © mapec y, presente sobre todo en
sexto grado,la secuencia : '

‘conocimiento - ejercicio - problemas de *“ aplicacién® °*

'Se sabe ademds que en el ciclo siguiente el contenidoc nudmeroc
racional vuelve a estar presente en los tres grados que 1o forman,
ya sea como un tema en s{ mismo, ya Sea por el uso que de €l se
hace para otros contenidos.

Por lo tanto , el estudiante de primer ingreso a bachllleratb,ha
tenido,al menos como planteamiento curricular en los nueve afios de .
escolaridad previa al mismo, el aprendizaje de numerc racional
‘come uno de los aprendizajes a lograr.

‘As{, 105' errores a loé que: nos hemos referimos se tipifican como’ .
un problema, el problema de no haber logrado un aprendizaje
propuesto a través de nueve afios de escolaridad.

C.3 El ndmero racional y los programas de bachillerato

En los programas de bachilleratoel concepto de numero  racional .
reaparece' directamente. como' contenido _en algunos .Cursos,. o
indirectamente por la utilizacidén que de él se hace para trabajar
otros contenidos tantc matemaucos como . de otras - zireas de

-conoci ml ento.



Algunos de esos contenidos, en el caso especifico de los programas
de matemiticas del plantel Sur del Colegioc de Ciencias vy
Humanidades son:

En los cursos de Matemiticas I y II , sistemas numéricos ,
ecuaciones e inecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones e
inecuaciones 1lineales, ecuaciones cuadrdticas, sistemas de
ecuaciones cuadraticas, y razones, proporciones y porcentajes .

En los cursos de Matemdticas III y IV, o, los diversos curso
correspondientes a los semestres quintoc y sexto se requiere para
contenidos como razén, proporcidn, semejanza, congruencia, razdén y
razén de cambio, derivada y probabilidad.

Por lo hasta aqui planteadc se tiene, que la curricula previa al
bachillerato indica que en varios aspectos el concepto de numero
racional deberia ser uno de los aprendizajes logrados antes de ese
ciclo escolar; los errores detectados en el desempefioc de los
estudiantes respecto al numerc racional permiten poner en duda que
tal aprendizaje se haya logrado realmente y la curricula del
bachillerato requiere de un conocimiento basico del nimero
racional para lograr otros aprendizajes.

D. Los aprendliajes de los estudiantes , razdén de ser de las
instituciones educativas.

La escuela, es decir, las diversas instituciones’ educativas de que
se dota una sociedad , tiene como tarea fundamental educar a los
‘estudiantes qhe’ a ella acuden; es decir , basicamente contribuir a
la formacidén de' valores y criterios, a }a obtencién de
'conécign.tent.os. al desarrollo de habilidades y a la socializacidn
del educando; es decir all-,:loqro de diferentes aprendizafes.

El  surgimiento de la escuela como institucion claramente
diferenciada del aparato productivo de la sociedad, responde
esencialmente a 1a complejidad creciente de esta Gltima, y plantea
serios problemas. : ’ ‘ A



Problemas en el orden de la formacién de valores en el educando,
que podemos sintetizar en la disyuntiva escuela reproductora del
statu quo vs., escuela promotora del cambio social.

Problemas en funcicdn de la relacidn aprendizajes- vida productiva
y cotidiana, ya que la escuela como institucidn especializada en
la educacidén y claramente diferenciada de los otros dambitos de la
scciedad, requiere de una serie de mediaciones como el
curriculum, los textos, y demas materiales de apoyoc para promover
los aprendizajes ttiles en esos dmbitos, por mencionar algunos de
los que, siendo importantes son tambien relativamente accesibles,
a diferencia de otros , igual ¢ mds importantes,como el curriculum
oculto y el vivido o real.

Pese a estos problemas, el logro de los aprendizajes por parte de
los estudiantes que pla_nt.ea el curriculum de cada institucidn
educativa, es la razén sccial de su existencia, y en la
consecucidn de tales logros el docente tiene un papel especifico y
de alta responsabilidad .

D.1 El papel del docente en el logro de los aprendizajes

"'\C;oncebido el docente , en una primera aproximacidén, como el
encargade de promover los aprendizajes de los estudiantes, la
situacién problemdtica en torno al aprendizaje de némero racional
anteriormente planteada demanda su atencidn y trabajo para
resolverla . ' ‘

A Se tiene as{ una situacién en torno a 'un aprendizaje especifico,
que. plantea al docente del bachillerato del Colegio de Ciencias y

Humanidades un problema. el que los estudiantes que atiende logren .’ '

el aprend.lzaje de nuimero racional - que no lograron en los nueve
afios de esc_olarldad previa, eliminando as{ obst.éculo* para otros
aprendizajes que plantea el curriculum del mismo bachillerato.

‘Concebidas as{ las cosas trabajs, ‘en’ distintos momentos,
"intentando resolver los problemas que: respectc al concepto de



nimerc racional manifestaban los alumnos de primer ingresc al
bachillerato del Colegic de Ciencias y Humanidades, y que detecté,
empiricamente, a través de la priactica docente.

E. Los intentos previos .

Intentando contribuir a resolver la problemidtica que en torno al
aprendizaje del numero f;cional se ha descrito, se desarrollaron
en tres momentos diferentes instrumentaciones didicticas para el
trabajo con numercs racionales en el primer semestre del
bachilleratc del Colegic.

El grado de fundamentacion teorica y sistematizacién de las
propuestas se incrementé de una a otra buscando mejorar los
resultados alcanzados en cada una de ellas. '

Asi en la primera se manejardn, como resultado de mi formacidn
profesional y experiencia docente, las siguientesconcepciones :

”* el problema de aprendizaje detectado, como esencialmente
algoritmico '
® el concepto de numerc racional como: cociente de enteros,
algunos aspectos del racional como clase de equivalencia, y el
/racional como elemento de un campo de cocientes
% el aprendizaje como aprendizaje slgﬁif‘icativo. al trabajar los
distintos aspectos del numero racional antes mencicnados en el
momento que”se requerian, y '.no como un tema especial ‘
»® el estudiante como un sujeto ubicado en el trdnsito de la etapa
de las operaciones concretas 2 la de las operaclonés formales, con
preponderancia de esta Gltima etapa, y con dominio llnguist£~co
suficiente, tanto oral como escrito; al utilizar basicamente
’ leéf.urés. exposiciones, solucién de problemas y"_elaboracién de
" cuadros sirnépt.icés' para la instrumentacidn didéctica.

La 1n§@.run)e'ng,§cién didictica se -planteo globalmente, se

"def.ermimii‘on ‘los materiales’ bisicos para el trabajo y se
elaborar_on los exdmenes, pero no hubo una planeacidén detallada de
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las sesiones ni un diagndstico inicial que permitiera valorar los
resultados de la instrumentacidn.

La mejoria alxjorit,mica inmetiads, que se detectd, junto con la
perdida de la misma en menosde dos semestrespermitis reconccer que
ol mense eluidobon los algoritmos, pero que ese olvido era sdélo un
sintoma.

Surge asi la idea de que el problema consiste en la carencia de
dignificeds para los estudiantes, de los algoritmos en cuestidn.

En el segundo intento se reconocid que el problema no era la falta
de retencioén de algoritmos, que esto era sélo un sintoma,y ahora
se tipificd el problema como dncomprencidn de dao  eneracienes
entre  raclenales JLas dificultades que manifestaron los

.estudiantes para manejar el orden entre raciocnales, indicé que

habia mas de un problema,

Se reconocid tambien , que la nocidn que del estudifante se habia
manejado era incorrecta, no habfia tal dominio linguUistico,y se
apreé:i\é empiricamente mediante la observacidn del grupc, que era

’ heterogqneo en cuanto al nivel de desarrollo.

El  aprendizaje se interpretd en un sentido préximo al
constructivista al trabajar primero con material concreto
manipulable, resolver problemas de razonamiento aritmético que
involucran racionales,discutir e interrelacionar. los trabajos asf
hechos en - relacidn al nimero racional ¥, ‘'posteriormente,
manejarlo mediante notacidén simbdlica e introducir una cierta

formalizacidn.

Se mantuvo el cohcépt;o de -racional éentr,ado en los mismos tres
aspectos de la primera experiencia,cociente de enteros, aspectos’

de clase de equivalencia y elemento de un campo de cocientes

' infintto prdénado .

‘ El ‘material concreto manipulable lo el aborar‘on los mismos. alumnos.

11



Consistia en un juego de tarjetas de diversos tamafics, donde: la
mayor jugaba el papel de la unidad y las restantes eran medios,
cuartos, octavos, tercios sextos o doceavos de la misma.

Mediante el andlisis de las diversas formas de ‘cubrir’® una cierta
tarjeta con otras, inclusc mayores que ella, se busco propiciar la
formacidn de las nociones que permitieran la comprensicidén de las
operaciones de adicidén y sustraccidén, asi{ como el orden.

'Suponia que con estas bases el estudiante podria comprender al
menos los algoritmos de adicidén y sustraccidn, y ~que
postoriormente ‘tomando partes de partes’, podria aprehender la
multiplicacidn y su inversa.
Ambos supuestos fallaron, las carencias algoritmicas de la mayoria
se mantuvieron,cierta claridad conceptual se logré en aquellos que
inicialmente no tenian esas carencias, el material fué rechazado
‘por ser para nifios’, y por referirse a algo que ‘ya sabfan’ ,
porque ‘ya se los habian ensefado’.

Claramente se manifestd la falta de atencidn que se habia tenido
al disefiar el material,descuidando tanto la etapa de desarrollo en.
que se encontraban los estudiantes, como su escolaridad previa.

El tercero de estos intentos tenia un contextoc diferente, fué
untrabajo desarrollado colectivamente en un curso de la Maestria. .
En ei\se tomG: en cuenta , entre otras cosas, que el concepto de
numero rac.lonal permite diversas 1nterpretaclones se traté de
atender la escolaridad previa de los estudiantes y el que ‘ya no
son nlﬁqs’. es decir, el que-la poblacidn mis frecuente en los dos .-
_ primeros turnos del plantel es de adolecentes de entre 15 y -16
afios, y que , 'hipot.eucamente. se -encuentra en la etapa de las
‘operaciones formales. Lo ' '

Se trabajaron lofs slgdientes pe't.cs del m’hwro racion;n:

En - este aspecto’.. ol trabajo tomo - on' cuontu tos aspectos , . o

.inl.orprol.cctoms de’ nimero racional, planteados en Kuron donm.

i2



fracciones, cocientes de  entercs, fracciones de equivalencia,
razones, operador multiplicativo y elemento de un campo de
cocientes.

Se mantuve un enfoque constructivista , con manejo de materiales
concretos manipulables , solucidn y plantec de problemas que
involucraran numercs racicnales , y deteccidn de regularidades que
permitieran reconccer las propiedades de los racionales,

Los resultados no mejoraron notablemente y las sesiones planeadas
para desarrollar el contenido en el curso ocuparon un tiempoa mucho
mayor al previsto, desbalanceidndolo,lo quehizo notar la necesidad
de atender mds cuidadosamente el curriculum del bachillerato para
un disefio de ese tipo.

Estas experiéncias condujercn a la necesidad de precicor el
predleme , como pasc previc para pqder intentar resolverlo
con posibilidades de €xito . '

F. Algunos Pardmetros para' un Problema de Aprendizaje Matemdtico.

Los aprendizajes logrados por los alumnos de una institucidn
educativa dependen de mGltiples factores.

Alguhos autores, como Campos M., A., Furldn A., et al. (1979}
'pla.ntean que 1la estrqctura didatica contempla el maést.ro.el
alumno, su aprendi‘zaje . y la institucidn educativa en que se
‘desarrolla , y se puede esgquematizar como: _ n‘a
- S— ,?A — 01
ED

Donde M es el maestro; S el sujeto. que va a aprender (o
e;Ludignte); 0A el .objeto de aprendizaje o agquello que va a
apr_énder; T OB los objetivos ’ curriculares‘. como.' aspecto
"repreﬁenta;lvo de la institucidn educativa, y ED la estrateégia
dida’ttiqa dlseﬁada por - el ‘maestro en -funcidén del contenido

13



especifico(en nuestro caso matemiticol,los objetivos curriculares
y los estudiantes,para propiciar su apropiacidn del objeto de
aprendizaje .

De esta manera el sujetc se apropia del obje(.o de
aprendizaje con la mediacién del maestrc y en el marco de
la institucidn educativa especifica.

El maestro al atender ese marco, y el curriculum mismo de la
institucidn,plantean un cobjeto de aprendizaje que no es idéntico
al contenido especifico de la ciencia en cuestidn ; esto puede
ser, por ejemplc porgue se restr%nja alguno de sus conceptos a
sélo alguno de sus subconstructos ; © sélo establezca algunas de -
las relaciones existentes entre los conceptbs que le son propiocs,c
entre los subconstructos, si es el caso. '

Es, sin embargo, necesaric que este cobjeto de aprendizaje. se
apegue en todas las partes que de €1 se manejen al manejado en la
ciencia, sSi se quiere lograr un aprendizaje que acerque al
conocimiento cientifico ¥ no que alejede €l .

De esta manera los aprendizajes dependen de un contenido
cientifico espe:ific_o. la aprehensicn que de dicho contenido tiene
el docente, las caracteristicas del sujetc que va a aprender ¢ zl
menos las que se refieren a sus aprendizajes prevics,su nivel de
desarrollo, etc), la institucidn educativa al menos en términos de
Los conceplos son ° enies construidos por tos seres . humanos. La

construccién de un conceplo tiene sU genesis Y, en el coso de tos

conceplos matemdticos,algunos de ellos alcanzan en - determinada etapa de

‘la historta - de las matemdticas Qnu definicidn. Algunos de los Féncep&os
estdn constitutdos por varios conceplos ceonstituidos en » diferentes:
etapas histéricas ' Y que gu‘o'rdan rélaciones especificas entre - si. - De
_ocyerdo o Chomsky(19?70) \lamaremés .o los conceples  ° constructos (por..'. !
construidos), y a tos concobtos cbnsti.l_u'tivcs de otro; concep t o, en el

sentido antes explicado,subconstiructos
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su curriculum Cobjetivos,contenidos,textos de uso universal, si es
el caso), Yy la instrumentacicdn especifica del contenido en el
curso en cuestioén .

La instrumentacidn del contenidc en el curso , depende a su vez no
sdloc de la aprehensidn que de dicho contenide tenga el docente
,sino de su concepcidn de aprendizaje ,de ensehanza y de la
ciencia a2 que pertenece el contenido, as{ como del 'sujeto que
aprenderd, es decir el estudiante .

Lo hasta aqui ©planteado serian algunas delas variables
fundamentales que, restringiendo el problema de los eprendizajes
escolares al marco de la institucidn educativa y sus diversos
componentes, habria que atender, dada la coincidencia que se tiene
con dichas posicicones. :

En un trabajo individual a desarrollar en un tiempo
relativamente corto , abordar tedos estos aspectos es:

practicamente imposible

Por lc tanto, en este trabajo se restrigen aun mds las variables
atendidas, como veremecs a continuacidn, '

F.1 Los parametros para este trabajo.

En cuanto a la nificacidn del! nivel de deocarwsils del estudiante
de primer ingresc al bachillerato, noc se abordard en el presente
trabajo, pues, por si sdélo, demanda un trabajo al  menos
" equivalente al presente. ' )
Me limito a seflalar que al r_esbecto. ‘se Qrabajé desde una
posicién acorde con la teoria psic'ogéneuca y, en ese sentido, el
desarrollo histérico del contenido, al menos por los obstdculos
eplstemclégiccs‘ presentes en el mismo, es’ también un aépecto'
involucrade en el apren;ﬂ‘.zaje de lcs estudiantes, gque por lo Lanto.
habria que atender y que, nuevament.e‘. podria ser tema de una tesis
de maestria. . o
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‘La importancia del concepto matematico a aprender, llevé a hacer
explfcita la concepcidn que se sustenta respecto al concento
matemdiice de  numero racional y la  tipificacidn de los
significados que al emplearlc se le da, 21 menos en algunos
dmbitos.

Se indagd tambien acerca de los elementos que deberd poseer el
estudiante para aprender el concepto y utilizarlo correctamente de

acuerdo a esos significados.

Dado que los alumnos de primer ingreso al bachillerato del Colegic
tienen una escolaridad previa de al menos nueve afos se trato de
tener un panorama curricular de lo que los egresados de secundaria
deberlan saber al respecto, ¥y en su caso,detectar algunas de las
posibles causas del. problema, al menos por omisidn de aspectos
fundamentales para tal aprendizaje en los programas.los resultados
alcanzados se encuentran en el apéndice 1. ’

En este marco las expresiones concretas del problema en el
desempefio escolar del estudiante, fueron indagadas. )

A la base del trabajo y la atencidn a los cuatro pardmetros antes
mencionados, estd esencialmente,Kieren(i1975).

El trabajo y la atencidn en €l a los pardmetros antes mencionados,

se realizd mediante andlisis bibligrdfico.'se desarrolld tambienun

estudio exploratorio y, en alguna medida, los trabajos en torno al

concepto matemitico de nidmero racional atienden aspectos qhe’si
bien no son desconocidos no son usualesen 1a,b1bliogréfia .
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I REFERENTES TEORICOS
I.1 La aproximacidn a los referentes tedricos.

Los elementos tedricos que fundamentan este trabajo se definieron
escencialmente a partir del andlisis critico de Kieren(1975),

En este capftulo se presentan tanto el andlisis del texto como la
posicidén que ante €1 se asume, planteada a través de algunos
cuestionamientos que desde otras posiciones tedricas se hicieron y
algunas precisicnes acerca de 1ds conceptos centrales del mismo.

Las coincidencias y las diferencias con los planteamientos de
Kieren(1975), que se presentan aqui, constituyen los elementos
tedricos bisicos para el resto de este trabajo.

Dado que el significado que un sujeto construye al leer un texto
estd en funcidn del textd completo, com plantea CassetiC1980): ‘tLa
coherencia, ta integridad v 1.3 comunicatividad del 'taxto (sobrb
laque insisten en parte vVvan Digk 1972 b, Dressler 1972 y  Schimdl
19078; respectivamente vy Que alejan  decididamente el texto de un
conglomerado cuolquiera de signos para hacer de 6l una unidad. que
lo alejo de eer wuna forma molecular pora  determinarlo como  un
todo) son verificables a diferentes niveles.

l:i primero " es indudpblemento el de una cierta organizacidén
{nternaque se realiza ~ ante - todo como  cohesidn entre los  varios
,c'onév.ructos. " y por lo tanto influido por su ‘estructura, ei
ar{dlisis que se hace de KierenC1975> incluye la estructura y el
contenido del Lext,o. centrindose en los concept,os principales del
mismo . ’ '

1.2 La estructura de.l Texto de Kieren(1978).

El articulo estd estructurado en doce secclones:.‘
% Perspectivas en numeros racionales.
” Numeros raclonales como fracciones

»* - Numeros racionales como clases de equivalenc:la ‘de :‘racclones.
% Numeros racionales como razones numéricas
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® Numeros racionales como operadores ¢ mapeos

#Nimeros racionales como elementos de un campo de cocientes.

® Nimeros racionales como medidas

® Ndmeros racionales como fracciones decimales.

* Nimeros racionales-Un conglomerado.

% Investigaciones necesarias acerca del aprendizaje de numeros
racionales,

®* Un modelo de investigacidn curricular y sus implicaciones.

® Instrumentacién de un modelc general para investigacidn de
nimeros racionales

En la primera, perspectivas en numeros racionales, Kieren muestra

" en que contexto se da el problema que quiere atender y el problema

misme. Aclarando que lo enfrentard mediante un andlisis ldgico,
al que justifica y del que plantea que se deberin derivar
investigaciones y sugerencias de secuencias de experiencias de
aprendizaje para lograr la adquisicidn del concepto; planteando su
propuesta pararesclverlo.

Esta consiste en conformar el conceptc de numero racicnal como un
conglomerado de las diversas interpnelaciones que de €1 se

hacen.

Kieren sefiala que se referird sdlo a algunas de estas, y que no

. .intenta ser exhaustivo.

Las siete (nleampelaciones de los numeros racionales con las que
traba,ja son:

1. "‘-Nv.':merps racionales son {chm "las cuales pueden ser

_comparadas, sumadas, restadas, etc.( se desarrolla en la segunda
“seccidn del articulod. -

2. Nameros racionales son fuacciones decimates, oo cuokes forman
ura extensidn’ catuwwd (via nuestro sistema de numeracidn) de los

" nUmeros - enteros.  (Se ‘desarrolla en la octava seccidn del ;

articulod. - s : .
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‘3. Numeros racicnales son daces de equivalencia de faccienes.
Asi {12, 274, 3/6,...} y {23, 46, 6s9,...} son numeros
racionales (La desarrolla en la tercera seccidnl,

4, Numeros racionales son niumeros de la forma P/Q, donde P,Q son
enterocs y Q » 0. En esta forma los ntmeros racionales son
“razenes” de numeros. Esta {(nterpretocidn la desarrolla en la
cuarta seccidn.

5. Numeros racionales son- enewdenes  aultinlicativeo  CP.E.
reductores, amplificadores, etc.2>. ( Desarrolldn en la quinta
secciond,

6. Numeros racionales son elementos de un campo de coclentes
‘infinitoc ordenado. Son numeros de la forma X = P/Q donde X
satisface la ecuacidn QX = P. Cesta la desarrolla en la seccidn
“sexta del articulod. :

© 7. Numeros racionales son medidas ¢ nunleo en lo recta lmenica,
C(es desarrollada en la séptima seccidnd.

Kieren no da un significado espéci“co al orden en que presenta
las interpretociones, sSolo  es  una forma de introducirlas; sin
embargo, ese orden no corresponde al orden en que las desarrolla
‘en las distintas secciones del art{culo. .

Concretamente la segunda (nterpredacidn : numeros racionales son
fracciones decimales... es relegada hasta la octava seccién para
su desarrollo, quedando as{ en Wultime lugar respedo a las

restantes duernelaciones.

-‘La diferencia de extensidn en cada uno de estos desarrollos es

'.not.able‘. asf para ‘“elemento de un campo® y “operador

multiplicativo” dedica mis de siete y mds de cinco paginas. a.
. “cociente de ent.eros" dos y rlnalment.e a “declmales“ sdlo ‘un’ poco
mds de una.
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Esta diferencia parece deberse a la extensidn de las estwuctures
uwmwmw' que contiene cada uno de ellos, aunque también
tienen diferente extensidn las estaucturas cegnitivas  cenexad
correspondientes, lo cual puede interpretarse como un indicic del
grado de conocimiento existente acerca de estos aspectos.

En esta misma secci;’:n hace explicita su estrategia para abordar
esta temitica y elaborar el textoc, la cual expresa el siguiente
diagrama : '

Seleccionar interpretaciones de los
Numeros Raciocnales

Para cada interpretacidén
determinar la estructurc matemdtica

enfatizada en ella

Derivar una secuencia de -Derivar las estructuras
experiencias necesarias . cognitivas conexas

estructuras instruccionales

FIGURA 1 C(Kieren 1975;p 104D

'Lgs siete secciones siguientes estian dedicadas a desarrollar el
tema siguiendo dicha estrategia. ) ' A ‘
La novena seccidén la dedica a realzar el efecto que. la
preponderancia de una sola de estas (nteaprelaciones en el
curriculum, provoca en' la formacidén del concepto de nimero
'rac_ional en los nifios, asi como su propuesta de solucidn s
conformar el concepto de numero racional como un cenglemerads de
estas {nleanretaciones. Esboza el t.fpo de tratamiento curricular
para lograrlo. -
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Sintetiza los andlisis de cada rternretacidn en cuanto a
eotwctunes . matemdticad y direcciones nredeminantes en la
qumxm; eotucturas copnitives que deberan desarrollar o
peseer los estudiantes para aprehe'nde‘rla ¥, por udltime, las
estuctunas notruccienales que propone para lograr tal l
aprehensioén.

En ella incluye también dos diagramas, el primerc para jerarquizar
las tareas para la Jddernretacidn de numero raciconal  como
fraccide.

ADICION GENERAL DE FRACCIONES

Transformar numeros mi xtos
Adicidn de fracciones 0

. Desarrollar fracciones
Adicidén de fracciones : ) equivalentes

con comdn denominador ' . _ T
Adicidn de numercs enteros ' © Encontrar comin denominador

Factorizar numeros enteros

1

Multiplicar numeros enteros

Fig.io_ 'vUna jerurdu\‘.a ‘de ' tareas para Lla interpretacion .como
_fraccidén del ndmero racional
‘ CKieren 1975;p 132>

El_ segundo es. una red, puesto qué el trabajo realizado respe_c’t,oh
la umWﬁ_ del numerc racional como elemento de un éampé

de cocientes, plantea el aut,or,.".sélo permite hablar de . jerarquia
en un sentido muy amplioc o relajado.
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o 3 ghnomiente
hipotesis

o »

Descrroliio dei tampede lor rocienales

por extension del doinie de Vos

. A )
Resolver enteares ~
~
. ~

scvaciones

~
, Deduccion
de la formo Jerarquia de degrteszoys \-..rr-ilo 4 . < ate B

ANES pare resolver scvcio- algeritmos

nes Intvitlivos

pPora rvaclio-
nelasg an o

n'l:'- nume ~

S orica
e
7
Divistén p-vvttou/ continua Consgarvacion de
tongttue v
draes taje
pareticionss
Divisiéen partituvea discrate l Ceo rrespondencia
particionss

Figura 11 . Una red general par la entuw.netaccdn de campo
‘de cocientes del numero racional . C(Kieren 1975: p 1322

Estos diagramas ilustran el nivel de desarrol'lo de los
Lrabajosrer'erentes a cada uumfvwwadn. del numerc racional y la
indole de las tareas que para lograr ‘precislones ‘'suficientes para
planear y desarrollar experiencias de aprendizaje ericaces hay que'

dPsarrol lar.

En la décima seccion atiende las -necesi dades de investigacidn
acerca del. aprendizaje de numercs rac1 onales, sefialando los
problemas centrales a investigar y el grado de dificultad de
dichas investigaciones . ’ ' : '

La . undécima  seccicn se 2bocca 2 plantear y analizar las -

consecuencias ‘de un modelo” de invéétigacio’n curricular, se
pronuncia_, por la importancia de tal tipo de investigacidn, hace :
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explicito el concepto que de ella scstiene e incluye el modelo de
Romberg v De Yault con el siguiente diagrama del mismo y sefiala su
"utilidad y sus limitaciones.

% Analisis matemdtico|
: Andlisis
= Analisis instruccional ]|
—— —— — — dmfn —— —— — — —— ——— —— —— —— —_—
———%¥ Formativa piloto [
Piloto
F—% Formativa validacidén T
Validacidn
Re-andlisis
validacion
§&——=J Desarrollo
. : Desarrollo
——q{ Evaluaciodn sumativa ]

Figura 12 . Romberg y De Vault: pasos para ‘el desarrollo - de un.
sistema instruccional . (Kieren 1975;p 136>

Concluye esta seccion:sugiriendo investigaciones especificas .

En la Gltima seccidn sefiala las limitaciones del modelo de Romberg

y De Vvault e introduce un modelo mds general, el 'de Swada y
" Cathcart, ilustrado en el siguiente diagrama :
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1>

7 Andlisis matemdtico y curricular

1

(€]
, Andlisis de representaciones
instruccionales
3 42 ) .
Estudios_sobre; Estudios sobre compor-
—>variables ins- — ——» tamientos en los ndme-
truccionales ros racionales
(€3]

—» Estudics para evaluacion

Figura 13 . El mcdelo de desarrollo curricular de Swada y Cathcart.‘
(Kieren 1975;p 138> .

Advierte que no debe interpretarse como una secuencia ordenada,

.sino como un flujo de informacicén en la investigacidn de varios

problemas.

Ejemplifica investigaciones de las diversas dreas o categorias del
modelo. s ' '

‘Describe un estudio similar al de Inhelder y Piaget (1958 para el

desarrollo del pensamiento ldgico, pero en este caso, para el

_desarrollo del pensamiento en numeros racionalesy sefiala que
- secare del mismo, marcando la importancia de desarrcllarlo.

) También sefiala que son escasos lcs datos disponibles acerca de

tomportamientos relévantes, respecto al desarrollo del pensamiento
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acerca del numero racional, como son los de efectuar particiones

discretas y continuas .

Ademas plantea investigar acerca de los protocolos instruccicnales
para desarrollar ese tipo de comportami entos especificos .

A partir de ese modelo desprende la necesidad de investigar acerca
de los procesos que parecen necesarios para el aprendizaje de una
buenpnetacidn particular , la existencia de relaciones entre
comportamientos acerca de los nuimeros racicnales y el aprendizaje
de facetas particulares de su conccimiento .

Incluye propuestas de procedimiento para desarrollar estas
investigaciones .

Para la dltima categoria de estudio del modeloc de Swada y Cathcart ‘
.sefiala que los abundantes estudios del dltimo medic sigleo atienden
en general al cilculo numérico, sefiala la necesidad de atender
aspectos mis complejos en poblaciones = especificas - (sujetos
sobresalientes o© con mal desmpefic, nifios, estudiantes de
secundaria, preadolescentes y adolescentes). )

Finalmente reconoce la importancia del concepto de racicnal que
posea el profesor y sefiala la especial importancia de investigar
esto entre profesores en ejercicio .

Para concluir el apartado presenta un resumen del mismoc en 'el que
plantea la necesidad de investigaciones curriculares, de estudios
clinicbs y experimentales acerca de las conductas desarrolladas y
las habilidades relacionadas con el aprendizaje de los numeros
racionales, los procesos psicolégicos y las fases especu‘icas de ‘
tal aprendizaje . ’ : : '

Senala también 1la necesidad de que estas investigaciones se
}coordlnen A '

s . . .. . : St

Evidgntemente los dos propdsitos de Kieren estan planteados
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claramente a traves de esta estructura y son:

12 Hacer notar la problemitica actualmente existente en el
_ aprendizaje del nimerc racional, mostrandoc algunas de las
variables esenciales en el procesc de aprendizaje; a saber, 1la
wenpetacidn de la que se  trate, lasestiucturas matemdlica Y
cognitive. correspondientes y las secuencias de experiencias de
aprendizaje que de ellas se derivan .

2) Mostrar como causa fundamental de tal problemdtica el que la
curricula atienda sdlo una de 1las Jduernelaciones de numero
racional, y no le atienda como cenglomerds de inverprelaciones.

Esos propdsitos se hacen explicitos en la primera seccidén , se
desarrollan recurrentemente en las siete siguientes , se
complementan en las dos subsecuentes, se retomanen torno a la
investigacidn curricular de la decimoprimera en adelante, hasta
dejar planteada una propuesta de trabajo global para atender tal

problemitica .

La lista de mwwmw.acm de que se va -a ccupar es un elemento
esencial .

Al hacer explicita la estructura de las secciones dos a ocho en
las que las desa_rrolla.. facilita la comprensidn de su funcidn y
contenido .

" Los diagramas incluidos son claros y cumplen su funcidn de
sintetizadores esquemiticos .

. .La presencia de las estructunas  malemdilces entauzadas para cada
Vuna de las awrmmicmo. habla de. la 1mportanc1a !‘undamental
‘del aspect.o mat.em:iuco. dado ‘que es un’ APRENDIZAJE MATEMATICO el
que se quiere lograr -

es



I.2 FEl1 contenido .

Considero que los conceptos o constructos centrales en el articulo

- son:

1) Sruerpetoadsn .

2) Bonglomerads .

B Bonuctura matemdiice
42  Bostwucture copnitive .

82 Botuctura inotuccenad |

A continuacidn se hard explicito el Significads que a cada uno se
le atribuyd a partir del anilisis del texto y otras fuentes,

1. Snkerpretocisn .

Cuando Kieren se Trefiere a las mmwmadcm del - ,m’imero'

racional maneja siete .

De ellas cinco, numerc racional como fraccidn,como clase de
equivalencia de fracciones, como cociente de entercs, como
oberador multiplicative o mapeo, como elemento de un campo de
cbc.lem,es , Y como medida; corresponden a definiciones ‘de numero
racional surgidas, en distintas etapas histdricas, que alcanzaron
su definicidn matemitica tambien en diferentes momentos. Una
sexta, decimal perléd!.co. no suele tener una definicidn explicita

. completa,_ pues al t,rabajar esta mmmam no suelen derln.lrse
: sxpncitamente las operaciones entre. docimales perlédlcos '

. Hasta aqul las amwmwm de Kieren, coinciden con las'
- interpretaciones matemiticasCTarski , 1980

.S6lo para la &uawmawtdn como fraccidn no existe detinlélén -
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matemdtica, a menos que se le identifique con la (leaprelacisn
come cociente de .enteros con denominader no nule, por lo que
tendriamos dos maneras de designar la misma definicidn ., redundante

La presencia de la {nterpreiacisn de numero racional come
fraccidn tiene su explicacidn muy probablemente , en la génesis
del concepto de racional en los nifiosPiaget(1975), ya que la
fraccidén © quebradc , como parte propia de un tedo finito es un
concepto accesible al nific en su experiencia cotidiana , y parece
jugar un papel importante en la abstraccidn de la relacién
parte-t,odoi ademds, parece estar presente para todos continucs
tambien en momentos de la génesis histérica del concepto, como en
el que los griegos abordaron los problemas que los llevar’on a
descubrir los segmentos conmensurables y los inconmensurables,

De esta manera la uwwmmcwf_; de numerco racional como fraccidén

d Seurven N: Clementor e Histeris da les Hatemdtimsdiense
Editersal Mawrid 1. 230 sun ’un" e vigts <Cpragmdtice > oo aste
pe wwave [ Y aperecer - tedas lar arwdes matamdéticar - e (LY
W del cbiasio provelece sobre o dereo ded viger 14 ‘as
prevespacienas tearicas. .
[ %Y s metemndtioa mn; por - eontyario, son aster Jtimer as we
mwnm, L 3 wa adbarnies e primers toeris rigurese v sherente [
tae rexsnes L1 megnitud, s demr, erenciaiments, o tos meres
ronies diche toarte L a srenedden de wne soris L ) sesvsrimiantes
awre as Preperdenss, v - porhaiar ' sewre as ' rasenes
Incanmensuredss, wya impertanda L) - ’ nsteria oot ponsemiente
riye nwnea n sutreyerd bestente, &n sus comianses [
matamdtics griega art;d Indiselstamente Ngadn L uhe rerte . ¢¢
M-nu.‘ - parte dantiricas, - perte esdricas v migtioas;
rowrs - preperdenes, tos sonejensas y los resenss, - partiovier tor R
Crazenes moﬁnf < e . o e o -
owee pitagorion rve - . preeds apoarte tode por e P
rmere entere v e s rarensy e envreres. Proe ve etements - misme
arwela pitegerien » e Prree - nceremen surebiieed o e -
picte o sy degenel ¢ W “w o 2 ¥ . '
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tiene importancia en funcidn del aprehendizaje del conceptoe de

ndmero racionpal, realzande la diferencia entre un trabajo en
matemdaticas y uno en educacidn matemdtica, que es el caso .

Cabe aclarar tambien que la definicidn matemitica de ndmero
racional como cociente de enteros reduerpretadea como razén

puede conducir a errores,

El mismo Kieren sefiala la diferencia esencial entre razén y nimero
racional con base en sSus operaciones , pese a que did una
alternativa instruccicnal para esta nleanretacicn, que €1 mismo
critica por poco “natural® para los nifios .

En este sentido tambien abundan Wayne(1887>, Borasi y Michalse s/f
y Streefland(1984), entre otros .

Por si esto fuera poco , habrfa que tomar en cuenta que las
razones , en general, son cantidades adjetivales preoducto de una
composicidn que transforma el referente |,

Por ejemplo , la velocidad 280 Kms. es una razén que se obtiene de
3. nbr

las cantidades adjetivales 280 Km. cuyo referente es una longitud,

y 3 hrs., cuyo referente es un lapso, por lo que es una cantidad

adjetival cuyc referente es una velocidadSchwarts(1988>. Sin

embargo LOS NUMEROS ‘Alexandrov,Kolmogorov, et al.(19742 noson

cantidades adjetivales. -

La mencion en la lnuterprelacidn cociente de enteros de * razén” , o
probablemente atienda la necesidad de aclarar las relaciones entre
razones y nUmeros racionales .

De esta’ manera las auuwwea.cwm de Kieren no son
1nterpretaciohes matemiticas, puesel autor requiere atender
aspectos no matemiticos en el problema- del que se ocupa el
. articuio. por.lo que introduce un “preconcepto” de numero racional
(f raccién) y alude al concepto de razdn numérica como slnénimo ‘de
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racional, pese a la diferencia de sus operaciones.

2 . Benglomerods

El término conglomerado'.parece estar en el texto con el udltimo
significado que le asigna el diccionario de la academia de la
lengua espafiola, utilizindolo en forma figurada y permite no
entrar en el andlisis matemitico del concepto de numero
racional ,que se presupone domina el lector, para nc distraerlo de
los objetives principales del articulo .

La propuesta de manejar el numerc racional como un cenglemerade de
las siete dnderponelaciones citadas se puede entender entonces, en
términos matemdticos, como la de concebirlo como un constructo
constituide por siete subconstructos, gque son o definiciones
equivalentes del concepto o atienden un preconcepto, como en el
caso de la fraccidén comprendida como relacidn parte-todo.

" De los conciderados como conceptos centrales en Kieren(l1979),los
tres conceptos restantes se refieren a estructuras.

En el lenguaje comin una estructura es la “ distribucién y orden
con. que esta compuesta una obra de ingenio", existen también los
conceptos de estructura en matemdticas Tarski(1868), y en
psicologia ,pero como se verd en este caso las ectucturas de

‘Ccnglomorado, datdel \at, conglomeratus) P, p.

conglomerar 772, odj. Bol.ﬁv. Flores. ' Conglomeradas/ /3. Efecto. de
congloﬁorar o conglomerarse.

congtomerar Jtdel 1at. conglomerareinr, aglomerar//unir [} agrupar
!raqmoh!,os o corpdsculo; de una misma o diversas subsltancias con

tal.. - coherencia que = resulte. una masa compacta U, L.c, prnl.
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Kieren no coinciden con ellos , pues se refieren a las relaciones

Tomado  de Guajardo. Eliseo; “Pagquete det autor Jean  Piagel”
Liceocioture oo . Educasidn . BGsice. . Ontative: U.P.N.; México, 1983,

“ . . . [T 4 astvuctures Mgicas cangtituyen, ne formas [y prisrt, n
predguctes de [’y srpetanda a0 los objates, n canvendenes
secisles, fino las rermas ae equilitwrio hede las caler Hendan
las casrdinadenes intwechsales de los svistos.«sERD wr
tneta LM

e dabe concetir cads aftructura come une forme perticuler
de aquiiirie més . menes estehis - ~ campo »
reswingide, y que 0 vuesive inastanis - as mites <
asteqPLR

ssDadlr que une artructhure or <<acabadar>, sunqua no a9 CHinaldY,
signitien que (Y Hepade - un artade L. ouiiarie o, e evedy
sor og! , sin ser ‘en S misma, e les astructures

posterisres, e snstrvides . ne < RERNFIR.

wEs wna forma o orgarisacién [ ] e axpariendas’ {13 148

wls une edguisicén de oendanda & uUNa (lreflexidn)) cede (ves més

spresmativa 48 e funddn mismen (@) 152

" ata sstructure ne as mas que we -

siempre supweda an 05 Feuws perd apiritu ds SV furkisnamients w.

@) 0.
Las sxtructuras “wne axtarer ‘eerno nNederas distintas de L
ssndends oo sujate, . $wno que - osnstvyen s@o instrumentes L]

9 eampertamiente ., ERAXY 198

CREGE) . (Ldgico y Equiiiarie > Légicn v quilierte - o
. esmpertamiants . svjered) [ 27-u2 . Ges?
e Paicelogin ' de ™ nreigenca: Ports, axie

e)A Calin p. B2

) Retusies ‘en [ ” ey vajo e

dwanien <. L een Mager); Pers, . operase . lereguisrments dorputs

‘de WE? Gdidén Universitarie de Frande <38 vel. en 187,

«fxa vy Ep L, v Paiealegie)t0e parts) »
. . e . ey

3384 L - » Conry LY e »” 248-278

[{ 23 .
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que guardan entre sf{los entes matemdticos y cognitives o
instruccionales de los que se trata, sin que estas coincidan con
las que caracterizan a las tres estructuras anteriores .

3. Sotvuctwre matemdlica .

Es claro, practicamente desde el inicio del articulo, que 1la
eotvuctune motemdiicaa. a la que se refiere Kieren no es una de las
usualmente llamadas estructuras matemiticas o algebraicas.

Cada una de las siete ectwuctwres malemdiicac que propone - se
refiere a contenidos , procedimientos y habilidades matemdticas
que son partes constitutivas no explicitas del concepto de numeroc
racional bajo una uenrelacidn especifica, aunque algunos de
ellos sean comunes a varias

Las relacicnes que guardan entre sf{ estos contenidos ,
procedimientos y habilidades son diversas.

En ocasiones, algunos de esos contenidos son a. su vez partes
constitutivas de otras partes, por ejemplo en. la lerprelacidn
come clases de equivalencia se tiene:“par ordenadc”, que forma
parte a su vez de “ comprensidn de los racionales como clases de

equivalencia de pares or_‘dggaggs" "

En ot.ros casos. unos scn elementos del conjum,o de una estructura:
algebraica , que es a sSu vez uno de los entes de la eotuctura,
malemdiice en cuestioén.

Asi, en la inderpretacidn como operadores o mapecs se Liene:

« Jas dilataciones continuas como transformaciones geométricas o
.gédﬁétrla algebraica *. que son los . element.os del conjunto que -
~forma parte de la e-'t.ruct.ura algebraica a la que se refiere a:
~qont1nuac16n en “ caracterizacidn de estas transformaciones como
grupos” '

Un  tGltimo ejemplo es el’ dé las 'relaclones"que guardan los .
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elementos de la eotwctuvie matemdtica asociada a la- Uuerelacidn
como fraccidn decimal, que son de utilizacidn o aplicacién dentro
o.fuera de las matemidticas .

Con base en lo anterior nos planteamos que las estwucturas
matemdticae que maneja Kieren tienen en comun :

% Un conjunto de entes matemdticos, los conocimientos
procedimientos y habilidades antes mencionados .

® Relaciones entre los elementos de ese conjunto, que no tienen
que ser las mismas de un conjunto a otro .

® La propiedad de que el conjunte con sus relaciones son parte
constitutiva implicita de una éinterpretacidn . '

Por loc tanto, ese es ‘el significado que atribuiremos a . la
estructwe matemdtica que plantea Kieren. '

4 . ¥otwuctura cognitive .

Para cada una de las siete drteypetaciones -Kieren plantea en la
eohucture, cognidive las . nociones, conce;ﬁtos 'y habilidades, no
todas estrictamente matematicas , que el estudiante deberd poseer
] adqdirlr para lograr la aprehensicn de esa aueretacidn .

Las 'partevs de esta estructura son pues conocimientos y hab_llidadeS
Las relaciones entre estas partes son complejas.Por ejemplo para
la mwuwaawm como clases de equivalencia se (ienen desde el
manejo de la relacion de inclusidn entre clases y las paruciones.
hasta la habilidad: de efect.uar deducciones Ainformales . .

Si coms hemos dicho nos apoyamss en la psicogeneética de Piaget,

esta eotwctwe cognitive . involucra estadios de "desarrollo del
" estudiante que van, desde la -infancia hasta la adolescencla . Y las,
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Cod

: ‘ 8
. relaciones que guardan entre sf .,

Sin embargo, no poseen algunas devlas caracteristicas baisicas de
la estructura piagetiana, como el ‘...fowmac de  equilidus
finaleo, en sentido reldtivo'.,?iaqgtciéeO).7,; pues .1as deducciones
informales corresponden mis bien a la preparacidn de la estructura
siguiente,la de las operaciones formales.

‘Por lo tanto se considera. que la estictura cognitive de Kieren
alude a una estructura psicoldgica de corte plagetiano, sin
coincidir plenamente con ellas. o
Estas ectwuciuras cémuu_:a;o ‘tienen otro significado ,” se refieren
al .conjunio’ ‘de conocimientos y habilidades gque el estudiante
necesita poseer para lograr a'prehen’der. ‘una Mwuuaudn y los
elementos :de_ cada uno de esos conJuntog guardan éhtre si,
relaciones que no son del todo conocidas , pero comparten la
caracteristica de ser necesarias para ese apreﬁgndizaje.

La situacidn actual del conccimiento respecto al desarrollo del
concepto de numero racional en el nific no permite plantear si los

. elementos propuestos en estas eotwucturge  son  los  unicos que

’

Floget,s. ;eroblewss _de . Baicolegio. geodtico. Ariel; Espofia, 1980,
op.  SO-74. .

rioget, A otreduccido .$.1g. epistenologic . gevdtico 1.- El
pensamiento matemdtico; Paidos; Argenting, 1973, pO. 127~197,
L]

“por  emo. . plantea Kieren la  necesidad de un  eswudio - acerca. del

. desarrollo del conceptc de racional como ya se dijo
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intervienen en tales aprendizajes, por lo que se eren considerar
como aproximaciones Gtiles y fundamentadas para el trabajo actual,
en Cant,o Se desarrollan las investigaciones pertinentes a las que
alude el mismo Kieren . ' '

5) Sotructura inotruccional .

" Bajo el t;vé'r»n‘uno ;dél - edtructuna, mmw:dénat - Kieren propene "una
serie de actividades o experiencias de aprendizaje, frecuentemente
secuenciadas, para promover la aprehensidn de cada interprelacidn
de numero racional, basada en las eoctructuias matemdiica y
copnitive respectivas . . ' :

Sin embargo, en algunos casos propone ‘la§ acciones del docente
(p.e. para la intepretacisn de fraccicén), en ‘tanto que en otros
enuncia entes matemdticos <(p.e, . para’ la iteypvetacidn  como
fraccidn decimal “generalizacidn simbdlica, particion - decimal,
comparacidn , ordenacidén *) :

.En el manejo que a ‘través de las distintas ummwuam.t{aée
Kieren de la estwuctuwria {notrucclenad . nos hace concebirla como
‘1a serlé de actividades de andlisis , planeacidn, elaboracidn y
puesta en-'pracu_ca que deberd desarrollar el docente , y en su
momento los estudiantes, para la promocidn del aprendizaje de esa
interpretacidn

Los elementos de esta estructura se encuentran con frecuencia
relacionades secuencialmente en el tiempo, pero no es este el
dnico tipo de relacidn que guardan entre sf{, ni en el plano
tedrico ni en la praxis .

A patjur de los conceptos bdsicos de Kieren (1975, asi
comprendidos, se enfocan las dos grandes dreas que aborda el
articulo : el aprendizaje del numero racichal , y las
investigaciones necesarias en torno a este aprendizaje .

47



En cuanto al aprendizaje .

Con base en las propuestas de Kieren (1978), estd la idea de que
los aprendizajes en matemiticas dependen del contenido matematico
especifico, el sujetc que aprenderd y los mediadores entre unc y
otro : docente ,curriculum, instrumentaciodn diddctica, etc.

Como ya Se sefialé en la Introduccidén, se coincide con esta
posicion respecto al proceso de aprendizaje, por lo que no se
discutird aqui.

Kieren presenta siete J{(nernretaciones de nimerc racional en
lenguaje 1llano, acompafiadas de las echwchwwes matemdiicas Y
cognitives que les corresponden mediante un andlisis ldégico .

Cada una de las «uwerprelociones Se aborda de una manera
diferente, asi para la indexpretacidn come fraccidn el concepto no
se hace explicito sinc a traveés de su tratamiento en textos de uso
generalizado en diferentes ¢pocas, es decir, se apoya en aspectos
documentados de la praxis de‘ es# épocay a partir de ella plantea
la estructura matemdiica correspondierit.e.

La estwuctwre notwuccionel es s pificada muy brevemente,  aunque
el andlisis critico de las estucturao uwt/w.cdadalw usuales
~para esta uummua.adn es ext.enso y se ve resumido en esa
tipificacién . :

En el casc de razon, -la sltuaclén es similar, en'cuan(é a la
aproximacidn a ella a través de la soluclén de un ejercicio, lo
' que permite evitar la <definicidn mat,emét.lca). la cual ademds, no
es t‘orzosamente colncidente con la de racional , como el mismo

‘Kieren senala
"» . :
. Xieren, T.E.; “on the Mothematical, Cognitive and Instructionat

" . Foundations®, _Number_-and__Mésurement,_ _PFaopers__from__a__research

" wvorkshop: EEUU., p, u2.
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‘7‘.

Para las iuerpretociones de racional como clases de equivalencia,
operadores © mapeos, medidas y fracciones decimales, se tienen
alusiones inmediatas al concepto matemdtico respectivo; el dnico
caso en que se plantea una definicidén matematica explicita es el
de racicnal como elemento de un campo de cocientes .

Por 1o 'tant,o. pasar de la J{(umpetacidn a  la ectwctura
matemdiica presenta dificultades, ya que la forma de enunciar la
primera no precisa muchos elementos matemdticos y, por otro lado,
el anidlisis ldégico completo de los requisitos para lograr su
aprendizaje pod.x;ia resultar demasiado amplio si no se suspendiera
en cierto punto .

En cuanto 2 las ectucturas cognilives, €stas present.én elementos
que corresponden a diferentes momentos del desarrollo del
individuo, como la inclusidn, ya presente en el subperiocdo de las
operaciones concretas; y el razonamiento a partir de hipdtesis
involucrandc las implicaciones en forma simbdlica, que es propio
" del periodo de las operaciones formales en su segundo estadio.

Kieren mismo sefiala la disparidad de los avances logrados en
cuantc 2 las investigaciones que permiten precisar las relaciones
entre cada duerpetacidn y los requisitos matemdticos y el nivel

P.e. - “para o fraccién LU roquioror de “hobui.dad pora realizar
‘operaciones con  fracciones, 1o  que - requiere:  habilidad = para  operar
con enteros, lo° Que G Wy vez - requiere .*‘"ba\;lﬁdad‘_ para operar con

ngtumtu. etc,
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de desarrolloc del éstudiante, come Yya se dijo antes .
Particularmente sefiala la necesidad de investigaciones que aclaren
el proceso de aprendizaje de numeroc racional .

La diferencia en la extensidén de ios tratamientoes de cada
interprelocidsn. nos habla tambien de estas dificultades y aunada a
la diferencia de la forma de abordar las dduemnrelacicoes, se
toma como indicio de dificultades matemdticas intrinsecas a la
wnlepelocidn respectiva .

Tal apreciacidn serd rectificada o ratificada tras abordar el
concepto matemdtico de numero racional

Pese a estas dificultades Kieren presenta la riqueza del concepto
de numero racional no sélo en el aspecto matemdtico, sinc para la
educacidén matemdtica misma,. por los conocimientos,habilidades y
utilizacidén de operacicnes y habilidades intelectuales propias de
diferentes periodos de desarrollo del individuo que propicia .

De esta manera, la propuesta de promover el aprendizaje del nimerc
racional como el conglomerade de las interprelaciones queda
ampliamente fundamentada .

En cuanto a las investigaciones .

Por todo lo antes dicho, la necesidad de investigar en torno al -
concepto matemdtico de numero raciocnal y las formas en. que ‘los
" individuos aprenden tal concepto. queda Jusuficada.

Kieren ha mostrado la r.lqdeza del aprendizaje de tal concepto como.
. conglemerads, Justifica también la necesidad de investigar cuiles -
‘son las eomuodoov notucclenaleo adecuadas para lograrlo, leo
que significa no sélo investigar acerca de las estrategias para
cada inlerprelacidn,  sSino tamblen di sefiar una' “eotrolegle  maestra
que. permita relacionar y coordlnar 1as’ anter.lores para lograr: e.l
‘ aprend.lza,je del cmotanmadc y no =délo de sus partes . .



Las relaciones entre las investigaciones acerca . de los tres
 aspectos antes mencionados son claras, una ectategia
inotuccional dificilmente serda exitosa si no sSe. conocen
suficientemente el ente matemitico cuyoaprendizajedeberépromover‘.y
los procesos psico-intelect.uales que lo permiten .

Del mismo modo,las investigaciones en tornc al aprendizaje de un
cierto ente matemitice requieren del conocimiento, mientras mis
amplio mejor, de dicho ente y del marco en que se promueve el
aprendizaje. ‘

Por dltimo, es evidente que el conocimientc matemdtico es incapaz,
por si sdélo,de dar alternativas adecuadas a los problemas de la
educacidn matemdtica, por lo que requiere al menos de los otros
dos tipos de investigaciones mencionadas. ' '

Actualmente la educacidn escolarizada es un fenémeno generalizado.

Unc de los recursos mds utilizados para intentar dirigir tal
educacidn escolarizada es el .disefio del curriculum de .las
instituciones educativas. De alli que Kieren plantee la
investigacidn en torno a disefic curricular como eje de 1las
investigaciones en torno a este problema .

Comentarios .

Las siete .inteypetacionco de Kieren (1976), permiten exhibir la
necesidad de !.rabajar en funcidén del aprendizaje de numero
' racional desde la infancia hasta la ado.lescencia. - ya que las
ectructurnad womlwao correspondlentes incluyen elementos  desde
el periodo de las operaciones concretas hasta el periocdo de las
‘ operaciones formales. ‘

Habr& que considerar también la necesidad de trabajar en funcidén

‘de ese aprendizaje en los momentos en que se- gestan los elementos
"de los periodos antes mencicnados . :
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Intentar recategorizar las siete categorias propuestas por Kieren
C1976>, carece de sentidec si sdlo se aborda matematicamente.

El conocimiento psicoldgico al respecto ain es muy escasc para
sustentar tal discusidn, sin embargo Se destacan dos lineas
matemiaticas en ellas :

la linea aritmética-algebraica y
la linea geométrica

ambas sSe conjugan ' , Y en las auerprelacidnes como decimal
periodico, Yy, operador o mapeo, Se involucran elementos del
andlisis matemdtico y el funcional.

En la linea aritmética-algebraica consideramos las
umvmdcm de numero racional come:
fraccidn

clases de equivalencla'

cociente de enteros

decimal periodico

elemento de un campo de cocientes .

En’la li{nea geométrica :
' - medida o punto en la recta numeérica
operador o mapeo .

Trataremos de esquematizar las relaciones matemiticas de cada
bloque en: los s_igulentes diagramas, en ellos las notas de la

izquierda se refieren al desarrollo intelectual necesario para
tales aprendizajes desde el conocimiento actual de los mSms.'



fraccion
.relacidn parte—todo

Operaciones
concretas -
: cociente de enteros
clases de decimales
egquivalencia v . periodicos
Operaciones v
formales - elemento de un camp

Para el segundo blcgue un intento de esquematizacicén hace explicita su
imbricacicn con el primero :

particidn - medidas o puntos relacidén parte-todo

deduccidn en la recta ) clases de equivalencia
concreta numerica orden
nocidén de unidad decimal periodico

y subdivisidn

arbitraria

prepropor - . operadores clases de equivalencia
cionalidad multiplicatives = funcicén

compesicidr . o

reversibili- mapecs -

dad genera-
lizada

Las dos cobservaciones anteriores plantean la necesidad de atender
‘ios aprendizajes requeridos para el de numero racional desde el
nivel pre-sscolar hasta el bachillerato, abordando los aspectos
aritmético-algebraico y geométrico mediante una curricula adecuada
y una * estralegia maestra ™. :



Esta necesidad surge del nivel de desarrollo intelectual gque
demandan del estudiante o© ectructuras cognitivas, las edades de
los estudiantes en cada ciclo escolar y los tiempos disponibles en
cada curso .

Hay que sefialar que el planteamiento anterior es vilido sélo en la
medida en que el aprendizaje del numerc racional, en el sentido
'aqui discutido,sea socialmente necesario:La escusla Lliene ciertas
interrelaciones  con ol resto de la sociedad que \a instituya vy
refleja, de alguna manera, los intereses de la misma on 8u
curriculum. ror el  momento se considerard la presencia de los
contenidos en el curriculum como constancia de que son  socialmente

necesarios, aunque sobre estepunto hay mucho que debatir.

Ademas, que ese planteamiento es posible sdlo si se garantiza la
escolaridad del estudiante a través de cuatro ciclos escolares:
'pre-escolar. bdsico, medio bdsico y medio superior ; aspectos
fundamentales en paises comc el nuestro.

. La necesidad de {nvestigacicnes coordinadas en tornoc al
. aprendizaje del numero racicnal es tambien clara, e 1nr.:1us.lve sus
resultados contribuirfan a .esclarecer aspectos relaciocnados con la
necesidad social de los mismos.

La validez de un intento asi y la factibilidad del mismo dependen
de aspectos mids: propios de la sociologia educauva .

’S.ln embargo se percibe la uti_udad de los trabajos en este sentido
y. la necesidad de enmarcarlos en el contexto especifico del pais
_en que se desarrollen . . ' ' ' z

. A‘iqunos aspectos particulares. ‘de las propuest.as de Kieren (1970,
>1mp11can ciertos riesgos en cuanto 2 los aprendlzajes que se
puedan lograr . :

a)  La fraccidn, con 1la wtmwtww. notvucclenal que 1# acompaﬁé
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atiende bisicamente al dominic algoritmico en raci onarlyes .

Por lo tanto la posibilidad de retomar la relacidén parte-todo es
pobre y.-por razones prdcticas se restringe en general a partes
ELQpJ-_‘g;_. lo que tal vez conforme un concepto errdnec de- racional‘
como tracclén propia.

También - es pobre sy cont.ribuclén a la rormacién del concept.o de
“-‘operacién. como ya sefiala Kieren v :

" Es posi'blé ‘que necesitenios promover el dominio algoritmico en los
racionales sin recurrir a esta ‘mm.ewddn. y ligdndola mds al
concepto de operacidén para. hacerlo eficaz .

. . )
Scbre este punto regresaremos a partir de los resultados
encontrados en el estudioc exploratoric .,

b2 El cociente de enteros como “ razdn * resiringe el concepto de
' razdén,” creando confusidn en cuantc a los conceptos mat,emaiucos y a
“los aspectos esenciales en la aplicacion de los mismos .

€) - La  intewvpretacidn  come operador multiplicative o© mapeo
conlleva también el riesgo de restringir concept,'os.

Por ejemplo en el mapeo se preservan angulos, elemento implicito
en las propuestas de Kieren al respecto y dificil de exhibircoma
parte constitutiva del concepto de numero racional ., como veremos
al tratarlo matemiticamente,
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I1 - ESTUDIO EXPLORATORIO

II.1 El cuestionario en que se basé este estudio.

Como ya se dijo en la 1ntroducciéﬁ. este est.udio'e:q:alora_!,c:rlo‘é:'e~
desarrolldé en base a las intewpretociones del numero racicnal -y
los requisitos matemdticos y de desarrollo para su aprendizaje
.propuestos en Kieren(1978) ya analizado en el Capftulo I, y los-
elementos qixe‘ en la curricula previa al bachillerato los atienden
" El propésito del estudio era indagar cuales de los subconstructos
de numerc racional mencionados en dicho articulo manifestaban
poseer los estudiantes de . primer ingreso al bachillerato del
C.C.H. y cuales eran las dificultades.

Interesaba tambi€n apreciar en que contextos podian manejar
dichos subconstructos.

Los resultados encontrades permitirian aproximarnos mds a la
ubicacidn de la problemdtica que respecto a dichos subconstructos
manifiestan los - alumnos al ingresar al bachillerato v,
probablemente, indicar las posibles causas de dicha problemitica
en términos de la curricula previa y el concepto matemitico de
numero racional.

Para realizar el estudio se disefid un cuesticnario para utilizarlo
como examen diagndstico.

El cuestionario se elaboré en dos etapas.

En la primera se elabord una versidén que fue discutida por
profescres y alumnos en el Seminarico de Tesis.

‘Tomando en cuenta las discusiocnes en dichoc seminario se elabord

una segunda versidn, . llamada “ 3Sxamen Diagndolice acerca de (oo
Admerso Raclonales C1,12% que se presenta en el apéndice 2.
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En ella se incluyen 60 reactivos que atienden seis de lps siete
subconstructos del -numero racional Yy que 'se describen a
continuacién, agrupados en funcidn del subconstructo que miden.

1. Fraccidn g fel-ag;én parte-todo

Con 20 reactivos, 173 del. total, se indaga acerca de este .
subconstructo.... i ’

Se "incluyen 16 reactivos que lo miden directamente a nivel de
identificacidn, y simbolizacidén de la fraccidn, representacion
diagramitica de la fraccién en un todo dado y representacidn
diagramdtica del todo y la fraccidn,

En estos reactivos se manejan todos continuocs usuales e inusuales
en el sistema escolarizado, asi como todos discretos. Se incluyen
particiones regulares, es decir, con tcdas sus partes congrueptes
" entre si para facilitar su identlfiﬁacién visual, e ixjregulares.

'En el cuestionario aparecen cuatrc reactivos que involucran la
relacidn parte-tcdo en la. solucidn de problemas verbales, se pide
una parte de un todo dado, la habilidad para manejar el todo como
relativo y la habilidad para obtener la parte complementaria a una
dada conociendo el todo.

Hay pues tres pardmetros para cada reactivo: el nivel del
reactivo,es decir, la categorfia a la que pertenece de aquellas que
se considerarcn en orden creciente de complejidad y con apoyc en
algunas taxonomias existentes, el .tipo de todo y el tipo de

particidn ', en las siguientes listas se presentan cada unoc de
ellos.

Nivel de Reactivo
1. Identificacidén

2. Identificacidn y simbolizacion
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31 Represgntaéién diagramitica con tode dado
4, Reprvesent,ac}_i_ér‘\ diagramdtica total
8. Solucidn de problema verbal : obter;er parie

. 8, Séluplén’ de problema verbal: obtener parte complement,é:fla.

Tipo de Todo

1. Tedo céntlpuq tlts_ﬁal o o - -
2. Todo continuo inu.sua.lu
3. Todo continuo relativo
4. Todo _discr_e(.o
S. Todo discreto relativo ;

Tipo de Paru;:.ldn
1. Particidn regular
2. Particidn irregulgr
Para tipificar sintéticamente cada uno de los .resctlvos Vde este
bloqueutilizaremostriadasordenadasconeldigito correspon-diente al
nivel en primer término, el correspondiente al tipo de tecdo en el -
segundo y, finalmente, el correspondiente al tipo de particidn en

el t.erqero, si es el caso o un guidn si no lo es.

As{ el reactivo 1o es de identificcidn €12, con todo cdnunuo
usual (1) y parucién regular C(12; por lo que le asociamos la
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“triada €1,1,1),

-Los 20 reactivos que se refieren a la fraccidn o relacién parte

todo, quedan entonces tipificados como;

4a(3,4, -2

1d°¢1,2,1)

1a €1,1,1 ' 1a°C1,1,1)

1b ¢1,2,1) 1b°C1,1,12 - 2a ca._;-‘.n'

lc ¢1,1,1) et léb_(a..1.n

2c ca.a.a:v 4b€3,4,- 16bc5.3..a')

3 (2,4, 5ac4,1.1) 16c(8,3,2)

W2, 4, - 5bC4,1,1) 17506, 4,2
18aC5,1,2)

Los reactivos de identificacidn, del 1a al 1d', pretendfan recoger
informacién acerca de la posesién mds elemental de la relacidn
parte%édo. discriminar si en un diaqrama se presenta © no una
particidn dada verbalmente, eliminando "al miximo problemas. de

‘notacidn.

Se manejaron en ellos sdlo todos continuos, por considerarse estos
los mids accesibles; se incluyeron en ellos los usuales en el
sistema esceolarizado, asi como los inusuales para indagar si esta
diferencia influia © no en la habilidad para identificar la--
relacidén parte-todo,

Sélo uno de estos siete reactivos incluye una particidn irregular,
para indagar si los alumnos comprenden la fraccidn %‘- como una de

las n partes iguales en gue se divide el todo.

Los reactivos del' 2a. al 3b requieren identificar la parte
sombreada de un todo y simbolizarla como fraccidn.
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Su presencia en el cuestionario se considera importante pues,

si los alumnos no pueden siquiera simbolizar la relacidn parte
tedo 1dent1r1cada visualmente. posiblemente tendrin dificultades
para desenvolverse en el bachillerato que demanda ampliamente '
habilidades para simbolizar situaciones. mds complejas, . mds
abstractas y generalmente carentes de un apoyo diagramitico.

Se incluyen todos continucs usuales e inusuales’ Y par&icldhes
_regulares e 1rregulares.:para detectar si la identificacidén y su
simbolizacidn dependen o no de esterotipos escolares del tcdo y
las particiones: :

As{ mismo se preSeniah todos discretos con un numero entero de
elementos sombreados. Estos ultimos reactivos responden a 1a
necesidad de indagar si el tipo de todo, continuc o discreto.
afecta la posibilidad de identificar y simbolizar del alumno.

Una accicn del alumno que permite clarificar mds su aprehension de
la relacidn parte-todo es que construya una representacidn
diagramdtica de una relacidn parte-todo simbolizada mediante una
- fraccidn. '

Si le es posible realizarla, y posee la habilidad para identificar
en diagramas sombreados la relacidn parte-todo involucrada,
‘tendfa, al menos en este aspecto, los elementos minimos necesarios
para aplicar el concepto de racional a la solucidén de problemas.

Es decir, podrd simbolizar wuna relacidn parte-todo dada e
interpretar una fraccidn como la parte correspondiente de un todo,

La representacidn puede apoyarse en un diagrama dado que hay que.
concluir o realizarse sin apoyo alguno.

El todo puede ser discreto y la particidén involucrada incluir un
numerc entero de sus elementos o no, o puede ser continuo,
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A estos aspectos se abocan los reactivos del 4a al Sb e inciuyen.‘
por primera vez en el cuestionario fracciones impropias.

Las fracciones 1mprop1.as‘ estdn incluidas para intentar . averiguarv

st la relacidén parte-todo se concibe sélo como la de. una parte’ - -.

propia de un todo finito o.no, dicho en otros términos, si el

alumno identifica la fraccidn sdélo como la fraccidn propia o no.

_En' los reactivos 16a, 16b , 16c y 17b se pretende detectar la

habllidad de los alumnos para resolver problemas verbales que
involucran la relacidén parte-todo. -

El que lo logren depende de diversas habilidades, tales como las
de lecto-escritura;: reconocimlent,o de datos, incdgnitas vy
relaciones entre ellos; simbolizacidn y algoritmia, en general.

En el problema especifico al que se refieren los reactivos 16a,
16b y 16c deberdn ser capaces de calcular la parte pedida de un
todo dado, concebir el todo como relativo para poder calcular la
parte pedida del nueveo todo que constituye el resultado anterior y
por Qltimo calcular la parte complementaria a la udltima calculada.

En el 17b también se pide obtener una parte complementaria, pero
el todo no estd cuantificado y las dos partes que hay que
considerar para obtener una tercera, complementaria respecto a
ellas, scon equivalentes,

Se consideran que estos cuatro reactivos son mds abstractos y
complejos que todos los anteriores, y su presencia responde a la
necesidad de averiguar que uso pueden hacer los a).umnos de la
relacidén parte-tedo.

As{ tenemos, comc se planted al iniciodeesteapartado, que un
totalde 20 delos €0 reactivos del cuesticnaricseproponenpara
obtener: informacidn de las habilidades que para identificar,
simbolizar, representar con diagramas o utilizar en sclucidn de
problemas verbales la relacién parte-todo manifiestan poseer
ailumnos de primer ingreso al bachillerato,
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- -Estos reactivos son la t.erce‘ra' parte del cuestionario,

2. Clases de eguivalencia de cocientes de enteros, fracciones .
A7 tes.

Dieciseis de los sesenta réact.lvos -del cuesticnario, es decir; .
8730 de los mismos, pretende indagar acerca de la concepcidn y uso
en diferentes contextos, que acerca de este subconstructo pueden

m‘ost.rarwlos alumnos de primer ingreso. '

Se incluyen por primera vez en ellos-reactivos de Just.lt‘léacién. ‘
es decir, reactivos cuya resp,uesta consiste en justificar una o
varias respuestas anteriores.

Este tipo de reactivos son considerados los mds complejos, pues
requieren que el alumno se e}xcuentre en un nivel de desarrollo quel
le permita reflexionar sobre la manipulacidén que realiza para
percatarse de que ~eguiere una justificacidn, diferenciar esta de
una descripcion, y ser capaz de elaborarla a partir de sus
conacimientos.

En este bloque los reactivos de justificacidn son cinco, el 8J, .
7J, 14aJ, 14bJ y t4cJ.

Los dos primeros pertenecen a un primer nivel de justificacidn:
nombrar la propiedad que se utilizé para obtener las respuestas
anteriores,

En los tres ugltimos deberan justificar los algoritmos de adicién v
sustraccidn de racionales, entre otras cosas.

Es decir, en parte de la respuesta deberd exhibir la comprensicn
de la necesidad de convertir a fracciones equivalentes, para

definir la adicidn y la sustraccién en los racicnales.

Esto requiere una concepcidn bastante - completa del ntmero
racional, no como numerc aislado, sinc, en el contexto de suo
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operaciones,

Estos cinco reactivos responden, a la necesidad de averiguar en
que medida las acciones desarrolladas por los alumnos para obtener
las respuestas anteriores les son claras y estin fundamentadas.

Por 1o tanto arrojardn una cierta informacidn indirecta acerca del
adiestramiento algoritmico mecdnico, y su nivel de madurez..

Todos los otros reactivos miden.la posesidn del subconstructo de
clases de equivalencias béSlc‘ament,e a traveés del uso de las
fracciones equtvalent.es en contextos que demandan’ acciones de
diferente nivel.

E€sos niveles y los reactivos cbrrespondlent.es son:

Discriminacidn entre. fraccicnes egquivalentes y no equivalentes
(6,7a); algoritmia para obtener fracciones equivalentes a ‘una
dadaC7a, 7b. 7c, 7d) discriminar fracciones equivalentes y no
equivalentes al ordenar una serie de fracciones dadas (8);
discriminar fraccicnes equivalentes, y no equivalentes al
localizarlas en la recta numérica (Bc); obtener fracciones
equivalentes a las dadas para compararlas entre si, es decir
poseer el criterio comparativo y la alboritmia para aplicarlo (9a,
8b); e identificar fracciones equivalentes al resolver problemas
verbales C17ad.

3, Fraccidn decimal finita o periddica infinita

Diez reactivos del examen, 1/68 del misme pretenden indagar cual 'és
el manejo que entre fracciones comunes y decimales, y'!‘racciones
decimales ¥y clases de equivalencia de cocientes de enteros hacen

los alumnos.

Los reactivos son de {res niveles, algoritmicos 12a a 12d, 13a a
13c,de descripcidén 12D y 13D, y de justificacidn taJ .

63



" As{ permiten percibir cual es el uso y comprension que del  ndmero
‘racional comc cociente 1ndicado de enteros poseen; su algoritmia
para dividir enteros, y el papel que en ella juega la notacidn
posicional base 10 ;lo que ‘tacilitara' u obstruira su algoritmia y
comprensién de 1a relacién entre decimales flnit,os o periédiccs
lnflnltos. y clases de equivalencia. C

SSlo se incluyen en ellos una fraccidn comun y una decimal
impropta Cen 12d, 7/ y en 13c. 1,5,

No se utilizaron fracciones dectmales periddi cas infinitas para
evitar problemas poi- desconocimiento de la notacidn.

4. Elemento de up campo de coecientes infinito ordenade,

Que un alumho de primer ingreso a ‘bachillerato sea capaz de
utilizar el numero racional con sus cuatro operaciones basicas y
las propiedades de estas, as{ como las de densidad y orden; seria
algo ideal en ciertos sentidos.

Si ademds es- capaz de describir los procedimientos que utiliza y
Justificar sus respuestas, tendremcs la formacidn previa jidonea en
tornc al numera racional, de acuerdo a lo discutido en el capitulo
anterior, para su trabajo en el bachillerato,y no se requerird
abordar nuevamente en €1 el concepto de racional, al menos en el
contexto algebraico,

Para averiguar si esa es la situacidn, se incluyen 19 reactivos en
el examen diagndstico.

Si las respuestas a estos 19/80de los reactivos muestran que la
situacidén inicialmente descrita no se ha logrado, seguramente

también indicarin cuales son losaspectosa retomar para hacerlo,

Entre los 19 reactivos tenemos diez que indagan acerca de la
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posesidn de algoritmos para: operar con los racionales utilizando
‘las propiedades de sus operaciones: 14a, 14b, 14c, 14d, 1i4e,
ademas se incluyen tres reactivos 'en que deberdn ' ordenar
racionales: 8, Sa, ‘9b, El primero incluye racionales negativos y'
“'positivos, 'y un par ‘de fraccicnes equivalentes. Se indada ademas
la existencia de nociones o breconceptos de densidad de 1los
racionales ‘en los reactivos 10 y 11, o ’

‘Hay también dos reactivos que se resuelven mostrando el neutro
mult.iplicatlvo y el inverso mulupucat.ivo de un raclonal dado,
1Sa, 15b respectivamente, -

Por Gltimo se incluyen un reactivo. de descripcidn, 11D,  acerca del
procedimiento. con que utilizaron o -exhibieron su nocidn de
densidad; y seis reactivo de justificacion, los 10J, t4aJ, 14bJ,
14cJ, 14dJ .y 14eJ. '

El primeroc se refiere nuevamente a densidad; los cinco restantes a
los algoritmos de las cuatro operacicnes bdsicas y las propiedades
de las mismas involucradas en las operaciones concretas que
efectuaron en los reactivos de algoritmia correspondientes.

8. Operador pultiplicative

Alumnos que se percaten claramente de que un numero racional
aumenta o disminuye a otro mediante la multiplicacidén, no solo
en funcidén de los signos de ambos, y que ademds puedan justificar
_esta situacidn, muestran elementos que permit.eh diferenciar los
nimeros racionales de los enteros y conformar el concepto de las
operaciones entre racionales diferenciandolas de las operaciones
entre enteros. '
Postblemente esto facilite su desmpefic en el bachilleratoc donde
los conceptos algebraicos, como el de operacidn binaria, tienen un
papel importante.

Por eso cinco de los sesenta reactivos del examen, que son 1712 de
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los mismos, se dedican a este aspecto.

Los reactivos 9aJ y 9bJ van directamente a la Just.ifiéacién de un

producto menor que' sus dos factores y otro mayor, cuando los

factores son 'rac;pnales positivos. El reactivo 14d indaga la
posesidén  del allgoi'itmo para ut.(i'liz‘arlo“s como operadores
multiplicativos, y los otros dos reactivos, que son el i16a y 16b,
utilizan el racional come operador mulupucauvo en . la solucidn

de un problema verbal. : : . '

8. Medida o punto eh la recta pumérica.

Sélo un reactivo, el 8c que constituye 1780 del total de reactivos
del examen atiende este aspect.é del n.t‘xmerd racional.

En el se pide que indiquen en un segment.é de récta con una escala
marcada diez fracciones comunes, entre las que se encuentran dos
equivalentes entre si. '

Dichas fracciones las deben qrdenar primero en el Eeactivo
inmediato anterior, el 8.

‘El séptimo aspecto del numerc racional manejado por Kieren en el
articulo citado: numero Vracional como razén de enteros, no se
incluyd en el examen diagndstico.

La razén fundamental para que este aspecto quedara excluido fué la
no coincidencia de la razdn con el numerc racicnal, como se verd

en el capitulo:El concepto matemitico del numero racional.

En una tabla de dos entradas: nivel del reactivo vs, aspecto, se
presentan los 60 reactivos del examen.(Tabla 1J.

Los que requieren de otros dos pardmetros irdn acompa‘ﬁadbs del par
ordenado que los identifican en la seccidn cbrrespondient,e.
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La tabla exhibe claramente el desbalance en cuanto -a m‘:mero.de
reactivos por aspecto tratado, y en cuanto a los niveles tocados
para cada aspecto. . - : -
La atencidn se centra, en este examen diagndstico en la relacién
parte-todo,el campo de cocclientes ordenado infinito, las clases de
equivalenéia.' se averigua en orden decreciente sobre el decimal
finito o periédico lntlnit,o. .el operador mult.iplicauvo y la
medida ‘o punto en la recta numérica. -

Es decir ﬁay un claro predominio algebraico que en cierta medida
responde a la percepcidn de la curriculé pre‘vié y al conocimiento
empirlco de lo aprendido por los alumnos en su escolaridad
anterior al bachillerato. . -

I11.2 Prueba del cuestionario .

La versidn que acabamos de describir. y que como ya se ‘di.jo. fue
la segunda versidn del examen diagndstico, se probd con una
muestra de B alumnos recien egresados de tercer afio de secundaria.
La secundaria a la que asistieron eétos sujetos estd en la zona
geogrdfica cuya poblacidn puede pertenecer al Plantel Sur del

C.C.H., donde se hizoc el estudio exploratorio,

Interesaba detectar 1o adecuado del cuestionario en cuatro
aspectos: | :

Formato, vocabulario, comprensibilidad de las'instrucciones para
los estudiantes y medicidn de los diferentes aspectos del numerc

raciocnal.

Se pretendia también tener una apreciacidén del tiempo necesario
para su aplicacidn.

La muestra estaba formada por tres mujeres y tres varones.
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Las edades oscilaban entre 14 afics 11 meses y 15 afios 7 meses.
Todos los sujetos habian aprobado matemidticas,dos de ellos
reprpbaron una o dos materias en tercer afio de secundaria, y uno
aprobé con 10 de promedio los tres afios de secundaria.

Todos provenian de la misma ‘secundaria diurna, de dos VGI;dpr
escolares - diferentes atendidos por el mismo profesor de
matemiticas., '

11.2.1 La apllcaciéh del cuesu.onario Ear'a la prueba.

La aplicacidn del examen durd entre 1 hora S minutos y 1 hora 17
‘minutos, lo que resulta razonable para la aplicacidén en las
condiciones reales a la poblacidn de interés para este estudio.

Los comentarios y preguntas durante la aplicacién permitieron
detectar: errores de formato, la escala fué inadecuada en el
reactivo 8c; dificultades con el vocabulario por parte de un
sujeto: instrucciones imprecisas en los reactivos 7a a 7d
sorpresa ante la peticidn de argumentos, Jjustificaciones o
explicaciones para un procedimiento o resultado; inquietud ante
sus limitaciones acerca de un tema conocido. '

II.2.2 Los resultados de la prueba del cuestionario.

Los resultados de esta aplicacién se encuentran en la Tabla 2 y
muestran que, si consideramos dificil un reactivo que resu:lve
correctamente a2 1o mds un tercio de la muestra; de dificultad
media el que logran resolver entre unc y dos tercios de la
muestra, y facil aquel reactivo que resuelven mds de dos tercios
de la misma tenemos:

Hay 10 reactivos dificiles, que son ic, 8, %a, @b, 9aJ, 9bJ, 11,
11D, 12J y 14c, es decir 1/8 de los reactivos,

0t.ros481 resultaron .de dificultad media ib, 1c, id*, Sb, 6, 6J,
7c, 7d, 7J., &, 10, 10J, 1ga, 12b, 12c, 12d, 1D, 13c, i4a, 14b y
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14e, 2160, mds de un tercio del total,

Los @9 reactivos restantes 1la, 1a’, 1ib’, 2a, 2b, 8¢, 3a, 3b, 4a,
4b, Sa, 7a, 7b, 13a, 13b, 13D, 14d, t4dal, 14bJ, 14cJt, 14dJ, 14eJ,
) ~_15a. iSb. 16'a“,"1ﬁb. 16c, 17a .y 17b,. resultaron féciles,l

Por lo tanto el cuestionaric se puede considerar accesible para
los alumnos de primer ingreso a bachillerato.

Ademis las diﬂcult.adesprincipales se refieren a : . .
@ concebir %,‘- como una de las n partes {guales que cubren el todo
Cic*d. -

@ justificar la conversidn de fracciones comunes a decimales, cuya
alqornmlzi dominan y sin que muestren dificultad para el resto
de las Juétiﬂcaclones azPp concebir el numerc racional como’
elemento de un campo cociente ordenado, en tanto que no manejan
la no asociatividad de la resta (14c), la densidad C11) y el

orden €18, Qa, ©b) en los raciocnales,

Respecto a las deficiencias detectadas en el cuestionario se
resolvig:

Mantener la ambigtledad de la instruccidn para los reactivos del

7a al 7d, pues permite que los alumnos exhiban 1la
preponderancia del aspecto clases de equivalencia, ©, decimal .
finito o periddico infinito en su aprendizaje especifico,

Utilizar una escala mds amplia en el reactivo 8c para no crear »
dificultades innecesarias.

11.3 Poblacidn del estudio exploratorio .
La aplicacidén del cuestionario para el estudic exploratorio se

hizo en la tercera semana de clases del semestre impar del ciclo
escolar 88-89,
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El cuestionario que.se aplicéd fué el mismo de la segunda etapa,
pues no se pudo modificar el reactive 8c por falta de tiempo para
reeditar el cuestionario.

~»La muestra la conrormaron 50 alumnos de ‘un grupo escolar de primer

semestre. perteneciente al turno 01 del Plantel Sur del c C H.

_La_poblaciéh de interéds son los 25000 alumnos de primer ingreso al
‘bachillerato del Colegio de C;encias‘y:ﬂumanldadés distribuides en

los cuatro turnos de cada uno de los cinco planteles.

.

Evidentemente la muestra tomada no es . representativa  de 1la
poblacidn de interés, por lo qué los resultados que se logren ne
oedn. cancluyentes, por esto es que caracterizamos este - trabajo
como estudis cxn&ﬂuumuc

Dicho grupo estaba a mi cargo.

En la muestra habfa 22 mujeres y 28 varones.

Las edades oscilaban entre 14 afios 8 meses y 28 afios 6 meses.

La media de edad fue de 15 afios 21 dias, en tanto que la moda fué .
de 15 afics 6 meses. S

El 82% de la muestra ten{ia cuando mias 16 afics. El 38% tenia entre
16 aﬁos 1 mes y 17 afios 11 meses. SSlo el 8% tenia mds de 18
afics.

11.4  Aplicacidn del cuestionario para el estudio exploratorio.

La aplicacién se realizd al término de la tercera semana de clases
para favorecer el que los alumnos tuvieran alguna familiaridad con
el sistema C.C.H., los espacios fisicos de su plantel y la

profesora del curso, que fué quién lo aplicd.

No 'se dejo transcurrir mis tiempo pues el contenido numercs
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racion_ales es de los primeros en el” programa de Matemdticas I.

Con anterioridad a la fecha de la aplicacidn se plantec al grupo
la necesidad de averiguar que habian- aprehendido acerca del numero
racional en -su escolaridad a.nt.erior. "para reconccer cuales.
aspectos del mi smo habia que atender. cualeS podian ser las’
dificultades de aprendizaje y, tal vez, cuales eran las causas de
ellas.

También se les "expl.lcé que era importante que 1o resolvieran lo ‘
mejor posible y en forma individual Y Que plantearan claramente
cuando no cedlan la respuesta. -

Por dltimo se aclard que los resultados que lograran en este
examen no influirfian en ou calificacidn, y que formarian parte de

esta tésis,

La aplicacién se realizd en el saldn y el horaric normal del
curso.

Se reiteraron brevemente las explicaciones antes mencionadas, se
-pidid que toda duda o necesidad la plantearan a la profesora y se
les did una hora para resolver el cuestionario, -

Los resul tados que alcanzaron estin en el apéndice 3. '

I1.5 Los resultados del estudio en cuanto a dificultad del
cyestionario .

Es importante seflalar que, a diferencia de lo ocurrido con la
primera muestra en este estudioc resultaron:

Dificiles 22 reactivos, que fueron los siguientes:

4b, &J, 7J, 8, 8¢, Qa, Sb, QaJ, SbJ, 10J, 11, 11D, 12J, 13c, 13D,
14b, 14aJ, 14bJ, 14cJ, 14dJ, 14eJ y 17b.

Es decir todos los de justificacidn, los de descripcidn salvo uno
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y los de orden,  entre algunos de particiones, .conversién a
fracciones comunes, algoritmia Yy cbtencidén  de partes
complementarias, ' '

De dificultad media fueron 28 reactivos: . A
ib, t¢, 1d', Sa, Sb, 8, 7a, 7b, 7c, 7d, 10, 12a.-1ab, tec, 12d,
13a, 13b, 14a, 14c, 14d, 14e, 15b, 16a, 16b, 16c y 17a. Que

son mayoritariamente de algoritmia. .

Fueron fdciles ahora sclamente diez reactivos:
ta, 1c, 1a’, 1b’, 2a, 2b, 2c, 3b, 4a y 15a .

Los primeros nueve.se refieren a la relacidn parte todo y el
gltimo al usa del neutro ¢ idéntico multiplicativo.

Para la poblacidn de intereds resultd un cuesticnario dificil.

Las dificultades centrales se refieren a la posibilidad de
Justificar prbcedimient,os o resultados, e incluso a describirlos,
as{ como al orden en los racionales,

Parece también, que su mejor aprehensidn se tiene en la relacidn
parte-tocdo con todos y par'?.iciones usuales. ' ,

El andlisis cualitativodelasrespuestas,alosblogquesde reactivos que
miden cada unoc de laos subconstructos . se presentan en detalle a
continuacidn.

I1.6 Andlisis de respuestas
I1.6.1 El pumero racional come fwccidén o relacidn parte-todo,

Los datos de las respuestas a los reactivos que miden este aspecto

A del concepto de numero racional, se encuentran en la tabla (al,
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En el examen 16 de los 60 react,ivds, el 26.6% de los mismos, miden
directamente el manejo del concepto de racicnal como fraccidn o
‘relacidn parte-todo: 1a, 1ib, 1¢, 1a’, 1ib*, 1¢’, 1d’, 2a, &b, &c,
'3a, 3b, 4a, 4b, Sa y 5b. ‘ ' :

En ellos al menos el 52% de la muestra logrd resul tados correctos,
reactive 1b, y en los reactives 1a, 1lc¢, 1a’, 1ib’, 2a, 2b ¥y 4a,
referidos a todos continucs usuales y que son el 43.75% de los 18-
antes mencionados. se tuvo entre el 92% y el 100% ‘de respuestas
correctas. ' -

Bole  nenmile eclallecen que mdo de l mitod -de lo muectw maneso "
el concente de nacional ceme nelacifn poante-tode y que, noaa ledso
condinugs wouales, lo dsmina mdo deld 9o% de lo mioma.

Llama la atencidn el que el 58. 25% de estos reactivos:v ib, 1c’,
1d*, 2¢, 2a, 3b, 4b, Sa y Sb, tuvieron mis del 10% de er.rorjes.*
entre 14 y 43 por ciento.

No contestaron los reactivos entre el 2% y el 8% de los sujetos,
el ©06.25% de los mismos los contestaron todes.

Porece que mdo del Q0% de lo muestsn cwe gque domina edte
oudcenstructs . del conceply  de ractsraod eungue ne eo  aod, pued
odle ol 56.25% de loo neactives nespendiesn tedes ¥ hay haote un

48% de evienes en lao reopuestas. ’

Existen también cuatro reactivos: 16a, 16b, 16¢c y 17b, que son el
8.6% del total, que involucran la relacidn parte-todo en la
solucidn de un problema.

En estos reactivos, ademds de la relacidén parte-todo estd en juego
la habilidad del sujetc para establecer relacicnes a partir del
_enunciado del problema y por lo tantc su vocabularic y comprension

de lectura.

En ellos el mayor porcentaje de respuestas correctas fue 48,
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inferior al mds bajo de los reactivos del blogue anterior, rque fué
s2.

Ei porcentaje mis bajo de respuest.és correctas !‘ﬁe 32, es decir,
ta rcerw. - fande de ta. mwm nuede o.nléca/z en la oolucidn dc
wwdl«nao o nelacidn narte- tada c

El porcentaje de errores oscilé entre 20 y 40,._' pero crecid el
' porcent.aje de reactivos sin con;.e'st.af. ‘entre el 24 y el 30,

Podemos’ plantearnos qué, si bien mdo del 9o% de oo oujelss creen
dominan la nelocidn narte-tode y ol menss eb 2% lo logra, odle o
70% de oo miomoo wen que o pueden aplicar o eolucidn - de
nroblemcs, legutndale odle el 32% Pornecerde. que loo  conceptso  hon
oide manejades en lo ecocuels ol margen de ou aplicacidn en (o
oolucidn de preblemas . ‘ -

Pe los 16 reactivos mencionados al inicio de este apartade, los.
diez siguientes: 1a, 1b, 1c, 1a’, ib’, 1c’, 14’, 2a, &b y 2c, son
de identificacidn de la relacidn parte-todo en todos continuos.

Las difucullades detectadas en torno a estos reactivos al analizar
las respuestas norece gue ce defen la presencta de:

e todos cendlnueo (nuouales, reactivo 1b con 48% de respuestas
errdneas, ic con 4%, 1d® con 30% y 2c con 38% de respuestas

errdneas.
® nonticienes inegulones, n partes, no todas iguales, que cubren
el todo, reactivo 1c’' con 32% de respuestas errdneas y 2c con

38%.

Otras dificultades se manifestaron en algunas de las respuestas
errdéneas,

Una de ellas de indole ne matemdiice, el sujeto 14 respondid una
serie de reactivos en funcidén de la instruccidn para 10s reactivos
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precedentes y ao atendid {a (notauccidn coresnsndiente,

Las de indole matemdtica se refieren, por- una parte, -a 1la
dificultad paro (dendificon lao nartes que cubren un teds.

Asi tenemos que en el reactivo ic' el 4% de los sujetos consideran
que se tienen quintos, cuando la particidn es claramente
irregular. Parecerdo. que % ne €0 una de (oo o nandes  (gualeo

que cudren el tede.

En el reactivo 2b, partido en octaves que por pares se pueden

visualizar como rectingulos

un sujeto considerd cada cuartc como un todo, 8% de la muestra.

Para el reactivo 2c, donde la particidn no cubre el todo y este es
inusual, se tienen diversas interpretaciones:

Oche sujetos, 16% de la muestra,consideran las cinco partes éin
marcar, que no son iguales entre si, y las cuatro marcadas y
contestan en novencs. (tra vez parecerifa que %m € una de {ao n
nantes lguales cue cuden e wde.

Dos sujetos mds, 4% de la muestra, simplemente cuentan el total de
partes que harian un todo, ya sea en deécimes o en quintos y como
un quinto estda sin marcar responden:

aumerader = denominader - 1 (6 n = d - 13,
Pareceria que el euenamiends escelon leo pergudica, ' ol manejon
la - negla: deneminadon, e ‘“tede”, Guad ol leted  de  poeo

emitiends Lo igucldod entre elloo.,

Aqu{ nbs referinos a :que en mn, ei denomi nador indica el numerc n
departesigualesenquesedi vidiceltotal. Enestes casos el ’ .'L_oLai



coincide con la- unidad, elque, obviamente, es cubjierto por n de
esas partes, . '

El numerador, m, indica solamente cuantas de las n partes iguales
en que se dividié el total se éstin t_:'onsiderando‘. y en estos casos

m<n.

. Ser4 siempre en este sentido en que nos referiremos al denominador
_como el todo. : B '

Otros dos sujetos tienen ta‘l» dificultad para simbolizar lo que
visualizan y para identificar las partes del todo que responden
incorrectamente “1 &/z", tal vez refiriéndose a una (1) de las
cinco partes del todo sin marcar y 4 de las partes del tado con la
mitad €172 marcada, 1o que simbolizan como 4.2,

Existe ademds, una respues(a atribuible a dis.t,raccién o
incomprensidn de la simbolizacidn § Un sujeto, 2% de la muestra,
responde % por g— ‘

La otra aificulied matemdiice. manifestada en las respuestas
errdneas oe nefiene ¢ Lo identificacidn del tode. :

Para dos sujetos, 4% de la muestra, las 4 partes marcadas son el
denominador, es decir, el todo; independientemente de que el
numerador sean las partes no iguales sin marcar (8) o no .

Otros ocho sujetos, 18% de la muestra, simplente cuentan las
partes marcadas y las correspondientes sin marcar contestando en
octavos, El quinto sin marcar no es considerado como parte del
todo,

Un solo sujeto no distingue que 44 es igual a 1 o el total y
responde “4/4", Pareceria que hay cuatro rectangulos marcados
parcialmente y este es el todo o denominador. Como hay 4 partes
marcadas, ese es el numerador, y nuevamente el quinte sin marcar
no es parte del todo. :
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Las respuestas léorrectas significativas f.ueron:

Diwidin 1a parte que no lo estaba nn/m. ‘ver’ los décimos, lo
que nos habla del nlvel de desarrollo del queLo que 1o hizo en

' 'térmlnos de ou wwddmt de adotraccidn, - -

Dm oimplificada 1a respuest,a .0 simplificar después de
cammnaam (4/10 - 8/5). que sefiala -en los ocho sujetos que lo
hicieron mym amac(m de obdotaccidn y wmmw«ua de lao
Mcwm eq;cuualum . S : -

Los dnicos reacuvos de 1denuf1cac16n con todos discret.os son el
3a y ‘3,

En ellos mis del 80% de los sujetos respondieron correctamente y
sdélo un 2% no contestd.

Pareceria que padclicamente el total de (o muectra cree  gue dsmine
lo. relocidn, parte-tods cen tede discrete, ¥ ol menos  lao  cualw
quinkao pantes Cegran identificarda.

Las respuestas errdneas parecen ‘J.ndicar preponderantemente
dificullad nona  (dentificon el tede e Uwomprenocidn  de Lo relacidn
narde-tods.

Diez sujetos, 20% de la muestra, consideran que los elementos
marcados son el total de partes a considerar, & numer'ador.' pero
que el todo, ¢ denominador son las partes sin marcar, gque no
incluyen, naturalmente a  las primeras o bien lo hacen
inversamente.

Los errores restantes son atribuibles a dificwlad nare mantener
lo atencidn, cuentan mal el total 3 sujetos, &% de la muestra, o .
el nimero de partes marcadas, 8 sujetos es decir, el 12%.

Las respueétas correctas significativas hablan de mayer conacided ’
de. adotraccidn. ’



'S‘efé"s'ujétés“.' -12% de la muestra, dan la’ réspues;ta simplificada o

simplifican la fraccidn que obtienen contando.

Cuatro 'reactl‘)os demandan represent.art‘raccionesdadasentodos Bl

discret,os Cd4a y 4b) o conunuos (Ba y Sb)

Al ‘menos el 00% de los sujetos los resolvieron bien y cuando mis

el 8% no los cont.est.é. Es decir & 92% de {a mueotrs cree noden
Aeprecentan la  nelacidn  pante-tods y  te  lopan  ofle las  deo
tercenas panteo de la misma. ‘ ) ; :

Las dificultades prqserites en los dos primeros reactivos parecen

deberse a la falta de atencidn ‘y-en 4b, ademis, a que la.fraccidn..

pedida requeria npauin une de lso elementss del tods.
Las respuestas errdneas significativas indican:
Imposibilidad de dividir los elementos. Un tode continue oc nuede

dwidin  en- 0 potes  iguales  cualeoguiona, npew un  lods  dlocrels
odle ce puede dividin en diviconeo del total de ouc elementso.

‘E‘l sujeto 13 1o dice explicitamente: “no se puede”.

Cinco  sujetos, 10% de la muestra, apwximan la respuesta
sombreando 7 u 8 en vez de 7i/z elementos.

Nueve 'queLOS'. 18% de la muestra, marcan sdélo el numero de
elementos correspondientes al numerador, ya sea que den 3710 d
s,

Cinco sujetos, 10% de la muestra, cambian de todo. El rect.ahgulo.
que contiene a los elementos discretos es parte y limite de su
todo; lo dividen en cuartos y allf sombrean 3 elementos (2

sujetos) o los elementos que quedan incluidos en 374 (1 sujetod.

Los otros dos sujetes consideran el rectidngule comeo un todo
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continuo y sombrean en ¢l 374,

Dos sujetos mds, 4% de la muestra, no respohdierori;

Las respuestas corr'éi;tas. 33 sujetos o OO%.de la mue’st.ra; fueron

_homogéneas, sombrearon 71z elementos ‘de los 10 del total. Para
los otros dos reactivos, cuya dificultad era mayor en tanto que

deberian construir el todo y las partes para - representar

"fraccione's impropias, las dificultades detectadas fueron:

80._"tnﬂuznda del  esencicis antenion v & omioidn de o
nohuccidn covesnendiente. . .

_ Ctnco sujetos, 10% de 1a muestra, construyen todos discretos, pese

a que la instruccidn es “Considera el rectingulo como unidad y
dibuja los qf.xe te sean necesariocs para poder sombrear en ellos”

2o dikiculiad de coenoideran mdo de un ‘ejemplon’ de o unddad ol
lujan odle un recidrgule, 9 sujetos & 18% de la muestra.

El aechage a fracciones mayores que {o unidad marcando 815 en vez 4
de 13/8 6 4/ en vez de 5/4. Nuevg sujetos o el 18% de la
muestra.

Las respuestas correctas fueron demoglneas, rectdngulso con o
lorge en pooicidn forizoniad o cuadradso cen un lads herigonial.

- Para los reactivos 18a, 16b, 18c y 17b que involucran la relacidn

parte-todo con todos continuos en la solucidén de un problema, y

son el 8.0% de los reactivos, se tiene:

Al menos el 32% de la muestra los resolvid correctamente y hasta
el 28% de la misma no los contesto. Es decir & 72% de la muecstra
et  noden aplicar o relacidn  ponde-tode en la  oolucidn  de
nollenaos y nd lo tecera pante Lo lagra.

uf/s,r" D[Tfsis " pppe
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Las respuestas errdneas indican que:
Ignoran la primera relacidn que establece el enunciado::
“A juan le héred_aron 278 bar'.es de un terreno de. 4000m*™ -

Y a la pregunta “;Qué super!‘lcie heredé""responden “4000m"", tres
sujetos o el 6% de la muestra.

Xe ccmMm come mmadm, nwlinlicotve Lo fraccidn: 278 oen odle
278 de la unidad y no e’ npare de un tds con un  valon
eoneclfico, en eote cace 4000m ; 7 sujetos o el 14% de la muestra
que contestan ‘'2/8°. "

Algunos otros cometen mmt de cdloule, neoiblemente debide ol
nents de oimplitican 278 y calculon 1/8 & 1716, 2 sujetos, o el.
4% de la nmuestra. :

El problema continda: “El vendid 374 de su terrenc™, y ante la
pregunta “;Qué superficie vendid?"” 8 sujetos, que son el 12% de la
‘muestra, responden “3000m**, que son 374 del terrenc original.
Evidentemente al menos para 3 de ellos & camdior ef ‘ldo’ne eo
facuble, pues solo tres consideraron que hereddé 4000m?

Seis sujetos mis (12%) oiguen oin manegor o fraccidn come un
onencdan  muliplicatve que actie oedre un. tde difeenie o la
unided y responden “3/4" as{ tampece camdian de *lde’.

Persisten los errores de cilculo y un sujeto calcula 3-8 en vez dg
3/4.

La ultima pregunta de este problema es: “;Con qué superficie se
queds?”,

Su respuesta depende de las dos anteriores y de la capacidad

‘para., dada una parte de un todo, encontrar la complementaria.Para
el reactivo 17b 1a situacidn es similar, la respuesta depende de
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la anterior y deben dar la fraccidén co‘mpleni.arla: a dos fracciones
equivalentes dadas, : ' '

Tedao lio rcopuectao evdneas C40% de la muestrad “indican o
“dmpooibilidad  de oltener (o ' funie  compleminiomla, pueo  calcudan
fraccienes  que no  cemplementan o (sl  que manesan, .
independienienente de gue. covesnsnde ¢ no of del enunclods. '

Los _éa;os_extremos son tres. El sujeto 21, que responde “12712" g

sin bercatar;e de qQue eso es el total, y el sujeto 20, quien
N responde'. “20714%, resultando as{ que la parte complementaria es
" mayor que el total. ) ’ -

Para estes dos sujetos la idea de m/weo ccm{m de un ledo
falle, nueo o concilen e lods come o unidad & ns  Aelacienan Loo
faccioneo equivalentes ol percien, sv anden.

El sujeto 8, tercerc en situacidn extrema, responde nada.
Nuevamente la nocidén de tode como unidad queda cueétlonada; a
menos que por dificultades algoritmicas, imposibles de precisar
pues no incluye operaciones, las cantidades que sumé le dieron el
total.

As{ nos percatamos de que: para algunos sujetos (8%, el todo se
asocia sélo con la unidad, por lo que 2/8 son 2/8, pero también se
carece de la posibilidad de reconocer las fracciones equivalentes
a esta y compararlas con otras en el 40% de las casos,.y la parte
complementaria puede ser igual o mayor que la unidad, por ejemplo,

11.6.1.1 Resumen de lo observado en las respuestas.
Resumiende, las dificultades detectadas respecto al concepto de
numerc racional como fraccidn o relacidn parte-todo son, en cuanto

a todos continuos:

La identificacién de. todos .inusuales, particiones que no
cubren el todo, las partes, el todo y/o su simbolizacidn,
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En cuanto a representacién ‘diagramdtica:

1a de representar mis.de un eJemplar del todo, que parece. indicar
que se concibe el todo como tnico; la de fraccicnes impropias,
que apunta a la concepcidn de fraccidén sélo como  fraccidn
propla'~ 7 la representacién estandarizada de lqé todos, que
indica 1la existencia de un prototipo del todo ; la de n
frucclones desiguales, que habla de un concepto incorrecto de i-n,
reducido a una de las n partes que cubren el t.odo. omitiendo la
1gualdad entre euos. . . T

En ‘cuant.b a2 la utilizacidén de la relacidén parte-tcde en la
solucién de problemas se encontré que:: no se le concibe como
operador multiplicativo y el todo es sélo la unidad, noc un total
conm un valor _eSpécirlco diferente a uno; no es posible cambiar el
todo, es decir, no hay todos relativos; no es poslblezdar la parte
complementaria a una parte dada y en algunas ocasicnes, se
confunde con el todo por la forma de expresarlo. .

Por otro lado, el omitir instrucciones o sustituirlas por otras,
parece reflejar parte de las dificultades de comprensidn .de
lectura.



1IT1.6.1.& Qbservacicnes acerca de los logros escolares,

Por todo lo anterior consideramos que pnodemes nplandearnso e que
la eocuela: '

@ promueve prototipos del todo y las partes que limitan las
posibilidades de reconccimiento y construccidn de los estudiantes.

¥ no logra la identificaciodn de partes y todo.

¢ disccia los diferentes subconstructos del concepto de numero

racional.

® no logra el dominio de la relacidn parte-todc por parte de los
estudiantes, para que puedan utilizarlo en la solucidn de

problemas.
¢ no logra que el todo se comprenda como relativo

@ no logra, como consecuencia'de Lodo'lo anterior, la gqmprensién
y manejo adecuadc de la simbolizacidn. '

¢ no garantiza la comprensién de lectura del enunciado de un
problema simple, lo.que impide que sea resuelto.

¢ no garantiza la identiricacién—j comprension de instrucciones
leidas, lo que lo que obstruye el desempefio de los sujetos.

Fracciones equivalentesg

Los datos de las respuestas a estos reactivos se encuentran en la
tabla (bd.

3

Cuatro reactivos, el 6, BJ, 8 y 8Bc, que son el 6.6%.del total de
reactivos, miden directamente este subconstructo del concepto de
- racional.
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TRELA (B)

CLASE DE EQUIVALENCIA .

6 6l 8 &

/NG . 2600058 27/1
%E - W w4 54

NG 12 2 1 2
36T Wm0 A

OPTARON POR EL SUBCONSTRUCTO CLASE DEEQUIVALENCIAV .
7 m ¢ 7 % B 9%l %)
TO - 4 W B W W 3 3 3 3

EMNC. 20 10 12 VIO 21 22 O/8 O/8
2E w271 71 7066 666 0 0 0
‘W™C 0 0 w2 71t O

%G - 8.7 %.8 785 8&.7333 333 100 100 100

. E.:RESPUESTAS ERRONEAS  N.C.: PREGUNTAS NO CONTESTADAS  C.: RESPUESTAS CORRECTAS  T.0.: TOTAL DE LOS

QUE OPTARON POR
v : _ ESTE SUBCONSTRUCTO
*Nose t;Al.cuLA PUES NO SE PUEDE DETERMINAR SI OPTO O N0 POR ESTE SUBCONSTRLCTO ’ '
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Otros siete, 11.6% total, que scn 1 7a, 7b, 7¢, 7d, 7J, Sa, &b,
posibilitan medirlo dependiendo del procedimiente que el estudiante
elija para resolverlos.

Cuatro reactivos mas: 14a, 14b, 14c y 17a o B6.8% del total,
involucran este aspecto del concepto en su solucidn, ya sea en el
algoritme que  deben aplicar, como en los tres primeros, o en la
solucidn de un problema, como en el Ultimo,

En los cuatro primeros reactivos mencionados legraron la respuesta
correcta entre el 10%, reactivc B8, y el 44%, reactivo 6, de la
muestra,

No contestaron estos reactivos entre el 12 y el 22 por cientc de
la muestra.

Parece que Meneo de Lo cualre quinies pantes de la muesta creen
doeminer eote oubconotrucle, aungue ofle oer a0l nara lo  décima
nonte de lo. mioma. i

De los 14 sujetos que, para el segundo bloqge trabajaron este
aspecto del concepteo, la situacidn es mas extrema. Lo resuelven
bien entre el 33 3%, reactive 7b, y el 92.85%, reactivo 7d, _es
decir, ol menes la ncera nante de loo que eligen eote mlca.uc Lo
. manejon ouficlentemerte 8ien nora nederdo apdicanr.

El 100% de respuestas correctas para los reactives SaJ, 8bJ y 7J,
.no es significativeo, pues sdlo indica que el total de esos sujetos
eligid el subconstructo clases de equivalencia para resolver los
ot,ros reactivos de este bloque

Los reactivos no contestados van del 7.14% para el reactivo 7d, al
14.28% para el 7 ¢ .- ,

Sote nanece ndlican que 1 e & de lso 14 oujeles que eligen e
oulconotructe  clase de equivalencia, e peoedn il algenltmia

84



" El ‘enunciado para los reactivos 7a a 7d es:-

« 7De que otro modo puedes expresar cada una de las
siguientes fracciones? ?Por qué?

al) 18/3

B> 185/25
c) 6718
d2> 88030

la pregunta “;por qué”? es el reactivo 7J o la juystificacidn de las
cuatro respuestas anteriores.

Entre los 14 'sujet.ds que en su respuesta a este ultimo reactivo
asumiercn el subconstructo clase de equivalencia, narece faber
difenencias oustanciodes en cuante o ou niwel de desorells.

Justifican sus respuestas 3 de las 14 sujetos, con argumentos que
exhiben su comprension del racional como clase de equivalencia
y dos algoritmos para obtener las respuesta 7a a 7d. Asi el
sujeto 23 que dice: *“;porqué las fracciones tienen
equivalent;es?" 'y responde 7a y 7b utilizando dos algoritmos
diferentes, -aunque no contesta 105 reactivos 7c, con
numerador primo,-y 7d, con numerador y denomin_'ador ‘grandes”.

Cuatro sujetos de los 14, sdélo argumen;an qué f‘son equivalentes®™. .
El mds desarrollado de ellos, sujeto 23, muestra un concepto de

racional que estructura tres de sus subconstructo:

cociente de enteros, asb



clase de equivalencia, asb = nas/nb ¢ asb = fa’'~fb’ = a’,b’,
cociente indicadoc de entercs, que lleva a la expresidn
decimal finita o© periddica infinita. ab =c o]

/b = [od r r .
asb c!... m, 1$.. np1p5

De los restantes, dos exhiben dos algeritmos para encontrar
fracciones equivalentes y el otro sdélo maneja uno, asb = nasnb

con n =0,

éin embarge hay dos sujetcs mds, de los 14, que, aunque

exhiben dos algoritmos para obtener fracciones equivalentes, no se
refieren a la equivalencia en su justificacidn. Probablemente aun
no formalizan a ese nivel el conceptoc que, parece evidente, ya
tienen formado.

El sujeto 27 declara no peder justificar sy respuesta, pero exhibe
dos algoritmos para obtener fracciones equi valentes,
eobleblemente  compende Yo lo que ep  Juolifican,  aungue ne Lo
legre.

El sujeto 13 sdlo dice “porqu_e simplificamos® que es lo dltimo que
hizo, aungque exhibe dos algoritmos. Agqui parece que Se posee
también el concepto y sdlo se ha formalizado como para nombrar un
algoritmo, no la propiedad de la que depende su existencia.

Esk decir, se nombran procedimientos, no propiedades, por lo que en
este caso no se justifica. ’

Un sujeto mds, el SO, obtiene fracciones propias“. y enteros.

diciendo que “unos se pueden convertir 'a entercs y otros tienen’
k fracciones equivalentes®”. No po's.ee pues ni el  concepto -de

racional com'o clase de equivalencia, ni .el de l‘os‘( enteros como
subconjunto de los racionales.

Por mumo.el:rsujeto:.w..vslmplifica:en‘xlos réacuvos a a 7d, y

para cada uno describe como 'simplificd,’ pretendiends gqus esta es
la justificacién., Este sujeto odle auectra canacidad pore  epdican
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algonitmes  eoneclfices  adecuadamerie; ne  muesta capacidad  pare
Fuolitican, nueo o8le  descrile ¥y i oiguicra  exhile una

descrincidn general, lo que habla de neca copacidad de abolraccidn
o que Le impude generalizan.

Resumiendo, mandfiectan peceer y deominan el conceplede  aimene
nacieced come cloce de equivalencia 10 de {ec 14 oujeteo, €0  decin
el 71.42% de oo miomoo, aunque sdlo sepan nombrar la propiedad de

equivalencia utilizada 6 de entre ellos, su 42.85%

De ellos odle la mitad, 2 , ocen cnaces de suoslfican y odle une
¢ e .14% eo consciente de gue o nuede fucede, & que narece
indicor, que Yo cemprende le que e une guolficacldn u  ou
diferencio. con. una. descdnaidn,

Las dificuliades detectadas oe refieren a:

. @ $nexiotencia. del concente de fraccioneo equivalentes.

] Fearnmacidn incompleta del conceple - de frocciones
equivaleries. -

®  Dificuliades algernltmicas

® Heteregeneidad en e nwel de decarvwlle de loo oujetso,
concretada en; diferenciar o ne una justificacidon de una i
deséripcién; diferenciar o no una propiedad de un algoritmo, ser o
no capaz de dar una descripcidn generalizada .de n casos de un
mi smo .proceso. manifestar ©o no la integracidn dé varios
subconstructos del concepto de racional .

~En cuanto a los primeros cuatro reactivos de los que se habld en
esta seccidn, tenemos que, al 6 *“,Es cierto que 392, 927, 6718,
7715 'y 4742 son el mismo numerc?" respondiercn si 22 sujetos, el
44% de la muestra.
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AdemZs cotros seis sujetos, 12% de la muestra, nc respondieron el
reactivo 6, sin gue se puedan precisar las dificultades que les

impidieron hacerlo.

A partir de estos resultados podemos cenociderer que i & @itad de
lo muesins, neoee un deminic del cencents de fracciones
equivalentes  ouficientes  nere  diocuminer  cuands  oen  equéivalentes
¥ cuande ne, un cenfunis de fracciones dadas.

Para el reactive 6J en cambio, las respuestas errdneas, 16 ,
indicon  dificuliades en tenne ol cencerde  de  egquivalencia  de
froccienes.

Las respuestas incorrectas indican tambi€n heterogeneidad en la
posesidn del concepto de racional como clase de eguivalencia.
Desde los que especifican que las tres primeras fracciones son
equivalentes entre si, mientras las dos dltimas no lo son y ‘lo
hacen ver';hasta los que aluden vagamente a la no equivalencia
diciendo‘no son miltiplos’

Un casc especizal es el sujetc 35, su respuesta parece indicar que
el concepto de egquivalencia estd en plena formacidn, simplemente
dice: “va sucesivamente la operacién®, aungque aclara “no mds hasta
el gG/18", Probablemente a la operacidn que alude es a la
multiplicacién del numerador y el denominador por el mismo entero,

bt.ro caso especial es el sujeto 49, que plantea que las fracciones
,daldas ne son el mismo nuimero, pero lo justifica diciendo: “4 no se
puede dividir con 42", Otra vez el concepto de equivalencia no es
,_complet.o 'ni correcto, las restantes .fracciones son también
fracciones propias pero su denominador es xiu‘iltiplo del numerador.',
probablemente esta es la forma en que el sujetc cree expresar"la
percepcidn de esta caracteristica. - ' '

Las respuestas éprrectas indican también dificultades en torno a :



o
1 El concepto de equivalencia de fracciones al percatarse de

que las‘ cinco fracciones dadas son equivalentes entre si, 19
sujetos ¢ 3B% de la muestra, llegande a plantear.*1/3 = 379 = Q27
= B718 = 7718 = 442" el sujetc 2.

Entre ellos prevalecen las diferencias acerca de lo gque es una
Jjustificacién y, por lo tanto, en este caso, la equivalencia de
fracciones.

Hay quienes wutilizan - la equivalencia explicitamente como
justificacidn, ‘quienes aluden a uno de los algoritmos que permiten
mostrar la equivalencia; los que aluden al algoritmo con el cual
pueden obtenerse la segunda y'la tercera fracciones a partir de
la primera, de manera mas o menos precisa; quienes sdélo dicen *“al
multiplicar por 3 forman enteros® cosa que no siempre ccurre y que
en todo casc omite el que los enteros sean lguales.y' aun quien
dice: “porque son iguales entre s{®

Una dltima dificultad consiste en hacer afirmacicnes que pretenden
ser argumentos justificativos, sin efectuar operacidn alguna de
cualquier tipo para sustentar lo afirmado. El sujetc 31 1o hace
al escribir "porqx'xe si los clasificamos en una recta numérica
tienen un mismo trame o Ccantidadd® sin incluir su representacidn
en la recta numérica. Es también notable porque exhibe el
concepto de racional como punto o segmentc en la recta numérica e
invblucx;a en cierta medida la conmensurabilidad.

Posiblemente una de las causas de esta dificultad sea el principio

de autoridad; alguien dice que es asi, probablemente el profesor,
‘ por lo tanto es asi; aunada al fomento de 1a actitud pasiva en los
alumnos, que sélo tienen que repetir lo due se les di jo.

I11.6.3 El numero racional como decimal fipito o 'gér;v ddico
- infinito ‘ ,

‘Los datos de las respuestas a los reactivos que miden "esteﬂ ‘
subconstructo del numero racional aparecen en la tabla (c),
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Tata (C)

DECIMAL FINITO 0 PERIODICO INFINITO .
A 128 12¢ Ip 12D 120 13 1% B¢ 13

ENC. (185 157 U6 207 88 22516 /2L 137 1526
%E - 3% 30 18 2 16 46 10 W 26 30
NG .10 W 2 W o1 W R R OHB R

'%C. -S4 56 70 W 68 10 58 4 4 18

. g OPTARON PbR-EL SUBCONSTRUCTO DECIMAL FINITO O PERIODICO INFINITO . -
. B DN
T.0. .6 12 12 1 6

ENG 21 1 62 52 S50
L 166 83 163 188 0
TE B3B3

% C. 50,1 66,7 3.7 36.% 16.7

 E+tRESPUESTAS ERRONEAS " N.C.: PREGUNTAS NO.CONTESTADAS ~ C.: RESPUESTAS CORRECTAS  T.0.: TOTAL DE LOS QUE
: : ' " OPTARON POR ESTE
SUBCONSTRUCTO
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Para averiguar el manejo que de este subcenstructo del numeroc
racional hacen los alumnos existen 10 reactivos, el 16,6% del

total, que son los reactives: 122, 12b, 12c, 12d, 12D, 127, 132

vasasy § -y S -y

13b, 13c y 13D,

Los cuatro primeros permiten detectar si existe o no el concepte
de racional come decimal finito o periddico infinito en tanto que
se domina el algoritmo para llevarlos a esa forma.

Los reactivos 12) y 128D indagan acerca de la existencia del
concepte de racional como decimal en forma directa, y del nivel de
comprensicén y formalizacidn del algoritmo. Permiten también
detectar si discriminan entre descripcidn (12D y jJustificacidn
C12J2. La contigiidad de estos dos reactivos puede contribuir a
que el estudiante perciba que describir y Jjustificar no son lo
mismo.

Los reactivos 13a, 13b y 13c averiguan el dominio del algoritmo
que permite la transformacidn inversa, de la expresidn decimal a
la fraccion.

Dos de ellos, 13a y 13¢c, se pueden resolver recurriendo a un hecho
conocido, el reactivo 13b corresponde al reactivo 12a.

En esta ocasidn sélo se pide que describan. como cbtuvieron las
rracciohes. reactive 13D, para poder discriminar si poseen o no el
algoritmo para la transformacidn, ademds pbslbnua percibir si
conocen ©-no las propiedades que permiten su existencia.

De alguna manera este bloque completo de _Feact.ivos contribuye a
percibir si para los sujetos existe o no la relacidén biuniveoca:
entre expresiones decimales finitas o© periédicas inrlnit.as Y.
clases de equivalencia de fracciones, :

Otros 5 reactivos: 7a. 7b_. 7c, 7d. y 7}, 'que son el B.3% del total,
‘dan la posibilidad de averiguar si se posee este subconstructo del
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racional y si se conocen las causas de la equivalencia entre
fracciones y expresiones decimales finitas o periddicas.

De los 10 primeros reactivos al mencos el 40% de la muestra
resolvié correctamente 1los - gque no son de descripcidn ©
justificacidn, dejindolos sin contestar cuando mids el 42%. Peor
eots  conviderames que cenca de doo Lo gquitkas  pontee de  la
muestre ween deminar  edte  aspecte, aungue oele ez legren deo
Quintes pantes de {o mioma.,

En cuante a los reactivos del segundo blogue, al menos el 33.7% de
los sujetos que optaron por este enfoque resslvid bien los que no
son de justificacidn y cuando més el 18.18% de los mismos no los

contesto,

Porece que lo.  epcidn: nacional coms  decimal finite o  perdddice
infindte  ne puede intentance nen caoi lo quinta nante de  quienes
o hocen, Y odle {o tencerna nonte legro nealizordo cerrectamente.

Al  analizar las respuestas a los diezr primeros reactivos
encontrames que, la mitad de ellos: 12a, 12b, 12c, 12D y 13a, son
resueltos correctamente por mds de la mitad de la muestra, entre
54% y 70% de la misma.

" Los tres primeros se refieren al algoritmo de conversidn a decimal
de fracciones propias; el cuarte a la descripcidn de dicho
algoritmo, y el quinto a la transformacidén inversa para 0.25,

v/'l..lamaL la .a.t.encién el que el reactivo 12d, en cambio, sdlo logre
44% de respuestas  correctas. La dnica diferencia con los
reac;ivos 12a é ‘12c es Aque ex{ este se trata de una fraccidn
impropia, 7/5. ' ’ ‘ :

4 poatin de eotss  heoultddse pedemss conoideran que of mense lo
mitd de o muestra cofcibe: ol numere racioned - coms' - cociente:  de
entenes y, el efectuon lo divioldn, lo obtiene ceme decimal.
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Cudn claro sea para ellos el que uh numero racional es un decimal
finito o periddico infinito es dificil de percibir, pues sdélo uno
utiliza la notacién para el periodo (13 = 0.3 y los demas
calculan de una a tres cifras decimales 1,3 = 0.3 & 143 = 0.333),

lo que puede reflejar simplemente un problema de notacidn

Este manejo del racional como decimal finito o periddico infinite
tal vez lo asocian con “una forma de representacion”, pues pese a
la simplicidad de los reactivos 13a, 13b y 13c gque piden la
conversion de decimales a fracciones sdlo el 132 tiene mids del S0%
de las respuestas correctas,como ya hemos dicho.

El que solamente el 18% de la muestra logre describir en el
reactivo 13D como resolvid los tres reactivos anteriores, sugiere

la respuesta memoristica o de un hecho conocido y aislado: o0.85 =
174 ¥ 1.5 = 372

De este bloque los reactivos que nc fueron contestados por mayor
numero de sujetos son: el 12J, por el 44% de la muestra, y el 13D,
por el 52% de la misma. Otra vez la dificultad para justificar un
procedimiento estd presente en 12J, y la idea de que nc poseen el
procedimieto para convertir decimales a fraccicnes se ve reforzada-
por la falta de respuestas a 13D.

.fm le  antenden . puede ntepretonce  como o pocesidn  de  un
algenitme nana  camdion . de expuesidn oo racienales, ol que  oe
nocea el algenitme pora do Luanocenmacisn - nwerca, i haya muestas
de que oe concila o nelacidn.  diundvece enire  decimaleo finktee o
neniddices  infinites, y daoces ‘de equivalencia de  cociented de
entenss. - A5l la peoesidn de leo  ougjeles del oubcenstiucts  del
concepts e naimers  aacienel  coms  decimal  finits o peridtice
infinits reoulta muy dudeoq. '

Las res puesta-‘ erréneas a los reactivos 12a a2 12d indican cuat.ro
clases de dificul tades direrentes :

] &nmcmua dd conceple de ndmens 'w.aaaatca«w cocierie - de
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entereo, en tantc que se da una expresidn decimal que no se
relaciona cen la fraccidn mediante la ejecucidn . de la divisidn
indicada en ella, Dos sujetos de la muestra, el 27 y el 42,

manejan sistemiaticamente para E la expresidn decimal *‘m.n’.

e Aoneje de Lo nelocidn neolcional dace diez, pare eoecclan o cade
fraccisn  un  decimel, oin  concebin {as  facdicones come  coclender  de
erwenso, Unsujeto delamuestra,elG,plantea sistemdticamente . para
cada fraccidn ’£ la expresidén decimal con n cercs despues del punto
decimal, seguidos del digito m.

e Ml manefe de o nolcidn neoicienal dace 10, al no colocar
adecuadamente el punto decimal al calcular el cociente de los
enteros,que va del 4% al 12% de los sujetos de la muestra.

® Buvows de cdlowls ol dividin o falle de deminie de eota
eneracion ddoica, que va del 8% en el reactivo 12b al 30% en el '
reactivo 12d, sin gque se presente en el 1g2c.

En cuanto a los reactivos 72 a 7d y 7J, encontramos gue:

Once sujetos expresan las fracciones dadas en los reactivos 7a a
7d como decimales, Cinco de ellos lo hacen siempre y seis de dos
a tres ocasiones,

) L]
Un sujetb. el 45, no cobtiene expresion equivaient.e .ai'guna para
dichas fracciones, pero en 7J dice “En decimales peor no
recuerdo®. ’ ‘

Ci‘ncq sujetos mas tratan de Juﬁti!‘icar sus respuestas a - los
.reactivos 7a a '7d_. »Sélo uno, el 17, lc logra. Dos asumen los
decimales que obtienen come una forma de exprésar las fracciones Y
dos mds  sdélo "di;::en: “decimal"," sin - responder’  al reacuvo 7
“;Por queé?"” ‘ ' ) '

Asi, tenemocs qg}é' 12 sijetos conocen el concepto de. nﬂmero;récionai
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como  cociente {ndicade de enteros, la mitad de ellos se aproxima
2l mencs 21 conceplo de numero racional como decimzal finito o
periddico infinito, ¥y sclo unc tiene el desarrollo suficiente para
dar una justificacion de los cdlculos que realizd.

En los reactivos 7a a 7d los errores al convertir la fraccidn a su
expresidn decimal fueron de la cuarta parte a la mitad Los
cdlculos se hicieron sobre gl total de sujetos que eligieron este
procedimiento en cada reactivo, como muestra la tabla (cd, pues,
como ya se dijo, algunos sujetos mezclaron fracciones equivalentes

Yy expresicnes decimales en sus respuestas.

No résolvieron estos reactivos entre el 8.3% de los sujetos en el
reactivo 18b vy el 18.18%, en el 12d.

Bolos  reoullodes nenecen ndicon  que el avmers nacienod @ cono
decimal finite & qeriddice infinile €5 una nocidn muy vaga gue ne
nueden aplican o miked de {loo oﬁ;wo que cligieren eote m{o@ﬁc.
Parece Qque, en genenal, da .eleccidn e debid a la corencia telad
del cencepde de nacienal ceme clase de  equivalencla de  cecientes
de ertenss.

fLas dificultades reconocidas hasta agui en el manejo del nimero
racicnal como decimal finito o periddico infinitc neunilen nenocaen
que {a eocuels ao lepra:

@ conformar plenamente en los estudiantes el concepteo de numeroc
racional como cociente de enteros.

® que los esCﬁdiantes dominen el algoritmo de la diviﬂsién. ni la
notacidn posicional base diez.

® iniciar la conformacidn de la equivalencia entre numero racional .
como decimal finito o periddicio infinito, y c.}asés de
‘ec.auivalencla de cocientes deenteros, al no lograr el dominio de}
‘algorvitmé que  permite .basar de la ~¢xprgsién decimal a la-

fraccién ni siquiera en los sujetos que‘l.ogran la transofrmacidén
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inversa, lo que habla de confusidn ' cenceptual ¥y  manejo
algoritmico discciado de la conceptualizacidn.




L L

I1.6.4 El congepto de numero racicnal como elementc de un campo
infinito ordenado.

Los datos relatives a los 19 reactives 31.6% del total de
reactivos del examen que miden este subconstructo del concepto de

racional, se encuentran en la tabla (dd.

Los 19 reactives 8, Qa, 9b, 10, 10j, 11, 11D, 14a, 14b, l4c, 14d,
i4e, 14aJ, 14bJ, 14cJ, 14dJ, 14eJ, 152 y 15b , miden este
subconstructo atendiendo respectivamente: los 3 primeros la
habilldad para ordenar los racionales, lo que incluye la
identificacidén de un .par de fracciones equivalentes; el
cenocimiente de la propiedad de densidad de les racicnales; la
comprensicdn de dicha propiedad, 1o que les permite intentar
Justificarla; la habilidad para zaplicar la propiedad de densidad;
la capacidad para describir el procedimiento utilizado en el
‘reactivo antericor y, de algin modo su comprensidn de dicho
'procedimiento; el dominic del algoritmo para la adicidn y el
manejo de la propiedad asociativa de la misma; el dominio del
algoritmo para la sustraccién y de la gerarquia mediante
paréntesis; nuevamente el dominioc del algoritmo para sustracciones
y la gerarquia mediante - paréntesis, estos dos ultimos
ractivos: “1/2-(1/4-2/8)=" y “Cl172-1/4>-278=", pretenden contribuir
2 que el sujeto elimine la posibilidad de error al aplicar una
asociatividad inexistente en la sustraccidon; el dominic del
algoritmo de la multiplicacidn; ‘el dominio del algoritmo de 1la
divisidn, la contiglidad de estos 'dos reactivos pretenden
contribuir 2 eliminar el error de intercambiar los algoritmos
antes mencionados.

‘En’ los cinco reactivos siguientes se indaga si' el sujeto puede
fundamentar los algoritmos que emplea, lo gque reflejaria la
Adire}enciaclén entre las operaciones bisicas en entercs y en
racionales, !‘or‘tale'cedora de los. conceptes de estos numeros, los.
tres primeros de entre ellos mahejan también la medicidén de

" adicidén y sustraccidn como dpefaciones binarias.

=]
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“bd. 12 -~ L1744 - B/7B2 =" y "(1/2 - 1742 - 2,8 =", prepiciando

eliminar el error de aplicar una asociatividad inexistente.

Se indaga tambien el manejo del neutro multiplicative y, por
dltimo, el manejo del inversoc multiplicativo.

Los reactivos de descripcidn y justificacidn 10J, 11D, y de 14J a
14eJ, los trataremos por separado, todos los restantes pudieron
ser resueltos a2l menos por la décima parte de la muestra, ya que
el reactivo B8, que pide ordenar, tuvo el menor numero de
respuestas correctas y fueron cinco.

El reactive 15a, que se refiere a neutrc multiplicative, alcanzdé
el mayor numero de respuestas correctas, llegando a 4/5 de la
muestra. :

El porcentaje mayor sin contestar fu€é para el reactivo 15b, que
pedia el inverso multiplicativo de una fraccién y alcanzd el 48% .

Los reactivos 142 a 14e, 't,odos de tipo algorit.mico tuvieron entre
- 8% y 20% de sujetos que no contestaron.

g patin  de eoter reocullades cenoiderames que @mdo de {a mitad de
loo  ougetes de da muesta ceen deminan oo diferentes aonecteo
de? subcsnstructe nlmens aacienel, elements de un camne
decociendes infinite ondencds, que lo logre cuands muchs {a  décima
noe, ¥ gque & Imaumdad en e newendaje de acientso, de 10
nora e reackive 8 o 8o nora el 15a, eo un indicadon de lao
prienidades. con que lo escuels atiende dicheo oubcenotriuclos.

En cuaﬁto a los seis reactivos de justificacidn encontramos que,
los cinco 'que se refieren a substraccidn, .multiplicacidn y
divisidn en nimeros racinales tuviercn CERQO respuestas correctas,.

el que se refiere a adicidén una y el 10J, referido a densidad, 20.

Estos reactivos no fueron resueltos _pér. al menos, 1S sujetos an -
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el casa del 10J y hasta por 40 sujetos para el 14cl.

Las respuestas errdneas oscilan entre 10 para el 14cJ y 14dJ,
18 para el 10J, 11D y 14alJ.

Podemos, a partir, de estos resultados plantearnos que: of aenoo
fo.  quinte pante de  lo muestwa  cree  neder guotificen algeniimia
wvneniedades de oo nacienales, oin lsprenle.

Porece que el deminis  algerdimics, of bien nebre, ol que fan
egade eotes  ougeleo,  oe  aeduce o {a andicacidn mecdnica de
necetos Y canecen neon cemplets de  une  nterpactacidn cenceptual o
Suwotificacidn nero lao miomas.

B cuantr ol coencepte de dencidad, ol meneo la quinte noe de {lo
muesta puede  deocrdbing  precedimiendes  pona  aplicads y o las  deo
quintao - panteo  neoceen el coencents, oL dien creen eotan en ool
osdtuacidn Leo quintes de lo muesirs.

Al analizar las respuestas encontramos en cuanto 2 las operaciones
y sus propiedades, que se miden en los reactivos 92, 9alJ, @b, ¢bJ ,
14a, 142, 14b, 14bJ, 1dc, 14c), 14d, 144, ide y 1del que:

Para la adicidn las respuestas correctas, 76% de la muestrza, van
desde aquellas en que el sujetoc no incluye los pasos intermedios
de la operaciodn, probablemente por no necesitarlos dada: su
simplicidad “/2 + 1/4 + 1/8 = 7/8". hasta las que guedan
inconclusas (“1/2 + 174 + 1/8 = (4+2+10/8", probablemente porque
lo que considerd importéhte sea este paSo. caracteristico de la
sumé de racionales, y el resto es odle ouman endersd. ’ )

Las r'espuest,as erjro'neas 16%, son de dos tipos:
Errcres de cilculo pese 2 la posesién del algoritmo: obtienen
comin denominador y fallan al dividirlo entre algunoc de los

denomi n?dor es iniciales, cal culan mal a_l;g_'.'m numer ador al convertir
afraccionescomunes,eincluso, sumanmalenteros “C4+2+1)/8=9/8"%
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No poseen el algoritmoe ¥y en sus errores se muestra incomprensidn
de su significado: al calcular el comin denominador y mantener los
numeradores invariables, ¢ exhibir wuna mala memorizacidn al
conuentin {os  fracciones con un numerador igual a2 la suma  del
producto del comin denominador y el denominador respectivo, con el
numerador de la misma fraccidn (n’i = Cc. d.2 Cdid) + nid.

En cuantc a la justificacidn pedida, sdlo un sujete justifica el
algoritme de la adicidn, perco omite el sefialar la utilizacidn de
la propiedad asociativa, lo que parece indicar que no la concibe

come binaria.

Algunas respuestas erroneas muesiran elementos adecuados para
construir la justificacidn. Unas atienden sclo el cardcter
binaric de la operacidn, al justificar argumentando el usc de la
asociatividad; otras apuntan a la explicacidn  del porque del
algoritmo parcialmente come en: “porque el comin denominador es
miltiple de tres denominadores®

Una parte importante de las respuestas scn erréneas porque
describen en vez de justificar, ya sean descripciones precisas y
correctas, © vagas, O errdneas.

Dos sujetos eluden la respuesta al decir: “porque es un resultado
diferente a los demas™ y “es la forma mds simple de hacer la

suma®,

Otro grupc de respuestas pretende justificarse a partir de
alusicnes a propiedades que no se requieren para la operacidén,o no
las posee. Asi, un sujeto tras efectuar correctamente la-adicion,
utilizando l.a' asociatividad, dice “si pohgo'pa:éhte‘sis se altera
el resultado®. '

_Uﬁ sujeto mis hace explicita la situacidn que tiene, posiblemente
muy generalizada entre los estudiantes, respectoc al significado o
justificacidn del algoritmo, y dice “por ser la fdrmula que

- estudiamos”,
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Resumiendec, los resultados encentrades parecen indicar que, si
bien ado de {fas o custas navtes de o muestwe  nooeen el
afgeritme de {o  adicién  de  raciznales,  existen  gqulenes ne o
neoceen ¥ quienes ne {s pueden aplicon qpen e dominan  leo
algeritmeo en enterso nwelucrados ¢ pen falte de atencidn

Xay indicier de ncomprencidn del olgnificades del algsritme en  leo
intentes  de  realizan  lo. epenacidn, ¥ of Gudon de  guotilicania  ce
exhibe que, en genewal, e oe (e concibe cemo  Sinania. Loo
intentos  de  guotificacidn, ademds de mootwan  hetersgeneidad  en | el
nuiel  de desanrelle de leo ougeles, @uestwun  decde  elementso
odlides nare  egan o guotificarta, gque nowecen hoblon de G
gestocidn del cancenis de codicign en aacienales, fhasta una goma de

intendes  de caliofacer  al  maeoctre, gue culmina cen (o neferencla
explicila al princinic de auteridad.

Al realizar las substraccicnes pedidas, las respuestas correctas
que son entre el 40% y el 54% de la muestra, hacen ver: dominic
del algoritmo, manejo de la jerarquia por parentesis, respeto a la
ne conmutatividad de la substraccion y, en algunos casos, manejo
de equivalencias al simplificar la respue."-:ta. incluido “ 0-B=0 .“
que reviste interds especial por los errores exhibidos por otros
sujetcs en el manejc del cero.

Las respuestas errdneas muestran gque:

Algunos poseen el algoritmo 1nsu!‘1c1en£emente. pues o bien cometen -

" errores en el cdlculo del mismo que van desde la omisidn de un

signo hasta la no identificacidn de equi_valencias “1s4 % 2/8-1/4"
o las dificultades con el cero: “ 28 - 2 = 2 *», “(2-2)8=8",
“08-1/2=0" “1,2-0/8=-1/16" y ce- 2>/8=, . ." bien sdlo logran
aplicarlo a la primera *ubstracclén 1ndicada. en cada reactivo,
deteniendo 2111 su trabajo en unos casos o intentando continuarlo
con la aplicacidn de ou versidn ‘del algoritmo de substracciodn.
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Otros - no poseen el algoritme y manejan. sistematicamente une
propio, que parece indicar la incomprensidn de la substraccidn en
racicnales (n®' = Ccdd(di) + nid) por ejemplo,

Frecuentemente aplican una conmutatividad inexistente al calcular
“1/8 - Ci74 - 18 = " gjecutando primero la substraccidn entre
paréntesis y restando a su resultado 1-2., independientemente de
la presencia o no de los errcores antes mencionados.

Otros sujetos aplican una ascciatividad inexistente “1/2 - (174 -
1/8) = 172 - 174 - 178" y operan de izquierda a derecha.

La justificacidén de estas operaciones no fug lograda por sujeto
alguno de lz muestra. Lz intentaron en un casc 12, reactive 14b7,

.y en otro 10, reactivo 14c¢J,
Sus respuestas erroneas indican:

| Felensgeneidad en ou decorrelle al no distinguir entre describir y
. Justificar. Las respuestas descriptivas mds elaboradas incluyen
~la descripcidén del zalgoritmo y de la Jerarquizacidn mediante
paréntesis, peroc las hay que sdlc atienden unc de los dos

aspectos.

Los intentos de justificacidn son de tres tipos, los que aluden a
propiedades que no estan involucradas en la operacién, como la
. distributividad tal vez evocada por la presencia de los
parentesis; . los gque evaden la pregunta con respuestas del tipo
“porque tienen diferente forma de hacerse”, y los que simplemente.
dicen “por'que esa es la regla", detras de la cual no j'narecé

existir razdn alguna:

dhona odle des gquintes de lo muestra peocen o algonitms, y oo
s - indicen: evgres  de-  caleuls; fs  concepcldn  de Lo
; . oubotraicicn come enenacidn . binaria ¥ ne conmutetive;
incomqencidn  del oignificads  del olgonitme;  helersgeneided  en el
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nivel  de deocarnrwelle de Lo ougeleo, intente  de  cotiofacen  af
refesen neopendiends; aluo&aneo al nincipie de awtenidad &
incanacided pane planteance  {a  necesidad  de  razenes  fora una
“negle”. fo cotdiglivided de loo neactives 14b“1/2 - Cls4 - 2.8 = ™
¥y ldcu Q12 - 174 - 2/8 =" gque pnuwelendic evscar o ns
aseciativided ne oe manifestd eficas.

En lo que se refiere a la multiplicacion de racionales tenemos que
el 72% de la muestra la ejecutd correctamente, el 10% nc la
intentd y el 18% lo hizo incorrectamente.

Las respuestas erroneas indican errores de calculo Y
preponderantemente, la no posesidn del algoritme de la
multiplicacidn que ejecutan ‘como el de la adicidn’:

= (Sx92(6x3

x 32
1]

24
G
una mgzcla del algoritmo de la multiplicacidn y el de 1la

divisidn 1 CS/B X NCS_x DRCB_x_3D
6 x €

6 directamente, el de la divisidén 5/6 x 32 =5 x Q.

[+2
{2

x

Nuevamente nadie justifica la multiplicacidn,lo intentan 12
sujetos y lo que hacen son descripciones mds © mencs completas y
precisas; intento de justificacidn con base en propiedades no
invclucradaé. .evaden la pregunta © aluden a que esa es la “regla”
para multiplicar, '

- En cuanto e; la divi_sio’n de racicnales, el 62% de la mues;tré posee
el algqritmo de la divisidn, pero la quinta parte de la muestra no
lo intenta. Las respuestas errdneas incluyen: errores de cidlculo
‘al aplicar el algoritmo (7 x 5 =20¢ 7 xS =18, ¢ introduccidn

errénea del punto decimal al resultado del mismo (3717 + S2 = 6
: ' 35

y la no posesién-del algoritmoc, al que suplen po} uno ‘preple’, © v
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por el de la multiplicacid¢n.

Nadie logra Jjustificar la operacidn, aungue 13- sujetos lo
intentan.
Una vez mas describen en lugar de justificar, “ccticfacen’ ol

naofeoen’, ¥y aluden a la “regla®.

De estos resultades podemos desprender que: {a mullinlicacidn y {a
divicidn  en  {oo  aacienalec  ocon deminadas  algenitmicamente  cuande
mdo npon el 627% dela muesta, gque ne odle fay gquienes ne peoeen
eston  algonitmeo ¥ of  intertanloo exhiden  incemprencidn  de  ou
olgnificads Y elementso memordoticao en relocifo. cengined
algonitmes, oine  gue  mbidn incunnen  en el intewcambic et
elles  Cmultinlican come dederdan dividin e (nversamente). Ke odle
nadic lopre guotificen  eolao  eperaciencs,sine  gue nadie mueotia ol
intentarde  loo elementos  indicadenesd de {da concephualizacidn  de
loo  miéomas, Hay que wesallor que esteo  reackives oen loeo mdo
osimnles de eote sudgrune, pues ne dwelucran propiedad alguna.

Otro par de reactivos indagan acerca de las propiedades de la
multiplicacidén en los racionales, el 1%a “7/3 x = 773" y el 15b
“Irsxt =, " .

El primerc fue resuelic correctamente por tres sujetos, - que
utilizaron diferentes fracciones equivalentes para el neutro
multiplicative “1 = 171" “11" & “228".

El segundoc lc respondieron correctamente € sujetos, la décima
parte de la muestra,de manera homogéhea: “g8/3", el 50% de la '
muestra no contestd. '
"~ Las 'respuestas errdneas indican: confusién en el conceptc de
neutro ‘mult.’iplicat,i'vo y70 la multiplicacidn, al responder e 1S5a
*1/3";, -posesion del _' concepto y falta de habilidades para
obt,erierlo. un sujeto lo intenta por tanteo y al no lograrlo dice
“ric hay"; confusidén en el concepto de invérso multipllicativo.' al
darlo con sigho contrario, posiblemente a consecuencia de la falta
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de comprensidén de los deonejes, donde naoce con ﬁoigna centrands, NO
posesidn del concepto de inverso multiplicative al responder -
“333/8" & con el inverso aditive “-3/8%, '

Con base en estos re§u1tados'podemos considerar que: nAqﬁaﬂWeo
evenciales de la  muliplicacidn. en loo  racienales no oe conscen ¢
o oce tene {a pooibilided de oplicondas, aun pers  {e exhotencia
del inveroe eultinlicative *  pore oo nacienales e n&dbé,
caracterdotica que permite  diocriminanle de la  muluplicacidn  en
les caturales o en. loo enteres, y o primena  Que  nerdenece odls o
camne. . .

La densidad de los numeros racionales, otra caracteristica que los
diferencia de los naturales y los enterocs, asi como tambign de los

reales, se atiende en cuatro reactives: 10, 10J, 11 y 11D

Al menocs el 22% de la muestra_légré aplicar esta propiédad. en el

reactivo “11*, “Encuentra tres ndmeros entre t/4 y 172", lo que
significa poséer también un procedimiento para cbtener racionales
. entre dos dados., Para el reactivo 10. “Se puede encontrar algin

numerc entre o y 13" que no requiere la obtencidén del racional"
“entre’ los dados, se llegd hasta S4% de respuestas correctas.

Les porcentajes de la muestra gque no contestarocn estos dos
reactivos scon similares, 26% y 24% respectivamente.

Curiosamente, justificar la respuesta al reactivo 10, es decir,
exhibir la posesidn del concepto de desidad, lo logran dos quintas
partes de la muestra en tanto que describir en 11D como cbtuviercon
-tres racionales ente dos dados, sdlo lo logra una quinta parte;
ademds no contestaron el primero tres ‘décimos de la muestra
mientras el segundo lo dejé sin contestar la mitad. Las
respuestas correctas a los reactivos 10 y 11 son homogéneas, salvao
por una con notacidn incorrecta, que mezcla fraccicnes propias'y
noctacidn posicional base 10: *“1.2.8, 1-/3.85" Parecerfia que la
fraccidén es un cociente, pero no sélo de entercs. De hecho los
racionales, comec 2.8 ¥y 3.5, existen y los usa para expresar
fracclones.
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Las respuestas erroneas muestran:

Dificultad para cobtener los racionales entre los dos dados debido

a tres causas:

Mzl manejo del orden en los racicnales, al dar fracciones menores
que el minimo o mayores que el maximc de los racionales dados.

Imposibilidad de aplicar el concepto de fracciones equivalentes al
dar dos o tres fracciones equivalentes, ya sea menores que el
minimo , mayores que el maximo, equivalentes a alguno de los
extremos ¥y, en el peor de los casos, efectivamente entwe; un
sujeto responde “2" es decir 1 | L _ B

4 4 2 4
Pareceria que la dificultad la genera el lenguaje no formal
utilizado que en este caso asccia al términc ewae al menos dos
significades; el que se refiere 2l orden: entre, es decir, mayor
que 2! minimo ¥y menor que el miEximo de lés racicnales dadeg; el
que utilizd el sujeto, usual en aritmética: ente aludiende a la
divisidn.

Hay que hacer notar que la instruccion. ‘“Encuentra tres.k numeros
entre 174 y 1/2" hace imposible esta ultima interpretacion para
quien tiene una buena comprensién' de lectura, por lo que la
respuesta parece deberse a la carencia de esta habilidad o a la

del concepto de orden.

Otro sujeto exhibe en su respuesta errdnea, la posesidn  del.
concepto y la carencia de habilidades para abli;arlo. Intenta:
obtener las tres fraccior_xes pedidas entie las dadas, ¥ al solo
lograr obtener tretc equivalentes 2 una de'e.llas concluye que “no
hay". ' ’

Cuando se pide ‘jusuficar 1la respdesta al ‘reactivo 10 en el.10J,
las respuestas correctas aluden a dos aproximaciogxes diferentes-al
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concepte de densidad. Una tiene su expresidén mds simple en: “hay

fracciones mas chicas que 13",

En esta aproximacidn al conceptc de densidad el orden, ligade a la
idea de dividir o fraccicnar un todo continuc es lo esencial.

Asi un sujeto dice “porque se puede dividir en otras partes y
puedo dar un numero mas pequefio” y exhibe “1,16",

La otra aproximacidn al conceptc de densidad esta mds ligada al de
continuidad de los reales, y dicen “(porque) la numeracidn es
infinita” y mids claramente *“lz unidad se puede dividir en parte

mis pequefia®..

Un tercer grupo de respuestas ccrrectas se re!‘ierén directamente 2
la densidad, sin exhibir la aprehensidén y reelaboracidn de los
sujetos: *“hay fracciones entre ¢ y 13" o “porque no son
sycesivos®”.: En contraste con algunas de las respuestas erroneas
este grupo parece exhibir el ccnocimiento de un heche aislado, ©
una conducta memoristica.

Un sujeto utiliza er; su Jjustificacidn una aproximacidn a la
demostracidn de existencia diciendo “si, 1-5, porque 1/5 < 13",

Las respuestas errdneas indican:

Retencidn memoristica errdnea o mal aplicada, aéi dicen’ “por ser
consecutivos” “porque entre O y, 1, hay uno” ev inclusive “entre
cada fraccidn o entero existe otro nimere™ con lo que la densidad
deja. de ser atributo exclusivc de los racidnales. :

Mal manejo del " orden, tanto para respuestas correctas 6@'90
incorrectas. al. reactivo' 10; .“;Se puede . encontrar algun nimero
entre 0 y 173"?, y dicen ¢no porque:) “el mds chico entre ¢ y 13
es 173" &, "‘por.ser consecutivos®” e inclusive' (sl, porque:2 "“hay
fracciones menocs chi‘cas"“é "“1/3 no es el -mayor, aun le continuan
otros” que podrian aunar dificultades de lecto-escritura o vi‘ndic.'ar'

106



3

que entre, es decir el orden; es un concepto mal conformado.

Dificultad en el mansjo del cero. Otra vez la presencia del cero
en un reactive es fuente de errores, pareceria que el concepto de
cerc no esta plena ¥y correctamente conformade en estos sujetos
pues, si bien alguncs muestran no manejar el significado dé orden
con “endtne” otros no lo hacen asi. Las respuestas van desde “0 no
tiene valor®™ “entre (+2 0 no se puede encontrar otroc numero® “todo
numer multiplicado o© dividide por O da O® “todo numero
multiplicade, dividido, sumade o restado por ceroc, da O,

Un sujeto responde (nod) “porgue 1-2 nc llega a la unidad". Esta
respuesta errconea podria deberse a la mala retencién de un hecho,
al estilo de “entre C ¥ 1 hay un numerc”, ¢ a la idea de que sdlo
se puede dividir para cobtener partes menores o fracciones, el todo
y este se identifica con la unidad. Esta ultima 1nterpre£acién se
plantea porque el sujete, el 45 de la muestra, no pudo dividir un
elemento del todo discreto para responder al reactivo 4b, duplicar
el ejemplar del todoc para los reactivos Sa y Sb, considerar un

todo diferente a la unidad para resoclver el 16a y camfion de tode
para resolver el 16b. Todo lo anterior parece indicar que para €l
el dde es la unidad, que es uUnico y el dnico divisible cuando es
continuo.

Para describir comc cobtuvieron las  fracciones pedidas en -el
) feaétivc 11, se tiene el 11D, asi se puede apreciar_si recurrieron
al conccimiente de un heche, si poseen un procedimientc para
obtenerlas, y, de algun mode, la conceptualizaclén que han
elaborado respectc a densidad y orden. .
Las respuestas correctas apuntan a tres aproximaciones hasta aqui
diferentes al concepto de densidad, dos de las cuales parecen
“indicar elaboracidn de dicho concepto por distintas vias.

~Una involucra el subconstructo puntc ¢ -segmentc de la recta
numérica, del concepto de nimerc racional. Las respuestas  van
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desde la simple mencidn, “dividi la recta npumérica en partes
iguales™ hasta la exhibicidn de la divisidn efectuada entre 174 y
1/2 ubicados e la recta numérica.

#si la densidad parece ser, de algun modo para ellos, consecuencia
de la centinuidad de los reales.

La segundz se mueve sobre lz idea de que los racionzles son densos

y aparenta no requerir apoyo visual alguno: “Pensando en todas las

fracciones que pueden caber” y “dividiéndolc en fracciones mas
peguefias™. Tal vez estos sujetos manejan el conocimiento de un

hecho.

La dltima consiét.e en describir el algorit;mo para encontrar el
valor intermedio entre los dos racionales dados y *“luege le
rebaja” para obtener las otras dos fracciones pedidas. Esta
respuesta parece indicar unz aproximacidn mds abstracta. al
concepto de densidad apoyada en la algoritmia, que mueoha la
‘exis!.encia de las fracciones buscadas, y €l manejoc del orden en

los racionales
Las respuestas errdneas muestran:

Mal manejo de lza relacidn de orden y no diferenciacidn entre el
conceptoc de fracciones ordenadas y fracciones equivalentes, al
responder describiends el algoritmc con que encontraron  tres
fracciones equivalentes a cualquiera de las dos dadas, o© mayores
que el mdximo o menores que el minimo de ellos dos.

Imposibilidad de describir el procedimiento seguido, probablemente
" porque solo evocaron un hecho conocido, al responder “los encontfe
siguiendo 12 -continuidad de los numercs en orden” 'y dar tres
fracciones equivilentes a.1/4; & “por medic de la recta numérica®
sin incluirla cuande si lo hizo en otros reactivos en que la-

involucréd.

Mal manejo del orden y uso del subconstructo punto o segmento de
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la rectz numérica, sc¢le para ilustrar, al dar fracciones que no
est.in entre las dadas Yy representarlas en la recta como si lo
estuvieran. Entre este tipo de respuestas estan también las que
eluden cualquier cdescripcidn “son intermedias® o “estan en léz
recta entre 174 y 12", por ejemplo.

Un sujetc, que solo logra obtener fracciones equivalentes a una de
las dadas, afirma que no existen las pedidas. Si bilen su
respuesta es erronea, exhibe claridad en los conceptos de orden y
equivalencia, y escapaz de sacar conclusiones por si mismc que
fallan por la inadecuada generalizacidn de las mismas,

Otrec describe correctamente lo gque hizo “sague equivalentes a uno
entre esas fracciones” lo que parece indicar que al elaborar su
respuesta clvido la instruccidn o, en el peor de los casos, que
aun poseyendo algoritmos para encontrar fracciones equivalentes y
manejando la nomenclatura, cada expresicn distinta de una fraccidn
la consider; un numero diferente, es decir, no posee el conceptc
de equivalencia.

Por lo antes dicho consider;amos que: of 8ien mdo de Lo mtad de {a
mucotra oade que loo racienales oen denveo, odle un npece mdo de la
quinte. pame de lo  méioma puede aplican  reiteradamente  tad,
prenieded y odle {a guinda  npote eo capaz de tacen explicite el
mrocedimients . qiue  uilizd  nore  lepande;  oin  embarge  dod  quindao
nostes de lo mueotwn guotificon ou aveverecisn de Gue oon dendes.

Las  dificuliades manifestadas en - las  reopuestas evdnear
narecen deberoe a:

I. Que se posee el conceplo de densidad pero se tiene:

19 Use del racisnal come ocegments o purde de  la necta  faiimérica
‘odle pana iluotran’. '

2 Fmpocibilidel de  dividin una rate  del  dods, of - Gue e
awmmo. con Lo, unidad. - ‘
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3] He giscniminacidn enine Leo cancepteo dé fraccienes
eguivelentes y-fracciones eadenadas, ’

4)  Barendia de febilidedes  pora aﬁl&ca/:, e cencente de  denoidad
nese G que o4 ve nooee. '

B) $mneoibibided de endicar el concente de fraccianes equivalentes
B Ml maneje de evden en {&o racienaleo,

II. Que nc se posee el cohceplo de densidad; manifestado por:

2) ¥o hemenimia del téumine entie’  interprctade ceme  dividin  oin
oen ests le nentinente.

bY  Dificuliad en <& manede del cens, ol que conciben 8acicamentc
ceme anuladen’ (O x noo= 02, aoeciade en genenod af problema de

c) ANe edaboracidn ¥y  annefensidn del cencente de  denolded, pen s
que evecan un ‘heche cenecide’ (ncennects. g

Bn  las  aeonuestns  conectas  oe | muestaen  elemendss  de Lo
efabonacidn.  cencentual de lso ougeled en doo dineccienes. - Una que
leva ol concepts de  densidad o awés  del  oaden  Coe  pueden
sbiener  fracciones mensnes) y el use de  algeniimes  aritméliceo.
Xa eta que gunts cen el onden utiliza panticienee  del  de
| condinue. -

B papel de leo ‘hechoo conocides’', en ou vewidn mdo mecdnica’ Y -
fhetre, es impontante en {as reopuestas ewvdneas, Uewande toota
anibuin la pronkeded de densidad o Lo entenss.

Los react.ivos.' 8, Qa, % vy 17b se refieren a;' ‘orden en las
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racionales. Los tres primeros de manera directa, €l udltimo lo
involucran en la solucidn de un problema para enceontrar la parte
complementaria a dos dadas y equivalentes entre si.

El mayor numero de respuestas correctas fue para el reactive 17b,
dieciséis, vy el menor para el reactivo 8, cinco, asi que al mencs
la décima parte de la muestra maneja la relacidn de orden entre

racionales.

Comc el méxime numero de sujetcs due nc respondieron estos
reactivos fue 14, zhora para el reactivo 17, podemos decir que}
mdse de lac cuatre quinias pontes de fa muesta  ceen  manegen  lo
relacidn de erden en  {eo racionales  legudndele  odle lo decima
ponte de o mioma. '

Las respuestas correctas al reactivo 8, que pide ordenar una serie
de fracciones que incluye un par de egquivalentes, se caracterizan
por no hacer explicita, en generazl, la equivalencia; que
identifican este par lo exhiben en €l reactive 8c, donde localizan

ordenadamente en la rectz numdrica las fraccicnes dadas.

Algunas otras respuestas correctas omiten varias de las fracciones
dadas, inclusive el par.de equivalentes. '

lL.as respuestas correctas a2 los otros tres reactivos son

homogeneas.,
De las respuestas erroneas al reactivo 8 tenemos:

® No manejan la relacidn de orden en los racionales. Esto 1o
manifiestan al - listar _ las fraccicnes desordenadamente
‘cconvertirlas ‘tecdas a positivas y listarlas sin orden.’

e No manejan la relacidn de orden en los racicnales negativos; es
decir las fracciones negativas se listan sin orden y a2
‘qontinaucién se listan ordenadamente las-pcsiiivés; ¢ se listan
todas con el orden de lqs pesitivas, aunque se }éspete el sigﬁo.
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e vEl manejc del crden es insuficiente, por lo que incluyen algun
raciocnal fuera de su orden, por ejemple ordenan los negativos y
listan -1 como el mayor de todos, o bien ordenan los positivos
perc intercambian el orden de= un par. En algunos cascs el
problema es mayer .y solco ordenan una parte de las fraccicnes
dadas, listandc el resto sin corden, come si se hubieran fatigado

de ordenar.

e La no identificacion de las dos fracciones equivalentes les
impide cordenar correctamente “-1, -3-6, -2-8, -1.5, 0, 2710, 1-4,
416, 172, 1* ¢ “-1, -36, -2/95, -1/5, 0, 2710, 1-4, 1,8, 4186,
1*, por ejemplo.

Los reactivos Qa y Sb se resuelven ordenande tres fracciones en
cada unc, perc estian en un contexto complejo, el de operador
multiplicativo, la instryccidn dice :

Q. Las siguientes multiplicaciones estin correctamente

realizadas: ‘

a) 172 x 374 378
b) 328 x 79 =.21710C
para cada una de ellas ordena de menor a mayor los factores y el

producto o resultade.

ad
b2

Jper qué resultd asi?®

Las respuestas correctas fueron 128 y 15 respectivamente, y no
contestaren un sujetc 2 Ga y dos a €b.

Las respuestas errdneas scon de cuatro tipos:

® ‘No atienden la instruccidn- y ordenan de mayor a mencr,
‘manifestando manejar la relacidn de orden,

e Manifiestan un manejo {nsuficiente de la relacidn de orden dando
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‘dos fraccicnes crdenadas de menor a mayor o en orden inverse y la
tercera fuera de orden.

® No manejan la relacion de orden y reproducen €l orden de
~ presentacidn olaordenanenelordeninversocalde presentacidn, © las
listan sin orden. '

e Fluden 1la pregunta por dos procedimienteos: exhibiendo el
algoritmo de la multiplicacidn en vez de ordenar las fracciones,o
camblando de fraccicnes Yy ordenando estas Ultimas de mayor a

menor.

El reactivo 17b pide la parte omplementaria de dos fraccicnes
equivalentes dadas. Las respuestas correctas, que son homogéneas,
involucran el manejo de las relaciones de equivalencia y orden en
los racionales.

Las respuestas errdneas invelucran entre otras cosas, un mal
manejo de la relacidn de orden al responder con fracciones propias
que, sumadas a las equivalentes dadas no dan uno; o la no posesidn
del concepto de orden, al responder con fracciones iguales o

mayores que la unidad, “ ig” Y “ao".

A partir de los resultados anteriores podemeo cenoideran gque Hay
dificultades en el maneié de lo  aelocidn de eoaden entre  nacioncles
aelids o que:

® Az oe atienden lao inc_&muwc’cm’ U oc onena en el onden inwerss
al pedide, proboblemente non lo eviotencie de un stetins  eocelon
npana srdenat. ‘ , )
® Ao se wmaﬂca,n lao -« froccienes eq.uw«lum ¥ ce leo ondena -
come divtindao,

R 'dcau'm‘dz o nelacidn de anden’ eo  inouficiente Y oe liota .

‘olguna  jnaccidn  fuera ge. ow enden, o oe adandona el onden  en
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e Jdls oc dsmina e snden en {so  nacienales peositives y  leo
negativeo ocordenan 4 {oo dintan en el onden que leo
conreonandendo. oL fueran nooitives. .

€ oy deo oujetss que carecen fwon cemplele del  concepte de  enden
en {eo rnocienodes aun o nieel de e dictnguin  cuande  una
fraccidn ec meysn que la unidad.

Para todos los resultados presentados en este apartade, podemos
plantearnos que: {a eocuela do prierided o o algeritmia  cen
racienales, dade que {do  efecutan conredlamente pono  lo adicidn el
76% de {a mueotra; pare o oulotaccidn al mense el 40% aungue
eole resuliede nuede eostan diominuide fnen  {a  necesidad de aplicar
ta jerarguic de ponéntesis; nora la aulliplicacidn el 7% ¥ para
o divioidn el 62% de la misma.

Que faaece oeguin  en onden de pionided la  relacidn  de  erden,
aungue c¢dle  legren  apdiconte  conneclamente  entre weo  faccienes
neolivaes de un 24% o un 30% de la muestra, Yy ol inwelucwer fayen
nimere de fracclenes e incluin loc egativas descienda fasta 10% .

Que {dao nreniedodes de doo  enerwaciense y  del  cengunte de  les
nacisnales oen  {eo aopecles mensos alendides dads que no  legran
eplicrlae,  descuibin e uce gque fhacen de  las  miomes, - aé
Suoliticardas.

85 impontande  reelizor  que  esto Muyc nreniedades  tan  esenciales
~ det  camne come o exiotencia del  dwenoe mutu,p.t(‘cauud ¥ -
denoidad. i :

‘Que lav dificultades note operan con el feule  adidive  indican la
neoesidn de un ceccents deformads de e miome. Aol neoo  percatames
Cgque e oubcenotructe ‘numere  racional, elements de un  compe
infinis  endenads’,  dificilmente  oe eotd  cenfornmonds - en oo
.' w :. !o. . . ’ '

+
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I11.6.5 El numerc racional comgo gperador multiplicativo

Los datcs relativos a los reactivos GalJ, €bJ, 16a y 16b gque miden
este subconstructo del concepto de racional se encuentran en la
tabla Ced.

Los dos primeros reactivos de este blogque piden justificar el
orden que guardan los factores y el producto en dos
multiplicaciones dadas, siendo todos positives.

En el primerc el producto de los dos factores positives resulta
menor que cualquiera de ellos.

En el segundc, el prodicte es mayor que cualquiera de los dos
factcres positives, como ocurre entre entercs,

fv

1
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>
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LA

{a  muestra  creen  peden gustifican cen baoe
en  eote oubcenstructs del  cencents de rocienal ¥y odle Lo
cincuertava npante de da aioma e legra.

L8

En los reactivos 16a y 16b se reguiere aplicar €1 racional como
operador multiplicative a un todo con valor especifico diferente
de la unidad. Lo intentaron el 76% de los sujetos de la muestra y
lo lograron al menos el 44% ahora tenemos que mdo de lac o
_cuantas  panteo  de  da muommnmd{wmdauﬂml

nacienal  cems operadsr  multiplicatwe  en  la  ocelucidn  de  un
racblema, y lo legran mdo de doo quintas nameo de {o misma. '

Bleramente aplica” el algoritme de = lo autdnlicacidn
adecucdamente, {des nesulia auche ads ol que  guociifican  Raclends
exﬂlé'ouc el  ocubcenoiructs  eperaden  muliinlicative, ceoa  que | odle

logra un ougets de {a muesva.

La respuesta correcta ‘zlx los reactivos SaJ, 9bJ manifiesta clara
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comprensicén del numerc racicnal como operador multiplicativo que,
aun tratdndose de factores positivos, puede aumentar © diominuin

el productc.

De las respuestas errdneas sdlo hay dos tipes en que se intenta
una justificacion involucrando este subconstructoe.

Las del primer tipo reflejan una concepcion de la multiplicacidn
como ‘mds grande® o del operador multiplicativo sdlo como
amplificador. Las mas correctas ewpresan la diferenciacidn del
sujeto entre los numeros naturales y otra clase de numeros., Asi
el sujeto 2 respconde a ambos reactives: “porque si son posit.ivds
el resultade iba 2 ser mayor”, y en efecto a @a y 9b respondid con
el productc come mayer racicnal presente, aungque en el primer casc

"no ez asi.

Parcceria gue uwna 2egla memerigada mal andicede fué o cause de ou
e, :

Aun en este tipo de respuestas, existen las que no discriminan
entre los naturales y el resto de los numeros y dicen: “la
multiplicacidn siempre aumenta®. Pareceria que {oo Uniceo ndmerso
cenocides  oen  {oo  natwales y  la  multinlicacidn  odle  oe  concile
cens adicidn renetide. : ' -

El otro. tipo de error exhibe al racional como operaden
mullinticative gque oiempre diominuye ¢ una concepcldn  de - racisnal
odle came froccign prepla. :

Las restantes respuestag errdneas son-de. S tipos, unas pretenden
aplicar el criterio y el ’pfocedinuenio con que ordenaron factores
y producte o, 1ﬁclusive. simplemente describirlo _Asi tenemos los
que’ dicen '-‘»lkas ‘compare por medio de- dibujos® 6 “converti -a
‘decimales y compare” e inclusive “porque las ordené de mayor a
menor **. )

Otras intentan justificar el orden dado en funcidn de propiedades
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de la multiplicacidn. Parece que este grupo considera que
laconmutatividad y la asociatividad de la multiplicacidén en los
racionales son la causa del orden que guardan entre si los-
factores y el producte de cada multiplicacidn o, tf vez, que {ao
raeniedades de {ao eneracienes ooen {ao gque npermiten guoltiicon.

En un tercer grupo se involucran, erroneamente, elementos del
concepto de orden. Asi hay quien dice “pocrque las fraccicnes
mayores algunas veces valen menos” que, en el mejor de los casos,
podria ser unz apreximacidn a: mayor dencminaderhace la fraccidén

mener, pues es mayor €l ndmero de veces gque se divide la unidad.

Existen los que reconccen no peder justificarlo y, por ultimo los
que no manifiestan elementoc 2lguno para llegar a2 resolver los
reactivos, pero contestan, probablemente “‘nora  oatioofacer  al
preteser’ Estos dicen, por ejemple “por el acomode de la
multiplicacion™ o describen el algoritmo.

“Para los reactivos 16a y 16k, dijimes qué sélec el 44% de la
muestra los resolvid adecuadamente y as{ mostrd no sdloc el manejo
del numero racional como operador multiplicativo, sinoc tanbién la
posibilidad de manejar twdeo reactivos y dominio algoritmico.

Sin embargc la mayoria de las respuestas erroneas se deben 2
aspectos, de modo que oéle

[
s
NS
b2 ]
Q
3]

fallas en algunc de estos dos ¢
eche  oujetes . manifiesten ne  cemprencidn  del aumene  nacienal  come
operaden  multiplicative, o oea nesnendiende con lo. misma  fraccidn
¢ con el el enginel. Ao2  tehemes que odle el 167 de la
nuestre  exfibe una (ncomprencidn  letal  ded  numers  racienal  como
_eperader.  aultinlicalive y  que el etw  16%  tene  nocidn  del
nacieaat coms  operadon  multinlicalive  perw, pon  dificultadeo  de
divernca (ndele, oo lo miedx aplican. ’ )

11.6.6 El numerc racicnal ccmo medida o punto en 1}

pumerica,

‘recta

Este subconstructoc del conceptc de numerc racicnzl se mide conun’



solo reactiveo, el 8c.

En el se pide localizar en un segmento de recta dade, c<on los
enteros marcados y el cero, el -2 y el 2 etiquetados, 10 numeros
racionales.

De ellocs 4 son negativosy 6 positivos, el maxime valor absoluto de

ellos es 1.

Comc ya hemos sefialado, la escala elegida no fug adecuada para la
leocalizacidn de los numeros dados, pues resultcé pequeha.

Los resultados encontrados fueron:
26 respuestas errdneas, es decir el 52% de la muestra.
12 respuestas correctas o el 26% de la muestra y.
11 sujetos, que son el 22% de la muestra, no contestaron.
oo nesultadee antenisres nueden dndicar que e 78% de Lo muestua,
mde de {es tes cuantes pantes de o ousma, cwen paden aplicen s ef
sufcenotructe ‘cegments o nunle en o Aecta aumérica’ ,  oin embangs

odle lo legra el 267 eo decin, un pece mao de la cuanta fante.

Las respuestas correctas fueron homogéneas en tantc que eliminaron
algunos numerocs para hacer legible su ubicacidn en la escala dada.

En las respuestas erroneas, no mostraron dificultades en el manejo
de las convenciones ‘usuales para la ubicacidn de racionales
positivos a la izquierda del cerc y negativos a su derecha.

Lé asociacion incorrecta de un puntc o© segmento de recta a cierto
racional parece deberse basicamente a la dificultad en ‘el manejo
del orden en racionales ‘negauvcs y la falta de identificacidn del
par de fracciones equivalentes.
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En el andlisis anterior encontrames elementos indicadores de que

a) Los atribuibles la escuela

bY) Los debidos al nivel de desarrollo de los sujetos.

c) Los relacionados con €l conceptc de numero racicnal.,

I1.7.1 Los problemas que podemos atribuir a la escuela

® o {opanr  hobilidades de  leclo—eocridune adecuadas pora 'et
tuabejo eocalan en ef atvel de Sachillerate. :

e ac loepwan  apnendizages  adecuades pona eliménan o dificultad
pane discriminan hemdnimes. ’

€ premecidn  de  pretsiines  gue  csantan  fa apnelenocidn  de o Leo

alumnes.
® premecion de actitudes de aceplacién ded princinie de awteridad.

. nwma’)m © de algaumwz mecdnica | oin  comprencidn  de la
fundamentocidn de. {o. mloma. )

® s nprumever o cenocimients de oo aprefenciocnes Y fallas  de
cada alumans. ) ' ’
Este dltimo problema se manifiesta por la diferencia entre- el
numerc de sujetos que intentan resolver cada reactivo y el numero
' que logra hacerlo correctamente. Considerando que este problema
" también esti relacionado con el nivel de desarrollo del individuo,
vol vera a figurar en el proximo apartado.

[ ] dj/)ccla.d&n de {eo  conlenidsd mmmdauo ¥ {a oclucién de
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nreblemaos.
& nromecidn de una oimdelizacidn ne oignificativa.

* diveciacisn de {60 diferentes subconstructos del concepto de

numero racional.

»  whligacidn de  nepesentacicnes  diagramdiicas  sin comprensisdn
cencentual de lao miomes.

I11.7.2 Los problemas atribuibles al nivel de desarrollo

de los. sujetlos

Helens 1y en el nwel de desanelle, aanifestade nen :
@ fecevidod de aneyso diagraamdiices.

® Dificulicd pare mantenenr lo alencidn en el tubage.

¢ Smposibilided de dloauﬂww/z ol Mmuwxmn alge ¢ no

¢ mneoibilidad de d.coa;wu un mcwumem

e - Smposcibilided de  describin,  gereraligdndele,  un  pascedimients
repelide en vanies cases eopeclfices. : '

e IJmpeoddilided de  divcriminer | ente.  una  deocmncide. Y una
Juosldficacidn. . .

- $mnooibitidad de dan une gustiticacidn cempleta.

II.7.3 Los problemas directamente relacicnados con el concepto

de numero racional

- En cuanto a la relacidn par(e-todo:
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® Dificultad none dentificon poartes de un dode

@ Dificuliad natra denkificon el tade

[ Dificulied nana {dendificon narticianes naegulones . ¢ en
censecuencie. e  cxfildin  la  comprensidn  de ’1; coeme - uhedelar o
nentes guales que cudren e ods.

e  Diticulied pora cencedin y aeslizan da poanticidn  de un  leds
diccrete en partes que cordengan un oumew de elementzo que fhe oca

divioen dael total.

e Dificulicd  pore MANL SN todeo (nuouales en ¢ olclema
eocetarizade, '

& Dificultad pone cenoiderar ndo de un ejemplon del tade.
& Dificuliad pore censideren ef tede ceme nelotive.

e Diliculied pene  eblenen o pende  cemplementania de  una  pealde

deda, wespects o un tede dade.
~ En cuanto a fracciones equivalentes :

® Dificuliad nara identificon  fraccisnes  equivaferndes landts en . el
contexts de orden come en el de oolucidn de prslemas verdaleo. '

® Ko apetensicn del concents de fraccienes equivalentes.
. Fonmacidn tncomplete del concepts de fraccienes equivalentés.

. @  Dificultad pera  uhiligan  fracciones  equivaleries ol apdicar. tso
' elgsniimes de adicidn Y .oy/gmémn. ’ o ’

En cuanto 2 la interprelacidn conme decimal periédiclo:
® Ar comprencidn, del mimerc racional, come  caciente  indicads de
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enteneo,

e Dificuliad  clgeriimica cen la  divisidn de enterss, pen {e tanto,
dificuliad noere cenvertin fraccienes cemunes o decimales.

e iticulied pona identificer fa wiidizacidn de  fa  nstecidn
peoicienal Sase dicz en el algenitme de o divinidn . en  enterss, U
nen  tante, inpooibilided de comprender ef edpgeriime de  convewidn

de fraccienes decimaled o comuned.
® Ao nercencidn de lao relacienco univece entre fuaccienes cemunes
¥ decimeles, p  Siunlveca ente  fracciones  decimales y  claves  de

equivalencia. de cecientes de entenss.

Respecto a las referidas al racional como elementeo de uncampose

tiene en cuanto a operaciones:
® Padre mancie olgeniimice con fracciones

® Aezcla de  algonitmeo ¢ inkercambic - del  algenitms  de  la
aultindicacidn y el de lo divioidn.,

® Ao coencencifn de {eo oneracienes en  nacienales  come  speracienco :
Sinarias. )

¢ $gnerancie de lao nroniedades de oo eperacienes en. nacienales,

® Deocenscimicnte del  nremdre de lao  peniedades  que  wiilizan
conrectamente., - :

e  Sncemprensidn de  fo  algesnidmia - de Le2 nacienales came

® Dificulied paere edtenen : el qumo T oultiplicative  de una
{.ﬂ.a,ccédn dada. . . .

® Loafuoidn entre inuerss multinlicotive ¢ werse aditive.
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e Bencencidn  ewdnea  del  peutne  aditive, queoshaceexnlicits  come
nuleden, ne  odle cuands ez facten, oine  ambidn  cuande  eotd
nreoerde en cualguicra de {as cuatre eneraciones 8doicas.

En cuanto al orden :

® Dificuliad nore manejon el enden en leo nacienadles

[ Dificuliad nara dhocniminan enine froccienes endenadas ¥
Ireccisnes equivalentes.

En cuante 2 la densidad :

e Descenecinients de {o  prepieded de enoidad en doo racienales
come caracieristica de eote slotema aumérics. :

[ Barencias  algeriimicao nere. exhibin o densidad  de ‘(co
rocienales, cungue pocean el cencente.

e |Perwcencisn de {a denosided de Lfes  naciencles o  pantin de la
continuidad de teo nealeo. )

e Xélo oe manifieote cemprension de o  mulidplicacién  come  ouma
reitenada, eo decin, came multinlicacidn en numerss naturaleo.

® 3% rnocienal came  eperader  ouuliinlicative odle " oe  coemprende ceme

censtnicten, e gue indica une cencencidn de | racienal cem
fraccidn paenica. ' '
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111 EL CONCEPTO MATEMATICO DE NUMERO RACIONAL .

III.1 Introduccidn

Como ya se dijo en la Introduccién, el concepto matemitico de
nUmero acional tiene. para este trabajo, importancia central.

Reiteramos,si nos interesa promover aprendizajes apeq‘acios a los
conocim.'tento's' cient{ficos, hacer explicitos los conceptos cuyos
aprendizajes deseamos promover es sustancial.

Partir de esos conceptos planteados en forma expuciti. para los
disefios curriculares, programiticos o didicticos es deseable.

Siendc el docente el que instrumenta en el aula tales propuestas,
su aprehensidn de los conceptos en cuestidn es tambien esencial,
como ya se sefiala en Kieren 1970,

Por todo lo antes dicho, se considerd necesarioc atenderen el
presente trabajo el concepto matemitico de numero racional. '

En. los capftulos antericres hemos manejado las nterprelaciones
para nGmero racional dg Kieren C1978) .

~Cada  una de ellas es promotora de ecorwctuiae  cognitivao
diferentes y por lo tanto, resulta importante aprehenderlas.

Las disc‘usiénes que de las definiciones matemdticas de ellas se
hace a continuacidn, no pretende negar tal hecho, sino hacer
explicito el concepto matemitico de numero racional buscando
obtener as{ mis elementos para ubicar el problema de aprendizaje
que nos interesa,

Para ello en este capitulo se reconoce para seis de las
nternretacidnes la existencia de una definicidn matemstica.
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‘. Se- presentan’ cince -'de esas definiciones, y se demueotw que las
estructuras all{ definidas son isomdérficas, y en ese sentido las
definiciones son equivalentes .

.Se seflalan las dificultades exist,en!.és aun para enunciar -una
definicidn complet.a del numerc racional como decimal periddico y -
se argumenta por qué una de las - «ummaa.dam rwolondes,  1as
razones, no coinciden con los numercs raciocnales . ’

La dnerpnelacidn de mimefo racional como operador multiplicativo g
© mapeosedesarrollaaquf, pese a queexiste una discusién en torno a
su estructura alqebralca, Yy que se refiere comc mapec & un
espacio funcional. ’

1I1.2 Definiciones matemiticas .
Las definiciocnes matemiticas de numero racional con que trabaja son:

‘ Definicidn L El nﬁhcro racicnal como clase de equivalencia de
. cociente de enteros con denominador no nulo :

Sea Z el conjunto de los enteros. Se define :

1"
e los que nosotros lamamos mimeros_racionales, Que eran, para

los: matemdticos  griegos de  la  dpoca  cldaica, razones__de  nimeros.
Se (rata de algo mucho mds importante que una simple cuestidn do
terminotlogia, ol estar ligada para los  griegos oy para loi
modernos hasta época reciente) la palabra ndmero_ _a__lo__idea _de

sistema_con_dos_leyes de_composicisn tadicién y multipticacién,
Los rozones de  enteros son concebidas por los  matemdiicos - griegos
cldsicos como  operadores_ definidos__scbre__el__conjuntio__de_ los

enteros o sobre unc parte do ese conjunto «a razén de p o q es

ol oporddor que hace corresponder a N, st N es miltiplo do q el
entero P (N7gq» formaondo__un__grupo__multiplicativo, pero no un
“sistema con dos leyes de composicign’ :

Bourbaki N. jElementos de Historia  de las Matemdticas; Alianza

universidad.Alionza Editorial $. A, ;Madrid, 1972 .



1. Q=2 x {Z - {0}hv.

2 ~: (a,b) ~(c,dd ®»ad=bc

3. [Ca,bd)]= {C4, b*D| Ca,bd ~ C4, b*I}
4. [ca,bd] + [Ceodd ] = [Cad + bc, b))
9. [¢a,b>] @ [Cc,d)] = [Cac, bdD]

O. [Ca,b)] < fCc,d)] e ad < be

Definicidn 2 El ntGmero racional como coclente de enteros con
denominador no nulo :

1. Q={la, beZ y b0}

2 3ta" %%
8 ¢ .
3 b d b
4.§<§oad<b.

Definicidn 3  El numero racldnal como medida o punto en la recta.
numérica : : '

Para esta definicidn se utilizaron las siguientes convenciones:
* una recta horizontal «——m —

_.% un rayo con el punto A como origen |———b
) A

® un rayo orientado, obtenido a partir de fijar un punto

arbitrario 0 en la recta ¢, ascciar al rayc a su izquierda el

sentido positivo y al rayo a sy derecha el negativo, sin que O

forme parte de ningunc de ellos  ¢e——|—— ¢ :
. - o +



15.Q = {§| s segmento de recta orientado, conmensurable con u }

stendo la longitud ude u la unidad de longitud fijada

arbitrariamente.

Zo. Dado un se;}mento S conmensurable con u, podemos trazar sobre
la recta ¢ a partir de O dos segmentos congruentes con €1 con
sentidos opuestos; el que cae en el 'rayo.posit.ivo serid el segmento
positivo, el que .ca€ =n el rayo negative serd el segmehto
negativo. ' : :

A cada segmento S, conmensurable con U, le asociamos su longitud
|§| = 5 2 0 y asi al punto terminal s del_" segmentce corientado

S le asociamos un Gnico numero no negative s : 5| =s = O,

Como los segmentos son orientados se hace una nueva asociacion

St S es positive, al punto s le asoclamos s 2 0,  si S es negativo,

al puntc s le asociamos - s .Al fijar la longitud de u como
unidad, asociamos a su punto terminal en €l rayo positivo el 1.

De sste modo a2 cada segmento crientado s le correspende un numero,-
tivo o .negative de z2cuerds a su crientacidn.

Zo. Adicidn.

Dados s y ¥, conmensurables con U, S + { se define como el segmento

resultante de trazar: OA. congruente con s y A1 Az congruente con -
t, respetando en ambos casos el sentido de los segmentos. El

segmentc OAz es la suma de s y L:

s+t =0A, + At Az = OAz

% -

; —>>
) 5 1
5 4t
- -

< 5 [ T « besy 7
H : ~

< 3 £ o ditg) K
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40. Multiplicacidn.

En la recta ¢, Lrazamos'por O una recta auxiliar cualquiera m, en
la cual el rayo poslu.vo queda arriba de ¢ y el negativo abajo de
k4 Sea v el seqment.o congruente con ua partlr de 0 en el rayo’
positivo de m, su puntc terminal ' '
serd vSt s yt son conmensurables
con u, ssan S y t los puntos asociados

a ellos en ¢ y m respectivamentente,

Trazamos ¥vS y por t una paralela a vs.
El punto en que esta recta intersecta

a ¢ es set =set”

So. Orden

Dados dos segmentos s y &, conmensurables con u, a los que
asociamos de la manera descrita en 20 los numeros x, y
respectivamente, definimos: s> tUsf ysélosit x>y

Tambien se usé la definicidn:dos rayos o segmentos a y b son
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conmensurables si poseen una medida comin, es decir, si a =
con, ne€Zyn#$0.

Definicidn 4 El numerc racional como element.o de un campo de -
cocientes infinito ordenado.

(Q, + , ® es un campo de cocientes ordenade infinito, es decir:
1. Q es un conjunto infinito.

2 €Q, + , @ 2 es un campo de 'cociem.es pues:

ooz



DYxYeq z+yeQ
.. .e.d. Q es-cerrado
bajo la adicidn

112°¥'x Yy « Q- 7;’ +ty=y+x
e.d. + es conmutativa,

111> ¥Yx ¥y Yz € Q:

Cx+y)d) +z =x+(y +2)=
xXty+tz

e.d. + es asociativa

iv 30oeqQ ¥YxeqQ
O+ x=x
e.d. existe un
neutro aditivo,

VVVY¥YxeQd xeQ:
Txt (- =0
e.d. -existe el
inverso aditivo,

1M Y¥VxV¥WeQ: xoeyeqQ
e.d. Q es cerrado
bajo la multiplicacidn.

D YxYWeQ xey=yeox

ed e es conmutativa..

1112 ¥ x ¥y ¥z e Q )
(xeyez = xelyezn
xeyez
e.d. '@ es ascciativa

iv') 3teQ YxeqQ:
fiex=x
e.d. existe un neutro o
idéntico multiplicativo.

vYvxe gla x"e Q:
S xex =%
e.d. existe el inverso
multiplicati vo.

Vi)V xV¥WVYzeQ (x+y)ez=Cxoe2z)+C(yez,
e.d. la multiplicacién se distribuye sobre la adicidn.

3. Q tiene un orden total, pues:

ARC QX Q

P VXYY ¥z eQ

I2)Si xRy y vy Rz, entonces xRz , e.d. es transitiva,

11> St xRy, entoncs y R x, e.d. es antisimétrica,

III) YxeQi3yeQ xRy.



Mmm_é_n 8 El nﬁn\éro racional como operador muu.ipui:auvo :

. . .-v,v.:/.c» . . : e’ - ' ‘ . L . ; - :71 ’ _ -.
1Sea@= {#,,: 2+ 2 ¥nn ez nroyVie L W
tvms = tea®)

Ste . \ Qp,‘q gQ » definimos :

NS =8 (5 + ¥ (S = Cmds + s =

- : . + N
2 ‘l‘p/q orq

(wn + prQds = e(m/hE R p,q,r;;

(s)) = !m,n(p/q s) = (m/nX(p/q 52 =

s = !m/n( \I'P/q

3 C ’m/n. \llp/ q

T Cmnep/rg) s = em/n.p/q(s)

) ’q .
.4 !mm(‘l'p/q & mn < p/q

e e

Hay que hacer notar que en th estd presente un sistema de
" ‘referencia que nos permite asociar a cada punto s € 2* sus
~coordenadas : s(x,y) o a cada segmento S cuyo punto terminal es s

un vector erentade SCX,y), que forma un drgule delerminade ~ con

el semieje positive de las abscisas de dicho sistema  de
referencia.

El mapec im:a"" > Jte por su definicidn medifica la long;tﬁd' del

vector ; y si m/n ¢ O, modifica la orientacidn, ademds
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_mantiene invariante el ingulo que forma con el sistema de ‘
referencia o lo modifica en 180° seginque mn> 0 o mn < O.

La notacién no hace explicitos estos hechos. St como en la
definicidén 4 deseamos asociar a cada segmento orientado S un unico
numero positivo o negativo, ahora en 8‘9 tendremos que asociarle
tambien el dngulo que forma con el semieje positivo de las abscisas
para lograr una correspondencia biunfvoca entre segmentos y
pares ordenados de numercs reales. y dngulos: sCs, a .

As{ ! Cs) = «! (s.a) = (mnis), @ o C¢mn (s, armd
. segéinque m/n> 0 o mn <0,

Pese a la importancia que tiene el hacer explicitos estos hechos y
sus -consecuencias, por el momentc mantendremos por comodidad en la
manipulacidn,la notacién s para los vectores en .ﬂ‘e Retomaremos
posteriormente estos aspectos.

I1I1.3 El ndmero racional como decimal periddico.

Una sexta definicidn seria la de numero racional como decimal
finito o periddico infinito.

Tal definicién es evidentemente posible, pero involucra un largo
trabajo para lograrla, debido a la necesidad de exhibir a partir
de la definicidn de las coperaciones de adicidn y multiplicacion el
que son cerradas; es decir que los resultados de dichas
operaciones son a su vez decimales finitos o periddicos infinitos,
'y en este Ultimo caso, la relacidn entre los periocdos. de los
resultados y los de los operandos.

Aqui{ presentamcs solamente la definicidn del conjunto de decimales‘ '
periddicos y de la adicidn entre ellos, seﬁalando‘ cual seria la
linea de trabajo para llegar a definir la multiplicacidn.

En todos los cascs se intenta atender la situacidn mds general, .

‘donde las soluciones no son triviales.

131



.

~ Definicidn de1 conjunto :

= {pi...pm q’_...qn 1...r | pl.qJ.rs e {0, 1.....9} mn,s e & }y
A es el conjunto de los ndmeros naturales.
Definicidén de la adicidn:

~ El presente ,alqoﬂtm es la extensidén del algoritme de la adicidn entre
enteros, a través de la notacidn posicional base diez.

El minimo comin miltiplo de las longitudes de’ los ‘ciclos de los
sumandos acota, al menos, el ciclo de la suma.

Pi"}'Pm'ql"‘ani""rs + ti""’v'"i"'uxvl"‘vy =

e B EERRRE S LS W N E WD)

La definicidén de la multiplicacién de decimales periddicos
requiere,para hacer explicita en ella la cerradura de la multipli-
cacién, de la exhibicién de la periodicidad del producto, y de la
relacidn entre las longitudes de los ciclos de los factores y el
del producto,

Una manera de lograr esto, y exhibir una cota para el ciclo del
preducto, es utilizando la funcidén de Euler, 1o que nos permite
apoyarnos para este trabajo sclamente en el sistema de los numeros
en!.eros.

Eso es lo que esbozaremos aqui.
Sea b/q con p,g e & y €Cp,Q2 =1, por lo que al efectuarse la

divisidén de p por q tendremos como posibles residuos 1,2....9-1,
es decir g-1 digitos diferentes de cero.

=



: o 'é.&.da-- ;d-.e.éa. ey 112, . .
g [0

-l
.0
d.q
r.0
daq
‘ r.0
r.0
d.q
‘Tye0
. e.q
ceT Fiea0
e.q

Fies0

CFuey = 10aid0
e,q
Fiea
con i+ ¢ q -1
Supongamos que p/q no es un decimal finito.
Como Cp,q) = 1, los residuos c,r,ras ... sSon todos
) relativos de q, yaque: p =q0 + p y p.q2 =1 ;

rep-qc y C(p-qc,q) =1,

-pues p | <p - qc2 porque Cp,q) =1, etc.

.. 14§ ¢ ¥R =total de nimeros primos menores que q .

R 1+ -Cl +1) =3 -1 = longitud del periodo < #q.
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Es importante notar que el periodo depénde sélo del denominador q.

Por el Tecrema fundamental de la aritmétlcd los enteros posiuvos'p
Y q tienen una descomposlcién en !‘actores primos t.'lnica. excepto
por el orden . :

Como los factores primos se puéden repetir los expresamos como :
p=pipM . pP y q= q”'q.ﬁ'. . .q...n"‘ .

Resﬁecto a la funcidn de Euler #(q>, se sabe que :

) = 8¢ Dw g =M uka®-q* 1> =qn a1 - 1790
y que es una funcidn multiplicativa [ 2(rs2 = 8C(r)3(s)).
Por 1o tantc para la definicidn de la multipticacién de dos
decimales periddicos podr{a obtenerse una cota para el periddo de

la misma a partir de los periddos de los denominadores de las
fracciones comunes correspondientes.

Asi  Cp/qCrrss) tendria un periodo menor a ¥ gqs > .

Aplicando- las propledades de la funcién de Euler antes: mencionadas
tenemos: 2qgsd = q n...u - 1/q.)p n...u - 1/p.\>.

Es importante notar que aun en esta linea de trabajo para

hacer explicita la definicidn de las operaciones entre decimales
periddicos, se estid recurriendo a otra definicidn, la de cociente
de enteros con denominador no nulo.

El paso del “cociente indicado™ prq, al decimal periddico

correspondiente depende de la ejecucidn de la divisidén y,a Lravés
de su algoritmo, depende por lo tanto de la notacidén posicional.
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base diez.

En el capitulo I se sefialaba que ‘en Kieren(1976), se habla de este
subconstructo ‘del ntimero racional come “una extensicn natural Cvia
nuestro sistema de notacidn pesicional ‘base diez) de los numeros

enteros”.

El conocimiento de teorfa de numercs que tal extensidén natural
demanda, como acabamos de intentar mostrar, parece poco usual a
partir de su ausencia en los textos que abordan el subconstructe
en los niveles de primaria a licenciatura, excepto, claro estd,
los textos de teoria de numefos, que no forzosamente estin
trabajando el subconstructo en cuestidn. ’

Parece ser que esta es la razdn por la que en general se elude
trabajar con decimales periddicos, mds alld de mostrar la
correspondencia entre fracciones y decimales periddicos.

Comao se ve, las sospechas surgidas en el capituloc I acerca de las
posibles dificultades matemiticas intrinsecas a este
subconstructo, quedan confirmadas, '

111.4 Equivalencia de las definiciones.

Como las cinco definiciones enunciadas corresponden al mismo
concepto matemdtico, haremos ver que son equivalentes mediante la
exhibicidn de ‘los isomorfismos existentes entre las estructuras
correspondientes a cada una de ellas.

111.4.1 Primerd se demostrard que las clases de equivalencia de
cocientes de enteros con denominador no nulo, forman un campo bajo
sus dos operaciones, o

Demostracidn 1:

S u{Z x {Z-{o}/~, +,@ 2 es un campo cociente ordenado infinitou.

135



Es decir, ({Z x {Z - O}~ ~, +, @) satisfacen los axiomas de
. la definicidn 4, como veremos. en seguida. : o

B PR £4 x"'{:'g.'ffio}} es infinito, pues 1 e {Z-{0}} ' _
' Sl XN CL T x{F -0}, y R es infinito.

2 ¢Z.x {Z-{0}}#~,+,8> es un campo , pues

-’13 Por la definicidn dada de adicidn.Z x {Z - {O}} es cerrado bajo -

+y'st Cabd, Ca',b") e [Ca.b0] ¥ Ce,dd, Ce*od®d e [Co,dd ]
e [Casbd]H{Ce.dd ] = {Cad + be, bd)] |

y [ca’.brr]Hccr %] = [ca’d b’ ,b*a®) ] »A o
por la definicidn de adlcién.. |

Como  (Cad + bcd b'd* = ad b"d'+bcb'd'=ab'dd’+cd‘bb'

por la distributividad de la adicidn sobre la multiplicacidn y la . '
conmutatividad de la multiplicacidn en & : '

ab’dd® + cd’bb’ = a'bdd’ + c’dbb® pues Ca,bd) ~ C(a',b”)
y Ce,dd) ~ Ce’,d*d

a‘'bdd*® + c'dbb’ = a’d'bd + b'c’bd

por conmutatividad de la multi pucacién'en Z.
a‘'d’bd + b’c’bd = Ca'd*+b’c’Obd
por asociatividad de la multiplicacidn en Z.

.'." Cad + be) b'd* = Ca‘*d’+b'c'dbd

136



TV TR

R

.. Cad + bc, bdd~ Ca’d'+b'c’,b’d’Y  .por definicidn de ~ .

e el representante de4 la clase de equivalencia es
irrelevante bajo la adicidn.

11 '[(a.b)] + [Cc.dd] = [Cad + be, bdd]
por la definicién de adicidn en Z x { z - {04 ~

Y Ca,b) e [Ca,b)] Y (e, d e [Cc.dd]

Ca,b) + Cc, > = Fad + be, bdd,

Cad + bt;. bd) = (bc + ad, dbd
por la cqnmutativldad de la adicidn y de la multiplicacidn en Z..V
Cbe k+ ad, db2 = Ccb + ad, dbd |
por 13" .conmut.auvl.dad de la multiplicacidn en Z.
Ccb + ad, db) = Co,dd + Ca,bd = [Cc, D] + [Ca, 1]

por la definicidn de adicidn y el que los representantes son
irrelevantes.

. [Ca.b>] + fCe,dd] = [Cc,dd] + [Ca,b]

es decir + es conmutativa

114> {[Ca.p2] + [Cc, D]t +[CerfI] = [Cad + be, bdd] H{Ce,d]

por la definicidn de adicinn

=7



[Cad+bc,bdd ] + [Ce, 2] - [cadﬂ:cSr + ecde;A Cbdd 12 |
por 1a deflnlcllén de adicidén
B/ Ca.bie [.Ca.b)] ¥ Cc.dde [cc.d)]. YCe.De [”(e.f)]
CCa,bd +Cc,d)) + Ceufd = (Cad + bedf +_'ectj>d2-l Chdd 1
CCad+bcdf + eCbdd,Cbddf) = Cadf +hef +ebd, bdf)

por la distributividad de la multiplicacidn sobre la adicid y la’
asociatividad de la multiplicacién en Z, ’ :

Cadf + bef + ebd,. bdfd = Cadf + bcf + bde. bdfd
or conmutatividad de la multiplicacién en & .
Cadf + bcf + bde, bdf) = Ca{df} + b {cf + de}. bi{dfp

por .asociatividad de la multiplicacidén y distributividad de la
multiplicacién sobre la adicidn en Z.

Ca{df} + bicf + deh. b {dfD = Ca,bd + Ccf + de. dfd

Ca,bd + (cf + de.dfd) = Ca,b) + {Cc,d) + Ce,fO} =

[Ca,b2] # [Ccrdd] + [Cen 03]}

pbr la de!flnicién'de adicién y el que los representantes son
‘irrelevantes.

S Alcabd ]+ [Cedd [H{Ce. ] = [Ca.dIH[Ce. D e ]

es decir + es asocliativa.



IVoez ", (KO Mle{ Tx{-{0}~ st n#»oO
V(ca,pd] e § & x {Z - {O}}/~ : [Ca,bd] +[CO,n2] = (Can + bO,bn)
por derl.nl.'cnidn_de adicién

' ¥ Ca,bde{Ca,b)] ¥ CO,nde{Co,n)] i+ Ca,b).+ Co,nd = Cantba,bn) -

Can + b0, bnd = Can,bhd , .pugs Oc’'= 0 para todo em.erod';*iif"".i
Can,bn)~ Ca,b) pues Candb = anb = abn = aCbn) = Cbmda

por la asociatividad y la conmutatividad de la multiplicacidn
en Z aplicadas sucesivamente dos veces. '

'+ [<an,bnd] = [ca,bd] 'y [¢O,m)]

es el neutro aditivo en {Z x {Z- {O}}}/ ~

vIp.d. "§[Ca.b). Je {2 x {Z - {0O}})/ “; Etc-a.b) Je {Z x 1Z - {0}~ :
[ca,b2] +{C-a,p2} = [cO,n2 )"

Sea [Ca.g)] e {Z x {Z- {0}}}/~ , con a»® O

¥Ca,b) e [Ca,b)]e {Z x {Z- {O}}}/~, a «Z, y por definicidn

de Z existe -a e X tal que : at+(-a) =0

. [¢-a, DY]e {® x {® - {0}~ ¥

{Ca,bd] + [C-a,bd] ={Cab + C-a)b.b‘)]f

por la definicidn de adicidn
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‘. Y Ca,be[cCa,pd] Y (‘-a.b>e [C-a.b)
Ca,bd _*,C_;a.b_) = Cab -+ C-a)b,bD= Cab - ab, b®
por las 'perpl..edades de la multiplicacién en Z.
-(Qb - ;b. ﬁﬁ = fo.bﬁ‘
poxi.liaﬂ‘.:lefinicién de inversoc 'adlf.ivo en :-'!

- ab) ¢ (C-ab (Cabsc-adb,bD1 =

t(ab;ab.b‘>] = [CO.I;)]" -

por 1.1a irrelevancia del representante de clise k

o [C-abd ] es el inverso aditivo de [Ca,b)] en & x 1z - o~ .

i’> Por la definicidn de mu;upllcacl.én en Z x {Z ~{0}}/ ~, es
cerrado bajo ella, y si Ca,b), Ca’,b'Je [Ca,D)]e Z x {Z -{O}/~

y Cec,d), Cc’,d*) e [Cc,d)] € Z x {Z - {0}}/~

Ca,bd)e(c,dd = (ac.bf!) ,» Ca’,b*,0c"*,d'> = Ca’'c,"’'b’d"d
por lé definicidén de multiplicacién, |
Comp Cacdb’'d’ = acb’d’® = ab’cd’ por lyaiasociauvldad y la -
cqnmut.ativld;d de la multiplicacidn en 2.
ab’cd’ = a’bed’ , pues Ca,b) ~ Ca*.b®
‘ 'a;'bcd' . a'bc’d , pues C(c,dd~ Cc'd*d
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‘a’be’d = a’c’bd  = Ca’c*lbd
por la conmutatividad y la asgciatiﬁd;d de 1; multiplicacidn -
en Z. ) |
e Cacdb’d’ = Ca’c’dbd
.'. " Cac,bd ~Ca'c’,b'd"> por la definicidn de ~
é.d. el repreSen(.ante de la clase de equivalencia F;-s -irreievahte

bajo la multiplicacidn.

11°> [ca,bd]efCc,d>] = [Cac,bdd] por la definicidn de
multiplicacidn.
.. ¥ Ca,bdefCa,bd], ¥ Cc,ddefCc,dd] : Ca,bleCc,dd = Cac,bdd

Cac,bd) = (ca,dbd

por la conmutgttvi#ad QQ la mulupl..l.‘cac.lén en Z,
Cca,db) = (c,d@ Ca,pd = [Cc,d]efCa.bd] |
ppr la derinicién"de muluplicacién. y qge lo; Vrepresent.anfr.es son .
irj.re.l;evant.es.
oo Ca,bdlelCe,dd) = [(c.d)?.f(a.b)]

es decir @ es conmutativa.
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1ii" {ECa.b)]ot(c.d)]h[;e.f)) = {(ac,bd)}lel(e, 2] =
[({ac)e.{t:;d)f)]

por la defi nicién de multiplicacidn.

. ¥ cabde [Caml, ¥ Ec.vd)e e, 1, ¥ Ceufre [Contd

{Ca,bdeCc,d }. oCe, £3 = C{ac e, {bd D

Clacle.dbdif? = Cace,bdfd = CafcehbidfD.

Por la definicidn de la multiplicacidn en X x {Z - {0}~ .

Yy la as;aélabividaq .de la multiplicacidn en Z,

Cafce}, bidf}) = Cabdelce,df? y

Ca,bleCce,dfd) = Ca,bd®{Cc,dd&e, D} = [(a,b)1ef{{c,ddlele, 2]}

por la definicidn de la multiplicacidén y la irrelevancia del

~ representante de la clase

e {{cCa,bdleiCc,dd}eile, 2] = [Ca,b)]lefi(c,ddlelCe,. D]

es decir # es ascciativa.

iv') ¥Yne &, sin#»0, (Cn,nd! € Z x {Z - {0t} ~
V[(a.b)]e Z x4Z - {0}~ : (Ca,b2)=(Can,bnd}

por 1a definicidn de multiplicacidn

e



i . A 4 (}.b)e ;.(a.b)). V (?n.n)e t(?.n){ :
Cab,l;:')lotn,n) ;ﬁan.bn) |
(an)t; - alnb> = Cnbda = (bn)a
i por la asociatividad y la conmutatividad de 'i'a‘mullt,iplicacién en &
" .'+  Can,bn)~ Ca,bd  por la definicién de ~ .
N [Ca,bd] @ t(n.n)lA = (Can,bn] = (Ca,bd)

por la irrelevancia del representante de clase.

{Cn,n)] es el elemento identidad o neutro multiplicative

en Z x {Z -0}~ .

v') pd“. ¥ [Ca,b)le & x {& ~{O}}~ y .[Ca,Dd] # (CO,nD]

’ 3tcb,adle T x { -~ {0}~ : [Ca,b)) @ [(b,ad) = [Cn,mI™

Sea [Ca,b)] e {Z x {Z - {0}~ , (Ca,b)) = {CO.M) & a =0

y b=n=»0
ae Z-{0} y [bia)] €{& x {2 - {0}~
» [ca,b>] @ [¢b,ad] = [Cab,ba)]
. por la definicidn de multiplicacidn
.'.¥Ca,bdefCa,bd], ¥ (b,ade ((b,ad]): Ca,b) ® Cb,ad = Cab,ba)

" por la definicidén de la multiplicacidn
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Cab.b;) = C;b. abd
por la conmut.ativida4 d'e“ la muluplicaclénl en Z,
- Conx; Cabdn. = Cabdn
‘(ab.atla) ~ (n,M, | por la definicién de ~
L.t €a,bd] e [Ch,a) = [Cn,ml “
por la irrel—evancla dél representante de cllase. .

Es decir, existe el inverso multiplicativo .

vi') ¥ [Ca,bd], ¥V [Cc,d)] ¥ [CeufI] & {2 x {Z - {01/~

[capd] e ([c'c.d:v] + [Ce.!‘)]] = [Ca,bd)] @ [Ccf + de, dfP] =
[Cafet + de}, b {dr]

- por.las definiciones de adicidén y multiplicacidn
ot Y Ca,bde[Ca,b2] , We,dde [Cc,d>] , e, e [Ce. D]

Ca,b> @ {Cc,d) + Ce,f2} = Cafcf+de}, b{df} = Cacf+ade,bdrd

por la irrelevancia del representante de clase bajo la aﬂiclén y
la multiplicacidn, y por la distributividad de la multiplicacidn
sobre la adicidn y la asociatividad de la multiplicacidn en Z.

Ademds:

{Ca,b> @ Cc,dd} + {Ca,b> @ Ce,fI} = Cac,bdd + Cae + bf) =

m



Clacibf + {bdjae, Cbddbfd = Cacbf + bdae, bdbf)

por las.definiciones de multiplicacidn, adicidn y la irrelevancia

de los rgpresentantes de clase, ademas de la distributividad de la
multiplicacién sobre la adicidn y 1la asociatividad de la

“multiplicacidn en Z.

Cacbf + bdae, bdbf) = ({acf + ade} b, {bdf}b>

por la conmutatividad de la multiplicacidn, la distributividad de
la multiplicacidn sobre la adicidén, y la asoclatividad de la
multiplicacidn en &,

C{acf + ade}b, {baf}b) = Cacf + ade, bdf) e Cb,b) =
Cacf + ade, bdf)

por def’lnlcidn de multiplicacidn, la existencia del elementc:
identidad y la irrelevancia del representantente

o [Casba] o {fce, ) + [Ce, D]} = {[Ca,b)] @ [Ce,d ]} +
{[ca.b3] @ [Ce.02}
por la irrelevancia del representante de clase.

Por lo tanto, la multiplicacidn se distribuye sobre la adicidn.

~3, Z x {& - {0}} tiene un orden total.

Demostraremos primero un teorema auxiliar,

Teorema :

“ ¥ ICa,p} e {Z x {Z - {0}~ existe (a’,b’) e (Ca,b)l, tal
que bez* ' : '

Dt

g



Sea (Ca,b)) € {Z x {Z - {0}~

.,.. ab & y bﬂ'O;

vSuponqam;s‘ sin péfdida de generalidad-que a # O. i

1)‘ Si a..b ez+ .. a*=a,b"=hH .y a'b = ab‘l.

' 1St abe2 .. b a-b,a =-a y a"h = C-a)b = -ab =
;( “b) = al?' N por las propieidades de la mulupucac,ldl.u en Z. B
1H1) St a e & .vx?ez" . @’ =a,p' by a'b=ab.

WSt ae2, bex .°. b =-b a =-a y a'b =C(-adb= -ab =

aC-b) = ab*, por las propiedades de la multiplicacién entre
enteros,

I Toda cl ase de equi valencia tiene un representante con
denomi nador positivo. ‘
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IV Da,m]ViCc,dl Ve, eQs:
1Ca,b2} ¢ [Co, )] e ad < bo
y '(Cc.d)lv < [Ce.21 & cf < de
) poryla definicidén de orden en Q .
«  Por e;-.'reor-'emavauxu‘iar. tomamos b:d.f > 0
woad ¢ b, of ¢ de .‘
& adf ¢ bef < bde y a-t<'be
por las pr’opiedad;es de orden en 2
S L canmad < tceud)
~ I Sean [Ca,D1, [Cc, D] eQ: {Ca,pd] < [Cc,dd)
~ad<bcuy b;(ad
) por la tricotomfa en &
T a4 te.ddl < [Ca,b)

<= por la definicidn de orden en Q .

111 Sea [Ca,b2) € Q a,be@ y b=o0

De acuerdo al teorema auxiliar 3 (a',b') € [Ca,bl)]l : b e Z.

Sea c = a* *+1 a' < ¢ por la definicidn de orden - en Z.

- Sead=b" . (Cc,d)] eQ



-1

como a’d = a’b < Ca’' +1) b" = cb’
(Ca,bd)1 < (Cc,dd) .
111.4.2 Veremos ahora que las estructuras correspondlent.és a los

cocientes de enteros y a las clases de equivalencia de cocientes
de enteros con denominador no nulo, son isomorfas entre sf .

Demost,r’acidn e.
cbnsjt.deremos r: ¥la,bezybn 0'} —& x {Z ~ {ob}} ~~
t.al‘. que f cgal = [Ca,b? ]
. i‘ f es biyectiva :
12 f es suproyectiva, pues si [Ca,b2] e {z x {z - {O}}/~

[CabX] %@, pues Z»0 y Z-{0} =0

JaeXZ, 3be &~ {0} tales que Ca,b) e [Ca,b)}

efdla.bezybrop y £ =[cam]
iiJ f es biunivoca :
a ' * Q.
sean 2 , 2 e{la,bez y b » o}y 22 .
” a’ si y solo si ab’ » a‘'b.
Supongamos que fCasb) = £ Ca’/b’).
xf(%)f [ca.p>] = {Cai, bi)] Cai,bid ~Ca,bd} =

£ 2 = fca’, b*O] = {cai, bD| Cat,bid~ Ca’ b2}
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fca,p2] = [¢a’,b*2] si ysdlosi (Ca,b) ~Ca’,b"
Ca,b2~a’,b’2 si y sélos{ ' ab’' = a’'p,
contradiccidn.
flab2=f(a’sb*) si y sdlo si asb = a'/b’
. ‘
2 f preserva la adicidn

Vab, Verd @ {fabla,be Z yb » O}

B , por la definicidn de adicidn.

rc%f §>-=1 c‘f-é-—“—b—‘i>

£ 242 P% = [cad + b, bdd] . por la deftnicidn de f

[cad + be, bdd] = [ca,d] + [Cc.a)]

por la definicidn de adicidn en & x {& - {O}} ~ ~
Corr;c‘ rcg) = {<a,b2] >y f (g-) = [¢c,d>] por la derl'nlcién de f.
| fE+eSDarcdrrcd
_ 3‘ f preserva la multiplicacidn

v%vf—, e 3 %p.b'ezyb“#o}

rcde S = £ <53> = [Cac,bdd] . por la definicidn de |
mulupu’cacién y la definicidn de f.

[Cac,bd)] = [Ca,p)] @ [Cc,dd]

por la'definicidn de multiplicacidén en & x {Z - {0}}
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f‘%) = [Ca,Dd ], t(g-) = [Cec.dd] por la det‘l.nicién de f

! A 4% = 3. c. .

A f (b ® d) I‘Cb) [ f(dJ .
4°. f preserva la relacidn de orden

a <
St b<aq ad < bec
por la definjicidn de orden en {% a.beZyba» 0}-

e ey = [abd] <[] = r (D
por la definicién de orden en {2 x {& - {O}}} -~
III. 4.3 Ahora . se exhibird el ' isomorfismo entre las
estructuras de los cocientes de enteros con denominador no
nulo y las medidas, segmentos o puntos en la recta numérica.

Demostracidn 3 .

Las definiciones 3 y 2 son equivalentes en tanto que las
estructuras que definen son isomdérficas.

‘Definimos una funcidén r que exhiba el 1§omorflsrﬁo planteado :
r:{S IS es un segmento de recta orientado, conmensurable con u }
> {%lm.nezynﬁof
tal que :r (52 =8 , punto terminal de s a partir de O.
s>0, si s es pos).u\(o

s <0, si § es negativo



——t

i

n
4

m
n

Como S es conmensurable con U, s = para ciertos m, ne€ 2

cbn n* 0
o .
1 r es biyectiva .

i) r es suprayectiva : .

St %e {';n | m, ne® y n#0}, tomamos U en ¢y lo partimos

. ‘ . i
en b partes iguales .
13 . .
pividir un segmento enh n paretes iguales .

sea o0 (tig 1 el segmentd en cuestiénsobre la recta ¢ .

Se traza una semirrecta. con extremc en O que no o3td en la recta

&

con una abertura cualquiera dal compas tracense sobre esa
semirrecta - n segmentos iguoles, . 8l primerc con origen en O Yy - coda
uno do los demds con origen  en 1 #tremo  final del - anterior,
obteniendo osi los puntos PPy P como extremos finales - de
dichos segmentos. ’

Tracese la recta Upn Y POr P..P.s * * * pn recltas paralelas a ella.

12

Los  puntos Qx'dz' <« 4@ en gque estas rectas intersectan o L4

dividen el eegmentc OU en n partes iguales y Qn= u

mostracidn,
: a;a”" =a a :
/ i it Qntowz
3 [T d S8 -
/ . LroRames sor 134 piﬁ, ,
. tel . e C . ’
. ~ - paratelas C"‘ (qu 14 -
> Sean k ) los tcs
// v Se i Y k“z o puntc:

. ?L /‘ . .
! _ &) Ly . s let
1 7 \—_' ) @ 3 poc t ivomente o 9\,1'1"1
'4é e PRI e ——
w Prz%iez .

' e, &, a, Qu . :
/O ) L 3 En P .
: , - PifiraPies 7

en qQue estlas paralelas certan



o

Con el compds abierto en %'. trazamos a partir de O m veces
st ;!-:'7 0 hacia la izquierda de O para que caiga en el rayo
positive, si- % < 0 ' hacia la derecha, para_qujevcaiga en el‘

negativo,

Al punto terminal del segmento asi trazado le corresponde,

por la definicién de r, el numero rm‘ . '
11> r es biunivoca :
Supongamos que s *¥ €y rls) = rCD)
. AdAmene & n A0 %G=§ y %G’—'f
s=v . 10 que contradice la hipdtesis s =t

: res) = pCEd sl y sélo si s =t,.

. Pi.f'i 'i.*z Rivz N
tenemos -i.* t' ilf'h l=
~
Rirafinafiez
por ser dngulos )

correspondientes al.  cortar des poralelas( »’h o Z.“z) por una recta

(oF ). Similarmente tenemcs P, P. R. = P P R .
-n LR R £ SR 2 4 ird 42 Le2
sP P_ = P_ P struccidn
Ad.emaa P\. P"ﬂ Pz.ﬂ sz por construccid
0 FL Pies Ry 7 Fi Tz Risz
S PR = P .
Bl T Mee 0
.Q, = R y L LQ = ; .
me X% T Ml Y %aie T Tt
8 N T %y %
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Q .
2° r preserva la adicién

Sean s , t conmensurables con u
r¢s + ¥ =2r (O0A + A1 A2) = r CO0AD
£ Si'’S y T son ambos positivos © negativos,

por ‘ser conmensurables con U, existen E, %) 0 tales que

. [}
o= = B - T1 =R
st =2 vy joty =3B

Al trasladar OU al punto s abriendo el compas [0L] y haciendo el
trazo apoydndose en s . tenemos :
Abriendo el compas en la longitud

1 trazaremos mq sSegmentos
nq :
de 0 - as, pues mg = m y con np

nq n
R R y |Ist'] = |Otn"‘por'

segmentos se‘ qlcanzaré el punto s pues nq a

construccidn.

14> 8§ s y U son uno negativo y otro positivo.’ por sef
cénmnggrable.s coﬁ U, sin pérdida de generali;!aq. existen %) ('>.v
¥ %(O tales que |5§|=E . ]5€|=|g.'= _g -

Traéamos O0s vy con apoyc en s y apertura 1otl trazamos,
respetando el sentido de 0T un nuevo segmenf.o .

El punto t' donde termina serd el punto terminal de

" Ot* = 0s + Ot= s +¢
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Con el compas abierto 1 trazamos mq.segmentos hasta llegar a s

nq
m_mg '
pues - = ng y a partir de allf{ trazamos en sentido contrarice
. R St 180l = - B
_,egment.os para alcanzar t', pues g4 nq y st} =Jot} = g >

|mq+np' _ mq -np _mgt C-np) _mg . -hp _ S+t
ng ng ng S

16¢°| =

3° Ar preser‘{a lé multi;;licaclén .
St §y t Liﬂenen ambos el mis;no sentido éuponéamos.s;n. pérdida de
generalidad, que son positi‘vos

. Trazames _’3§ scbre ¢, la recta auxiliar m por O y el segmento
0v semejante a T en m. asf como el o
Trazames la recta sv y per t' la paralela a ella.

El punto M en gue intersecta esta ultima recta a la recta ¢ nos

da UM =05 eOt'=s et .de acuerdc a nusstra definicidn,

. ; _
- N /) P _ Pab

Como |5§|=E ky |51-.-'|=E y

Mot = <sOv, <vsQ =< t°'MO RN <Ovs = <OtL'M

Cpor que la suma de los dngulos internos de uh A es 3507 por el o
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criterio AA

Os o= m y = B
By n y c<omc Ot g
m . OM m g R - B
n Py n ] q OM

St S y t tuvieran sentidos diferentes, la demostracidn serfa
simlar. aunque el tridngulo Ot® M tendrd su vertice t,:' en el. ray§
negativo de m.

.4‘7 r preserva la relacidn de qrden .

Sean S , T conmensurables con U y S<t & s< L ," de
acuerdo a la definicidn de orden en el conjunto de los segmentos

orientados conmensurables con U

Coms s , L son conmensurables con u , s =m ¥y L = p para
©n

ciertos mn,p.gqe X con n#® O y q# O
=s<t=p
.q

m
n

111.4.4 La estructura de los cocientes de enteros bajo sbs;
dos operaciones y la de los mapeos y las suyas,son isomorfas.

Pemostracidn 4 . Las estructuras correspendientes a 'las
definiciones 2 y 5 son isomdrficas. ~
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Para demostrarlo exhibiremos el isomorfismo entre
{ab ja,be & y b=#»o0},
con las operaciones y relaciones definidas en €l, y los mapeos sus

operaciones y relaciones presentadas en la definicion S .

Definimos la funcidén a como :

B oy A
I IR SO

m/n }

a: {abla,be & y b=0}
tal que ¥m,¥n €2, n®0 y Vs eA, 8 (S =Cmms =1 e

-]
i « es biyectiva :
i2 o suprayectiva .

f 3 2
Vé&miR=~=PR A mn : mneZ y n »# 0,
por la definicidn dg mapec .
1i) o es biunivoca
Sean a/b y a's/b’ tales que a,b,a’,b''€eZ y b»0, b 20,
Supongames que asb * a'/b’ y ofasb) = ala’sb’od,
alasbi = cla* /D'y Qe Qa/b ‘= Qa/b | —p
viers (=32 5 4=
Casbttr a'sp’
pt = e = . -o“" S—
§a/b(s) Casbds Ca' b )é 4 )

(bradCasbds = (brad(a’/b*d)s d4—b 5 = Ca'brab’)s q=b

a'brab’ =1 4=p a'b =ab' d4—> -ab = a'sb’,
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lo que contradice la hipdtesis

O ofasb) = a{a’sb*d) 4=—p» asb = a'rb’

BD a preserva la adicidn .

Sean a/b, c/sde £ y b#0,d# 0

e oLasb +erdd = al Cad + bedsbdy, por la definicidn de +

af Cad + bcr7bd) = Femared » pOr la definicidn de «

VS €A% Buwworal® = C Cad + bed/bdd 5 ,

por .la definicidn de malpeo .

C Cad +.bc)/bd) s = Cadsbd + bc/bd)g » por la definicidn de + en
{mnmneZZ y n# 0t

Cadsbd + bosbaddi= Cad/bddS+ CbosbddS, por la definicidn de +

entre mapeos

 Cad/bddS + CbesbddS= Casbds + Cordds , por las lt;:yes de

cancelacicén en & .

Carps + (oS = B, (5 + £ 4(5 . por la definicién de mkgp_eo’

. ia/bcg) + §?(dc§) = oCasbd + olerdd . por la dfefinlcié’n‘cie a.

oo arbt ezdd . = afasbd + a(;:/d) .
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o -
3 « preserva la multiplicacidn .

V(aspdVerdd : abicide® y b#O, d#O0 Y Sex
clasb @ c/d) = alCacd/Cbdd)> por la definicidn de multiplicacidn en
{mmimne& y n#0}
alac/bdd = $ocvs por la deﬂnicio’n de «
i’w..(’.;) = Cac/bd) s por la definicidn de mapeo
Cacsbd) § = asblcrd 82 = Faalcr/d 8 = FoalTenlsSD] = (&, 003 (8D
por la definicidn de multiplicacidén entre mapeos .
‘Farfu(SY = [aCa/b)Qa(c/d)]C.E)l . por la definicidn de «

', atCasbdCcrdd) = aasbd @ aCesdd .

‘50 a preserva el orden

Sean as/b,c/d €e{m/n {mne 2yn#=01} tales que asb < cd
‘Lalasrbd A= Ban < $eu = Cerdd

por la definicié&n de orden entre mapecs .

I11.5 Conclusiones .
De este modo hemos demostrado que :

Las clases de equivalenc’iaAde la definicionl,son uh cambo .
" Que las est,ruct.uras correspondientes a las deflnlciones 1 ye

*on_isomorfas.- que las correspondientes a lasdefiniciones 2 y 3
también lo son , y por. ultimo que 1o mismo ocurre entre. 1as
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correspondientes a las definiciones 82 y 5 .
Como la composicidn de isomorfismos es un isomorfismo, todas ellas
son isomorfas entre s{, y como la definicidn 1 es la de un campo

de cocientes infinito ordenado, las otras cuatro tambien lo . son .

- Junto- a estas definiciones equivalentes, existen al menos dos
interpretaciones muy usuales del numero racional como:

® razén
® fraccidn

Estas interpretaciones, aunque se apegan a alguna de las
caracteristicas del nuUmeroc racional, no coinciden plenamente con
dicho concepto, como veremos a continuacidn.

' St consideramos la definicidn 2.

t.a={la.,bezZ y b=o0}

a , ¢ _ ad+be
& b*tad " ba
a ¢ _.ac
b d “bd
4. %(% =) ad < bec
podemds t‘écilmente asumir que los elementos 2 de' Q son razones de

o

enteros,

Sin embargo (Q, '+ .‘.') de la ‘definicidn 2 no es isomorfo, con el
.conjunto de razones de enteros y las operaciones definidas en é€l.

' Para  hacerlo ver, consideremos 1las razones entre segmentos
orientados. . Para esto .nos basaremcs en el isomorfismo r definido

ban'..eriorment,e. como nos interesa asociar a cada cociente % un .

" segmento orientado s, tomaremos r-.
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Tenemos- asi para todo rmx : % 4—pr s =

=g~

en nuestra interpretacidn de

razones de enteros © razones de segmentos orientados ¢onmensurables
con la unidad, ¥y por lo tanto de leonglitudes racionales.

Sin embargo r” no preserva la adicidn, pues, si interesa un
trabajo util con segmentos y razones entre segmentos, deberemos

definir a3 + ¢ = a *t c_
b d b +d
a2, €y o papadtbe, | ad + be a tc
y Ut g =it Ba " b+ ad
a tc _ 4,2 -1 S
B d-r Cb)'rr(d)

Aun fuera de este contexto geométrico, las razones de enteros
3 suelen operarse de manera diferente a los ndmeros racionales.

Por ejemplo, cuande un bateador tiene en su registro (scored de
hits, se escribe éste . comec prq , donde p.es el numero de hits

que logré en las g veces que fue al bat.

Si en una ocasidn mds al bat ancta un hit, tendrd que afadir un
hit .en una vez mis al bat, es decir

p/gq + 171 = (p + 10/Cq + 12 .

A Sin embargo la suma de los numeros racionalves p/g y 11 )
"t es (p *1drq

‘Los entes del conjunte Q. en la definicidn 2, pueden id_entificarsé’”
" _cdn razones de enteros o de segmentos adecuados, segun vimos en
b '1os‘ ej.emplos'. anteriores,pero, como  numeroscuya .deilnicién.
.involucr,a ’las' operaciones pés;bles con ‘ellos ¥y las propig'dades de
B " las mismas, no se ’pukeden identificar pues, como i
o hemos mostrade, sus operaciones no coinciden .
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La 1nterpretacion del numeroc racional como fraccidn, estd ligada
también a la Definicidn 2,

Cons ideremo “el conjunto de las fracciones™.

Decimos que % es una fraccidn, y la calificamos de propia.c

led i}

impropia segun que % <1 S
Consideramos ademds g =1 como “fraccidén™,

JCudl es la diferencia entre esta interpretacidn del numero
racional y la Definicidén 37

Implicitamente estamos identificando el “conjun;o de las
‘fracciones” con el de los cocientes de enteros con denominador no
‘nulo.

Dadc que las operaciones en ambos casos son .idénticos, -
matemdaticamente la “interpretacion® no tiene caso, es un nombre

mis para el mismo ente matemdtico.

Sin embargo, las dos primeras acepciones de fraccidén en el
diccionarioc, apuntan.a una explicacidn de su existencia:

‘Fraccidn: Divisidn de una cosa en partes {| cada una de.las partes
del todo, divididas o consideradas con separac.lén del
todo|{..

La fraccidn es concebida en el lenguaje comin como una parte [}

: porclon de un Lodo A esto se le suele llamar ¢u¢6/wdc

-Como en el mundo macroscdpico los “todos™ son. finitos, las

: f‘racciones son ‘partes propias de los todos .

_ Ya hemos sefialado en el capituio correspondiente al estudio
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exploratorio, que en m/n , el denominador n represehta el todo

o unidad, en tanto que expresa las n partes iguales que lo

conforman.

Por otra parte el numerador m , indica cuantas de esas
partes iguales en Qque se ha dividido el todo unitario

consideran.
Asi tendriamos gque ascociar a las fracciones cocientes de la
forma B con m<n y n>o

El conjunto de fracciones concebido asi como quebradeo,

se

no

cecincide con el conjunto Q de laz Definicidn 2, sino que éste lo

incluye como un subconjunto propio.

En el conjunto de quedraedss la adicidn no es cerrada:

% y g son quebrades, pues 4 < 5 y 2 < 3,
pero %*%"% y %_E_ no es quedrade pues e > 1B

Por lo tanto las estructuras de las fracciones y de los numeros

racionales no son isomorfas, y por elle no pueden
identificarse como numeros :



. OBSERVACIONES FINALES
IV.1 El Contexto del Problema .

El presente trabaje se hize necesarie a consecuencia de 1la
practica docente, lo motivd un preoblema observado en el aula.

La docencia se ejerce en una institucidn educativa, enestecasc el
bachillerate del Colegio de Ciencias y Humanidades, cuyatarea
fundamental es educar, y por lc tanto, promover aprendizajes.

Para que tales aprendizajes se logren, necesitamos losdocentes,
claridad sobre los problemas que en torno a ellos se den y sus
posibles causas, a fin de buscarles scluciones viables.

Asi, la primerz observacidn es que la docencia requiere de
la investigacidn tedrica y de campo para desarrollarse.

Iv.2 Yariables en el problema

Para precisar los problemas de aprendizaje respectc al numero
racional en alumnos de primer ingreso 2 bachillerato y2 se dijo
que se requiere al menos de:

Ll
@ Claridad respecto al concepto matemitico .

¢ Una posicidn en cuanto 2 lo que .significa aprenderlo.

' . .
Por elle s€ entiende: manejar las diferentes definiciones

matemdticas  det mismo vy su  equivalencia; conocer la gdnesis
histérica det conce p. to | » detectar sus problemas

. sptstemok_f.g'\cos ¥y parcibir sus rolacionaes con otros entes
matemdtices; ser  capaz: de utilizarlo y aplicartlo “en  diferentes

contextes, misntras mds variadeos mejor.
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¢ Conocimiento de los elementos matemdticos y cognitivos que se
requiere posea el estudiante para leograr el aprendizaje asi

cencebido.

& Conccimiento de la curricula previa 2] bachillerate, en funcidn
de los elementos antes citados y el numerc racional mismo.

e Asumir una posicidn fundaqentada en cuante al tipo de
investigacién a desarrollar .

¢ Conocer y poder utilizar los procedimientos, métodos, tecnicas,
etc. ,necesarios para el trabajo, tanto en la ensefianza como en
la investigacidn.

¢ Contar con los apoyos necesarios para desarrollarlas y llevarlas

a cabo.

Pe lo anterior desprendemos la segunda cbservacidn: la formacidn
que el docente requiere para desempefar su labor debe incluir los
aspectos antes sefialades y se considera como una del as maneras de
contribuir a dicha formacidn., el promover . el desarrocllc de
trabajos en torno a problemas especificos de ‘la educacidn
matemdtica, ligados a su practica docente.

Tambien observamos que al hacer explicito el concepto matemitico
de numero racional se exhiben aigunas de suys ‘dificultades

intrinsecas,

Los dos cascs mads clarcs sonlos | delos subconstructosdecimal
periddico y mapes, gque demandan cnocimientos de teoria de namercs
y andlisis matemdtico el primerc, y de andlisis funcicnal el

2 .
Es decir, dafinir st 8¢ concidera  adecuado hacer tnvestigacién de

acuerds’ o un  diseflo  estadistico para logra  validar los  resultados,
c si interesa - una  investigacicn cualitative  gue cporte alegmentcs

para ta comprensién det fendmeno, aungue ne tenge - wvolidez

estadisticd, por ejemplo.



segundo .,

Atender esos aspectos tanto en la formacidn matematica del docente
como en la instrumentacidn diddctica para 1llevarleos a los
estudiantes , contribuirfia. a disminuir los problemas de
aprendizaje de los mismos, '

Una observacidn mads es la del usc restringido de ciertos
conceptos, tanto en la curricula como en los textos escolares y
en Kieren (19762, en particular el de mapec ,que sdlo se asocia
con racionales positivos, y se trabaja unicamenté en el primer
cuadrante de }f.

lL.as razones diddcticas para tales restricciones son claras, pero
conocer cuales son las consecuencias de ellas, en los aprendizajes .
matemdticos de los estudiantes, seria Util para la revisidn de
estas estrategias didacticas, '

¢ Por dltimo se reconoce‘la,necesiqad del desarrollo coordinade de
investigaciones en torno al aprendizaje del numerc raclonal, coma
lo plantea Kieren.

v.2 Problemas en torno al aprendizaje del nimero racional.

Lz sexta observacidén que el presente trabajo permite es ia de la
existencia de problemas de aprendizaje en torno al concepto de
nimerc racional al menos en la muestra de alumnos de primer
ingreso al bachillerato.del Colegic con que se realizo el estudio
exploratorio, )

En esta muestra estuvieron presentes dificultades en torno a:
@ La relacidén parte-todo.

Desde dificultades para tdentificar el todo o las partes, hasta
para partir un todo discretc de manera no gsual en la escuela,
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¢ La equivalencia de fraccicnes.
Desde la carencia del concepto de fracciones eguivalentes, hasta
la imposibilidadde utilizarle, aun poseyendolo,por ejemplo
en los algoritmos de adicidn y sustraccidn,

¢ L2 interpretacion como decimal finito o periddico infinito, -
Que van de la incomprensidn del racional come cociente indicado
de enteros ¢ la carencia de la algoritmia para dividirles, 2 1z
no percepcidn de la correspondencia biunfveca entre clases de
equivalencias de fraccicnes, y decimales finitos o periddicos
infinitos
Se considera que las dificul tades matemdticas intrinsecas a
- este subconstructo, la curricula, los textos escolares y la
formacidn del docente 2l respecta, sean causas importantes de

esta situacidn.

¢ Lz interpretacidn como elemento de un campo cociente.
En cuanto a2 concepcidn de las operaciones y algoritmia, llegando
incluso a propiedades caracteristicas del campo, como existencia
del inverso multiplicative vy densidad.

critaria, la concepcidn del neutro

fo
i
2

Destaca, azungue se
aditivo como anulador en cualquier operacidén.

¢ Lz interpretacidon como opsrador mdltipli;at_i ve.
Ya que lo conciben sdéle como constrictor; con esto parece. -
ademds que conciben la fraccidn solo como fraccion propia. Seg ‘
manifestaron tambi€n concepc.\oned de fraccidn sélo como fraccion
propxa en-distintos contextos y la posxb:.lidad de. manejar el -
numero racional como punto en la recta numérica sdlo con el
orden de los numeros positivos

IV.4 Otros aspectos del problema .
¢ Lz seéptima observacidén se desprends tambien del‘ estudic

explorateric, .ya que arroja indicios de | pricticas escolares gque
s6lo mecanizan, aislan conceptos, y promueven la respuesta- del
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estudiante “para satisfacer al maestro”.

e En el mismo estudioc la capacidad para descubrir, generalizar ¥
justificar que manifestd la muestra, es muy heterdgenea y, puede
considerarse que manifiesta diferentes niveles de desarrollo

intelectual.

Estas os ultimas circunstancias seguramente inciden en el
aprendizaje del estudiante y, por lo tanto, son parte de las

causas del problema.

Se observaron tambien problemas de lecto escritura, los que
plantean dificultades de aprendizaje en cualquier area de

conocimiento,
Iv.S Algunas necesidades detectadas.

La aprehensign por parte de los docentes del numerc racional com
un  conceptc que permite relacicnar diversas ramas ‘de las
matemdticas, como la aritm$tica, la teoria de numeros, el &lgebra,
el andlisis matematico y el funcional; contribuiria a resolver el
problemz al reflejarse en las instrumentaciones diddcticas . Asi
se plantez la necesidad de refcorzar en este sentidec la formacidn

matemdtica del docente.

A partir de la heterogeneidad en el nivel de desarrollo detectada
en la muestra, se reconoce la necesidad de dos tipos de trabajo.

Uno de ellos seria el que se refiere a una mejor tiplficaéién en
cuanto 21 nivel de desarrollo de la poblacidn de primer ingreso al

bachillerate del Colegio de Ciencias y Humanidades,

~ El otro deberia apuntar a la necesidad inmediata de atender el
aprendizaje de numerc racional de esos estudiantes.

Eeﬁpecto 2 este dltimo habrd que afiadir que:
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Con los elementos que aporta este trabajo se percibes que el usoc
del numero racional estard . ligade esencialmente a2 los
subconstructos. fraccidn, cociente de enteros, decimal periddico,
elementc de un campo de cocientes ¥ medida o punto en la recta
numérica desde el primer semestre,

En los semestres restantes destacan el usc del subconstructc mapeo
y el manejo de la razdn como cantidad adjetival.

Las dificultades detectadas en el estudio exploratoric indican que
el +trabajo en torno a2 esos subconst;uctos deberia promover
basicamente la comprehensidn de los siguientes aspectos:

* 1z fraccion

* 1a equivalencia de fraccicnes

* las operaciocnes entre racionales

¥ la razon coms cantidad adjetival

Asi misme se promover la construccidon de significados  para
representaciones diagramaticas tan . necesarias como la de la recta
numérica o para la notacicn simbdlica, seria tambien esencial .

L.z hetercgeniedad detectadz en el desarrollo de leos estudiantes de
la muestra sefala la necesidad de trabajar con subgrupocs
diferenciados, prdclica poco factible en las condiciones actuales
del docente. . '

Lz posibilidad de promover con éxitc las comprehensiones ¥ las
construcciones de significados medcion;das 2 traveés de trabajos -
que vayan desde la manipulacicn de materiales ceoncretos hasta ei
manejc simbdélico,se mantiene como alternativa a esa situacidn.

La realizacidn de medicicnes para la parte de manipdlacién de
maperiales concretos se percibe como adecuada para lograrlo, al neo
tratarse de 'juegos infantiles' y estar relacionada con contenidos
de otras areas. - e



Naturalmente una necesidad mas es :detectar que tan generalizado
estd este problema en la poblacidn de interéds, y hacer estudios
mds refinados para cada subconstructo del nudmero racional acerca
de las dificultades aqui detectadas y sus causas.

La necesidad de trabajoé que abarquen los ciclos de preescolar a
bachillerato se hace también evidente. .

Un buen inicio podria ser el incrementar el intercambic de
resultados existentes 21 respecto en los distintos ciclos
escolares, y divulgarlos lo mds ampliamente posible entre los
docentes de todos ellos.

Dichas investigaciones necesitan ubicarse claramente como

investigaciones en educacidn en matemidticas, y en el contexto del
pais especifico en que.se desarrollen, para optimizar su utilidad.
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APENDICE 1

Presencia del concepto de humero racional en el curriculo de
o ' Primari A

En una revisidn que no pretendidé ser exahustiva, en la qué se
traté de detectar 'lba.‘ pi'esencia'.del concepto de numero racional,
bajo cualquiera de las siete interpretaciones de KierenC1976), en
los programas y libros tUnicos de Lex\.é. vigentes' para la escuela
primaria, se encontré que:

El concepto estd presente en los seis grados del ciclo escolar,
bajo alguna de las interpretacicnes antes mencionadas. '

Lo encontramos formdndose a traveés de ejercicios que implican la
relacidn parte-todo, antecedentes algebrdicos y notacidn

posicional base diez, en los tres primeros afios de este ciclo.

El conceptc mismo aparece a partir del cuarto afie, en. cada una de
las unidades del programa, que se mencicnan a continuacidn:.

Segunda,algoritmia y adicidn por casos.

Tercera,introduccidn del orden a traves de 1la longitud de:
segmentos =y fundamentos para conformar el concepto.de densidad.

Quarta,adicidén y sustraccion.

K Quinta,orden entre fraccioOnes,conversidn de  fracciones a
‘fraccicones equivalent.es adlcidén y sustraccién de fracciones cuyos :
denominadores no son miltiplo uno de otro.

Sexta, conversidn a decimales,adicidn y sustraccidn de fracciones

" con  denominadores cualesquiera, adicidén y sustraccidn de
racionales en su expresidn decimal.
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Séptima, problemas aritméticos  que se resuelven con adicidn y
sustraccidn de fracciones. :

Octava,aplicaciones de fracciones a todos continuos fisico.

En el quinto afioc de este cicio. esta presente en las siguientes
unidades:

Primer, con equivalencia y orden entre fracciones,

Segunda, con adicidn y sustraccidn de fracciones comunes y’

decimales,

Quinta, antecedentes para racicnales come cocientes de enteros.
Sexta,propiedades de la multiplicacidn con fracciones,

Septima, divisidn de fraccicnes via inversoc multiplicative.
Cctava, Resolucidn de problemas con fracciones.

En el sexto y Ultimo afio de este ciclo, aparece en cada una de las
cinco unidades que sepresentan a continuacidn, con los contenidos
alli mencionados:

Primera,numerc racional como medida o punto en la recta numérica. ’

Segunda, adicidn y sustraccidn de racicnales via equivalencia,

“algoritmo general.

Cuarta, Equivalencia entre fraccicnes para reselver problemas de

porcentaje.
Sexta, Problemas de porcentaje.

Cctava, Problemas practicos de porcentaje.
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Como muestra el listado anterior, se detectan en 8 unidadesrde ’
estos programas, trabajos para algoritmia.

En ellos la adyicio'n Yy la sustraccion se desarrollan de manera
tradicional, es decir, en funcidn de la relacidn entre los
denominadores o *por casos', se incluyen. ademas las operaciones
para las expresiones decimales de los racionales.

Se incluyen algoritmes para convertir fracciones a fracciones
equivalentes y a fracciones decimales, por supuesto tambien
equivalentes. ) :
Sdlo. en una unidad se detectarcn propiedades de las operaciones, e
inmediatamente se utilizan para introcducir el algoritmo de la

di visién.

En dos - unidades se trabaja el orden. y en cuatro se resuelven
problemas con racionales.

En ést,a revision, se reconoce la presencia de las siguientes
interpretaciones, de entre las planteadas en KierenC1978):

® fraccidn como relacidn parte-todo

»* clase de equivalencia, en tanto ‘que se trabajan fracciones
equivalentes ’ '

* cociente de entercs
- % decimal periddico

% medida o punto en la recta numérica

x

elemento de un campo de cocientes

s



Qbser vaciones.

Por 'lo hasta aqui dicho, se puede _sefialar que hay una gran -
preponderancia de los. aspectos algoritmicos en estos programas. ’

Qué no se incluye el ‘s'ubconst.ruc't,o operadoi- mult:iplicat.ivo'.‘-

Que no parece !‘act.ibl‘e'conrormar el concepto de ndmero racional
como conglomerado de. sus 1nterp_retacipnes a partir .de un
tratamiento ' de este = tipo, ¥ que la secuencia
. “conocimiento-ejercicioaplicacidn™, tampoco contribuye a que seA )
logre.
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BAAMIZY IAGMDITILYD ALRKLA L .\lj.‘ll',l(Ub KALLUNALED (L. l)

IPEDICE 2
Escuela de procedencia
Nombre ) Edad

anos meses
Fecha

Lee cuxdadosamente antes de contestar. Si alguna parte se te dificulta , déJa-
la por el momento y sigue adelante. Al terminar regresa e intenta contestarla.
Si algo de lo que se te pregunta no lo sabes , escribe una notita diciendols.
GRACIAS POR TU COLABORACION . - :

1. Pon una cruz bajo aquellas figuras que esten divididas en:

cuartos

c)____.____

: qumtos ’ @ '
A

g —

2. En la linea bajo cada figura expresa con una fraccién que parte de la
’
figura estd sombreada : ) . /

' - _ Mﬂ

.. a) b) c)
3. Expresa con una fraccién , que parte del total de tn&nsmlos en el caso (), ‘

y de cfculos en el caso (m, estd sombreada

®o o | | . 4

- @ O (@) v ‘ » A

o 2 | ' L
D

@ : J
- o .

a) : ‘ . JERR—




- - a) 15/8

6]

- ¢Porqué?

4. Sombrea :
en'a) 7/10 del total de circulos, .
en b) 3/4 del total de cuadrados . '

. OoOO-," o g :
2 o l oy B0 Q
O'O" :

1O o
o o] Q7

S. Concidera el recténgqu como unidad y dibuja los que te sean necesanos o
para poder sombrear en ellos :

B3/

6. iES cierto que 3/9 , 9/27 , 6/18 , 5/15 , y 14/42 son el misno nfimero?

7. ¢De que otro modo uuedes expresar cada una de las-siguientes fraccm- :
nes? gPorqué" ‘

a) 18/§~ -

'b) 45/25 =

c) 37/18 =

- . d) 1680730 =

8. Ordena de menor a mayb'r los siguientes nfmeros : -1/§ v 1,0, 2/10 ,

-2/10 , -1, 1/2., 4/16 , -3/6 , $1/4 .
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c. : s 3

Localiza los nfmeros anteriores en la siguiente recta numérica, marcafidolos
sobre ella con un punto gruecso y escribiendo arriba el nf;mero del que se -
trata .

24 <1 0 Vv 2

a A " s N

9. Las siguientes multiplicaciones estén correctamente realizadas :

a) 1/2 x 3/4 = 3/8 '

b) 3/2 x 7/5 = 21/10

Para cada una de ellas ordena de megor a mayor los factores y el produc-

to o resultado

a)

b)
9T iPorqué resulto as{?

10. ;Se puede encontrar algin nimero entre 0 y 1/3 2. iPorqué?
: o : 05

11. Encuentra treé nimeros entre 1/4 y 1/2 . Explica como-éos encontraste .
. R 11 R

12. Escribe las siguientes fracciones como nimeros decimales :
a) 1/8 = ‘ :

b) 2/7 =

c) 3=

- d) 7S5

42D iComo las obtuviste?

12 iPorqué?

13. Escribe la fracc16n que corresponda a cada uno de los 51gu1entes nﬁ-
meros:
. a) 0.25 =
- b) 0.125 =
) 15=
/3D ;Como los obtuviste?
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P :

14, Efectua las siguientes operaciones y cxnlica nara cada una norqué Io
hiciste asf : MaT a-l4eT

a) 1/2 +1/4 + 1/8 = o

!}

b) 1/2 - (1/4 - 2/8 )

]

Q) (1/2 - 1/4‘) -8

)75/6 x 3/9 =

e) 3/7 =5/2 =

15 . En cada operacién , escribe el factor que falta nara que esté co-

rrectanmente realizada:
a)7/3 x / = 7/3

b)3/8 x "/ =1

Lee los siguientes enunciados y contesta las preguntas en cada uno .
16. A juln le heredaron 2/8 partes de un térreno' de 4000 m™. El ven-
dio” las 3/4 partes de su terreno . '

" a) ;Qué superficie hered$?

b) .iQué superficie vendib?
¢) iCon qué superficie se qued?

717, Pedro le regaldé a su amigo Angel la tercera parte de sus revistas
de cine . Regalé a su amiga Patricia cuatro doceavas partes de las re-

vistas que tenfa originalmente.
a) i(uién de sus amigos recibi§ mayor parte de las revistas?

*b) iCon qué parte de las revistas originales se qued§ Pedro?*
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FE DE ERRATAS

La mumeracién de las péginaé pasa de la 26 a la 39
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