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INTRODUCCION

Dentro de los problemas mas usuales que se pueden encontrar en
la vida cotidiana, hayamos aquéllos relacionados con la comunlcacion:
cémo consiruir la red telefdnica de una poblacién, el sistema de
carreteras de un pais, & el cableado necesaric para conectar un
cierto nimeroc de computadoras, son solo algunos ejemplos de estas
cuestiones. En todos estos casos, el objetive primordial es
transmitir la informacidon lo mds rapido posible y con el menor cesto,
es decir, se busca la construccién de una red de comunicacién

ef(ciente.

Este trabajo pretende analizar clerto tipo de graficas que se
proponen como modelos para alcanzar este objetivo: los magnificadores
y los expansores, valléndose principalmente de la Teorta de Graficas
y algunos aspectos del Andlisls Funclional. Cabe seifalar que G,
Margulis ha trabajado sobre el tema hacliendo uso de Representacion de
Grupos y N. Alon con Teoria de Grupos Libres, siendo estos dos

caminos por los cuales se podria continuar el estudio.



El primer capitulo presenta algunos aspectos fundamentales de
Teoria de OCraficas necesarlos para el desarrolle del trabajo;
posteriormente, en el capitulo des, se abordan con mas detalle las
graficas expansoras y magnificadoras, mostrando resultados
importantes sobre ellas, que nos permiten una mayor comprensién de
las mlsmas. En el tercer capitulo se proponen nuevas graficas
(superconcentiradores e hiperconcentradores) que permiten “medir” la
velocldad de transmisién del mensaje, ademds de lnclulr algunos
resultados sobre los coeficientes de expansién y magnificacién que
ponen de maniflesto su complejidad de céleulo. Finalmente, en el
cuarto capitulo se expone con todo detalle Ja demostraclédn del
Teorema de OGabber y Galil, gue proporciona explicltamente la
construccién de una familia inflnita de expansores con coeficiente

constante.

Actualmente siguen quedando problemas ablertos sobre las
graficas que se estudiaron en esta tesis que son de gran importancia,

destacando principalmente los sigulentes :

¢Existe un  algoritmo eficlente que permita encontrar el
coeflciente de expansion o de magnificacién de wuna grafiea,

conoclendo su grado miaximo?

¢Es posible construir una grafica cuyo coeficlente de expansion

(o de magnificacién) y grade maximo estén dados previamente?



Finalmente quisiera agregar, que este estudio pretendié ser lo
mas objetivo posible, es decir, se buscé sefalar tanto las ventajas
como los lnconvenlentes de los modelos propuestos, donde éstos
representan una manera de abordar el problema, que por supuesto no es

unica.



CAPITULO |
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Uno de los objetivos de este trabajo es el de analizar y
construir un modelo que resulte eficiente y permita resolver cilertos
problemas de comunicacién. Transmitir mensajes por via telefédnica,
transladar individuos de un lugar a otro 6 transportar algin elemento

mediante tuberias resultan ser problemas de los antes menclonados.

Por el momento pensemos en un pais en el cual existe una sola
carretera para comunicar cualesquiera dos pueblos, supongamos que
éste consta solo de cinco poblados y estd representado por el

sigulente mapa :

figura 1



Representando cada poblado por un punto (también llamado vértice
o nodo) y una linea (arista o arco) para dos lugares que tengan
comunicacién directa, es decir, si existe una carretera para ir del
pueblo A al B y en el recorrido de ésta no encontramos poblado
alguno; el mapa de las carreteras del pais de la flgura 1 queda
entonces representado como se llustra enseguida:

G :

figura 2

Al dibujo representado en la figura 2 le llamaremos una graflica.
Formalmente diremos que una grafica G consta de dos conjuntos de
vértices y arisias V(G} y A{G) respectivamente, V(G) # &, A(G) finito
y una funcién 06 que asigna a cada arista sus extremos. Si u y v son
dos vértices de una grafica G diremos que u y v son adyacentes, si
exlste una arista a € A{G) que los une, es declr u y v son los
extremos de a 6 a={u,v}; asimismo dlremos que una arista a Incide en

un vértice v sl uno de sus extremos es dicho nodo, al numero de



aristas que inciden en &) fo llamaremos: el’ grade de v y lo

denotaremos por griv).

Ahora pensemos en que ¢l mapa de las carreteras de otro pals es

B

el sigulente: - e

flgura 3

La representaclén de este mapa como una grafica es como se
muestra en la figura 4

G'

€lgura 4



Si observamos las graficas G y G' podemos encontrar algunas
diferencias importantes entre ellas. Todos los vértices de G' son
adyacentes entre si, en este caso llamaremos a la grifica completa. A
este tipo de graficas las denotaremos por Ka cuando la grafica conste

de n puntos (vértices o nodos J.

También pa.demos notar que a diferencla de G, en G' podemos
encontrar una sucesidn alternada de vertices y aristas A a1 B aa C as
A, por ejemplo, que forman un “camino cerrado” (principia y termina
en el mismo vértice: A y no repite ningin otro punto) al que
llamaremos ciclo. Observemos que los ciclos uUnicamente repiten el

vértice final que coincide con el inicial.

Sin embargo también existe una semejanza importante entre estas
graficas, que consiste en que en ambos casos siempre podemos
encontrar una sucesién de vértices y aristas, un camino, que una
cualquier par de puntos que deseemos, es decir no existen vértices
alslados o \inaccesibles. Este tipo de graficas se conocen como
gréficas conexas y nos servirdan de base en todo nuestro estudio ya
que el tema que nos ocupa es el de una “buena comunicaclén". Por lo
anterior, podemos ver que la grafica G es conexa y sin ciclos, es
decir, es un arbol. Dados dos vertices cualesquiera, los recorridos
que podemos encontrar en este tipo de graficas, se conocen como
trayectorias y son caminos en los que no se repiten vértices. Para

los términos no definidos consultar [Cu].



En los sigulentes parrafos resalta;nos algunos requisitos
importantes que deberan cumplir las graficas que sean candidatos a
representar una red de comunicacién. En primer lugar dehen de ser
graficas conexas, con lo que garantizamos que no quedaran ciudades
aisladas. También debemos de tomar en cuenta el costo de construccién
del sistema en cuestioén, es decir, si el problema que nos ocupa
consiste en la construcclén de carreteras entre un cierto ntmero de
poblados, podriamos pensar como primera opcion en una carretera para
cada dos pueblos, lo cual se traduce en una grafica completa, con
tantos vértices como pueblos tengamos (figura 3); este modelo seria
muy confiable, ya que si alguna via de comunicacién llegara a
averlarse, se interrumpiria el transito directo entre dos poblados,
pero estos seguirian estando en contacto a través del resto de las

poblaciones.

Sin embargo, construir una carretera entre todo par de ciudades,
en condiciones reales es de un costo muy elevado, no solo de
construccién sino tamblén de mantenimlento. Es asi como tenemos que
pensar en una mejor opcién, que sacrifique quiza un poco de

conflabilidad pero que logre abatir los costos.

En un segundo intento por dlsefiar un buen modelo, podriamos
pensar en una grafica con un minimo nimero de aristas y que sea
conexa es declir, un arbol. Tal gradfica tiene costo minimo pero es
poco confiable ya que con solo quitar una arista la grafica se

desconecta, es decir, si por algin motivo llegara a averiarse una



carretera algunos de los poblados quedarian incomunicados,

como se presenta en la flgura 2.

Es importante notar, que los dos casos analizados son justamente
los casos opuestos, con confiabilidad maxima, pero también costo
maximo 6 viceversa. De ahi la necesidad de buscar una cierta familia
de graficas que sean confliables para nuestros fines, pero también de
costo moderado. Esta conflanza requerida, se traduce en que la
grafica deseaéa tenga la propiedad de que cada subconjunto de
vértices tenga muchos vecinos y éstos a su vez otros tantos, estas
graficas se conocen como magnificadores. El concepto siguiente es

necesario para definir dichas graficas.

Sea G una grafica, donde V es el conjunto de vértices y A el de
aristas, supongamos que la cardinalldad de V es n y que el grado
maximo de G es k. Para cada subconjunto X de V construimos el
conjunto

& = {v eV -X/ 3 (v,x) € A para alguna x € X }, que
llamaremos la frontera de X. G se conoce como un (n,k.c)-magnificador
sl para cada subconjunto X de V, con 0<[X|s n/2 (6 |X|<w si n = w),

se tiene que

[ax] = c |X]|

La maxima ¢ € R para la cual G es un (n,k,c)-magnificador es

llamado el coeficiente de magnificaciéon de G. (ver figura 5)
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14,4,1/2)-magnificador

flgura 5

Si pensamos ahora en el problema de la transmisién de mensajes
via telefénlica por ejemplo, este coeflciente representa someramente,
ia velocidad en la que es transmitida la Informacién a través de la
red representada por la gréafica G; esto se puede ver mas claramente
ayuddndose de algunos resultados ilustratives que se presentaran en

el siguiente capitule.

Continuando con el modelo de la red telefénica, es Importante
sefialar que cada aparato telefénico estarid representado por un
vértice de la grafica (olvidémonos de las extensiones] y los cables
existentes, por las aristas; pero ademds tlene un matiz importante:
una persona no s6lo desea hacer llamadas al exterlor, sino también
recibirlas, por lo que su teléfono debe estar representado dos veces

es decir, un "vértice de entrada", y un "vértice de salida“ que



reflejen esta situacion; por supuesto que no existe arista entre dos
“nodos entrada“, o dos “salida® ya que al establecerse la
comunicacién entre un par de individuos, un aparato hace la llamada
(vértice salida} y el otro 1a recibe (vértice entrada), de tal manera

que la grafica queda representada como en la figura 6.

vertices de vertices de
entrada salida

figura &

Podemos notar que los vértices de esta grafica estan partidos en
dos conjuntos Vi y Vz cuya intersecclén es vacia y cuya unién nos da
el total de vértices; ademis, los extremos de cualquler arlsta
pertenecen a conjuntos distintos. Este tipo de graficas se conocen
como bipartitas. Para garantizar que cada conjunto de vértices tenga
una “buena cantidad" de vecinos que permitan Ja fluidez en 1la
comunicacion, se considera el coeficiente de expansion cuya

definicién es la sigulente:

11



Sea G una grafica bipartita con biparticién E y S. En donde los
conjuntos E y S son las entradas y salidas respectivamente ambos
tienen n vértices y su grado maximo es k. G es un (n,k,c)-expansor si

para cada subconjunto X de E se tlene que
[6X} = (1 + c(t ~ {%]/m) ) |X|
donde 38X es 1la frontera de X. En caso de existir, la méxlma

c ¢ R* U {0) para la cual G es un (n,k,c)-expansor es 1lamada

coeflciente de expansion. (ver figura 7)

(&, 3,1)~expansor

figura 7

Recordande el teorema de Hall podemos ver que exlste una

relacién entre éste y el concepto de expansor, ya que las graflcas




cuyo coeficiente es mayor 6 igual a cero, satisfacen sus hipétesis.
Para mayor claridad lo enunciamos y damos su demostracion, pero como
ésta requiere de la suposicion de una versién del teorema de Menger,

la recordaremos, pero omitiremos su prueba :

TEOREMA : Si S y T son subconjuntos arbitrarios de G, entonces
el miximo nimero de S-T trayectorias ajenas en vértices (incluyendo a

los puntos terminales) es igual al

mln{ |#] : ¥ ¢ V(G) y G-W no contiene S-T trayectorias }

TEOREMA DE HALL : Una grafica bipartita G cuyos conjuntos de

vértices son Vi y V2 contiene un apareamiento perfecto de Vi a V2 sii
|8X| = |X| para cada X< W1

demostracion : Primero probaremos que la condiclén es necesaria:

Si existe un apareamiento perfecto de Vi a V2, entonces para
cada X ¢ Vi, exlsten por lo menos |X| vértices de Vz adyacentes a los
elementos de X, esto es

18x%] = |X|

Para probar la suficiencia, apliquemos el teorema anterlor a los
conjuntos Vi y Vz, lo que implica lo sigulente : Si G no contlene un
apareamiento perfecto de Vi a V2 entonces existen Tt ¢ Vi y T2 ¢ V2

tales que {T1| + |T2{ < |[Vi| y ademds no existen aristas de Vi - Tv a

13



V2 - T2. Entonces 8(Vi-T1) ‘¢ Tz, por . lo que
|atvi-T1)| = [Tz} < [ni| - |T1] = |Vi-Ta|

lo que prueba la sﬁﬂciencla de la condicién. g

Debido a que este trabajo estd enfocado principalmente al
problema de la comunicacién telefénica y a que los expansores son las
graficas que lo modelan adecuadamente, en el siguiente capitulo
estudiaremos algunas de sus propledades a través de resultados

{lustrativos.

14



CAPITULO Il

EXPANSORES Y MAGNIFICADORES

En el capitulo anterior, se propusieron en primera instancia los
magnificadores y los expansores como modelos adecuados para el
problema de comunlcacién, sin embargo es importante verificar si en
efecto los coeficientes respectivos reflejan la velocidad de
transmision del mensaje ya que, de ser asi, podriamos "evaluar" la

calidad de clerta grafica para cumplir dicha funcién.

En primer lugar, es de gran utilidad conocer el rango del
coeficiente de magnificacién en una gradfica. Directamente de la
definicién se obtlene que dicho coeficiente es mayor 6 ligual que
cero y para las cotas superiores se proponen los sigulentes

resultados para el caso de graficas finitas:

PROPOSICION : Sea G uma grafijca cualquiera con n vértices tal

que n es un numero par, entonces

0=cs .

donde ¢ es su coeflciente de magnificacién.



demostracion : Supongamos qua existe una grafica G con un_numero
par de vértices y cuyo coeficiente de magnificacién c>1, es decir ::
I meN tal que {V(G)] = n=2n
Debldo a que ¢ > 1 sabemos que
}8%} > |X| para todo X ¢ V(G) tal que |X] s /2 =m ...(1)
Tomemos un subconjunto de los vértices de G: X cuya cardinali-
dad sea exactamente la mitad del numero de vértices, es decir igual
a m, por lo tanto la cardinalidad de su vecindad sera menor 6 igual a
m
X[ =nz=n=|X|2n=|x]
- lax'} = |X'| y esto contradice lo afirmado en (1)

~c=1m

PROPOSICION : Sea G una grafica cualquiera con n vértices y n un
nimero impar, entonces su coeficlente de magnificacién c cumple

0 = ¢ = (n+1)/(n-1)

demostraclon : Supongamos que existe una grafica G con un numero
impar de vértices y ademis su coeficiente de magnificacion
c > (n+1)/(n-1) es decir

ImeNtal que |V(G)] =n=2m+ 1

|aX}j/}¥%}] > (n+1)/(n-1) para tedo X < V(G) con [X| s /2 ...(1)

sea X' ¢ V(G) tal que [X.) =m

=|3X.|Sn—m=2m¢l-n\=m+l

NPT RS

2 13%°17{X"] s (n+1)/m = (2m92)/2m = (n+1)/(n-1) de donde



|8X'|/]X'i s '(r‘\':l}“/(‘n;l) 1o que contradlice {1}

n4eis (na1)/(n-1) e

Ahora bien, si ep realidad este coeficiente refleja la velocidad
con la que es transmitido un mensaje en una unidad de tiempo a través
de una. clerta red de comunicacién, nosotros esperariamos que en una
grafica complcl;: este valor sea lo mas grande posible ya que todos
los vértices son adyacentes entre si; mlentras que en una grafica
completamente disconexa (sin aristas) sea lo mids pequefio posible
debido a la carencia total de vias de comunicacién. Es interesante
ver como este coefliciente responde bastante bien a nuestra intuicion,

como se puede ver en los slgulente resultados:

PROPOSICION : Si G es una grafica completa con n vértlces,
entonces G es un (n,n-1,1)-magnificador {es decir, el coeficiente de
magnificacion ¢ = 1) en el caso de que n sea par, y es un {n,n-1,

{n+1)/{n-1) )-magnificador para n entero impar.

demostracion : Como G es una grafica completa, el grade maximo
de G, A(G) = n-1.

a) SI n es un numero par, entonces n=2k, para algin k € N.
Tomemos un subconjunto X de V(G) tal que O < [X|[ = k, debldo a la

completez de G, podemos afirmar que {3X| = n - |X|, de donde

jax{ n - X} 2k 2k

s e s —— o ]2 -] =]
%] %l 1% k
c=1



b} En el caso de que el numero de vértices de G sea impar, es
decir, existe k € N tal que n = Zk+1. Tomemos un subconjunto X de

VIG) tal que 0 < [X{ = k; por la misma razon que en el inciso

anterior, sabemos que |8X| = n - |X|, de donde
| 8x} n - X} 2k+1 2k+t 1 0+l
RS OTRROTTR, CYE T telrhe s
n+l
seE o om

PROPOSICION : El coeflciente de magnificacidn de una grafica

completamente disconexa ([A(G}| = 0) es igual a cero.

demostracién : Supongamos que [V(G)[ = nysea X ¢ V(G) tal que
{X] = n/2. Debido a la carencla de aristas en la grafica, }aX|=D para
todo X. tenlendo asi que
0 = |aX| 2 c|X|

y por lo tanto ¢ =0 =

No obstante que un problema practico de comunicacién esta
modelado por graficas finitas, se quizo incluir el siguiente

resultado para el caso infinito.

DEFINICION : Una grafica G es k-regular si [dv[=k para cualquier

vértice v de la grafica.

PROPOSICION : Sea G un é&rbol infintte (k+1)-regular. EI

coeficiente de magnificacién ¢ = k-1



demostracién : Sea G una grafica que cumple las hipbdtesis del

teorema, y sea X ¢ V(G), }X} =n, X = 8.

La subgrafica generada por el conjunte X, claramente es un
bosque. Llamemos A1, Az,...,Ar a las componentes de dicha grafica y
nt, nz2,...,nr al namero de vértices de cada una de ellas
respeclean\enLe: De aqui que n = ni+n2+...+nr. Como cada vértice de G
tiene grado k+1, se tlene que el naimero de nodos con el que cada una
de las componentes Ay (1 = 1,2,...,n) contribuye a la frontera de X

es (k+1)ni-2(n1-1), de donde tomando :

k]

[(kﬂ)m—z(m-x)) = (k+1)n - 2n + 2r = {(k-1)n + 2r

1=1

Observemos que cada dos componentes distintas A1, Aj tienen a lo
mids un vértice de 3X en comin y éste se ha tomado en la sumatoria

anterior dos veces. Comc el numero de componentes es r, entonces

[8%] = (k-1)n y (k-i)n 2 cn =» (k-1) 2 ¢
Si k fuera igual a ¢, considerariamos una subgrafica de G con el
aspecto que se muestra en la figura 8, en donde |X| = ny griv) = k+i
para todo vértice v en X, obteniendo :

'EX[ = 2k+(n-2}{k-1) = {k-1)n+2, de donde

(k-1)n+2 =z nk  que sélo se cumple para los subconjuntos de V(G)

cuya cardinalidad es menor 6 lgual a dos, obtenlendo asi una

19



contradicclon que prueba e],r"esultado..

figura 8

Con anterioridad hemos propuesto dos tipos de graflcas a las que
nombramos magnificadores y expansores, como buenos modelos para
problemas sobre comunicacién. Los sigulentes resultados ofrecen
caracteristicas de uno a partir del otro, usando el concepto de doble

cublerta que definimos enseguida:

DEFINICION : Dada una grafica G=(V,A) la doble cublierta de G

consliste en una grafica bipartita H, con biparticién {E,S} en donde
|E]=|S|=|V]=n. S1 Vv={vi,v2,...,vn} las aristas de H son aquéllas

cuyos extremos et € Ey s5 € S son tales que 1= 6 (vi,v)) € A(G).

PROPOSICION : La doble cublerta de un (n,k,cm)-magnificador con

cm # 0, es un (n,k+1,ce)-expansor donde ce = Cm.

20



demostracion” : -~ Sea-"M. un. (n,k.c)i,—mag’nxﬂcador y H su doble
cublerta. . :

Para cada u e V(H) tal que grxlu) = k, gru(u) = gru(u)+1 = k+1t
donde grx({u) es el grado de u en el magnificador; es asi como el
grado maximo de un vértice de la doble cublerta es igual a k+1.

Falta demostrar que para cada subconjunto X' de E

18X’ = (1 + cl1 X" {/aN){X" |

Sean X'c Ey X ¢ V tales que |X[ = {X'| s n/2 y cuyos elementos
sean los que se corresponden via la construccién de la doble
cublerta, entonces

fox |

"

[8%]+}X] = c|X}+]X] = (1+c){X[ = (1 + el - |X|/n))|X]
= {1+ clt - X |/m)X]

St X' ¢ E es tal gque n/2¢|X'[<n, tomemos un conjunte X < V
andlogamente al caso anterlor.

Hagamos una particién de X' y de X en dos subconjuntos {Y',2'} y
(Y,2) de tal manera que sus cardinalidades sean menores 6 iguales a
n/2 y que estén asociados por la construccion de la doble cublerta
Uy =iyl 12 g=j2) )

[ax' | = [a¥* [+]¥" {+]a2" |+]2' |-]ax'y &Y' |
en el mejor de los casos [6X'() 8Y'|[=0, de donde

fox’ | = fav'[+]¥* |+]a2 1+]2"] = c[Y{+{Y{+c]2{+|2} =

= clfY{+[Z]I+{Y]+]2} = c|X]+]X] = (1+c) )| =
2 (14 cll = JX[/nNfxX] = (1 + el = [X' {/nn x|

ahora bien, el otro caso extremo consiste en que |3X'() aY'|=|38X’|

21



es declr. |8X’ [=|6Y‘.}=|62’ |+ - i, :
Jox: |- = |av: (+|v: |s|azt o[z |- [azt | =[x [e|¥ [+]2" | =

lax{+[X[+[%]. 2 c|x|2[X] = (re)[x] =

2 (= X X =L 1= X /) X

finalmente, si |X'|=n y el coeficiente de magnificacion de M

es

distinto de 0, el magnificador es una grafica conexa, por lo que la

doble cubierta también lo sera y |8X'|=n

|8X' | = |X] = (1 + cll - [X|/m)[X'} w

sl el coeficlente de magnificacion es igual a 0, el magnificador no

es conexo y podremos encontrar subconjuntos no vacios de E cuya

vecindad sea vacia y para los cuales no existe una constante c que

cumpla la desigualdad, siendo este el Unico caso donde el resultado

no es valido.

En la mayorja de las graficas la desigualdad ce = cm
estricta, lo que qulere declr que en general, la expansién de
doble cubierta es mejor que la magnificacién de una gréafica dada,

lo referente a la velocidad de tranmisiéon de un mensaje.

Como ejemplo de lo anterior podemos sefalar que un ciclo

de

longitud cuatro es un (4,2,1)-magnificador y su doble cublerta es un

{4,3,4/3)-expansor. Ver figura 9 y 9 a.
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(4,2,1)-magnif icader

figura 9

e \‘QS
Y@ @ 4

(4,3,8/3)-expansor

90figura 9 a

De la proposicion anterior puede desprenderse la siguiente
pregunta: ;dada una grafica bipartita G, ésta es la doble cubierta de
alguna grafica G'? Es claro que esto no siempre sucede ya que los

elementos de la particién no tienen por que ser del mismo tamafio y en
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el caso de que lo fueran, no necesarlamente se tlene que cada xt € E

!
es adyacente a su homdlogo. H

Lo que resulta inmediato es que cualquier grafica es un !
magnificador con coeficiente de magnificacion mayor 6 igual a cero;
sin embargo no toda grafica bipartita es un expansor cuyo coeficiente :
cex0. Podemos encontrar graficas que no lo sean (ver figura 10) e ]ﬁ
incluso algunas para las cuales el coeflciente de expansién sea

negativo, basta geu exista X ¢ V(E) tal que |8X|<|X|, entonces

[X] > {aX] = (1 + cU1- [X|/n))]X]

lo que implica que c(1:=|X|/n) 5 0, de donde ¢ < 0. (ver flgura 11)

grafica que no es expansor

figura 10
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coeflciente de expansion negative

figura 11

Igualmente que en el caso de los magnificadores, se buscaron
cotas para el coeficlente de expansion, encontrandose que éste
incluso puede ser negativo y a diferencia del coeficiente de

magnificacién, no depende de la paridad del conjunto de vértices.

Es facil demostrar que la expansion de una grafica sera negativa
en el caso en que exista un subconjunte de las entradas cuya
cardinalidad sea mayor que la de su vecindad y que es precisamente la
situacion de la grafica de la figura 10. También se pudo encontrar
que para cualquier grafica bipartita completa con n puntos en cada

elemento de la biparticlén, esta constante es lgual a 1 + 1/(n-1) :

PROPOSICION : Una grafica blpartita completa Kn,n es un

(n,n,1+1/(n-1))-expansor.
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demostracién : En el caso en gue [X| = |8X} = n,la desigualdad
[8%) = (1 + c1 =|X|/n)]X| .... (1)
se cumple para cuzlquier c € R.
Sea X ¢ E tal que |X|=m con 15 m s n-1. Debido a la completez
de la gréfica |dX|=n, por lo que sustituyendo en ....(1) obtenemos

n-m n-m n-m

" py de donde ¢ s n/m =1 + o

alcanzando su valor minime 1 + 1/{n-1) cuando m=n-1 ®

Sin embargo, pensando en un problema de !a vida real, este tipo
de construccién es muy costosa, por lo que se traté de disminuir el
numero de aristas en la grafica sin que esto repercutiera fuertemente
en el coeficiente de expansion, lograndose encontrar que si a una
grafica bipartita completa con n vértices en cada componente, se le
quita un apareamiento perfecto, que existe por el Teorema de Hall,
quedando cada vértice con grado 1igual a n-1, entonces este
coeficiente permanece invariante con respecto a la grafica original.
La idea de la demostracidén es esenclalmente igual a la del caso
anterfor, con la unica varlante que para todo subconjunto X de
cardinalidad mayor que uno, el tamafio de su frontera es n, y para

|X]=1, |8X|=n-1.

También se pudo observar que si quitamos una arista mds a esta
Gltima familla de graficas, el coeficlente de expansién disminuye,
sin poderse encontrar una relacién entre esta disminucién y 1la

cardinalidad del conjunto de vértices. Desgraciadamente no se conocen
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algoritmos eficientes que nos permitan encontrar el coeficiente de

magnificacién 6 de expansién de una grafica dada. Si tratamos de

calcularlos como sugiere la definicién, se tiene que buscar la

frontera de todos los subconjuntos de vértices cuya cardinalidad sea
in/2)

a lo mds n/2, lo que equivale a analizar [ ( '; ] conjuntos, siendo

1=1
éste un nlmero muy grande.

Las gréficas que hemos estado manejando garantizan que la
informacién se transmite a una cierta velocidad a través de la
gréfica, pero esto no asegura que un individuo pueda comunicarse con
otra persona en un tiempo determinado. Para que esto suceda, las
graficas en cuestién requieren de mdas propiedades que se discutirin

en el siguiente capitulo.

27



CAPITULO I

SUPERCONCENTRADORES E HIPERCONCENTRADORES

En el intento por salvar las limitaciones de los expansores y
magnificadores comentadas en el capitulo anterior, para que un par de
individuos se puedan comunicar en un cierto tiempo dado, surge la
necesidad de contemplar una nueva clase de graficas que tengan la
propledad de poseer una buena cantidad de trayectorlias ajenas en
vértices entre los posibles subconjuntos de puntos, que nos permita
aumentar la velocidad de transmision del mensaje. Este nuevo

requerimiento nos conduce a la sigulente definicion :

DEFINICION : Un (n,k)-superconconcentrador es una grafica
aciclica con n entradas y n salidas y a lo mas kn aristas, tales que
para tode 1 s m = n, cada subconjuntc de m entradas pueda ser
conectado a cualquier subconjunto de m salidas por a lo mas m

trayectorias ajenas en vértices.
El problema ahora, es construir famillas de superconcentradores

cuya densidad k sea lo mas pequefia posible, ya que las arlstas

representan cables y por las razones explicadas en el capitulo I,
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queremos minimizar la densidad del cableado. La existencia de
familias de este tipo de graficas, fué establecida por meétodos
de conteo probabilistico, pero ademis se ha probado que se pueden
construir superconcentradores arbitrariamente grandes usando graficas
expansoras; 1a densidad estara determinada por el coeficiente de
expansion y el numero de aristas de los expansores. La construccién

es recursiva y se explica a continuacién :

Supongamos que tenemos un {no,ko)-superconcentrador Y Yy una
gréfica bipartita expansora X con no vértices en cada componente y
dno aristas {d € R), cuyo coeficiente de expancién es c. Nosotros
podemos obtener un (mi,ki)-superconcentrador con ni = {a+l)no, a €
Z‘. cuya densidad ki es :

ki s n1 + ( 2(a+d) + ko)no

Primero construimos una grafica bipartita C, llamada
concentrador, que cuenta con ni entradas y no salidas y numeramos
estos vértices. Las primeras no entradas se conectan a las no salidas
via el expansor X y los ano vértices de entrada restantes, son
conectadas, médulo no, a las salidas. Posteriormente se construye el
superconcentrador mlsmo como se indica a contlnuacién y se muestra en
a flgura 12 :

1. n1 aristas de las entradas a las salldas,

2. identifjicacion de vértices,

3. dos concentradores con ni entradas y no salldas,

4. un superconcentrador con no entradas y salldas construido

recursivamente.
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Sii.no és suffclentemente pequefio, se puede Infclar la “cascada”

con una gvréflca; blparﬂla completa:

L %
o
_ VD A
A T 4
v : /
4
figurs 12

Otra construccién de superconcentradores interesante por su
sencillez, se basa en el sigulente concepto, pero parte de la

suposicién de que se cuenta con dos graficas de este tipo :
DEFINICION : Un n-hiperconcentrador es una grafica blpartita con

n entradas y n salidas, donde para todo r {1 s r = n) existen r

trayectorias ajenas en vértices de cada subconjunto de r entradas al

conjunto {b1, b2, ..., br} de vértices de salida.

. .
Un n-superconcentrador con E entradas y S salidas, puede ser
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construido a partir de dos n-hiperconceniradores Hi y Hz, simplemente
identificando sus respectivas salidas (S1 con S2) y pensando las
entradas de uno {E2 por ejemplo} como las salidas de la grafica

resultante (ver figura 13).

W P

figura 13

Cabe sefialar que de estos dos nuevos tipos de graficas que hemos
definido {superconcentradores e hiperconcentradores) las que imponen
una condiclén mas severa de concentracién son precisamente las

propuestas al inicio del capitulo.

No debemos olvidar que en el capitulo anterior, se mencioné un

problema importante concerniente a las graficas que han ocupado
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mayormente nuestra atencion: los magnificadores y los expansores, que
radica en la complejidad del calculo de los coeficlentes respectivos
para una grafica dada, por lo que procederemos a presentar resultados
que nos permitan aproximarnos a estos valores valléndonos de otro
tipo de herramientas que eviten el proceso exhaustivo sugerido
directamente por las definiciones. Es asi como surge la necesidad de
utilizar algunaé caracterizacliones alternativas de las graficas que
nos brindan la opcién de aplicar técnicas del 4lgebra y que se

presentan a continuacién:

DEFINICION : Sea GI(V,A} una pgrafica finita conexa, con p
vértices y q aristas; escojamos una orientacion en G, es decir,
asociemos a cada arista a € A un vertice inicial y uno final que
denotaremos a- y a+ respectivamente. lLa Matriz de Incidenclia de 1la

grafica orlentada G, es una matriz 1, de pxq, cuyas entradas son :

) si x = as
I xa = -1 sl x = a-
[¢] en otro caso

La Matriz de Adyacencia es una matriz K, de pxp cuyas entradas

son:

1 81 (vi,v)) e A
Ky =
0 en otro caso
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Definamos el operador 4 como el producto de la matriz de
incidencia por su transpuesta : A = ] I.. Este operador nos brinda
una relacién entre esta matriz y 1a de adyacencia, ya que resulta que
4 =D ~ K, donde D es una matriz diagonal de pxp en la cual Dit es el

grado del vértice vi en G. La demostracién se presenta enseguida:
.
Sea J la matriz que resulta de multiplicar I por 1, lo que

tendremos que demostrar entonces, es que J = D-K.

Las dimensiones de [ e i son prq y qxp respectivamente, por lo

que J es una matriz cuadrada de pxp.

Jis = (I, bz higd (1) = U, Dz, 1g) [ 1n) =
Ta g L 112
Ia R R
q 2 .
=5 (113)° = gr(vy) S D)
3= .

Jik = 0 (33x) e | (M) = 0 e (117} = 0 ya que

.
1y ].jk *# 0 e Jty» 0y 1 sk = Ixy # 0, sucediendo esto solo

si:
a) lig = 0= 1y =16 I1y=-1
st 1} = 1 » J=(1,x) para algin vértice x
st Iyy = -1 = j=(x,1) para algin vértice x
Yy

B) gk = Iy 20w Ty =16 g = -1
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51 Ik) = 1 o ]é(k;i() para algun vértice x
si Tuy = 1 J=(¥.k) para algin vértice x
. Cpl;no. se- deben cumplir ambas condiciones y no tenemos aristas
miltiples, ‘
I1y = 1 quiere decir que existe la arista j=(i,k), por lo que
Iy = -1 y Iny !.)k = -1, Analogamente, Tij = -1 implica que J =(k,1)

de donde i} I.Jk = -1; es asi como podemos concluir que

Jix = -1 si y solo si {i,k) 6 (k,i1) son aristas de G ....{(2)

y Jix = 0 si y solo st (i,k) ¢ A(G) ....(3)

Por tanto, J se puede descomponer en la diferencia de dos
matrices: la matriz diagenal D que cumple (1) menos una matriz que
cumpla las condiciones (2) y (3), que es precisamente la de
Adyacencia. Cabe sefialar que si G es una grafica sin direccien, el
operador A se descompondra como D + K y su demostracién se obtlene

sigulendo un proceso andlogo al anterior.
En la figura 14 y 15 se presentan dos ejemplos de lo anterlor,

donde la unica diferencia entre las graficas consiste en que Gi es

dirigida y'Gz. no lo es.
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G o

o

L

a

o,

D-K

figura 14

Ja
aa
2y
wh

-,

Gz :

KA

b

=N+ K

figura 15
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En el caso en que nos interese “cuantificar" la informacién que
puede ser transmitida a través de cables que tienen limitaciones de
capacidad, podemos asignar a las aristas correspondientes nimeros que
reflejen esta situaclén y que llamaremos “etiquetas”. El grado de un

vértice seré entonces, la suma de las etiquetas que inclden en él y

la entrada Kxy de la matriz de adyacencia, la etiqueta de la arista
{x,y) en caso de existir y cero de otra forma. Notese que esta nueva

definicién no altera 4.

El sigulente teorema nos permite acotar los coeficlentes
expansion y magnificacién de una grdfica G, a través del valor proplo

positivo més pequefio de A(G), que llamaremos A1(G) &6 simplemente A1

Cabe sefialar que si G es sin direccion, A(G) es simétrica y diagonal
dominante (es decir positiva deflinida) con entradas reales, por lo
que se puede garantizar que todos sus valores propios son reales.La
ventaja esta en que exlsten algorlitmos eflclentes para calcular este

valor o podemos ayudarnos de paquetes de computadora que reallicen el

calculo (como el Linpak, Toolbox Numerical Analysis y Matlab, entre

otros).

TEOREMA :

a) Dada una grafica cualquiera de grado maximo k, se magnifica

con cm = 2A1/k + 21,

b} La doble cublerta de cualquier grafica cuyo grado maximo es

k, se expande con Ce = 4A1/k + 4A1.
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c) Si-el coeficlente de magnificaciéon de una grafica es cm,

entonces A1 = c2/4 '+ 2¢°,

Estos resultados fueron probados por Tanner, Alon-Milman y Alon
respectivamente (2), (3), (4). Se ha observado que las graficas donde
A1 tiende a crecer, tlenen conexidad grande, es decir, se necesita
quitar un gran ;mmero de vértices para desconectarla; su didmetro, o
longitud de una trayectoria méxima es pequefia y finalmente, cuentan
con un cuello ({longitud del clclo minimo) grande. Por todo lo
anterior, podemos conclulr que entre mas grande es A1, la grafica nos
sera mas Util como modelo de comunicacién, ya que su coeficlente de

magnificacién también sera grande (recuérdese que cm = 1).

Por toda la reflexion anterjor, se podria pensar que una manera
de determinar exactamente el coeficiente de magnificacién de una
gréfica podria estar dada a través del espectro del operador 4, es
decir, por todos los valores propios de esta matriz; sin embargo a
continuacién se presentan griaficas coespectrales {(con el mismo
espectro), pero diferente coeficiente de magnificiéon, (ver flguras

16a y 16 b) lo que elimina esta posibilidad.
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G

Ty B Va

coeficlente de magnificaclon de Gl : O
espectro de Gt : ( ~2, 0, 0, O, 2 )
figura 16 a

Gz :

Wi

coeficiente de magnificacion de G2 : 0.5
espectso de G2 : ( -2, 0, 0, 0, 2 )
figura 16 b
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coeficiente de magnificacion de G3 : 1/3
espectro de G3 : { -2.8, -1.41, -113, 0, G, 0, 1.13, L.41 218 )

flgura 17 a

vy

coeficlente de magnificacion de G4 : 0.25
espectro de G2 : ( -P18, ~1.4), -113, 0, G, O, 110, 1.41, 228 )
figura 17 b
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Gs :

coeficlente de magnificacion de G5 & 0.25
espectro de G5 : { -212, ~1.64, -0.9% O, 0, 0, Z.12, 164, 0.91 }
figurs 17¢

Como pudo observarse, existen graficas coespectrales cuyos
coeficlentes de magnificacién son diferentes (figuras 16a y i6b, 17a
y 170) asf come graficas de igual coeficiente y distinto espectro
{figuras 17b y 17c). Lo anterior nos permite concluir que los
magnificadores no quedan totalmente caracterizados por su espectro,

quedando abierto el problema ya mencionado.
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CAPITULO IV

TEOREMA DE GABBER Y GALIL

Debido a 1a dificultad practica para poder decldir si una
grafica es un expansor o no, resulta importante tratar de encontrar
alguna construccion de este tipo de graficas; Offer Gabber y 2vi
Galil, muestran explicitamente una familia con n vértlices {Gn}, para
n=ln2, con m=1,2,... de la manera sigulente:

Tanto los vértices de entrada como los de sallda, seran los
elementos del conjunto As={0, 1, ... , m-1}x{0, 1, ... , m-1} y las
aristas estan dadas por cinco permutaciones o1 sobre Am definidas a
conttnuacion:

cgo(x,y) = (x,y)

o1 (x,y) = (x,x+ty)

g2(x,y) = (X, x+y+1)

o3(x,y) = (x+y,y)

oa{x,y) = (x+y+l,y)

donde el simbolo + se define como la suma modulo m.

Para eJemplificar lo anterlor, construyamos una graflca

cualquliera de la manera propuesta, digamos Gia: (ver figura 18}
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n=4, =2, A2={0,1}x{0,1}

4,10 a,1)

vertices de vertices de
entrada salida

figura 18

La importancia de esta construcclén radica en el

sigulente teorema:

TEOREMA : Para n=m2. m=1, 2, ... Gn es un (n,5,do)-expansor,

donde do=(2- 1 3 )/4

Debldo a la trascendencla de este resultado, se decidi¢ inclulr
su demostracidén, para lo cual, se requieren de algunos conocimientos
de Teoria de la Medida, que se lrdn definiendo conforme se vayan

requiriendo.
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3.1 DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE_GABBER Y GALIL

DEFINICION: Una familia Q de subconjuntos de un conjunto X es

una o~algebra si:

i) ¢, Xen
U) St A € Q, entonces el complemento A°=X-A € Q
ii1) Si {An}nel es una sucesién de conjuntos de 1, entonces

©
Uan e Q
n=1

DEFINICION: Una pedida es una funcion p:

p:a-a R U0 U=}

tal que:

i} ulg) =0

U) (U An ) = F u{An) st An [} An = ¢ con n#m

nelN nelN

algunos ejemplos de medidas son los sigulentes:

a) Sean X un conjunto no vacio, X'la ¢-adlgebra de todos los sub-
conjuntos de X y p un elemento fijo de X. Definimos la medida p de un
conjunto E € X' como

0 sipe¢c€t
Rr(E) =

1 sl pekE

b) Sean X = W = {1,2,3...} y Q la o-algebra de todos los
subconjuntos de H. S1 A € 0, definimos la medlda de A, p(A), como el
nimero de elementos en A si A es un conjunto finito, y como @ si A es

infinito.
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c) Sean X = Ry R el algebra de Borel (la ¢-algebra generada por
todos los intervalos abiertos (a,b) € R). Se define la medida de un
intervalo no vacio E=(a,b), como la longitud del intervalo: p(E)=b-a.
Asimismo se puede definir la c¢-algebra de lecs conjuntos Lebesgue-
medibles usando los borelianos y la nocion de medida exterior, la
medida resultante (la medida exterjor restringida a los Lebesgue-
medibles) es llamada "med'lda de lLebesgue” que resulta ser completa
{ver [Ba)) y para el caso de los intervalos reales coincide con la

medida de Borel.

Pensemos ahora en el conjunto {0,1)x{0,1}, al que llamaremos A;
si "pegamos” las lineas punteadas con las continuas, como se indica
en la figura 16, obtendremos lo que se muestra en la flgura 17, que
se denomina TORO y donde, de la manera sefalada anteriormente, se
puede definir una medida completa, pero que en este caso coincide con

el area. (ver [Ba))

figura 19
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flguca 20

La demostracién del teorema se obtiene suponiendo el lema 1, que

se probara mas adelante:

L
LEMA 1 : Para todo X € As, T [01(X)~X] 2 4do[X{|X°}/n donde
— L=t
do=(2-13 )/a.

PRUEBA DEL TEOREMA : Por el lema 1, para cada X § Am exlste
alguna 1 tal que |ou(X)-X| = do]X||X{/n = da|X} (1- |X|/n); pero
|ex]z{X U os(X)| ya que al aplicar co a los elementos de X obtenemos
tantas aristas como la cardinalidad de X, y al aplicarles at, con
1=1,..,4 a lo mds aumenta una arista por elemento de X, sin embargo
la frontera 8X cuenta con las aristas anteriores pero también con las
que se obtlenen de las permutaciones restantes, por lo tanto

X UoilX) s aX

e1{X) - X = (XUei(X}} -~ X & X ~ X, por lo que

do)X] (1= |X|[/n) = jeu(X)-X{ = |aX-X]
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pero como X € 8X, |ax-x| = [ax|-|x] ‘podemos concluir que

jax] = (v: + dol1= |X{/n) ) IX], ... (D)

Por la forma en que se definieron las adyacencias, sabemos que
el grado de un vértice es a lo mas cinco; esto, aunado a lo obtenido

en ...(1) demuestra que Gn es un (n,5,do)-expansor.g

Para demostrar el lema 1, definimos el conjunto A como el toro

{0.1)x[0,1) y dos automorfismos T1 : A =4 A (i=1,2)

T1lx,y) = (x,x+y) y

T2(x,y) = (x+y,y)

donde el simbolo + representa la suma médulo 1.
Esta prueba requiere de la suposiclén del lema 2, que se
demostrara posterlormente.
LEMA 2 : Para cada conjunto lLebesgue-medible X § A, se tiene
2
Tr( %-7,100) = 2do w(X) p(x®)
=1

DEMOSTRACION DEL LEMA 1 : Sea X € A»={0,1,..,m-1}x{0,1,..,m-1}

Para cada (x,y) € Am

definimos A' (x,y ={ ((x*u)/m R (yfv)/m) :0suvs1 } (figura 21)
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el arca sombreada, se

b contrae por un factor
1/m, que provoca una
deformaclon y la manda
al toro.
1 .
L
‘ ™.y
figura 21

Sea X'= |) A'a. Probaremos que p(X')=|X|/n y que u(X'©)=|X°|/n
a €X

Definimos el conjunto w = {(xou, yw) : 05 uv = 1§ } para cada
(x,y)e Aa.
El teorema de cambio de variable nos garantiza que

L, £T(R)) |IT(RY]| = j fiy) dy

Tw)

donde T : R® - R® , T{y}) = i/m ¥ = 1/m 1d(3), entonces

- i/m O - 2
JT = det [ o 1 ] /m 1/n

/m

_ 2 2
J”ml dy = .[u 1/n dy = t/n
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2 T = pA ) = 1/

Es importante sefalar que dos conjuntos wi, originados a partir
de puntos {xi,y’) € As distintos, tlenen interseccién vacia, por lo
que al contraerlos y sumergirlos en el toro, siguen siendo conjuntos

ajenos, de donde
%] B
uiX') = ¥ plA"wm,y)) = b Lo (1)
(x,y) € X Y n

De manera analoga, podemos ver que si definimos X'® = [} Ala
Ta€ X

c

IX"]
n

X ) = T pla ) = (2)

tx,y) € X

Sean a=(x,y) € Any p € A'a, con p = {ulp),v(p))

AFIRMACION 1 :
A'oita) si u{p)+vip)<l 6
n(p) €
A'c2(a) si u(p)+vipi=z1l
DEMOSTRACION :
Recordemos que : Ti{x,y) = {(X,x+y), 12(x,y) = (x+y,x}) ¥y

c1(x,y) = (x,x+y), c2(x,y) = (%,x+y+1)

S1 u(p)+v(p)<l, entonces
Tilp) = ( (x+ulp))/m , (x+ulp)+y+vip))/m)
= ( (x+u(p)i/m , ( (x+y) + (u(p)+vip)) )/m) € A'tx,x+y)

pero A’ tx,x+y) = A'c1(a)
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Si u{pl)+v(p)zl, entonces L
T1(p) = ( (x+ulp))/m , [ (x+y+1} +v'(p) Wn Joe A iy
donde v’ (p) = u(p)+vipl}-1 < 1

pero A’ {x,xsy+1) = A'c2ia) W

Por lo anterlor, podemos afirmar que

' pEX"‘(l-l(X')m peXx vy pen'l(x’)oﬂ peX y mulp) eX

u(p)+v(p)<1 entonces c1(a)e X

> P€AaparaalguaecX y si { ul{p)+vip)=1 entonces c2{ale X

ulp)+v(p)<1 entonces a € (X-017'(X))
con lo que concluimos que si

ulpl+v(p)z1 entonces a € (X-o2 ' (X))

Observenos que p( { (u,v) | Ocusv<l } } =172 ...(1) (ver figura 22)

figura 22

1
Artamacron 2 p( X'- €i'(x*)) = = [X~0T" (X) | +]%-03" (X)] )
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DemosTAcIoN : De la Gltima doble impllcacién y de ...(1),

podemos concluir que

(X-o1" MK} [X-o2 (X))
2n * 2n

p( %X - ntx) ) s
Siguiendo todo el proceso anterior, podemos probar lo sigujente:
-1 1
Artmucton 3 :op( X' - 12HX)) s 5= ([x-o3'R){+|X-03'(X)] ),
donde

a3(x,y) = (x+y,y), oalX,y) = (x+y+l,y) 12(x,y) = (x+y,y)

Sumando lo obtenldo en las dos Gltimas afirmaciones obtenemos:

-

2
Tu(®- e
=1

4
T X - ety
=1

como ¢t es una permutacién, es biyectiva, por lo que podemos asegurar

1
2n

1 q

4
TIX-o
1=1 1=1

de donde
4

2 1
Tu(®- ' x)) s 5= L jor(x) - ¥
1=1 1=1

Aplicando el lema 2 al conjunto X', se tiene :

-

2
2dop (X" (X' ®) 5§ p X' - 7itx)
1=1

u

esto, aunado a que p(X')={X’|/n y que p(X'“)=]X'°|/n (demostrado en
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los incisos (:l.) y (2}), we deduce precisamente el lema 1 :

4

L [et(X)=X| =z 4do[X[|X|/n g
i=1

Ahora  procederemos a demostrar el lema 2, que requiere de

-

suposiciom del lema 3, que se presenta a continuacién.

LEMA 3 : Para todo X S A medible, se tiene que

TN

p( X-13HX) ) = 4dop(X)p(x)

1=1

DEMOSTRACION DEL LEMA 2 :
AFIRMaCIOR : Para todo X S A medible, se tiene que :

X120 ¢ (Xt (XN U xenhx)))

DEMOSTRACION : Sea X € (X-n_z(xl) entonces x € X y x € 11 2(X),
es decir x € Xy Ti(x) ¢ 11 (X).
Si x € (X-T1" (X)), la afirmacion esta probada.

Supongamos que x ¢ (X-t1"'(X)), como sabemos que % € X, podemos
1

concluir que x € 71~ (X), de donde 7i(x) ¢ X , por lo tanto

T1(x) € (X-1171 (X)), entonces x € 11" (x-1:7 (X))

y la afirmacién queda demostrada.
Esto nos permite asegurar que

p(X-12x0)) = [ =i’ (%) U (71t -t ] s

s (X-tit ) )+ (7 Xm0 )

Recordando la definicion de ti, podemos observar que se trata

S1

a



Por la suposicién del lema 3:

4dop(X)pu(X°) =

2
f=

S ‘
u(x--u'z(X)) =27 u(X-rT'(X)) )
1 =1

con lo que podemos concluir el lema 2:

p(X-11'iX)) = 2dou(X)u(X°) o

~N

I=1

Antes de continuar con la demostracién del lema. 3, es necesario

definir algunos conceptos que serdn utilizados.

DEFINICION : Dada una terna (A,Q,u), donde A es un conjunto,
una c-dlgebra y p una medida, se dice que f:A 5 R es medible si

£ la,m) € Q para toda a € R.

DEFINICION : Sea D ¢ Q. La funcion caracteristica x, se define
como
1sixebD
xD(x) =
OsixeD

por lo que Ixn dp = u(D)

La demostracién del lema 3 requiere de la suposicién del lema 4,

que se probara mis adelante. Ambos resultados se enuncian a



continuacidn :

LEMA 3 : Para todo X & A medible, se tiene que
2 2 <
L ou{ X-t7HX) ) = adop(X)u(X%)
121

81 11 es un automorfismo de A y { una funcidn de A en R,

definimos T (£} = f(n"'}.

LEMA 4 : Para toda funcién medible ¢ en A, que cumple :

I3 th =0 y i) J“ {¢]? < se tiene que

2
L Lﬁlz(w-ﬂa 2 8do L Joi?
=1

En lo sucesivo se usard la notacion Lw para Lw(x)dn(x)

DENOSTRACION DEL LEMA 3 : Sea X & A medible, definimos

#IX%) sl x € X (ya que ¢{xt=l-p{X}=p{X°)}
$lx)=x, (-p(x),  $(X)=

X} si x € X° {ya que ¢{x)=0-u{X}}
por lo que reescribir ¢{x) como :

#ix) = (X hy, (x)-p(Rixgelx).
{Por comodidad, se usara la notacién : ¢ = ylx‘ux - u(X)xxc)
nos permite concluir que :

L ¢ = u(XOX) - pOOpE®) =0 ... (1)

¢2 = ue(xc)xx -+ uz(X)xxc
LMZ = 2O+ pP0pE) = pt () + uix))

2 XXy €m ... (2)
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Como . se observé. en ..,(1) 'y J..(2), la funcién ¢ cumple

hipotesis del lema 4, por lo que también satisface.su conclusion.
Nétese dge para.¥ S A :

- '_l'( S st ntx)e Y
Tlx M Ix) =y (rio(x)) =0 e :
B ZY ::x"‘ st aTto ey

181 x e TlY) ) - :
= ostixe n(Y)= ztm!x) k3 ‘[l(ly) =X - (3)

_Ademds T! cumple las siguientes propiedades:

Sy f,g ¥ h son funciones de A en R,

tales que h es una funcién
.constante y f,g sin restriccion.

0 Filfeg)(x) = (f+2) (M7 x)) = £ %))+ glu”l(x)) =

= Ti(f(x)) + Tilgix))

W B (x) = bt (x)) = hix)

Retomemos 1o que se habia concluido acerca de la funcién ¢ :

w(X%) sobre X
¢ = x - ulx) =

-u(X) sobre X°

Por i}, &) y ...(3) , podemos afirmar que :

T2(81-¢ = 20guX)) g wm(K) = B2 )T (X)) -z m(X)

= ?lz(zx)-u(x)-xxm(x) = ?nzlxx)—zx = X2

L) - ¢ = Xy~ e
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Analizando el segundo miembro de la igualdad tenemos que :

1 sl xe (2(X)-X)
1 .2
(znzm-zx) (x) = 1 sl xeX-T1°(X)
)] en otro caso

lo que implica que

| ) 1 sobre (11%(X)-X) U (X-1:%(X))
X 20pyx | =
X)X O en otro caso

= X m-ov-tifoo)

por lo que podemos deducir (de ...(4}) que :

=2 2 _
To9)-¢|” = X2 -xu-ti i)

que aunado al hecho de que UZ(X)—X y X-nz(X) son conjuntos ajenos,

nos permite concluir que :

~2 2
J‘Altl (¢)-9{° - j X m-nue-tifant T
= u{(0¥(0-%) U (x-tif(xn)
= p(rf00-%) + px-112(x))

Demostramos que la funcion ¢ cumple las hipotesis del lema 4, de

tal manera que si lo sup cierto obt

2 2
sdof, || < le%nzw-olz =T ( nteP0-%) + ux-nidx)) )
1=3 1=1

Artamcion : p(T1(X)=X) = p(X-11%(X))

DeMOSTRACION : Como Tt y o™t preservan la medlda
px=112(X)) = ulX) - (X g 0K = P - px g BN

w(n?(X)-X) = plx-11"3(x))
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Ademés en ...(2) se probs que L|¢|2;= p(X%)p(X),  por lo que

obtenemos :

2 o P
8dop(X*)u(X) = 8doL|¢|2 R J'A.l?lzw)_-ﬂ?. 2T ulni*X)1=x) =
1=t ke . =100

R o
=2 ¥ ux-1173(X))
=1 .

2
AT pO-T TR XD) 24 dop(X®)u(X)g
i=1

Para poder continuar con la prueba del lema 4, es preciso
recordar algunos conceptos y resultados que se requeriran. Cabe
sefialar, que no se incluyen demostraciones, nl se profundiza

demaslado para no desviarnos del tema que nos atafie.

Dado un espacio vectorial H sobre un clerto campo K, en
particular € un producto {nterjor es una funcién de HxH en K tal que
para toda x, y, z en Hy toda A,8 en C se tlene que :

(, Y:HxH~C

a) (x+z,y) = (x,y) + (z2,y)

b) (Ax,y) = Alx,y)

¢) {x,¥} = (y,x), donde la barra indica conjugacién compleja

d} (x,x) >0six=0

Se dice que este producto interior sobre los complejos, es lineal en

la primera coordenada sl (Ax+8y.z) = A(x,z) + Bly,z) y es lineal
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conjugado en la segunda sl {2, Ax+8y} = :(z.x) + E[z,y),

Si1 H es un espacio con producto interlor, definimos la nmorma (o

longitud) de x mediante flx 1l = { (x.x])“z

Pensemos ahora en el conjunto ZE(A). formade por las clases de
equivalencia inducidas por Ja slgulente relacién : si f y g son
funciones medibies sobre el toro (al que le habiamos llamado A}, f-g
si f{x) = g{x) para cas! toda % & A, excepto qulzd en un conjunto de
medida cero. Los elementos de .\‘ZZ(A) deben ser de norma finlta, por lo
que es preciso definir un producto interior en este espaclo de la

sigulente manera :
(fg) = [, & on de donde 112 = (1.0 = ([ 1617 )"2

Una base para este conjunlo, esta integrada por elementos de la

forma

_ -2 tmxeny)
Xn.n(p) =e

donde p = {x,y)

es decir, la familia (xm n)m.n € Z tiene las sligulentes propledades

i) lx, T S

- f Vst (mn) = (0',n")
D en otro caso

i) Para toda £ & £5A), £ = f (fa )

mneI ™0

2
ayHrett = F ofrax )7 ver (Rul
z m,n

mn €
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La demostracién del lema 4 requiere de la.suposicién del lema 5,
por lo que se enunciardn los dos y una vez concluido esto, se probara

el lema 5.

LEMA 4 : Para toda funcién medible ¢ en A, que cumple :
. - i3 2
i) Lg& =0 y i) L {¢]° <= se tiene que
2 Za- 2 2
5 Lm (p1-01% = SdoJ 19|
f21
LEMA 5 : Sea {amn} un sistema de numeros complejos tales que
Ha0=0 y & T lamn]®<o  entonces

mn €

T lamnezs - as,n|®+ T |asezon - ann|® 2 8do T [amn|®
o,n € 7 mn € 1 m,n € 7

DEMOSTRACION DEL LEMA 4 : Por las hipdtesis que se piden,

podemos asegurar que ¢ € Zz(A). por lo que puede ser expresada como :

¢-=n2 ox, Jx, . =L amsledy

@,n

donde ama(¢) = (6.x, ) = [# % du

Veremos ahora que se cumplen las hipdtesis del lema 5 :
i) ao,0l¢) = (¢.1°'°) = J-A\ﬂ X0 dp = Ly du = 0

{ya que X0 e® = 1)

2
@) ¥ Jamnl® = L [(gamm) ]2 = 11811 = Lm%u <w

®,n an
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Habiamos definide T1°(¢) = ¢lt1™%), caxEsl‘enos m‘sa-,:ﬁﬁa(ﬂzgi
amn(T1(¢)) = Lhzw x, 5!\“3:'235 %B@uﬂ“ck

pero como u? preserva la medida (su jacoblano es 1), lo anterior
2
= Lv)(p) 2, (T (p)) dulp) ... (1)
como Ti(x,y) = (x,xey), TiP(x,y) = (x.2x0y) y X, ,.(x.y) =™ 2N (axeny)
si p=(x,y) se tiene :
x, "(le(x,y)) = @ 2 imxent2xey)) | -2Wilime2n)xinyl _

=x {x,y)

me2n,n

1) = L«:(p) x {p) dulp) = amezn,n(é)

me2n,n

5 amn(T12(9)) = amean,n(d) ... (2)

=2 .
Usando 12" de manera analoga a la anterior, se puede concluir que

ann(T2%(@1 = amnizm(@)  ....(3)

Por el lema 5 sabemos que :

L |amne2n - am,nla + L |ame2n,n - amn 2 » Bdo T |am,n|2
@,n m,n m,n

Aplicando ...(2) y ...(3), sabemos que lo anterior es equivalente a :

T |amn(i2t11-aa,n($}|? + T |am,n(F12(¢))-an,n(¢)| =

m,n m,n

= 8do T |amnl) |
m,n
y como am,n{y + A} = J-A(w +A) X, . dp = Lw X, . dp + LA x dit

™, n
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= am.n(p) + am.nlA)
también resulta equivalente a :
T lamnli%(9)-¢|% + T |amal?i¥(9)-9|? = 8do T |amnl¢)|?

m,n m.n m.n

recordando que f,|f{* =111 117 = |trx, )® = [ Jamatr)]?

m,n m,n
se deduce precisamente el lema 4 :

2
=2 2 =2 2 =2 z 2
‘)!jl -rAl“ (¢)-¢]" = J‘A{n (¢)-¢|° + J‘Alzz (¢)-¢|° = 8do :A|¢| .

Para finalizar la demostracién de este teorema, sélo resta

probar el lema 5, que se presenta enseguida :

DEMOSTRACION DEL LEMA 5 : Definamos los conjuntos :

S = ZxZ-((0,0) y para todo TSS (AT} = (LT = € | ¥ |f(x)|? <o)

2 w2 x€T
donde [l filT=( L |fx)|*)
x €T
y las siguientes funciones :
wi:S~+S w2:S =+ S
wilm,n) = (m,n+2m) wz{m,n) = (m+2n,n)

Veremos que demostrar el lema S es equivalente a probar que :
Para toda f € £2(S) se tiene que

2 2 _ 2
Hf-fowzlls+llf-fomilsz@-283)1If1ls ...01)

Definiendo f:S=+¢C

f(m,n) = amun  (recuérdese que ao,0 = 0}
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se tiene que : &} f{m,n} = aa,n
i) fonrim,n) = f(m,n+2m) = am,ne2n
i) fowz{w.n) = f(m+*2n,n) = ame2n,n
de donde
1} £im n)-fows(m,n} st =¥ |fimnl-fon(mn)}® =} )an,n-an, ne2n|?

(m,n)€S (m,n)€S

2
I fim,n)-fowa(m,n} lls = § |f(m.n)-i‘m.;z(m.n)|2 =7 ]amz:x,n-au.nlz
{m,n)€S {ma,n)ES

2 -
Hemn) ffs = T laanf® y 8do=(4-243)
{m,n}e€S

con lo que se prueba la equivalencla propuesta, que se demostrara a

continuacién :

Pefinamos Sez = { {a,b} € S : mecdla,b) = m } con med(0,a) = |a)
y observemos que constitutye una particion de S. Ademds cada So es
invariante ante wi y sus inversas (por propledades del maximo comin
divisor) :

W1(Sa) = w17 (Sa) = w2(Sa) = w2} (Sa) = Sm

Dado que S1 ¢ S, tlene sentido hablar de £2{S1)

AFIRNACION : Para la demostracion de ...{1) basta probar que
para toda { € £2(S1) real, se tiene que :

2 2 _ 2
[t £-fows st + H f-fowa lls1 2 (4~ 243 ) M £ llss ... (2)

DEHOSTRACION : Supong ...(2) y prob L)
Para cualquier subconjunto T de Sy f € l2(T}, se tlenc que

f =f1+ iz con {1y fz funclones reales
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£ | = £1%(p) + £2(p) por lo que

L e = ¢ e o+ Lz (p)

pPET pET peT

esto, aunado a que { Sa ).zl constituye una particion de S, tenemos

que, partiendo de ...(1) :

2 2 2
Ilf - fowzlls + 11§ -fowr lls =z 1l f-fomr ils =
2 2
= L Il f-fowt llsa = ¥ |l Re(f)-Re(fows) |lsa +
n 1 az1

2
+ T o Imf)-In(fowr) |l se
a2
Por otro lado, (a,b) € So si y solo si (a/m,b/m} € Si1, de tal
manera que si g : S~ ¢€C y g : S1+¢€, galxy) =
glmx,my) y
2 2
Ilgellsi =!Il gllss, de donde :

2 2
T {1 Re(f)-Relfow1) lisa + T ! In(f)-Im(fomr) |l sa
=1 Bz 1

2 2
¥ Il Re(fm)-Relfaow1) tls1 + ¥ |l In(fa)~In(faow1) |lss
mZ1 sz

ademds de que todas las funclones son reales, estamos en Si1, de tal

manera que podemos aplicar el resultado de ...(2), obtenlendo :

2 2
¥ 1l Re(fa)-Re(feows) 1is1 + § Il Im(fm)=Im(foows) Ilst =
z 1 m =1

_ 2 2
2 (4-23) § HRetta)llss + T I In(fa)ll st ] -
B 21 o=t
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T LN A T R 2y
=t -3 [ CE U Re(r) Hsa s "F U In() Hes ]
: @y : .z B B
L = : 2 LA 2
=-~270318 Hfllise = (4-243)Hf s
w21 .
con lo que gueda demostrado ...(1), pero:falta probar. ...{2} :

2 2 - 2
Hof-fows Hst + Hf-Fowdlsy 2 (4 ~ 283 ) il e llst ... (2)

2 2
. Wi~fowr Hst + {r~fowa {51 = (£~fows,{-Fows)+{f~fowz, f~fowz)
= {f,f) - {fowt, f). = {f,fows} + (fow1,fowt) +

+ {f,f) - {fowz, £} - (f,fowz) + (fowz, fowa) "

pera como todas son funciones reales :
= 2(f,f) ~ 2(f,fowt) - 2(f ,fowz2) + (fow1, fawt) + (fowz,fow2)
=2Hf sta - 2(f,fon)-2f, fowz) + 1 fow IIasa + 11 fowa stx
por otro lado: I fows st: = ¥ ]I(\u(p))lz = ¥ If(p![z =i l1251
pESY p € 81
ya que wi (1 = 1, 2) son funciones biyectivas, de donde lo anterior

2
=4 11 £ st -~ 2(f,fonm) - 2(f,fouwz)

Por consigulente lo que hay que demostrar es que :

2 - 2
441§ itst - 2(f,fowm) ~ 2(f,fowa) =z (4 - 243 ) M f H st

6 lo gque es eguivalente :
- 2
243 41 £ [hsy = 2(f,fonr) + 2(f,fowa)

Sea x = {m,n) € Si1, sobre el que definimos 1a slguiente norma :
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Hhx 1l = max (|m|.|n|) y pensemos en el conjunto Z= (w1, w2, w2y,

(1lamaremos por ¢ a los elementos de I).

Ariamacton: a) St [l x [t = 1, entonces il ¢(x) |1 =1l x || para dos
ceZyllax)ll>]1lxIlpara los otros dos elementos del conjunto.
b) St llxIl> 1, entonces llolx) i<l x|l parauwnceZy

fle(x) 1l > {i x |l para los otros tres.

Denostracton : Como se realiza por un método exhaustivo, sélo se

haré para un caso ( |{ x |l = 1 ), obteniéndose los demas de manera

andloga :
wilm,n) = (mn+2m) = Hwi(x) [E= [2men] > 11 x|}
wz(m,n) = (m+2n,n) = 1l w2(x) il = |[m+2n| 2 [I x Il (con n = O se

cumple la igualdad y con n = 1, la desigualdad es estricta)
wi ™ (m,n) = (m,n-2m) o 1l w17 (x) Il = |n-2m{ 2§l x |l ( con n = 0
la desigualdad es estricta, con n = 1 se da la jgualdad)

w2t (m,n) = (m-2n,n) » w2 (x) 1l = |n-2n] =11 x Il®

AFIRMACION : Para cada x € Si1, I Alx.olx)) = 245, donde
cezx

1743 st lUxlli<tilyll
A (x,y) = 1 st Wxll=1lyll

13 st xll<tibyll
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Notese que 1/A{x,y) = Aly,x) para toda x.y”e St i
DENOSTRACION ©

Stikil=1, entonces : § Alx.o(x)) = 1 +.1°+ 143 + 1243 < 243
c €z k

Stk !l> 1, entonces : ¥ Alx,o(x)} = 302043 } + i3 = 243
cel
Recordemos que lo que faltaba por probar era :
243100 H251 z 2(f fowt] + 2(f,fow2)
Es facil ver que para todo a, b, ¢ € R con ¢ > 0 se cumple que :
2ab = ¢ a° + b/e, por lo que sl hacemos a = f(x), b = flci(x)) y
c = Alx,e{x}), entonces :
20 (x)f (o (x)) 5 Alx,o(x))E20x) + £2{o(x))/Alx,o(x))
= A%, o (x)2(x) + Melx),x2 (e (%))
= Alx,o(x)2R) + Metx) o e x) D (eix))
de donde :
§ ¥ 2xIflelx)) = F L Alx,e(x)E(x) +

€51 O€{wl, w2} x€51 OE{wl, w2}

+ LT Aetxhe el ex))
x€51 0€{wl,w2)

pensando ci{x) como y &€ St y o tiolx)) como u*_'(y) tenemos que lo

anterior es igual a :

= T L AtxelkDfix) = L2 L Alxoelx)) s § £Ax)2d3=
x€51 o€% X€S1 o XES

- - 2
=235 fix =231l

xESY

- 2
¥ £ 2f(x)f{o(x)) s2A3 U £ lis
x€51 OC(wl, w2}
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TEE ) 2 HE w2 (x))

pero £ L 260fex))
i 3 €S . R T X€S1

X€ESY OE{w1, w2}

“2(f,fou1) 7+ 2(f,fow2) por lo que

L
2311 sy 2 2L, fowr) + 2(f,fow2) g

Con esto queda completamente terminada la demostracién del
teorema de Gabb.er y Galil, que nos permite la construcclén de una
familia infinita de expansores, con coeficiente de expansién
constante, e igual a (2-43)/4= 0.067, que desgraciadamente es muy
pequefioc. Pero también ellos exhibieron otra familia de este tipo de
graficas G'n,7, construidas sobre los mismos vértices de Gn,5 (los
expansores del teorema demostrado), pero con las aristas
dadas por

slete permutaciones :

oo’ (x,y) = (x,y) s’ (x,y) = (x+2y,y)
o1’ {x,y) = (X,y+2x) o5’ {x,y) = (x+2y+1,y)
g2’ (x,y} = (x,y+2x+1) o6’ (x,y) = (x+2y+2,y)

o3’ {x,y) = (x,y+2x+2)

Estas graficas resultan ser (n=m2.7.(2-45)/2)-expansores. Cabe
sefialar que este coeficliente es mayor al obtenido para la familia
anterior (aproximadamente 0.134), aunque desgraciadamente sigue
slendo pequefio. Dicho aumento era de esperarse, pues el numero de

aristas de G'n,7 es mayor al conjunte correspondiente de Gn,s.
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