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·INTRODUCCION 

Dentro de los problemas más usuales que se pueden encontrar en 

la vida cotidiana, hayamos aquéllos relacionados con la comunlcación: 

cómo construir la red telefónica de una población. el sistema de 

carreteras de un pais, ó el cableado necesario para conectar un 

cierto número de computadoras, son solo algunos ejemplos de estas 

cuestiones. En todos estos casos, el objetivo primordial es 

transmi tlr la información lo más rttpido posible y con el menor costo, 

es decir. se busca la construcción de una red de comunlcaclón 

eficiente. 

Este trabajo pretende analizar cierto Upa de gráficas que se· 

proponen como modelos para alcanzar este objetivo: los magnificadores 

y los expansores, valiéndose principalmente de la Tt~orla de Gráficas 

y algunos aspectos del Anillisls Funclonal. Cabe señalar que G. 

Hargulls ha trabajado sobre el tema haciendo uso de Repn~sentaclón de 

Grupos y N. Alon con Teoria de Grupos Libres, siendo estos dos 

caminos por los cuales se podria continuar el estudio. 



El primer capitulo presenta algunos aspectos fundamentales de 

Teoria de Gréificas necesarios para el desarrollo del trabajo; 

posteriormente. en el capitulo dos, se abordan con más detalle las 

grilf1cas expansoras y magnif Lcadoras, mostrando resul lados 

importantes sobre el las, que nos perm1 ten una mayor comprensión de 

las mlsmas. En el tercer capitulo se proponen nuevas gráflcas 

(superconcentradores e hlperconcentradores) que permiten "medir" la 

velocidad de transmisión del mensaje, además de incluir algunos 

resultados sobre los coeficientes de expansión y magniflcaclón que 

ponen de manifiesto su complejidad de cálculo. Finalmente, en el 

cuarto capitulo se expone con lodo de tal le la demostración del 

Teorema de Gabber y Gal11, que proporciona explícitamente la 

construcción de una familia infinita de expansores con coeficiente 

constante. 

Actualmente siguen quedando problemas abiertos sobre las 

gráficas que se estudiaron en esta tesis que son de gran importancia, 

destacando principalmente los siguientes : 

¿Existe un algoritmo eficiente que permita encontrar el 

coeflclcnte de expansión 

conociendo su grado maxlmo? 

de magniflcaclón de una gráfica, 

¿Es posible construir una gráfica cuyo coeficiente de expansión 

(o de magnlflcación) y grado máximo estén dados previamente? 
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f'lnalmente quisiera agregar, que este estudio pretendió ser lo 

más objetl'lo posible, es decir, se buscó sef\alar tanto las ventajas 

como los inconvenientes de los modelos propuestos, donde éstos 

representan una manera de abordar el problema, que por supuesto no es 

única. 
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CAPITULO 1 

CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

Uno de los objetivos de este trabajo es el de analizar y 

construir un modelo que resulte eficiente y permita resolver ciertos 

problemas de comunicación. Transmitir mensajes por via telefónica, 

transladar individuos de un lugar a otro ó transportar algún elemento 

mediante tuberías resultan ser problemas de los antes mencionados. 

Por el momento pensemos en un pals en el cual existe una sola 

carretera para comunicar cualesquiera dos pueblos, supongamos que 

éste consta solo de cinco poblados y está representado por el 



Representando cada poblado por un punto (también llamado vértice 

o nodo) y una linea (arista o arco) para dos lugares que tengan 

comunicación directa, es decir, si existe una carretera para ir del 

pueblo A al B y en el recorrido de esta no encontramos poblado 

alguno; el mapa de las carreteras del pais de la figura 1 queda 

entonces representado como se Ilustra enseguida: 

G : 

ílqura 2 

Al dibujo representado en la figura 2 le llamaremos una gráfica. 

formalmente diremos que una grá.flca G consta de dos conjuntos de 

vértices y aristas V(G) y A(G) respectivamente, V(G) • 0, A(G) finito 

y una función ne que asigna a cada arista sus extremos. Si u y v son 

dos vértices de una gráfica G diremos que u y v son adyacentes, si 

existe una arista a e A(G) que los une, es decir u y v son los 

extremos de a ó a=(u,v~: asimismo diremos que una arista a lnclde en 

un vértice v si uno de sus extremos es dicho nodo, al número de 
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aristas que inciden en él lo llamaremos el grado de v y lo 

denotaremos por gr(v). 

Ahora pensemos en que el mapa de las carreteras de otro pals es 

el siguiente: 

figura 3 

La representación de este mapa como una gráfica es como se 

muestra en la figura 

G' : 

rtqura 4 
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51 observamos las gráficas G y G' podemos encontrar algunas 

diferencias importantes entre ellas. Todos los vértices de G' son 

adyacentes entre si, en este caso llamaremos a la gráfica completa. A 

este tipo de gráficas las denotaremos por Kn cuando la gráf1ca conste 

de n puntos (vértices o nodos J. 

También podemos notar que a diferencia de G, en G' podemos 

encontrar una sucesión alternada de vértices y aristas A a1 B aJ C a6 

A, por ejemplo, que forman un "camino cerrado" (principia y termina 

en el mismo vértice: A y no repite ningún otro punto) al que 

llamaremos ciclo. Observemos que los ciclos Unlcamcnte repiten el 

vértice final que coincide con el inicial. 

Sin embargo también existe una semejanza importante entre estas 

gr<ificas, que consiste en que en ambos casos siempre podemos 

encontrar una sucesión de vértlces y aristas, un camino, que una 

cualquier par de puntos que deseemos, es decir no existen vértices 

aislados o inaccesibles. Este tipo de gráficas se conocen como 

gráficas conexas y nos servirán de base en todo nuestro estudio ya 

que el lema que nos ocupa es el de una "buena comunicaclón". Por lo 

anterior, podemos ver que la gráflca G es conexa y sin ciclos, es 

decir, es un árbol. Dados dos vértlces cualesquiera, los recorridos 

que podemos encontrar en este tlpo de gráficas, se conocen corno 

trayectorias y son caminos en los que no se repiten vértices. Para 

los términos no definidos consultar [Cul. 



En los siguientes párrafos resal tamos algunos requisitos 

importantes que deberán cumplir las gráficas que sean candidatos a 

representar una red de comunicación. En primer lugar deben de ser 

gráficas conexas, con lo que garantizamos que no quedarán ciudades 

aisladas. También debemos de tomar en cuenta el costo de construcción 

del sistema en cuestión, es decir, si el problema que nos ocupa 

consiste en la construcción de carreteras entre un cierto número de 

poblados, podriamos pensar como primera opción en una carretera para 

cada dos pueblos, lo cual se traduce en una gráfica completa, con 

tantos vértices como pueblos tengamos (figura 3); este modelo seria 

muy confiable, ya que si alguna via de comunicación llegara a 

averiarse, se interrumpirla el tránsito directo entre dos poblados, 

pero estos seguirian estando en contacto a través del resto de las 

poblaciones. 

Sin embargo, construir una carretera entre todo par de ciudades, 

en condiciones reales es de un casto muy elevado, no solo de 

construcción sino también de mantenimiento. Es asl como tenemos que 

pensar en una mejor opción, que sacrifique quizá un p?co de 

confiabilidad pero que logre abatir las costos. 

En un segundo intento por diseñar un buen modelo, podriamos 

pensar en 1Jna gráfica con un minimo número de aristas y que sea 

conexa es decir, un árbol. Tal gráfica tiene costo minlmo pero es 

poco confiable ya que con solo quitar una arista la gráfica se 

desconecta, es decir, sl por algún motivo llegara a averiarse una 
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carretera algunos de los poblados quedarian incomunicados, 

como se presenta en Ja figura 2. 

Es importante notar, que los dos casos analizados son justamente 

los casos opuestos, con confiabilidad máxima, pero también costo 

maximo ó viceversa. De ahi la necesidad de buscar una cierta familia 

de gráficas que sean confiables para nuestros fines, pero también de 

costo moderado. Esta confianza requerida, se traduce en que la 

gráfica deseada tenga la propiedad de que cada subconjunto de 

vértices tenga muchos vecinos y éstos a su vez otros tantos, estas 

graricas se conocen como magnificadores. El concepto siguiente es 

necesario para definir dichas gráficas. 

Sea G una gráfica, donde V es el conjunto de vértices y A el de 

aristas, supongamos que la cardinalidad de V es n y que el grado 

máximo de G es k. Para cada subconjunto X de V construimos el 

conjunto 

ax = { V E V - X / 3 (v,x) E A para alguna X E X }, que 

llamaremos la frontera de X. G se conoce como un (n.k.cl-magniflcador 

si para cada subconjunto X de V, con O<IXls n/2 (ó /X/<., si n = .,¡, 

se tiene que 

¡ax¡ e IXI 

La máxima e e ~ para la cual G es un (n,k,c)-magniflcador es 

llamado el coeficiente de magnlficaclón de G. (ver figura 5) 
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1 

~ 
f4, 4, 112)~\Mloqfll fl cador 

íl9ura 5 

Si pensamos ahora en el problema de Ja transmisión de mensajes 

via telefónica por ejemplo, este coeficiente representa someramente, 

la velocidad en la que es transmitida Ja lnformaclón a través de la 

red representada por Ja gráfica G; esto se puede ver más claramente 

ayudándose de algunos resultados 1lustrativos que se presentarán en 

el siguiente capi lulo. 

Conllnuando con el modelo de la red telefónica, es importante 

sefialar que cada aparato telefónico estará representado por un 

vértice de la gráfica (olvidémonos de las extensiones) y los cables 

existentes, por las aristas: pero además t!ene un matíz importante: 

una persona no sólo desea hacer llamadas al exterior, sino también 

recibirlas, por lo que su teléfono debe estar representado dos veces 

es decir, un "vértice de entrada", y un "vértice de salida" que 
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reflejen esta si tuaclón; por supuesto que no existe arista entre dos 

"nodos entrada". dos "salida" ya que al establecerse la 

comunicación entre un par de lndlviduos, un aparato hace la llamada 

(vértice salida) y el otro la recibe (vértice entrada}, de tal manera 

que la gráfica queda representada como en la f1gura 6. 

verllc:es de 

entra.da 

figura 6 

verUcea de 
aaltda. 

Podemos notar que los vértices de esta gráfica están partidos en 

dos conjuntos V1 y V2 cuya intersección es vacla y cuya unión nos da 

el total de vértices; ademas, los extremos de cualquier arista 

pertenecen a conjuntos distintos, Este tipo de gráficas se conocen 

como bipart1t.as. Para garantizar que cada conjunto de vértices tenga 

una "buena cantidad" de vecinos que permitan la fluidez en la 

comunlcac1ón, se considera el coeficiente de cxp<1nsión cuya 

definición es la siguiente: 
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Sea G una gráfica blparllta con blpartlclón E y S. En donde los 

conjuntos E y S son las entradas y salidas respectivamente ambos 

tienen n vértices y su gra.do máximo es k. G es un (n.k,c)•expansor si 

para cada subconjunto X de E se llene que 

¡ax¡ • ( 1 • c(I - ¡x¡1nl l !XI 

donde ax es la frontera de X. En caso de existir. la máxlma 

e E R• U (0) para la cual G es un (n,k,c)·expansor es llamada 

coeflcJenLe de expansión. (ver figura 7) 

i4, :.1. l 1-expensor 

flqur.ei 7 

Recordando el teorema de Hall podemos ver que exlste una 

relación entre éste y el concepto de expansor. ya que las gráficas 
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cuyo coeficiente es mayor ó igual a cero, satisfacen sus hipótesis. 

Para mayor claridad lo enunciamos y damos su demostración, pero como 

ésta requiere de la suposición de una versión del teorema de Henger, 

la recordaremos, pero omitiremos su prueba : 

TEOREHA : Si S y T son subconjuntos arbitrarlos de G, entonces 

el miixlmo nú.mero de 5-T trayectorias ajenas en vértices (incluyendo a 

los puntos terminales) es igual al 

mln { \11\ : 11 e V(G) y G-11 no contiene 5-T trayectorias} 

TEOREHA DE HALL : Una gráfica blpartl ta G cuyos conjuntos de 

vértices son Vt y V2 contiene un apareamiento perfecto de Vt a V2 sl l 

¡ax¡ ~ \X\ para cada X e Vt 

demostracion : Primero probaremos que la condición es necesaria: 

Si existe un apareamiento perfecto de Vt a V2, entonces para 

cada X e Vt, existen por lo menos ]X\ vértices de V2 adyacentes a los 

elementos de X, esto es 

¡ax¡ ~ ¡x¡ 

Para probar la suficiencia, apliquemos el teorema anterior a los 

conjuntos Vt y V2, lo que !mpl lea lo sigui.ente : 51 G no contiene un 

apareamiento perfecto de Vt a V2 entonces existen 11 e Vt y 12 e V2 

tales que \T1\ + \T2\ < \V1\ además no existen aristas de Vt - T1 a 
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V2 - T2. Entonces B(V1-TI) e T2, por lo que 

1a<v1-T1ll s IT2i < ¡v1¡ - ¡n¡ = ¡v1-T1! 

lo que prueba la suflclencia de la condición. • 

Debido a que este trabajo está enfocado principalmente al 

problema de la comunicación telefónica y a que los expansores son las 

gráficas que lo modelan adecuadamente, en el siguiente capl tul o 

estudiaremos algunas de sus propiedades a través de resultados 

1lustrat1vos. 



CAPITULO 11 

EXPANSORES Y MAGNIFICADORES 

En el capitulo anterlor, se propusieron en primera instancia los 

magnificadores y los expansores como modelos adecuados para el 

problema de comunicaclón, sin embargo es importante verificar si en 

efecto los coeficientes respectivos reflejan la velocidad de 

transmisión del mensaje ya que, de ser asi, podriamos "evaluar" la 

calidad de cierta gráfica para cumpllr dicha función. 

En primer lugar, es de gran uti l !dad conocer el rango del 

coeficiente de magnlficacién en una gráfica. Directamente de la 

definición se obtiene que dicho coeficiente es mayor ó Igual que 

cero y para las cotas superiores se proponen los siguientes 

resul lados para el caso de gráficas flni tas: 

PRDPOSICION : Sea G una gráfica cualquiera con n vértices tal 

que n es un número par, entonces 

O ::s e :s l. 

donde e es su coeficiente de magniflcaclón. 
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demostracion : Supongamos que existe una gráfica G con un número 

par de vértices y cuyo coeficiente de magnificación c>l, es decir : 

3 m e tl tal que 1 V ( G) 1 = n = 2m 

Debido a que e > 1 sabemos que 

¡ax¡> ¡x¡ para todo X e V(G) tal que ¡x¡ < n/2 = m ... (1) 

Tomemos un subconjunto de los vértices de G: x• cuya cardinali-

dad sea exactamente la mitad del número de vértices, es decir igual 

a m, por lo tanto la cardinalidad de su vecindad sera menor 6 igual a 

m: 

¡x'¡ = n/2 = m .. ¡ax'¡~ m = ¡x'¡ 

"' ¡ax'¡ s jx'¡ y esto contradice lo afirmado en (ll 

:. e ::S 1 • 

PROPOSICION : Sea G una gráfica cualquiera con n vértices y n un 

número impar, entonces su coeficiente de magnificac16n c cumple 

O ~ c ~ (n+l )/(n-1) 

demostraclon : Supongamos que existe una gráfica G con un número 

impar de vértices y ademas su coeficiente de magnlficación 

c > (n+l)/(n-ll es decir 

3 m E tl tal que jV(G) j = n = 2m + 1 

¡ax¡1¡x¡ > (n+l)/(n-ll para todo X e V!Gl con ¡x¡ < n/2 ... (1) 

Sea X
0 

e V(G) tal que jX
0

j = m 

q 1 ax·¡ :S n - m = 2m + 1 - m = m + 1 

¡ax'¡ s m + 

"'¡ax'¡1¡x'¡ < (m+l)/m = !2m+2)/2m = (n+l)/(n-ll de donde 
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ioX 0 ¡1¡x'¡ s (n•l)/(n-1) lo que contradice(!) 

.-. es ln•ll/{n-1) • 

Ahora bien, si en realidad este coeflclente refleja la velocidad 

con la que es transml tldo un mensaje en una unidad de tiempo a través 

de una cierta red de comun1cacl6n, nosotros esperariamos que en una 

gráfica completa este valor sea lo mas grande posible ya que todos 

los vértices son adyacentes entre si; mientras que en una gráfica 

completamente disconexa lsln aristas) sea lo mas pequeño posible 

debido a la carencia total de vias de comunicación. Es interesante 

ver cómo este coeficiente responde bastante bien a nuestra intuicl6n, 

como se puede ver en los siguiente resultados: 

PROPOSICION : Si G es una gráfica completa con n vértLces, 

entonces Ges un (n,n-1,1)-magnlflcador (es dec1r, el coef1c1ente de 

magn1ficacion e = 1} en el caso de que n sea par, y es un {n, n-1, 

(n+t )/ (n-1) l-magn1f 1cador para n entero impar. 

demostración Como G es una gráfica completa, el grado máximo 

de G, ll(GJ = n-1. 

a} 51 n es un número par, entonces n=2k, para algin k e H. 

Tomemos un subconjunto X de V(G) tal que O < !XI s k, debido a la 

complclez de G, podemos afirmar que ¡ax¡ = n - !XI, de donde 

joXj n - ¡x¡ 2k 2k 
---=---=--- ~-- -1 

¡x¡ ¡x¡ ¡x¡ k 

e = 1 
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b) En el caso de que el número de vértices de G sea impar, es 

decir, existe e N tal que n = 2k-+ 1. Tomemos un subconjunto X de 

VlG) lal que o < IXI "' k; por la misma razón que en el inciso 

anterior, sabemos que ¡ax¡ == n - ¡x¡. de donde 

¡ax¡ n - ¡x¡ 2k+l 2k•t n>l 

TxT -jXj- = 1x1- l ~ -k-- +k= n-1 

n+I 
:. e = -;:;::¡- • 

PROPOSJCION : El coeflclente de magnlflcaclón de una gráfica 

completamente dlsconexa ( jA(C) ¡ = OJ es Igual a cero. 

delllOstracJ6n : Supongamos que jV(GJ 1 = n y sea X e V(Cl tal que 

¡x¡ ~ n/2. Debido a la carencia de aristas en Ja gráfica, ¡ax¡=o para 

todo X. teniendo asi que 

o= ¡ax¡ ~ cjx¡ 

y por lo tanto e = O • 

No obstante que un problema práctico de comunlcac16n está 

modelado por gráf leas finl tas, se quizo incluir el siguiente 

resultado para el caso lnfinl to. 

DEFINICION: Una gráfica Ges k-regular si javf=k para cualquier 

vértice v de la gráfica. 

PROPOS/CION Sea G un arbol lnflnlto (k+ll-regular. El 

coeficiente de magnlf1cación e :::: k-1 

18 



demostracJ6n : Sea G una gráflca que cumple las h1p6tes1s del 

teorema, y sea X e V(G), ¡x¡ = n, X • a. 

La subgrafica generada por el conjunto X, claramente es un 

bosque. Llarn~mos Ai. Az, ... ,Ar a las componentes de dlcha gráfica y 

nt, nz, ... ,nr al número de vértices de cada una de ellas 

respectivamente. De aquí que n = n1+n2+ ... +nr. Como cada vértice de G 

tlene grado k+l, se tlene que el número de nodos con el que cada una 

de las componentes A1 ( 1 1,2, ... ,nl contribuye a la frontera de X 

es (k+l)ni-2(n1-lJ, de donde tomando : 

Í: (ck+l )n1-2tn1-1 >) 
1=1 

lk+l)n - 2n + Zr (k-1 )n + Zr 

Observemos que cada dos componentes distintas Al, AJ tienen a lo 

más un vértice de ax en común y éste se ha tomado en la sumatoria 

anterior dos veces. Como el número de componentes es r, entonces 

¡ax¡ (k-l)n y (k-lln" en~ lk-1)" e 

51 k fuera igual a c, conslderar1amos una subgráflca de G con el 

aspecto que se muestra en la figura 8, en donde jXj = n y gr{v) = k+l 

para todo vértice v en X, obteniendo 

¡ax¡ = 2k+(n-2l!k-1) = (k-l)n•2, de donde 

(k-1 )n+2 ;e: nk que sólo se cumple para los subconjuntos de V(G) 

cuya cardinalidad es menor ó igual a dos, obteniendo asi una 
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contradicción que prueba el resultado .• 

.. . . " . "'' . ~ •·· .• 
. '. 

1'1 ,., - - ,_,---~y. ____ , -
"{,..¡ lÍt1•f \ltt', 

rtqura. a 

Con anterioridad hemos propuesto dos tipos de gráficas a las que 

nombramos magnificadores y expansores, como buenos modelos para 

problemas sobre comunicación. Los siguientes resul tactos ofrecen 

caracteristlcas de uno a partir del otro, usando el concepto de doble 

cubierta que def lnlmos enseguida: 

DEFINJCION : Dada una gráfica G=(V,Al la doble ~ de G 

consiste en una gráfica bipartita H, con bipartición {E,5} en donde 

jEj=jSj=jVj=n. Si V={vi,vz, ... ,vn} las arlslas de H son aquéllas 

cuyos extremos e1 e E y SJ ES son tales que l=j ó (vt,VJ) E A(Gl. 

PROPOSICION : La doble cubierta de un (n,k,c111)-magnificador con 

cm ~ O, es un (n,k+l,cel-expansor donde ce ::!: Cm. 
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deoostrac lón 

cubierta. 

Sea H un (n,k,c)~magniflcador y H su doble 

Para cada u e V(HJ tal que grK(uJ = k, grH(uJ = grK(u]+I = k+I 

donde grH(U) es el grado de u en el magniHcador; es asl como el 

grado máximo de un vértice de la doble cubierta es igual a k+l. 

Falta demostrar que para cada subconjunto X' de E 

¡ax·¡ • ll +e(! -)X' /!nll/X' I 

Sean X'c E y X e V tales que /XI = /X'/ ~ n/2 y cuyos elementos 

sean los que se corresponden via la construcción de la doble 

cubierta, entonces 

¡ax·¡ ¡ax¡+/X/ • c/Xl•IX/ = Cl+cl/X/ • CI + cCI - jX//nJljXj 

CI + cCI - /X'/lnll)X'/ 

51 X' e E es tal que n/2</X' /<n, tomemos un conjunto X e: V 

análogamente al caso anterior. 

Hagamos una partición de X' y de X en dos subconjuntos {Y' ,Z'} y 

lY,2) de tal manera que sus cardinalidades sean menores ó iguales a 

n/2 y que estén asociados por la construcción de la doble cubierta 

C/Y' /=/Y/, /Z' /=/Zj l 

¡ax·¡ = ¡av· ¡+/Y' l•laZ' l•IZ' /-lax·n aY' 1 

en el mejor de los casos ¡ax· n ay· l=ü, de donde 

/ax·¡ = /8Y' /+/Y' l•/az· !•/Z' I • c/Y/•/Y)+c/Z/•jZ/ 

= el /Y)+ )Zl!•)Y/• IZ/ = c)XI •/XI = [ l+cl /XI • 

• [! +di - /X/lnll/Xi = (!•el! - /X' //nl>!X' j 

ahora bien, el otro caso extremo consiste en que ¡ax·n aY' /=1 ax·¡ 
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es decir JaX' J=JaY' l=Jaz· ¡ : 

¡ax·¡ JBY' l•IY' l•1az· 1·1z· 1-1az~ 1 = JBX' J+IY' l+IZ' J 

¡axJ•IXl•IXI • c¡x¡+z¡x¡ • U+cllX( • 

• (! + c(I - IXl/nlllXJ = (1 + c(I - IX' ltnllJX' I 

finalmente, sl IX' l=n y el coeficiente de magnlflcaclón de H es 

distinto de O, el magnificador es una gráfica conexa, por lo que la 

doble cubierta también lo será y ¡ax• J=n 

¡ax· 1 1x· ¡ (1 + cll - !X' ltn))IX' 1 • 

sl el coeflclente de magn1flcación es igual a O, el magnificador no 

es conexo y podremos encontrar subconjuntos no vados de E cuya 

vecindad sea vacia y para los cuales no existe una constante e que 

cumpla la desigualdad, siendo este el lmlco caso donde el resul lado 

no es válido. 

En la mayoria de las gráficas la desigualdad ce ~ cm es 

estricta, lo que quiere decir que en general, la expansión de la 

doble cubierta es mejor que la magnlficaclón de una gráfica dada, en 

lo referente a la velocidad de tranmlslón de un mensaje. 

Como ejemplo de lo anterior podemos señalar que un ciclo de 

iongllud cuatro es un (4,2, 1J-magn1f1cador y su doble cubierta es un 

(4,3,413)-expansor. Ver figura 9 y 9 a. 
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(4,Z,11-macnlflcador 

ricura q 

14,J,4/Jl-expansor 

De la proposición anterior puede desprenderse la siguiente 

pregunta: ¿dada una gráfica bipartita G, esta es la doble cubierta de 

alguna gráfica G'? Es claro que esto no siempre sucede ya que los 

elementos de la partición no tienen por que ser del mismo tamaí'lo y en 
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el caso de que lo fueran, no necesariamente se tiene que cada XI e E 

es adyacente a su homólogo. 

Lo que resulta inmediato es que cualquier gráfica es un 

magnificador con coeficiente de magnlficación mayor ó igual a cero; 

sin embargo no toda gréifica bipartita es un expansor cuyo coeficiente 

cei!'!O, Podemos encontrar gráficas que no lo sean (ver figura 10) e 

incluso algunas para las cuales el coeficiente de expansión sea 

negativo, basta qeu exista X e V(E) tal que ¡aXl<IXI, entonces 

IX/ > ¡ax¡ • r 1 + c(I- /X/In) l /X/ 

lo que implica que c(l - /X/In) s O, de donde c <O. (ver figura 11) 

9raíl ca que no e& expansor 

flqura 10 
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coeficiente de expanslon neqatlvo 

(lqura 11 

Igualmente que en el caso de los magnificadores, se buscaron 

cotas para el coeficiente de expansión, encontrándose que éste 

incluso puede ser negativo y a diferencia del coeficiente de 

magn1flcac16n, no depende de la paridad del conjunto de vértices. 

Es fácil demostrar que la expansión de una gráfica sera negativa 

en el caso en que exista un subconjunto de las entradas cuya 

cardinalidad sea mayor que la de su vecindad y que es precisamente la 

situación de la gráfica de la figura 10. También se pudo encontrar 

que para cualquier gráfica bipartita completa con n puntos en cada 

elemento de la bipartición, esta constante es Igual a 1 + l/(n-1) : 

PROPOS/C/DN Una gráfica bipartita completa Kn,n es un 

(n,n, 1+1/(n-1) )-cxpansor. 
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demostración : En el caso en que IXI = ¡ax¡ = n, la desigualdad 

Jax¡ ~ (1 + c(l -¡x¡tnJJIXI .... (!) 

se cumple para cualquier e e IR. 

Sea X e E tal que IX!=m con l:S ro ::s n-1. Debido a la completez 

de la gráflca ¡ax¡=n, por lo que sustituyendo en .... (1) obtenemos 

n-m n-m n-m 

m 
~ e 

n 
de donde e s nlm = 1 ·--m 

alcanzando su valor minimo 1 + 1/(n-1) cuando m=n-1 • 

51n embargo, pensando en un problema de la vlda real, este tipo 

de construcción es muy costosa, por lo que se trató de disminuir el 

número de aristas en la gráfica sin que esto repercutiera fuertemente 

en el coeficiente de expansión, lográndose encontrar que si a una 

gráfica bipartl ta completa con n vértices en cada componente, se le 

quita un apareamiento perfecto, que existe por el Teorema de Hall, 

quedando cada vérttce con grado igual a n-1, entonces este 

coeftclente permanece invariante con respecto a la gráfica original. 

La ldea de la demostración es esencialmente igual a la del caso 

anterior, con la única var lante que para todo subconjunto X de 

cardinalidad mayor que uno, el tamaño de su frontera es n, y µara 

P<l=l, ¡ax¡=n-1. 

También se pudo observar que si quitamos una arista más a esta 

última famll la de graneas, el coeficiente de expansión disminuye, 

sin poderse encontrar una relación entre esta dlsmioución y la 

cardinalidad del conjunto de vCrtlces. Desgraciadamente no se conocen 
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algoritmos eficientes que nos permitan encontrar el coeficiente de 

magnJficación 6 de expansión de una gráfica dada. Si tratamos de 

calcularlos como sugiere Ja definición, se tiene que buscar la 

frontera de todos Jos subconjuntos de vértices cuya cardinalidad sea 
ln/2) 

a lo más n/2, 1 o que equivale a analizar [ ( ~ ) conjuntos, siendo 
1 =I 

éste un número muy grande. 

Las gráficas que hemos estado manejando garantizan que la 

información se transmite a una cierta velocidad a través de la 

gráfica. pero esto no asegura que un individuo pueda comunicarse con 

otra persona en un tiempo determinado. Para que esto suceda, las 

gráficas en cuestión requieren de más propiedades que se discutirán 

en el siguiente capítulo. 
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CAP 1 TUL O 111 

SUPERCONCENTRAOORES E HIPERCONCENTRAOORES 

En el lntento por salvar las llmitac1ones de los expansores y 

magnificadores comentadas en el capitulo anterior, para que un par de 

lndlvlduos se puedan comunicar en un cierto tiempo dado, surge la 

necesidad de contemplar una nueva clase de gráftcas que tengan la 

propiedad de poseer una buena cantidad de trayectorias ajenas en 

vért lees entre los posibles subconjuntos de puntos, que nos perml ta 

aumentar la velocidad de transmisión del mensaje. Este nuevo 

requerimiento nos conduce a la siguiente deflnlc1ón : 

DEFINICION Un (n, k l-superconconcent radar es una gran.ca 

acicl lea con n entradas y n sal idas y a lo más kn ar islas, tales que 

para todo ::s m ~ n, cada subconjunto de m entradas pueda ser 

conectado a cualquier subconjunto de m sal idas por a lo más m 

trayector las ajenas en vért lees. 

El problema ahora, es construtr familias de superconcenlradores 

cuya densidad k sea lo mas pequeña posible, ya que las aristas 

representan cables y por las razones explicadas en el capitulo l, 
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queremos m1n1m1zar la densidad del cableado. La existencia de 

familias de este tipo de gráficas, fué establecida por métodos 

de conteo probabllisllco, pero además se ha probado que se pueden 

construir superconcentradores arbitrariamente grandes usando gráficas 

expansoras; la densidad estará. determinada por el coeficiente de 

expansión y el número de aristas de los expansores. La construcc16n 

es recursiva y se explica a continuación : 

Supongamos que tenemos un {no,ko}-superconcentrador Y y una 

gráfica bipartita expansora X con no vértices en cada componente y 

dno aristas (d e ~), cuyo coeficiente de expanclón es c. Nosotros 

podemos obtener un {nt,k1)-superconcentrador con nt = (a+l )no, a e 

z•. cuya densidad kt es : 

k1 ~ m + ( 2(a+d) + ko)no 

Primero construimos una gráfica bipartita C, llamada 

concentrador, que cuenta con m entradas y no salidas y numeramos 

estos vértices. Las primeras no entradas se conectan a las no salidas 

via el expansor X y los ano vértlces de entrada restantes, son 

conectadas, módulo no, a las salidas. Posteriormente se construye el 

superconcentrador mlsmo como se indica a contlnuaclón y se muestra en 

la figura 12 : 

1. nt aristas de las entradas a las salidas, 

2. ldentlficaclón de vértices, 

J. dos concentradores con n1 entradas y no salidas, 

4. un superconcentrador con no entradas y sal idas construido 

recursivamente. 
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Si .no es· suficientemente pequeño, se puede iniciar la "cascada" 

con una gráfica bipartita completa-. 

flqura 12 

Otra construcción de superconcentradores interesante por su 

sencillez, se basa en el siguiente concepto, pero parte de la 

suposición de que se cuenta con dos gráficas de este tipo : 

DEFJNICJON : Un n-hiperconcentrador es una grci.fica blpartl ta con 

n entradas y n sal idas, donde para todo r ( 1 :s r ~ n) existen r 

trayectorias ajenas en vértices de cada subconjunto de r entradas al 

conjunto {b1, b2, ... , br} de vértices de salida. 

Un n-superconcentrador con E• entradas y s• salidas, puede ser 
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construido a partir de dos n-hiperconcenlradores H1 y H2, simplemente 

identificando sus respectivas salidas (51 con 52) y pensando las 

entradas de uno CE2 por ejemplo} como las sal \das de la gráfica 

resultan te {ver figura 13}. 

r.;, 

Cabe señalar que de estos dos nuevos tipos de gráficas que hemos 

definido {superconcentradores e hiperconcentradores) las que imponen 

una condición más severa de concentración son precisamente las 

propuestas al inicio del capi lulo. 

No debemos olvidar que en el capitulo anterior, se mencionó un 

problema importante concerniente a las gráficas que han ocupado 
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mayormente nuestra atención: los magn1flcadores y los expansores, que 

radica en la complejidad del cálculo de los coeflclcntes respectivos 

para una gráfica dada, por lo que procederemos a presentar resultados 

que nos permitan aproximarnos a estos valores valiéndonos de otro 

Upo de herramientas que eviten el proceso exhaustivo sugerido 

directamente por las definiciones. Es asi como surge la necesidad de 

utilizar algunas caracler izaciones a 1 Lerna ti vas de las gráflcas que 

nos brindan la opción de aplicar técnicas del álgebra y que se 

presentan a contlnuacl6n: 

DEFINICJON : Sea G(V,A) una gráfica finita conexa, con p 

vértices y q aristas; escojamos una orientación en G, es decir, 

asociemos a cada arista a E A un vértice inicial y uno final que 

denotaremos a- y a• respectivamente. La Matriz Q.Q Incidencia de la 

gráfica orientada G, es una matriz I, de pxq, cuyas entradas son : 

son: 

¡ si X = a• 

J X,A -1 SI X a-

o en otro caso 

J=ª. Matriz !!g Adyacencia es una matriz K, de pxp cuyas entradas 

K 1, J = { 
1 si (vl,VJ) e A 

O en otro caso 

32 



Definamos el operador /1 como el producto de la matriz de 

incidencia por su transpuesta : fl = I t'. Este operador nos brinda 

una relación entre esta matriz y la de adyacencia, ya que resulta que 

A = D - K, donde D es una matriz diagonal de pxp en la cual 011 es el 

grado del vértice v1 en G. La demostración se presenta enseguida: 

Sea J la matriz que resulta de multiplicar J por 1·, lo que 

tendremos que demostrar entonces, es que J = D-K. 

Las dimensiones de I e 1• son pxq y qxp respectivamente, por lo 

que J es una matriz cuadrada de pxp. 

si: 

y 

Jll (111, 112, .. ., llq) [ 1:111 
1 21 

• 1 ql 

(111, l12, .•. ,l1q) [ 1 ") = 
1 12 

l lq 

= E (IIJ)
2 = gr(v1) 

J•I 
.... (1) 

J1• =O (1*•l ... l: (l1¡)(!
0

J•I =O.., (11¡)(1°¡•) =O ya que 

l!J I•Jk ~O ie::.t 111 ""'O y I•Jk. = h:J ~O, sucediendo esto solo 

al !1¡ *O .. 11¡ ' 1 6 !1¡ = -1 

si llJ 1 .,, j=(l.x) para algú.n vértice x 

si llJ -l .. J=(x,ll para algún vértice>: 

b) 1· Jk = h:J ~ o ~ l~J 1 ó hJ -1 
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si hJ 1 4 J=lk,x) para algún vértice x 

si hJ -1 " J=(x, k l para algún vértice x 

Como se deben cumplir ambas condiciones y no tenemos aristas 

múltiples, 

llJ 1 quiere decir que existe la arista J=U,kl. por lo que 

hJ = -1 y l1J ¡' Jk = -!. Análogamente, !11 = -1 Implica que J =(k, I l . 
de donde l1J 1 Jk = -1; es asi como podemos concluir que 

Jlk =-!si y solo si (i,kl ó (k,i) son aristas de G .... (2) 

y J1• =O si y solo si (i,k) • A(GJ .... (3) 

Por tanto, J se puede descomponer en la diferencia de dos 

matrices: la matriz diagonal D que cumple ( l) menos una matriz que 

cumpla las condiciones {21 y (3). que es precisamente la de 

Adyacencia. Cabe sefialar que si G es una griiflca sin dirección, el 

operador t:.. se descompondrá como D + K y su demostración se obtiene 

siguiendo un proceso análogo al anterior. 

En la figura 14 y 15 se presentan dos ejemplos de lo anterior, 

donde la única diferencia entre las gré.flcas consiste en que G1 es 

dirigida y "G2, no lo es. 
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Gt 

6 = l ¡' 

G2 

ª-=-._.. -- ... ~ 

[ 

1 o o ] [ l -1 o o J -1 1 o o 1 -l o 
o -1 -l o o -1 l 
o o 1 

= D - K 

flquro 14 

= n + K 
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En el caso en que nos interese "cuantificar" la información que 

puede ser transmi 1.ida a través de cable!i que tienen l imi taclones de 

capacidad, podemos asignar a las aristas correspondientes números que 

reflejen esta situación y que llamaremos "etiquetas". El grado de un 

vértice será entonces, la suma de las etiquetas que inciden en él y 

la entrada Kxy de la matriz de adyacencia, la etiqueta de la arista 

(x,y) en caso de existir y cero de otra forma. Nótese que esta nueva 

definición no al lera 6. 

El siguiente teorema nos permite acotar los coeficientes 

expansión y magnlflcación de una gráfica G, a través del valor propio 

positivo más pequeño de ó(G}, que llamaremos At(G) 6 simplemente .\t. 

Cabe sefialar que si G es sin dirección, ó(G) es simétrica y diagonal 

dominante (es decir pos! llva definida) con entradas reales, por lo 

que se puede garantizar que todos sus valores propios son reales.La 

ventaja está en que existen algorl tmos eficientes para calcular este 

valor o podemos ayudarnos de paquetes de computadora que realicen el 

cálculo (como el Llnpak, Toolbox Numerlcal Analysis y Matlab, entre 

otros). 

TEOREMA 

a) Dada una gráfica cualquiera de grado máximo k, se magnifica 

con c111 ?: 2-'.t/k + 2.\t. 

b) La doble cubierta de cualquier gráfica cuyo grado máximo es 

k, se expande con ce ~ 4.\ t/k + 4.\ 1 . 
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e) Si el coeficlente de magniflcaclón de una gráfica es c., 

entonces ;\1 ;?: c 2/4 + 2c2. 

Estos resul lados fueron probados por Tanner, Alon-Ml lman· y Alon 

respectivamente (2}, ( 3}, ( 4). Se ha observado que las gráf leas donde 

Al tiende a crecer, tienen conexidad grande, es decir, se necesita 

quitar un gran número de vértices para desconeclarla; su diámetro, o 

longitud de una trayectoria máxima es pequeña y finalmente, cuentan 

con un cuello (longitud del ciclo minlmo) grande. Por todo lo 

anterior, podemos concluir que entre más grande es :\.t, la gráfica nos 

será más útil como modelo de comunicación, ya que su coeficiente de 

magnlflcac16n también sera grande (recuórdese que c111 !5 1). 

Por toda la reflexión anterior, se podrla pensar que una manera 

de determinar exactamente el coeficiente de magnlflcaclón de una 

gráfica podrla estar dada a través del espectro del operador ll, es 

decir, por todos los valores propios de esta matriz; sin embargo a 

continuación se presentan gráficas coespectrales (con el mismo 

espectro), pero diferente coeficiente de magnlficlón, (ver figuras 

!6a y 16 b) lo que elimina esta poslbllldad. 
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Gt 

coeílclenla de aa9nlflcaclon de CI : O 

espectro de Ct : ( -2, o, o, O, 2 } · 

f19ura 16 a 

coeficiente de ma9nlfJcaclon de C2 : 0.5 
espectro de C2 : ( -2, O, o, o, 2 ) 

figura 16 b 
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G3: 

r·· -------
... 

espectro de GJ : { -2.IB, -1.41, -1.JJ, O, O, O, J.IJ, 1.-H Z.lS ) 

coeficiente de me¡nlíkac.lon 4e G4 : o.2s 

espectl"O de G2: : ( -i'lB, -1.41, -Lll, o. o, O, J.1:1, 1 • .-1. Z.IB , 

rl1ura 17 b 
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Gs: 

c:oefklente de macnlfleadon de GS t 0.25 

espectro de GS : ( -212, -1.M, -0.9J, O. O, O, Z.12, J.b4, o.en ) 

fitura 17c: 

Como pudo observarse, existen gráficas coespectrales cuyos 

coeficJentes de magniflcación son diferentes (figlJras 16a y 16b, l7a 

y I'?b) así como gráficas de igual coeficiente y distinto espectro 

{figuras 17b y l?c}. Lo anterior nos permite concluir que los 

magnificadores no quedan totalmente caracterizados por su espectro, 

quedando abierto el problema ya mencionado. 
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CAP 1 TUL O IV 

TEOREMA DE GABBER Y GAL! L 

Debido a la dificultad priicllca para poder dccldlr si una 

gráfica es un expansor o na, resulta importante tratar de encontrar 

alguna construcción de este tipo de gráficas¡ Offer Gabber y Zvl 

Gall 1. muestran expllcl lamente una fami lla con n vCrtlces {Gn}, para 

n=m2
, con m=l, 2,, .. de la manera siguiente: 

Tanto los vértices de entrada como los de salida, serán los 

elementos del conjunto A..={O, 1, ... , m-l)x{O, 1, ... , m-1) y las 

aristas están dadas por cinco permutaciones O"I sobre Am definidas a 

continuación: 

cro(x,yl (x,yl 

ut(x,yl (x,x+y} 

u2(x,yl (x,x+y+I) 

uJ(x,y) (x+y,y) 

0'4(x,yl (x+y+l,yl 

donde el slmbolo + se define como la suma módulo m. 

Para ejemplificar lo anterior, construyamos una gráfica 

cualquiera de la manera propuesta, digamos G4: {ver figura 18} 
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n=4, m=2 1 

tt,ll 

verllces de 

entrada 

Aa={O, l)x{O, 1) 

(lqura 18 

(1, 1) 

verllce• de 

ullda 

La importancia de esta construcc16n radica 

siguiente teorema: 

en el 

TEOREHA : Para n=m2. m=I, 2, ... Gn es un (n,5,dol-expansor, 

donde do=(Z- :f3 )/4 

Debido a la trascendencia de este resultado, se decidió incluir 

su demostración, para lo cual, se requieren de algunos conocimientos 

de Teoria de la Hedida, que se irán deflnlendo conforme se vayan 

requiriendo. 
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3.1 DEMOSTRACIOll DEL TEOREMA DE GABBER y GALIL 

DEFINICION: Una fami 1 ia íl de subconjuntos de un conjunto X es 

una u-álgebra si: 

<J ~. x e n 

U.} 51 A e O, entonces el complemento Ac=X-A e n 

Ul) 51 {An}nel~ es una sucesión de conjuntos de íl, entonces .. 
U An E tl 

n=l 

Dff/NICION: Una medida es una función µ: 

µ : íl - .. it u { o } u < .. ) 

tal que: 

l)µ(~)=O 

UJ µ( U An •l.: µ(Anl sl An íl A.. •~con n*m 
nEIN nett'-1 

algunos ejemplos de medidas son los s lguicntes: 

a) Sean X un conjunto no vacío, X' la <r-álgebra de todos los sub-

conjuntos de X y p un elemento fijo de X. Definimos la medida µ de un 

conjunto E E X' como 

µlEI { O sl p t! E 

sl p E E 

b) Sean X • ll {1,2,J ... } y n la a-álgebra de todos los 

subconjuntos de r1. Si A e íl, definimos la medida de A. µ(AJ, como el 

número de elementos en A sl A es un conjunto finito, y como m si A es 

lnf lnl to. 
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e) Sean X= R y íl el illgebra de Borel (la cr-álgebra generada por 

todos los lr.lervalos abiertos la,bl e Rl. Se define la medida de un 

intervalo no vacio E={a,b), corno la longitud del intervalo: µ{E)=b-a. 

Asimismo se puede definir la <r-2.lgebra de los conjuntos Lebesgue-

medibles usando los borel1anos y la noción de medida exterior, la 

medida resultante (la medida exterior restringida a los Lebesgue-

medibles) es llamada "medida de Lebesgue" que resulta ser completa 

(ver [BaJ} y para el caso de los intervalos reales coincide con la 

medida de Borel. 

Pensemos ahora en el conjunto {O,llx(0,1), al que llamaremos A; 

si "pegamos" las llneas punteadas con las continuas, como se indica 

en la flgura 16, obtendremos lo que se muestra en la figura 17, que 

se denomina TORO y donde, de la manera señalada anter lorrnenle. se 

puede definir una medida completa, pero que en este caso coincide con 

el área. (ver [Ba} l 

('\ 
------¡ 

1 

ílgura 19 
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La demostración del teorema se obtlene suponl.endo el lema 1, que 

se probará más adelante: 

LEllA 1 : Para todo X s A.., [ ¡ .. 1(Xl-XI • 4do!XI ¡xc¡/n donde 
l•I 

do=(2-:f3 l/4. 

PRUEBA DE:L TEOREllA : Por el Lema 1, para cada X ~ An existe 

alguna 1 tal que l<r1(Xl-XI • dojXI ¡x'jtn = do!XI (!- jXjln); pero 

¡axj•jX U ITllX>I ya que al aplicar"º a los elementos de X obtenemos 

tantas aristas como la cardinalidad de X, y al aplicarles al, con 

1=1, .. ,4 a lo más aumenta una arista por elemento de X, sln embargo 

la frontera ax cuenta con las aristas anteriores pero también con las 

que se obUenen de las permutaciones restantes, por lo tanto 

X u ITdXl ~ ax 

1T1{X) - X (X U <r1{X)l - X s ax - X, por lo que 

cto¡x¡ o- ¡x¡1nJ 5 ¡"1<x>-x¡ 5 ¡ax-x¡ 
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pero como X ~ ax, \aX-X\ = \aX\-\X\ podemos concluir que 

¡ax¡• ( 1 + doll- \X\tnl) IX\ •.... lll 

Por la forma en que se definieron las adyacencias, sabemos que 

el grado de un vértice es a lo mas cinco; esto, aunado a lo obtenido 

en ... (1) demuestra que Gn es un (n,5,do)-expansor .• 

Para demostrar el t"ema 1, definimos el conjunto A como el toro 

[0,l)xl0,1) y dos automorfismos TI A-_,, A ll=t,21 

n(x,y) (x,x+y) y 

T2(x,y) (x+y,yl 

donde el slmbolo + representa la suma módulo 1. 

Esta prueba requiere de la suposición del lema 2, que se 

demostrará posteriormente. 

LEHA 2 Para cada conjunto Lebesgue-medlble X !; A. se tiene 

2 
Eµ( X-T~ 1 (Xl) • 2do µ(X) µ(Xcl 

1=1 

DEHOSTRAC/ON DEL LEHA Sea X~ >={0, 1, .. ,m-llx{O, l. .. ,m-1} 

Para cada { x 1 y) e kri 

definimos A'cx,yl = { (Cx+u)/m, (y+v)tm) O• u,v • 1} (figura 21) 

46 



~-+~~~~---~~~~·-~~~~~~-->---\> 

,,,.¡ 
figura 21 

el area so1Dbreada, se 

contrae por un fa e lor 

l/111, que provoca una 

defor1r1aclon y la 111anda 

al loro. 

Sea X'= lJ A'•· Probaremos que µ(X' l=IXl/n y que µ!X'cl=IXcl/n 
a E X 

Definimos el conjunto w = {cx+u, y+v) : O :s: u,v :$; l } para cada 

(X, y)E /lm. 

El teorema de cambio de variable nos garantiza que 

f.., f(T(/3) l IJT!/ll 1 = f rn.,/!rl dr 

donde T : R
2 

... IR
2 

, T(7) = l/m 1 = 1/m ld(7), entonces 

JT = de t [ 
1

0

1
" 

0 J 
11• 

l/m2 l/n 

f 1 dr = J l/m
2 

dy = l/m2 
T(WI W 
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:. µ(T(w)) µ(A',.,,>) !lm2 

Es importante señalar que dos conjuntos wt, originados a partir 

de puntos (x1 ,y1) E A.. distintos. llenen intersección vacia, por lo 

que al contraerlos y sumergirlos en el toro, siguen siendo conjuntos 

ajenos, de donde 

µ(X') = [ µ(A' cx,y¡) 
lx, yJ E X 

De manera análoga, podemos 

µ(X'º) = I: µ(A' lx,yl) 
( x, y) e X 

IXI IXI 
... (!) 

n 

ver que si definimos x· e = 

IX' 1 
n 

•.. (2) 

Sean a=(x,yl e tv. y pe A'•, con p = (u(p),v(pl) 

AFIRKACJON 1 

lJ A'• 
e X ' 

n!pJ e { 
A'<Tl(al si u(p)+v(p)<I 

A'o-211111 si u(p)+v(p)?:! 

DE:MOSTRAC J ON : 

Recordemos que : Tl {x, y l (x,x+yl, <>(x,yl (x+y,x) y 

cr1(x,y) (x,x+y), cr2(x,y) (x,x+y+I) 

Si u(p)+v(p)<I. entonces 

Tt(p) (x+u(p) )/m (x+u(p)+y+v(p) )/m ) 

(x+u(p))/m ( (x+y) + (u(p)+v(p)) )/m) e A' cx,x<yl 

pero A' lx,x+yl = A' crt Ca) 
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Si u{p)+v(p)~l. entonces 

n(p) = ( (x+u(p))/m, ( (x+y+I) + v' (p) )/m) e A'C•,x•y.11 

donde v' (p) = u(p)+v(p)-1 < 1 

pero A' b, x•y•l J = A' CT21al • 

Por lo anterior, podemos afirmar que 

p E x•-n" 1
(X') - pe X' y p. T1°

1
(X') - pe x· y Tt(p) • X' 

- p e A'• para alguna • e X y sl { 
u(p}+v(p)<t entonces cr1 (a)\! X 

u(p)+v(p)i!:l entonces cr2(a)f X 

{ 

u(p)+v(p)<l entonces. e (X-cr1"1!X)) 
con lo que concluimos que si 

u(pJ+v(p)~l entonces a E (X-cr2-
1 {X)} 

Observemos queµ( { (u,v) 1 O<u•v<l } ) 1/2 ... (1) (ver figura 22) 

o 

r19ura 22 

Af'IRKACION 2 µ( x·- ,;'ex·>) 
2n 
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lla<OSTJUCIOK : De la úl tlma doble lmpllcacl6n y de ... e 1 l. 

podemos concluir que 

¡x-.. 2 1 exi¡ 

Zn 

Siguiendo todo el proceso anterior, podemos probar lo siguiente: 

AFIJUtACION 3 µ( x· - T21 ex· l) ·Zn ( ¡x-.. ; 1exi¡+¡x-.. ¡'1x1¡ ), 

donde 

cnex, y) ex+y,yl. .. .ex, y) ex+y+l ,y) T2ex,y) (x+y,y) 

Sumando lo obtenido en las dos últimas aftrmaclones obtenemos: 

2 • 

¡: µ( x· - Ti1 ex· l) ~ zn ¡: ¡x - .. ,-• !Xl 1 
1=1 1=1 

como 0"'1 es una permutación, es blyectlva, por lo que podemos asegurar 

Zn 

de donde 

' . ¡: ¡x- ... -•exi¡ =z;;- ¡: ¡ .. tCxl -x¡, 
l =1 

2 

¡: µ( x·- Ti' ex· l) 
l=l 

·-Zn 

1 =1 

' ¡: ¡ .. .cxi - x¡ 
l =1 

Apl !cando el lema 2 al conjunto X', se tlene 

2 • 

Zdoµex· Jµ(X'cl • ¡: µ( x·- TÍ
1 !X' l) ~ 2n ¡: ¡ .. 1exi - x¡ 

l=l l=l 

esto, aunado a que µex• l=IX' lln y que µeX'cl=IX'c\/n (demostrado en 
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los incisos (1) y (2)), aie fftiuce ~r•clsa.ente el leaa. 1 

• L ¡.-i<Xl-XJ a 4doJXliX' J/n • 
l•I 

Ahora procederemos a demostrar el lema 2, que requiere de la 

suposlclóm del lema 3, que se presenta a continuación. 

LEHA 3 Para todo X & A medible, se tiene que 

2 
L µ( X-T1-2(X)) a 4doµ(X)µ(X') 

l=l 

DE/10STRACION DEL LE/1A 2 : 

ArIRHACIOH : Para todo X s; A medible, se llene que : 

DEHOSTRACIOH: Sea X E (X-t1-2 CXl) entonces X E X y X f Tt-
2 (X), 

es decir X E X y Tl(X} f n-1(X}. 

Si x e (X-T1- 1CX)), la afirmación esta probada. 

Supongamos que x f {X-n -i (X)), como sabemos que x e X, podemos 

concluir que x e Tt-
1(X), de donde n(xl E X, por lo tanto 

Tl(X) e (X-n- 1CX)), entonces x e n-1CX-t1-1(X)) 

y la afirmación queda demostrada. 

Esto nos permite asegurar que 

µ(X-Tl- 2(Xl) • µ [ (X-Ú 1 IX)) Ü 1Ti1 

• µ ( X-Ti 1 IXl ) + µ ( 

(X-n (XI) • -1 l 
Ti1 IX-T1-1 IX) J ) 

Recordando la definición de TI, podemos observar que se trata 

51 



prácticamente.de una tra~sl~c16n~1 .y_·que preserva'.la medl.da, es decir 

µ(Ti 1 (X:;~1" 1.(Í0)) ': p(X~T~ 1(Xl);; por !oque 

µ(x-;, -a C~l) •• s2µ(X~Ti'cx1j;. 
' 2 ' - -_. ; ''. ; .' .· 2 -.-.» ;· .. : --~ 

i:: µ(X-Tl""cxi)s 2'¡: µ(X~Ti 1 !Xl) 
1=1 1 =t 

Por la suposición del lema 3: 

2 • 2 

4doµCXJµ(Xcl s ¡: µ(X-n- 21Xl) s 2 ¡: µ(X-Ti 1 CXJ), 
l=t 1 =t 

con lo que podemos concluir el lema 2: 

2 

l: µ(X-Ti 1iXl) ~ 2doµ(XJµ(Xcl • 
1=1 

Antes de continuar con la demostración del lema 3, es necesario 

definir algunos conceptos que serán utilizados. 

DEFINICION : Dada una terna (A,íl,µl, donde A es un conjunto, íl 

una cr-álgebra y µ una medida, se dice que f:A ~ IR es medible si 

r-1 [a,m} e íl para toda a e ~-

DEFINICION Sea D e íl. La funclon caracterlstica x
0 

se define 

como 

si X E 0 

O si X ~ D 

por lo que J ;:
0 

dµ = µ(D) 

La demostración del lema 3 requiere de la suposición del lema 4, 

que se probará más adelante. Ambos resul tactos se enuncian a 
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contlnuac16n 

LEHA 3 Para todo X ~ A medible, se tlene que 

z 
Eµ( X-Tt-2 (Xl ) ~ 4doµ(X)µ(Xe) 

1:::.1 

Si TI es un automorf1srno de A y f una función de A en R, 

definimos TI (f) = rc,.-•i. 

LEHA 4 : Para toda funclón medible 9 en A, que cumple : 

l) f ,<P = o y Ü) f, ¡q,¡• '" se t lene que 

En lo sucestvo se usará la notación f.iti para L.t1ttx}dµ{x) 

DEHOSTRAC ION DEL lEHA Sea X ~ A medlble, definimos 

1HxJ=x,tx)-µ(X), 
{ 

µCX' l si x e X (ya que <fi(x)=l-µ{Xl=µIX'J J 
1ó!Xl= 

-µ(X) si X E X' (ya que </>(x)=O-µ(XJ) 

por lo que reescribir ,P(x) como : 

<t><xJ = µlX'Jx,lxJ-µ(Xlx,dxl. 

(Por comodidad, se usará la notación <fl = µ!Xc. J=tx - µOOxxc} 

nos permite concluir que 

f, </> = µ{X'Jµ(XJ - µ{XJµ(X' l = O .... (!) 

<1>
2 = µ

2 Cx'ix, • µ
2 CXlxx' 

f 1 1 
Z Z e 2¡ e ' q, = µ ex )µ(X) + µ XJµ(X ) µ(X'lµ(Xl( µ(X'l + µ00) 

= µCX'Jµ(XJ < " •••• (2) 
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Como se observó en .. , (1) y ... (2). la función ef> cumple las 

hipótesis del lema 4, por lo que también satisface su conclusión. 

Nótese que para Y s= A : 

= =X x) 
{ 

! si X E TI (Y) 

O si x E Tl(YJ TilYI 

{ 

1 sl Tl-
1 (x) E Y 

O sl Tl-
1(x) E Y 

TI (;:y) = ~llYI • • · (3) 

Además 'ti cumple las siguientes propiedades: 

51 f ,g y h son funciones de A en R. tales que h es una función 

constante y f,g sin restricción. 

l) 'i1(f+g)(x) = (f+gl(T1-1(xll = f(n- 1Cxll + g(T1-1(x)) 

= idf(x)) + illg(xll 

U) idh)(xl = h(T1-1(xl) = h(x) 

Retomemos lo que se habla conclu ldo acerca de la función fJ 

{ 

µ(Xc J sobre X 
~ = X - µ(X) = 

X e -µ(X) sobre X 

Por l), U) y •.• (3) , podemos aflrmar que : 

i12 C~J-~ = 'i12rx, -µ!Xll-x, +µIXJ = i1 2
cx,l-i1

2
fµCXJ J-x¡µIXJ 
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Anal izando el segundo miembro de la igualdad tenemos que 

lo que implica que 

sl X E Cn
2

CXJ-Xl 

si X E X-Tt 2 (X) 

en otro caso 

= { 1 sobre Cn
2

(X)-X) U (X-T1
2

(X)) 

1xn2 cx¡-x, l 2 
O en otro caso 

por lo que podemos deducir (de ... (4}} que 

j'ii'C<1>l-<1>l
2 

= x,Tl 2 1X>-XJUIX-T! 2{Xll 

que aunado al hecho de que T1 2(Xl-X y X-T1 2(Xl son conjuntos ajenos, 

nos permite concluir que : 

·fx2 2dµ= 
(Ti IXl-XJU{X-Tt IXll 

= µ(!T1
2

(X)-X) U (X-T< 2 (X)) 

= µ(T1 2 (Xl-Xl • µ(X-T1 2 (Xl) 

Demostramos que la función ~ cumple las hipótesis del lema 4, de 

tal manera que si lo suponemos cierto obtenemos 

2 2 

8ctof.l<t>l 2
• ¡: f.it1

2 l</>l-<t>l 2 
= i: ( µ(n

2
(Xl-Xl. µ(X-T1

2
(X)l 

1=-1 1=-1 

DEHOSTRACIOH : Como TI y Tl-I preservan la medida 

µ(X-T1 2 (X)) = µ(X) - µ(X íl n
2

(X)) = µ(T<
2

1Xl) - µ(X íl n
2

(X)) 

= µ(T1 2 (Xl-Xl = µ(X-Tl- 2 (X)) 
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Además en .•. (2) se probó que J,.¡,¡ 2 

obtenemos : 

2 
= 2 L µ(X-Tl- 2 (X)) 

l •I 

2 

µ(Xc)µ(X), por lo que 

I: µ(X-T1- 2 CXll ~ 4 doµcx•¡µ(Xl• 
1 =t 

Para poder continuar con la prueba del lema 4, es preciso 

recordar algunos conceptos y resultados que se requerirán. Cabe 

sen.alar, que no se incluyen demostraciones, nl se profundiza 

demasiado para no desviarnos del tema que nos atafie. 

Dado un espacio vectorial H sobre un cierto campo K, en 

particular C un producto Interior es una función de HxH en K tal que 

para toda x, y, z en H y toda lt.,/3 en C se llene que 

a) (x+z,y) = (x,yl + (z,y) 

b) (~x.y) = ~(x,yl 

e) "'C'X':Y> = (y,x), donde la barra indica conjugación compleja 

d) (x, x) > O si x ~ O 

Se dice que este producto interior sobre los complejos, es lineal en 

la primera coordenada si (i\x+f3y,z) = >dx,z} + {3(y,z} y es lineal 
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conjugado en la segunda si (z.~x+/ly) : >:tz,xJ • iitz,yJ. 

Sl H es un espacio con producto interior, deflnlmos la norma. (o 

longitud) de X mediante 11x11 = ( lx,xJ) 112 

Pensemos ahora en el conjunto .i2 {A}, formado por las clases de 

equivalencia inducidas por la slguiente relación : si f y g son 

funciones medibles sobre el toro {al que le habiamos llamado A), f-g 

si f{x) ;: g(x} para casl toda x e A, excepto quizá en un conjunto de 

medida cero. Los elementos de t 2 {A) deben ser de norma flnlta, por lo 

que es preciso deflnlr un producto interior en este espacio de la 

siguiente manera : 

(f,gl =J. f g dµ, de donde 11f11: (f,f) 

Una base para este conjunto, esta integrada por elementos de la 

forma 

X (p) = e-2fUlmx+nyl donde p = (x.y) 
m,n 

es decir, la farn111a {X }e.n e: Z tiene las siguientes propiedades ... 

( = { 1 sl lm. nl = (m', n') 
l} :t11,n':te',n' l O en otro caso 

ü) Para toda f • l!2 (A), f l: (f,x J x 
m,n E I m,n 111,n 

2 

lliJllrll= l:l(f,x >1 2 

m,n E l m.n 
Ver !Rul 
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La demostración del lema 4 requiere de la suposición del lema 5, 

por lo que se enunciarán los dos y una vez concluido esto, se probara 

el lema S. 

LEHA 4 : Para toda función medible ~ en A, que cumple : 

<if.4>=0 y U) J. 11'>12 «• se tiene que 

LEHA 5 : Sea {a11,n} un sistema de números complejos tales que 

L) ao,o = O y U) i: lam,nl 2 
< " 

•,n E l 
entonces 

l: jam,n<2o - am,nj 2 
t l: jam•2n,n - am,nj 2 ~ Sdo l: jao,nj 2 

11,nEZ 11,nEZ m,neZ 

DEH05TRACION DEL LEHA 4 : Por las hipótesis que se piden, 

podemos asegurar que 4' E .t2 (A), por lo que puede ser expresada como : 

I'> = l: Cl'>.x lx m,n 111,n ... = l: am,•Cl'>lx m,n . .. 
donde ao,m(l'>l = Cl'>.x l = f </> x dµ 

m,n A m, n 

Veremos ahora que se cumplen las hipótesis del lema 5 

ll ao,oCl'>l = (</>.x
000

l = f,4> ~ dµ = f •</> dµ =O 

(ya que X = e 0 = 1 l 
º·º 

U) l: jam,nj
2

=LjC\'>,am,nlj 2 =111'> 11
2 

= f.11'>1 2
dµ <" 

m,n •,n 
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Hablamos definido :¡,'«1» = 4>(n"
2
l. catS1"Aºs mrs···iifi'1-0rBE 

a.,n(T1
2(m = JF(~) :c.-: dµ .Sf\~\Q.-2 UEi xF~ (p~UfüQTEGl 

pero como tt-
2 preserva la medida {su jacoblano es ll, lo anterior 

= J.4>(p) X (T1
2
(p)) dµ(p) ... (1) ... 

como n {x,y) = lx,x•y), ·u 2 (x,y) {x,2x+y) y X (x,y} =e-2ntlm.x+ny) ... 
sl p=(x,y) se tiene : 

X ('t12{x,y)) = e-2lllhax+nt2x•yll e-;m1111u2n)X+nyl 
•,n 

=X (x,y) 
11+2n1n 

••. (1) = J 4>(p) X (p) dµ(p) ao'2n,n(4>) 
A a•2n, n 

am•2n,n(41) .•.• (2) 

Usando T22 de manera anilloga a la anterior, se puede concluir que 

a111,n(Ti1~11 = am,n+2m(r/d •... (3) 

Por el lema 5 sabemos que : 

[ l••,n•2m - am,nl
2 

+ L lam•2n,n - am,nl
2 ~ 8do [ l••,nl

2 

o,n m,n m,n 

Aplicando ... (2} y ... (3), sabemos que lo anterior es equivalente a 

L l•m,n(T,'14>11-ao,n(ef>) 1
2 

+ L lam,n(T1
2

(\!>) )-ao,n(4>) 1 ~ 
m, n m, n 

~ 8do E lam,n(4>) 1
2 

m, n 

y como ao,n(l/I + ~) = J (1/1 + ~) -X- dµ = J 1/1 X-- dµ + J ~ -X- dµ 
A 111,n A m,n A 111,n 
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= am,n(~) + am,n(,\ l 

también resulta equivalente a : 

m,n m,n m,n 

recordando que s.1r1
2 = 11r11 

2 = I: l<r.xm,nll
2 = I: lam,nlfll

2 

m,n m,n 

se deduce precisamente el lema 4 : 
2 

I: s,1<•
2

<4>l-4>l
2 

= s,1<z2<4>l-4>l
2 

• s,1<l<q,l-4>l
2 

• sdo s.14>1
2 

• 
l=l 

Para finalizar la demostración de este teorema, sólo resta 

probar el lema 5, que se presenta enseguida : 

DE:MOSTRACION DEL LE:MA 5 : Definamos los conjuntos : 

s = ZxZ-((0,0) y para todo T~S lz[T) = {f:T • e 1 I: 1f[xl1 2 < " } 

donde 11r111 = ( I: ¡rcxJl 2 
)'" 

X E T 

x E T 

y las siguientes funciones : 

Wl ! 5 -t S W2: 5 -t S 

w1[m,n} = [m,n+2m) wz[m,n} = [m+2n,n} 

Veremos que demostrar el lema 5 es equivalente a probar que : 

Para toda f E t2(S) se tiene que 
2 2 - 2 

11 r - fnwz 11s•11 r - fow111 s. [4 - 2~3} 11r11 s .... [!) 

Definiendo 

f(m,n) = am,n (recuérdese que ao,o = 0) 
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se tlene que i) f(m,n} = a.,n 

ill fow1(m,n) = f{m,n+Zml = aa,n•2m 

iU) fow2(m.n) = f{m•2n,nJ = a111•2.n,n 

de donde 
2 2 2 

11f{m,n)-fow1(m,nl11 s = l: ¡r1m,nl-fow1(m,nll = l: ¡am,n-am,n•2ml 
111, nlES 

2 
2 2 

11f(m,n)-fow2(m,n)11 s = l: ¡r1m,n)-fcw2(m,nJI = l: !a•'2n,n-am,nl 

2 

11 flm,nl 11 s 

(11,nJES lm,nlES 

E lao,nl
2 

Y Sdc = (4 - 2~J ) 
(m 1 n)ES 

con lo que se prueba la equivalencla propuesta, que se demostrará a 

contlnuaci6n : 

Definamos S.= ( (a,bl e S: mcd[a,b) = m) con mcd(O,a) = ¡a¡ 

y observemos que consti tutye una part iclón de S. Además cada Sm es 

invariante ante W\ y sus inversas {por propiedades del máximo común 

dlvlsor l : 

w1(S.l = w1"1(S.) = w2(S.) = w2-1(S.) =S. 

Dado que 51 e 5, tiene sentido hablar de b{St) 

AFtRKA.CJON : Para la demostración de ... ( 1) basta probar que 

para toda f e l2{St) real, se llene que 
2 2 - 2 

11f-fOWI1151 + 11f-fow2i151 < [4 - 2~3 ) 11f11 SI ... (2) 

DLKOSTRA.CJON : Supongamos ... (2} y probemos ... (1). 

Para cualquier subconjunto T de S y f e 12.(T), se llene que 

f = ft • ifz con f1 y fz funciones reales 
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¡rCpl 12 
= f1 2 Cpl + ritpl por lo que 

l: ifCpl 1
2 l: rf Cpl + l: 2

f2 Cpl 
p E T p E T p E T 

esto, aunado a que { Sa >.::i constituye una partición de S, tenemos 

que, partiendo de ... (!) 

2 2 2 
11 f - fowa 11 s + 11 f - fOWl 11 s 11 f-fOWI 11 s 

2 2 

= l: 11f-fowt11 Sm l: 11 Re(fl-Re(fowt) 11 Sm + 
•• l •• l 

2 

+ l: 11Jm(fl-lm(fowtl11 s. 
•• l 

Por otro lado, (a,b) e Sm si y solo si (a/m,b/m} e 51, de tal 

manera que si y ga : SI • C, go(x,y) 

g(mx,myl y 
2 2 

11 &• 11 51 = 11 g 11 Sm, de donde : 
2 2 

l: 11Re(f)-Re(fowtl11 Sm + l: 11lm(fl-lm(fow1)11 s. 
• " 1 •• 1 

2 2 

= l: 11 Re(fml-Re(f.ow1) 11 51 + l: 11 lm(fm)-lm(fm0w1) 11 SI 
• " 1 111:: 1 

además de que todas las funciones son reales, estamos en St, de tal 

manera que podemos aplicar el resultado de ... (2), obteniendo : 

2 2 

= l: 11 Re(fo)-Re(f.ow1l lls1 + l: 11 lm(fo)-lm(f.ow1) lls1 • 
m l!: l •• 1 

[ 

2 2 
>: (4 - 2~J l: 11Re(fm)11 Sl + l: 11 lm(fmlll SI 

11 i!: 1 11 :!: 1 
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(4 - zfi l ( ¡: 11 Re(fl 1i's. • ¡: 11 lrnlfl ll
2
s. 

m .t J • ~ 1 

• (4 - 2~3 l 
2 

t 11 f 11 Sm 
- 2 

(4 - 2~ 3 l 11 f 11 5 
•e 1 

con lo que queda demostrado ... ( l}, pero falla probar ... {2} : 
2 2 - 2 

11 f-fow1lls1+11 f-fowáls1 e (4 - 2~3) 11 f lls1 ... (2) 

2 2 
11 f-fowt 11 s1 + 11 f-fow2 11 51 ( f-fow1. f-fOWl )• (f-fow2, f-fOW2) 

(f,fl - (fow1,f) - (f,fow1) • (fow1,fowÍ) 

(f,f) - (fow2,f) - (f,fo1.12) • (fo1.12,fowzl 

pero como todas son funciones reales 

= 2(f.fl - 2(f,fowtl - 2(f,fow2) + (fow1,fowt) + (fow2,fow2) 
2 2 2 

= 2 11f11 st - 2(f,fow1)-Z(f,fow2) + 11fowt1151 + 11 fow2 ll s1 
2 2 

por otro lado: 11 fow1 ll s1 = ¡: jf(wl(p))j 2 = ¡: jf(pJj 2 = 11f11 st 
p E Sl p E Sl 

ya que w1 {1 = 1, 2l son funciones b1yectlvas, de donde lo anterior 
2 

= 4 11 f llst - 2(f,fow1) - 2(f,fow2) 

Por consiguiente lo que hay que demostrar es que 

2 2 
4 11 f lls1 - 2(f,fow1) - Z!f,fow2l e (4 - 2~3) 11 f ll s1 

6 lo que es equivalente : 

- 2 
2~3 11f115t ~ 2(f,fow!l • 2(f,fow2) 

Sea x (m,n) E S1. sobre el que deflnlmos la siguiente norma 
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llx 11 = máx (lml.lnl) y pensemos en el conjunto E= {w1,w2,w1-1,w2-1}, 

(llamaremos por u a los elementos de I:). 

ArtRHACJoN: al SI 11 x 11 = I, entonces 11 cr(xJ 11 = 11 x 11 para dos 

cr e i: y 11 cr{xJ 11 > 11 x 11 para los otros dos elementos del conjunto. 

b) SI 11 x 11 > 1, entonces 11 cr!xl 11 < 11 x 11 para un cr e i: y 

11 cr(x} 11 > 11 x 11 para los otros tres. 

OEHOSTRACIOK : Como se real iza por un método exhaustivo, sólo se 

hará para un caso ( 11 x 11 ::::: 1 ) , obteniéndose los demas de manera 

análoga : 

w1 (m,n) (m, n+2m) " 11 wt!xl 11 = IZm+nl > 11x11 

w2(m,n} (m+2n,nl "11 w2(x} 11 = lm+Znl • 11x11 (con n = O se 

cumple la igualdad y con n = 1, la desigualdad es estricta) 

w1-1(m,n) = (m,n-2ml "11 w1-1 Cxl 11 = ln-Zml • 11 x 11 { con n = O 

la desigualdad es estricta, con n = 1 se da la igualdad) 

w2-1{m,n) = !m-2n,n) .. 11w2-1{x)11 = lm-2nl = 11x11 • 

AfIRKACION Para cada x E 51, [ >dx.u(xll s 2~3. donde 
.,. e ¡: 

~ {x,y} ¡ 1 / 6 si 11 X 11 < 11 y 11, 

si 11X11=11Y11, 

~J SI 11 X 11 < 11 y 11. 
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Notese que l/>.{x,yl = ldy,xl para toda x,y e St 

0EKOSTAACI ON : 

Sl lb< 11 = 1, entonces : E >.(x.u[x)l = l + 1 + 116 + l/iJ < Z/iJ 
<TEZ 

SI lb< 11 > l. entonces : E l.{x,<T(x)l = 3(1/l:Í l + {j = 2/~J 
u e Z 

Recordemos que lo que faltaba por probar era 
2 

2~3 11r11 s1 ~ 21r,row1J + 2(f,fow2l 

Es fácil ver que para todo a, b, e e R con e > O se cumple que 

2ab se a2
-+ b2/c, por lo que st hacemos a= f(x}, b = f{a-(xJJ y 

e= ~{x.cr(x:)), entonces : 

2f{X)f(<T(X)) S l.(X,<T(x))f2 {x) + f 2 (<T(X))/;\{X,<T(X)) 

= l.(X,<T(xllf
2

1xl + l.(cr(xJ,xlf
2

(<;(xll 

= l.(x,cr(x) lf2 (xl + l.{cr{xl ,cr- 1
{a(x) llf

2
{crlxl l 

de donde 

E E 2f{x)f{cr(xll " E ¡; l.(X,O'(XlJf
2

{x) + 
:tESl CTE(w1,w2.) x~St UE{w1,w2) 

+ ¡; ¡: ;\ {C'(X) ,O'-l {O'(X)) lf2 (<T(X)) 

xESl O'Eh11,w2) 

pensando cr{xJ como y e 51 y o-- 1(crlx)) como a-- 1{y) tenemos que lo 

anterior es igual a 

¡: E >.tx,.,lxllf2 (xl = ¡: r 2 (xl ¡; 1.rx.a-txl! " ¡: r2 txiz~3= 
xESl aeI xES l cret XESl 

2 

2~3 E f
2

lxl zi:Í 11r11 s1 
xESl 

- 2 ¡: ¡: 2f(xlf(<r(xll s 2l3 ll f 11 s1 
JtES1 0--C(wl, w2) 

65 



pero ¡: ¡: 2.f(x)f( .. (x)) = 2 ¡: f(x)f(w1 (x)) + 2 E f(x)f(wz(x)) 
xES1 cre(w~, wz>. , xESl, xES1 

= 2(f,fowil + 2(f,fowzJ por lo que 

- . 
2~3 ll f 11 s1 ~ Zlf,fow1) + 2(f,fowzl • 

Con esto queda completamente terminada la demostración del 

teorema de Gabber y Galll, que nos permite la construcción de una 

famil la lnf1ni ta de expansores, con coeficiente de expansión 

constante, e igual a cz-~3l/4~ 0.067, que desgraciadamente es muy 

pequeño. Pero también ellos exhibieron otra famUla de este tipo de 

gráficas G'n,7, construidas sobre los mismos vértices de Gn,s (los 

expansores del teorema demostrado), pero con las ar is tas 

dadas por 

siete permutaciones 

ero' (x,yl (x,y) .,.,. !x,y) lx+Zy,yl 

crt 1 (x, y) (x,y+2X) crs' lx,y) lx+2y+l,yl 

crz' !x,y) !x,y+2x+ll ero' lx,yl lx+2y+2, y) 

crJ' lx,yl (x, y+2x+2 l 

Estas gráficas resultan ser Cn=m2 ,7, l2-i3l12)-expansores. Cabe 

señalar que este coeficiente es mayor al obtenido para la familia 

anterlor (aproximadamente 0.134). aunque desgraciadamente sigue 

siendo pequeño. Dicho aumento era de esperarse, pues el número de 

aristas de G'n,7 es mayor al conjunto correspondiente de Gn,S. 
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