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INTRODUCCION
Veamos anfes que nada algunos resultados de teorfa de la medida.
Definicién: 1.1

Sea 02 # @ fijo. Denotamos por P (‘Q) 'ril‘con"juntor potencia de {2,
ie. P ={A&AdcO} e

Definicién. 1.2 AR S
Una g-dlgebra, ¥ C P{{) es una f:mnln que samface

) oer. .

ii)ABE}’ A-BeT.

i) Si (AP Cc = U“_l A € F, donde (4,,}1 es urn sucesién de elemyncos de T,
Observacidn, 1.3 _ - - B

)067@mw@xﬂ~ﬂ€?

i) AeF, pues ¥=0-~A€7.

jif) Si(A4,)7° C 7 = o) An € 7, esto se deduc dJrectamente de fa definicicn.
-1

e

Sea ¢ C P[0}, T a-dlgebra generada por £, denotada por F{c), es una ¢-dlgebra tal que:

——
oy
m
+y
—
1
—

PRtHE
i) St F'es una ¢-dlgebra (C P(0)} que contenga a £, entonces tanbién contiene w I{s},

La condicidn {4) nos dice en 1eahdm qUL de existir (g}, ¥{2) es vinice, y de her ho que
s la niinima c-dlgebra que conticne

Teorema de Lxistencin. 1.9
Sea N #0, = C P(N) entonces existe una inica o-dlgebra C P{) denotada F{e) tal que:

i) £C 7 {:)

i

it} St 7 C F(5)) es una o-dlgebray s C 7= Fle) € 7

La demostracidn de este teoroma no se incluird it este trabajo pero puade ronsultarse en

[l



2 I'nzroducciﬁrn

gn e{emplo importantisimo de una ¢-ilgebra generada por un conjutiio es la o- al«nux a de
ore
Seall=Ryseacs= {(u b):a <b (a,beR)}. Sedefine la o-ilgebra de Borel de R como
Fle), y se denota por B(R). '
Algunos conjuntos contenidos en B(R) son:
i) (¢,6) e B(R) Va<h
ii} Todo conjunto abierto de R perteneuce a 5(R).
iii) 5i F es un conjunto cerrado entonces £ € (R).
iv) {z} =Mhzy (@~ 1/n,x+1/n) € B(R).
v) Todo conjunto finito o numerable pertenece a B(R).

Definicién, .6

Un espacio medible es una pareja ({2, F) con ﬂ 0y 3" € P(Q) una g- algebrd A los
elernentes de 7 se les llama conjuntos F-medibles.

Ast por ejemplo (R, B(K)) es un espacio medible.

Definicion. 17
Sea {1, ¥} un espacio medible. Una medida g en 7 es una funcién w ¥ — R* tal que:
iy Ay >0 vae?
iy p(@) =o0. i
ili) Si'(An)f. <5 una sucesidn disjunta de elementos de 7 entonces .
Uy An) =Ty #{An). A esta dltima propiedad se le conoce con el nombre de o-
aditividud.

Proposicion. 1.3 '
Toda medida ¢ ¢s aditiva, monétona v sustractiva,
i} Aditiva. {{(p{A U B)) = p{A) + p(B).
if} Mondtona. (A C B=p(Aj<pu(B)) A Bef.
jii) Sustractiva, S AC By p{d) < +o0 = p(B — A) = pu(B) = p(A).

Demostracidn:
) AuBuOUdUudU... = Au B = por la g-aditividad,
HAUB) = plj+ 1(B) +0+0+... = p(A) + p{ D).
iy B== AU (B~ {) entonces p{B) :/1( A B - A) > p(A)
i) Comoen (i1) «(B)=p(A) + p(B = A) = pli3 ~ plA) = p(B - A).



Podemos ahora definir el concepto de prababilidad, '
L

Definicién 1.9
Sea (£, ) un espacio medible. Una probabllld'xd en eatz, espacioes una mod1d1 P dafinida
en 7,y tal que P(ﬂ) =1

Nota: A los elementos de 7 se les llama. eventos.

Algunas de las propiedades de esta medida P son las siguientes: : ,
e ) PB) =0 e e
ii) 8i (An)5%, es una sucesién disjunta de eventos do Q entouces

P(D An) = imn)

i) P{AS) =1~ P(4).
iv) P(A)g1  YAC.
v) SiAC B= P{A) < P(B).
vi) P(Updn) < Y P(A4), con’(4An) no necesariamente ajenos.

Las propiedades {i) v (if) se deducen directamente de la definicidn. La propiedad (i4i)
se deduce asi: 1= P{)) = P(A U A) = P(A) + P(A°) por lo tanto P{A°) = 1 ~ P{A).
Las propicdades (fv) v () son consecuencia directa de que toda medida es mondtona, ie.
AC B = P(A) < P[B) y por lo tanto si 4 C O = P{A) < P{()) = 1. La propiedad (vi)
se debe a I a-wub-aditividad de una medida. :

Llegamos entonces a la siguiente definicidn.

IO S e - L. O U,

Definicidén:  1.10 _
Un espacio de probabilidad {(2, F, P) estd definido por la espesificacién de un conjunto {2,
una g-dlgebra 7 de subconjuntos de 3 v una probabilidad P definida en 7.

Yeamos ahoralo que es una varinble aleatoria, para ello veamos una definicién preliminar.



4 Introducciin

Definicion: 1.1

Sea (), F) un espacio medible fijo. .

Una fuicion f:0) — B sedice que es Fomedibie, st V. o €R, :
Ae={ze f{r) >e} €7 ie [es Fmediblesi VYaeR, f~{{a,0)}EF.

Definicidén: 1.12

Una variable aleatoria \ en un espacio de probabitidad {3, 7, P) es una funcién 7-medible
de Q3 R;yie. Xo(Q, 7)) — (R, B(R)).

Una variable aleatoria extendida es una funcidn X: (Q, 7) — (¥, 8(1)) tal que X ~{o, oo}
{co} € F paratoda e € R ' T

Es lo mismo que considerar a X una funcién real en §] que tenga rango fi nito ¥ que cumpla
[w:X{w) > 2] ¢ ¥ Vz e R. Podemos notar entonces que el que X sea una variable |

aleatona depende unicamente de F y no de P.

Si X es una variable aleatoria en {f2, f P); 1a medida de probablhdad inducida por X-es
Px en B(R), duda por

Px(8) = Plu:. (w)eB}, BeB(R).

Los nimeros Py (B) y B e B(R) caracterizan por completo a la variable aleatoria X en el
sentido de’que estos proveen de probabilidades a todos los evenics que incluyen a X,

Veamos poraque afirmamos que Py (£) es una medida de probabilidad, para ello basta ver
que Py es una medida v que Py{R) = 1.

) Py(B)=Ple:X{)eB}=20  ¥YBeB(R) porsor Pun probahilidad.

i) Py (@) = Plw: X{w) €0} = P{®) =0.

iii) Si{An)y es una sucesion digjunta de elementos de B{R) entonces

PxfU, An) = Pilw X w,cU“_ 1)) = Y02, Pl X(w) € A} = T2, Py (An)-
iv) Py(R) = Plw: X[w )CR) PIQ) = 1.

por lo tanto Py es una probabilidad.

8i X es cualquicr variable aleatoria discreta. la+ propiedades de X se pueden deterinivar
por completo por la funcidon de probabilidad Py, deiinida por

Py(z)=P{¥ =1}, z€R

Explicitamente, Px{B) =5 _-p Pe{r); v se trata de una swna numerable, pues Py es 0
salvo en las ., doude por r,, se entienden todos los valores de X, .



&

Por tanto poderaos afirmar que una variable aleatoria discreta se puede especiticar dando
un conjunto numerable {rn,n =1,2,. ..} de nidmeros reales v oan conjunto de probabili-
dades {Byon= 1,2, 3 {F 20, 3, Fu = 1), davde £, funclona como P{N = 5,1 La
probabilidad de que X pertenczca a B se encuentra sumando les P, para las cuaies X,
pertencce a B.

Algunas definiciones y comentarios 1.13

Sea X una variable aleatoria en {7, /). Decimos que X es simple si v sdlo si X toma-
tinicamente un wmimero finito de valores, discreta si y sélo si el conjunto de valores de .Y
es finito o infinito nunerable. Cualquier variable aleatoria en un espacio de probabilidad
discreto es discreta, pucs {1 es numerable,

Estamos ahora en condiciones de definir lo que es una esperanza.

Definicién  1.14 : : , :
Si X es una variable aleatoria en (02, 7, P}, Ia esperanza de X se define por
B(X) = [XdP = [ X{w)P{duj siempre que esta integral exista,

Como E{.X) es |z integral de una funcién X 7-medible con respecto a la medida d2 proba-
bitidad F, tenemos catonces qie se cumplen todes lus resultados de la teorfa de integracién.
Ahora bien, subemos que £;(0, 7, P) esla clase de funciones integrables que toman:valores
en Ryque fp fdP <400 VEET.

Podemos exprasar la esperanza de otra manera: -

Teorema: 1.i5

Sea X una variable aleatoria en (9, 7, P). Sez ¢:R — R una funcién Borel-medible. Si
Y =go X, enlonces \

BY) = A adP.

... en el sentido de que si algin lado existe, entoncés existe el otvo, y ambos Son fgnales.

n X R L] R
SO0

\/




6 introduccisy

Demostracién:
L:a demostracién se hara por pasos,
Sea g un indicador Ip, B € B{R}. Entonces

| BY)=Elp o X) = Hljxen)) = Px(B) = /R” dPx.

probande entonces que £(Y) y JR 9dPx existen y son iguales.
Consideremos ahora a ¢ como una funcién simple ne-negativa,
Sea g(x) = 3 ey X3l {X), los By conjuntos disjuntos en 3(R). Entonces

n
AY) =Y X;Elg;o X)

1=1

1

= ZXJ' / Ig, dPx pot lo Que acabamos de probar

/[ (Z\Ir JIPy pues 920

= fyoer

Nuevamente ambas integrables existen v son iguales,

Ahora consideremos a g como una funeién Porel-medible v no-negativa. Sean gy, ga,
funciones simples no-negativas tales que gy, § 4. : :
Acabamos de probar que E{g, 0 X) = [pgndPy y por el teorema de la mnquencia
mondtona Elge X} = [pgdPyy otn vez, ambas jutegrales existen y son iguales,

Finalmente, si g = g% — ¢~ cs una funcién Borel-medible cvalquicray ¥ = go .\, tenemos

EY) = E[Y - By~-) ,
= Elgt o X) - E(g” 0 X)

1 = +dP~-/ " dPy-
ﬁ{g X R’J X

= dPs
[oon

Si E(Y) existe'y E(Y ) es finito, entonces fp g~ dPy es finita y por lo tanto I{RgdP\
e\.lste Por u razonamiento similar, si JR 0 dFx existe implica Ia existencia de E{Y ) 0



Definicion 1.16

Sea X una variable aleatoriaen {Q, 7 P) %1! > 0, el ndmero F{ %) es Hamado el k-ésimo
momento de X; E{|.X]*) es llamado oll -831mo m'"u)uto absoluto de X Lf(\ L(\)\’] es
Namado el k-ésimo monenio cential, I(IX EXG) '\‘ k-ésiino mamento ceniral 1b>oluto,
los momentos centrales estin Gcﬁmuu: dnicatente & F(N ) os finita. ,

* Se definen la media ;= si k = 1ie. B(N); ha varianza := 0% = E[(X - E(X))?].

Podemos zhora hacer una comparacion, en esta ocasidn con los espacios Ly, a saber:

Definicién 1.17

Sea p € [1,-+eo) fijo y sea (R, 7, P} un espmo de probabilidad.
Definimos Lp(2, 7, P) = {X F—medible: [ [X[P dP < oo},
Sip=1= [ coincide con las funciones p-integrables.

Lema L1§
Si k> 0y E(X*) es finita, entonces E(XJ) es hmta para 0 < j <k

Demostracidn: S T )
Tenemos que JJ.X[; < [[X]lk paraO( j<k. o v o ’ 0

El blgmente resultado es casi inmediato -

Lema 1.19
Si n es un entero positivo mayor que 1, E[X"~1) es finita y E{X™) existe, entonces

E|(X — E(’\ ; (’;} (- B 2k,

En particular, si F{X) es finita, (E(A?) siempre existe si X* > 0}, entonces
o

varX = E(N?) - [E(X)]". ‘

Desigualdad de Chebyshev  1.20
Sea f una fuheidn en (Q, 7, p), no-negativa y Borel-medible. Si0 < p <ooy 0 < e < oo,

plecfe) 22 € - [ 17



8 Introduccién’

Pero la siguiente versién se usa mucho en probabil KLtd ,
Si ¢ es una funcién en (7, 7} Borel-medible-y P vs una medida e pm nhxhdad en ¥, se
definen:

m= ./ﬂ gdP sesupone finita la integral.

02::/ —m)*dP.
Rty
Si0<k< oo, R FE

 Plulgw)-ml 2k} <

Esto se deduce de la primera versién, tomando f = |g ~ m|,' g= 'ka, p=2

Demostracién:

A Pl / P> e f(w) 2 €.
{w:5(W)>¢}
Estudiemos alkora un nuevo concepto.

Definicién  {Variables alcatorias independientes) 1,21
Sean Xi,..., X, variables aleatorizs en {Q, 7, P). Se dice que X, ..., Xn sou independi-
entes si y s6lo si para todos los conjuntos By,..., B, € B(R), tenemos:

PIX, €Bi,..., Xn € Ba} = PLX € By} ... P{Xy € Ba).

Lo anterior significa que una afirmacién sobre X corresponde a un evento de la forma
i = {Xi € I3}, por lo tante los eventos 4y,..., A, van a ser mdependlenter En otras
pa]abres, si XN = {Xi,..., Xn) entonces Py es el p1 oductode Py, 1=1,...,n."

Notacidn: v.a.i abrovia variables aleatorias independientes.

Obqerv'acionos‘: 1.22
a) 8i Xi,..., X} son independientes, entonces Ny, X Vk < n tambidn 1o son.



Demostracidn:
'I
P{X] G'Bj, ,z‘kij}ﬂP(let:FI, .,;Y[CBL,\I+1€I\‘ ‘1\&"63}
=P{XyehB ). . PlXy € B}

b) Sea {Xi,¢ € I} (un conjuuto arbitrario de fridices} una familia arbitraria de variables
aleatorias. Se dice que {\y,1 € [} son independicntes si y sdlo st Xj,,..., Xi, son inde-
pendientes para cada conjunto finito de subindices distintos {iy,...,ix} en /. o

2

Teorema: 1.23 ,
Sean X1,..., Xy vaiden (€, 7, P). Si todas las X} son no- negativas o si
X <too Vi entonces B[Xi, .., An) = (X B(Xa) .. B Xa).

Demostracidn:
SiXi20  Vim EXi,... Xu)= g Xi... XndPx(Xy,..., Xs) donde X = (3’1, LX)

Como se menciond al dar h definicién de v.ai.; Py es el producte de Py, { = 1, 2 oy
entonces ei leomua de Fubini plica que: ,

E(Xy o Xn)= [ XidPs, ... /R XadPx, = BX)E(X2) .. E(Xa)

R

EX) < 40 Vi E(],\',,b...,X,,{) = M0, B(|X;]) < 400 y podemos aplicar
uuevamentc el teorema de Fubini. . 0

Definicion  1.24
La funcién de distribucion de una v.a. X es la funcidn F = Fx: R — [0,1], dada por

Flz) = Plw: X{w) <7}z € R

Observacibn: :

Como para ¢ < b, F{b) - F(a) = P{w:e < Xw) < b} = Pr(a,b], F es una funcién de
distribucién que corresponde a la medida Pr de Leuugue -Stieltjes.

Fu particular, /¥ e3 monétona crecicute y contfuna por la derecha.



-=10:Intreduceitn-

T(!orema 1.25  Laey ddhil de los grandes mimeres.

Sean Xy, No.... v.ad, { no necesariatente con In misma dxsmbuuon }, cada una con
media y varianza finitas, bupoummm que las varianzas estan uniformemente acotadas
por M < +oo. Sea S = N} +....X,,. Entonces S, ~ E{S, ]/n converge en probabilidad
a 0, esto ¢s, dada £ > 0,

Su — E(Sh)

n

P{ [2:} =0 cuando  n—+co.

Demostracién: :
Antes de hacer la prueba probaremos un resultado que resulta util a saber:

LUGI(Yl-r... A EI_IUU)X coet

Jvar(X o+ ) = I(a‘h'%- ot Xn ';"‘4({’_) : ‘_'k '("”))2]
S ~ZE{(A,— (X)) +z>“q\— \’)(v' BCX)

Syj=1 .
1<) _ L
. n ' B
) =S HN - L ]+”ZE ,\)—E(\’) B
=1 ‘,<..,x
n ' N
= Z varX; .
1= o
Ahora si, la demastracicn del teorema:
Por 1a desigualdad de Chebyshey: ' R )
Su = E1S,) 1 g S ELSu)
In 7 lindes oy g g )
= ) a"Sn
’ e*n?
; = V varly por lo que acabamos de probar,

€4 f:i

C
Como las varianzas estan uniformemente acotadlas tenemos que

n ,
varXpy < M Vhk= ; varXy < nil

. 1 & . M
por lo tanto —— E varXp < em— — 0
en? fu £3n



Probabilidad y Esperanza Condicional

La nocién de nralmluhd A condicional de un evento /A “dado un evento B” cotresponde a
la frecuencia de A en pruehas sucesivas donde B ocurre. Para cada evento A, larelacion

B)P(A|B) = P4 B) .

es decir,
PN D)

TPBY
siempre y cuando P{B) # 0, define la probabilidad condicional de A “dado un evento B”.
Denotaremos a P{A|B) como Pp(:).
En el caso en que P(B) = 0, tendremos que P{A N B) = 0, por lo que P(A]B) queda
indeterminada. Por el momento vamos a analizar finicamente el caso en que P(B} # 0.
La funcién Pg en la a-dlgebra de eventos 7, cuyos valores son Ppid), A € ¥, se llama
probabilidad condicional dado B.

P(A|B) =

La idea que subyace a la definicidn es la siguiente: :

Si considerainos a la probabilidad condicional en tériminos de un observador en posesidn de
informacion parcial, un espacio de probabilidad {1, 7, ) describe el trabajo de uu proceso,
gobernado por el azar, que produce up resultado » distribuido de acuerdo a P. () es
para el observador la probabilidad de que el punto w producido esté en A

Supongainos ahora que I inica informacion de qie dispone el observador consists en saber
que o estd cu B :

Desde el putiio de vista del observador, aliora en posesion de esta informacidn parcial sobre
w, Ja probabilidad de que o también ezté en A es P{AIB) en vez de P(4).

Ahora bien, de la definicion se deriva que si P es una probabilidad sobre 7, tambidn lo s

Pp pues:
I VT . n/ﬁmp\ PiRY
B{) = PUUD) = S5 = gy =

Pp{A) = PLAB) = £ m[” >0 YA€ 7 porser I” una probabilidad.

Pp{Uil, &) = P2, l II? = o2 PLAIR) pues P es o-aditiva,

Ast, la expresion condicionante “dado I significa que el espacio inicial (@, 7, I) se puede
sustituir por (1. 7, Py).

Tencmos entenices que si X es una vaa., en este nuevo espacio do probabilidad, la esperanza,
en caso de cxistir, se denoning es pum-/ a condicional dada 2 v se denota por

EplX) = E\N|1 = /,\',u‘s



Como Py =0en (Ah BE) VAET, entonces

BX1B) = /B XdpPp -

y como Pp = ﬁﬁ]’ sobre (AN B) YA€ ¥, cutonces

Ayl b -
BXIB) = 375 /B X dP.
Podenios cntroncers de>ﬁ1iir la esperanza condicional de X dade B como:
P(B)E(X|B) = / XdpP
B

siempre y cuando P(B) # 0, i.e., que B no sea nulo.
Si consideramos ahora el caso en que X sea un indicador 14, tendremos

P(B)E(L418) = /E I4dP = P{ANB)

| de {al fom.m que la probabilidad condicional se puede definir por :
P(AIB) = E[1.]B).

Esto quiere denir que si E(-{B) = Ep es la esperanza condicional dada B, con valores
E(X|B) en la familia G5, donde §y consiste en la familia de todas las v.a. X cuva.integral
sobre B existe, la probabilidad condicionsl Py viene a ser una restriceidn de Ep sobre la
familia [7 de indicadores de eventos.

Analicemos ahora el concepto de esperanza condicional, pero concebido cono valores de
una funcién, ie., vamos a considerar a la esperanza condicional como una funcién con dos
valores reales, de 1a manera que sigue: :
El mimero E{N{D) va 1o se va a asignar, come antes n B sino que se va a asigna: a todo
w € D, e igual procederemos con E{N15). e esta forma hemos obtenido una funcidn
definida de Q a R, cuyos dos posibles valores son: :

e (BN, siweB; T TR
fxlw) = {E(.\’lB“), si w € B

o lo que es lo mismo ,
(E(XIB)lo + E(X 1B I5)(w) o)

Para el caso mis general, consideremos a {B3;} como nna particidn numcrable de {1y sea
B =o{{B;}). Sea § la familia de todas las v.2. X cuva esperanza (X} existe, de tal
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manera que su-integral in¢ definida existe y ¥, por lo tanto, su esperanza condicional también
existe,
Aligual que en {1}, obtenemos la siguicutc funcion;

BX|8) = Y MBI ln,, XE§

que 1o s otra cosa que una funcion discreta
Nuevamente, tendriamos problemas si algin Bj es nulo, pues su valor correspoudiente

i

E{X|B;} estarfa indeterminado; sin-erehargo, vamos a dejar el caso de almin By nulo,-

junto con su definicidn E{X|Z,}, para después. )
De esta manera hemos llegado a una definicién:
La variable aleatoria discreta E{X|B} definida salvo equivalencias por

BX|B) = Z(PCB)/ XdP)Ip, VX€§

esla cspcrmzw «ondrrlon'\l de X dada 8.
Particularizando nuevamente sobre los indicadores, la funcion 8-medible P(A|B), definida
salvo equivalencias por

P(A}B) = E(I|2), A€ 7
va a ser la probabilidad condicional de A dado.8: la contraccién de Ef{e|8) = Lz sobre
Iy, denotada por Plo {n) =Fg,vaaserla pxohehxh» add condicional dada B, y sus \.ﬂom
van a ser las funciones 8-medibles P(A| D} con A € 7, definidas salvo equivalencias.
Hablamos ya de la o-dlgebra 8 v no de Ja particidn {B;} porque E{X]8) determina la
esperanza condicional de .Y dado un evento cualquiera no nuif.) Beb. :
De hecho si £ denota la suma sobre alguna subclase de j}, entonces chalquier evento
BeBesdelaforma LB, v tendremos

P(B)E(Y|B) = /

£

NP =3 /’-'

Jbsj

XdP =5'P(B;) K X|B

pero si consideramos a g como la restriccion de [ a £ definida por
Pg(B ) P(Bi,BeB

tendermos que f,, XdP = [; E{N|2)d o

Lo anterior nes teva a la simuiente deﬁmunn'r R
La esperanza eondicional {\'i.?} de N € § dada B es cualguier funcidn 3-medible cuya
integral indefinida con respecte a Py es la restriceidn a 8 de la integral indefinicda de X
con respecto a P Como I integral indefinida con respecto a Py de cualguier funcién 8-
medible determi m aesta funeidy salvo oqm\.llmm% esta delinicion nos dice precisamente
que VX € §, LIY|2) esta definida por

/)5‘(,\']8}011’5:/ XdP, Beb.
R B

K
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Con esto la deﬁnicyién de pfobabilidad coudicioﬁai 5e com'iérie en
f P(4}B) Pg = P Anp), Ae’, Bed
0 eqmmlontemeute en . o o

AIB ZP(’”‘B Ly, vies,
“salvo éqﬁiva]e‘néias.

~Veamos ahora que sucede con los eventos nulos.
Sea By la suma de todos los By nulos, y para cada A, seleccionemos P(4|8) con su clase
de equivalencia con w € I}, tomando los valores: :

T B(A) - S“ma si 5 es no nulo

P
' LY P(A) si Bj es nulo (C By):
Entonces, para cadaw € O, 1a funcidn Pf. en ¥, con valores P8 {4), es una probabilidad

y podemos cousiderar intesrales con respecto a ella .
Sea X € § y escribamos ’

-Eﬁ(X):/Xde, we .

Como V' w € B; no contenido en el evento B, tenemos

N D U R,
/)&de = 5] ./;3; XdP,

se sigue que la funcién en Q con valores EB( X} pertenece a la clase de equivalencia de
EB {X). Asi, podemos definir a E® (X} como Pg-equivalente a la integral j.?'(dPB, donde

P2,y deaqui fa integral, son [uncionss de W € £ @ simbolos

[ EB(X) :/XdPB c.s.

Estamos akiora en condiciones de analizar el case general: ‘

Iasta shora 1o que hemos hecho tiene el defecio de que hemos considerado o-dlgebras
generadas por.particiones nwmerables ¥ este no ¢s el caso de cualguier g-dlgebra dada. Sin
embargo tode o dicho anteriormente os posible gracias al teorema de Radon-Nikodym,
que se enuncia a continuacion:



Teorema: 1.26 . : ‘

Sean {0, F) un espm io medible, g 7 — K una medida o- finita' v vz ¥ — T una_wedida
con signo o-finita tales que 1 < s Entonces existe f medlb een (... F) tal quen(E) =
[s fd/x VYEe 7. Siexiste f! medible en (0, ) talquev(E) = fp ['dp YE€ 7 entonces
[= [ {cd. relativo a g). : .

* La prueba de esie teorema no se incluird en este trabajo, pero puede consultarse en [ ].

——

Definicién: 1.27 ‘
Supongamos que Y es una v.a, integrableen ((, 7, P)y que § esina o-dlgebra contenida
en 7. Entonces existe una v.a. £{X|§), lamada ¢ valor de la esperanza condiciopal de X
dada G, que cumple con estas dos propiedades:

E{(X|§) es G-medible ¢ integrable.

L{X]G) satisface Ja ecuacidn funcional

.LHXMNP;LXdR Geg

Nota:
§ es cualquicr o-dleebra contenida en 7, mientras que 8 era una ¢-dlgebra gene*ada por
una particidén numerable, Es por ello, que esta delinicion es mds general .

Para probar la existencia de tal variable zleatoria, consideremos primero el caso de X
no-negativa. Definamos una medida v en § por

wm:wa

Esta medida es finita porgque X es integrable, v es absolutamente continua con respecto 2
P. Por el teorema de Radon-Nikodym existe una fupcién f, G-medible, tal que

WG) = [, f 4P

Obseyvacién: 128

La infegral es ln misma en (@, 7, P) que en {2, §) cou £ resiringida a §.

Esta f cumple con las propiedades (i) v {ii).

Si X' no es necesariamente no-negaliva. podemos-considerar ELX TG} — F(X™|8) que
claramente tiene ks propiedades regueridas.
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Obscrvacién:  1.29

En general, vamos a tener varias va. EFIX]4). nocada una de ellas In llamaremos wuna
versién del valor de la esperanza condicion:il, Filo se da por el propio teorema de Radon-
Nikodym donde puede haber mas de una funcion que 1o satisfaza, pero siempre dos cua-
lesquiera difieren por un conjunto de medida cero, Por lo tanto cualequiera dus vworsiones
son iguales con probabilidad 1, con P restringida a §.

Dos resutados inmediatos:
E{X|{9,Q}) = E(X) con probabilidad 1

E(X|7) = X con probabilidad 1
Demostracion:
Jo XdP = [ E(X)dPsiC = @oﬂ : - e S
JoXdP = |, NP, G €7y Xes F-medible. B TR TR SO B N

El valor E{.X]%). en w se puede interpretar como el valor esperado de X para alguien que
sabe para cada G en § si esta conliene o no al punto w, mismo que en general permanece
desconocido. o )

La primera condicidn (i) asegura que E(X]§), puede ser en principio calculada a partir de
esta informacidn parcial. :

La condicidn (i1} puede expresarse como sigue

/[\- Jx\|g dP=0

Si al observador con la informacién parcizl comenida en § se le ofrece la oportunidad de
apostar, pagando una entrada de E[X]G) v se le regresa la cantidad Ny si adopta la
estrategia de apostar dado que G ocurre, esta ecuacién implica que ol juego es justo.
Esto es por la interpretacidn de la esperanza.

X — E{X]§) = ganancia si ocurre G.

1g[X - E(X]§)] = ganancia

¥ o lalXN = E(X|§)]dP = E{ganancia)

En gcnu‘ql se dice e un juego es justo si X es la ganancia y mlmplo con E{ X') 0.7 Esto
es, si se Juegn un wumero muy prande de vecesan juego, la ganancia promedio es igual a
cero. .

Vamos a retomar esta discusion cuando hablemes de martingalas.

También hay un concepto general de probabilidad condictonal dada una o-dlgebra.
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Teorema 1 30

Sea (O, 7, P} un espacio de pmb'\hlhc tad, C una sub-g-dlgebra de 7, fijemos & C_ 7. Existe
entonces una funcidu P(5]§): ({1, §) — (R, B), Yamada h pm)ablhdau condicional deB
dada G, tal que

PCNE) = / P(BIG) 4P VG € §.

Cualesquiera dos funuouc» de estas deben coincidir casi dondequtera con re<pe(,to a P, y i

en realidad P(514) = E(/pl§) cd. rel P , R

J
!

Demostracién:
Sea AMG) = PIGnB), G € § Entonces A es una funcidn en § aditiva, finilo valuada y

numerable (coxmble) absclutamente contina con respecto a P; la existencia y la unicidad
c.d. rel Pde P{B|G) se sigue directamente del teorema de Radon- Nikodym.

~——~=--La coneccién entre esperanza condicional y probabilidad condicional, se sigue directamentie - -

de Ja definjcidu anterior poniendo [g en vez de Y.

Propiedades de Ja Esperanza Condicional

Definicidn: 1.31
Sea X:(0, 7} -~ (¥, ) un ohjeto alcalorio. La o-dlgebra inducida por X estz dada por
F(X) = XY ‘

Observacién:  1.32

Los teorenms concernientes a Probabilidad Condicional se obtienen sustituyendo Y por
Ip, ¥ los resultados que se refieren a E{Y|.X) se obtienen haciendo § = F(XX), donde F{X)
es la g-algebra inducida por Y.

Para obtener los teoreraas para el easo discreto podemos reemplazar a § por (X =.2), en
general la redaccion es casi la misma.

Teorema: 1.3 B R e e
Supongamos que X, Y, .Y, son mtmeh:

i} St X = ¢ con probabilidad 1, entonces F{X]4) =a.

ii} Sig,b son constantes, eatonces Llay 4 0116) = a £{XN]§) i»bE()']g-)

fi) SiX <V con pmba}n!uhd t, entonces £(N]6) £ E(Y|6)

) LEXI9)] € HX)5)

v

BX
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_ Demostracmn
CIX = ¢ con probabilidad 1, I funeidn idénlicamente igual a.a salisface lag condiciones
{iyyo( u) deladefinicion de L{X}5), v por tanto {i) se sigue por unicidad. :
Para {ii) tenemos que e K{X|G) + 6E(Y]G) e inteyrable y S-medible, ¥
q v ¥ *

L [4E(X|§) + VEY|G)] dP = a /( E(X|§)dP + b /G E(Y|$) dP

=a/.‘,uzp+b Vap= [ (X vur)dp
G G

y esto para toda G en §, por tanto esta funcidn smsf «ce 1a ccuacion funcional de 1a
definicin de £{.\15).
(i) Si X <Y con probabilidad 1, entonces por (i)

/[r)’lg ENIG)dP = / Y)dP20 YGe §.

Como EY |J _‘\lg) es §-medible, este tiene que ser no-negativo con probabilidad 1; por
lo tanto Z{\16) < FY)G). Lsto pruobL {iti} asf como el hecho de que LLY|G) = £ y 19)
s X =Y conp rub"xb: idad 1. _

{iv) Se sigue dircctamente de (iii) considerando que =X < X < |X]. -0

De aqui en adeisnte, Y, Y7, 1%, ... son vas en (@7, P) v supondremos que sus esperanzas
existen. .

Teorema: 1.31

S1Y,>0 YuvY,1Y cd P, entonces )

a) E(Yul§) 1 LiY|G) e d. P

Si todas Yy, > 0, entonces

b)E(an, Yalg) = Yot EYal§) cd. P

En parfienlar, si By, Ba.. .. son conjuntos disjuntos en ¥

¢) P{UR(BnlG) LﬂJ”HGLdP -

Desniostracion: . :
2) [g¥ndP = [ EYu|5)dP, G en §; por (iii) del teorema (1.33), los E(Ya|§) crecen a
~una fuuuun h, G-medible. ,

. Por ¢l teorema de la conv ernuma mondtena [ 1" dP = [ hdPeon h = EY|§) cd. P.

b) Por (ii) del teorema 1.33, E(TH_ Yil§) =Y 0o, E(Vi|G) cd. P '

+ Cousideretnos n — 0 y aphmndu {a) obtenemnes el resnfado deseado, ‘

¢} Es un caso especial de {b). O



.

Teorema: 135 LR : :
FE(Y|6)] = E{Y); por tanto si Y es-integrable, también lo es F(Y§).

. Demostracidn:

EY) = jQ)d:”:JQL)Ile’:L a | 0

Teorema: 1.56 . - Ll Ll
Si|Yal £Z V¥n, con ](Z) ﬁmta / §- medlble y 1,, Y cd P entonces
EY,|6) — E(Y1§) cd. P.

Este teorema es andlogo al teoremna de la convergencia dominada para espemnms condi-
cionales.

...Demostracion: e e e et et e e
Sea Z, = >up|); ~ Y|, entonces Z,; es variable s leatorla y Z,, 1 0c. d P. Ahou. por el
k>
Leommaa.ntuxox E(Y,16)y E(Y]§) son finitas c.d. Py [E(Y,|G)~E(Y]§) }< Y -Y14)
por (i) v (ii) del teoremna 1.33. Dsto es menor o igual que E(A,‘If) por (iii} del tearema
1.33. Por tauto cs suficiente con probar que £ 7,,19 —=0cd. P _
Por (iii) del tenrerna 1.33, £{Z2,1G) | h c.d. P para alguna fuuuou it G-medible.
Como 0 £ Z,; <27, que ¢s integrable, tenemos gue

os/ hdP < / E(ang)u‘P:/ ZndP =0
n' " = 0

por el teorema de la convergencia dominada, poi lo tanto b =0 c.d. P. . O

Teorema: 1.37

Consideremos Yy, > 7 Yn, donde E(Z} > 00, Z §- medible.
a) Si Y, 1 ¥ cd. P entonces E{¥,]g) | E{Y|G}ed. T

by lim E(Y,|4) > E{ hm (}nlfﬂ) c.d. P

17—+ 00 S e e e o
- Bi considerame >ahom ),, < Z--Vngdonde I{Z) < +00 I .

¢)SiYsy | Yced P entonces E(V,]5) ) E(Y|§Ycd P
d) Im E(} nl.j) < B T (Yal§) cd. P
n-—+ oo n—-oo

Demostracion:
a) Tenemos 0 < ¥ 1Y+, por lo tanto Y+[J — BY*+|§) c.d. P por el teorema 1.34
inciso (a).
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Como 0 £ ¥ <77 que es integrable, por Io tanto E{Y,[6) — F(Y']ﬁ) c.d. P por ¢l
teorema anterior. Ahora :

EY,|§) = (Y+f Gy~ E(Y, ”iﬁ) por ( del teorema 1. 33

= B(YHG) - BY™|§) = E(Y'|§) por (i) del teorema 1.33

{Notemos que Y v Y7 son integrables).
b) Sea V' = inf Vi; = ¥, 1 V= lim V),

k2n, -0

Por (a) EVL'16)1 EOY'|G) ed. P, peroY,,' <V, por tanto
BY'g) = tim HY|5) = lim £Y])§) € lim

n-—+00 L v d] n—o0

E(Y.16) por {iii) del teorema}.33

¢} Se signe de (a) substituyendo todas las vaviables aleatorias por sus inversas.
d) £ Tm Y 6) = ~B( Lim (~¥0){G) > ~ lim E(-Y,[G) por (b)
n-—o0 n—od

n—eo

= T {1;,]6)

fi—¢ 00

Nétese la similitud de este teorema, con el teorema de la convergencia monutoua e\uendxdo
v con e} lema de Fatou. :

Teorema: 1% :

Si Z es G-medible, y si ¥ y ZV son integrabies, entonces E(ZY |g) = ZEY|G) con
probabilidad 1,

En particular E{Z|6} = Z.

Observacion: 129

Si X es G-medible, entonces claramente & \]C = X con probabilidad i. Este leorema
g una generalizacién de esie hecho. Para un observador con la informacidn en G, X es
efectivamente vna constante si es §-medible.

Demostracion.
Si Z es un indicador Ig, B€ G, v € € §, teneuns que

/Yzlfp:/ Y P = E{)":g).w:/ IBE(}"Ig)dP:/ ZEY|G dP,
¢ onB cnp .C C

¥y ZL{Y1G) es G-medible,



a

Por lo tanlo el resultado es valido para indic uluro
Sea ahora 7 una funcién simple; es deeir Z =377, Z;1g; con B,
Por (i) del teorema 1.33

BIYI9) =Y 41 1,]6) = szfs,z:u'm =ZAVYg).
1=1 1=t

Si Z es una funcidn arbitraria G-mmedible, cousideremos 71, Zas, . .. fuucioues simples y

G-medibles tales que |2, <2 v Zn — 7. . o
Ahora E{Y Z,,)6) = Zn E(Y]§) por lo que acabamos de prob'u y E(YZHIQ — L "Z1G)

por el leorema 1.36 y porque ¥ Z ¢s integrable.

Como Y es tutegrable, también lo es E(Y]§)}; por tanto E[Y
cuencia Z, E{Y|6) — ZL(Y1§) cd. : .
Por lo tanto E{ZY|§) = ZE{Y|§). R 0

§) es finito c.d. y en couse-

Notza: ' :
Es importante que E(Y[§) sea finito pues, por L}emplo & — 0 pero L{cc) no converge a
0. R .

El tomar un valor de esperanza condicional, puodn pelsarse cormo una operacién promedio
o suavizadora {smoothing).

Esto nos hace pensar que promednndo X con respecto a Gay y luego ¢l resultade pro-
mediarlo con respecto a §,, una g-dlgebra mas pequeia, nos debe resultar lo misino que
promediar a X desde un principio con §,.

Teorema: 1.0 De la proyeccién

51 X es integrable v las g-dlgebras §, y §n satisfacen §, C §o, entonces
a) LIE(X154)14,] = E(X|G;) con probabilidad 1.

b) ELELX|G NG = HN[G) ed. P

Demostracidn:

a) SiG € §,, entonces [, E{X|G,) dP jG (AP = [LEXG)dPpues Ge Gy . L

= FE(X|G2)16) = E(X]§,) ¢d”
Alternativamente, si ¢ € §y, entonces ‘}',, ETE‘\ [CNG AP = [ E(X[Gg) dP = [ X dP
pues G € Goy = FX{§,) = E[E(N]S z)ldx]

b) E()\[Q es G;-medible, y por tanto §,-med 1l)lc v

/L X163) P:/ E(XiG,)dP, G € G
[}
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Esperauza Condicional cono Operadores de Proyeceios,

"Hasta aqui hemes estudiado a la esperanza condicional como una funcidn medible, ahora
vamos a estudiarla desde otro punto de vista. La ldea en este punto o8 probar que la misima
esperanza condicional con fa que fkanos venido tiabajando se puede estudiar también como
un operador funcional en los espacios L, 1 € p € ce. Buscames probar esta equivalencia
porqué en algunes casos puede ser mas comodo trabajar a by esperanza condicional como
un operador funcional,

Sin embargo, antes de enfrar en materia enunciaremos y probaremos la desigualdad de
Jensen pues va a ser una herramienta fundamental en lo que resta de este trabajo:-

Desigualdad de Jensen: 2.1
- Bea g:] — R convexa. Sea X € L,{0), F, 1) v. 2, con X{w) € [ Vw. Siidesuna
sub-o-dlgebra de 7, entonces ‘

Bly(X) ] ¥) z_g( A | }l) ‘:éi(v.
Eu particular E{y(N)) 2 g(E(X)). '

Demostracisn: : ERETS
Primero xmtcmos que F( X|¥)elcd. pues, supongamo:, que a € Ry X >a, entonces
(X | ¥)>acd pues
02 B(X-a|¥)dP= (X-a)dP >0
} {Ex[¥yza) LIz '
por lo tanto X = a c.d. en {E{X]¥} < o}, lo que implica que P{E(X
por lo tanto g{ £(X | #)) estd bien definida.

# s&}:();

En el teorema anterior podetnos escribie ¢{y) = supleny +4a), y € 1, 28l
M n '

oz) Sanv by Y

por fo tanto E(g(z) | ¥) 2 @ E(N| ) 4 by cd.

Si consideramos el suprero sobre las n obtenemos e resultado, 00

Teorema: 2.2

Sea8 C 7 una o-dlgebray (9 7.17) un espacio de pI‘Ob'l})l]hhd Entonces el opemdor
esperanza condicions AW (o] 2): L2, 7.1 ) — Lol F P) 1 S p Lo, m una proyeceién
liveal positiva y una Lontmm‘wn {i.e H (18 < Hflf,, Su rango es Ly{(), B, P3).
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Observacién: o : :
©omo se habia mencionado auleummonie 1 'z es la.probabilidad restringida a la-
o—-dlgebra 8. :

Demostracidn:

Se probard pritncro la existencia de dicho operador.

Como P(0) = 1 tenemos que LH(0,F,P) C Li{Q, T, P) asisi € Lp(l,F,P)=> [ €
Li(Q, 7, P), i.e.f esintegrable y porlo tanto E(e]8): f — F£{(f18) € L1(), 8, Pp) existe.
Esto de hecho nos dice que la fuucién que a cada [ € £, le asocia E{(f|8) pertenece a [;.

Para ver que E(=]8) es un operador lineal pesitivo: .

i) consideremos v(A4) = f [dP, entonces 128 — R es una funuon a—ddmva que es

absoluta.mente «.outmua réfativa a P '8, Y coll mayor razon a P.

Sea f20cd. = v(d) 20 = f},"; > 0= ( |8) 2 0 c.d. pues por el teorema de
Radon-Nikodym E{f}3) = f c.d. siempre que f sca B-n redible. .

i) Ele]Z). [~ E([]8) es un operador lineal L.e.si fy, fo son integrables, entonces
Eafi +b/2]8) = ¢ E{ [y |2)+01{ f2] 8) e.d. ¥ esto es gracias a 1as propiedades de la infegral,

Probaremos a continuacién que [{e]2) es una proyeccion.

- -~ - ¢ + ‘ . .. . ‘
Ya hemos demostrado que si 8y & 8o C 7 son o dlgebras y A es lutegrable, entouces

B(E(X|82)[81) = E(E(X|81)182) = E(X|8)) ed. (0)

E(E(s|B)|8) = E{e]Z) ie. [E(e]B) ¢s un operador idempotente.

Vamos a probar ahora que se trata de una contraccicn;
HESIB < 11
) Sip = koo, entonces | f] € {]f]]e ¢.d., de tal forma que
VELS1B)) < ELfL) 8) < B1) «oIB)"Ilme cd.

por lo tante  ||E(S | 8)] 1Mo ¥y E(sl8) s una contraccién en este caso.
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Por lo tanto, por tratarse de un operador lineal idempotenie v contractive, tenemos que
E{e]8) -c3 una: proyeceisn,

Observacién: :
Esto tambiéu muestra que E{f]8) € Lo(0, 8, ).

i) Si 1 < p <00, sea 2(X) = | X]P. Entonces p(o) es una funcién continua convexa en R,
YIr ()€£ Q!J'P} o

Por la desigualdad de Jensen esto implica que -

BB zp (EUIB) ed ()

tenemos enton( os;

e = | (f)dP porla definicién depy de uju;f

v

= n/ Elp(/)|8)dPg  por delinicién de esperanza condicional
/ p(EL/18)) Py por (4
|

]
E(f18)I}}

Il

Se sigue entonces que F{f]3} € Lp(©, 8. Pg) v que JE[f1B)ils < i1l

Por lo tanto E{e]) es electivamente una conlraccion y en este caso cou raugo <ontenido

en £,(Q, B,J’v).

Como E{e}8) es la identidad en £,{Q, 8, Pg), su rango es precisamente L0 5. Pa). [0
1 P B 1 g I pyie 7

Teorema:
" 8ea (Q, 7, 7} un espacio de pmfn nlulad v una o- dlgebra.
SiLp(F) v Lp{28), 1< p < oo son os espacios de Lebesgue en

(0,7, P}y {9, 8, Pg) vespectivamente, entoness exisle una proyeccion
Q: Ly (F) = Lp(F), QUL(7)) = L,(8), Nlemada @ = (o] 8},

que es positiva, ) es una contraccion, v

Qt=1cd S8, C2 C 7sono-dlgehrasy Q= Eo[By), i=12
son las proyecciones correspondientes, entonces (0 = @20 = Q).

0 -
=
n
7

\n'
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Mis ain, para-cada I <

<pSoe, QLM = L,02), @= 1}(;,,,} tivae una dnica
extensidn a Q; QULT)) =L

Ly (5) donde O s una espermnza condicional £ - continua,

Observacién:
Este teorema-es “casi’el teorema anterior.

Demostracion:

Por el teorema anterior y por (¢) se cumple que @1@e = Q20 = Q1. Lo dermz, excepto
lo de la extension ya se probd en el teorema anferior.

Para probar la extensién:

Sabemos que .Cp( F) € L1(F) ast que @ no sélo estd definido en un :,ubmpauo d" Li(7),
““sino que por ! Leordnsa anterior tencnos que es continue en norma Ly oot e
Como L,(7}. es denso en £y(F), la funcién lineal @ urniformemente continua en uu
subconjunio denso en £;{F), tiene una dnica extensién a todo L£(F) por el “principio de
extension por continuidad™en espacios métricos.

Nota:
En la prueba de la dltima parte del teorema, se usé el siguiente teorema de topelogi:

Si Xy ¥ son dos espacios métricos v Y es completo, si 0 C ¥ es un mlbconjuuio denso,
entonces una funcion f @ D — Y uniformemente continua tiene una Unica extension
2 ¥ = ¥ que es uniformemente continua en ¥.

Leyendo este teorema, surgen de momento dos preguntas:
1.- Existirdn algunos otros operadores en £,,(7) sobre L,(8), p 2 1, que sean una proyeceion
¥ una contraccidn gue no sean necesariamente una esperanza uondn fonal?

2- 81 Q: Ly(F) = L,(F) es wnn proveceidn ¥ una contraccicn, bajo qué condisionss ¢s
una esperanza condicional? : e e e i

Estas dos preguntas vienen a ser en cierto sentwto un inverso a este dltimo teoreina; para
analizartlas estudicinos el siguiente resultado;

Teorema: 2.4 .
Sea (€1, 7, P) un espacio de prohabilidad v & C ¥ una o-dlgebra. Si L,(F)y £,(8)

{C Lp{T)). 1€ p < oo son los espacios de Lebasgue en (0, 7, P) y ((2, 8, Pg) tespectiva-
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mente, entonces toda proyeccidn Q en L,{F) lincal ¥ que es una contraccién, con rango

Lpl8), coincide con la esperanza condictonal E(s18), i.c. Q{f) = EUfiE) Y [ & LpF).

- Demostracion: )
La demostracién se va a dividirendos casos I < p<ooyp=1

Caso'l) 1<p <o .
Sea ¢ = 5Ly 8i fo € Lp(B) es un elemento acotado, entonces es claro que

fo€ Lg(B) € £,(7) | : (%)

~La‘ideaen ﬁﬁibﬁos césos es probar que : : ;
/eriP:jfdP VIEL() v des,
A ' : e

de tal suerte que el resultado se councluya,

Recordemos que {£,{F))*, el espacio dual de £,{7), sc identificz *ambién con £,(7) para
1<p <o
El operador @* : Ly — Ly, definido por:

1

| (Qf,9)=f(Qf)ydl’= [ J@)dP={7,Q%) YSeLli(7) v g€ L(F)

’YS
es Hamadg el adjunto de Q v es un operador lineal acotado,

Mids atn ||Q]] = [|@*]. v (Q*)* = Q* si Q% = Q, por lo tanto @* es una proyeccids y una
contraccjon si 2 tarabicn lo es. ’

De becho, si Q* =Q y g € Lqo(F), enlonces
(1.Q°0) = ()0 = (@°[.0) = (Qf,Q") = (£,Q""0) (1)

A, . . . 2 y
Como f € L,(F) es arbitraria, Q*g = Q* ¢ v por lo tanto Q" es una proyeceion.
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Respecto 4 la ecuacion de normas, por la donmunn de norma de un operader, tenenios:

) HQ ” =->HP1HQ’.4l iq - H.nlu
= sup (sup{ 1, Q)

<

o

,como‘ lllxllq:sup{[([ hfdp}:
' = sup {sup{[{Q/, o)l - |11, < 1} 2 llally < 1)

<1} por definicidn i
l V
i

1
e €5 il €13
il <1},

=sup {sup{l{Q/, g}l : llglly < 1} = [1flls €1} 1>0rdeﬁmuonde 0}@‘ oo

= sup{[|Q/ly : [I/ll> < 1} = [|QIl

por lotanto [lQ*lt < 1si ||QIl €1, lo quese cumple, pues Q  es una contraccién.
Estos cdlculos son cicrtos para todos los operadores acotados en un espacio de Banach.
TS L 6 considerado como (Ly)” v si kg =Q" fo € Lg(F) con fo € Ly(8) entonces hgmo
: s6lo estd en L£,(F) sino que esti en L,{B). En clecto:
lholly = 119" flly < 116°1 1ol < ol oy

Por otro lado, si A € B es tal que ya € L{B) = Q(L,(F)), y como fo € Lp(F) = foes-
integrable, tenemos: '

f JodPg = ‘[ xafodPg = [[ QlxalfodPg, pues Qya =ya,

A
= ([ Yal0* Jo) dP = {( YahydP = / hy dP = / E{ho}3) dPg {3)

CA A

Pero fu y Elh|8) son B-medibles v A4 € B e= arbitrario. se sigue entonces de (3) que
Jo = E{hg|B) cd.

eorema anterior E(¢|B) es una contracion en 5§ que:
Abora, por un teorema anterior E(<|B) es una contracién en L, asi que

_ Walla = 121 B}y < ‘lhclxq (4)
S Do (8) y () podemes conclufrque [[felly = Whslle. oo o e il
Como 1 < g<co, @(X)=|Y]¥ esconvexa, = por la desigualdad de Jensen
go(fo) = 9" /1()!8 ) < E ho)‘[)) ¢.d. ...(5)

y la desizualdad se cumple en un conjunto de medida posiliva siempre que g no sea
B-medible.
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Sila pximem posibilidad se cumple

ol = r[ wlfo) 4P < r{ Elp(ho)|2) aP = ({ olho)dP = holly (6]
| :

pero esto contradice el hecho ¢ue habfamos probado de que
| [lfolla =1lhally = ko es B —medible.
ASfifo = E(hy|B) = ho c.d. y fo es un punto fijo en..Q‘.
s Aeb e fp(B)nfe!(B), y Vf< L,(%),

;

/ QrdPs = ({ X4Qf 4Py = r( Q*(xa)f dP = Z XaldP, yaque Q(xa) = xa,

=/ de:/ {f18)dP; (7)
A : A "

Aqui usainos nuevamente que L,{7) € £,(F)
De (7) se sigue que, como Qf € £,{3) = Qf os S-medible, QF = E{f|2) Y Je L {¥).
; . .

Con esto conclufmos el primer caso.

Caso 2} p=1
Como Q es la identidad en H(B) v lns constantes estdn el {8) = Q1 =1 c.d. da hecho

@1 ln I ()!Q» Ll =t
porlotanfosi0 < f < 1ed. ogun clemento arbivrario de £,(F), entonces por la linealidad
y contractividad de Q,

’ 1[( de:(((l - 11dP; 2/ 001~ 1) dPg pues Q] <1
) .

:(( (1 ~-QN|dP puss Q1=1

21--{ 0fdP



) Consce uontemen te

‘[fdPs/ QfdPS{/ le,ldPsZ fdP
) 1

Se sigue entonces que existe una igualdad por todas partes 'y que @f > 0 c.d.
V_p.d. Q(g) > 0 para toda g > 0 en L, (7)

i) 5i g'es acotada = ||g|ee < 00 -
0< mﬁ; <1sig#0ed. {puesg>0).
= Q(jpf=) 2 0, por la linealidad de Q y como i e constante
= mﬁ:@(g) > 0 por lo tanto Q(g) 2 0 pues ||g{foo = 0.
iW)Sig>0ygeLy(F) b
considero la sucesidn :
n=gAn

Observacidn:

gn L g entonces como @ es continua = 0 € Q(gn) — Q(g) Yan
por lo tanto Qfg) >0 S

. demoslracién de la observacion: .
0<g—gm S9ELi(F) i

g — gy — 0 punivalmente cuando n —

.

s porel T.CDL. [ g~gu— [0=0 » g éf g
porlotanto @y 20 Vg2>0en L{F)

fas aiin {8) también jmplica N
XJW:XQN@

para 0 < f < 1. Donde 7 f es B-medible.
p.d. esta igualdad se cumple Vg € £,(F)

i} para ¢ acolada

=0< ﬂgfmgl

20
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*’({ TP = & Clntrs) 4
1
como Q cs Ymeal o [ gdP = g dP3
9 T / e n/ o 4P
‘niultiplico ambos lados por ||g]lee ,\"{ grlP:(f Qlg)dPg ¥ g acotada.
i )

it) Vgel(F)

Seag,,zg/\n=>gn£~‘+g

f dP = fim / g dP= lim / Qgn) dP§ = / Qlo) dPs

pues [|Q( gn) (@il -—HQ(.'Jn ollli  por la linealidad
' FEER.S Hon ~ 9”! —0 ] y
:>/ 1Q{g,) - [dP —+ 0 cuandon - oo
Coumo ] / - Qlgn) dPl < lim / 1Q(g) — Qlga)| 4P 0.
n""w it CO
T / O ] Qlon) dP| =0
n—+02
= i /O VAP = / Qlg)dP = lim / Qlyn)dP
ﬂ-" o] 7 n-VOQ R L

| pf)f io t:mto (9) se cur plo ¥ [ L(F).

Afirmacién:
(9) se cumple st O es sustituida por A € 8.
D¢ hecho, cousideremos paran A€ B, 0L f<xay fe Ly(F)

(\ A}~ Q@)
Pedimos que b =0 c.d. Puessi @ es ])OS!U\’O setiene que 0K Qf < Qxay
Xath=x4%[Q0Af) - QNaQf)] = xa £ [Qva S ~ x4Qf)]
=xak [Q(\t(f QM) =Qlalxa £ 7FQN] pues Qlxaxa) =Qxa) = xa
SQaESFON =L QfF = xa 2 QFQf =xa --(10)

Entonces (10) implica que el par de designaldades y 4 + 5 < ¥4 ¥ x4 ~h = y.4 son ambas
ciertas. .



‘ Ije iglinl mancra, h <0y -0 <0 simultﬁuemneuh o
Pero h € £;(7), por lo tanto b =0 cd. y Q{xaf) = @lxa Qf) XAQS
pues Q[ € Ly (8) y Q es laidentidad en [,(8).

‘Vamos a probar que esta fllima ecuacién es cierta V 0<f<led en Li(7) (3 por lo
tanto por lincalidad para toda acotada, y por continudad de Q Y felLi(T))

Si A€ B esarbitrario, 0 < fya Syva {(J €1 y0< /x5 < x4 de tal forma que el caso
“especial implica {con j Xav /S \A) :

Q) = QU\A)‘*‘QU\A)—\HQU\x)+\ QUYL w(P)
=>XAQU) =XaQ(xa) +0=x4Q(/x4) = UXA,) {11),

por tanfo

[Q( dPB~/Qm iPg + / QUxa) 4P por (P)-

A

/ QUfxa)d '.’ pues P(d) = Pg(d) si. A€B .

A

= [ XAQ([xa) 4P = f[ Q@ xa)) 2P
s ) ep

pueé XaQ(xa) € Li(B) v@Q eslaidentidaden L,(B)
=1 @lxafxa)dP puessi consideramos ¢= fya

=2 Q(xag) = Q\aQu). g € Li(F)
=‘4 QlxalYdP pues vaxa =xa
=([ xafdP por (Sj

}

;[ JdPg = / E(f18) dPy
7 A

-(12)

Como los infegrandos extremos en (12) i.e.
f QfdPg = j E{f|2)dPg son 3-medibles y A C B es arbitraria, podemos concluir que

B fIB) 22 Qf e, para acoladas y por lo tanto ¥V f € L(F) {]
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MARTINGALAS ~ .. .

- Hasta el momento hemos definido el concepto de esperanza condicional y hewos analizado
algunas de sus propiedudes, esto nos va a servir ahora para estudiar un nuevo concepto
que es ¢f de nmrtmgal s,
Daxemos primero Ia definicidn de este nuevo concepto para después poder analizarlo.

" Definicidn: 3.1 _ R ,

Sea X, Az, -~ una sucesidn de v.a.- en un cspuio de probabitidad (0, 7, P}, v sean
F1, %, una sucesion de o-digebras en. 7. La'sucesion { (An, Fan=1,2--} esuna
m'irtmrfald si - : ‘

) yn C fn-{-l y : e

) Xpes 7y, —medible; 3 :
iti) B(|Xn]) <003 T AT
w) con pmbabxhdadl tenemos:

E(X,,;] I: }';,)‘;—*J\., od B )

Se dice entonces que la sucesxén (An)n es una martmgala con respecto a las o-dlgebras

(7n)n

Observacidn: {

Ta condicin {if) se expresa diciendo qu* X, es adaptada a 7.

|

Nota: )
* Si Xy representa la ganancia de un jugador despuds de la n—ésima jugada y F,, representa
la informacién que tene del juego hasia es2 momento, entonces {#) nos dice que la ganancia
esperada despuds de la signiente jugadi es Ja misma que la que tiene ahora. Esto es, la
martingala representa un juego jusio,

Ejemplo: Sumas de "yn a i 32

Sean ¥ =0y Vl,\l/ . v. a bocon E(J¥al) < ooy E¥,) =0 Va Sidelinimos
Xo=0y Xy =¥, +. a para 2 > 1, entonces {\,} es una martingala con respecto
aV¥,.
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Demostracién:
DE(Xl) < B+ + E¥al) <0,
E(Xn-iil l ‘IIO; ey \I’n) = E(‘\’n + \I’n-H l o, «-- ' ‘I}n)
:F(Xn‘\l’()z"' 7n)+E<\I‘n+l {‘I’Oa"'ywn)
= Xy + B(¥np1) yaque dus { ¥} son independientes
; = Xy debido a que E{¥;,) = 0 por del.
por lo tanto (X,,) es una martingala. - ' !

Observacién: 3.3

La sucesidn \1, Xa,... se define como una martingala si és una martingala relativa a una

" sucesion i, Fa,. Podemo: notar que las o-dlgebras G, = o(N1,..., Xn) siempre nos -
convierten a mm suc. {XNn)n cn una martingala. )

Demostracidn:
l) 91; C §n+1
1i) X» es G,—medible ’ -

111) 8i (% ) es cierlo, entonces

(X1 | 6,) = I‘(L(, e )9,1> = E(,x 16,) =
esto Wltimo por propic lades de la esperar.za que ya hemos analizado.
por lo tanto () se re .ice en este caso a: | o .
E(Xnt1 | Xy Xa) = X,
o

- Como: a(\',, o, Xa) € Fnoe Xy es T medible Von, entonees o(Ny,..., X)) sou las
minimas g ¢ l(rebxa,s con respecto a las cuales X, es una martingala,

Analicemos con mis detalle Ia definicidn de martingala que hemos enunciado.
La condicién (717) nos “m*y nrae que BN 7,,) existe.. La condicién (iv) nos dice que
que Xy, es una version de E{Nyyy | Fo);

Cono X, ¢s F,,~medible, entonces (#) se reduce a:
1

/ Xy dP = / XodP, A€ « (1)
A A

Como los F,, ostdn anidados, A € T, implica que

[ X, dP = [ Ny dP = ... = [ XogpdP.
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Por Io tanto, Xn, al ser F,-medible, es una versia de E(Xuek | Fo):
v : - ) ( nekA l 7”) - \n
- con probablhdad L paral >1LSid=0= KX))=EXp)=...,

Podemos entonces enunciar las condiciones de definicién de una martingala en termmos

de sus dxferencxaa.
An=X,-Xoo1 Mi=X1.

Por linealidad (¥) es lo mismo que E(Au4r | Fa) =0,

Notemos que como Xk = Ay -+« + Apy Ag = Xj = Xg—y, los conjuntos Xi,..., Xn ¥
Ay,..., Ay generan la misnia o-dlgebra: : :

(\1, Y n) -—U(Al, An).

Observacion: 3.4 - .

La teorfa de martingalas se cumple para todo intervalo de la recta, i.e. si consideramos a
{(,\,,, N } una martingala, o subm(llw n puede ser continuo en el.caso de que n corra
sobre un intervalo de recta, o discreto en ol caso en que corra sobre los naturales, o sobre
conjuntos numerables. En esie trabajo vamos a estudiar inicamente of caso discreto.

Definicion: 3.5
Las v.a. X, son una submartingala relativa a las o-dlgebras 7, st (1), ({7) v (iid) de la
o, A ! R & s 4 .

definicién de martingala se quedan iguales v si (iv) se convierte en:
(¢¢') con probabilidad 1; :

E(" oy l J’:n) > X : (**)
Igual que antes, (X, )y, es una submartine 1a si lo es con respecto a alguna sucesicn (7)),
y la sucesién 7y, = o(Xy,..., X}y) es Ia 1 fuima sueesion que funciona para tal efecto,

Pensar en (##) es lo mismo que
: i

[ Nos1 P> / N, P, AEF. ()
A A
Inductivamente, al igual que antes, podemos ver que
BN | Fn) 2 Noo VAL L w(3)
Tomando las esperanzas en la ecuacidn anterior obtenemos que

EX)) € X, <. ..(4)

T R T T sy v Sl g L S
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Ejomplo: 3.6 : _

Considereros (¥, ), igual que en el ejemplo 3.2, pero en esle caso supongamos: que
E(¥n) 20 Yau2 2 Sidelinimos No =0y Xy = ¥y +.. 4+ ¥, para n 2 I, entonces
{Xs} ¢s una submartingala cou respecto a ¥,,.

Demostracidn: .
-')'({X”|)<F(|T ) + v--+I5(]\If,,)<oc :
) E( X1 | Yo, W) = Xy + B V0ga) 2 X, '

por lo tanto (.X,) es uun submartingala. g

Definicién: 3.7
Tnvirtiendo la desigualdad {#) en la definicién anterior, obtenemos la definicién de su-
.permartingala. Las desigualdades (2), (3) y (4) se ivvierten también,

Asi pues, la leorfa de supermartingalas es siméirica a la de submartingalas.

Nota: .

Yolvamos nucevamente al jugador cuva ganancia es .\, después del n—ésimo juego v
cuya informacion sobre el juego en este momento se representa por la o- ~dlgebra Fu. Si
Fo=0o(X,..., X)), ¢l conoce Ia sucesidn de sus ganancias v nada mis. pero ¥, pwdiera
ser mayor. La condicidn (#) de martingala estipula que su gananciz esperada después
del siguiente juego iziala su ganancia aciual, de tal manera que la martingala se puede
considerar como un 1: »delo de juego justc.

En cambio la condicicn {#+) de submartingala nos dice que gana o al menos no pierde en ¢

_promedio, In submartingala nos representa un jueso fmm able al jugador, de igual manera

la supermartingals nos representa un juege desfavorable para el jugador,

Veamos ahiora alzenos resultades importantes que wsaremos para probar algunos teoremas
de convergencia de martingalas,

Teorema de recta de coporter A8
Sea ¢: ] — R, donde I es un intervalo abierto en R, acotado o no acotade. Supongamos
que g es convesa, eslo es:
gloz + (Y —a)y) agle)+ (L —a)gly) ¥V nwelyVaeld 1]
Entonces existen sucesiones {a,} v {0} de ndmeros reales tules que Vy € I, teneinos

aly) = supluny -+ by).
fnl

para entender mejor el teorema veamos una definicidu:
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'

Recta de soporte:
Sea ¢ una funcién convexa en (4,0 v 20 € {a,b), La recta y = m(.t-— 1:0) + <p(fu) a
través de (rg,2(20)) vs Hunada una recta de soporte en g si siempre esla debajo de Lx
griflica de ¢, esto es, si 2{x) > m{z — g} + 2l ). -

Tallinea es una linea de soporte si y.solo si la pendicente m estd entre las dumdas izquierda
y derecha de 1y

La idea del lcorema es pxobar que g esel supxemo de un numelo uumerablu de lineas de
soporte. SRR

Demostracién: - N : \

Sea g: I — R una funcion convexa, I un interva]o abierto ¢n R. 510 < iy < ha, entonces .
por la convexidad,

ot ) < PRl gy gl
por tanto ﬁlT[!l(.r-l- fiy) - g(ar)] < %[g(ar + ha) - g(;r)] 1)
y - ,—};[!L(z ) —-g(r)] < —171] [g(z ) - g(r)] R (2)

Ademds si b, B > 0,

I It
g{z) < T glz =)+ Y g{r + 1),
o WY ol o WY af R )
entonces 4 ’i)/, o) < glr 11/3 o) A -(3)

Con (1 (1) y (2) probamos que g, v g existen en [; ¥ con (3) que estas derivadas son finitas.
Mas atn, de (1) y (2) : !

\ () — ‘
gh{x) = inf glu) = {I) . gL =sup 9l2) — olu) (4)
y>z ¥y- y<a . Tl .

ypor(3) gL(x) Sdhle) (8] .




Sizy < 2o, entonces . ‘ Sl

& < g(IZ:gE“) (lel):iii”r) < lr) -

“por lo tanto ¢} y g son crecientes en .

La existencia de las derivadas izquierda y derecha nos dice que g tiene limites izquierdo y
derecho en cada punto, por tanto ¢ es continua, pues si no lo fuera g4, o g~ serfa infinita
- para algin punio. . :
Siy 2 z, entonces g{y) 2 g(x) + (y - L‘)J}_( ) v si g < 2 entonces por (4)

9ly) 2 9lo) + (y - =) g (x)
Podemos concluir entonces que si gL (z) < a5 < ¢ (x), entonces _ A ,
)2 o)+ ly—2e: Vyel .

Ahora bien, la funcién L, dada por L, ‘ u) = g{2) + (y — 2)az, g € T, se Hama linea de
soportede g en el punto z. / ~

= g(r) = sup{Ls(x): s € 1}.

Se puede probar también (que g es el supremo de un mimero numerable de lineas de soporte.

Si o € I, sea r que se aproxima a » através de una sucesién de nimeros racionales.

Entonces Lp(2) = g(z) + {2 = r)a,. ,

Pero ¢! (r) < a, < ¢ {r), y como las ¢ son funciones crecientes y acotadas en un intervalo

finito y cerrado dentro de [, tenemos que las a, forman una sucesion acotada,

por lo tanto L, (x) — g{z) por (7), Le(y)'<gls) Vyely¥nr

por lo tante glr) = swp{La{e)is € [, s rivvional}, esto es, .

g{z) = sup{gls) + [r = s)asr s € I, s rac Hnal}. : - o
'

Veamos aliora un teorema que nos muest: . una manera de construir submartingalas desde

“nartingalas o desde otras sebmartingalas.

Teorama: 3.9
a) Sea {X,,, Fn} una submartingala, ¢: B — R una funcidn convexa creciente.
81 g(Ny) es integrable Y n, entonces {g(\y;), 7} es una submartingala.

b) Sea {X,, .7,, }una martingala, g: R -— R una funcién convena. 5i ¢(Xy) es inlegrable
Vo, entonces {g(.\n) ]Jn; es nna submartingala, En particular si v 2 1, {\;} es una
m‘r(mf*w ay !\,,[ o5 integrable Y, entonces fl\“] es una submartingala.



38 Martingalas

Demostracion:

~Por 1a desigualdad de Jensen tenemos que ,

o BN | Fa)) 2 (st | 7))

~a) Por tratarse de una submartingala tenemos que E(Nys1 | J",,) 2 Xp; por tanto

)
9{E{Xns1 | Fn)) 2 9{X0) pues g es creciente.

b) L((\n“{T n} = X, porlas propiedades de maltmgula entonces ¢ .
9( (b1 I'T "J(\n) o . o i ‘_ o

Estudiemos ahora algunas desigualdades funddmc,utales para nnrtmgah 5, q‘uer’genrr;ralirzan
la cldsica dc,xguildlul de C,hob» shev'y de I\O]morromv ‘ T

Teorema: {Desigualdad Maximal) . 3.10 :
Sea {X}, Fr,1 £k < n}una subnnrtmvala Entonces pqm cada'd € R,

oy

AP{w: max Xi(w)2 A} < Xu 2 'n ), (1)
1<k<n ’
- [ max X2 T
¢ P 1GkS8n
AP {w: iy Xif) 442 X dP = B X, - X0) > BN - BN (2)

[ min "Nk<3]
1<E<n

Dentostracion:

Sea M = {w: max Np(w) > /\}
1<t<n

Primero vamos a expresar el evento A como una unién finita y disjunta de conjuntos.
Sea A} = {(u A{w) = ,\} v para k > 1 definamos Afy como

M= {w Xe(w) 24, Xj(w) <), 1) <E-1},
f.e. M. es el conjunto tal que Xy o5 la primera v.a. en dsta sucesion que excede a A,

Claramente Afy. € i y M = UJ_, My, es uni union disjunta.
Por lo tanto

i
BN S / |XaldP > / N dP = NodP> X dP,
k;l\ [ Z——;-\ K

M M
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pues {X;:}7 ¢s una sﬁbm‘artiugala,

2 ;P(Ml:) = AP Uy Mi) = AP(M) y esto prueba (1).
' =1 ,

Para probar:(2) vamos a hacer una descomposicion parecida a la de (1).

Sea N ={w: min Xi(w) <)}

1<k<n

Igual que antes sea N = {w: X {w) < A} y Ny es el conjunto donde Xy es la primera v.a.
que no excede a A, asf para k> 1 ‘

Ni={w Xp(w) A Xjw) > M1<5<k—1)
Claramente N = U}_; N, Ng € 71, disjuntos y N C (Uf;,‘ N;)c

Por {anto
BX) = / he dP-i—‘N/ X, dPg,\A/ d]?+/ Xz dP,
‘ N, H % g

pues Nf € 7y y. {X1, Xo} es una submartingaly,
= AP(N, )+ / o dP o+ / Xy dP

&3 v\ s

e AP + P(N2)] + / XsdP, pues NE NS € Fay

HARE

<AY PN+ / X, dP
1=1 n
n N‘F

LD

= AP(N) + [ X, dP - / XodP

[ (Xa = XN1)dP. y esto prucha (2)

por lo tanto AP{N) > / Xy dP ~
N {
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Teorema:  (Desigualdad de I\ohuovomv) o
Sean Xi,..., Xy v.a.. tales que oy = E(,\‘) o} = Var Xi= L( [~
Entonces para cualquier ¢ > 0,

o;)? existen.

5 < | ‘.‘_' . >"'“ ‘<
Pl 13, (e e <

~ Demostracidn:

Se‘m\I!,-J\ —oy Sk = \I'.ya;,——u{j\,,]<z<l\‘

ll\’J?-

Observemos que : {5, 7;., 1 <k< n} es una martingala.

Demostracion:

E(Sk-m I fl.-) = E(Sp + ¥y ! Fo) =S+ E(¥ 41} 7e) = Spes

pues como ¥y es independiente d *5’ '(\I’;;+.| k) = (\21+1 =0,y Sk es Fr-medible,
Por el toomum 3.9(a) lenemos que : { Sir Fi 1 Sl < n}esuma subnmtingaia pues

ESH =% 1°1<0"

Eutonces por (1) €P | wex SE 2 ?| < E(S7) = S272, 07, que es (3)
1565

Ahora que si considerrmios n = 1, entonces (3) se convierte en:

PlXy = a1} 2 ¢] € ZF que es la desigualdad de Chebysev. 0
Ry Qe !
Definicidn:  3.32 :
Sisup I\, < oo decimos que la suce dn (N, n > 1) es [y-acotada, mientras que si
n>1 : .

E{sup|Xa]| < oo decimos que la sucesi”» (Xn,n > 1) es L1~ dominada.
n>1 .
R
Observacidn:  3.13
Sea X = (.}, ¥, n 2 1) una martingala. La relacion Sl;p AN < E st)lpl_\',,,l implica
nzl n2l1

que toda martingala [y~dominada es también £y-acotada. Sin embargo-ta relacidn inversa
no necesatinmente o5 ¢ erta, para probarlo daremos unos ejemplos. .

Ljemplo:
‘onsideremos el o~mcio discreto 2 = {1,2,...} y defiudimosle Ia siguicnte probabilidad

Peomo P({n}) = L~ Ao ne N Sea (F,,n 2 1) lasucesidn creciente de o-dlgebras
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donde 7, es generada por Jas parliciones {{]} {2 } {nd, [n + 1, m)} Definamos la
sucesion (X, n > 1) de v, por : T

I\’n = Xn(fd) = n].!” oo) ( ) n EI\

* Entonces X = (X, Fu,n > 1) ¢s una martingala positiva tal que E(X,) =1 Vn eN
y por lo tanto X es Lj—acotada. Sin embargo, sup X, (w) = w que claramente no es
. : nEN '
integrable.- ,

Por lo tanto la martingala X no es £y-dominada:

7 L‘Jemplo- ' e
U Seafl=1[0,1), =8 [g 1] y P la medldm de Lebesgue.
,Dd'mmos S 5 L
S e st LWL
A"f’\"(w) '"-{——n?w—bn si (’)1_<_w<yll

y Fao=o{Xy,...,Xu}. Entonces (Xn, Fuyn 2> 1) es una martingala. Como E(X4) =
Jo

1

5

' para cada n € N, ésta martingala es £1-acelada; sin embargo SU Supreimno, bul JXal 00
h

¢s integrable y por lo tante no es £;-dominada.

Estudiemos ahora algunos {eoremas de convergencia para las martingalas,

Peorema del salto )ptuno (H'xhnos) d 14
- Sea {Xy, i} una submartiugala,

Sean €g,€a,... v.2, definidas por

donde los By son conjuntos arbitrarios en 5(R").
Consideremos

g/j = .‘\!1 y
Uy = A -+ 5(.\'-_1 - .\'1)

U= X+ e(Xo = X0} b oot umr (Xn = Xot)-

Entonces {¥,, F,,} es tambicn una submartivgala y £(0,) € E(N,) V. Si{X,, Fu)es
una martingala, entonces {¥y, 7n} tambidn lo es y £(¥,) = L{\y) V.
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Una manera de inlerpretar este teorema ¢s volviendo a la idea del jugador;

Sea X, la ganancia del jugador después de n juegos; entonces ¥y, es nuestra ganancia

si seguimos una estrategia de salto opelonal. Después de observar X7,..., Vg, podemos

escoger si apostamos con of juzador e ol juego k41 {en este caso g = &(Xy, ..., ) = 1)

o pasamos (g5 = 0). Nuestra ganancia en el juego k+1 o5 £4(Xpp — Xi ). Este teorema lo

que nos dice es que no importa que estrategia sigamos si el juego es justo (una martingala)

o favorable (una subnartingala), asf se queda, es decir justo o favorable segin ol caso; y

ninguna estrategia de este tipo puede incrementar la ganancia esperada.

Demostracicn:

Tenemos que: ‘
: E n+1|3rn) (‘I’n‘f C( n+l "'}ln)i?n

e S= ‘I’n +vnE((1'n+l =X i }.n)

por ser &, una funcidn ‘Bdre]—'medxble de Xy,..., X,y porlo tanto es

}'(X,,...,:\'n) C ¥, —medible.

B Fu) =¥, + -,,(\ ~ Xa) = ¥, en ol ciso de las martingalas
DUy 4 5, (X = X5) = ¥, en el caso de las submartingalas,
Como ¥y = Xy, fenemos ELY,) = E(¥), vy B\, — ¥} > 0 {= 0 en el caso de martin-
galas),

Xett = Vigr = Xpy = W = e Xpgy = X)) = (1= ) (N = )+ X0 = g

(N = Vel ) = (1 = ) BNk = Ni| Fi) -+ B[Nk - UpiFg)

> X = V| Fi) = N - Vi,

con igualdad en ol caso de martingalas.
Tomando la esperanza en ambos lados y wsando la propiedad E{£L.Y }9)) {-Y) obten-
emos: ,

E(Nkpr = Wppn) 2 B0 = ¥1) 2 0,

nuevamente con igualdad en e} caso de las martingalas. ]

Llegamos ahora a una nueva desigualdad gue va a ser una herramienta imporiante en la
prueba de algunos tooremas de convergeneia. Se {rata de un teorema debido a Doob, que
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consiste de In siguiente idea: Dada una sucesidn de vaa, [Xy ], para cada punto w € 0, Tas
propiedades de comcx ”(‘X]Li'i de una sucesidn nusérica { Xn (@)} dependen de la oscilacion
de segmentos finitos { X, (w), n € Ny, } cuando m — oo, En particular la sucesion tendrd
un limite, fivito o imunto, 1y s6lo si el ndmere de cus oscilaciones enire dos nimeros

“(reales} a < b es finito {dependiondo de «,b v w). fo importante .lqui 5 que es que
para una submartingsla pucde ser obiemdd una medida precisa del ndmero esperado de
oacnlamones

Teorema “de los cruzamientos hacia arriba” = 3.15

Sea {Xi,Fr, b =1,2,...,n} una submartingala. Sia, b€ R, cona < b, sea Ugp ol niimero
de cruzamientos de (a b) por Xy, ..., Xy, definido de la siguiente manera:

Sea T = T\ {w) el primer entero en {1 2. n}tal que Xy, < u, Ta el primer enferd
mayor que T1 tal que X7, > 0, Ts el primer entero después de Ty al que X, <, ete.
(Decimos que T} = oo si la condicién no se satisface).

Si N es el ndmero de los T finitos, difinimos Ugs = & sin es par ) M-t g n.es impar.
Entonces

Hua) € e BN = a)t). .

b-
Demostracidn:

Supongmmos que a = 0, y que toda X > 0. Definamos las Ty como dice el teorema. Sea
g; =0 para j <Ty; g5 =1 para Ty <1 <To gy=0vparaTy £ <Ty; 65 =1 pana
T3 <5< Ty ete.

Pongamos un ejemplo:

i

8

-~
e
«
-
3
I
I
=
—
[

! P 3 f{ 5
Aqui tendremos que n =15, Ty =4, To =8, T3 =10, Ty =11, Ty = 14, T}, = c0, n >
57 Uab = 2;
Er=& =¢e3=0; £y, vv5-‘25(;:5~=I.
Ly=gy=0,co=1en=cro=cn=0, &1y =1L

£10
Xt g No = Xy) b ey (Ns = Xpg) = X+ Xg - X+ Xy = No + Xon = XNy

Notemos que ¥,y definida como en ol teorensa del “salto dptimo”es ol incremento total
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durante los cruzamic uto,, mas un posible ¢ rxh,armento p'lrrnl al f'ml mas upa contnbucwn
debida a Xj. . ~
Entonces ¥, > Wy Pero las 5 pueden C\[)TC‘?'H‘SE el ir,rmmos de \1, ,'X,‘-, por {anto
podemos aplicar ¢} teorema dntorlor, e _

por lo tanto {¥;, 7, A= 1,2,..., 0} esumn &ubxmrtmvala‘ y E(‘Il ) 5 E(X,.) y por tanlo
E(a) € 3EY,) € § LX) se cumple.

Para el caso general, consideremos {(X — @)*, Fr, k= 1,2,..:,n} que es una submartin-
gala y el nimero de eruzamientos de (4, b) por {X;} es el mismo que el nlimero de cruza-
mientos de (0,0 — a) por {(X; — ¢)¥}. Como Ny S g, Xy —a €0y (X;—a)* <0sen
equivalentes a X; > b, Xy —a>b—ay (X;—a)t 2 b—— d, ol resultado se concluye del
resultado JnlLHOI

"Teorema de convergencia para submartingalas. 3.16 )
Sea {X,, Tu,n = 1,2,...} una submarlingala. Si sup E(X;T} < o0, exisle enfonces una

v, Xeo tal que Ny, — Xoo 08, ¥ E([ N[} € lim E([X,,{) < co.
. n—co

Demostracién:

Consideremos

Plw: X, (w) no converte a un Hite, ya sea finito o infinito}

:P(U e -{w:‘_‘_m.\,,( J<a<t< T }fn(u)})

a,b racional =00 H— 02

Si para algunas a < 4, P { im Ny wi<h< Tim Xn} >0,

\n--wo 1=k OO
entonces {.¥, } tiene v wimero infinito de crazamientos de {u, ) ei un conjunto con proh-
abilidad positiva, y por tanto E{Ug) = <. Pura Ugy os el limite de Ia sneesion mondiona
Ugbin == nimero de cruzamientos de (g, b} por Xy, Xa, ..., Xy, asique F{Uspy) — E{Ug).
Pero por el teoreiss anterior .

BUata) € e B, - )] € o= (sup B +a—) <o

lo cual ¢s una contradiceion.
Por tanto X, converge o un Nmite o, s,

n o

Fa X 2N = Ny ¥ F{NR) > (X)) por ser submartingala. Por lo
;’.np L (i) = E(.\';) < o Y por el lema de Fatou

Ahora [N, = X,
tanto L{|N,]) €

E(l‘\roo‘) < I

R

E(INu]) < 00

-
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"y perello Xoo es integrable y por tanto finita ¢.d. .
Podemos considerar a Xo; como una v.a. aunque probablemente haya qae “cambiarla”en
un conjunto de medida cero. - ' 0

Corolario  3.17 : :

Sea {X,, F.,n = 1,2,...} una submartingala inversa, i.e. ¥, decrece cuando n .crece

¥ BXalFni)) 2 Xags cde Siinf B{X,;) > —co, entonces existe una v.a. Xeo tal que
v e :

Xy ~— Neo od.

Demostracién:

Esta prucha se lleva a cabo casi como ]a anterlo] solo que én éste caso hw que considerar
2 Uap,n como el nimero de cl'uz'mueutos de (u b) por {\,.,X"_h ,‘Xl} la cual es una
submartmgah pues: R i o

i

EXe| Xegr, ., Xn) = B(B \qu jxm, ,Xn)zxm.l

Podemos entonces concluir E{Uqp,n) < PE((,\I —a) )< 00,
y por lo tanto X, — N, c.d. o

Alora [N =20 - Xy E(Xy) 2 inf B(XR) > ~co.
n

Por tanio {N7F,..., X{"} es una submartingala y ast E(N7) < E(X}) _
= EIX.]) < 2E(NY)- nn E{Nn) < o0,y nuevamente usando of lema de Fatou coneluimos

que Xos €5 integrable, , 0

Observacidn: ;
Los dos resultados anteriores también pueden probarse para supeitartingalas.
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Teoremas de Convergencia

w.c.d. = ,(.co

= implicacion sin restricciones
— (X)) <400
- — =3 subsueesion (f,, ) de
{f.) que converge en ¢l
seutido que marea la flecha
~rn= 3 g € Lp{p)
tal que |fa] <gVa €N,

Definicién. Una sucesin (f,,) de funéiorles en D C R a R¥ converge a und funcidn f en ™
o Ve >OyVI€Do%l(; ) tal queVn>L(s .L') []jn(z)ef(x)|]A< &

1) fo <% f @3N €S tal que p(N) = 0 tal que f,','(‘ ') [R) V2 gN.
Definicidn. Una sucesién (f,) de funciones ean [ C R? a’R“'v (onverge uniformentente en

un sulxun]unlo D¢ de D a una funcidn f cuando V¢ > 03 Ee)talque V n > ke) v
2 € Do || ful) f|[<a

Ly | | . |
) fo ey [ NeStalque (fulz ) onverge uniformemente ¥V 2 € N-- N, p(N) = 0.

3 5 fUd € L) = o= Sl -0 (1= o0)

) foto [e V" >03 N tal que Vi 2> N tonemos que:
plren|fule)~ flA] 2t <e e p(dnfs)) — 0 [n— o0} Ye>0fja.
A,.(e)

5 5 feVe>0 26=28(c) >0 vun conjunto medible Een S con p(E) < § tal
que |fa(r) = flz)} <esin> Nig 1’) reX-E
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Int(,-gr‘ab.ilidiul Uniforme

Definicion  3.18

Sean [y, fs,... funciones (reales o comiplejas) Bmel mullblﬂb en- el espacio de. medida _
(L F,m,p (mlta

Se dice que f, son uniformemente integrables siy sélo i

|faldp ~ Ocuandoc = 0
Alfalze}

uniformemente en n.

"Observacidn: s : . .
Esta es In definicién mids comin que’l Ha,v p'lra ol coucepto (1e mteurabxlldnd unifor me, sin
embargo hay otra definicion que dese"mlos discutir:

Definicion 3,19

Sea } un subeonjunio del espacio £,(0, 7, P) Sedice que X es un conjunto uniformemente
integrable de v.a., si las integrales

’ flefdPlw) fed
. {Ifze} '

tienden uniformemente a cero cuando ¢ — 4-00.

'

Observacion: ;
Bvidentemente se trala del misno concepto, salvo que en la definicion 2 hablamos de v.a.
en L1(6), 7, P) en vez de funciones Borel medibles en (Q, 7, pr} como en la definicién 1,

La razon por la que se mencionan ambas definiciones es para poder u\[)llt'\l mejor algunos
resultados de integrabilidad uniforme,

Observaciones:  3.20
a} Ts fumediato que si las fu son uniformerente integrables, cada f,; s mturmbl

b) SiJful € g ¥ n, donde g es integrable, en particular, si las f,, son uniformemente
acotadas, entonees las [y, son uniformemente integrables,
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¢) Silas fy, son uniformemente integrables, ettonces sitp S‘; [ jnl dp < o0

Sca e > 0, ({ |f,,|du--(”“(

para n suficientemente grande.

lfnldu+ ( Ifnld#<P+C/l(ﬂ)
2c} - (

TFeorema: 3.21 o i
Sean fy, fz, ... real-valuadas y uniformemente integrables

4 (Emfn)dﬂ SL_J hidus r‘n/f o< [ 0 o)

[ Esto es una extension del lema de Fqiou ]

Bl

b) Si fu — [fcd,0ocen medlda enlonces [ es integrable y({ f,, du _-'Sl; fdu

| Esto es una extension dol {corexm de Lebesgue |

Demostracion:

a) Sabemos que:

[ Tndps= Todp 4 fndpr ¢>0

9! {fnZ—c) {(fn5=c}
Por integrabilidad uniforine, podemos tomar ¢ o suficientemente grande de tal manera
que:

| Sndp| <& ¥, donde &> 0csdada.
{fu<~-r}

Como ful(s,>—c) 2 —c; que ¢s integrable, pues o es finila, podemos aplicar el lema de

Tatou:
lm / Jn dllz! lm(fulggz-e) du
" g '

Como frlfy,>—e)) 2 fu, esta integral es mayor o igual a g lim fu d[t
- {

n

..;‘.]_ / fndll>‘(( I f )(i/l—c
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Esto prucba el teorema para-la parte de hm l'1 parte de I'— e hau ol un argumonto
anilogo.

b) 8i fu — [ c.d. el resultado se sigue de (a)

Consideramos entonces ¢l caso en que f — f en medida, esiste entonces una subsueesion
{far} de {fn} tal que fn, — [ cd. (ver cuadro de teoremas de conversencia)t aplicamos
entonces el inciso (a) @ [n,, y entonces [ es iulegrable; tenemos: ‘{ I d/z -——»(Iz fdp

Si fg f,, dp no converge a lf [ dy, entonces dada ¢ > 0 tenemos que

, ,

{{ fudp ——{g Jdp) 2 €, que podcmos pensar se cumple para toda n.
Pero entonces podeinos encontrar una subsucesion fr, — [ c.d. y como anles,. -

S dpp — ‘[ Fdp bV lo cual o es posible,
i ' : S D.'

Teovema: 3.22 : . e
Las funciones {complejo-va luada:,), medibles son umformemcntn integrables si y sdlo si
las integrales

a) (g |fn] dje son uniformemente acotadas y
‘ 1
b} uniformenente continuas, esto es, [|f+]dp — 0 cvando () — 0 uniforinemente on .
4 - i

Observacidn: ‘ '

_ Si nos concentramos en el espacio ﬁ;(Qﬁ, 7. P}, y considoremios las f,, como v.a. entonces
el lado derechio del < se puede reeseribiv'de la

Siguicnte nwnera:

Las esperanzas L{ f,]), ¥ n, son uniformemente acotadas y nniformemente continuas.

Demostracién:
<} Como las integrales son uniformeniente acotadas y uniformemenle continuas, entonces

por Ja desigualdad de Chebyshev tonemos:

| ] 2 ¢} £ % /]f,,] djt = 0 cuando ¢ —— co
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. uniformenente en n, esto es por el hecho de que son uniforicmiente acotadas,

Fntonces |l dp— 0 cuando ¢ — oo uniformersiente en a, esto por la continuidad
’ {i/al2e -

uniforme.

=»} Suponemos zhora la integrabilidad uniforme:

/][n dpp = lf,,]::fi/,t—'ii4 U,,] dn < / [fol dp 4 ep(A) (%)

ﬁﬁ{l I>c} An{{falee} . s{ifal2e}

. ,_Séa c 'fat' g’ue: '

U,,ldu g W sip(d) < QVE"“' por ()
{4z}

“fn| dp< §+§= 1, lo que prueba la continuidad uniforme.

\a con anterioridad, en las observaciones, se probd uniformemente acotada. 0

Ya hemos visto que convergencia en £, = convergencia en medida (ver cuadro).
Se puede dar un teorema inverso consider wdo la hipdtesis de integrabilidad uniforme.

)

Teorema: 3.23 _
v . -~ . ] . — ¥ cy )
Sea gz una medida fivita en (Q, 7), ysea 0 < p < 00, Si f,, === [ y|f,]? son uniformemente
integrables, entonees f,, =% f.
Demostracion: i

Primero suponemos que las [fy — I son uniforimemente integrables, Por un resultado de

andlisis (vor cuadro) existe una subsucesion { iy, b que converge a f c.dd. v en medida. Por
la extensidn del teorema de convergencia dominada ya probado tenemos que:

/If,,,; ~ [§"dp — 0 cuando b — 0

El mismo argumento prucha que cuslquier subsucesidn de {f,} tiene una sub-sucesién que
(‘\

converze a [ en L,. Por lo tanto f;, =5 [, si no, existirla ¢ > 0y una subsucesion {fn;}
tal que [ fn, =i dpz Vi
{
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Alora supongimos que las | fu}? son-uniformemente infegrables. Entonces

Un=JF <UL+ sip <1,
M Un =P <27H{LF + 1) sip2 1
Comio antes, tenemos una subsucesién f,, — [ c.d por (%), [fIF es integrable y se sigue

entonces que las integrales [ |fy — f| dpe son umfunmnu-nte acotadas y wniformenente

contfnuas. Por el teorema anterior tenemos entonces, que las | f;, ~ 1P son uniformemente
integrables. o : ; 0

Corolarlo' 3.24
En 8.21 inciso (b), fu L, f, esto es; (g}f,, f[ ([/t -0

Demostracidn: o

¥

Las |fn] son uniformemente mtevrab]ea por lupoteSh y f,; £ f pm hipdtesis o por el
teorema de Egoroff (ver rlndro) . 0

Ll siguienie resultado s de La Vallée Poussin.

Teorema: 3.25 . :
Sea ¥ un subeonjunto de £1(Q, 7, P}. Las siguioutes propiedades son oqui\'alentes:
{1} ¥ es uniformemente integrable. ’ R e R

(2) Existe una funcién G(!) definida en Ry que es positiva uccmnfe) convexa, tal que:

@ im0

t—++400 {
y v ol
{i1) sup E(G e |f]) <0
sed
Demostracion:
2) = 1)

Sea £ > 0, por {ii} podemos considerar . ‘

M =sup E(Golf])ysean= 451
Je¥ }

Por (i) podemos considerar a ¢ Lan grande como sea necesario tal que E > 4 parat > ¢
X [ ol

De aqui tenemos entonces que
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%%ﬂ 2 s ("((Ilfl) > |j| én (;1 (Onlunto{‘f[?- C}

y.por lo tanto ,
/ nar<t / (Golf)iP S th=c VieH
. :
{l/12¢} {if12e} ‘
- Por Io tanto hemos prohado que ¥ o5 un con]uuto de v.a. umformemenh integrable pues . -
de hecho se cumple la definicidn 2. :
)= 2)
Tenemos ahora a ¥ € [‘.1, donde A es-tniformemente inlegrable,

. ¢
. Construyamos ahora una funcién G(2) de Ja forma [ g{t) di, donde ¢ es cualruier funcion

creciente fija, que tiende a +o0 cuando {lo hace y que ticne v alores constantes gw encada
intervalo [n,n+1) (n e N). . .

o) = D eyt l0) 1908 1 003 811 &+ 1) 0) = 00 (1) g0 % s

Iim -]'-jg(t) db= oo e (i) se cumple.

T3

t
Consideremos para cada funcidn 'f € ¥, “an(f) = P{[f] >n} v go = O; Lenemos entonces
que: : '

F[C°lfll SoP<I L2340 +g2) P2
Ty
Como ¥ es uniformemente integrable podemos encontrar una sucesion de enteros ¢, que
crece a -+oo tal que

At

III £3}{= >:...« (lnnn(f)

sup |fldP <2
1€ 1150y
Entonces
0 o, o
[ IfldP > Z mP{im<{f]<m+1} > L P{S| > m} = Z anlf)
{/1zen) M= Mm=cn me=e,
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Se siguc entonces que la suma §- 37 an(f) es uniformemente acotada para f € X,

n m=cn
“ pero esta suma es de la forma § gyt [J) donde 1,5 denota ¢l mimero de enteros n tales
. m
que e <.
Por lo tanto sug EGolfl) < o 0

A contimmcidn enunciamos y demostramos algunos resultados que nos relacionan al con-

cepto de Integrabilidad uniforme con la teoria de martingalas.

Lema 326 . - _ 7 :
Sea ¥ unav.a. en [4(R, 7, P)y sean &y, 1 € 1, sub- o-dlgebras arbitrarias de ¥. Entonces

lasv.a. X; = E{¥}G;), ¢ € I, son uniforinemente infegrables, estoes, - [ - | X dP —
' . {ixi|2e}

0 (¢~ co} uniformemente en 7.

Demeostracion:

Por propiedades de In ap(‘l"m'/'l condicional feneinos que 11””}4, [ < 1’ {‘lf] o) =
lf JNildP < f B[} 8,)dP = [ |¥]dP pues {{Xi} > ¢} € G,
|Nilze} ¢

Kilzed {Ixijze}

Pero por la desigu dad de Chebyshev

P{X| 2 e} < e EQG]) < U E(EY]] §) = e B — 081 ¢ 00

uniformemente en f, por lo tanfo Jas v.a. A son uniformemente intogrables. 0

El siguicnte o5 un teorema debido a Lév:

+ Teorema 35,27 !

Sea {7, } una sucesidn creciente de sub -o-dlgebras de 7, v sea Foo = o {USL, Fu) ol ¥
es integrable v Xy = L{W[F,), n=1,2,.., entonces X, ~ f{¥7e) cd. yen L,.
Demostracisn:

Si consideriinos { Xy, ) tenemos que:
v TN T T
h\“\“‘Hl‘ n) = E<L(\’II}H+!)I;H)

E(U 7, pues 7 C Fraat
X

i

i

- C e B T S T L TT T I A NPT SRR PPE

PRy

S
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por lo tanto se {rata de una xmrtmgala, y. por-el lema aiterior podunos aﬁrnmx que
{X,,, 7.} son uniformemente integrables, :

Ahora, por el teorema de convergencia de submariingalas, y ¢ | Xa]) < B(J¥]) < oc
podemes afirmar que Xy converge e, -auna via, Ne integrable,
La convergencia en £, se sigue del corolario 3.2

Resta probar dnicamente que N = £{¥]7 ) cd.

Consideremos A € Fp, =

/ G ap = / E(il.r]}'n)‘dP:/ X, dP — f_xm aP

A A R A g A

.por la convergenicia en E ) ¥a probada
Por tanto

/ VP = [ NegdP A€UR, T, ycomo consecuencia del teorema de
1as clases mondlonas paratodo A € 7 .
Como X, es 7, C Fon—medible, J\m es Feo— medible y por lo tanto \’ =07, ) ed
que 1o o5 mds que una consecuencia de la’definicion de esperanza condlmoml R
En ¢l caso de que {7 ; sea una sucesion ¢ocreciente, oblenemos el signiente resultado.

~Teorema  3.23
Fu. Si ¥

J;

||:)8

Sea {¥,;} una sucesion decreciente de sub-o-dlgebras de 7, y sea fo =

1
integrable y X, = D\\T’ F),n=1.2. . entonces X, — E{¥|Fy) cd. yen E

Demgstracién:

La demosiracion en esfz caso es muy similar u lu del {eoreinn anterior. Sin embargo, en
vez del teorema de convergencia de submartingalas utilizamos el corolario de éste. Asi de
mancra aniloga concluimos que N, — N cod. yen L.

Nuevamente resta iinicamente probar que Noy = E(¥] 5} e.d.

Side g F,, enlonces

/ P = / BQ|T,) dP = / X, dP — / Noo dP

A A A . A
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Coino antes \,‘ oy T C 7;, medilide para n 2k, Xoo 03 Ty, Ill('flﬂr]" para todo k. Por 1o
tauto Xnes To- medlble. o

Teorema - 3.29 ‘
- Sea {Xy, Fr,n=1,2,...} una submartingala uniformemente integrable.
Entonces sup K(X}) < 00, vy X, converge a un limite N cd. yen Ly,

1)

Mds alin, s 7o 03 la o=dlgebra, generada por UL ¥, =
{Xn, 7n,n=1,2,...,00] ¢suna submarlingala. : -

Demostracion:
Por (3.22) sup E{|Xy]) < o,
n

Por (216) X, — Xoo c.d,

POI‘ (3.2‘! ) 4 ,n "‘t’l” X - ,-'-

Falta probar Ja segunda afirmacidn:
SiA€Tn yk2n, entoncea por propiedades de nnrhnga]a pag. 33

/ X, dP < [ XpdP
A A
Ahora bien, si hacemos tender k& a oo, la convergencia en £y se tiene, y

. o /,\',, 0P < / X, AP e

/]
P

AU A

o rnnrtineia ( - kel
Ge Halviligae Ap 5 40 \mlJ n

artonces Jrn pihlmﬂ]«tu'“

anta nedn = s U 3 oa
y por lo tante X, Fayon=1,...,00} ¢ 1mfuhutmbl
La prucha dv Ja liim: (.f'nmcxou se hace igual que dsta, dnicamente sustituvendo

'}I)Oi l::;". ) . . L - D

i

Observacidn: 3.30 _
Si {Ny, Frye = 1,2,..., 00} es una {sub ¢ super) martingala, donde Foo es cualquier
o-dlgebra gue incluyve todos tos 71, N se dice que os ¢l Mdltimo elemento™.

Definicion 3.3 :

Deciinos que mna martingala {su[twrmnr(in"nln) (‘\}  Fi)egr es cerrada por la derecha si
D Feuna o dlgebra tal que VY, 7y € Foo € 7 y una v \'&—,, Fo~medibls tal que
(N Fe)rugs oy e marlingala {s 11per1mrmw.1h)
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Teorema 3.32 C : .

{Xy, Fayn = 1,2,...} s una martingala uniformemente mtogm )lL + existe una v.a.
integrable ¥ tal que \,, = F¥F.), n=12,. yen este caso, ., w F(‘Ilj ) cdyen
Ly, donde Fog 05 ¢l 0~algcbn "enemdo por Uss, 1] ne

Obscrvacion:
Podrd notarse que este resultado es una especie de resumen de los resultados anteriores. -

Demostracion: - - . S

=1y2 o ‘ o :
4= 4. con lI/ )&OJ S : : T 0
Teorema = 3.33 ~ }

Sea { Xy, 7w, w = 1,2,..7, 00} una sub-nartingala-no~ neg.mva con un dltimo elemento.

Entonces X, es umfmmmmnte integrabse.

Demostracion:

Por hipdtesis : ,

B / X, dP < / Xeo dP
{Xn2c} {Xa>e}

yporla desigua)dad de Chebishev

X)) I
P{Xy 2 e} £ F((_"’ <= (‘; @) _ + 0. si ¢-— couniformemente en .
por lu tanto X, es uniformemente integ Dle. ; . 0

)
1

Estuciemos ahora el problema de la conv. rgencia en £,,.
. )
Lema 3.34
Sean Ny, i€ lva, € [, 7, P).
Sih: {0, 00) — [0, 02) es Borel medible, /'—{[ﬂ ~—cosil-=ooy
Xil)} < oo, ertonces las X; son wniformemente integrables.

sup L
el

Demaostracion:

IZs el illimo feorema que vimos en integracién uniforme
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Teorema . 3.35 - .
Sea { X, F,n=1;2,...} una martingzla, o una submartingala no- negativa con

F(X,P) S M <oo Y, donde P>1.
Intonces X, —+ Xeo c.d. y en Ly,

Demostracion:
Por cl lema antcrior Xy, es uniformemente integrable, y por {3.29) podemos afirmar qie
X, £ od, Koo ¥ que Noo cs el dltimo elemento.

Ahoxa {IXa]P, Fuyn = 1,2,...,00} es una submartingala no-negativa, pues hacenos
= g(X) = [X]P v aplicamos (8. Q) per. el teorema 3.33 las-| X, [" con uniformemente inte-
fmblo y por (.5 23) Xy, — Nog en Ly ' _ 7 0
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i Teoremas de Convergencia

Autes que nada probareimos algunos resultados de andlisis que serdn de inferés independi-
ente para la obtencidn de algunos resnltados importantes,

Asl mismo probaremos alsunos leoremas de convergencia de sucesiones de \‘ﬁll'Lb]Gh aleato-
rias, :

Lema: 4.1

Sea A= [a,J] una matriz infinita de niimeros reales; asumanios que anj ~-+ 0 cuando

n ~— 00 para cada J fija, ¥y que para algiin nimero ¢ no—nerr(m\o Z lan;] <c Y SJ
N J=1L
" {X,a) es una sucesién acotada de nitmeros reales, dcﬁnamos

¥y = Z o, Xy, n=12...
T =L o .
a)Si X, — 0, entonces ¥, — 0

entonces v . : .
b) Si Z an, — 1 ¥y Xy — X (X rcal), entonces ¥, — X
-~

Demostracion: : BTt e

a) Podemos escribir . R
= N .
l‘l’nl S. Z Iﬂ”jl l‘xl‘l -’A 5 , |an)-l l-Y)} ..(»}
=1 JENFI

Dada ¢ > 03 N tal que para todo [N < gfe ¥ j > N, por tanto.el segundo término de
() esulo miselefe) =<
‘omo ¢l priner término — 0 cuando  n —— 00 VN, se sigue que ¥, — 0,

5]
Por (a), "t (Xj = X) — 0 ¥ porlotanto ¥, — X
=1 ’ ' ’

-



59

El'Jenia de Toeplity 4.2
3 ‘. n
Sea {en} upa sucesion de nlmeros reales no-negativos y sea by = Y- 455 supongamos
, &
gueby >0 YV, vby ~- oo cuando n — e, SI{Y,} s una sucesion de niimeros reales
que converge al mitnero real .Y entonces

1 n

bn)

anj — X

il

Demostracion: ,
Podenios formar una matriz infinita 4 cuyo n-ésimo renglén sea

B (o Aan
e (bn T B 0,0, )

aplicamos entonces el inciso (h) del lema anterior y ya. A

Lenta de Kvonecker 4.9 . .
Sea {b,} una sucesidn crecienie de n\imeros reales positivos con by, —+ 00, v sea {X,}

una sucesién de mimeros reales con E; N = X {linito). Entonces
=1
]

M 1 & L
R Z biXj — 0 cuando n—+00
1 bﬂ =1 N el T .. IR
‘ %
Pemostracion:
n .
Su =3, Xp con Sp=0,
=1
;

n n
S 0N =Y b8 Sima) = b = oSy Z Sioy{by = bjcg), con by =0

. l n : , I T .
= Z biXy =Sy ~ W Z a;S;-y, con @y =by-big 20
j=1

Como &, — X cuando n - o0y 5j-; — X cuando j — oo, entonces por ¢l lema de
. n

Toeplitz ¢~ Zl biX;—0 : 0
J::

I5] siguiente resultado es una especic de generalizacion de la desigualdad de Chebyshev,
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- Desigualdad de Kolmogoroy 4.4
Sea Xi,..., A, v.a,i‘. con’ esperanga finita, y sea Sy =Xy ...+ X;, F=1,...,n
~Entonces para cualquier £ > 0, : : —

P! omax | Sy -L(S} )|z S’UM,,S“
1<5<n £°

Demostracidn:

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que E{S;) =0,

Deﬁnamos A= {].S,|< € j =1 ,. -1 [.Sp[ >el,yA={ mx S 2 €

1<J\H
. A es la unién dxsjuuta d(, 1,, h= 1
oAb wurSe= s2aps / S2dP = / s24p )
F : n .
pero S;,+¥;,, donde U = Xy I—... + Xn, portanto
[ s2dp= / STdP 42 / S0, dP + / ¥3dP )
Ak A . Ay Ay .

Analizando (#).
El segundo términe 4! lado derecho s 2 5{T q\”}) que es cero pues L3Sy y Wi, son
fuuv:lono:, dev.a.i, y .orlo tanto son inde nondxcul(: : - R :

Conio el tercer término del lado derecho 3 no-negative, tenemos

/S,';”d!’z / Sﬁf(lPZé""l’(A;,-) por definicién de  Ag
/’i,; Ah . .

| 1
3

var,Sq__ XPA; =" P(A)

por o tanto por ()

Segundo lema de Borel-Cautelli 45
Sea (, 7, P) un espacio de probabilidad, y sean Ay, Ao, ... evenlos independienies en 7,

Si i% P{AL) = oo, entonces P{lim 4,) = |
n

n=1
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Observacién: . .
Se tinda de un casi-inverso Jel leroa da, bunl Cdntdh quf' resal .
Si Ay, As,. .. soneventos tales que ) P{4,) < oo, entonces fim A, tiene probab;hdad 0.
n n

- Demostracién:

8 Tad v I =00 W 0Q

(F— A,,) =P (ﬂn U;_>,, AU = lim P(U;*,, Ap) =l i P U, Ar)

Ahor‘.‘ e £
. -’(UA n/h\) —P(ﬂA n‘h)
e H P{AR) por mdppnndenma
I‘-n B

< H exp[ P M)J 1‘)11(’3 P(A %) _.I—P(A;_)S emli{—P(A;_.n '
E=n : : ’

—0 cuando m'—Am uas PA;. =00

O

Estamos ahora en pusluén de Ontableuer a]guuo:, 1eaultados bésicos en lo que es la conver-
geucia de sucesiones de v.a

L)

Teorema: 4.6 . {

b 00
Sea Xy, Xz,. .., viad. cou esperanza fin*a. Si §° var X, < co, enlonces
¢ n=| .

L (X, - l (.)] converge c.d. :

n=i

Pemws(iracion:

Sin pérdida de generalidad podemos pensar que £(Yy,) = 0.

Sea S, =N 4.+ \,, Entonces S, converge & S5 — S — 0 cuando 7,k — o0,y osto
ocurre ed. < Ve > 0 - PlUppea Sy = Skl 2 ¢} = 0 cuando n — cc.

De winers equivalento tenemos que probar que Ve > 0,

PO {1 Smer = Sl 2 €} — 0 cuando m -— o0
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Pero...
P[Uzo:l {|Smsr = Sl 2 E}]

N

hm P [Uk_1{|5m+h - l 2¢ ]

lim P{ max Sy~ Sm|2¢
n—oo 1<k<n

IN

y
-

27 (Spm4n — Sm)  por la desigualdad de Kolmogorov

n
var (Xm+5)
1=1

|
r?ol et

00
—— 0 cuando n— o0 pues Z var X, < oo

n=1{

Ley fuerte de los grandes nimeros de Kolmogorov. 4.7
Sean Xy, No,... v.al, cada una de ellas con esperanza v varianza finitas, y sea {bn} ina
sucesién creciente de nimeros reales positivos con b, — oo,

%—u < oo, entonces (con Sy = Xy + ...+ Ay) —q—":{%—@—‘l —0cd.

n—l

Demostracion:

- e 2 B AT = . ¥
Z var ( ——-> = Z var-b-— < oc  por hipdtesis

n=1 n=1 n

R a,-Eixa
por el teorema anterior )" (—LT——) converge ¢.d.
153} "
Pero Sa=fisal = 1§~y (3= BXOY ¢ osio tiend : ! lema de Kro-
ero ——L—-—~ =Y b R v esto tiende a cero pues por el lema de Kro
= )
necker, 0

Definicién: 4.8
St todas las via. X, tlenen la misma distribucion, se dice que son idénticamente dis-
tribuidas. La frase “independientes e idénticamente distribuidas”se abreviard: iid.

Definicién: 4.9
Sea Xy, No,... una sucesidn de va, y sea = F{N,, Narr, . ), n= 12, Fose
puede pensar como la g~dlgebra de e uenms que involucra a Xy, Xngs,.... La o-dlgebra
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To =N, 7y seilama la o-dlgebra cola de An, y conjuntos en 7 se Haman eveatos cola
v funciones 7p-medibles, esto es, funciones f: (11, 7o) — (R, B(R} se Haman funciones
cola (relativo a X,).

Ley cero-uno de Kolmogorov 4.10
Todos los eventos cola relativos a una sucesion de v.a.i. tienen probabilidad 0 6 1, y todas
las funciones cola son constantes c.d.

Demostracicn:

Sea A € Fg; la idea es probar que A es independiente de si mismo, de tal manera que
P(AN A} = P(A)P{4) v en consecuencia P{A) =06 1.

Como FycFy, Aes dela forma {(X), Xz,...} € A’} para alguna 4’ € B(R)*®

Sea € la clase de conjuntos C7 € B(R)™ tales que A v C son independientes, donde
C= {(.-1\—1 ,.‘\"3, .. ) & C’}

51 C" es un cilindro medible, entonces C es de la forma {(X1,...,Xs) € By }; pero como
A€ Fupr, A se puede escribir como {{(Xy41, Xusa, .. .) € Augr ], ¥ se puede conclufr que
Ay son indr‘ppndiontes, por lo tanto  contiene todos los cilindros medibles.

Perosi CL € €, CL 1 ¢ (8¢ | O, vy PIANCL) = PAYP(C,), n = 1,2,...
entonces Oy, 1 & {3 Oy | C), entonces P(A N ) = P(4)P(C) por lo tanto C es una
clase mondtona que contiene a todos los cilindros medibles; entonces ' contiene todos los
conjuntos en B{R)%, v en particular A Pero entonces .1 es independicnte de si mismo.

Finalmente, si [ es una funeidn cola, entonees para cada ¢ € B, {w @ flw) < ¢} es un
evento cola. v por lo tanto tiene probabilidad 0 6 1.

Sik=supjceR: P{f < c} =0}, entonces f =k cd. N

Definicion:  4.11

Sea Xy, No.... una sucesidn de vz y definamos las o dlgebras como en la definicidn
{4.9).

Sea A € F, talque A = {{\], %5, ... }e A, A e B{R)™. Se dice que o evento A e
simétrico < la ocurrencia de 4 o ld no ovurrencia no se ve afectada por una permutacién
de .X; numerable.

Formalmente, si T{1,2....} — [1.2,...} ¢s una pertuutacion de algunas A;, se requiere
que A = {{(Npq), Xpgy,- . ) €A

La ley cero~uno de Hewitt-Savage, 112
Sea A7, Xo,. .. va, iid,
51 A es un conjuntn simétrico en F{.\}, Xo,.. .}, entonces P(4) =06 L.
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Demostracidén:

Sea A = {(X|, Xy,...) € A"} asi que P(4) = Px(4"), X = (X}, Xe,...}. Podemos
encontrar cilindros medibles C} tales que Px(A'ACL) — 0 cuando k — 00, ¥ sea
Cr = {X ¢ CL}; digamos Cx = {(Xi,...,Xn,) € Br}. Sea Ti un intercambio de

(1’ ceey ﬂ};) y (ni:+l cos 21!1:)-
Como las X}, son iid, X'y X(T) tienen la misma distribucién:

P(AACY) = Px(A'ACL) = Px(rry(A'ACGH)
= P{{X(Tk) € ANA{X(T) € Gi}] .
= P{X e AJA{X(Tk} € CL}} pues A es simétrico
= P{AACK(TY)

por lo tanto

Entonces P(AACE) v P{AACL(T))) — 0,y por lo tanto también

P(AA[CyNCi(Th)]) = P(Ch), P(Cr(T%)) vy PICk 0 Ck{Tk)] — 0 :

Pero PICeNCK{Ti)} = PII{N: L., Xaw) € B, (Nakar,-. ., Xonk) € Bi}] = P(Cr) P{Cw(Tk))
Si hacemos tender k — oo obtenemos P(A) = P(A)P(A) 0



65
Tiempos de Paro

El término “tiempo de paro”es una expresion del juego. Un juego cuyos sucesos se de-
sarrollan en el tiempo {por ejemplo, el lanzar un nimero infinito de veces una moneda)
puede ser representado de manera adecuada por un espacio (2, 7, P} con (F,,,n € N) una
filtracidn,

Una regla de paro para el jugador consiste en dar una receta para abandonar el juego,
basada en cada tiempo n, {n € N) con la informacion que éste tiene hasta ese momento.
Esta receta puede ser por ejemplo, cuando alcance cierta ganancia, o cuando ya no tenga
fondos para seguir apostando.

Denotamos por I' el tiempo de parar el juego dada tal regla. En el caso en que el juego
no se detenga tendremos que T = +oo.

Definicién: 5.1
Sea {7} una sucesion creciente de sub~o-dlgebras de 7. Un liempo de paro para las
{Fyesumava T:0—{0,1,...,00}talque {T<n}e¥f, Yneit

Observacién 5.2
La definicién es equivalente al requerimiento de que {T'=n} € 7o ¥neZt
Demostracion:

fwelTw=n}={welT(w) <n}-{weQT(w)<n—-1}eF,

va que f, s o-dluebra.

b) {w

T(w) 1) = Upey { € OT(w) = K} € T

Observacion 5.3

Si{Xpm=012. ..} es una sucesidn de v.a., un tiempo de paro para {X,} es, por
definicién un tiempo de paro relativo a las o-dlgebras 7, = F(Xo,..., Xu)

Ejemplo:

Uno de los cjemplos mds importantes es el conocido como (“el primer ) tiempo de
ocurrencin (hitting {ime).
Sea {Xa] unasucesion de vaa. y B € B(R), sea
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T(o) = minin: Xy(w) € B} si  Ap{w) € B paraalguna n
(w) = +00 si An{w) noestdpuncaen B’

i.e. T es el momento de la primera entrada de Xa B.
T es un tiempo de paro pues

{T<n}= UkSn{Xk € B} € F(Ap, k<n)

Definiciéon 5.4

Sea T un tiempo de paro para las g-dlgebras Fp,,n =0,1,..., ysea A€ 7.
El conjunto Ase dice quees previoa T o AN{T<n} €7 Vn=0,1,...
La clase de todos los conjuntos previos a 7' se denota por Fr. :

Observacidn: 5.5

Fr esuna o-dlgebra.  Fp={Ae F:AN{T<n}l € J’,,Vn"e N} '

Demostracién:

l') pd. Q€ Fr. . .
pero 2=U%{T <n} porlotanto Q€ Fr

fi)pd A, BeFfr=A-Be7r.
Aefr=An{T<a}eFu¥YneN

Befr=Bn{Tr<n}e?, ¥neN
F(A-B){T <np=(An{T <n}) = (BN{T <n}) €5 Vn
por ser ¥, o-ilgebra

por lo tanto A ~B € 77

i) pd. Si {Aa)% € Fr = UL 4, € Fr, donde (A} es una sucesion de elementos
de 7r _
(U, An) Ni{T <n} =02, (A n{T<n})e Fn¥n

pues F,, es g-dlgebra
por lo tanto US4, € Ty
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Observacién: 5.6

La g-dlgebra F7 aparece con frecuencia de la siguiente manera. Sea T" un tiempo de paro
finito para {A,.}, v definamos Nt de la siguiente manera. Si T{w) = n, sea Xr{w} =
Xna(w). Si B € B{R), entonces {X7 € B} € Fr, en otras palabras, X7 es F7 medible.
(Como por definicién Fr C 7, se sigue en particular que X7 es una v.a.).

Para verlo, consideremos

{Xr e Byn{T <n}=Un_o[{Xk € BYN (T = k}]

Como {Xp€B}n{T=k}e F(No,...,Xn) Vk<n,
tezemos {Xt € B} 0 {T <n} € F(Xo,...,Xn)
Ademis, come T es finito, tenemos que U, {T <n} =0
= {XT EB} ey
O

Si consideramos la fortuna del jugador en los tlempos de paro 17, T, ..., donde Ty < To <
. forman una sucesién creciente de tiempos de paro.. La pregunta que surge es: cuindo

se conserva la condicién de martingala?.

Si Xy, Agy,... forma una martingala, entonces E{Xr,) = E(X7,) Y, ysiTy = 1,

entonces E{ X1, ) = E(X}).

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para que esto suceda.

Teorema de muestreo opeional (3. L. Doob ) 5.7
Sea {Xi1, Xo,...} una submartingala, y sean Ty, Te, ... una sucesidn creciente de tiempos
de paro finitos para {Ny}, con ¥ =Xp , n=12,... 8

Ay E(¥.]) <ocVn v B) hm / [Xp|dP =0Vn
Py

entonces {¥p} es una submartingala relativa a las o-dlgebras Fr,. Si {X,} es una mar-
tingala, también lo es {¥,}.

Demostracién:

La haremos en dos partes:
i) p.d. Fy, crece con n, i.e. Fr, esuna fillracidn.

SeadeTy =
AN Toy Sk} = :~1[§ﬂ{11n =N {Ta1 € ’}]
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pero AN{Ty = it € F(Ni,..., Xa) C F(Xayoo s Xi) ¥ {Toar Sk} € F(X,00, Xi) por
lo tanto A € Frys. A . )

i) SiAe Ty, = pd. [¥np1dP > [V, dP. Conigualdad en el caso de martingaias.
A A ,

Por definicién tenemos que A = U; [A n{T, = j}] podemos entonces sustituir 4 con
Dy=An{T, =} € F(Xi,..., A7)
Ahorasik > j, tenemos que: Ty, = j = Tn+1 > j de tal sverte que

/ Uppr dP = Z Upp1 dP + ,/ Upg1 AP
j = DT =i} Dn{Ta41>k)

Asi

J U, dP = Z / X;dP+ / XpdP— T/ (X =Yy dP
' =1 D0 {Toga=i) Din{Trs1>k) Din{Tnyi>k)

A1)

Combinando ahora el término ¢ = ken (1) con el término [ Xk dP obtenemos:

T/ XedP+ T/ Xy dP = 1/ XedP > / Xp_y dP
Din{Try1=k} D;n{Top1>k} Dn{Tiq 2k} D;n (T4 2k}

pues {X,,, 7n} esunasubmartingala y como { T, 41 2 &} = {Thy < E=1} € F(X1,.. ., . N021)
vy D e (X, X)) CF(X L, Xee)
Pero
Xi-1dP = Xeo dP
Din{T 412k} Din{Taki>k—=1)

por Lanto este término puede ser cobivado cou el (rmino i =i —1 de (1] para obtener:
.X[;-g dP
D (T3 >k—2)

Procediendo de manera induciiva tenemos que

D/w”,df)z / NjdP - / (X =) dP
i D,0{Tn4125} Din{T' 41>k}

Pero por hipdtesis, J XpdP =0y f Pysq dP — 0 cuando b — o0
D, {Th 1>k} D,0{Tugr k)
pues {Thy1 > k) — 0
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Finalmente; Dy N {Tn41 2 j} = Dj pues Dj C{Tn = j}, y Xj = ¥n en D;. Porlo tanto

l[\ym dP zb/irn aP
i i
lo que concluye la prueba.

Para probar el caso de martingalas se hace igual, pero en vez de desigualdades ponemos
igualdades y ya. ,
0

Hay algunos casos especiales de este teorema, que son tan importantes, que conviene
enunciarlos como teoremas.

Teorema 5.8

Sea {X,,} una submartingala, {T;,} una sucesién creciente de tiempos de paro finitos para
{Xn}. Las condicioues (A) y {B) del teorema anterior se sostienen en cualquiera de las
siguientes situaciones.

a) Cada Ty es acotada, esto s, Vn 3 &y, constante tal que T, < kyy cod.

Demostracién:
WrddP= Y [ NP <Y BN <o
3 (170=0) i<Fn

Por Io tanto {A) es cierio.
y (B) se sigue de que {T,; > k} es vacio para k suficientenente grande. a

b) E (sup

an) < oo {en particular si .\, son uniformemente acotadas)

Demostracidn:
Consideremos Z = sup|.X,|, omoncesé N7 JdP < Bs} < o0
n

y por lo tanto A se cumple.

B se prueba de la signiente manera

[N dP < ZdAdP ~——0 cuando ko0
(1,55 (T.51)
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pues  {Tn >k} (ﬁ" y 7 es integrable

El siguiente teorema generaliza el inciso {b) del teorema anterior.

Teorema 5.9

Si{7,} s una sucesién creciente de tiempos de paro finitos para una submartingala {X,}
con dltimo elemento X, entonces {Xr, } es una submartingala relativa a las o-dlgebras
Fr,; st {Xn} es una martingala, también lo es { X7, }. En particular, esto es cierto si X,
son upiformemente integrables,

Demostracién:

La demostracion se hard por casos:

Caso 1t

Sea X, €0Vn,y X =0.

Para cualquier n fija consideremos Si = Ty Ak'= min (To, k), k=1,2,...; Sies
entonces un tiempo de paro para Xy,

Ahora, como X, — V¥, = Xy, cuando k — oc; entonces por el lema de Fatou

ksoo

i {(Xsdeg[\vﬂdPgo

pero por el teorema 5.8 inciso a), { X, } es una subinartingala, entonces

/ N, dP> / X, dP :j X1 dP, que es finito
f 0l 1
y por lo tanto ¥y es integrable.

Olra vez por ol inciso {a) el teorema 4.8, {X7p ap, Froak,n = 1,2,...] es una submartin-
gala. Nota: I es fija.

Fntonces / Ny ardP < / NrooandP st A€ Fyoan
A A
Pero st A € Fr,, entonces AN{T, <k} € Py ar, pues

: L (AN{T. <Y para i<k
"‘“{T"S“”““A"'g‘}:{Ang'fnZlk}} ﬁii?:ir



Entonces / - X ardP < Xr.,akdP, A€ g,
' An{fa<k) An{tugh) -~ :

Peroen {T, < k), Ty Ak =Tniy (Tnt Sk} C{To SA}Y Xpppunb SO

~ Entonces' / Xr dP < / X, dP
An{ W<k} AT a1 <k}
haciendo tender k —+ oo obtenemos la propiedad de submartingala.

Caso 2:

Xy = BXx|7n), n = 1,2,...; entonces tenemos una martingala uniformetnente inte-
} - ! - .

grable y por resultados anteriores podemos concluir que X, Ak, £ = 1,2,..., son u.i. y

que X7, ak — X7, cuando & — oo. Entonces X7, es integrable v por lo tanto se

satisface [a condicién A.

La condicién (B) se sigue directamente de la integrabilidad uniforme pues

/

A

Xi|dP —0 cuando P(A) -0 uniformemente en &

vy P{Ty >k} — 0 cuando k — o0

Para el caso general:
Podemos escribir a X, = X} + X/, donde X} = X, — E{Xw|Fn), ¥ AV = E(Xoo|7a).
Por lo que el resultado para Xy, se sigue de lo va probado. g

-y

Leorema:  {para ¢l caso de una sucesidn finita) 5.10

Sea {\1,..., A} una submartingala y sean 77,75, .. ., una sucesion creciente de tiempos
de paro para {X},1 <7 < n}.

Entonces las X7, forman una submarlingala relativa a las o- dlgebras 77, y una martin-
gala si {X;} es una martingala.

Demostracién:

Podemos extender 1a sucesion a una sucesidn infinita X, Xo, ..., X, Xn, ..., ¥y aplicar el
inciso {a) del teorema 5.8.

Aqui coneluyen los feoremas referentes al teorema de muestreo opcional, veamos ahora
algunes resultadus que se pueden obtener en lo que es convergencia de martingalas a
partir de estos resultados.
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Los siguientes dos lemas los vamos a usar para probar un resultado muy importante que
es la ley fuerte de los grandes niimceros para el caso lid.; donde iid. a2brevia independienties,
idénticamente distribuidas.

Lema 5.11
Si Xy, Xz,..., X, son v.a. independientes, idénticamente distribuidas con esperanza finita,

y
Sn

n
S, = Z Xk, entonces  E{Xi|S;) = - ed. k=1,...,n
k=1 .

Demostracién:

Si‘B = B(R), entonces
/ - XpdP = BN I (5, e8]

SnEB) '

o0 [oal .
- / f Nelp(X1 + .+ Xa) dF(X) .. dF(X,)
-0 ~— 00 .

donde F'esla funcién de distribucidn de X;. Por el teorema de Fubini, esto es independiente

de la &y asi
r 1 - i Sﬂ.
XndP == Z XpdP = = dP
12 b
{Sn€B} {s.epy F=1 {S.eB}

Lema  5.12
1 .
Si Xy, Noy...son vy Sy = ) X, entonces
n=1

?(SmSnJ.-hSn«k'lnn) = ?(Sﬂ!‘X’VH—‘! Xn+2a---)

Demostracidn:

Lo haremios probando ambas contenciones,

Como Apit = Sngk = Sntte1y Sny Xng1, Nnwo,.ooson F{Sn, Sngty Snen, ... )-medibles;
entonces F{S,, Xoor, Xogoo . ) C TS0, Spst, Snvay- o)

De igual manera Sy, Sext, Snenyen 500 F(Sn, Vosn, Xnso, .. ) -medibles

entonees F{Sn, Sugt. Snr2 ) € F{S, X1, Nawo,. ) 0



Teorema: La ley fuerte de los grandes nimeros caso iid.  5.13

Si X1, Xe,... son v.a. iid. con esperanza finita m, y Sy = Ny +... + Xy, entonces
Sn v m ocdyen [y

Demostracidn: .

Vamos a hacer la demostracidn en dos partes, primero probaremos que %l converge a un
Iimite finito y luego que éste cs m.

Si consideramos (Xy,..., Xn) ¥ (Xn41, Ango, .. .) que son independientes y como sabemos
que “Funciones de ObJCth aleatorios independientes son independientes”entonces {X;,.5,)
v { X1, Xnr2,...) son funciones de objetos aleatorios independientes, y por lo mismo son
independicntes.

Recordemos ahora el sisuiente resultado:
Si ¥ es una v.a. integrable v X' v Z son objetos aleatorxos, ysi(X, ¥y Z son independi-
entes, entonces B[ Y|, Z) = L(\ll[\

BUXL1Sa) = E(X |5, Xtrs o)
= E{X1|8, Snt1,--.) porellema 5.12

tenemos por lo tanto

Pero entonces por el lema 5.11
\1l.. Ty s 9n+|, . ) = c.d.

Pero por el teorema 3.28 |, B{X1[Sn, Sns1,---) — E(X1]fe) cd.yen Ly, donde Go, s
la o~dlgebra cola de S,
Por o tante <2 converge ¢.d. ¥ en £y 2 un lmite finito.

Ahora hay que probar que este limite finito es m, para lo cual podemos proceder de dos
formas.

primera  forma
g

Notemos que lim (2*) es una * funcién cola de Xy, y por tanto es constante c.d. por la
n-—+o0
ley cero-uno de Kolmogorov,

* La g-dlgebra ) = N, F es la o-dlgebra cola de X;. Funciones Fg-medibles son
funciones cola

[0, 7o) — (R, B(R)).
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"Como 2 es convergenteen £y y E{S2) = m, la constante tiene que ser m.

segunda  forma

Podemos utilizar también 1a ley cero-uno de Hewitl-Savage para probar que cada conjunto
en §, tiene probabilidad cero d uno. [§, es la o-dlgebra cola de S,).

Si A€ §o y T permuta n coordenadas, entonces A € ?‘(S,,. Sn+1;-- ), por lo tanto A es
de'la forma {{Sn, Sp41,.-.) € A’} para alzuna A € [8( .

Como Sy =N, +...+X+k= \r(1)+ A XN = .ST (k) k2> n, Aessimétrico, y por
lo-tanto la ley cero-uno de Hewitt-Savage es ’lphcable

Porlo tanfo G, es trivial, v se sigue que E(X (]G] = LX) cd. 0

Teorema 5.14

Sea {Xp, Fuon = 1,2,...} una submartingala, y sea Z = "\* (X = Xn—y), definimos
Xy =10,

Si E|Z) < oo, entonces X}, converge a un linite {inito c.d. en el conjunto {5:‘1" X < oo}
Si {Xp, Fu} esuna supermarfingala y E['“f (Xn—X, _1)] > —o0, entonces X, converge

a un limite finito c.d. en {‘2'}\'” > —oo}.

Demostracion:

Fijemos M > U, ysea T = inf{n : X, > M}; si no hay tal nsea T =co.

Definamos Ty, = T An; si Wy, = X1, n=1,2,..., entonces {¥,} ¢s una submartingala
por (5.8) inciso (a).

Ahorasin < T, entonces ¥, = N, = Xoy +{ Ny =Xy ) S M+ Z vysin > T, entonces
U= Nrog + (N = Xpoq) SAT+ 7.

Por lo tanto en cualquier caso Wy, < A4 Z, asi TP E(UF) < M4+ E[Z7) < oo por
hipétesis.

Pero por el {eorema de convergencia de submarlingalas tenemos que ¥, converge e.d. a
un limite finito.

Pero si T = 2, entonces X, = P, por Jo tanfo Xy, converge c.d. en {‘;;"Xn < M}-.

Como A es arbitraria, N, converge c.d. en {‘,']" Na < oc}.

Para probar e] resultado para supermarlingalas, ponemos - X, en vez de N 0

Teorema: 5.15
8i{X, Na,...} esuna martingala v E{\7) < % Vn, entonces la martingala de diferencias



X, Xo =Xy, .oy X — Xn=1y. .., es ortogonal,

Demostracién:
Sij<ky Fi=7F(, .. X5),
BI(X; = X)X = X)) = ELE((X = Xjm1)(Xe = X 7))
‘ = B{(X; = Xjo1) B(Xy — Xpea|75)]

pues X; — X;_, es F;-medible. Pero E(X) — Xk_1|7;} = X; = X; =0 por la propiedad
de martingala, por lo tanto el teorema es cierto. 0

Teorema: 5.16

Sean ¥y, ¥y, ..., v.a. independientes con media 0, y asumamos E( rg2) < 0.
o0 :
Si E ¥y converge c.d., entonces Y E(¥}) < co. )
k= k=1
Demastracion:

Las Xp = Z ¥y, forman una martingala, con Fr = F(¥y, Yo, 00 ¥n) e {Xa, Fu}
es martmvala

Sea M tal que P{ %P Xy, < M} > 0 esto es posible pues la serie converge c.d.

inf {n:|X;] > M}

oo sino hay tal a.

Sca T:{

p.d. que T es un tiempo de paro
i) 7, es una filtracion por ser submartingala.
iypd AT <ntef¥neit
T < nd = {w e QT w) < n} = Urgalw € Q| Xg(w)] > M}

a) Si no hay la o de la definicion v 7' = oo, entonces A =9 € 7,
b) Sihay taln, Urendw € Q[ IX(w)] > M} e (¥, k < ).
Por lo tanto T’ es tiempo de paro.

SiTe =T An, entonees N, es una martingala; esto se debe a que T An es un tiempo de
paro puss T lo era, aplicamos entonces ef teorema de muestreo opeional, pues cada Ty, es
acotada.
Observemos ahora que

n

n-1
=Y w N =Y ny

1<) 1<y
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g o aei
=>X‘ 2= (X = Xae )N+ X)) = (\If,,+zX,,_1)=‘I/ﬁ+2§: V¥,
pero E(X,'f—X‘Z

Lolin=1 S
~1) = E(¥?) +2_Z E(¥,)E(¥;) = E(¥2) < 0o por hipbtesis
. . ‘ =1
Entonces: )
F| = (4F, - X3,) + X, <P

et — IX.’

X | +X5,_,=Z+M
Se sigue entonces que los niimeros E{XF ) estin uniformemente acotados y por lo tanto
Xr,, converge c.d. y en Lo

Pero E(X}) = Z EXE - XE,.,) oo Xpp =0
7=t
pero  E(Xg, — Xr,_,)* = E(X, - 2X¢; Xr,_, + X3,_,) = B(X} - X%,_)
i pues (X7, Xr;_,) = E(E(XNg; Ny, [F1p,)) =
= B(Xr,_, B¥r,|7r,..)) = E(NZ,_,) va que por ser martingala
EXr|Fr ) = Xy
por lo tanto B(A% ) = Ji E((XNr, — X1,_,)%)

Como Xr, es Ln-convergente, E(N
o0

> E[(XT" - XT,,_I)Q] < 0. Pero
n=1

} se aproxima a un limite finito, por lo tanto

i) Sin<l = Xr, -~ Xr,_, L Yy - Z V=
kR
by Np,_, = ‘1’71[{T>n} it} SiT<n=Xr, -Xr,_, T V- Yy W
k=1 =1
7 no-1
i) Sin-1<T<n=3Xxg, - \p,_, = 2 Z‘
Z UE lrpay) < o0

Notemos que st Z, 20y Zn F(Z,, o, = EY, Zn) <0, a8l 3 A < oed,
Sea 7, = E(‘Pﬁf{f@,}[‘f’h

Voo1) y como E(¥7 Iirs,) = [ (YT F - 1)]
= Ll(q/n]{[ >JI}NII

Y
n=1

n 1)<OO (‘.(1.



-3
-3

Abora Iirsny = Iiren—iye, que es 7( Uy, ., Uolg)-medible

o ,
:bZI{T?_n)E(w?:IWh; n-1)~21{r>n}E 2y <co cd.

n=1} n==1
Tomemos entonces un w donde la serie converja y donde sup |.X;, (w)] < M.
) n

o
Entonces T(w) =00 > n ¥n; sesigueque ¥ FV¥2) < o0 a
I .

n=

Teorema: 517
Sean ¥y, ¥, ... via. independientes con media 0; supongamos E(“,’cp ﬂ’i) < o0

o0 o
Entonces y ¥y converge c.d. = 3 E(¥E) < oo
k=1 k=1

Demostracidn:

= es el teorema anterior.
= var V¥, = E[(V, - E{¥,))*] = E([¥x]?) < o0 por hipbtesis.

= por el teorema 4.6

i [¥n — E(¥n)] = i ¥, converge c.d. ‘

n=1

Teorema: 3.18

[2¢]
Sean Wy, ¥, independientes, v.a. uniformemente acotadas, Entonces Z ¥y couverge
c.d.

18

[+9]
= 7 var ¥p < ooy E(¥y)  converge.

(—ef
k=1 k

1i

Observacidm
In este teorema quitamos la hipolesis de que la-media sea cero.
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Demostracién: _
o0 o0 R

<=) Por el teorema anterior, 3~ (¥, — E{¥¢)) converge c.d.; como ’E E{¥) converge,
k k=1 )

=1

=
tenemos que ¥ ¥ converge c.d.
k=1

=) Sean ¥y, Zy,¥s, Zs,... independientes, donde para cada j, Z; tiene la misma dis-
tribucion que ¥;. -
Entonces E(¥; — Z;) = E(¥;) - E(Z;) =0.

E[(%; - Z;)*] = var (¥; - Z;) = var ¥; + var Z; = 2var ¥;
Ahora como ¥; tiene la misma distribucion que Z; podemos observar que
P{(¥y,...,.¥,) € B} = P{{Z,.... Z,) € B}Vn .y YBE€EBR")

por lo tanto Py = Pz,
Podemos concluir entonces que cuando )7 ¥, converge ¢.d. también converge - Z; c.d.
1 7.

‘Se sigue entonces que ¥ (¥; — Z;) converge c.d., entonces por el teorema anterior
]

2. var¥y < ooy nuevamente por el teorema anterior
3

Z(‘I’,‘ — E(¥;}) - converge c.d. porlo tanto Z E(¥,;) converge
7 : , j

De esta manera llegamos al momento en que pordemos enunciar ol teorema de las 3 series
. de Kolmogorov.que de alguna manera generaliza lo auterior. ~

Teorema de las tres sevies de IKolmogorov., 5.19
Scan ¥,.¥,,... vai Si M > 0. definamos

o o [ <M
i 0 sif¥y) >N

a) Si y, ¥y converge c.d., = para culquier M, las tre series
i

Z P{¥; W, Z Ewh), Z var ¢ convergen.
1 ] , ,

J
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Demostracicn: ,
Por hipétesis, ¥; — 0 c.d., asf generalmente ¥; = ¥, entonces ¥; # ¥/ para un nimero

contable de j, esto es, P | Tm{¥, # ¥}} | = 0.

3
Por el segundo lema de Borel-Cantelli j P{¥; # ¥} < co.
3

La convergencia de las otras dos series se prueba aplicando el teorema anterior.
b) Si para alguna M > 0, las tres series convergen, enlonces § ¥, converge c.d.
7

Por el teorema anterior 3 W} converge c.d.
7

Como ¥~ P{¥; # \I",} < 00, tenemos que, casi seguramente, ¥; # ¥ generalmente, por

7
lo tanto ] e

5V, converge c.d. O
J
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La descomposicién de submartingalas de Doob

Es un teorema dtil en el desarrollo de algunos resultados importantes en Ja teorfa de
. martingalas, en particular en el estudio de Ia convergencia de las martingalas cuadrado
integrables; v estamos ahora en condiciones de analizarlo.

Nota:
Al igual que en todo este trabajo, vamos a considerar un espacio de probabilidad (Q, 7, P)
y una sucesién creciente (8, n € K) de sub o-dlgebras de 7, donde N = NU {0}.

Definiciones:- 6.1

Una sucesidn de v.a. (X,,,n € N) definida en (2, 7, P; (84,1 € K)} se dice que es adap-
tadasi  VneN, las via. X, son 8,- medibles.

Si la sucesién (X, n € N) de v.a. es adaptada, lo misio se cumple para toda sucesion
AN =X, Xy, V) n € N) construida usando funciones f,{n € N) medibles.

Por otro lado, una sucesién (Xn,n € N) definida para n = +oo va a ser llamada adaptada
stlas v.aa. Xy son By-medibles ¥ lambién para n = +o0.

Definicion 6.2
Una sucesién (U, n € N) de v.a. se dice que es predecible si Ia va. U es 8p-medible y
siV neNlasva. U,y son 8,-medibles.
U proceso creciente se defiue como una sucesion predecible {4,,n € N) de v.a. finitas
tales que

= 4y < A < Ao <... cs.en 193

Notemos que (Ui, n € N) es adaptada en cualquier caso (predecible o proceso creciente).
Es importante hacer nolar que para una sucesion predecible y en particular para un proceso
sroct salo 1 sieesic 7 H cneesid i, P . ena)
creciente, no solo la sucesion (U”)neN sino la sucesidn (U "T’)ncN ¢s adaplada a la sucesién

[Bn.n € N) de g-dlgebras.

El contenido de la siguiente proposicion ya fue demostrado anteriormente, pero Ia incluyo
agul y redactada de esta forma para usarla en lo que sigue.

Proposicién: 6.3
l[’ara cualquier martingala integrable (.\;,, n € N), las signientes condiciones son equiva-
entes:



.a)
h)

)
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La sucesion {Xn,n € N) converge en £,.
kup EIX, < ooy el e lmite N = lint Ay de la martingala satisface Xn = [ Xes|Bn)

Vn el
Existe una v.a. integrable X tal que X, = B(X|B,) Vn€R.

¢} La sucesidn (X, n € N) satisface la condicidn de integrabilidad uniforme.

Definicién: 6.4

La martingala integrable (X,,n € N} se¢ dice que es regular si satisface alguna de las
condiciones anteriores.

Definicién: 6.5
Se dice que el tiempo de para v'es regular para la mamngala ( X,, ,ME T\') si la martingala
(Xvann € N) es regular.

Teorema: 6.6

Toda submartingala integrable puede ser escrita, de manera \mica, como la suma de una
martingala integrable {Af;, n € N) y un proceso creciente {4,,n € N}, i.e.

Xo=M,+4, (neN).
Mas ain, la condicién sup £(.\;}) < o0 {que es suficiente para asegurar la c.s. convergencia

de la submartingala) es equivalente a la conjuncién de las dos condiciones:

sup EfJAL]) <o ¥y Ag € L.

N

Entre tanto la convergencia en £y de la submartingala (Xn,n € N) es equivalente a la
regularidad de la martingala (My, 1 € N} junto con la condicion Ag € £).
Para todo ticrapo de paro v regnlar para Ja martingala (44, n € N) lav.a. X, es inlegrable

siy solosi Bldu) < ooy eidoneces B = E(My) -+ £ AL).

Demosiracion:
La demosiracion se hard por pasos.
(1) Las v.a, My v Ay (0 € N) se pueden definir a través de sus diferencias por las férmulas

(ll) .’1[0 = ‘\’o -"[n+l - -'\[n = :Yn-“ - E(.Y,;+1’Bn)
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(M Ay = 0 4’1n+1 b An = E(:‘\’n»M ;Bn) - A\-n

de donde podemos observar que

(Ll) + (b) =Xo= My + Ay
(A[H'T'I - ]\[n) ( n+1 qn) - \n+1 (‘Xrn—}-llgn) + E"(-X’!I-{'-IIE'X) ~
= (l\fn-{-l i A{H—l) (A[n + .1n) - }\n-}-[ - .x»n

p.d. (Mn,n € N) es una martingala integrable
ie. p.d. i)Se trata de una sucesidn adaptada

Demostracion:

Hay que probar que A, son Bn-medibles

Por como los definimos My 41 = Xnt1 — E(Xs1|Bn) + Mn
por definicion Xg = My y por lo tanto Mp es Bg-medible.
Yamos a utilizar un proceso inductivo

_"!1 = .\'] - E(,\yllBo) + z\‘[o

pero Xy es By-medible y E{X;|8¢) v My son By-medibles, y por tanto 8 -medibles.
por lanto Afy es Bi-medible.
Supongamos que A, es 8, -medible

\[n—l-l - \n-H - F n+1["n) + '\[n

donde Xy,4q es Byaq-medible y BNy 41]8,) v My son 8,-medibles
¥ por tanto Al 4 es By, -medible,

Por lo tanto M, es B,-medible  Va.

pd. i) M, = E(M,q|By} VneXN

Demostracidn:
Tenemos que

!“[n = "“-’\‘n—}»l + E(Xn-i-llan) + .’“Inﬂ

como My, es B, -medible

\[n - \[nlcn '"II \n-}-l l"l( 14 llun ‘[I]T‘.IBNI
—-F( ]+1IB” +[J \ny]an)"{“[ \[ [1‘../” E(:’\[,p}.jlgn)

por lo lanto (M, n € N} es una mariingals infegrable.
peh. {An,n € F) es un proceso creciente
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ie. p.d. i) {An, n € N) es predecible.
Recurriimos nuevamente a un proceso inductivo
por definicién Ag = 0y por lo que Ag es Bo-medible.

Ay = EXi]80) - XNo + Ao

como todos los elemcntm del lado derecho de la igualdad son B g-medibles, podemos con-
cluir que Ay es Bo-medible
Supongamos que Ay es Bn-y-medible = A, es B,-medible y por lo tanto

AYH—I = E(.X’n+1 !B") - .x:n + fln C‘::B n ~medible

Por lo tanto (4, n € N} es predecible.

pd i} 0= < A &

Para ello basta probar que Apq — Ay = £ /\,H 1én)— X, 2 0, pero esto es inmediato pues
porser (X, n & N) una subrn;.irtingﬂa, E(Xus1(8a) 2 Xn y porlo tanto Anyy — A 2.0

Por lo lanto (A,. 7 € N) es un proceso creciente.
Como My + Ap = X v los incrementos de ambas sucesiones (M, 44, 1 €N) y (X, n € N)

coinciden, es claro que
X,=AM,+ 4, VaecX.

Vamos ahora a establecer la unicidad de la descomposicion de Daob.

Supongamos que X, = AL+ Al{n € §) es npa descompasicidn de la sulmmting"ah
(X, 2 € Nj como la suma de una martingala (M2, n € N) ¥ un proceso creciente (A, n €
N}, entonces la igualdad de los incrementos

Ay =L = (N = Na) =~ (M, - M) neXN
Vimplica,r Lﬁméndo la éé;)ux'uxlzzx condicional doda 3, de ambos Tados
E(A,,+1 - ‘}'Ivn = Lk u;l]-’“ —E(fli,\Bn)

y porser (Al n € Y) un proceso creciente

= Ay = dAn = HXaga]Bn) — NGB0 - E(QM 1 (8n) + E(M|30)
v por ser Xy, ML} Bp-medibles y (M), 2 € N) sor una mariingala

E(Xon !B,,) -\ - MM

pordanto A% — A, = HNanl8a) - N = Aoy~ A

= A=A, Ve N pues Ahy = g
yportanto ML =X, — AL =Ny - A, = M,
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Por lo tanto la descomposicion es vinica.
De esta manera queda probado el punto (1) del teorexm

{2) Probaremos la equivalencia en-dos pasos. :
a) pd. sup BN} < co=sup E(|Mu]) € 0y A € L)
N N

pComo Xn =M+ Ay 4,20 Vo= M, X, Vn
pero Mt = max{AM,, 0} y NP = max{X,,,0] = X} > M} Vn

= sup B <sup (V) < o0

N N
pero Myl = MF+ M7 = 2MF ~ AL,

= sup F{|Al,]) € 2sup E(Al}) — sup E{M,) = 2sup E( MF) = E(My)
N N N ) \T

pero. E{Afy)-< 0o pues. M, es martingala y.por o .tanto

sup E([ M, l‘) < &
N

i) Como A, =N, ~ M, < XF~MInc¥)
= E(de) <sup HX[T) —~ E(Mp)

N
vaque E(AL) = E(A,) VneN

= F{Adw)  porlotanio A, € £

b)p.d. sup E(JMn]) < 0y Aos € Ly = sup E[NF) < 0
N

N
como Ny =AM, + 4, = \F=(A +4)7 <M+ A, Yo pues 4,20
y por lo tanio sup E{NF) < sup l(\l*) + Eldse) yaque 4, es un proceso creciente
N hy
como [Mu] = M+ My = siosup EIM]) < oo = sup H(AF) < 0
N N

yeomo Ag € L1 = B ) <
por lo tanto sup E(\}) <sup KAL) + Al de) < o
N 7\7

De esla manera queda probade el puato {2) de la proposicidn.
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{3) <) Si Aw € Ly, el teorema de Ja convergencia dominada de Lebesgue nos dice que
Ap — A en [y cuando 1 — o
De igual manera la regularidad de la martingala (M,,, n € N) nos dice que ésta converge

en L;. Por lo tanto podemos concluir que la submartingala (X, n € N) converge en L,

pues
/\’n =} n -+ An

<) Si la submartingala (X, n € §) ronverge en £; a una va. Vg

= BAw) = lim E(Ay) = lim (E(X,) ~ E(Mq)) = B(Xw) - E(Mo) < 400
~ njoo nloe
esto prueba que Aq € Ly v por ello que ‘1,, — Ao €0 L1.
pero entonees la martingala (A, = Xy — Ay, n € N) tambidn converge en L.
Asf hemos probado el punto (3)

{4) Si ¥ es un tiempo de paro regular para la martingala (M, n €R), lava
M= lim M cs onfy = oo}) es integrable, y por un teorema probado anteriormente

n—oo
satislace E(A,) = F(Mp) = K[ Xq).
Por lante, la vaa. X, (= lun f\,‘ c.s.enf{r = oo}) existe v es igual a A, 4 A, c.8
n—

por ello Xy es infegrable siy sdlosi Ay lo es, y enando esto sucede, satislace
BNV = E(AL) + E(4).

Esto termina 1a prueba del teorema. 0
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