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INTRODUCGION 

Veamos antes i¡ue nad:t algunos resultados de teoría de la rnediJa. 

Defiüición: Ll 
Sea fl -:fa 0 fijo. Denotamos por P(fl) al conjunto potencia dt> n, 

i.e. P(fl) ={A: A e íl}. 

'Definición. 1.2 
Una cr-<\lgebr::i, Te P(íl) es una familia que satisface: 

i) íl E l. 
ii) A, BE T ~ A ·- BE l. 

iii) Si (:!,. )\"' e 1 ~"" U~ 1 _A 11 E J, donde (.4.11 H'º es una sucesión de elementos de l. 

Observación. 1.3 

i) 0E/,pU<!~0.:::íl-ílEJ. 
ii) A' E 1, pues Y = íl - A E 1. 

iii} Si (A,,)¡" C J :=> (1~ 1 A,. El, esto se <!edw.·' directamente de la definición. ' . . 

Definición. 1.4 

Sea e: e?(~). f,,1 rr-ákebra generada por e, drno<a.Ja por T(é), es una O'-álg•?bra :al que: 
i) & E l(c), 

ii) Si 1' es una cr~álgebra (e P(íl)) que contenga a F:, entonci;s tambífo conticm· a l(e). 

La cofühión (i:') no' dice en realidad que de existir !(¿), !(.s-) es lÍni<:<~, y de h1.;i:ho que 
es la nú1i111a o-álg<:brn que .:o¡¡tienc 2. :. 

Teorema de Existench. 1..5 
Sean :f 0, o e P(íl) l'illOl!Ces existe una única ir-álgebra e P(n) del!Ot<1da T(c) !.al que: 

i) i e :(::). 
ii) Sí 71 e f' (O) efe una o--~lg"'brn y:: e 11 ~ l(<:) e 1'. 

La denwstr:ii:i1~11 d2 este leorcm:i. no se incl•Jir:-'. 1:1t C'>.ic trabajo pero pu·:de 1:onsultarsc en 
[J. 



2 lntroducci6n 

Un ejemplo importantísimo de una <Ní.lgebra genicracla por un conjunto es la a-álgel.>ra <le 
Borel. 
Sea íl = R y sea€= {(a,b):a < b (a,bE R)}. Se define Ja a-álgebra de Borel de Reamo 
l(é), y se denota por B(l1). 
Algunos conjuntos contenidos en B (R) son: 

i) (a,b)EB(Jl) 'la<b. 
ii) Todo cuujunto abierto de R p(>r(eneuce a D(R). 

íii) Si Fes.un conjunto cerrado entonces FE B(R). 
iv) {x} =n:= 1 (z -1/7!,r+ I/11) EE(R). 
v) Todo conjunto finito o numerable pertenece a B(R_). 

Definición. l .6 
Un espacio medible es una pareja (íl, 1) con íl -::j:. 0 y 1 E P(íl) una a-álgebra. A los 

elernentr·; de T 'e les lhma conj1rntos 1-medibleii. 
Así por ejemplo (ll, B(ll)) es un e:ip:icio medible. 

Definición. l 7 
Sea (íl, l) un rspacio medible. Una m1Jdida ¡1 en 1 es una íunciÓn µ: 1 ~ n.+ tal que: 

i) Jl(A) ~O VA E l. 
ii) /l(~i) =o. f 

iii) Si (A 11 )¡". ·:~ U'.la sucesión disjunta de c!C'meutos de l entonces 
µ(LJ;::"= 1 An) = ¿::;c=I p(..111 ). A esta última propiedad se le conoce con el nombre de a­
aditividad. 

Proposicion. 1.8 
Toda medida :1 es aditiva, monótona y sustrae! iYa. 

i) Aditiva. '(¡1(.-I u B)) = ¡1(A) + ¡1(8). 
ii) Monótona. (A e B => ¡1(A)::; µ(l:I)) A., BE J. 
iii) Sustractiva. Si A e By ¡1{A) < +co .ó 11(8 - A)= ¡1(8) - ¡1(A). 

Demostración: 

i) A U BU (1 U() u !j U ... = 11 u B :::;. por la a-adit i 1'idad, 
,u(A u B) = ¡1(.-i) + ¡1(B) +O+ o+ ... = ¡1{A) + ¡1(l3). 

ii) B:::: A U (11- .!) cntonr:cs ¡1(B) == ¡1(:\) -¡- p(F3 - A)~ p(.-1). 
iii) Como en (ii) «(B) = ¡1(.\) + /!(B - e\):::> ¡r(U) - ¡1(:\) = ¡t(R-- A). 



Podemos al10rr. ddinir el concepto de prohahilid.1d. 

Dcfinici6n 1.9 
Sea (íl, 1) un eopacio rM<lible. Una probabilidad en este cspacioe:J una medida P definida 
en 1, y tal que P(íl) = l. 

Not.a: A los elementos de 1 se les llama eventos. 

Algunas de las propiedades de esta medida P son las siguientes: 
---- -i) P(0) =o. .. .. - __ --·· _ _ _ ____ . ·---- . ____ .. _ 

ii) Si (A,..)~=I es una sucesión disjunta de eventos de íl entonces 

00 00 

P( u A,..)= L P(A,..). 
n:::\ no:i 

iii) P(N) = 1- P(A). 
iv) P(A) :5 ~ VA e íl. 
v) Si A e B =>- P(A) :5 P(B). 

vi) P(U11 An) :5 L: P(A,.), con'(An) no necesariamente ajenos. 

Las propi>~dadl'S (i) y (ii) se deducen directamente de la definkión. La propicda.d (iii) 
se dcduc~ a,;i: 1:::: J>(fl) = P(:l u :\e)= í°(1l) + P(N) por lo lanto P(.-lc) = 1 -- P(A). 
Las propkJa,fr•s (iv) y (u) ;;011 cuns,•cue1icia dirPda de que toda medida rs monótona, i.e. 
A e B ::::;> P(A) :5 P(I3) y por lu tanto si A. en~ P(A) ::':'. P(íl) =l. La propiedad (vi) 
se debe a !;i (T-,nh-8rlitivid~d de una medida. 

Llegamos entonces a b siguiente definición. 

Definición: l .10 
Un espacio <l•· probabilidad (n, J, l') está definido por la e~pe~ificación Je un conjunto íl, 

una a-álgebra T de subconjuntos de íl y una prnbabilida<l P d<:finida en 1. 

Veamos ahor:l.'!o que rs un:i. variable aleatoria. !)ara ello ve:imos una definición preliminar. 



4 Jntroducci.~n 

Definición: 1.1 l 
Sea (fl, l) un espacio wdible fijo. 
Una funci1'.in f: n -~ R ~~ <lk•• qne es 7-tnediblc, :>i 
Aa = {x E!!: j(x) >a} E 1. i.e. fes 1-medib!Hi 

Definición: 1.12 

V a E R, 
Vo-. E R, ¡-1{(0,co)} E l. · 

Una variable aleatoria.\ eu un espacio ck probabilidad (íl, J, P) es una función 1-medible 
de íl a R; i.c. X:(íl, í) _, (R,B(R)). 
Una variable akatoria extendida es una función X: (íl, l) __, (R, B (R)) la! que x- 1 (et, oo)~ 
{co} E J para loda a E R. 

E> lo mismo que considerar a X una función real en íl que tenga rango finito y que cumpla. 
[w: X(w) > x] E J Vx E R. Podemos notar entonces que el que X sea una variable . 
aleatoria dcpi:mde unicamcnle de J y no de P. 

Si X es una variable aleatoria en (íl, 1, P),· la m0dida de probabilidad inducida por X es 
Px en B(R), dada por · 

Px(B) = P{w: X(w) E B}, BE B(R). 

Los nínncros Ps ( BJ y BE B {R) caracterizan por completo a. la variable aleatori~ .. x en el 
sentido de' quf estos proYeen de probabi!!dadcs a fodos los evenios que incluyen a \. 

Veamos por111J1' afirmamos q1Je Px(B) '"ºune meclida de probabilidad, p<!l'a ello b:.-,sta ver 
que Px es un;1 medirla y que Px(R)::: l. 

i) Px(B) = P{ó.': X(:.J) E II);?: D VB E B(R) por ~·~r P un probabilída<l. 
ii) I'x(íl) = P{w:.\(0;) E0} = P(©) =D. 

iii) Si (An)!' es u11a ~uc1.:,iú11 disjur;'.:: e!·~ <?!<>!!'"T!lns dP B(R) entonces 

Px(U~=l A,.)== I'{(-j,I: .Y(;.¡) E u~=l :1,J} = L~=l P{¡,_¡; X(«.1) E A,,} == ¿:~=! Px(An). 
iv) Px(Il) == P(!.o.1: X(w) E R) = P(fl) =l. 

por lo hnto !\: es una probabilidad. 

Si X es cua.lr¡nier nriable aleatoria discreta. b-; propirdades de X se pueden <lderminar 
por completo ¡;or la función de probabilidad Px, deíinida P"r 

Px(x) = l'{.\ = ;.}, :r E R. 

ExplícihmcntP, P:dll) = LxEIJ Px(.r): y se trata de nua suma num('rablc, puc~ Px es O 
salvo en las :r.,, doude por;,. ~e •.'utienden lodo·; los valores r:le X. 
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Por tanto pocle1'1os afirmar que uua variable ;i k;itori<i discreta se puude cspcciíica1· dando 
un conjunto nu11ier~1blc {t.,,11 =!.'.!, ... }el<• núrw:ros !'t':-th:•s y 1m wnjuuto ¡fo pr11babili· 
dades { J?,,' n == l, 2,' .. } (en ;:: ü, Ln F,. == l ), d.:n;dc 11,. fonciona c0mo p ¡X == ,~ •• f' La 
probabilir!ad <le que X per!•:lll'ZCa a B se eucueulra ;;umando les P .. p:irn la8 cua(es X,. 
pertenece a B. 

Algnn:i.s definiciones y comentarios l.13 
Sea X uua variablt• aleatori;L en (íl, 1, P). Dcci111us que X es simplü :;j y sólo si X toma­

únicamcnte un ntÍmcro finito de valores, discreta si y sólo si el conjunto de valores de X 
es finito o infinito numerable. Cualquier variable aleatoria en un espacio <le probabilidad 
discreto es discreta, pu12s íl es numerable. 

Estamos ahora ('Jl condiciones de definir lo que es una esperanza. 

Definición 1. 11 
Si X es una vuiable aleatüria en (íl, 1, PL la esperanza de X se define por 
B(X) = f X dP == fn X(w)I'(r!;.;) siempre que e:fü. integral exista. 

Como E(X) es la ínlcgral ,fo una función X 1-medible con respecto a hi medida d~ proba· 
bilidad P, t01wmc•:; •:nlonces q ilE :;e cumpl('n todt'.3 ]us resultados <le la teoría de integra•:!é n. 
Ahora bien, sabemos que f. 1 (íl,1, P) es la clase de funciones integrables que tom;mvalorrs 
euRyqueJEfdP<+oo VJ.;El. 

Podemos expr·:">:tr la esperanza de otra manera: . 

Teorema: L i5 
Sea X una variable aleatoria en (O, T, P). Se;:- q: R--+ Runa funcióu Borel-medible. Si 

Y= g o X, entonces 

E(Y) = k ydPx. 

en el s·~ntido de que si algún lado .existe, entone,>~ exi;le el otro,_y a1übos ~•)U Jg1.1:dé;. 

)' 



6 Introducción 

Demostración: 

La demostración se hara por pJ.sos. 
Sea g un indirnclor In, BE 8(R). Entonces 

E(Y) ·= E(ls o X)= E(J{XEU)) = Px(Bj = JR g dPx. 

probando entonces que E(l') y fR g dPx existen y son iguales. 
Consideremos ahora a g corno un<l fuución simple ne>·negativa. 
Sea g(.r) = Lf=l X11n;(X), los Bi conjuntos disjunto~ cu B(R). Entonces 

n 

E(Y) = [ Xj E(! B; o X) 

-······--------------- J=l 

= t Xi { la, dPx poi lo que acabamos de probar 
1=1 }R i 

= 1· f et X; I v;) d Px pue.~ g ~ O 
rr J=l 

= JR gdI'x 

Nuevamente ambas iutegralil<.•s existen y son iguales. 
Ahora considP\'t~mos a g como una función P •rcl-rnediblc y no-negativa. Sean g¡, g2 , •.• 

funciones simpie5 no-uegatil'as bles que 'Jn l y. · 
Acabarnos dr probar que f(u,. o X) = ÍR g,. d fix y por el tl'orema de la conwrgencia 
monótona E(g o X) :::: fil g d l'x y otra wz, aml;as inl•"grales ••xislen y son igua1es. 
Finalmente, si g = g+ - ir es una función Borel-medibl•: cua],¡ui~ra y Y== g o X, L<:nemos 

E(Y) == E[V+) - E(Y-) 

= E(g+ o X) - E(g- o X) 

= /R. g+ dPx - fil 1,r dPx · 

= r gdI'·· 
}R "' 

Sí E(Y) exist••,'.y E(Y-) es finita, entoncL'S Jrur dI'x es finitz. y por lo tanto (!{ gdPx 
existe. Por u u .razonamiento similar, si f R g di\ existe impliG1. la l'Xistcncia de L°(Y). O 
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Definición J.16 
Sea X una V<\riab],, ak·aioria en (íl, 'i, P). Si/;> 0, ~l mímNo t(X1') es llarmdo ,0 \ k-ési1no 
monwuto de.\; E(!.\'.')1') rs llamado el J:-ésimo m•Jn!f:uto abwluto rfo .\. Ef (X·- E(X))k] es 
llamado el J;-ésimo mornP11to ceutral, E[J X - E(XJll'] C'Jk-/,!m0 m·•nwnt.o ~rnt ral absoluto; 
los mouwulos c.:n1tralL•s c.~tfo definidos únii:~1lli"'.: •' si q X) <'S finit:i. 
Se definen la media:= si k = 1 i.e. E(X); la varürnza := II 2 = E[(X ·- E(X))~]. 

Podemos ahora hacer una comparación, en esta 0ca.sióu con los espacios .C,,, a sab1~r: 

Definición l.17 
Sea p E [l, +oo) fijo y sea (íl, J', P) un espacio de probabilidad. 

Definimos .Cp(O,l,P) ={X 1-medible:JIXIPdP<oo}. 
Si p = l :::;- .C 1 coincide co11 las funciones p-integrabl0s. 

Lema l.18 
Si k >O y E(Xk) es finita, entonces E(Xi) es finita para O< j < k. 

Demostración: 

Tenemos que i1Xl11::; llX!lk para O<: j < k. 

El siguiente resullado es casi inmediato 

Lema 1.19 

Sin es un entero positivo mayor que 1, E(xn-I) es finita y E(X") exi~te, entonces 

E·[¡'~- -Et'~·¡¡n] _ k" (n\ r_ r.:v¡1n-k ;:r\·i:\ 
1'\ ' 1 - t k)l ;.,¡,, J -v· 1· 

·==o \ . 

En particular, si E(.\) es finita, (E(X2 ) siempre rxislc si X~ ;::: O), entoncos 

varX = E(X") - (E(X)j2. 

Desigualdad de Chebysh<'V 1.20 

o 

Sea f um fuhci6n en (íl, J, ¡1), no-ncg;itiv:i y Borel-mr<lible. Si O< p < oo y O <;. $ < oo, 
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Pero Ja siguiente versión se usa mucho cu probabilidad. 
Si g es una función en (íl, 1) Borel-nwdible y P l>s una modida de probabilidad en 1, se 
~~= i 

Si o< k < oo, 

m = fn g dP se supone finita la integral. 

1 
P{w: jg(w)...., mi 2: ka}~ k2 • 

E<ito se deduce de la primera versión, tomando /= la - mi, é = ku, p = 2. 

Demostración: 

f /Pdµ"?. f fPd¡J?_eP¡1{w:f(w)?.e}. 
Jo · }{w:/{W)?.•} 

E<itudiemos ahora un nuevo concepto. 

Definición (Variables aleatorias indcpendientf':i) l.21 

o 

Sean X1 , ••. , X11 variablC's aleatori::s en (O, 1, P). s,) dice. que X1, ••• , Xn son independi­
entes si y sólo si para todos los conjuntos Ll1 , .•. , B., E 8 ( R), tenemos: 

P{X1 E 13,, ... , .Yn E Bn} = P{X1 E B1} ... P{Xn E Bn}· 

Lo anterior significa que una afirmación sobre )í¡ corresponde a un evento de la forma 
A;= {X¡ E 13,}, por lo tanto los eventos :1 1, ••• ,An van a ser independientes. En otras 
palabras, si X= (X1 , ••• , X11 ) entonces Px ~sel producto de Px,, i = 1, ... , n. 

Notación: ·v.a.i :1brevia vari:i.bles ak•atori:is Íll<l'.>pendil'!ltes. 

Observacionf's: l.22 
a) Si X1, ..• , X,. son independientes, entonces X1, .•• , Xk Vk < n también lo son. 



Demostración: 

P{Xr E B1, ... , X1; E B¡J = P(X1 E fl1,·" ,X1; E B1.,X.1:+1 E R, .. .,Xn E R} 
= P{X1 E Di} ... P{X1; E Ili:} 

g 

b) Sea {X;, i E I} (un conjunto arbitrario de fridiccs) una familb arbitraria de variables 
aleatorias. Se dice que {X;, i E !} son indepcnrlientes si y sólo si X; 1 , ••• , X;. son inde-
pendientes para cada conjunto fini!o de subindin·s disl.iutos {i1 , •.. ,in} en f. ·- - - -- · 

,J 

Teorema: 1.23 
Sean X1, ... , X;, v.a.í en (íl, 1, P). Si todas la.s X; son no- negativas o si 

E(X;)_~ ¿-oo ~¡~ :ntonc:~s-~('.Y.1 '.:.::.:_:Y.'.'L==. E(:::ilE~.Y:.l. _ .. _~(Xn)· 

Demostración: 

Si X¡~ O Vi::::;, E(X1 1 ••• ,Xn) = fnX1 .. . X., dPx(X1 1 ••• 1 Xn)<londeX = (X1 1 ••• ,X,d 
Como se mencionó al dar la definición de v.a.i.,· /\· es el producto do Px;, i:::: L 2, .. ., y 
entonces d le0rcma de FuLini implica que: 

Si E(X¡) < +w Vi d. E(!X1,. . .,Xni) = nr= 1 E(!.Xd) < +oo y podemos aplicar 
nuevamente el teorema de Fubini. O 

Definición l.:!4 
La función de distribución de una \'.a. X es la función F = Fx: H _.[O, 1], dada por 

F(x) == P{w: X(w) ~ r}, x E R. 

Observación: 
Como para n < b, F(ó) - F(a) :.:: P{-;;: a < X(,.;) :::; b} = P;,(a, bj, Fes una función de 

distribu<:ión que corrl'sponcil' a la medid11 Px de Lt'b('sgue- -St icHjes. 
En particular. F es monótuna cm:icutc y contí1111:i por la dcrl'ch:t. 
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!fcorc111a 1.25 Ley dé·bil <le los grandes i11írn•·ro;;. 
Sean X1 , X2 .... v.;¡.i., ( uo ll!~Ce$~1t·iamt•llt•~ con la misma dbt ribucióu ), cada una con 

media y v:u·j;;11za finit:i.s. Supongamos que las varianzas están uniformemente acotada.5 
por M <+oc. Sea Srr = X1 + ... Xn. Entonct>s iS,. - E(S11 )]!11 converg(• en probabilidad 
a O, esto es, chda s > O, 

cuando ll -+ co. 

Demostración: 
Antes .de hacer la prueba probaremos u11 resultado que resulta útil a saber; 

( V 1 ..l. \' ) "\'ll \" 1 . var <\J -r •.. , •· n = L..ti=I var.·1; 

var(X1 + ... +X11 ) = E-1(X1 + ... +Xn - F.(.Y'i)- ... - E(Xn)J::?J 
n . ra 

= ¿: El(Xi - E(X¡)) 2j + 2 L E{(X; - E'(X¡))(Xj - E(X1))] 
i=l ! i,i=,1 

•<J 
n 

· = í::Al(X; - E(Xi)f] + 2 I: E(X,X¡) - E(X¡)E(X¡) 
1::::1 ¡ t",j=l 

n 

= l:varX; 
i=l 

i<j 

' 1 ~ 

Ahora sí, h d<•tnostracit\u dt>l teorema: 
Por la desigualdad de C:hebyslwv: 

/ 
Como las varianzas e"tán uniformemente acotadas tenemos que 

l t , I b" ,. < M o por o amo -.-, -., t•m·_' k _ ...,.,- -
€"11" é"t! 

·=1 

o 
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Probabilitfod y Esperanza Coudirimwl 
L:i. noción dt> probabilid:1.l cirndicinual de un e\'rn(<J "l "da<lo un evento B" corre.;;ponde a 
la frecuencia de :len pruebas sw::csi\·as donde B ocurre. P;:ira cada en:nto A, la: relación 

P(B)P(..!IB) = P(.·l n B) 

es decir, 

})( ''IB) = P(A n B) 
·' ) P(B) 

siempre y cuando P(B) :f O, define la probabilid<>d condicional de A "dado un evento B". 
Denotaremos a P(AJD) como Pn(.-1). 
En el caso en que P(B) :::: O, tendremos que P(:I n B} = O, por lo que P(:llBJ queda 
indeterminada. Por el mumento vamos a analizar 1ínicarnente el caso en qur P(B) =f. O. 
La función Pn en la a-:ílgcbra de cwutos l, cuyos valore;; son Pn(:l), A E l, se llama 
probabilidad condicional dado B. 

La idea qw~ ~ubyace a la ckfiuición es la si¡;uiC"ntc: 
Si C0m;idcramos a b probabilidad condiciu1d en t0rwinos <le un ob~erva<lor rn pc:oc;,!ón rk 
información µarcial, un e~pcicio de probabili•.lad (íl, 'f. F) describe el trabajo de un procrso, 
golJeruadn p<•r ,)\azar, que prorluce uu rt'tilllt.;,d.:i .,J dbtribuiclo de acuerdo a P. r'(A¡ es 
para el obsc1·\·a<lor la probabilidad de que el punto ;J producido esté en A. 
Snpongainos ahon que h única información de •¡iw dispone <.>I ob,o:rvador consist" e11 saber 
qu<! IJ.I está ci; B. 
Desde el pu¡¡in de visia de:! uLs.:rY~"for, ahora cu posesión de esta informari6n p;\r.:ial sobre 
w, Ja probJl;iiida<l <le que w t.ambié-n e:0té en :\ es P(A!B) en 1·ez <le P(A). 

Así, la e:qlí''"'Í<Ííl rn11,fo:io11:111lP "<l:tdo fj" ~ignif¡ca q JJe ...! '""li<t<:iu i11il'ial (íl, 'f. P) se puede 
sustituir por (D. l, Fa). 

Traemos eutr.•l1Cl':i c¡1ll' si X es nn:i v.a., en f."ite nu1.'\'ll cspaci<) rk prohahilidad, la e:,p•,ranza, 
en caso d,, c:.;i,;tir, se dPnurni1n c'speranza cuudi<:i•111al dada lJ y se denota por 

En(.\")= ¡.;(_\Jli) :.:= (X df'u. 



Como Pn =O en (A n Be) V.·t E 1, entonces 

E(XIB) = j~ X dPn 

}'.como Ps = 1,-[rryP sobre (A. n B) VA E 1, entonces 

E(XIB) = ]">(¡B) in X dP. 

Podemos entonces definir b esperanza condicional de X dado B como: 

P(B)E(XIB) = l X dP 

siempre y cuando P(B) :/=O, Le., que B no sea nulo. 
Si consideramos ahora el caso en q1ie X sea un indicador 1.1, tendremos 

de tal forma qnc la probabilidad condicional se puede definir por 

P(AIB) :o: E(J., IBJ. 

Esto quiere de·'ir que si E(·i B) = E'n es h es¡'E'ranza coudiLicrna.l dada B. con valores 
E(XIB) en la familia g 8 , donde g IJ consiste en la fo.mili:. de todas las \'.a. X cuya.inicgral 
sobre I3 existe, b probabilidad condicion:il Pn viene a ~;cr una restricción de Es sobre la 
familia I J' de indicadores de eventos. 

Analicemos dnra el concepto de csper:rnza condicional, pero concebido como valores de 
una función, i.c., vamos a considerar a la esp•:r:~1,za condicion<i.l como una funciói1 con dos 
valores reales, rle la manera qtw signe: 
El mímcro E(X/E) ya h<J ~t: ;·a a :,.;i¡s;iar, c:c:1;n ~n!•'"· ~ ri, ~in0 que se va a :i.signa.r a todo 
w E D, e igual proccderr>mos con E(.\) f1c). De cst<i. fonna hemos obtenido una función 
definida de íl a R, cuyos dos posibles »alares oon: 

r -(~!) = { E(\ILJ), s! w E B; 
,X , E(.\)13'), Sl :iJ E Be. 

o lo que es lo mismo 
(E(XIB)Iv + E(YiBc)fjj)(:..;) ... ( 1) 

Para el caso rn:í.s g<~IH:ral, consideremQS a { nJ} c:omo una partición ll\lllJeI'ablc de n y sea 
e = cr({Bf)). Sc:i. 9 l<L familia de t.od;is J;t.; V.;J. s cuya r,speranz<i. E'(X) exi~tP, de tal 
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manera que su integral indefinida existe y, por lo tanto, su cspcra1iza condicional l.<tmbién 
existe. · 
Al igual que en (1 ), obt!'tlt.'mo<; la siguiente función: 

que no es otra cosa que una función di~crela. 
Nuevamente, tendríamos probkmas sí algún Bi es nulo, pues su valor correspoüdienle 
E(XIB i) estaría indctcnninado; sin l'n~birgo, \·amo:> a dejar el caso de algiín 13¡ nulo, 
junto con su definición E(XjB 1) 1 para <l•:spués. 
De esta mancr;1 hemos llegarlo a una ckfinición: 
La variable aleatoria discreta E(XjB) definida sa!vo equivalencias por 

E(XjB) = L ( P(~!)- r X dP)In¡, vx E 9 ; }n, 

es la cspcranzc. condii:ional de X dada B. 
Particularizando nucrnmcutl' ~obre los i11dicador<'-'!, la función B·mediblc f(AIBL definida 
salvo equivalencias por 

P(AjB) =:. E(IAJE), A E Í 

va a ser la prulJabiblad condicional ele A dado 8: b. conlrar:cién de E(o!B) = E'B sobre 
I ¡, denotad él ¡•ur P(o/B) = P3, va a ser la prob?.bilid:id mndidonal dada 8, y su.> v;llorl'S 
van a ser las funciones B-nwdiblPs P(:I/ IJ) con;\ E 1, ddinidas salvo equiva.lenci:\,J. 
Hablarnos ya de la lí·álgPl1ra 8 y no de Ja parLició11 {JJ; 1 porquc E(XjB) determina la 
esperanza r.onrli•:ioual de.\ dado un cwnto r:ualquicra 110 nulo BE B. 
De hecho si :S' denota la s¡nna ~obre aig11n;1 snbda.se de {B; }, e11(onci::; cualquier evento 
B E B es de b forma :S1 81 ). tendremos 

P(B)E(XIB)= f XdP:.~f/jr XdP=B'P(B_,)E(XjB;) 
}r.1IJ¡ • h¡ 

pero si consider~mos a jJB como la restricci\111 d~ r <i. 2 ddhüd:-. por 

PB(B) = P(Bi, BE B 

teudermos que fn X dP = fv E(XjB) dP3. 
Lo anterior ncs lkva a b. siz11ir'nh' definición: 
La esperanza .;-1ndicional El Xi E) dt: X E g ,fada B es cualquier función B-mcdiblc cuya 
integral indefinirh con respecto a P3 e.s ia rr,;trkción a B de la integral indefinida de X 
con respecto a P. Corno h integr~l indefinida CL'll rc,;peclo a P3 de cualquier fulici6n B­
me<lil.ik> determina" r~t.;i f111wióu ;alrn ''qnivale1;r.ia.~, •':;ta defi.nición nos dice prceisamcut.e 
que VX E g, E(Y!3) esta clcli11!Ja por 

r R(XIB)J/'3 = r XdP, 
Ju }n 

BE 8. 
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Con esto la definición de probabilidad condicion<ti se convierte en 

( P(AJB) dP3 = P(An 13), A E J, B E B .Jn 
o equival0ntemente en. 

'\'"' P(A n B,) 
P(AIB) ==L. P(Bi), ·Ini, 'v'11 E T, 

salvo equivalencias. 

Yeamo~ ahora que sucede con los eventos nulos . 
. Sea B0 la suma de todos los B¡ nulos, y para cada A, seleccionemos P(AIB) con su clase 
de equivaleucia con w E I31, tomando los valores: 

PJ(A) = {f.~~ si 131 es no nulo 
P(A) si 13¡ es nulo (e Bo). 

Entonces, para. cada w E fl, Ja funr.i<)n PB en 1, con valores pg (A), es una probabilidad 
y pod~mos considerar integrales con respecto a ella . 
Sea X E y y escribamos 

·Et(X) =!X dPS' wEíl. 

Como V w E 8 i no contenido en el eveuto Bo, tenemos 

! XdPJ = P(~ .. - (. XdP; 
; J }n) 

se sigue que la función en íl con valores E~ (X) pertenece a la clase de cquil'alencia de 

EB (X). Así, poc!emos definir a ¡;;B (X) corno P3-equi1·alente a la integral J X dPB, donde 
pB, y de aquí la iule¡;r<1l, ~un funciúi1b <l<' ¡,; E~; Ui .sfmbolo.3 

EB(X) =!X dPB c.s. 

Estamos ahora en condiciones de :rnalizar el casu g-encr;1J: 
lh<>ta ahora lo que hPrnos h•'C:ho tiene el defecto d<' que hemos considerado u-álgebras 
generadas por .particionci uumcrabb y este rw c·:3 PI c:aso ele cuak¡ui0r 17-álgcLr« d:1dn. Sin 
embargo todo -lo dicho :111tcriormcnlc t'S posible gracias al teorema de Raclon-Nikoclym, 
que se enuncia a continna<:iórr: 
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Teorema: l.2G 
Sean (íl, l) Ull espa<:io medihle, ¡1: ¡ - rr una me~lida /]- finita y v: 1 - 1T una medida 

con signo cr-fiuit;¡ tales que u <[:'. ¡1. Entonces existe f medible cu (íl, J") tal que 1,.(E) = 
f¡; J ÚJI V E E r. Si l'Xistc !' nwdible l'íl {!!, 1) t;d que 11(E} = ÍE !' d¡¡ V E E J •Jntonces 
f = f' (c.d. rclalirn a Jl). 
La prueba de •:ste teorema no se incluirá en este trabajo, pero puede consultarse en [ ]. 

Definición: l.27 
Supongamos que X es una v.a. integrable en (íl, l, P) y que .9 es una cr-álgebra contenida 

en l. Entonces existe una v.a. E(Xl.9L llamada el valor de la esperanza coudicion:.il de X 
dada g, que cumple cou estas dos propiedades: 

i) E(Xj9) es 9-medible e integrable. 
ii) E(Xjy) satisface la ecuación funcional 

{ E(X).9) dP = ( ,\ dP, 
}e Je 

Nota: 
g es cualquier a-álgcbrn contenida en 1, mientras que 8 era :rna u-álgeora generada por 

una partición numerable. Es por ello, que esta definición es más general. 

Para probar la existencia de tal vari:ible alealoria, consideremos primero el caw de X 
no-negativa. Ddinamos una medida 11 en .9 por 

v{G) = ( XdP. 
./a 

Esta !l10dida 0,; finita porque X rs integrable, r es absolutarncute cnntinua coa rn~p~cto a 
P. Por el teorema de Radon-i\ikodym exislo una fur1ción /, y-1ueJible, tal que · · 
v(G) =fa f dP. 

Observació11: l.28 
La integral"'" h rnisnm en {íl, 1, P) que en (O, 9) con P restringida a 9. 
Esta J cumple ron las propierl~1ck:i (i) y (ii). 

-----·· -- ----- ... --· -·----

Si X no es ucccsariamentc no-negativa. pode1Ns considl•rar E(X+Jg) - E(X-1.9) que 
claramente tirne la:; prnp!cJadcs rcr111<:ricins. 
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Observación: 1.29 
En gerwral. \·amo~ ;i tener varias \'.a. E(Xly). a caria una ele ella1; !a llamaremos 1Jna 

versión del ralor de la esperanza condicional. !:\to 'St! da por el propio ieorema de Rado11-
Nikody111 donde pnede haber mas de un:i. función que lo satisfaga, pero siempre dos cua­
lesquiera diti<..•1\•11 por un conjnu!o do medíd:i cero. Por io ianio cuabt¡ui1,,ra du3 wrsion~.s 
son iguales con probabilidad 1, con P ie~(riugid<i a j. 

Dos resutados inuv:Jiatos: 
1) E(Xi{0, D}) = E(X) con probabilidad 1 

2) E(XIJ) =X cou probabilidad 1 

Demostración: 

1) fcXdP=fcE(X)dPsiG=0oíl. 
2) fe X dP = J~ X dP, GE 1 y X es 1-medible. D. 

El \'alor E(X/y)w• en (•J se puede intl'l'prctar como el valor esperado de X para alguieu que 
sabe para cada G en 9 si esta contiene o no al punto w, mismo que en general permanece 
desconocido. · 
La primera condición (i) asegura que E(Xl9J, puede ~eren principio calculada a .partir de 
esta información parcial. · 
La condición (ii) puede expresarse como sigue 

fJ'< -· E(Xl§JJ dP =O 

Si al observador con J;, información parcbl contenida en g se le ofrece b oportunidad de 
apostar, pag<!ndo una entrad<t de E(X!y) y oc le regresa!<, cantidad X y si adopta la 
estrategia de apostar dado que G' ocurre, esta crnación implica rpw el juego es ju~to. 
Esto es por la interpretación dc> la esperanza. 
X - E(Xl.9l = gauancia si ocurre C. 
IG[X - E(Xl9)] =ganancia 
Y Jn lc[X - E(X!.0)] r/P = E(r;:rn::rncia) _ 
En general se dice qn<:> un jnego i:s justo si .\es !a gananci:t y cumple con E(.\.l =O::Esto 
es, si se juega un H lÍlll<~ru 111uy granJe ,Je v. 0c.0

;; un juc[;o, la ¡;ar:anei:t promedio es igual a 
cero. 
Vamos a retomar esta <lisrnsión cuando hahk;mos de rnartiusalas. 

También hay un concepto general de probabilidad ~on,]icional dach una a-álgebra. 
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Teorema: l.:JO 
Sea (íl, 1. P) un espacio deprobabilidad, g u1nsub-a-~lgebra de 1: fijemos U E í. Existe 
entonces una función F(l.!19 ): (O, 9) _,. (l~. B), !bmada la probabilidad corn.licional de B 
dada g, tal que 

P(G n B) ~la P(Dl9) dP ve E g. 

Cualesquiera dos funciones de estas deben coincidir casi dondequiera con respecto.a P, y 
en realidad P(Bj9)::: E(lnl9) c.<l. rel P.-

Demostración: 

Sea ,\(G) = P(G n B), G E g. Entonces ,\ es una función en 9 aditiva. finito valuada y 
numerable (con\able), absolutamente continua cou respecto a P; la exíst1:'ncia y la unicidad 
c.d. re! P de P(Bl,9) se sigue directamente del teorema de R.adon-Nikodym. 

-·--- ..... La cont>cción entre cspernnza condicion:il y probauilidad condicional, se sigue directamente 
de la definición anterior poniendo In en vez de Y. 

Propiedades de la Esper:rnza Coudícioual 

Definición: l.:H 
Sea. X: (O, 1) ·- (íl', l) un objeto aleatorio. La O"-álgebra inducida por X esi:1 dada por 
1(X) = x- 1(J'). 

Ohservacióu: 1.32 
Los teOi'cma:; conc:•~rnientes a Probabilidad Condicional se obtienen sustituyendo Y por 
In, y los resulta dos que se refieren a E(Y jX) se ot>tienen haciendo 9 = í (.\"), donde 1( X) 
es la o--álgel11;, íHJu.:id;-, por X. 
Para obtener lils tcorNtJas para,,¡ c::i;;o discreto podc·mos reemplazar a g por (X;::; x), en 
general la. redacción es casi la misma. 

Teorema: J .3:3 

Supongamos que X, Y, Xn 3on intc::;rables. 
i) Si X= a con probabilidad l, entonces E(.\IJ):::: a. 

ii) Si a, b son const:i.ntcs, eatouces E(aX + 6Y!9l == aE(XH) + bE(ll9) 
iii) Si X s; Y con probabilidad l, entonces E(Xl9) :S E(l'l9) 
iv) iE(Xl.9li ~ E(!X!l9J 
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Demostración: 

Si X =a con prol;abilirbd 1, b fuucíc'.11 kh'.1!1 icameiite igual a a salhfa,:c• las condiciones 
(i) y (ii) <le la defü1íció11 Je E(.\j9), y por tanto (i) se sigue por unki,lad. 
Para. (ii) temmw;; que af(Xl9) + bE(l'j.9) i:~ inkgral1le y .9-nwdiblc, y 

{ !aE(Xl9) + úE(i'i.9)] dP =a { E(XJ.9) dP + b { Ii(YJ9) dP 
fe }c }e 

=a Í .YdP+b { YdP::-: f(aX+bY)dP 
Je Je; fe 

y esto para toda G en .9, ¡1or tanto csh función satisface la ecuación funcional de la 
definición de E(Xl9J. 
(iii) Si X.$ Y con probabilidad 1, cntour:cs por (ii) 

.. __ _ . .l[E(YJ.9) - E(X!.9)] dP = jy .. ·-X) dP;::: O VG E y. 

Como E(Yl.9)--E(XJ9) es 9-rncclible, eslc tiene que ser no-negativo con probabilidad .l; por 
lo tanto E(XI~)::; rp·¡9¡. L:sto prueba (íii) así 1:omo d hecho de que E(Xl9) = E(}'l9) 
SÍ ,\" = Y COll probabilidad l. 

(iv) Se signe clir1.•ctamrnte de (iíi) considerando que -!XI.$ X~ !XI. O 

De aqui en adcbnlr., Y, Y1, Y2, ••• son v.a. en (O,.J, P) y supondremos qne sus espcranz~s 
existen. 

Teorema: ).;) 1 

Si Y,. ?.: O V11 y)~, 1 Y c.d. P, entonces 
a)·E(Y;,j9) l ttY19) c. d. I' 
Si tod:is Yn ?.: O, ·~ni.onces 
b)E(¿~=i Y.,jg)::: ¿~=i f(Yn\9) c.d. P 
En parli~nhr, ~i ll1 . R·.~ .... son conjuntos disjuntos en/ 

e) P(u~"1Rnl9l = ¿~=1 P(Hnl9l c.<l. P 

Demostración: 
1 

a) fe YndP =fr. E();,\§) JP, Gen g; por (íii) del teorema (1.33), los E(l~,\9) crcéen a 
una funcilín h, ,9-mrdiblc. . 
Por el teorema dl~ la cunvcrgcncia monótona Je· i' dP = fr; h dP'con h = E(Y\9) c.d. P. 
b) Por (íí) (]el t1:orema l.:J:i, C([;'.=t Y1:!9) == !..~k=i E(Y1:\9) c.d. P 
Consíderctnos 11 _, co y ap!ica11<lo (a) o!J(.eJJl'mn; el resn llado dc8cado. 
e) Es un caso c>perial de (b). o 



Teorernn: 1.3.5 

blE(Yl9l] = E(Y); por tanto si Y es integrable, fambién lo es E(}"l9). 
1 

Demostración: 
E(l') == fo }1 d l' =Jo L[Y 19) dP == E(E(Yjy)) o 

Teorema: UG 

Si 11~1 I :s; Z V11, con E(Z) finita, Z 9-medible, y 1'n - Y c.d. P el)tonces 
E(}~,19} .__. E(r¡g¡ e.el. P. . 
Este teorema es análogo al teorema de la convergencia dominada para esperanza~ condi­
cionales. 

-· -·· Demosl.ración: 
Sea Zn = sup ¡i'1; - YI, entonces Zn es variable aleatoria y Z,. 1 O c.d. P. Ahora por el 

l::>n 
lcorema ant~rior E(Y,, J.9) y E(YJ9) sol! finita.5 c.rl. P, y 1 E(Yn l.9)-E(Yl9ll ~ LW·:, -Yll gj 
por (i) y (ii) dl'l teorerna 1.33. Esto es menor o igual que E(Z11 1.9) por (iii} de?! t•:orema 
1.33. Por tanto es suficiente con probar que E'(Z11 J9J _...O c.d. P. 
Por (iii} del tei>rcma 1.33, .t:(Zn 19) ¡ h c.d. P par;> alguna función lt y-mi:Jil,ie. 
Como O.::; Z,. ~ 2Z, q1;e es integrable, te>ncmos qtw 

por el teorema de la converg('ucia dominada, po; lo tanto ·h =O c.d. P. 

Teorema: 1.37 

Consideremos Y,, 2: Z Vn, donde E(Z) > --oo, Z 9- medible. 
) S. y 1 } . . -; ~·" 1 ") ' pi- - ' ~ l 1 I' a 1 " · e.e!. 1, entonces qi n y 1 .r.\.l l.';1. <.:.ú. 

b) lim E(Y,,1:1):?: E( fun (r,.¡9) c.cJ. P 
U-i-00 tl-tOO 

o 

Si consider3!11<' > ahora Y;, :=:; z ... V11, donde f(Z) < +_'..o 
e) Si Yn 1 Y c.d. P, entonces E(Y,.19) ! E(YIEl c.d. P 
el} Tíñ1 E(};,¡g¡ ~E( Tiin (r,,¡9¡ c.d. P 

··--,.~-.-~· ~-·-·--

n-oo 

Demostración: 

a) Tcucmos o~ r,t 1 Y+, por lo tanto E(Y,tl9l ~ E(}'+¡g) c.d. P por el leomna 1.3·1 
inciso (a). 

... ; ... 
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Como O ~ Y; ~ z- que es integrable, por lo ülllto E(Y,;-19) -+ E(Y-1.9) c.d. P por el 
teorema anterior. Ahora · 

E(Y11l.9) = E(Y,;'J.9)- E(V;l.9) JM (ii) del teorema l.33 

==> E(Y+l.9) - E¡y-¡g) = E(}'I~) por (ii) del teorema 1.33 

(Notemos que Y;t y Y,..- son int('gTables). 
b) Sea l'n 1 = inf 1'1:; :::;> }~,1f1' 1 = lim Y0 

k?:n. n·~oo 

Por (a) E(l~, '19) l E() ·'L9J c.d. P, pero Yn' ~ }~, po~ tanto 

E(Y''l9) = lim E(}~,'1.9)::: lilli E(Y,/J.9) ~ lim E(Ynl.9) por (iii) del teoremal.33 
n-*OO n-+oo n-+oo 

e) Se signe de (a) snbstltuyendo todrcs las variabk;s aleatorias por sus inversas. 
d) E( Tiiñ r,.¡g¡ =-E( lim (-Y,.Jl.9) ~ - lim E(-}~1'.9J por (b) 

n-too fl.-tOO U-tOO 

== fíñi· E(l~d.9) 
fl-+-00 

Nótese la similitud de c,;Le teorema, con ei 1.eorcm:i de la convergencia monótona exiendido, 
y con el lema <lu Fatou. 

Teorema: 1.38 
Si Z es 9-medible, y si l' y Zl' son integrables, entonces E(Z}'j,9) == Z E(Y!.9) con 

probabilidad l. 

En particular E(Zl9) = Z. 

Observación; I.a9 
Si X es y-medible, entonces claramente E(Xjf) = X con probabilidad i. Este :l•::orema 

es una gcurralización de e:;te hecho. Para un observador con la informadr5n en G, X es 
efectivamente rna constante si es G-mediblc. 

Demostraóó11. 

Si Z es un inclii:ador In, BE 9, y CE 9, teuelf1>Js que 

{ Y Z t!P = f Y dP = f E{Y!9) dP = { lnE(Yj.9) dP = f Z E(Yj!1) dP, 
}e }cnB }cnB Je )e 

y ZE(Yl.9) es .9-nwdihlr. 



.Por lo tanto el resultado es V<ilido para iudicad0n:s. 
Sea ahora Z u11:1 función si111ph>, e--; decir Z == ¿;'=1 ,'7,J-Ini con Di E,9· 
Por (ii) del teorema 1.3:.l 

n n 

E(ZYL9) = [ ZJ f[l' fu,19)::: [ Zj In1E(Y!9) == Z f(Yjg). 
J=l J=I 
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Si Z es uua función arbitraria 9-incdi\Jle, co11sidcremos Z1, z~, ... funciones simple:> y 
9-mcdibles tales que IZri 1 ~ ¡z¡ y Z,. __, Z. 
Ahora E(l' Zn J9) = Z,, EO'l9l por lo que ai:abamos de probar, y E(Y Zn 1.9) -• E(r Zj9) 
por el lcc1rema 1.36 y p1m¡uc Y Z (·S intc·grable. ' 
Como Y es integrable, brnbién lo es E(Yjy); por lanto E(Yj,9) es finito c.d. y en couse­
cuencia Z,.ED"I,~) _, ZE(Yj9) c.d. 
Por lo tau to E(Z1l9) == Z E{}'jg). O 

Nota: 
Es importante que E(}'l9) sea finito pues, por ejemplo, k _,O pero k(oo) no converge a 

o. 

El tomar un nlor de e~peranza condicional, puede pensarse como una operacióu promedio 
o suavizador:! (:-moPlbing). 
I~sto nos hace pensar que promediando X con respecto a 92 , y luego el rcs11Jhdo pro­
mediarlo con respecto a 91 , una cr-álgebra más pequeña, nos debe rcsult<tt· lo mi'imo que 
promediar a X desde un ptincipio con 91• 

Teorema: J..lO DP la proy('cción 
Si X es inicgr::ible y \;i.s a-álgebras 91 y 9~ safr;facen 91 C 92 , entonces 

a) L1E(Xl92 )iji] = E(.\'19 1) con probabilidad J. 

b) E1E(XJ,9 1 )!9:) = E(YJ9¡) c.d. P 

Demostración: 

a) Si GE g 1 , entonces fr; E(Xl9i) dP =fa X dP =.fa E(XJ~ 2 ) dP pw•s GE 92 
=>. E¡E(Xl.92)![.i) = f(X)91l E.-d.- - . 

A!Lcrnati\'ailténle, si GE 91, entonc0~ fe E¡E(Xjj.J)l.9 iJ dP =Ja E(Xi9 2) dP =Je X JP 
pues GE 92 ; ~- E(Xl9il = .EV,(.Yl.9~Jl.9il c.d. 
b) E(Xl9d es 91-medible, y pcr tJnto 9'..l·mcdiblc, y 

r E(Xl91)dP= r E(X!9¡)dP, GE92· 
}a }e 

o 
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Espernuza Contl.icional como Operadores ele Proyección. 

Hasta riqui heme-·; •''Jndi:ul11 a la t'~p•jr:mza condicional corno una funci6n medible. ahol'a 
vamos a e;;fndiarla d·:·od" O!J'() puntu Je vi:;ta. La j,iea eu c>.ot,• punto •c~J prnb0r qne Ja mi:0ma 
cspcranncondiciona! cO!i la que liv111r¡;J venid\! tial>:ij::::du ,,,_, pti..,·!e cstudi::r t3mbit'.·n couio 
un operador funcion;d cu lus esp~.cios Í.p, l ::; ¡1 :S: c.::" Busc;imc.s probar esta equivalencia 
porque en algunos c:i-.os fJll•'de ser m:ís cómodo trabajar a h esperanza condicional como 
un operador funcional. 

Sin cmhargo, antes de entrar en materia euunciarmuos y probaremos la dcsigualchd de 
Jensen pues va a ser una berramirnta fundamental en lo que resta de l'Ste trabajo: 

Desigual!Iad de J cnsen: 2.1 
Sea g: I _, R convexa. Sea X E .C. 1 (11, 'f, P) v. a., con X(w) E I V w. Si ;{:es una 

sub-u-;ilgl'l)ra rk í, entouces · ' 

E(g(X) 1 Jl) ~ g( E(X i ){)) c.d. 

En parlicubr F(g(X)) ~ g( E(X)). 

Demostración: 

Primero notemos qnc E( X 1 N) E I c.d .. pues, supougamos que n E R y X >a, entonces 
R(X i N) > a c.d. pues 

O? f E(X-alN)dP= 1 (X-a}dP?.O 

{Ep;¡)I )~u} 1 [E'(S!H)Sa} 

por lo tanto X~ ne.el. en {E(Xj.:J) :5 a}, lo que irnplic<1 que P{E(XIY.) :S a}= o, 
por lo tanlo y(E(X 1 !!)) l'.'sti bil'u ddinida. 

En el tcor0rna anleri11r pod:crnos cscriüir y(y) = 511p(11.,y + h11 ) 1 y e:/, c:5Í 
T1 ' 

g(x)~a,,x+b11 Vn. 
por lo ta,nio E(o(r) 1 N) ?.: u,. [(X 1 Jt) + 1!11 c.d. 
Si con5iderc11H1.'; el supremo sobre las n olitenernos el n~sultado. 

Teorema: 2.2 

o 

Sea ·8 e í una 1.T--;\lgvbra y (!!, .r. P) un .:spaci<:. de probabilidad. Entonces el operador 
espürnnz;; condirion:1.l E{<>!B): [ 1,(\?, !, P) -- Í.rf!l, T, /-'), l.~ p s; co, l'!l ll!la prqycc1·ióu 
lineal posifr;a y una contr;i.rción (i.c. jjE{fjB)jJ;. S llfi!,.). Su rango es .Cp(\1, B, P0). 



Observación: 
Como se habfa mencionado an!erionnonle, P3 es la.probal>ilidad rrstringida a la 

a-álgebra 8. 

Demostración: 
Se probará pritncro l;i. existencia de dicho opcraclnr. 
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Como P(íl) == 1 tcuernos que .C¡;(íl, l, P) e f..1 (í!, l, P) así si f E .Cp(íl, l, P) ::::>- f E 
.Ci(íl, 1, P), i.c.f es integrable y porlo tanto E(ojél): f _, E(fjB) E .Ci(íl, 8, P3) t•xiste. 
Esto de hecho nos dice que la función que a cada .f E Í.p le asocia E(JIB) pertenece a f. 1. 

Para ver que E( .. ¡B) es un operador lineal positivo: 

i) consideremos 11(.-1) = J f dP, entonces 11: B -+ R es una función a-aditiva .que es 
. .. • A 

absolutamente coniínua relativa a P3, y con mayor razón a P. 

Sea f ;::: O c.d. => v(A) ? O :::;. 1/T ? O= Ú(fj8) ? O c.d. pues por el teorema de 
Radon--.:\ikodynt E(Jl3l. = f c.d. siempre que f sea B-medil.ile. 

ii) E(ejB): J - E(f\ 3) b un op•cradur lineal i.c. si f 1 , h son integrables, entoncb 
E(a/1 +bh\B) ::-:: ul:"(f1 j3)+bló'(hlil) c.d. y c~to <'~'gracias a hspropiedad-::sdc la inkgr;d. 

Probaremos a continuación que E( oi.B) es una pré,yl'cción. 

E(E(XIBz)IB ¡) = E(E(XIB i)\8~) = E(XIB ¡) c.d. . .. (0) 

=> E(E(ojB)IB) = E{e!3) i.c. E(ojB) es un operador irlr'mpotente. 

Vamos a probar ahora que se trata lle una contracción; 

i.c. llE(flBJllr::; ll!llP· 

i) Si p = +oo, entonces IJJ::; llflloo c.d., de tal forma que 

IE(JIB)I::; E(\fl) B) .'5 E(l)f!i(Y) 1 B) = l\flloo c.d. 

por io tanto llE(J 1 BJ!ioo::; llJ!loo y E(.,!B) es una C('ntracción en este caso. 
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Por lo tanto, [>()t t.ral:trse 1k Ul! o¡wrndor Jiw-;1.I idrnipute11tc y contrai:tivo, telll'lllOS que 
E(e!B) es una. proyccció11. 

Observación: 
Esto también nrne~tra que E(JJB) E .C 00 (íl, B, P). 

ii) Si 1 ~ p < 00, sea ,,::(X) = IXIP. Entonces {¡'.'.)(") es una función contínua convexa en R, 
~ f,rp(f) E .C¡(íl, !.P). 
Por Ja desigualdad <le JtJnsen esto implica que 

E(<p(f)IB) ~ 1p (E(llB)) c.d. 

tenemos entonces; 

llfllf, = J 1;.';(/) dP por la definición de 'P y de 11/llP 

= J E(rp(J)IB) dP3 por definición de esperanza condicional 

~ ( p(E(f!B)) dl'B por(*) 
(¡ . 

= l!E(f!Blll~ 

Se sigue entonces que .i::"(fi3i E Lr(íl. B. P3 i y que !1E(fiólii1• ~ iJ.íiii> 
Por lo tanto E(eiB) ~~ declivarneu(e uua conlr<1cción y eu este rn.~o cuu raugo ·:0nte11ido 
en .Cr(íl, B, Pe J. 
Como E(oiBJ es la identidad en L,,(!l, a, P3), S!l rango es precisamente Lp(íl, B, P3 ). D 

Teorema: :.!.~~ 

Sea (f1, 1, P) un espJcio de ¡)i·ofobili1la1l y--3 e: 1 una ri- álgd)l'a. 
Si .Cp ( lj y l~F (a), 1 s: JI < C0 S1lll Itb esp;:irio,, de L'bl!sguc en 
(íl, 1, P) y (\l, B, P3) rópecti\·arneate, eHl<•111:0,; cxi;;fc una proyección 

Q: .C
1
,( 1) ... ~ .C1,( !), (~( .'.:1,(1)) = L:,.(B ), ll;unada Q:::: E(oi B ), 

que e~; po,iliY~, y es una cont;2,c1:Íl)n, y 

QI = l e.el. ~)i B 1 e 8;· e ;r son rr- ál:.i;el>r;1s >' Q, = E(o!B ¡), i = !, 2 
son las pro;: .. .,·cionrs cürrc·s¡,-0nclien!t\-;, cutonc:,:_. q 1 q~ = Q'.!Q1 = Q¡. 
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M;is :iún, para cada 1 < r :::; x, Q(lp(T)) = .::,,(8), Q = E(.oiD) ti~ue HJ1a Ülika 
extcnsíón a Q, c?(li(j)) = L1(3), Jonde CJ t:S una e~pcranw condicion;il l 1 ~ coutfaua. 

Observación: 
Este teorema es "casi" el teorema anterior. 

Demostración: 

Por el teorema anterior y por (O) se cumple C[\l(' Q1 Q2 = Q2Q1 = Q1 . Lo demáti excepto 
lo de la extensión ya se probó t'll el teorern;1 anterior. 

Para probar la extensión: 
Sabernos que ~p(,1°) e L¡(l) a:;í que Q no sólo ..:sti definido en un subespacio de .C¡(l), 
·sino"que por d levrerua anterior lcncmo:n1ue es coutíuuo en norma Í(. · · · ·· ····--·----

Como l,,(l). es denso en .C¡(T). la función lineal Q uuiformemcnte continua l'il Ult 

subconjunt(• del!So en .C¡(l), tirne una úni1:a extensión a todo .C¡(l) por el "principio de 
extensirín por contiuuidad"en espacios métricos. O 

Nota: 
En la prueba de la ültima parte del teorema, se usó el sibuientc teorema de topr:io¡;C: 

Si ){ y Y son dos espacios métricos y Y es tornpleto, si D C )( es un subconjunto denso, 
c_ntonccs una fuuá"u f : D - Y unifornicmcnt.e coutínua ti2nc una IÍnic:a nt1'nsión 
f: )( -• Y qu·~ es u1üformemenle cont íuua éll Y. 

Lcyt>ndo est~ t0orrnn, surgen de rnommto df)'; preguntas: 
l.- Existinín algunos otros operadores en 12 1, ( 1) ;:obre .Cr (E), p ;-:: 1, que sea u uua proyección 
y una contr;Kc:ión q\;e no seau lll'l'.CS<triameull' una esperanza condicional? 

2.- Si Q: lp(1) __.. f.,,(l) ('S 1111;1 prnyer:cirín )' una con!racci<in, bajo qtlé conc'.i~:ionc:.> e:; 

una espl'ranza condicion:il? 

Estas dos pl'l'!';Untas \'Íc·nt>n a ser en cierto sen1 id.) un inverso a este ül!inw teorema; para 
a.nalizarla.s estudiernoo; el siguieutc re~ullado: 

T<'orrma: :!.4 

Sea (!!, J, P) un ('sp:icio de prol:d>ilidad y ¿; C 1 una O"·álgebra. Si .Cp(J) y .C,.(B) 
(e lp { J)) , 1 ~ ¡i < ·X• :;.m los r•sp:icio~ de LeL 0.,gu1~ 0n (n, f, P) y (f!, B, P3) res pe et iva-
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n:icntc, entonces toda proyección q en .Cr ( !) lineal y <JUC es una conlraccíóu, con rango 
.Cp(8 ), coincid\: con la c'~pera11za condicional f( .ojB ), i.c. (¡)(j) = E(flE) V f E Í.r(f ). 

Demostración: 

La demostración se va a dividir en dos ca:ios l < J! < oo y p = l. 

Caso l) l < p < co. 
Sea q = ¡¡S-. Sí /o E Cp(B) es un elemento acotado, entonces es claro que 

... (*) 

- · La idea en ámbos casos es probar que 

l.Q/dP= ¡ JdP V/E.Cr(lJ y AEB, 

de tal suerte qne el resultado se concluya. 

Recordemos q1ll:: (f.p( 1) )•,el espacio dual de Lp( 1), se icleutific<:. .'.ambién con .Cq( 1) para 
1 $/)<OO. 
El opcrndor e¿- : Lq --ry í.q, definido por: 

. (QJ,g)=j(Qf)gdP= r /(i'J'g)dP=(j,Q•g) VfEf.µ(l} y gEf.q(l) 
(l 

~' ~' 

es llamadq el :idjunto de Q y es un operador lin•??.l acotado. 

Más aún llQll == llQ'' 1!. y (Q' f = Q' si (J'2 = q ,- por lo tanto Q• es una proyección y una 
cont.raccjón si q t:i1tJbi,>11 lo es. 

De hecho, si Q2 = Q y g <: .Cq{l), entonces 

(f,Q"g) = (QJ,g) = (Q:if,g) = {Qf,Q.g) = (J,Q"'g) ... (1) 

Como f E .Cp ( J') es ~rbit.r:iri<t, Q• g = q•º g y por lo tanto Q' QS una prnyección. 
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Respecto a la ecuación de normas, por la dcíiuición de norma de iin operador, tenemos: 

llQ•ll = sup{llq' Yllq : llu\\,1 :S 1} ¡•or dpftniri1ín 
= sup{sup{j(/,Q'g)/: Jjjili> S 11: l/vJ)q S 1} 

como llhllq = sup {![ hf df'J: ll!llP ~ l }, 

=sup{snp{l(Qf,g)I: llfl\¡¡ S l}: ll!1ll,1 S l} 
= sup {sup{¡(qf, g)I: llulJ,1 :S 1}: ll!llP :S l} por definición de Q y Q• ·-
= sup{llQJllP: llfllr :S l} = llQll ,J 

por lo tanto IJQ•ll::; 1 si l!Qil ~ 1, lo que se cumple, pues Q es una contra::ción. 

Estos cálculos son ciertos para todos los operadores acotados en un espacio de Banach. 

--- . -·-·--··s¡ Lq es considerado como (.c,,y y si lio =·et fe '~ .Cq( 1) con fo E .C,¡(B j ·eulonce-s hoTIO . -
sólo está en .C,1(1) sino que e5t;í eu .C.1(8). En efecto: 

... (2) 

Por olro lado, si A E B es tal que ;u E .Cp(B):::: Q(.Cp(l)J, y como fo E .Cp(J):;; fo es 
integrable, tenemos: 

f fo dI'B ::: l .X.Afo dP3 = t ~(;.;,;,)fo riP3, pues Qx11 =·,\,{, 

= r XA(Q.fo)dP:-:: r x.-1hodP:::: J hodP=I E(ho/B)dP3 ... (3) 
~ ~ . ~ ,\ 

Pero fo y E(h0/E) ~o;i .9-:11edi!!\<:s y .·1 E A L'. arbitrario. se sig-nc entonces de (3) que 
fo== E(iiojB) r.d. 
Ahora, por un teorema anterior E(ejB) es una c0ntr:wión en .C.q asi que: 

ll/oll,1::: llE(holBlilq :_:; \\ho\Jq 

· De {2) y {'l) pr;demo:; concluírqnc llfoll'I = jjh,,¡¡q. 

Como l < q < cv, ¡p(X) = j.\jq es com·rxa, = por la desigualdad de Jcnscn 

<p(fo) = \é'( E(hol B)) ::; E(ip(ho )i B) c.d. 

... (4) 

...(5) 

y la cle~ibuald:id se cUJnplc en un conjunto J,_. medida po~itiva siempre que ho no sea 
8-mcdiblc. 
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S·i h primera pc,~ibilid:id se curnpl1? 

1 
llfoll4 = l yUo) dP < ! E(p(ho)l8) dF == J \O(ho) JP = llliollZ ... (6) 

pero _esto contradice el hecho que habíamos probado de que 

llfol!q = llholl'/ ~ lio es E - medible. 

Así /o=:= E(holB) = ho c.d. y fo es un puulo fijo en Q'. 

[ QfdPa = ¡ x .... QJ dPa = l Q•(x .. dfdP == ¡ x .. ddP, ya que Q•(xA) = x.'i, 

= ¡ fdP= ¡ E(JIB)JP3 ... (7) 

Aqui usa111os nuevamente qut· .Cµ(Í} e ii(J). 
De (7) se sigue c¡ut>, corno Qf E Lp ( 3) =· Q f "" .9-mc<liblc, QJ = E(JIE) V JE Í:p( f}. 
Con esto con el u ímos PI primer ca.so. 

Caso 2) p = 1 
Cornü Q e~ la idcnti¡bd en L i( B) y l;1-; constanie~ e~l:Íit eüL'.¡ (E) ::::C· Ql""' l r.d. <i" h<>cho 
Q1. 111 ==i.(JJo::-::i.1 0 = i 
poi· lo tan fo si O:-:; / ~ 1 c .. d. es un elemento arbinario de!', 1 ( l), 1mt0nn's por b liucaliclad 
y contractividad de q, 

i 1-·t fdP= l (J ---f)dl
1
3?: l ¡q(l-J)ldP3 pues llQli ~ l 

= l 1(1 - Q fll dP plH Ql = l 

~ 1--J Q/dP 



Cons<:cucntemente 

l fdP$ l QfdP5, f IQ/ldP5, l fdP. 

Se signe entonces que existe una i¡;11aldad por todas partes y que Qf ~O c.d . 

. p.d. Q(g) ~ O para toda g ~ O en L\ ( J) 

i) Si g es acotada => ll9lloo < oo 
O :5 11yÍ¡

00 
:5 1 si g :/:O c.d. (pues g ~O). 

=> Q( ¡¡ 9~¡"') ~O, por la linealidad de Q y como 119/¡
00 

es constante 

=> ¡¡
9

/¡.,., Q(g) ;;:: O por lo tanto Q(g) ;;:: O ~ues llal100 ~O. 

i i) Si !1 ?: O y g E f.¡( T) 
considero Ja sucesióu 
Yn = g A n 

Observación: 

i 

g .. J...!.. g entonces como Q es contínua =>O :5 Q(gn) _, Q(g) V n 
por lo lauto Q(g) ;;:: O .. - - -

. demostración de la óbscrvación: 
O :5 g - y,, :5 g E .l'.¡(T) 
g - g,, __, O puntualmente cuando n _,o: 

=>por rl T.C.D.L. J !1- g,, ~ J O== O ,:­
por lo tanto Q9 ;:::: O V g ~O en 1:. 1 (l) · 
Mas aúu (8) tambic\11 irnplica . 1 

l f dP == l Qf dPB 

para O~ J :5 1. Donde (]fes E-medible. 

p.d. esta ig-113Jdad se cumple V !l E 1:. 1 ( J) 

i) p~rn g acolada 

=> º :5 m-r~ :5 i 
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... (8) 

•.. (9) 
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:::-J miT;dP= J Q(n~)dP8 
como Q es li'ncal jjg~Jco l gdP:::: llY~l"". l Q(!I) dPB 

multiplico ambos lados por l!ullro y { g riP:::: ( Q(g) dP3 V g acotada. 
íí Íl 

ii) VgEf.1(1) 

S C., 
ea Un :.: g /\ 11 => Y11 --> g 

=>.f gdP = lim r !111 dP = li1;1 j Q(gn) dPB = ! Q(g) dPe 
n-+oo'" n-+oo 

pues llQ(qn) - Q(g)l!1 =llQ(!l~ - g)ll¡ pol' Ja linealidad 

~ 1!!111 -glh -o 
::} j IQ(g,i) - Q(g)I dP -•O cuando n -+ oo 

Como lim 1/ (Q(g} - Q(g")) dPI $ lim j j Q(g) - Q(g11)1 dP-.. O. 
n-100 n_...oo 

::::- l lirn ! Q(g) dP - lirn ! Q(g11) dPI -+o 
n-+oo , n ...... oo 

:::;. nl~··º .! Q(g) dl' = I Q(g) JP = n~l;o / Q(g~i) d p 

por Jo tanto (9) se cu1 .. plc V f .Ci(l). 

Afirmacit'ín: 
(9) se cumple si íl es suslituída por A E B. 

De bcch0, i:01i:;i<lercmos p;u;i, A E E, O::; f ~ x.1 y f E J:i(l) 

Pedimos qnc }¡ =O c.d. Pues si Q es positirn se tiene que O ::'. Qf ::'. Qx.1 y 

XA ± h = x_,1 ± [Q(x,1!) - Q(x .. 1Qf)] ::.~ .Y.1 ± [q(x.1 J - x_,iQf)] 

= XA ± [Q(x.i(J - Qfl)) = Q[xA(\.1 ± J :¡: CJ!l] pue:> Q(x;1x,1) = Q(.\A) = x.-1 

:::; Q(x..i ± f :r¡ (Jf) == Q\.1 ± Qf =r- (if == .\:.1 ± QJ+ Qf == X.1 ... (10) 

EJI!onccs (10) implica q11c el par de dcsigualclacks \.1 + /¡ .$\A y x,1 -- /¡ ::: X.-1 son ambas 
ciertas. 



De igual manera, h s; O y -li ::; O ~imult.ineanwule. 
Pero/¡ E .Ci(l}, por lo tai;to Ji;;.:; O c.d. y Q(xA!l = Q(xAQ!) = XAQ! 
pues XAQ/ E Ci(B) y q es la identidad en l'.'. 1 (8). 
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Vamos a probar que esta iíllima ecuación es cierta V O~ f ~ 1 c.d. en í. 1 (1) (y por Jo 
tanto por li11calidad para toda acotada, y por continud;1d de Q V f E . .C 1 (1)). 

Si A E B es :trbitr:trio, O~ ft,.1 ;::; XA U:::; 1) y O~ fx';.. s; xi;,. de tal forma que el caso 
especial implica (cou fx,1 y Jx;¡) 

por tanto 

Q(J) = QUx"') + Q(Jx~il = x..iQUx..i) + x;1CJUx~1) 
=> XAQ(J) = x,iQ(Jx .. t) +o= XAQUxA) = Q(fxA) 

¡ Q(!) dPB = ¡ Q(Jx,i) d:B + ¡ Q(Jx;d dP3 por (P) · 

= J Q(JxA) i> p;ies P(A) = P3(A) si A E E 
i!. 

= l XAQ(fx,i) dP = l Q(.yAQ(fx,;)) dP. 

pues x,1Q(J;u) E .Ci(E) y Q es Ja id 1~11tidad en .Ci(B) 

=.l Q(x11 fx .. ¡) d P pues si consideramos g = f XA 

=> Q(XM!) = Q(y,iQ!f)-'. [!E .Ci(l) 

= t Q(x,1fl rlP P1H> .. \'.1X.1 = XA 

= { XAf dP por (01

1 

~ 1 

~1 fdPB::: r E(JIB)dP3 
I i\ 

Como los iutcgrandos cxtrcnw~; o:n (12) i.e. 

.;.(?) 

; .. (ll)~ 

... (12) 

f Q f dP3 = J E(f13) dPn son 3 ·medible~ y A e B es arbitraria, podemos concluir que 
A A 

E(JID) =" Qf r.d., para arola1bs y por lo ta11lo V f E .Ci(l) o 
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MARTINGALAS 

Hasta el momento hcm•lS definido el concepto de esperanza condkjonal y lwllios analizado 
. algunas <le sus propi1'dades, esto nos va a servir ahora para estudiar un uuevo concepto 
que es el <le martiugal:is. 
Daremos primero h definición de este nuevo concepto, para después poder analizarlo. 

Definición: 3.1 
Sea X1 l -:'íz, ... uua sucesión de V.a. e,n un espacio de probabilidad (O, l, P), y sean 

11,12, ... una suce;;iún de a-álgebras en l. La sucesión { (Xn,111 ); 11=l,2· .. } es una 
martingala si: 

i) lu e lu+i; 
ii) Xn es J n - medible; 

iii) E(IXnl) < oo; 
iti) con probabili<lad 1, tenemos: 

E(Xn+1 j ln) =X" c.d. . .. (*) 

Se dice entonces que la sucesión (Xn)n es una martingala con respecto a las u-álgebras 
(ln)n. 

Observación: 
La rondicicín ( ii) se expn!sa diciendo q11 '. Xn es adaptana a ln. 

Nota: 
· Si Xn l'l'pr1'Scnta la ganan,ia de 1111 jtigador dl'sp11\-s dP la n..:ésima jugada y ln rc¡msent;1 

la infonn:1rit\n que tiPne del juego h;1s1a e:;" momento. entonces ( ~) uos dice que la ganancia. 
espernda dc',pués de la siguiente jupd~t e~ la liJÍ:;m::i. qu~ b rp1P tiene ahora. Esto es, la 
martingala l'l'}ircs(•nta un jl!L'go justo. 

Ejemplo: Suma.s dt~ >. a. i. a.2 
Sl'an ~o ==O y 1I'1 , 1J!~, · · · v. a. i. con E(jlJl,.I) < oo y E(>P\I) =O V 11. Si definimos 

X0 =O y X,, :::: 1Ji 1 + ... + \[1
11 para 11 2:: 1, ('n(onccs {.\11 } es \ll'a martingala con respecto 

a IJI". 



Demostració11: 

i)E(IXnl) ~ E(\'J!¡\) + ... + E(\ifinl) <ce, 
ii)E(Xn+t j Wo, .. ·, '1'11):::: E(X,. + Wn+1 j Wo, · · ·, lf,.) 

= E(Xn l 1110 1 • • ·, Wn) + E(llin+l j 1J!o, · · ·, '11n) 
= X11 + E('1in+d ya que las { IJi ;} son independientes 
:::: Xn debido a que E(~'m) =O por dcf. 
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por lo tanto (X,.) es una m;_¡rlingala. O 

Observación: 3 .. '3 
La sucesión X1, X2 , •.. se define corno una martingala si es una martingala relativa a una 

... sucesión 11, 12, ... . Podemos nolár que la,; CT-;í\gcbra.s 9n = a(X1, ... , Xn) siempre n0s 
convierten a uua suc. (Xn)11 en una martingala. 

Demostración: 

i) 9,. e 911+1 
ii) Xn es 9,.-medible 

iii) Si ( *) es cierto, entonces 

E(X .. +1 ! 9,.) = P,(F;(Xn+1 ! ln)9n) = E(Xn ! 9n) = Xn 

esto último por propir \;idcs de la esperar.za que ya hemos analizado. 
por lo tanto (*) se re'. .ice en este caso a: 

E(X,,+1 ! X¡, .. .,·Xn) =·Xn. 

~ 
Como: 11(X¡, ... ,Xn) E!,,~· Xn es ln medibk V H, enlo11ces O"(X1, ... ,X,.) son las 
mínimas <J- ;\lgcbras con rcs¡)(;do a la.s cuales X,, (~s una marting;tla. 

Analicemos con m;ÍS dct:\lln la dcfmiciún dt' martingala que hemos enunciado. 
La condición (iii) nos asegura qt1L' E(.\,+i 1 1n) cxisi(\, La coudicióu (iv) nos dk<:> que 
que.\,, es una wrsión de F(X,,+ 1 1 T11 ); 

Conw Xn es .T,.-medibl(', clltonccs (*)se !'('duce a: 

J Xn+idP= f X,.dP, AEfn. 
A /, . 

• .. (1) 

Como los .T n están anidado•;, A E 7 11 implica que 

¡ X,. dI' = ¡ X11 •1.1 dI' = ... =-~ ¡ X,,+k dP. 
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Por lo tanto, Xn; al ser ln-mcdible, es una versión de E(Xn+k 1 111): 

E(Xu+k j 1,.) =X,. 
con probabilidad l para k;:: l. Si A= íl ~ E(X¡) = E(-Y2) = .. ., 

Podemos entonces enunciar las condicionrs de definición de una martingala en términos 
de sus diferencias. · 

Lln == Xn -Xn-1 6.1 = X1. 

Por Unealidad H es lo mismo que E( D11·!· I 1 T,,) = O. 

Notemos que como X1; = D1 + · .. + Li1; ·y D..1; = X1; -· X1;_ 1, los· conjuntos X1, ... , Xn y 
Li1, ... , D.n generan la n1is11Ja. O'-~Ugebra: 

cr(X1,. .. , X,,)= O"(D.1, ... , Li,.). 

Ohscrvación: 3..! 

La teoría. de 1mrtiw!ah~ se cumple par;/ todo inten·alo de la recta, i.e. si <'.onsitforamos a 
(,(X11 , 1 11 )} uua rnarting:da, vi subíndice 11 puede ser contimtn en el. caso de que n corra 
sobre un interralo de recta, o discreto en el caso en que corra sobre lus natura].:s. o sobre 
conjuntos numerables. En este trabajo Yatnos a rstudiar 1íníc:mH'lltl' f.'] caso diocrcto. 

Defü1iciún: 3.5 
Las Y.a. )(,, ~OH u11;1 sul>niartinrsala rebti\'a a las 17-;\lg;cbras Y,, si (i), (ii) y (iii) de la 

definición de m:1I'lingah se qnechn iguales y si (ir) s-.; co11vierlc en: 
(iv') con probabilidad l; ' 

E(Xn,': 1 l,,) ~ X11. {**) 

Igual t¡ue anfrs, (X,,)n e~ unasuhmartin· da si loes con n·spcrto a ;il¡¡una succ-;ión (l,¡} 11 , 

y la sucesión 111 ::: <l(.\'1 , •.• , X,,) es la 1 .. :uima sucesión que funciona para tal efecto. 
Pensar en {o>;,) es lo mismo que · 

1 f Xr1+1 rlP ;;::. f Y,, dP, 
!1 )\ 

:\E'!,,. 

Jndudivamcnlc, al igual que antes, podemos l'er qur 

E(Xn+I: l Tu);::.\,,. V);;.:: l. 

Tomando las es¡wranza.s rn la rc:uació11 anterior obt nwmos que 

E(Xi) ::; E(X~) S ... 

... (2) 

. ...(3) 

... (4) 
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Ejemplo: 3.6 

Consideremos ('Ji,,),, igual que en el ejemplo :.1.2, pero en este caso supongarnos c¡ue 
E(w .. ) ~O 'v' 11;::: :l. Si definirnos Xo =O y X11 = W1 + ... + ll!ri paran~ 1, e11luuces 
{X11 } e~ uua submartiugala con r<:.s¡;ecto a 'Í',.. 

Demostración: 

· i)E(!Xn I) ~ E(!lll 1 I) + · · · + E(!W,, I) < oo, 
ií)E(X,.+1 J 'I'o, ... , '11,1) = Xn + E(iY,,+i) ~ Xn 

por lo tanto (Xn) es uua subrnartingala. 

Definición: 3.i 

o 

Invirtiendo la <lcsiguald<t<l (*:1·) en.la definición anterior, obtenemos la definición de su­
. permartingala. Las desigualdades (2), (3) y (4) se iuvierlen también. 

Así pues, la teorí;i ele supermarl inga las l'S si111étric;i. a la de submartingalas. 

Nota: 
Volvamos nuerame11te al ju¿r:1dor cuya ganancia es Xn después del n-cs11110 JUC¡:;o y 

cuya i11f1.>rmnción sobre d j ueg(• en est.e momento !>e reprcsceula. por Ja O"-;ílgebra ?·,.. 5i 
l n = o·(X1, .•• , X11 ), él wnoce b Sl!C(·sión de !iUS g::11anrhs y nada nds, pero l n p11di('ra 
ser mayor. La rnm.liciém (;) de martingala estipula que su r;ananci:: esperada d._·,;puL'.:3 
del siguirnte jur:;o i:;: ala ::u ¡~anancia ac~ual, de tal 1t1é!lll·r:1 que la rnarting:1.b ''' p1wd.: 
consicler:H' como un 1• ''.lelo d•.: juego ju:;t(. 
En camlJio la co11dieir 'le·,~) de' :;u!Jmartin~-_.i!a nos din· ([llL' r;:rna o al menos 110 pierde C.'ll el 
proml'c!io. la sub111:uli1wala nos rcprL'SCiltd un jut>g-o faYnr:1.l,k· al jug~<"!or, de igual 111:uwra 
la supcrn1artingaJ;, litJ:; rnpn'SL'Iita un jm•¡;< dcshvoraJ,J,:. p<tra t'l jugador. 

Veamos ahora al[(l!no,; n•,;uli;ir\o:; irnportante;; que usaremos para probar algunos teormnas 
de conn-r¡:;»ncia dt• ¡¡i;1rt1n~;:d:1,.;. 

Teorema d0 r<'rta d<· snporte: :ts 
Sea g: 1 _, H., donde l es un intcrv:ilo abierto en H, acotado o no acotado. Supongamos 

que g e~ cou vexa, e~ lu es: 

g(ax + (1 - a)11) ~ 11!/(.r) + (l - a)g(y) V x, !f E f y Va E ¡o, 1). 

Entonces existen StH'PSion•:s {11,1 ] )' {lin} de núnwros n·~lPs tali:s que V y E!, tenernos 

[!(!!) = SUJ>(llnY +u,,). 
ll 

para entPnrler lllejor el teorem:i. w:11nos una ddinició11: 
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Recta de soporte: 
Sc:1 <puna función CúilWXa c11 (a, b) y ;;o E (a, b). La. n•cta ¡¡ = m(x - xo) + cp(.r.0) a 

fraYés de (.r0,.p(i·o)) e.o Jl;unada uua recta de supuilt• en xo oi siempre esl:Í. debajo de la 
gráfica de rp, esto es, si ;(x);:: m(x - xo) + \é'(Xo). 
Tal linea es una linea de soporte si y sól\l si la pc11diente m está entre las derivadas izquierda 
y derecha <le x0 

to 

La idea del teorema es probar que g es el supremo de un .número numerable de lineas de 
soporte. 

Demostración: i 
' 

Sea g: I ......, R una función convexa, I un intervalo abierto en R. Si O < /¡ 1 < h2 , entonces 
por la convexidad, 

. (h~ - h¡) h1 
g(x±ht) ::;. -~ g(J:) + h

2 
g(x±h:!); 

l 1 
por tanto ¡¡;-[!J(.r +!ti) - !/(i·)] ~ /¡

2 
[g(:r + h~) - !J(:r)] ... (1) 

1 .. . . 1 .. . . 

Y -/¡2 [:~(x-h2)-!l(x)]:=;-¡;~[g(x-h 1 )-g(x)] .. ,(2) 

Además si h, h' > O, 

l•' ¡. 
g(l') < -

1 
• 11 g(x-h) + -1~1 , g(:r + h'). - 1+ ¡ . 1+ 1 , . 

. g(:r - h) - g(i·) g(i· + h') - g(:r) 
entonces -· 

/ 
::; ---

1
1·--

- 1 1 
... (3) 

Con (1) y {~) probamo:; r¡ne g1
1. y g'_. Pxistl'll en!; y ··on (~l) que estas deri\'adas son finitas. 

Más aún, de (1) y (:Z) 

. q(1¡)- r¡(x) . q(x)-11(11) r/ (.r) ==· mf '-"'---' - q'_ == sup -· -. -·-·-
. + y>:c y - ,¡: ' • y<~· . ;; - !I 

y por (:l) g'._(:r)::; y~(;) ... (5) 
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Si X1 < x2, <Jnlonces 

, < g(:r2)- g(;ri):::. q(x¡)-J_(:r2) < 1 (;r .. ) 
9+ - X2 - 2'¡ X¡ -:- X;) - g_ ." ... (G) 

· por lo tanto fl+ y g!_ son creci011tes en J. 

La existencia de las derivarlas izr¡uierda y derecha nos dice r¡ue g tiene límites izquierdo y 
derecho en cada punto, por tanto g es coutínua, pu0s si no lo fuera !/~. o g!_ sería infinita 
para algún punto. 
Si y 2 x, entonces g(y) 2 y(.r) +(y - x)g!~ (;1:) y si y < x entonces por (4) 

g(y) 2 g(x) +(y - x) u'..Jr) 

Podemos concluir entonces que si g!_(x):::; ax 5 g~_(:r), entonces 

g(y) 2 g(x) ;J- (y - x)ax V¡; E I. ... (7) 

Ahora bien, la función Lx dada por L, 1¡1) =· g{x) +(y - x)ax, g E I, se !bma lin0a de 
soporte de gen el punto x. ' · 

=* g(x) = sup{L,(:t): 1J E!}. 

Se puede probar tambiéu q110 ges el supreino de un rnílllero uunwrable de lineas de soporte. 
Si x E J, sea r que se aproxima a ~: através de una sucesión Je números racionall's. 
Entonces Lr(.r) = g(x) + (;: - r)ar. 
Pero g1_ ( r) ::: u,. ::; g~ ( r). y r:omo las y' son funciones crc•cicntP.s y acotadas en un intervalo 
finito y cerrarlo d0nt ro rl<' !, tenemos que la.s ll,. forrnan una ;;uccsión ar.ola da. 
por lo tanto L,(.i:)--> g(J:) por (i), Lr(Y)::::; g(!f) V y ( [y V r; 
por lo bu to g(.r) = ·""!'{ f.q(:r): .q E I, s r: :ional}, esto es, 
g(:r) ::e sup{g(o) + (.r - s)as: s E J, s rae )]Ja\}. 

1 

o 
Veamos alI(Jra un teor,~ma que nos mues(, . una manern ele construir submartingah<; desde 

· 111<wting-abs o desde otras snLm:irtingahw. · -

Teorema: 3.9 · 
a) Sea {.\"11 , 111 1 una sulnnal'lingala, !I: R -·P.. una f¡111ción convexa crecit'nt<:. 

Si g(.\,1 ) es intc·r;rabk 1i 11, cnlonres {!l(.Y11 ) 1 111 } es Ulla snbmarti11gala. 

L) Sea {X,., .711 } u11a martingala. g: ll -. H una función rourt>xa. Si g(X") l's inll'grahlc 
V 11, entonce,; (!l(-~n)Jl 11 J r::; nna submarting:1la. En p:utkul:1r si r ;::: l, {.\",i) es una 
n1:\rti11:;:1h y /S,, /' <':> intc-grahk V n, entun<.:<'S (l.\",ij,.} es una s11lm1arting;1l::t. 
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Demostración: 

Por la clrsigualdad de .fonscn t 0 nr.'mos que 

a) Por tratarse de una submarling;da tenernos que E(X11+1 1 111 ) .2 Xn; por tanto 
g(E(Xn+I l 1n)) 2: g(.\,,) pues ges creciente. . 

b) E(Xn+i !Tn) =X,. por las propiedades de martingala, entonces 
g(E(Xn+l l ln)) = g(X .. ). o 
Estudiemos ahora algunas desigualda.des fundamentales para martingalas, que generalizan 
Ja cl<ísica dcdgualdad de Chcbyshcv y de I\olmogorov: 

Teorema: (Desigualdad Maximal) 3.10 
Sea {X1, h, 1~k:::;11} una submartingala. Entonr.es para cada,\ E R, 

,\J'{,c1: max Xi;(w) 2 ,\} ~ ! Xn dP $ E(IX,¡j), ... (1) 
i<l;<n 
-- ,!max'X•?:.l.I 

I! , is1-:Sn 

y 

M){,v: 1 ~¡_!~ 11 X1,(tJ)~,\};::: ! 'X,,dP-E(X,,-Xi)2E(Xi)-E(!Xnl) ... (2) 
l min 'x,9¡ 
l:Sk511 

Demosfrarilin: 

Sea M = { w: max .\'¡, (0;) 2 ,\}. 
1$1:Sn 

Prinwro vamos a expresar el C\'cuto ¡\/como una u11ión finita y disjunta de conjuntos. 
Sea M1 = {'v: ,\'¡{oJ) 2 ,\} y para k > l definamos i\f¡, corno 

i.e. Af1: es el conjunto tal qut' X,\· l"; lit pri111.~ra \'.;i. en ésl:t ouccsión que l'XCl'<lc ;i ,\. 

Claramente AJ;,. E l;, y M = U?=i J\f;,., es u1i'a u11i1\11 disjHnl a. 
Por lo lauto 



pues {Xi:}¡ es una submartingala., 
n 

?: ,\ k P(Afi:) = >.P (Uí'.=t Ah)= ,\P(M) y esto prueba (1). 

Para probar (2) vamos a Íiacer uua descomposición parecida a la de (l ). 

Sea N = {w: rnín Xk(w) ~ ,\} 
t:S:k:Sn 
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Igual que aotes sea N1 :::: { w: X1 (01) ::; ,\} y N1; eA el conjunto donde X1; es la primera V.a. 
que 110 excede a ,\, así para k > l 

Claramente N = u¡;= 1 N1:, Nk E h disjuntos y N1; e (u~~} N;) e 

Por tanto 

E(X1)= r X1dP+1 X1 dP~,\1 dP+ [ X2 dP, 
J<J1 f l '~i 

pues 11.'f E 11 y {X1 , X2 } es. una submartingala, 

== ,\P(Ni)+ r .\2 d!' + ! X2 dP 
&, .v¡(l1\'ó 

::;>.[P(N¡)+P(X2)]+ ! X:id!', pue'íJ\'[nN~Eh 
' NíÍJN~ 

11 

:s;,\ ~P(N,) + "! 
n Nf 
i;;;.:l 

==,\f-'(N)+ l X,,dP'--l X,..dP 

por lo tanto ,\f(N);::: f Xn dP- ( (Xn - "\'1 ) dP. y esto prueba (2) 
N ( -

o 

.. 
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Teorema: (Desigualdad de Kolmogorov) 3.11 
Sean X1 , ... , Xn v.a.i. La les que n¡ = E(X¡) y a? = V ar X¡ = E(X; - a; )2 existen. 

Entonces para cualquier E:> O, 

P max 1 ¿: (x¡ - a¡) ¡;:: € ::; é~ ¿:: ar 
[ 

k ] 1 n 

1::;k::;n i=l •=! 

Deniostración: 
k 

Sean l]i¡ =X; - a¡; sk =E 'l]i¡ y O"k = cr{X;, 1:::; i:::; k}. 
. i=l 

Observemos que: {.S\, h, 1:::; k ::_; n} es una martingala. 

Demostración: 

E(S1;.1-1 1 h) = E(S1: -l '111;+1 i h) = S:. + E(\Ji•+i JJ'.':) = 81: u:. 

... (3) 

pticscomo '111:+1 es indqiendienlede l;;, ~('I11:+ilh) = E('l.i1:+i) =O, y .'i/; es h-mcdiblc. 
Por el teorema 3.9(a) [1_•aemo;; que : { S[, l 1;, 1 ::; k::; n} es una submartingala pues 

E(Sl) = I:L1 or <O'.'. 

EHto11ce.-; por (1) e:~ P [ lll;;.:, S'f?.: c2] ::; E(SHJ::.: I:~=l a?, que es (3) 
1 :-;; • .::; r¡. 

Ahora que si consic\C'I'~·rnos 11 = l, entonces (3) Sl~ conYÍl'rtc en: 

P [!Xi - o 1 I ?.: e:] ~ z} <¡m· es la <lesig;ualdad º'' Chebyscv. 

Definición: :). J 2 

o 

Si s11p /•,1.\',, 1 < co dcr·imos que la su ce :ón (X,,, 11 ?.: l) es ,C 1 -at;ola<la, mient.rn.s que si 
n>l . 

E [st~;) ¡x,, 1] < w dodrnos que h sucesi: · (X,,, '1 ~ 1) t'S .C. 1- dominada. 
n>I 

- • 1 • 

Obscrvaciún: 3.13 

Sea X= (S,., !,,·, 11;::: 1) 11na uwrlinsala. La rcbción 'up E).\11 1 :S E'[suplXnJlimplica 
n>I n>J 

que toe In 1mrliagala I'. 1 ··dominada es t :nnbi,;n f, 1-acot ad<L Sin 0111bargo l;~rcbciu inwrsa 
no necesariarnc·11lc l'5 e ... rta, para prob;1rlo dan•mos nnos ejemplos. 

Ejemplo: 
Conside1\'1ll(JS f.'! C''Jl:lt:io discre>to n == { L 2, ... } y defi11:imosl1.' h ,;it;ni\'11il' probabifül<id 

P como l'( { 11)) = ~ -- ¡¡-h, n E N. S1~a (!,,, 11 ;::: l) la S\IC(':;i<ín cr,,cicnle de cr-:ílgebras 
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doJtdt.) J n ;s [;Pll0rada por las particiones { {l }, {2},."., {11}, [n + 1, col}. Definamos la 
succsinn (.\'.n, 11 ~ 1) Je v.a. por · . 

Xn == Xn(w) = nl¡ 11 ,oo) (w), I! EN. 

Entonces X = (X11 , l n, n ~ l) es un:1 martingala positiva tal qtw E(X11 ) = l V 11 E N 
y por lo tanto X es .C 1-ar.otada. Sin emb::irgo, sup X11 (w) = vJ que claramente no es 

nEN 
integrable. 
Por lo tanto la martingala X no es .C 1-dorniuada. 

Ejemplo: 
.... Sea íl =[O, l], 1 = 8¡0,1¡ y P la mCdidade Lebesgue. 

Definimos · · 

Xr \T (.. ) { o si 
n = .l\n w =. -u2W + n si 

y 1n =o·{X1 , ... ,Xn}. Entonces (X11,1n,n ~ l) es una martingala. Como E(X,i) = ~ 
para cada n E N, ésta madi u gala C.5 .C, --acotada; &in ernLargo su supremo, sup IXn 1 uo 

nEN 
es integrable y por lo tanto no es .C 1-{lominada. 

Estudiemos ahora algt_mos teoremas de cenvergencia para las martingalas. 

Tcor<>ma del salto ..íptimo (Halmos) ,;u.¡ 
Sea {X,,, 111 ) una submartiu¡_;ala. 

Sean s1, s:.i, ... v.a. definidas por 

si' (X1 1 ... ,X1;)Efü 
SI (X¡, ... ,.'(¡_.) r/:: Bk 

dl>nde lo'l B;, ~011 cunjuutu~ ;1rbilrario:> l'll é (R"). 
Consideremos 

'1'1 =X1, 
iI'2 = X1 + .s-(X2 - Xi) 

IJ!,1 = X1 + c(X~ - Xi)+ ... + ºn-1 (X,1 - X,,_¡). 

Entonces {iít 11 , 111} es tamhi1~11 una suh111:1rting:ila y E(lf1n) $ E(X11 ) V11. Si {X,., 1,.} es 
uua m:irlingal;i, ('Jltonc0s { 'it,,, Jn} tallll.i0!1 lo (·~y E( 1l1 n) :::: E(X11 ) V 11. 
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Una manera de interpretar hÍé: levrema es volviendv a la idea del ju¡;ador: 
Sea Xn la ganancia del jug:1dor después <le n juegos; entonces 'li,, es nuc~l.ra g:rnancia 
si seguirnos uua estrategia de sallo opcional. D\::ipu1'.,, ele observar X1 , ••• , X1:, ]ilJdemos 
escoger si apostarno>J con el ju;;«Hlor en l'l juc•go h+ l (en este caso t:1; == c¡,(X1, ... , Xk) = l) 
o pasamos (c1; ""O). N1wstra ganancia cu c·ljuego I<+ los ::;,(X1;+1-X¡..). ~ste ll'orema Jo 
que.nos dice es qut> no import;t q11(' estraf.•'gia sigamos sí PI juego rs ju~to (un;i martiugala) 
o favorable (una sulJrnartingala), así ~e queda, es decir jusi.o o favorable sogtín d caso; y 
ninguna estrategia(!;; este tipo puede incrementar la ganancia esperada. 

Demostrnción: 

Tenemo~ que: 
E('i'n+dln) = E(ift11 + e(Xn+1 - Xn)!Tn) 

=1lf,,+&nE((xr1+1·-,Zri)17,.) 

por ser é 11 una función Dorel-modiblc de X1, ••• , Xn, y por lo tan In l'S 

l(X1, ... , Xn) e 1 n -medible. 

E(lli 11+dlr1) == W11 + ::,,(Xn - X,,)= IJir1 en ol c;i;,o de las marliJJgabs 

::::: il.'" + º" (.\;, - Xn) :::: ~'" en el caso de las submarti11galas. 

Como \fl 1 ::: X1 , lcnemos };(.\¡) = E(1J1
1 ), y E(X1; - Wi:)::;:: O(== O <'ll el caso ele martin­

galas), 

X1;.¡.1 - 'l'1;+1 = X1:+ 1 - 1'!1, - :k(Xi.-+ 1 - XI:)= (l -· sk)(X1:.¡.¡ - .\¡,) + X1. - 1J11, 

?: E(X1; - ~1¡..Jjll:) = X1: - ~'1;, 

con igualdad en rl caso ele m;1rtingalas. 
Tomando la t'spcrama rn amlJo:; hdos y usando Ja propiedad E( E(.\l9)) = E(X) obten­
emos: 

nt1era11wnte ro11 i[iualdad c11 rl r:iso de las 111arti11gal:1.~. · o 
Llrga111us ahora a una llllc~1·:i d·.>:;ig11ald;1d <¡1!<' 1·a a Sl'I' un:i hL'lTamienta imporlant~ l'll la 
prut>ba de algunos '•'ílrl'lll'.1S de ("lJil\'l'l'íj('[ll:i.t. s~ trata ele llll f\'(ll'l'Jlla debido a D·X>b, que . 
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consisto de la siguiente.: i<lca: Dv.da una suc•:si"•n do v .a. [ Xn), p:ira cada punto w E fl', las 
propiedades <le co11vcrgl'ncia de un:i sucesióu numérica{.\,. {w)} dependen de b oscilaáíu 
de segmentos finitos {X11 (w), n E Nm} cua11do ni-+ co. Eu p:1rticuhr 1:1 ~uccsión tcndr:í 
un límite, finito o inlinito, si y ~ólo si el nú:;1'.'ro d'.:' ~:us osrilacione~ entre <los n tÍmcros 

· (reales) a < b t-s finito (depencli«tHlo de u,/¡ y w). Lo importan le ;,qui, es que •'S que 
para una subrnart.ingala puede ser obtenida una rncdida precisa del uúmcro esperado de 
oscilaciones. · 

Teorema "de los crnzamícn tos hacia arri b:1:' 3. 15 
Sea {,"°'ú,·'h, k == 1, 2, ... , n} una submartingala. Si a, b EH, con a< 1>, sea Uab el n1ímero 
de cruzamientos de (a, b) por X1 , .•. , Xn, definido de la siguiente manera: 

Sea T1 = Ti(w) el ¡:rimcr entero en {1,2, ... ,11} la! que Xr, ~a, T2 el primer entero 
mayor que T1 tal qtH~ Xr, ;: b, T3 el primer culero dcspu6s <le 1'2 tal qne Xr3 :::; 11, etc. 
(Decimos que T; = oo sí la condición no :,e satisface). 
Si N es el número dl' los T; finitos, difü.imos Uab == ~Y. si 11 es par)· N:; 1 si 11 es impar. 
~00~ - • 

Demostración: 

Supongamos que a = O, y que toda X; ;::: O. Definamos las T; como dice el teorema. Sea 
€j =O par;t j < T1; fj = 1 para 1'1 :::; j < 'l'..!, 'J = O par<i. T2 :::; j < T3; €j :::: 1 para 
Ta :::; j < 1'1 cte. ' 
Pongamos nn ejemplo: 

(1 

e " 

" " 
3 

o------{'--·-·---·----/!----- ~---
~ 5 • i 9 ~ w 11 ¡-;¡ 13 1~ IS 

Aqui tcn•lremo~ <Fil~ 11 = 15, 7'1 = ·!, 1'2 = 8, T3 == 10, T: == 11, T;, = U, Tri = co, 11 > 
5, U11b:.:: 2; 
€¡ = t'2 = €3 =O; €.j, ,'5 =E\; = €¡ = l. 
Ea= €0 =O; E10 := J, €11 =E¡~= E13 ==O; E11 =l. 
X1 -Hi(Xz - Xi)+ ... -+- t:11(.\"15 -- X1.i) = X1 + Xs - X.1+X11 - ,\"10 + X1r. - X14. 

Nokm<Yl que 1Jt 11 d•.>Ünida como en el tcon•rna del "s;1\to c'iptirno"es l'l incremr,nto total 
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durante los cruzamiento:;, mas un po,;iblc cru;:arniento_parcial al final, mas una contribución 
debida a Xi. · 
Entonces >J.r 11 '.:'.: bU0 ¡. Pero las t:¡ pueden cxprc:.arse en términos de Xi, ... , Xj, por tanto 
podemos aplicar el teorema antcríor; 
por lo t~tnto f'P¡,, T;;,k == J,2,. .. , 11} esunasubmartingala, y E(11'11 )::; E(X,.) y por tanto 
E(Uai)::; tEt~'n)::; tE(X11 ) se cumple. 

Para el caso gcncr:il, considMernos r (.\¡, -- a)+' 11:. k = 1, 2, .. ' 1 n} que es una submartin­
gala y el n1íwcm de cruzamientos de (a, b) por {X¡} es el mismo que el número de cruza­
mientos de (ü, b - a) por {(X1 - a)+}. Corno Xi:;; a, X¡ - a$ O y (Xi - a)+::; O son 
equivalentes a X¡ ?: b, Xi - a ?: b - a y (Xi - a)+ ?: 6 - a, el 1esullado se concluye del 
resultado anterior. O 

· Teor01n:i. de converg<~ncía para sulmiartiugalns. 3.JG 
Sea {X11 , 1,., 11 = 1, 2, ... } una submarlin:;ala. Si sup E(X;t) < oo, existe entonces una 
. " 
V.a. xt'Q tal qu0 X"_, Xoo c . .s., y E(IXooJ) $ lilll E(JX,.IJ <OO. 

n-+ro 

Demoslmción: 

Considenm1os 
P{w: Xn ( w) no com·t'r•:c a 1111 límite, ya sr•a finito o inlini to} 

=P(U ,<_b ft"':.'ifil X,,(0;)<n<l·< fiiñ .Y,.(u)}) 
a,b rar.1<111"'1 l-l-OJ H_..00 

Si para al::;-unas a < a, P )f Em .\',, <.. " < /, < Tíffi X,, } > o, 
n-tw 11-·~0'J , 

entonces {X11 } tic1w u1t nú'11wr1i infinito d•' c1.,i:~;rn11.•n\os ci" (a, 11) ei1 un conjunto co!1 \l!''Jh­
abilidad positiv;1, y pur bnto E(U"¡.) =: :;,:·. PL·ru Ua/J e; l'! límite de la snresión monótona 
Llab;n ==número dl' crnzarnicntos de (a, 6) ¡ii.•r .\ 1, X~, ... , X11 , asi que E(U.ii;n) __, E(Uu¡,). 
Pero por el teorc1t1.1 antnior 

lo cual e.e; una cont radicciún. 
Por lanlo Xn rnnvcrge a un límite X00 c.s. 

Ahora JXnl = x,¡· +X;;== 2x,;· - Xn, y f(.\'nl?: E(X1 ) por ~er submartingala. Por lo 
tanto E(JX11 l) ::; '.2 ;,11p L'(X~·) - E(X1) < 'x:. Y por el k'ma de Fatou 

fl 
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. y por ello )(,, es iulcgrabliJ y por lanlo fiuita c.d. 
Podemos considerar a X00 corno una v.a. a11uquo prolJabl@1cnte haya que "carnl1iarla"cn 
un conjunto de rncdicl;i. cero. O 

Corolario 3.17 

Sea {Xn,lu,n = 1,2, ... } una submartingala inversa, i.c. 111 decrece cuando 11 crece 
y E\X,,lln+il ~ Xn+1 c,d. Si inf E(Xn) > -oo, entonces exist.e una v.a. X00 tal que 

ti 

Xn-> X00 c.d. 

Demostración: 

Esta prueba S•~ lleva a cabo casi como la anterior, sólo que en éste caso hay que considerar 
a Uab,n romo el número de cruzamientos de (u;b) por· {X11 , ,Y,,_¡, ... , X1 } la cnal es una 
sulimartingal<t pues: · 

' 
E(XkiXk+1 1 ... , Xn} =E( E(Xklh+1) 1 Xk+1 1 ... ,Xn) ~ X1;-¡.¡ 

Podemos entonces co11clnir E(U,1b,n) ~ 2a-E((X1 -a)+)< oo, 
y por lo l:rn(o Xn --. X00 c.d. 

Ahora j.\',. 1::: 2X,t ·-X,. y E(X,,) :2: inf E(Xn) > -oo. 
11 

Por tanto {.\}, ... , Xt} es una submart.ingala y así E(X1;·¡ < E(X{) 
=:> E(IX,, 1) ::::; 2lo'(X¡+) ·- j¡¡f E(:\,.) <<X', y nuevamente usando el lema ck fatou condnimos 

11 

que Xoo es intcgrahl0. o 

Observación: 
Los dos rc:n1ltaclos ai1tnriores también pueden p1:ob<11'Sc pal'a snpei'i:nartingalas. 
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Teoremas de Convergencia 

i 

=? implicacióu sin restricciones 
........... ¡1 (X) < +co 

- - - -+3 subs1Jccsión Unk) de 
(!,,) que conY•Jrge en el 
seu1 ido que marca la íl1'cha 

,..,,....,,...,_, 3 g E .C p {¡i) 
tal c¡ne lfn 1 <[!V TI EN. 

Definición. Una sucesión (!,,) de funciones en D s.;; R.P a R.q convergp a una funi:ióu f en 
Do s.;; 1 . . 
~ V E> O y V x E Do 3 /;(e:, x) tal que V n ~ k(e, x) ¡lf,,(x) - J(x)li <e:. 

1) fn 5.:'i:, J <=>3 NE S tal que ¡1(N) =O la] que fn(x) ---> /(:r) V x ~ N. 

Defiukión. Una sucesión (!~) de funciones en D s.;; ,~r a Rq converg0 uniformcn1011tC' crn 
un subconjunto Do de D a una función·/ cuando V s > O 3 k(s) tal que V n ?. i:(E) y 
x E Do llf,, (;i:) - fil <E:. ' 

f.." 2) /n u~. J <=>3 N ES tal que (111 (x)) ·om·erge uniformemente V J; E X--N, p(N) =O. 

. .e i 
3) /,. -.J, f(J,.,f e Íp(¡1)) ~ ll/11 -- /111, ·--;O (n - 'ce) 

4) fn __!!_, f .;:;. v·:: >o;_::¡ N tal que V n ~ N l•'JlCll\OS que: 
¡1{x E :r:jf,.(.r)-- /(.r)I?.;;} <E:. i.c. p(,-ln(.:")) ·->O (11-+ oo) V f >O fija. ,__ ______ ... __ . 

A.(r) 

5) J,. ."..:.''.,+ J.;:;. V E:> O 3 8 = 5(E) >O y un conjunto medible E cu S con p(E) < 8 tal 
quC' lf,,(.r) -- /(r)i < t: si /1 ~ N(E, L). x E X - E 
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Intc•grahilida¡l Uniforme 

Definición 3.18 
Sean ft, f.o, ... fuuciones (rcab o complejas) l3orcl mcdibles en el espado de medida 

(íl, 1,¡1), µ !inita. 
Se dice que /,. son uniformemente integrables si y sólo si 

f lfnl dµ-+ O cuando e-..~· 
{jf,,'Í:2'.c} . 

uniformemente en n. 

·Observación: 
Esta es la cldinicié>n m:ís rorn1ín que hay para t'l concepto <le integrabilidad uniforme, sin 

embargo hay otra definición que deseamos discutir: 

Definición 3.19 
Sea){ 1111 subconjunto del 0spacio l 1(O,1, P). Se dice que){ es un conjunto uniforrnenwnte 
integrable de v.a., si las integrales · 

( j/(01)1 dP(,,;) f E il 
{IJ\;::c} '. 

tienden uuiformemente a cero cuando e ---+ +oo. 

Observación: 
Evidr.ntcnwnfe se tr:tf¡¡ d0l misll!0 concepto, s:1]Yo que en b definición 2 hablamos de v.~. 

en .Ct(n, 1, P) en vez de funciones Borel mcdibk:i cu (O, 'f, ¡1) como C'll la definición l. 
La razón por h que' se 11wncionan ambas dcfü1ici<'lll'':l e~ para ¡"i,Jer ..;xplic::tr nwjor :ilgi.rn(y:; 
resultados de i11tegrabilidad uniforme. 

Observaciones: :l.20 

a) Es iunwdiato que si l:is f,. son unifornw1iwntr íntcgrahks, cada/,. es integrable. 

b) Si lf,. 1 ~ g V 11 1 rloi1de g es integrable, en parlic11lar1 si las /,. son uniformemente 
aco(arh;, Pntonces bs f,. son 11uifünncme:J\<.' i!:tr¡i;rah\t>s. 
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e) Si las f n son uniformemente integrables, entonces s~p J lf n 1 d¡t < oo 

Sea€> O, { lfnl d¡i = .f ¡¡,.¡ dµ + {. lfnl d¡1 ~e+ cp{íl) 
Íl {j/,.(?_c} {!/ .. <e} 

paran suficientemente grande. 

'l'corema: 3.21 
Sean f 1 , h, ... real-valuadas y uniformemente integrables 

a) l (Ji~l Ít•) d¡1 :5 li~i /11 dµ ;5 ITfflj Jn dµ ;5 J (~ /11 ) dp 

[ E.5to es una extensi6n del lema de fatou ] 

b) Si f n __, J c.d., o en medida, entonces J es integrable y J fn d¡t __,. J f d¡1 

[ Esto es tilla extensión lkl teorema d•: Lt'besgue ] 

Demostración: 

a) Sabemos que: 

r fu t/¡t ,-,, r fn d¡t. + / fn d¡L C > Ü 

o u .. <-c} u .. >-c} 

Por intogr;ibifülad uniforme, podrmrJ:> tomar e lo ouficientemcntc grande de !al manera 
que: 

1 r fn d11I < € V n, donde €>o e~ dada. Ju .. <--r) 

Como f,.l(J.,?_-c) ;:: -e, que es intcg1abk·, plll'" ¡1 1·s finita, po.kmos ;1plicar el lema ele 
Fatou: 

li~1 ( fn d¡t;::: f ErnU • .Iu .. ;::-cJ l d¡t 

{/ .. ~-e} ~ 

Como / 11 Iu .. ?.-c));::: f,,, esl;i intq;r;1] es mayor o ig11:1l a J (u;¡1! f,.) d¡1 

='t lim ( ¡,, d¡1 ;::: [ ()irn fn) d¡1 - f:.. 
" . f! 

.. 
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Esto prueba el teorema para. la parte de lin1, la parte do Ííiñ.s1~ hace con un argumento 
análogo. · · ·· 

. b) Si fn --+ f c.d. el msultado se sigue de (a). 
Consíd1:remos cutonn1B el caso en <¡ue fn ~ f en medida, csiste cntoncc9 una suLsucesíón 
Unk} <le Un} tal r¡ue f n• -• f c.rl. (ver cmdro de leore111as de con1·crgencia); aplicamos 
entonces el inciso (a) a f,._., y cut.onces f es i11legrablc; tenemos: J fn 0 d¡t --+ J f dp 

Si J fu d¡1 110 conv<'rEl\ a /i f d¡t, entonces dada::> O tenemos que 

1~ !11 dp ~ J f d¡t¡ ~€,que podemos p:nsar ~e cumple para lo~a 11. 

Pero cut.onces podemos cnconf.rar una subsuccsióu f mi -> f e.el. y como antes, 

/ fm¡ d¡t _, j. JJ¡t lo cual no e~ posible. 

1 o 

Teorema: 3.22 
Las íundonC's (complejo·-villua<lns), me<libles sou uniformemente inlegrabh>.s si y s1ílo si 

las integrales 

a) J \fn \ 11¡1 son uniformemente acotadas y 

1 

b) uniformemente contínuas, ('Sto es, { \/. \ d¡1 ->O cuando ¡1(.4) ~.O unifofü1emcútc cu il. 
i1 

Observaci1ju: 

Si nos concentramos en el espacio .C t(O, 1-, P), y consi<lcm11os las f 11 como v.a. cu(onces 
· el lado dered10 dd ~ ~e puede n'<.',;nihir.d1.· b 

Siguiente m:rnera: 
Las rsperanzas E('\J,, 1), V 11, son 1111ifornwnwatc arntadas y 11nifornll!ll1Cllll1 contínu:w. 

Dl.'1110st r;ic ión: 

<=)Como hs integral•'' s•lll u11ifnrnwnwnte al'oladas y unifnrmenwnte conlíuuas, entoncl'S 
por Ja lk•siguaklad de Cli,·liy~h11\' t,•nemos: 

¡1{\f,.\ 2 e}::: ~ r \!11\ d¡t....., o cu;i11do e--+ co 
e 
!l 



uniformemente en n, eslo es por d hc~cho ele quo ~on unifonw:menle acotadas. 
f.ULOUCC~ ( lfn I lÍ/l -t Ü cuan<lo C--+ 00 UlliforllH.'!!IClllC úll ll 1 esto por la conti1111icJarJ 

{I! .)?:r.} 
uniforme. 

:::;. ) Suponemos ahora la intcgrahili<la<l uniforme; 

jlfnJd¡1== ( lfnld11+ ·.·r lfnld11~ r lf11Jdp-H¡1(A) ... {•) 
11 An(i/nl?:c} An{IÍnl<c) . •{jJ,:l?;c} 

... Sea ctal que: 

r l!nl d¡t < i V n; si ¡1(A) < 2~ =::;' por H 
w.:!?;c) 

J l/nl d¡1 < ~+~==€V 11, lo que prueba Ja continuidad uuiforme. 
1\ 

Ya con autrrioridad, en bs observaciones, se probti uniformemente acotada. o 
Ya lwrmis vi::>tu que convergencia en f. 1, =". convergencia en rni::dída (ver cu;iLlro). 
SL~ puede rhr un tPO!"l'111a i1m.'!rso con~idenndo la hipótesis de intcgrabiJi(];)d uniforme. 

Teorema: 3.2~1 

Sea¡: una m<.·dida !li1ita c11(íl,1), )'sea O<. p < x. Si fu_!.:.., f y lf11 IP sou n11ilormeme11l( 
!' 

intcgrabks, c1ilol!(l'~ / 11 -~ f. 

Demos( ración: 

Prirm~rn supo111•mns q11c bs lf" - ¡¡11 son unifomw111cnt1~ iutcgrahles. Por Uil resultado de 
a1dli:;is (1'('1" rnailro) ('.\Í~l<' una snh';w·o:·silin {[,,,}que con\·,'r¿p a f c.rl. y cu nwdida. Por 
la extensión dd t.corl'lilª ¡¡,, conwrgr·m:ia clomin;1cb ya probado Leuem9s que: 

( ¡¡,," - Jl1' d¡1 -•O cuando k - oo 

n 
El mismo arr;11111ento ]'rtlc'lM que cu~,J,1uicr s11bsuCL':'ión de Un} ti0ne mia sub-·sUCL'sÍÓn que 

r 
ronverg<' a f t'n f.,,. l'or lo tanto J11 ..'.::..!:. f, si no, ('Xistiria e> O y una s11hsucc:iÍón Un.J 
tal qu" l~ \J,,, - fli' d¡1 ~~,:;Vi 



51 

A hora supongamos que las lfn ¡11 mn unifornF·1w·nl1_' iiti cgrabl1?s. En.!onccs 

lfn - fl 11 S: !f,,11' + IJP' si[! S: l, 
y l!n - ¡¡v S: 2r-1 (lf11I'' + l/F') si p ~ l 

Como antes, tenemos u11;1 subsuccsión / 11 , -• f c.d. por(*}, IJIP es inte¡;-rable y se sigue 
entonces c¡ue la.~ int.·~grales r l!Tl - !11' d¡t son unifon1tenw1ile acotadas y nniformenwnte 

o 
contfnuas. Por el teorc1na anterior tenemos entonces, r¡ue las ¡¡,. - f!P son uuiforml'IIH'ntc 
integrables. O 

Corolario: 3.24 

En 3.21 inciso (b)i fu ~- f, esto es, J lfn- Jld11 _,O 

Demostración: 

Las lfn I son uniformemt'Hlc integrables por hipótesis y j,, ..!!..;;. f podiipó!csis o por el 
teorema de Egoroff (w:r cuadro). O· 

El siguiente resultado es de La Va~lée Poussin. 

Tcorcmn: ~l.25 

Sea){ uu subconjunto de I:. 1(íl,1,P). Las siguientes propiedades soll t'qnivalcn!es: 
(1) Ji es 11niformcmcutc integrable. 
(?.} Existe> unJ función C(/) definida eu H+ que es positiva creciente y convexa, tal que: 

y 

Dcmosirachín: 

2) :::;. 1) 

(i) 
. C(I) 

hm -- = +oo 
t-..i-oo l 

(ií) Slip E(G o IJIJ < 00 
Je=)! 

Sea E: > O, por (ii) podl'lllOS condclerar 

M = sup E(G o !Ji) y ~ca a::=: ll"f_ 
JE){ y 

Por (i} p0Jc1I1os considerar a e tau grande co111,1 oc•a iwcc:;ario tal que fqtJ. ;::: 11 p;U'a 1 ;:: c. 
De aquí knemos entonces que 
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y por lo tan to 

G(IJIJ. 
1712: rt ó G(~fll ~ IJI en el conjunto {!JI 2: e} 

f IJldP~~ f (Gojfl)dP~~M=c Vf.E){ 
{!Jl?c} {1112'.c} 

Por lo tanto hemos probatlo que ){ es un conjunto de v.a. uniformemente integrable pues . 
de hecho se curn ple la definición 2. 

l ):::. 2) 
Tenemos ahora a ){ E .f. 1 , donde )/ es uniformemente inlegrable. 

t 
Construyamos ahora una función G(i) de la forma ( g(t) dt, donde ges cualr¡uier función 

. ti 
creciente fija, que tiende a +00 cuanclo 1 lo lwce y que t.icne \'alores i;onstant('S g,. en cada 
intervalo jn, 11+1) (n EN). · 

g(t) = L)fn,n+i)~Jn (t) g(t) Joo sil·-:-+ <X); si 1 E [n, n + Il_!í(l) =:= Yn (l)y !Jn 5. !Jn+I · 

X 

fün .!. ,¡· g( t) dl = oo i.r. ( i) se cumple. 
X-t-~ X . 

' Consideremos para cada función f E )(, : a,,(!) = P { lfl > 11} y g0 = O; tenemos entonces 
que: 

. 00 

E[Go lfl] ~ !11P{l < IJI $ 2} + (!' + !J2)P{2 <!JI~ 3} + ... = .[ !fnGu(J} 
. ¡ n=l 

Como ){ t•s 1111ifurnw111L'llfc inkgrabl1: podemos encontrar 11ua ~un'sión <lt: l'llfcros c11 que 
crece a -{-oo tal que 

Entonces 

Sll\l r lfi df' :S: T" 
JE){ {Jfi?:c,,) 
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oc 
Se sigue entonces c¡i1e la sum:i .[ ):::; am (!) es 1111ifonncmen !.e acotada par;i. f E )/, 

n 1r1::::c 11 

· pero esta suma es de h forma I: [1 111 ªm [J) donde Ym denota el 111imero <le enteros 11 tall~.J 

"' · que Cn::; m. 
Por lo t.i.uto sup E(G o !JI) < oo 

/EJ!. 
o 

A continuación enunciamoo y dt-11vdramos algunos resullad 1is que nos relacionan al con­
cepto de lntegrabilidad unifotme C\<ll h tcorfo. dr marl.ingal:1;;. 

Lema ~~.2G 

Sea 1l' una V.a. en f 1 (í!, r, P) y sean§¡, i E/, sub- o--álgchras arbitrarias de 'f. Entonc1:s 
las V.a. X¡:::: E('11!9d. i E/, 8011 uniformemente inlc¡,rrab!Ps, esto es, r jX;j rlP -

• . {!Xij2'.c} 
O (e_, oo) uniformemente en i. · 

Demostración: 

Por propiedades de la esperanza condicional knernos qtit' 1 E( 1l1 jg;)! ::.; E(j'l!j 1 !li} ::;. 
. ( !Xd dP ~ _) E(IWl l 9;) dP = J !IJ.li dP p1ws liX,12: e} E y¡. 

jX,f2_c} {l.\¡j;:c} {¡x,¡~c} 
Pero por L1 desiguahL:d de Chebyshev 

I'{jXd 2: e}::; c·- 1 E(IX;I) 5- c- 1 E(E(lwj 19,J):::: C 1 E(i1I11) -. O si e--> oo 

uniíorrnenwnle en i, pnr Jo tanto l:b \'.a.: X; BOi\ ullifonnenwnk integrables. O 

El siguie1dc e:; u1, teorema debido a L6\':. 

· Teorema 3.'27 
Sea {J11 } u11~1 suce:;i,)11 Cl\'Ciente dt' sub-o-;ilg-ebt·'1s tle J, y sea }'00 ==o-(u~=l111 ) si 1)1 

es in(Pgral•l•: y Xr¡ == L(~1 ¡!11 ), 11=1,2, ... , entonces X11 .• , E( 1l1/T00 ) c.d. y en Í. 1 • 

Dcmoslraciií11: 

Si considera11!03 {Xn, :·11} tenemos que: 

E(Xn+tlln)::: E(E(~1 lln+1)1111) 
= E(llr!.T,.) pues 111 e 111+1 
=Xn 
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por Jo taulo se trat.;t de un;i martiugala, y fJC•r el lema auterior podemos afirnrnr que 
{X11, ln} ~;on uniformemente i11teg-rablcs. 

Ahora, por el leore111a de conn~r[;L'ncia de s11Lrnarlingalas, y como E(IX,. lJ :=:; E(il}ll) <oc, 
podcnws afirmar que· .\11 com·ergc c.d. a uiia. 1·.a. X00 inlc•grable. 
La comw¡~f:ncia en 1: 1 se sigu(~ del corolario ~L2.J. 
Re~la probar única111<·11lc f[UC X00 = E('l'I 100 ) c.d. 

Consideremos A E l,, ::::;, 

1 if!dP= ! E(iJ1lln)dP=j .~,,df--;J XoodP 
.i1 il • .i1 1\ 

. por la convergm1cia en I:. 1 ya probada. 
Por tanto 

{ 1li' dP = j X00 dP A E U;::':: 1111 y corno consecuencia del teorema de 
j¡ i1 

las c.lases monólonas para todo A E l ,,,. . 
Como X11 es l n e l oo-mcdible, Xoo es l 00 - mrd ihle y por lo tan to X 00 = E( 1Irl .! ºº) c.d. 
que UO es más que Una COllSeCUl'JlCi;i, de la'c!efinidón de esperanza condidonal. n 

En el caso de que {J .. ,'. sea una sucesión c:~crecil'nte, obtenemos el siguiPnlc resultado. 

' 

Tcornua 3.'.li5 
00 

Sea { 111 } un:i sucesicín dccreciente de sub-.r-·á.lgcbras d.e 1, y sea lo== íl 1,,. Si 1J' es 
11=1 

int<'gr:-iblt! y X,, = E('11!!" ), 12 = l ,' ?., .. ., 'entonces X,. -· E('I'llo) c.d. y eu .C. 1. 

De1no.,ir;ición: 

La d0mo~iració11 en csfn raso PS muy similar~· la dt?l teorc•111a anlt'rior. Si11 ernb:ngo, <.>n 
Yez del t1•c•r<!llla de rn¡~vc1·gen<:"ia d" suh111artint;;das utiliza1no~ PI corolario di' éslr.. Así de 
manera :rn;ikig<t concluímos qu<! .\',, -• X00 e .d. y en .C. 1. 
Nuevamente resta 1í11icamenlc prnhar que .\'0 ) '"-' E(Wllo) c.d. 

Si A E T0 e '"' 011tonrc·s 

/ iI; e/]'= l E(lf'!J,,) dP:::: / X11 di'·--+.! X00 c/P 
11 ,¡ A • i\ 
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Como antes X,. 1.,., 111 C 11;-rncdibfo ¡><tra 11 ;::: l.:, X".:i es 11, merlihl•.' para todo k. Pr)r Jo 
tauto X11 es Jo-medible. O 

Teorema 3.29 
Sea {Xn, 1n, n = 1, 2, .. :} uua snbrnariingala uniformemente iuicgraLle. 

Ent.onC('S sup E(X,n < oo, y X,. conrcr~e a 1rn límite Xoo c.d. y ('ll .C. 1 . 
11 

?l.fás aún, si T w ('S la 17-;ilgebra, gc11er<Hh por U¡;'= 11,,, ~ 
{X11 , lu, 11. = 1, 2, ... 1 ooj ('ti 1u1a subm;irtin~;ila. 

Demostración: 
Por (3.22) 

Por (3.16 ) 

Por (3.2·1 ) 

sup E(IX11 1) < o:>, 
n 

Xn ~Xoo c.d. 

V f,, X' ...-·\u --r oo 

Falta proLat· la sezunda afirmación: 
Si A El,,, y/;~ n, entonces por propiedades de martingala pag. 33 

! X,. d P -;5; ! X1; dP . 
)1 il 

Ahora bien, ni hacemos tender /; a oo, la conwrg('ncia en l 1 se tiene, y 

! X11 dP '.5. ! X00 d P-
~1 A 

(!Hl.OIIC(>.; fi(n ¡dC'fJÍt~~1aJ,~'..S de hi<il'tÍIJ.g;tla } ... ~n s; E(.Y-00 l Tn), 
y por lo (~u1L> {X11 , 1,., n = 1, ... ,oo} es una suhni:ntin,;;ih. 
La prucln d•· l::t ültima afirmación se hace igual que ,;sta, únicamente sustituyendo "s 
"por":::". [] 

Obscrrnci(~ 1 : :i.:m 
Si {X,,,1,.,n:::: 1,2, ... ,c::i} es una bnli ó super) m:irlingala, d(iJldc 100 es cualquier 

a···:ílgl'l:i1a qu•' inrl11yc todo;; 11:.~; 1,,, .\'"" Se' dice que l'S d "últirno ('lcmento". 

Defü1iriliB :).:\J 

Deciltlos q11:~ 1111a 1J1;irtini;ab (sn¡wrmariing:ila) (Xi, ltl1cr es cerrada por la ckrer:ha si 
::;) J w··11n:1 (l :íl~;ebra tal (ji!(' V 1, ft e 1 ro e ¡y una V.a. Xoc., l oo-nwdible tal que 
{X1, trhu{+c·l} t':·: 1mrli11gah (supcrn1~rti11:;ala). 
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{X11 ,l n, n :::: 1, 2, ... } es Hllil martingala uniformemente ir1h1graÍ.;le <:;. existe una. v.a. 

integrable lJ' !al que X,.= E( 1J!/l,.), 11=1,2, ... , en csll: caso,.'.:,.-+ E('V/100 ) c.d. y cu 
. f.. 1 , donde ] 00 es el u-álgclira generado jl('J' U~ 1 Ín· · 

Obsr-rvación: 
Podrá notarse que esle resultado es una especie de resumen de los resultados anteriores. 

Demostración: 

=> 1 y 2 
<= 4 con l!i = Xoo o 

Teorema 3.3:3 
8ea {Xn,ln,11 = 1,2, ... ,cx:•} una sul-·1rnrtingala no-negativa con un último elemc>nto. 

Entonces Xn es uniformemente integral.He. 

Demostración: 

Por hipótesis 

l Xn dP ~ l X00 dP 
{X .. ~c} {X .. ;:::c} 

y por la desigualdad de Chebishev 

P{X > r} < .f(·2!.0. < §(Xo;i_}: __ ,O si e--• co uniformemente en 11 u_ - e -~ e ~ 

por lv tanto X11 PS nuiforn1emenle integ1 ~ble. O 
1 

Estudit'IllO:·; ahora el problema de la con\ ,rgencia en .C.P. 
1 

Lema 3.:l-1 

Sean X;, i E 1 r.a. E f, (D, 7, P). 
Si h: [O, 00) -•[O. o::>) es Borel nwdi!Jle. ~!.2. --~ C(:> si t _..,. cv y 

sup l:'(h(IXd)) < é>::>, er wnccs las X: wu uuifornwmenlP integrables. 
iEJ 

DPnmst ración: 

E~-cl 1ílli1110 ku!t?I!la que l'imos cu integraci<Ín uniforme 
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Teorema 3.35 
Sea {X,,, 1, 11=1, 2, ... } uua mart.iugala, o una sulm1arlíngal;1 1w-· nc:gativa con 

E(IX11 !r) s; M < oo V 11, donde P > l. 

Entonces X,, --+ X00 e.el. y en .C1,. 

Demostración: 

Por el lema aulo:·rior X,, <'~ uniformem<ente integrable, y por (3.2~)) podemos afirmar que 
X,. !.:!!:. X00 y que X00 es el último elemento. 
J\ hora {IX,, I" ,1,., 11 = 1, 2, ... , oo} es una submart.ing;i.la no--ncgati\'a, pues hacemos 

·· y(.\') = ¡x¡r y aplicamos (:Hi), p(}r el toorema ~i.33 las IX11 j1> son unifomwmente inte-
gra.bles y por (3.2:l) Xn --+ X00 en Lp· O 
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Teoremas de Convergencia 

Antes que nada prolJ<ll'<:mos algunos resultados d1_• an:ílisís que 5er:[n <le interés independi­
ente para Ja obtend(111 de altrllIHh rn•,11ltados importantes, 
Af;f mismo proban'lllº'' algunos l\•orel!1as de COll\'('l'~;Pncia de ~JUeesione::i de variables aleato­
nas. 

Lema: 4.1 

Sea A = [aij] una matriz infinita de números reale:>; asumamos que ªni -+ O cuando 
00 

11 -->copara cada j fija, y que para algtín número e no-negativo ¿ jan; j ~ e V /1. Si .. 
' 3=¡. 

{Xn} es una sucesion acotada de núm.:ros reales, definamos 

entonce;::: 

Demostración: 

00 

11i 11 =[a.,;Xi, 11=1,2,., .. 
J=l 

a) Si X11 --+O , entonces 11111 --:-' O 
00 

b) Si ~ a111 _; 1 y X11 __, X (X real), éntonces '1',. -+ X 
J"' 1 

a) Podemos escribir 
N C» 

llJl,.j $ I: la,,,j j,\~·j + l~~ lan¡\ IX1l 
J=I ;'=1\' 1-1 

Dadas> O=) ,7\r !al qnc para todQ 1\1:::; t:/1' \f j > N, por tanto,d se¡,¡u11Clo término de 
(*) es a lo m:ís c(s/c) = :, 
Corno el prin1cr tfrmino :-+O cu:111du 11 - w V N, se si¡;-uc que- 1Ji 11 ___.O. 

"" Por (a), [ 11 111 (X¡ - X) -+o ~,por lo lílnto \JI n __'.__,X 
F-1 

o 
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El lcllla <le Tocplitz 4.2 
n 

Sea {u11 } una sucesión Je números reales 110--ncgativos y sea b11 == I> a¡; supollgamos 
J=l 

qu() 611 > O V 11, y b,1 --; ov cuando n - oo. Si {X,.] 05 una succHkln de ntímoros reales 
que co1wcrge al mimero real X, entonces 

DG•nwsiraciún: 

Podemos formar.una mat.riz infinita A cuyo n-ési1aü rnnglón sea 

(
ll1. a~ a,, ) -b iT-,-f ,0,0, ... 
n un Jn 

aplicamos entonces el inciso (b) riel lema anterior y ya. o 

Lema de Kroncckcr 4.3 

Sea {b,.} llll~ sucesión Cl'l'CÍl•!l[.c de DÚlll<?ros real<.'~ positivos COll Ún--+ oo, y sea {Xn} 
00 

una. fmcesión (k uümeros reales co11 E X,. =X (finito). Entonce;; 
n=I 

Dclnostración: 
' !l 

Si Su = ¿ Xj con So =O, 
J=l 

n t1 n 
[, bjX1·:::: L b¡(S¡ - S¡-1) ~ b11 S,, - baS'0 - L 8¡-i{b; - b¡_i), con bo =O · 
)~' j=l J=l 

I " 1 " ::::.b LbiXJ=Sn-¡; L,a;S¡-1, con a¡=b¡-b]-i.2:0 
11 J==I 11 j::l 

Como S11 ~. X cuando u _ __, oo y 8¡_ 1 _, X cuando J _. oo, l'ntonces por t'l !cma de 
11 

ToC'p!iiY. f.- ¿ bJX¡ __,O 0 
11 r=t 

El siguiente resultadn es una especie de generalización de la desigualdad de Chchyshev. 
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Dcsi;;;ualdad <le Kolmo:.;orov '1..! 
Sea X1, ••• ,Xn v.a.i. co11 1:sperania finita, y sea S¡ = X1 + ... +X¡, j = 1, . .. ,n. 

Entonces para cualquier e: > O, 

Demostración: 

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que E(Sj) =O. 

Dcfi11an.1os i\k = {l.S1i <e, j = l, ... ,k- l,jS1:l 2..e}, y A= { max jS'¡I 2 e} 
1$1:5:11 

A es la unión disjunta de A1:, k = l_, ••. , n. 

Ahora var S'n = { Sf. dP 2 ! S~ dP = ~ r S,~ dP 
~ ;... ~A< 

pero 811 ==S1;+1l'1.;, donde iJt1; = X1:+i + ... + Xn; por tanto 

! S,~ d P = ! S'í'! dP + 2 r .Ch~ 1: d P + / '117.. d I' 
Ah ,\,, . 1!i, 1I1; 

Analizando(>,!). 

. . .. ( •) 

... (n) 

El fiegundo término d·: lado <l1.'n•cho es 22,'(J .. 11<S.1·\!11,), que es cero pues l,11:S1: y ifr1:, son 
fuuciones cfo v.a.i., y .. orlo l:1nto son indcDl'IH:licntes. 
Como el tercer L1}rrni110 dd bdo dcrcclw e; no-ncgat.ivo, tellcmos 

r S,~ rlf':::: l Si} dP 2 ¿'.! l'(1l1,) por definición de: Ak 
A1: A,. 

por lo tanto por (:} 
n 

var S,; ?'. ,;Z 6; P(A1c) = ¿~ F(A) 

o 

Segundo lema de DorP!-Cautclli ·l.5 
Sea (11, 1, P) u11 e:>pacio d,, probabilidad, y ·,ean .41, A~, ... eventos independientes en !. 

M 

Si >= P( il,,) :::: .:0, entonce:. P(Tíiñ A,.) = 1 
n=I n 
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Obscrvución: 
3,, tr:d.;i de un .:z",i-invcrso .Jcl krna <fo B(Jn:l ·C;,ntclli que reza: 

Si A1 , J\~, ... "ºn eveutos tal% que J:: I'(íln) <,X>, entonces Tiffi J\ 11 tiene probabilid;1d O. 
n n 

· Demo.-;tración: 

P (llffi An) = P(nn U1:?!11 Ak) =. lim P (u¡;;n Ak) = lim lin; P (ul,n=n Ak} 
· n n-+co n~o.J 111-+-oo 
. . .• 

Ahora 

P(U~n Ak)t = P(nr=n Af) 
m 

=flP(AíJ por independencia 
k=n 
m 

~ íl exp[~P(A,i;)) j)ucs P(Ak) = l -P(A1:) ~ c:r¡i[-P(Ak)j 
. /:=11 ,' ... . 

--1 O cuando mi':.:.. co · pues L P(Ak) = oo 

o 
Estamos ahora en posición de establecer algunos resultados básicos en lo que es h conver­
geilcia de sucesiones ele v.a. 

Trorema: '1.6 1 
00 

Sea X1 , X;~, ... , v .a.i. con espcmnza fin;, a. Si 2.:: var Xn < oo, entonces 
n== 1 

00 

¿: [Xn - E'.'\,,)] converge c.d. 
n=-1 . 

De1111.Jsi raci1í11: 

Sill pért!id:i d1:. r:1'iwralidad pnd1.'mns pe11s:1r rpw E(Xr1):::: O. 
S1•;1 811 =Xi + ... +X,,. EntOJ\1'(':; S,, COJI\'l'l'[i~' <::} si - s, .. --+o cuando j, k-+ oo, y esto 

ocurre c.d. <~' \lf >O l'[UJ,!:~ntlS'J -S.:.:J?. e::}]·--+ O cuando 11 ~ CC'. 

D,, HJ:ll1cra cq11iv.tJ,;¡1[c' tem•mo~ que µrobar (/lll' V s > O, 
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Pero ... 

P[u~i{ISm+k - Sml 2 ó}j = lim P[U~=¡{ISm+k-Sml ~e}] 
U-+00 

= lim P { ma.x ISm+I; - Sml ~E:} 
n-.oo 1 Sl:Sn 

l s; ~ var ( Sm +n - Sm) por la. desigualdad de Kolmogorov 

l n • = -;; \' var (,\:,,.+¡) 
E• ¿_, 

J=I 
00 

--+ O cuando n -• oo pues L var Xn < oo 
n=l 

Ley fuerte de los grandes H úmcros de Kolmogorov. 4.7 

o 

Sean X1 , x~, ... v.a.i., r:ada una de ellas con esperanza y varianza finitas, y sea {bn} una 
sucesión creciente de números reales positivos con bn - oo. 

Si f ""¡j:'" < oo, ('fllOIJCC'S (con Sn = X1 + ... + Xn) Sn-p(s,.¡ - o c.d. 
fl=I n 'n 

Demostración: 

~ (X" - E(X,,)) ~ Xn ¿_, var ---- = L., var b2 < oo 
ri=l bn n=l n 

por hipótesis 

por el teorema anterior f' (X n -Erx .. 1) conn~rire c.d. 
,:-='1 fl <...i 

Pero s,,-Ei.s.,¡ = t f b1 (:i..ic..{1s,¡) y rslo tiende a cero pues por el lema de Kro-
" In [:;!¡ ·• Ir 

necker. o 

Definición: ·l.8 

Si todas las v.a. X,, tie1wu la misma dbtribución, se dice qnc son idrnticarnente dis­
tribuídas. La frase "independientes e idénticamente distribuídas"se abreviará: iid. 

Definición: ·LO 

Sea x,,x~ .... una succsi<\n de V.a., y S('a 111 = J(X,,,X11+J .... ), ¡¡=!.:? ... .,Tri se 
puede pensar como la u-álgebra de eventos que involucra a .\-,,, X,,+ 1 , .... La u-álgebra 
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'!o = n~= 1 í n se U ama la <J-álgebra cola de Xn, y conjuntos en 1 o se llaman eventos cola 
y funciones J 0 ·medibles, esto es, funciones f : (D, lo) --. (R, B (IT) se llaman funciones 
cola (relativo a Xnl· 

Ley cero·-uno de Kolmogorov 4.10 
Todos los eventos cola relativos a una sucesión de v.a.i. t.ienen probabilidad O ó !, y todas 

las funciones cola son constantes c.d. 

Demostracíón: 

Sea A E l 0 : h idea es probar que A es independiente de si mismo, de tal manera que 
P{A n A)= P(A)P(J) y en consecuencia P(A) =O ó l. 
Como 10 cl1, 11 es de la forma {(X1 • X2 , ..• ) E A'} para alguna A' E B (R) 00

. 

Sea e la clase de conjuntos C1 E B(R) 00 tales que A y e son iu<lependientes, rlonde 
C = {(X1,.\"3,. .. ) E C'}. 
Si C:' es un cilindro medible, entonces ()es de la forma { (X1 , .•• , Xn) E 8,.); pero como 
A E 1,.+ 1, A se puede escribir como { (Xn+ 1, X,.+2, .. . ) E Ari+ 1 ), y se puede coucluír que 
A y e SOII indcpi:nclil•IJtes, por lu tanto e cnnti1.'ll•' todos los cilindros mcdibk1s. 
Pero si e:, E C, e:, 1 C' (ó e:, j C'), y P(A n C11 ) = P(A)P(C,.), 11 = 1, 2, ... 
entonces Cn J C (ó C11 j C), entonces P(A n C') = P(A)P(C) por Jo tanto Ces una 
clase monótona que cunti1'nP a indos lo~ cilindros nwdibles; PIJlonces C conti1~11e todos los 
conjuntos <'ll B(H) 00 , y en parlicubr ;\1• Pcrn entonce~ .l l'S indcpn1di1:1ite de ,;j rni:>lllü. 

Finalmcnt•c, si fes una funcir'1n rob, entonces para carl~ r E R. {"'' : f(cJ) < e} es un 
evento cola. y por lo tanto tiene probabilidad O ó l. 

Si k =suple E IT: P{f <e}= O}, entonces J = /; r.d. O 

Defiuicióu: -1.11 

Sea X1, X~ .... una sucesión de '"'L. y defiuamos las u-· álgebras como en la definición 
(·1.9). 
SPa A E 11 , t;il r¡i1e :! = { (.\"1. X;;, ... ) E ..t'}, ..!' E B (R) 00

• Se dice que el .;vento A .;:; 
simétrico <!::- la ocurrencia de A o la no oeurrencia no se Ye afectada por una permutación 
de .\'¡ numerable. 
For111al111ente, ~¡ T {I, ~ .... } -- r l. 2,. .. } <'.S Hila pl,flllll !ación de algunas X¡' se requiere 
que .-1 = {(Xr(l}iXT(~I .... ) E A'). 

La lt'y <'ero-1mo de Ifowitt.--Savag('. ·l.12 
Sea X1' x~, ... V.a. iid. 

Si;\ es un conjunto simétrico en 1(.\1 ,X~, ... ), entonces P(A) =O ó l. 
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Demostración: 

Sea A= {(X1,X:i, ... ) E .A'} así que P(A) = Px(A'), X= (Xi.X2 1 ••• ). Podemos 
encontrar cilindros rnedibles q tales que Px(A'ó.GL) --+ O cuando k --+ oo, y sea 
ck = {X E CU; digamos ck = {(X¡, ... ,Xn.) E fü}. Sea Tk un intercambio de 
(1, ... , nk) y (n1:+1 ... 2 .. ,;). 
Como las X .. son iid, X y X(Tk) tienen la misma distribución: 

por lo tanto 

P(Aó.Ck) = I'x(A' ~CLJ = Px(Tk)(A' .6CU 
= P[{X(TI:) E A'}ll{X(Tk) E Ck}] 
= P[{X E A'}.6{X(7k) E C.oJ pues A es simétrico 
= P(A.6Ck{Tk)) 

JDntonces P(.4CiC1;) y P(AC.C1;(1},)) ~O, y por lu tanto también 
P(ACi[CknCk(Tk)]) :::::> P(C!:), P(C¡,(Tk)) y P[C1,nCk{Tk)]-+O 
Pero P[CknCk(T1;)] = P[{(X1, ... , X,.;.) E fü, (Xr:1;+1 1 ••• , X2nk) E fü}] = P(Ck)P(Ck(T1:)) 
Si hacemos tender k ~ oo obtenemos P(A) = P(A)P(A) O 
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Tiempos ele Paro 

El término "tiempo de paro"es una expresión del juego. Un juego cuyos sucesos se de­
sarrollan en el tiempo (por ejemplo, el lanzar un número infinito de veces una moneda) 
puede ser representado de mauer<i adecuada por un espacio (íl, 1, P) con ( 111 , n E N) una 
filtración. 

Una regla de paro para el jugador consiste en dar una receta para abandonar el juego, 
basada en cada tiempo n, (n E N) con la información que éste tiene hasta ese momento. 
Esta recela puede ser por ejemplo, cuando alcance cierta ganancia, o cuando ya no tenga 
fondos para seguir apostando. 
Denotamos por T el tiempo de parar el juego dada tal regla. En el caso en que el juego 
no se detenga tendremos que T = +oo. 

Definición: 5.1 

Sea { lri} una sucesión creciente de sub-u-álgebras de 1. Un tiempo de paro para las 
{r~,} es una \'.a. T: íl -. {O, l, ... ,oo} tal que {T:::; n} E 1,, V 11 E z+ 

Observación 5.2 
La definición es equivalente al requerimiento de que {T = n} E 1n V n E z+ 

Demostración: 

a) {w E íljT(w) = 11} = {w E íl!T(w) S n}- {w E íljT(¡,;) S 11- !} E 1,, 
ya r¡ue T,, c.-; !T-<ílgebra. 

Oliservaciún 5.3 
Si { Xn, 11 = O, 1, 2, ... } es uua sucesión de v.a., un tiempo de paro para {Xn} es, por 

definición un r.iempo de paro relativo a las u-álgebras 1 n = 1(Xo, ... , X0 ) 

Ejm1plo: 
l'no de los ejt'tnplns más imp(>rtantes es el conocido como ("el primer ") tiempo de 

ornrr0nri;i (hitt ing time). 
S('a f.\,) 1111:i sucesión de v.a. y BE 8 [H), sea 
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T(w) = { min{rz: Xn(w) E B} si 
+oo SI 

Xn(w) E B para alguna n 
Xn (w) no está nunca en B 

i.e. T es el momento de la primera entrada de X a B. 
T es un tiempo de paro pnes 

Definición 5.4 
Sea T un tiempo de paro para las a-álgebras l ni 11=O,1 1 ••• , y sHa A E l. 

El conjunto A ~e dice que es previo a T ~A n {T.$ n} E ln V n =O, 1, ... 
La clase de todos los conjuntos previos a T se denota por l T· 

Observación: 5.5 
1r es una a·-álgebra. Ji-= {A El: A n {T $ n} E 1 n V n EN}. 

Demostració1i: 

i) p.<l. íl E 1r. 
pero n = U~=0 {T $ n} por lo tanto íl E 1r 

ii) p.d. A, BE 1 r => A - B E 1 T. 

A E lr =;> An{T .$ 11} E lri '<111 EN 

BE l r = B n {7'::; 11} El n V 11 EN 

=>(A - B) n {T $ n} =(A n {T $ n}) - (B n {7' $ 11}) E 1,. V11 

por ser Ín u-álgebra 
por lo tanlo A - 13 E lr 

iii) p.d. Si (An):;'= 1 E lr =· U;;-'= 1 A,, E lr, dunde (,\n)f es una sucesión de elementos 
de lr 

(u~=i·-111) n {T:::; n} = u~=¡(A,. n {T.$ n}) E 1n Vn 

pues 111 e" a-álgebra 

o 
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Observación: 5.G 
La u-álgelira l T aparece con frecuencia de la siguiente manera. Sea T un tiempo de paro 
finito para {X,.}, y definamos XT de la siguiente manera. Si T(w) = n, sea XT(w) = 
X,.(w). Si BE B(R). entonces {XT E B} E lr, en otras palabras, XT es 1T medible. 
(Corno por definición lT e 1, se signe en particular que XT es una v.a.). 
Para verlo, consideremos 

{Xr E B} n {T $ n} = u~=o[{Xk E B} n {T = k}) 

Como {XkEB}nfT=k}El(X0 , ..• ,X,.) Vl·$11, 

tenemos {Xr E B} n {T $ 11} E 1(Xo, ... ,Xn). 

Además, corno Tes finito, tenemos que U:':'=o {T $ n} = íl, 
:::;. {XT E B} E 1 

o 
Si consideramos la forruna del jugador en los tiempos de paro 11., T~, ... , donde T1 $ T:i $ 
... forman una sucesión crecieute de tiempos de paro. La pregunta que surge es: cuándo 
se conserva la condición de martingala?. 
Si Xr1 , Xr2 , ••• forma una m:utingala, entonces E(Xr.) = E(Xr,) V n, y si T1 = 1, 
entonces E(Xr1 ) = E(X¡). 
El siguiente korema nos da condiciones s11ficicntes para que esto suceda. 

Teorema de muestr<'o opdonal (.l. L. Doob) G.1 
Sea { X1, X2, ... } una subrnartingala, y sean T1 , T2 .... una sucesión creciente de tiempos 

de paro finitos para { Xn), ('(JIJ \ji n = Xy
0

, 11 = 1, 2, .... Si 

A) /~(jl\l,,j) <X'\/¡¡ I3) i.~:!:, ! jX¡,¡ dP =O V 11 

{T,,'>k} 

entonces { '11n} l'S una submartingala rdativa a las lT-álgebras l r •. Si {Xn} es una mar· 
t.ingal::i, también k> rs {Wn }. 

Dewosiració11: 

La haremos ri1 dos partes: 
i) p.d. 1 Tn crece con 11, i.e. 1 T., es una fillracicín. 

Sea A E 11'. =· 

A n {7~+1 ~ k} = U~'=1 (A n {T,1 = i} n {T11.¡.¡ $ k}] 



68 Tiempos de Paro 

pero Aíl{Tn = i} E l(Xi, ... ,X;) C J(X1, ... ,X1;) y {Tn+1 :s; k} E T(X1, .. ,,Xk) por 
lo tanto A E ln+I · 

ii) Sí A E 11'" :::;. p.d. J Wn+1 dP 2: J Wn dP. Con igualdad en el caso de martingalas . 
.r\ A 

Por definición te1~emos qi;e A = ,Ui[A n {11.i = j}) podemos entonces sustituír A con 
Di =A n {Tn = J} E 1(,\1,. .. , Xi) 
Ahora si k > j, tenemos que: T,. = j =;. Tn+L 2: j de tal suerte que 

Así 

k 

j W,.+ 1 dP = ¡: f X; dP+ f X.1: dP- f (Xi, -lf,.+1 dP 
1 •-J D1n{tn+1=i} D¡n{:t•+1>I;} D;n{rf+1>k} 

... ( l) 
Combinando ahora el término i = k en (1) con el término J Xi: dP obtenemos: 

f .'údP+ f XkdP= j X1;dP2: ( X,,_ 1 dP 
D¡n{rf+1=k} D;n{d+1>k} D)n( •+12:k} n,n(7:,+12:k} 

pues {X,., l,.} es unasubmartingala y como (T,,+1 2: k} = {1;it 1 ~ 1:-1}' E J'(X1, ... ,.\",._¡) 
y D; E l(X1 , ••• , X3) e l(X1 , ••• , X1:-iJ. 
Pero f X1;-1 dP = ! X1.-i dP 

D¡íl{Tn+ 1_2:k} D¡íl(T,.'.¡. 1>1:-1) 

por tanto c:;tc término puede ser cornbil1étdu cu u el tfrwirw i = i; - l r:ie ( 1) para obtener: 

Procediendo de m~rnl!ra indudi\·a trw'nws qtH.' 

Pero por hipótesis, J X¡, dP _.O y J 'I'n+J dP ~O cuando 1: -· oo 
D1 íl{T.,.¡.1>I:} D1 n[Tn+1>I;) 

pues {Tn+l > /:} -- 0. 
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Finalmente; D¡ n {Tn+i ? j} = D¡ pues D¡ e {Tn = j}, y X¡= lf11 en D¡. Por lo tanto 

j '11n+1dP? j WndP 
J J 

lo que concluye la prueba. 
Para probar el caso de martingalas se hace igual, pero en vez de desigualdades ponemos 
igualdades y ya. 

o 
Hay algunos casos especiales de este teorema, que son tan importantes, que conviene 
enunciarlos corno teoremas. 

Teorema 5.8 
Sea {X,.} una submartíngala, {T,1 } una sucesión creciente de tiempos de paro finitos para 
{Xn }. Las condiciones (A) y (B) del teorema anterior se sostienen en cualquiera de las 
siguientes situaciones. 

a) Cada Tn es acotada, esto es, V 11 3 kn constante tal que Tn :::; kn e.el. 

Demostración: 

r IXrnldP= L f IX¡ltlP:::; L E(IX¡j) < 00 n 1::;kn (T,:=•} t$kn 

Por lo tanto (A i es cierlo. 
y (B) se sigue de que {Tn > J;) es vacio para/; ~uficiea1e111e11te grande. 

b) E (s~p IXnl) < oo (en particular sí ,\11 ::;011 11niformcrnente acotadas) 

Demostración: 

Consideremos z = sup IXn ¡, l'llt onces r IXTn 1 d p ~ E( z) < oc 
n Íl 

y por lo tanto A se c1tmple. 

B se prueba de la siguii:nle man1'ra 

/ !X;,J dP :::; J Z r!P -· O cuando k ~ oo 
{T,.>I:) {Tn>k) 

o 
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pues {Tri > k} l f/I y Z es integrable 

o 
El siguiente teorema generaliza el inciso (b) del teorema anterior. 

Teorema 5.9 
Si {1~} es una sucesión creciente de tiempos de paro finitos para una submartingala { Xn} 

con último elemento X0,,, entonces {Xr"} es una submartingala relativa a las u-álgebras 
lr"; si {Xn} es una martingala, también lo es {Xr0 }. En particular, esto es cierto si X0 

son uniformemente integrables. 

Demostración: 

La demostración se hará por casos: 

Caso 1: 
Sea Xn ~ OV11, y X00 =O. 
Para cualquier n fija consideremos Sk = Tri /\ !: = mi11 (Tri, k), k = 1, 2, ... ; S1; es 
entonces un tiempo <le paro para Xn. 
Ahora, como Xs, - '11n = Xr., cuando k ~ oo; entonces por el lema de Fatou 

rrm r x.,, dP ~ r il'" dP ~ º 
k~oo ~ n 

pero por el tcornma 5.8 iuriso a), { X,J es una submartingala, entonces 

J \,_ ,¡p :> f X,, dI' = f Xi dP, que es finito 

.i n !i 
y por lo tanto i!t 11 es integrable. 

Otra wz por el inciso (a) rlel t01)rr1w1 .í.R, {Xr.,M. fT.,r-k,il = 1,2, ... } es unasubmartin­
gala. Nota: /; es fija. 

Entnn<:('S r Xr.,t.1;dP $ ! Xr .. +1/ll:dP, SI A E lrn111: 
.'.\ ;1 

\ {
'!' '} 11, k < ·¡ {.ln{'l~, < i} : n i,. s ,.,. n 1 ,, /\ • _ 1 = A n p~ ~ k} 

para i::; k 
para i > 1: 
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Entonces 1 X1'.t<.k dP .$ ( Xr.+iAk dP, A E lT. 

Aíl{ n~k} Aíl{f,.9} 

Pero en {Tn .$ k }, T11 /\ k = Tn; y {Tn+t .$ k} C {Tra :::; k} y Xr .. +it<.k::; O; 

Entonces·. 1 Xr. dP ~ j Xr.+ 1 dP 
An{ .~k} An{7'n+ 1 ~k} 

haciendo tender k --+ oo obtenemos la propiedad de submartingala. 

Caso 2: 

X" = E(X00 j1 nJ. 11 = 1, 2, ... ; entonces tenemos una martingala uniformement.e inte­
grable y por resultados anteriores podemos concluír que Xr.Ak, k = 1, 2, ... , son u.i. y 
que XT.Ak --+ Xr. cuando /~ --+ oo. Entonces Xr. es integrable y por lo tanto se 
satisface la condición A. 

La condición (B) se sigue directamente de la intcgrabilida<l uniforme pue~ 

j IX1.-I dP - O cuando P(A) _,O uniformemente en k 
íl 

y P{Tn >l.-} -· O cuando J:--. oo 

Para rl caso general: 
Podemos escribir a Xn = x:, +X~, donde Xri = Xn - E(Xoolln), y X~= E(Xoolfn). 
Por lo que el rcsuliado par;i, X11 se sigue de lo ya probado. O 

Teorema: (para <'l c;1''' de 1111a s11resión tinita) 5.10 
SPa {X1, ... , Xn} 11na subrnartingala y sran T1 , 1~, .. . , una sucesión cn~cicnte de tiempos 

de paro para {X,, 1::::; i::::; n}. 

Entonces las Xy,. forman una submarlingala rebtiva a las !l- álgebras l T;, y una martin­
gala si {X¡} es una martingala. 

Denw;( ración: 

Podemos cxtcn1for la Sllt:(•siún a 11na :rnccsión infinita X1' X2, ... , X,., x,ll ... ' y aplicar el 
inciso (a) del teorema 5.8. O 

Aquí conc!uy,'ll los t core111as referentes al teorema de mrwstn~o opcio11al, \'•';nnos ahora 
algunos resultados que se pucdcu obtener en lo que es com·ergencia de martingalas a 
partir de ·~stos resultados. 
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Los siguientes dos lemas los vau10s a usétr para prob:i.r un resultado muy importante que 
es la ley fuerte de los grandes n1Ímcros para el c;t•;o iid.; donde iid. abrevia independientes, 
idénticamente distribuidas. 

Lema 5.11 
Si X1 , X2 , ... , Xn son v.a. iÍ:ldcpendierit.es, idénticamente distrilrnfd<~5 con esperanza finita, 
y 

Demostración: 

entonces E(X1:ISn) = Sn c.d. k = 1, ... , n 
n 

Si B = B(R), entonces 

( Xk JP = E¡Xkf{SnEB}] 

{Sn
1

EB} 
oo ro 

=J ... j Xkls(X1+ ... +X11 )dF(X¡) ... dF(Xn) 
-oo -oo 

donde Fes la función de distribución de X;. Por el teorema de Fubini, esto es independiente 
de la k; y así 

Lemn 5.12 
" Si X1, X2 , ... son v.a. y S,. = L X1;, entonces 

n=I 

Sn dP 
n 

1(Sn, Sn+I \ Sn+21 ... ) = J(Sn' X.1+11 Xn+21 ... ) 

Demostración: 

Lo haremos probando ambas contcncio11cs. 

o 

Como Xn+k = Sn+k - S'n+/:-1, 8,,, X,..¡.¡, Xn-1-2· ... son T(S'n, Sn+1 1 S'n+~ •... )-medibles; 
entonces J(S,,, Xn+1, Xn+2, ... ) e T(S,,. S11+1, S'n+2, ... ) 
De igual rn::t11cra 811 ,Sr.+ 1 ,S',,+~, ... '"'n l(S,,,Y,,+ 1,Xn+'.?, ... )-nwclibles 
entonces f(Sn, 511+ 1, 811+2, .. . ) e f(S,,, .Y,.-;-1, X,.+2 1 ••• ) o 
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Teorema: La ley iuerte de Jos gral!des números caso iid. 5.13 

Si X1, Xz, ... son v.a. iid. con esperanza finila m, y Sn = X1 + ... + Xn, entonces 
f,c--+ m c.d. y en C.1. 

Demostración: 

Vamos a hacer la demostración en dos partes, primero probaremos que %'- converge a un 
límite finito y luego que éste es m. 

Si consideramos (X1 , ... , Xnl y (Xn+ 1 , Xn+'.!, ... ) que son independientes y como sabemos 
que "Funciones de objetos aleatorios independientes son independientes" entonces (X1 , Sn) 
y (X,.+ 1 , X,.+2 1 ••• ) son funciones de objetos aleatorios independientes, y por lo mismo son 
independientes. 

Recordemos ahora el siguiente resultado: 
Si 'V es una v.a. integrablr. y X y Z son objetos aleatorios, y si (X, 'lt) y Z son independi­
entes, entonces E(IJllX, Z) = E('lll.\º) 

E(XilS'n) = E(Xd.S'n, Xn+li • .. ) 
= E(XdS,., Sn+i, .. . ) por el lema 5.12 

tenemos por lo tanto 

Pero entonces por el lema 5.11 

E(X1IS11,.S'n+l1···l= 
511 

c.d. 
11 

Pero por el teorema 3.28, E(XdSn,Sn+¡, . .. ) ...... E(Xd900 ) c.d. y en .C.1, donde ,9 00 es 
la u-;ílgebra cola de Sn. 
for lo tanto ~ cvuvl'rg.: c.d. y en !. 1 a un límite finito. 

Ahora lrny que probar que este límite finito es m, para lo cual podemos proceder de dos 
formas. 

primera forma 
Notemos que lim ( ~f) es una • función cola de Xn, y por tanto es constante c.d. por la 

n-oo 
ley cero-uno de l\olmogorov. 

*La u-álgebra lo::: ng"= 1 ln es la u-álgebra cola de Xn. Funciones 1 0-mcdibles ~ou 
[une.iones cola 
f: (í1, lo) -· (R, B(R)). 
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Como~ es convergente en .C. 1 y E(~)= m, la constante tiene que ser m. 

segunda forma 
Podemos utilizar también la ley cero-uno de Hewitt-Savage para probar que cada conjunto 

en 900 tiene probabilidad cero ó uno. [9 00 es la u-álgebra cola de S,,). 
Si A E 900 y T permuta n coordenada.<;, entonces A E l(Sn, 80 +1 , ..• ); por lo tanto A es 
de la forma {(5',.,S,,+ 11 ... ) E .4'} para alguna A E [B(R)] 00

• 

Como sk = X1 + ... +X +k = XT(l) + ... + XT(k) = ST(k), k ~ n, A es simétrico, y por 
lo tanto la ley cero-uno de Hcwitt-SaYage es aplicable. 
Por lo tanto 900 es trivial, y se sigue que E(Xil900 ) = E(X¡) c.d. O 

Teorema 5.14 
Sea {X,,, l,,,11=1,2, ... } una subrnartiugala, y sea Z = '~P(Xn - X,,_¡}, definimos 

Xo =O. 

Si E(Z) < oo, entonces X11 converge a un límite finito c.d. en elconjunto { s~p Xri < o.:} 
Si {X,,, lri} es una superrnartingala y E[¡~¡ (Xn - Xn-il J > -oo, entonces Xn converge 

a un límite finito c.d. rn { i~f Xn > -oo}. 

Demost.ración: 

Fijemos M > U, y ;¡ea T = inf { 11 : Xn > :\f}; si no hay tal n sea T = co. 
Definamos 1~, = T /\ n; si 'V,, = .\T.,, 11 = 1, 2, ... , entonces {'f'n} es una suhmartingala 
por {5.8) inciso (a). 
Ahora si 11 < T, Pntonccs 'l.1,. = X11 = X,.-l + (.\,, -.\11 _1) :::; :\f + Z, y si H;:: T, entonces 
Wn = Xr-1 + (.\r - .\T-1) :S M +X. 
Por lo tanto en cualqllil'l' caso '1'n ::; ¡\[ + z, así ':~p E('l1,tJ :::; M + nz+¡ < C0 por 
hipótesis. 
Pero por el 1eOf('llla de conwrgencia de snbmartiugalas tenemos que iJí,, com·crge c.d. a 
un lími!c finito. 
Pero si T = ):;, t'lll• 1llfc:> X11 := Wn, por lü tanto Xn co11wrgc c.d. en { ·;t X11 s M}. 

Como 1\f es arbitraria, X11 conn'rgc c.d. en { "~~P Xn < 00}. 
Para probar el resultado para supennartingal:vs, po1w1nos -.\,. en YeZ de Xn. O 

Teorema: 5.15 

Si { X1, X'.2,,,.} es nna martingala y E{X(.) < 'X' V n, entonces la martingala de diferencias 



Xi, Xz - X1, ... , Xn - Xn-1, ... , es ortogouaL 

Demostración: 

Si j < k y 1; = 1(X1, .. .,X;), 

E[(Xi -X1-1)(Xk - Xk-d/ = E¡E((X; -Xi-d(Xk - Xk-dl1i)J 
= E[(X1 - X1_i)E(Xk- Xk-dl1)] 
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pues Xi - X1-1 es 11-medible. Pero E(Xk - Xk-1111) =X¡ - Xi= O por la propiedad 
de martingala, por lo tanto el teorema es cierto. O 

Teorema: 5.16 
Sean 1[1 1, %, ... , v.a. iudependientes con media O, y asumamos E(ª),P'ifl'f:) < oo. 

00 00 

Si L; if!k converge c.d., entonces 2:: E(i!t~) < oo. 
k=I k=I 

Demostración: 
n 

Las Xn = ~ 'l'k forman una martingala, con ln = J'('l'1, W2, ... , Wn) i.e. {X11 , ln} 
k=t 

es martingala. 
Sea M tal que P f s~p IXn 1 :; M} > O ; esto es posible pues la serie converge c.d. 

Sea T = { inf {_n : IXnl > M} 
co si no hay tal n. 

p.d. que T es un tiempo de paro 
i) 1,1 es una filtración por ser submartingala. 
ii)p.d. {T~11JE/ 11 'í/11EZ 1 

{T:::; 11} == {w E 0/T((iJ) ~ n} == U1:sn{w E OIJX¡,(w)J > M} 

a) Si no li;;y la n de la ddiuíci\in y T = ,x;, entonces A== vi E 1,, 
b) Si h;iy lal n. U1:-:o:., {""-'E O j IX1. (w)J > M} E l(11'1., k:; 11). 
Por lo t;into T r•s tir'mpo de paro. 

Si 'I~. = T /\ 11, ''llloncc·s Xr,, es 11na martingala; r>to se debe a que T /111 es un tic1npo de 
paro pu•:s T lo t•ra, :1plicunos (•lllC•llt'.t'S el teorema de ll1lll'Strco opcional, pues carla r,. es 
acnbrla. 

Obst'r1·e11ws ~hora que 

n-1 

x;;_1 = L iri,w¡ 
iSJ 
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n-1 

=>X~ - ~-1 = (Xn - Xn-il(Xn + Xn-il = illn('Í'n + 2Xn-d = '11~ + 2 L Wn iV; 
•=I 

n-1 

pero E(X~ -X~_1 ) = E(-W~) +2 Í:: E('11,.)E('11¡) = E(lll?i) < oo por hipótesis. 
•=I 

Entonces: 

jX'f. 1 = (Xf. - Xf,,_¡) + Xj..,_¡ s; s¡r ¡x¡ - XJ-1 I + Xf.._¡ = z + M 

Se sigue entonces que los números E(),·t) están uniformemente acotados y por lo tanto 
Xr .. converge c.d. y en f. 2 . · 

n 

Pero E(Xf.,) = L E(Xi\ - .Yj1_,) con Xr0 =O 
J=I 

pero E(Xr; - Xr;-il2 = E(Xf, - 2Xr;Xr;-i + .\'j.;_ 1 ) = E(Xf, - -~·;_ 1 ) 

pues E(Xr;Xr¡_,) = E(E(Xr,Xr;_ 1 jh;_ 1 )) = 
= E(Xr;_ 1 E(Xr;l1r;_ 1 )) = E(X:};_,) ya q11e por ser martingala: 

E(XT¡ 111·¡-1) = XT¡-1 
00 

por lo tanto E(Xf..,) = [ E((Xr, - Xr,_Y) 
1=1 

Corno Xr., es .c~-conrcrgente. E(X}..,) se aproxima a un límite finito, por lo tanto 
00 

[ E[(Xr,. - Xr,,_YJ < cx.1. Pero 
n=l 

n n-1 
i) Sin~ T = Xr,, - Xr,,_, = [ IJlk - L 1!11; = ljl,, 

k=l k==l 
T T 

ii) SiT<n=Xr -Xr = "\lf¡.- "1v .. =O 
n n-1 /_,¡ · • L., " 

/;=! l:=l 
T r. ·1 

iii) Si 11 - l ~ T < 11 = Xr,, - XT,,_ 1 = L IJi1: - L ljl¡, =O 
l:=l l:=I 

00 

Así L E( 1[1~ Tm:nJ) < oo 
n=l 

Xotcmos que si Zn 2: O y Ln f(Z11 ) <ce, = /.::([,. Z,,) <X·, así Z" 7n < co c.d. 
Sea Zn = E(\f!;;I{T::".11) l1Tri, ... , IJi,,_¡) y como f('Í'~ !¡ r:;o: .. ¡) = E [ f(\jl~ l(r:;o:,, ¡ 11,.-il] 

00 

= L E(iJ!U¡r::c11) l'J!1 .... , 11111-·il <xi uf. 
n::::l 



Ahora Í{T~n} = Í{T:Sn-1}', que es J'(il' 1, ... , lf11-iJ-mediblu 

00 00 

::? [ lm::n}E('I'~l'l'1,. .. , '*'n-il = L Í{T~nJE('IT~) <ce c.d. 
n=l n=l 

Tomemos entonces un w do.nde Ja serie converja y donde sup ¡x,, (w}I :5 M. 
n 

00 

Entonces T(w) = oo 2 n V n; se sigue que .[ E('V~) < oo 
n=l 

Teorema: 5.17 
Se¡in iit ¡, ilt2,. .. v.a. independientes con media O; supongamos E ( 61J:P l]_/I) < oo. 

00 00 

Entonces ¿: '1';, converge c.d. ~ ¿: E('l'f:) < oo 
k=I l:=I 

Demostración: 

= es el teorema anterior . 
.;:= varil'n = E[('1Fn - E(il',.)f] = E([1linJ2) < oo por hipótesis. 
=· por el teorema ·l.6 

00 00 

L [Wn - E('lr,.)] = L il'n converge c.d. 
n=l n=l 

Teorema: 5.18 
00 

o 

o 

Sean 1{1 1, i{I~, indepen<lientes, \'.a. uniformemente acot.adas. Entonces ¿; W1; converge 
k=l 

c.d. 

Obse1·vaci611: 

00 

~ [ !'11 r qt /; < X y 
l:=J 

00 

[ E('V ¡;) COll\Wge. 
l.=I 

En 0stc tr:nr0ma c¡Hitamns la hipótesis de que la me<lia sea cero. 
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Demostración: 
00 00 

.;:=)Por el teorema anterior, L (1It1; - E(1Ji1;)) converge c.d.; como ¿ E( 11',;) converge, 
f:=I k=l 

00 

tenemos que ¿ 1Ji k converge c.d. 
k=I 

::::::::>) Sean '11 1, 21, 1Ji 2 , 22 , •.• independientes, donde para cada j, Z; tiene Ja misma dis­
tribución que '11 i. 
Entonces E('111 - Z1) = E('l13) - E(Z1) =O. 

E [(WJ - ZJJ~J = 1•ar (W¡ - Z¡) = vur W¡ + l'llr Z1 = 2 var W¡ 

Ahora como '11¡ tiene la misma distribución que Z¡ podemos observar que 

P{('I11, ... ,lf/n)EB)=P{(Z1, ... ,Z11 )EB}'v'11 y 'v'BEB(R") 

por lo tanto P"-' = Pz. 
Podernos concluír entonces que cuando [ '1'1 converge c.d. también converge¿ Zj c.d. 

) J 

Se sigue entonces que¿ (Wf - Z1) converge c.d., entonces por el teorema anterior 
) 

I: var W i < oo y nuevamente por el teorema anterior 
J 

[ (W1 - E(WJ)) converge c.d. por lo tanto 
) 

[ E(IJ!1) converge 
J 

o 

De esta manera llegamos al momento en que podernos t>n11nri;ir ,,¡ f Port>ma de las 3 seri-:s 
de Kolmogorov que de alguna manera gene1·aliza lo anticrior. 

Teorema de I.1s tres series de Kolmogorov. 5.19 
Sean 1Ji 1.1Ji.J, ... v.a.i. Si M >O, definamos 

a) Si [ 'fi ronn>rgL' u!., =o· para cu:d1¡uier :\f, lastre seriL'S 
J 

'\""' píiJ!. -1:. IJJ'} L.,, t;1- l' 
) 

¿ f(ll'~), [ va r 'l'~· c01!\'ergen. 
J 
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Demostración: · 

Por hipótesis, '1i¡ __.O c.d., así generalmente IJ!¡ = il'~, entonces '1ij f llij para. un mímero 

contable de j, esto es, P (lif {111 i i IJ!~j) =O. . 

Por el segundo lema de Borel-Cantellí E P{IJ!J ::f:. tl>'~} < co. 
< ] 

La convergencia de las otras dos series se prueba aplicando el teorema anterior. 
b) Si para alguna M > O, las tres series convergen, entonces f, 'I1 ¡ converge c.d. 

] 

Por el teorema anterior L \JI~ converge c.d. 
] 

Como L P{'11¡ i IJ!~} < 00, tenernos que, casi seguramente, 'l'f i= w~ generalmente, por 
] 

lo tanto 
¿ W¡ converge c.d. 
) 

o 
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La <lescomposición de submartiug;alas de Doob 

Es un teorema út.il en el desarrollo de algunos resultados importantes en la teoría de 
martingalas, en particular en el estudio de la convergencia de las martingalas cuadrado 
integrables; y estamos ahora en condiciones de analizarlo. 

Nota: 
Al igual que en todo este trabajo, vamos a considerar un espacio de probabilidad (íl, l, P) 

y una sucesión crecienfe (En, n EN) de sub cr-álgebras del, donde R = N U {O}. 

Definiciones: 6 .l 

Una sucesión de v.a. (X,., n EN) definida en (íl, 1, P¡ (B,., n EN)) se dice que es adap­
h1da sí Vn EN, ];¡5 v.a. X" son En· rnedibles. 
Si la sucesión (X,., 11 E N) de v.a. es adaptada, lo mismo se cumple para toda sucesión 
(.\"~ = [,, (X0 , X1 , ••• , X,,), 11 EN) construida usando funriones /,, ( 11 EN) rnedibles. 

Por otro lado, una sucesión (Xri, n E K) definid;i, para 11 = +oo va a ser llamada adaptada 
si las v.a. Xn son B,,-medibles y también para /1 = +oo. 

Definición 6.2 

Una sucesión (U,,, 11 EN) de v.a. se dice que rs predecible si la Y.a. Uo es Bo-medible y 
si V n EN bs v.a. U,,+ 1 son 8,,-rncdibles. 
Un proc('sO crecientl' se defiue corno una sucesión predecible (A,,, 11 E N) de v.a. finitas 
tales que 

Notemos que (U,,, 11 EN) es adaptada en r:ualquier ca~o (predecible o proceso creciente). 
Es irnportant'' harer t1<.i(ar 'Jlll' para una sucesión predecible y en particular para un proceso 
crerit'nte, no solo la suct'sir-\n (Un) y sino la ~;ur:eoión (U,,+ 1 ) ~es adap!::ida a la sucesión 

r1El' 1:(1' 

( 8 ,,, 11 E:\") de <r-álgcliras. 

F:l C(Jnt.enido de b siguie11te prnprJsici0n ya f11e demostrndo antcril)rrnen(e, pi:ro Ja incluyo 
aq11i y redad;ida dL· i;;,t;i fon11a parn usarla en lo que sigue. 

Proposiei6n: G.:J 

Para cualquier martingala integrable (X,., n E R), las siguientes condiciones son cq11i\'a­
lcntes: 
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a) La sucesión {Xn, 11 E Ñ) converge en f..1. 
b) sup E(IX .. D < X r el c.s. límit1'.: Xoo e= liwXn de la martingala satisface .X-n == E{Xoo IBn) 

n n 

V11 EN. 
b') Existe una \'.a. integrable X tal que Xn = E(XJBn) Vr1 EN. 
e) La sucesión (X,., n EN) satisface la condición de integrabilidad uniforme. 

Definición: G.4 

La martingala integrable ( Xn, 11 E N) se dice que es regular si satisface alguna de las 
condiciones anteriores. 

Definición: G.5 
Se dice que el tiempo de paro ves regular para la martingala (Xn, 1i EN¡ si la martingala 
(Xv11n, 11 E N'J es regular. 

Tt'orema: G.6 

(1) Toda submarlingala integrable puede ser escrita, de manera 1ínica, como la suma de una 
martingala integrable (Mn, 11 EN) y un proceso creciente (A,., n E NJ, i.e. 

(2) I\Ias aún, la condición sup E(.\f) < cv (que <'S suficiente para asegurar la c.s. convergencia 
N 

de la submartingala) es equil'alcnte a la conj11nci1'>n de l~s dos condiciones: 

;,uµ E(iM11)) <. 00 y ..loo E[¡. 
N 

(3) Entre tanto la con\·crgl•ncia en .[_ 1 de Ja subrnariingala (Xn, 11 E N) es equivalente a la 
regularidad ,fo la martingala (Mn, 11E7\) junl.o con l;i, condicicín A00 E f. 1• 

(·!) P:ira todo tinn¡-.o •k p;iro 1111':;11l;1r para la martin:saia (1'/11 , 11 E XJ la v.a. Xv es integrable 
~i y :oólo si E(.11.) <xi, y •·ítl 0 >1w1•., f(.\',.) :e: [(,\fo)+ f(..l,,). 

DP111oslración: 

La di:rnosl ra1·i1j11 ,.,e h;tr<i pur pa~0s. 
( !) Las v.a . . \!11 y ..In (11 E!\) ~e pueden ddlnir a tra\·és de sns diferencias por h1s fórrnnhts 

(a) Mo=Xo 
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(b) Ao=O 

de donde podemos observar que 

(a)+ (b) ~xo = Mo + Ao 

(Mn+J -Mn) + (An+l - Ari) = Xri+l - E(Xn+1IBn) + E(X11+1IBn)-Xn 
:::- (Mn+1 + A,.+i) - (Mn + .4,.) = Xn+1 - Xn 

p.d. (Mn, 11 EN) es una martingala integrable 
i.e. p.d. i)Se trata de una sucesión adaptada 

Demostración: 

Hay que probar que AJ,, son Bn·medibles 
Por como los definimos Ain+I = Xn+I - E(Xri+iJB 11 ) + Mn 
por definición Xo = Mo y por lo lanto Mo es Bo-medible. 
Vamos a utilizar un proceso inductiYo 

M1 = X1 - E(XiJBo) + Mo 

pero X1 es 81-rnedible y E(X¡JB 0 ) y M0 son 80-merlibles, y por tanto 81-mcdiblcs. 
por l~ntn i\f1 ps B 1 -medible. 
Supongarno:; que 1\!11 es B,. -medible 

donde X11+1 es B,.+ 1-nwdible y E(X11 +i!E,.) y M11 son B,,-lll1o'dibles 
y por tanto M11 +1 es 811 +1-J!ll:dihle. 
Por lo tanto M11 es Bn·medible Vn. 
p.d. ii) Mn = E(M11+ilB11) V11 EX 

o~mo~tnción: 

Tenemos que 

corno ¡\[11 es 811 -ml'diLlc 

Mn = E(M,,JB11) = /~1-X11+1 + I:.p:,.+i!B,,) + Mll+iJB,,] 
= E(-Xn+1 IB11) + E(Xn+iJB,.) + E(.\f,1f·l IB11) = E(M11+J !Bn) 

por lo lanto (M,,, 11 EN) PS uua 111:ir1in'.!;Jla i11f<'ZP.hl<'. 
p.rl. (A,,, 11 EN) •.'S un procc-;o i:n~<'ien(c 



i.·~. p.d. i) (An, n E Ñ) es predecible. 
Recurrimos nuevamente a un proceso inductivo 
por definición Ao =O y por lo que Ao es Bo-m<'dible. 
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como todos Jos elementos del lado ckrccho de la igualdad son Bo-rnedibles, podemos con­
cluir que A1 es 8 o·rncclible 
Snpong;unos que A,. es Bn-1·rnedil1le :::;. An es Bn·meclible y por lo lanto 

An+I = E(.Yn+1 /B 11 ) - X11 +A,, csBn-medible 

Por lo tau to (A,., n EN) es predecible. 
p.d. ii} O= Ao ~ A1 ::; ... 
Para ello basta probar que An+1-An = E(Xn+1l8n)-X,, 2 O, pero esto esinmcdi:üo pues 
por ser (X,,, n E 1\) una s11bmart.ingah, E(X,.+1 /Bn) ;::: Xn y por lo tanto An+i -Ari 2 O. 
Por lo tanto (A,,. n E X) es un proceso crcci0nte. 
Como Mo + Ao = Xo y J(J,-.; inc'.re1n1entos de amLas s11Cl'SÍ1,¡¡c,,, ( M,, + .4 11 , n EN) y ( Xn, n E N) 
coincideu, es claro que 

Vamos ahora a estalJl•~cer la unicidad Je la Je>c'uiil\;•.•iÍ•~¡,;ll de Ü•)ob. 
Supongamos que Xri = ¡\/~ + A~ (11 E ?\) es u11a di::scomposii'ión <le la sulm1artingala 
(Xn, 11 EN) como la suma ele una martingala (M/,, 11 E~) y un proceso creciente (.-1:1 , n E 
N'), entonces la igualdad de Jo,; iucrementos 

implica, tomando Ja esperanza condi,:íonal dodo 2,. el<: ambos ladn,o; 

y por ser (A.:., n E iii) un proceso creciente 

y por s•:r .\",,, M:, 8,.-medible, y (.\l,',, HE:\) ~r·r una rnetriingala 

E(X,+1 /B,,) -- X,. -- .\f:i + ,\J{i 

por tanto A~i1-l - A:, = E(Xn+1 IB.,) - .\, = 1ln+1 -- iln 

==> A:, = A11 Vn EN pues .-\\¡ == Ao 
y por tanto 1\f:, = Xn - ..i:, = Xn - A,, = ;\[,, 
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Por lo tanto la descomposición es única. 
De esta manl'ra queda probado el punto ( 1) del teorema. 

(2) Probaremos la equivalencia en dos pasos. 

a) p.d. supE(X,:i) < oo ==· sup E(IM,.J) <coy A00 E f_ 1 

N R 
i) Como Xn :::: Afn +:In y An 2'. O Vn ~· M,. ::; Xn Vn 
pero M;t = max{M,,,ü} y X,¡·= max{X11 ,0] => X,t 2'. M;i Vn 

=> sup E(M,tJ ::; sup E(X,i) < oo 
N K 

pero jM11 / = AI;t + M;¡ = 2M,t - M,. 

=> sup E(!Mnl) s; 2sup E(M,·;-J - sup E(M,.) = 2sup E{Af,t) - E{M0 ) 

N N N N 

pero E(M0) < oo put'S M,1 es martingala y por lo tanto 

&up E(!Mn i) < co 
N 

ii) Como il,. = .\n - M,. s; X;i - JI,. (n E;.;¡ 

=· E(Aco) ~supE(X;f")- E(.\!0 ) 

N 

ya que E(Mn) = E(Mo) Vn EN 

b)p.d. supE(/M,,I) < x y Aoo E f.1 :::· sup E(.\,;-)< c--J 
N R 

como X,. = M,. + :!,. ::::;· X;i ::-: {M" + :!,. )+ s ~u;; + .1,. 'i 11 pues .. 1,, ;::: O 
y por lo t;rnto :;up E(X,t) ::; ~up E(M;i) + E(:loc) y;t r¡ue ¡\ 11 es un pruo:so creciente 

N R 
como ¡u,,¡:::: .\f,t + .\!;-; =· si :-,up E(J.\!,,IJ < x· :::. :;up E{:\f,T) < oo 

N N 
y ruino A00 E f.1 => l\(:\.;;o) < x 
por lo tanto sup E(X;/') ~ sup E(M,t) + E(Aoo) < ~ 

N N 
De l'Sla manera queda probado el punto (2) de la prnposit:ión. 
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(3) .;:=:) Si A00 E i. 1 , el teorema <le la co11v<:rgéucia dornina<la <le Lebesgue nos dice que 
An - Aoo en Í.1 cuando ¡¡ -: oo 
De igual manera la regularidad de la martingala (Mn, n EN) nos dice que ésta converge 
en f. 1 . Por lo tanto podemos concluír que la submadingala (Xri, n E NJ converge en f. 1 

pues 

<=) Si la submartingala (X11 , n E Ñ) 1:011vcrge en [; 1 a una \'.a. X00 

::::. E(A00 ) = lim E(A 11 ) = lim ( E(Xri) - E(M11 J) = E(X00 ) - E(Mo) < +co 
njoo nJoo 

esto prueba que .400 E l 1 y por ello que ;\ 11 - A00 en Í. ¡. 

pero entonces la martingala (M11 = Xn -An, 11 EN) también converge en f. 1• 

Así hemos probado el punto (3) 

{-1) Si ves un ti,;m¡:o de paro regub.r para b rn:Hlingafa (;\f,., n EN), la v.a. 
i\f,,(= lim Mn c.s. l'n{11 = oo}) es int•:grnhle, y por un korema probado ant1:rionncntc 

n-+oo 
,ati~fan; E(Mv) = E{Mo) == E(Xo). 
Por l;iulo, h \'.'1. X,.(== lim Xri c.s. Pn{v = x}) exis1e y l'S igu;il a.\!"+ A,, c.3.; 

por ello X,, es iutegrable ~¡ y sr',Jo si :\,, In rs, y r.uando t>slo sucede, sat i~friC!! 
E(X«,) = E(.\f,,) + E(A .. ). 
Esto termina la prueba del teorema. o 
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