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INTRODUCCION,

El agua es tan noble para

quien se acerca a ella con
humtldad y deseo sincero de
conocer su comportamiento,

como traicionera para

el incauto que, con poca
preparacion y vision estrecha,
quiere dominarla.

Enzo Levi

El agua es uno de los elementos mas abundantes de nuestro
planeta. el volumen de toda clase de recursos hidraulicos a nivel
mundial se ha estimado en 2,000 millones de kildmetros cublcos,
de los cualex aproximadamente el 0.002 % corresponden a los
recursos de agua dulce, que en su mayor parte son de dificil
acceso, por lo que solamente pueden aprovecharse aproximadamente
8,000 kilémetrcs cubicos anuales, para satisfacer los multiples
requerimientos que demandan agua du!.cc:.l Ademis, comec es de
imaginarse, la demanda de agua dulce croce con el tiempo, se ha
ostimado que al inicio de este siglo la demanda mundial de agua
dulce ara aproximadamente de 400 kilémstros cubicos al aNo, que
la demanda actual es ocho veces mayor (aproximadamente de 3,200
kilbémetros cabicos de agua dulce al aMo), y se estima que esta
tltima cantidad se triplicarid para el aNo 2009 Caproximadamente
9,800 kildmetros ctibicos de agua dulce anuales), de seguir con el
mizmo ritmo de consume habra un déficit considerable de este
vital reczurse en un futuro pr‘éxi:m:.v.il

El agua es i1ndispensable para la vida en nuestro planeta,
también es causa de importantes y constantes cambios en la
naturaleza, acarreando diversidad de materiales en su movimiento,
disolviende minerales, oxidando metales, etcétera, estos cambios
influyen en las obras disefMadas y construidas por seres humanos,
par lo general en perjuicio de las mismas, a ésto se le denomina
efecto destructivo del agua. Todavia, en determinadas estaciones
del aMo, nos enteramos de nolicias donde se ponen de manifliesto

'Gonzalez Villareal, Fermando Dr., “LA INGENIERIA HIDRAULICA™,
INGENIERIA, Vol. LY, Nam. 4, C(Facultad de Ingenieria, U N.A. M.,
México, 196893, pp. 84 - Q0.

a.
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los efectos destructivos del agua, tales como desbordamientos de
rios, inundacicnes, deslaves, etcétera, con las consecuentes
pérdidas de vidas y bilenes, por lo tanto, es indispensable
mejorar nuestros sistemas de explotacidn y control de agua, a
partir de un mejor conocimientqg de este vital liguido.

El agua que fluye en el interior de los suelos, constituye
una de las principales fuentes de abastecimiento de este preciado
liquido, en nuestro pals se ha estimado un volumen de agua
subtarranea renovable de unos 48,000 millonhes de metros cubicos
anuales, siendo en la mayorfia de las zonas aridas la Unica fuente
de abastecimiento segura dlsponible.. Para poder explotar
eficientemente este recurso, y también para poder estimar los
efectoxs de dicho flujo en la naturaleza y sus consecuencias en
laxs obras construidas por los seres humanos, es necesario
analizar y comprender los fendémenos relacionados con el flujo de

agua en xzuelos, ya que es comun subestimar estos efectos,
especialmente por que @ agua que ho vemos ni tocamos, que =in
embargo, es capaz de tirar muros; desestabilizar taludes,

tablestacas, cortinas de presas; levantar placas de concreto
armado, cimentaciones etcétera. Mediante el analisis del flujo
del agua en los suelos, el ingenierc civil, requiere conccer
sobre todo: el gasto de infiltracién a travées de la zona de
flujo; la influencia del flujo de agua sobre la estabilidad
general de la masa de suelo a través de la que ocurre; y la
posibitlidad del agua de infiltracidn de producir arrastres de
material sélido, erosiones, tubificacliones, etcétera.

Aunque las obras de ingenieria gue contemplan el flujo de
agua en suelos son muy antiguas, hno fué sino a mediados del siglo
pasado, cuando un ingenierc frances llamado Henri Darcy presentd
@]l primer andlisis racional del flujo de agua a través de medios
porosos, resultando de dicho analisis, una expresion matemitica
obtenida en forma experimental, actualmente denominada "ley de
Darcy"”, que conztituye el concepto fundamental de la teoria
actual del flujo de agua a través de medios porosos,

Posterior a Darcy, alrededor del aflc de 1880, Ph.
Fcerchhelmar demostréd que la Ley de Darcy es una funcidn armdnica,
es decir, que satisface la ecuacién diferencial de lLaplace.” De

1a.

‘Darcy, H., LES NES PUBL S A VILLE DE DIJON, Parts,
1856,

SForchhetmer, FPh., GIEDR VON_BRUNNENANLAGEN UND

SICKERSCHLITZEN, Z2eintschrift Architekten
und Ingenieur, Verein, Hannover. 1888



esta manera, la teorfa del flujo con potencial se convierte en la
herramienta mas importante y poderosa, en el analisis de flujos a
travées de medios porosos. Sin embargo, la solucion matemitica
exacta de la ecuacidn de Laplace, en la mayeria de los casos
practicos, es sumamente complicada sino imposible, por lo que se
tiene que recurrir a métodos numéricos aproximados, analdégicos,
graficos, etcétera, para resolver los problemas practicos de
flujo con potencial.

El mismo Forchheimer desarrolld las bases de lo que en la
actualidad se conoce como método grafico o de las redes de flujo
que es azlualmente, por su versatilidad ¥y sencillez, el método
mAs utslizado por la mayoria de los ingenieros para resolver
problemas de flujo con potencial. Este metodo, basa su solucidn
en el trazo de la red de flujo correspondiente® a una seccidn
bidimensional de un problema en cuesti¢n, una vez que la red de
flujo ha sido ‘razada, el problema de flujo puede resoclverse sin
mayor complicacidn, a partir de datos proporcionados por la misma
red, el principal problema del método es precisamente @l trazo de
la red de flujo. ya que por lo general, este se hace a manhoc ¥y
debe satisfacer una serie de requisitos para dque la red sea
representativa de la regidédn de flujo que se estd anmzlizando.

El trazo o la reproducciodn conflable da las redes de flujo,
ha sido de las principales preocupacziones de los ingeniercs vy
cientificos dedicados al estudio de flujos potenciales,
resultando diversos métodos para tal fin, de muy variadas
caracteristicas.

Alrededor del afioc de 1899, Sir G. G. Stokes, presentd un
analisis matematico del fluj)o laminar de un liquido viscoso entre
paredes planas paralelas, demostrando que dicho flujo puede
derivarse de un potencial bidimensional, como fué supuesto por
Hele-Shaw quien a partir de este principio, disefo en Inglaterra
el primer modelo de este tipo, mediante el cual fué capaz de
reproducir diferentes configuraciones de flujos potenciales
bidimensionales.

Los modelos de Hele-Shaw, han sido amplilamente utilizados en
diferentes lugares del mundo., para analizar todo tipo de flujos
potencrales obteniends resultados altamente satisfactorios, su
operacidn es muy simple y por lo general tienen un costo de
construccidn mas econdmico que cualquiera de los modelos
actualmente utilizados en el estudio y resoluc:dn de prablemas de
flujo con potencial, pues esencialmente consisten en dos placas
de material transltcido, separadas una distantcia muy poequafia
entre las que se hace pasar un ligquido viscoso en reégimen
laminar, sin embargo, en Méxtco éste tipo de modelos no ha sido
bién difundido, siendo practicamente desconocido por una gran
parte de los ingeniercs que Llienen que ver con flujos
potenciales, como es el caso del flujio de agua en suelos.
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También en el campo de la docencia de la mecanica de
fluidog, los modelos de Hele-Shaw constituyen una herramienta
sumamente Gtil, reproduciendo imigenes de flujo, que proporcionan
una idea clara y objetiva de los fendmenos de flujo.

El objetivo principal de esta tes:s, es presentar las
caracteristicas essnciales de los modelos de Hele-Shaw y su
relacidn con el estudio y resolucién de problemas de flujo de
agua a través de medios porosos, considerando que un modelo tan
util, de caracteristicas adecuadas tanto para la investigacidn,
como para la docencia ne puede pasar inadvertido especialmente
por los cientificos e ingenieros de un pals en el cual la
economia y la eficiencia se han constituido en los principios de
toda actividad emprendida, como es el caso de Mexico.



CAPITULO 1

FUNDAMENTOS TEORICOS
DEL. FLUJO DE AGUA EN SLELOS



1.1 AGUA HIGROSCOPICA. CAPILAR Y GRAVITACIONAL.

El agua en nuestro planeta esta en constante movimiento
ciclico, conocido con el nombre de ciclo hidroldgico, el cual as
consecuencia de la interaccién de la energia solar, de la fuerza
de gravedad y movimientos de la Tierra.

Del agua que se precipita sobre las plataformas
continentales, una parte fluye sobre la superficie del suelo,
otra parte se evapora y otra se infiltra en el suelo fluyendo en
su interior. De acuerdo a su disposicién y movimientos en el
interior de la masa de suelo, &1 agua puede clasificarse en tres
categorias:

1+ Considerande un suelo cualquiera, originalmente seco, al
contacto con humedad, primeramente el agua serd adsorbida por los
granos que componen la masa del suelo, cubriéndolos en forma de
pelicula. En esta categoria, al agua se le conoce con el nombre
de agua higroscépica o agua adsorbida.

2+ Cuando el agua en el interior de! suelo, llena los delgados
poros i1ntergranulares de la masa da suelo fermande meniscos se le
conoce con el nombre de agua capilar.

3+ Finalmente, el agua que llena todos los poros y pequefios
conductos intergranulares de la masa de suelo, a excepcion quizi,
de partes aisladas ocupadas peor burbujas de aire atrapadas,
moviéndose en el interior de la masa de suelo bajo el efecto de
fuerzas gravitacionales, sin otro obsticulo que el que le impone
sy viscosidad y la trama estructural del suelo, se le conoce con
el nombre de aqua libre o gravitacional.

En el suelo, el agua grawvitacional esta separada del agua
capilar por una superficie a la que se denomina nivel fredtico .

a,
Se considera nivel fredtico, a la superficie que constituye el
lugar geométrico de los puntos en que el agua poseé una prexién
lgual a la atmosférica.



12 HIPOTESIS DEL MEDIO CONTINUO.

Los suelos extan compuestos por pequefios granos, producto de
la descomposicién de la roca, de diversas formas y tamafios,
dispuestos aleatoriamente, los cuales encuentran el wequilibrio
con el contacto mutuo., formando poros o intersticios de formas y
direcciones muy variadas, comunicados entre si; razédn por la cual
a los suelos y a todo material con caracteristicas similares se
les denomina medios porosos. Por su trama estructural estos
materiales permiten el flujo en su interior, por esto se les
denomina también medios permeables.

Una particula de agua que fluye en el intarior de un medio
poroso, se traslada describiendo trayectorias muy complicadas,
con cambios drasticos de magnitud y direccién en velocidad y
aceleracion de un punto a otie. Sin embargo, este movimiento es
de ningtn modo cadtico, sino ordenado, consecuencia de fuerzas
desarrolladas en el interior del rluido que obedecen las leyes de
la fisica. Por esta razén, es posible considerar los valores
medios de magnitud y direccidn de velocidad y aceleracién de la
tendencia general de movimiente para condiciones dinaAmicas
definidas.

Para ejemplificar, considere la fjigura 1 C(pagina 102,
correspondiente al esquema de un dispositivo similar a un
permeimetro de carga variable. Para las condiciones dinsmicas
especificas en el esquema, una particula de agua que ocupa el
punto b (seccion 2), tendera a trasladarse hacia e! punto d
(saeccidn 4), describiendo una trayectoria recta, a través del
medic poroso, no obstante esto no es posible debido a que los
granos que forman el medio lo impiden y la trayectoria resulta,
mids bién, una linea sinuosa, tal como puede apreciarse en el
esquema amplificado del punto c (seccidén 3). En ingenieria sin
ambargo, es suficientemente correctc considerar la trayectoria
lineal de la particula, desde un punto de vista macroscépico,
para el problema en cuestion.

Debido 2 l1a complicada estructuracién de los medios porosos
en la mayorfia de los casgs, es necesario adoptar hipdtesis
simplificatorias para poder analizar los fanémenocs
correspondientes a estos medios. El precio por abuso de la
utilizacién de hipdtesis simplificatorias se reflejara en 1la
veracidad de los resultados del anilisis relativo a la realidad
del fenémenc en estudio. La apl icactén de hipétesis
simplificatorias en el andlists de todo fendmeno, debe

’Se define hipdtesis, a la suposicién de una cosa posible o
imposible, para deducir de ella una consecuencia.
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fundamentarse en criterios de aplicabilidad validoes, respaldados
con la experimentacién practica y caontrolada.

La hipétesis mas impartante adoptada en el estudio de la
mecinica de los materiales deformables, consiste en i{dealizarlos
comce medios continuoxs . No obstante este concepto fundamental did
origen a la Mecanica del Medfo Continuo , nc deja de constituir
un modelo fenomenclogico que solo es aceptable desde un punto de
vista macroscopico.

La Mecinica del Madic Continuo, constituye la base tedrica
fundamental en el estudio del flujo de agua en suelos y de otras
dixciplinas.

En el anAlisis del fluao de agua en suelos, el suelo
constituye el campo de l‘luJ::l con determinadas caracteristicas
especificas, que se reflejan en el flujo, considerando que #éstas
no cambian por consecuencia del flujo. Se puede interpretar que
el fluido., en esie casc constituido por e agua, tiene una’
participacidn activa en el analisis, Ces Jla que ejmcuta la
acciénd), es el objeto mismo del anilisis, en cambio e! syelao,
tiene una participacién mis bién pasiva pero fundamental en el
andlisis, El suelo puede compararse a un escenario. donde se
ejecuta la accidn, cuyas caracteristicas influyen en la accién
misma, sin que ésta sea capaz de modificar las caractari{sticas
propias del escenartao.

‘Se considera medioc continuo, al lugar geométrico idealmente
cantinuo, ocupado por materia homog#nea e isdétropa, de idénticas
propiedades caracter{sticas en todos sus puntos constitutivos.

pLa MECANICA DEL MEDIO CONTINUO, es la ciencia gue tiene como
finalidad estudiar los esfuerzos que se manifiestan en el
interior de los materiales deformables, sus deformaciones o
fluencias y la relacidn entre los esfuerzos y las deformaciones o
fluenclas, idealizanda los materiales como medicos continuos.

‘OSQ considera campo de flujo, a cualquier regidn en el espacio,
idealmente <continua, ocupada totalmente por un fluido en
movimiento, No debe confundirse e! concepto de campo de flujo. al
concepto matemitico de campo escalar, vectorial, tensorial, ete..
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En el estudio del flujo de agua en suelos, tanto el agua
como el suelo se idealizan como medios continuos, lo que implica
Que las caracteristicas propias de cada material., tales como
densidad. viscosidad, permeabilidad, temperatura, etcétera, seran
idénticas en todos los puntos que los conforman, en cualquier
instante considerado, ademis de estar dotados de esa continuidad
ideal caracteristica de los medios continuos,

El concepto de medio cc;nunuo. implica rigurosamente la
caracteristica de isotropia . Con frecuencia es posible
considerar la isolropia del medio en determinados sentidos
convenientes al analisis de un problema real, por esta razoéon, la
hipdtesis del medio continuc trasciende el caso anisoétropo

“Un madio se considera i1sétropo, cuando sus propiedades fisicas,
en cualquier punto consitutive del medio son itdenticas en tLodas

diercciones.

uAniséLrapo es el medio que no 8s isdtropo.
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de un permedmetro
de carga variable.
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13 DENSIDAD Y PESQ ESPECIFICO.

Todos los matertales cuentan con una serie de propiedades y
caracteristicas que los distinguen entre si, de caracter
extensivo cuando dependen de las dimensiones de los cuerpos. Los
analisis basados en cuerpcs de dimensiones definidas, tienen
alcances muy limitados. Las leyes de la Macdnica, se caracterizan
por la universalidad de sus concepitos cuya abstraccidn no
distingue limites.

En la Mecanica del Medioc Continue, es importante que las
propiedades y caracteristicas de los materiales se puedan definir
para todos los puntos que componen el material y que no dependan
de las dimensiones de los cuerpos, por esta razén, se han
definide las propiedades intensivas o de punto de los materiales,
como aquellas propiedades caracteristicas de todos los puntos de
un medio continuce que ldealiza a un material especifico, las
cuales surgen de las relacicnes entre las propiedades extensivas.
Las magnitudes denominadas especificas constituyen propiedades
intensivas.

La densidad, también llamada masa especifica, es una
propiedad intensiva muy importante de los mater{ales, se
representa conh el simbolo o y se define como la cantidad de masa
contenida en la unidad de volumen de un material, matematicamente
59 expresa de la siguiente manera:

lim 4m _ dm
P = o AV ™ av €1.3.1)
donde: m es la maza del cuerpo, y

V es ol volumen del! cuerpo.
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Bajo la influencia de un campoc gravitacional, surge 1la
propiedad intensiva de los materiales denominada peso especifico,
la que es igual a la relacion entre el pesou del cuerpo y su
volumen, se representa con el simbolc y y matemiticamente se
define como sigue:

lim AW _ aw

AV40 AV T 3V .32

donde: W es el peso del cuerpo.

El peso especifico de un material, es igual a su densidad
por el valeor de la aceleracion de la gravedad. El valor de la
aceleracion de la gravedad terrestre es g, por lo tanto, el peso
especifico de un material se puede expresar de la sigulante
forma:

¥ = &P €1.3.2

13 .
Peso es la fuerza de atraccién que un planeta ejerce sobre la
masa de un cuerpo.
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14 COMPRESIBILIDAD.

La compresibilidad de un medic continue, se define como la
variacién de su densidad respecto a la variacidn de la presidn
actuante en el madio, a temperatura canstante {proceso
isotérmicod.

Considerese un volumen de conirol Y en el interfor de un
matertal idealizado comc medio continuo, como el gque se muestira
en la figura S (pagina 39), el cual, tiena una temperatura
uniforme T. contiena una masa m y originalmente ssti sujetc a una
presién p. La densidad del medio es p=m/¥Y, considerando que los
cambios de temperatura del medioc durante un procesc cuasiestatico
son desprecirables, al incrementar la presidn actuante en el medio
en dp, la densidad se incrementa en dp, esto implica que el
volumen experimenta un decremento -4Y¥, pero la masa del vaolumen
de contral permanecera constante, por lo tanto, la vartacion de
la masa con respecto a la variacién de presiéon vale cero,
matemiticamente se expresa como sigue: ’

dCpYd il (=721
ap =p>d—EOVdp=O_ C1.4.15

de la ecuacidn anterior se obtienen las siguitentes ecuaciones:

oV do

p‘_{ﬁ £ chﬁ €1.4.2>
‘o bien,”

dp dp

o2 = . yEE €1.4.3)

El incremento de densidad por unidad de densidad debido al
incraemento de presidn. a temperatura constante, es 1gual al
decremento de volumen poar unidad de volumern.
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El midulo de elasticidad volumétrica, es igual a la razdédn
entre el incrementec de presion dp y el consiguiente incremento
relativo de densidad o el consigulente decremento relativo de
volumen., se representa con el simbolo Ev y matematicamente ex
igual a cualquiera de los miembros de la ecuacion €1.4.3)

Ev-pg-gt—\l:v—e €1.4.4>

El médulo de elasticidad volumetrica, tiene un  papel
importante en la propagacidn de perturbaciones etasticas en la
masa de un medio continuo, sus dimensiones corresponden a las de
un  esfuerzo, sst_.? es: (FL 7] en el sistema gravitacional de
unidades y (ML T "} en el sistema internacional de unidades.

Un medio se puede considerar incompresible cuando las
variaciones de su densidad son relativamente pequeflas con
respecto a las variaciones de la prestdn actuante en o) medio las
cuales se pueden considerar practicamente despreciables. En este
caso, el méduleo de elasticidad volumétrica adquiere valorsas
relativamente grandes (practicamente vale infinitod.

En el analisis del flujo de agua en suelos, se supohne que
tante el agua como las particulas solidas que componen la masa
dgl suslo, son 1pcompresibles en si! mismas, esta suposicion,
constiiuye aotra de las hipétesis importantes del analisis,



15 METODOS DE ANALISIS DE LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO.

En la actualidad, se utilizan dos puntos de vista diferentes
en el analisis teorico de la Mecdnica del Medio <Continuo,
correspondientes a los métodos local ¢ euleriano y substancial ¢
lagrangiano,

El punto de vista local ¢ euleriano, Cllamado de esta manera
debido a que fué adoptado sistematicamente por Euler en sus
estudios de hidrodinamica), consiste en la delerminaciédn de las
caracteri{sticas cinematicas de cada punto en cada instante de un
flujo, sin considerar el destino individual de cada particula,
Haciendo un enfoque de una regidn determinada del flujo, de forma
y dimensiones constantes, se analizan las condiciones en las que
pasan las particulas peor los puntos de dicha region, la cual
constituye un volumen adecuade de fluido llamado volumen de
control, que es fijo respecto a un sistema de referencia. EI
contorno del volumen de control se llama suyperficie de control.
El analisis basado en este punto de vista considera eal’
intercambio de masa, energia y cantidad de movimiento a través de
las fronteras del volumen de conirol, gque pueden ser de tamaflo
diferencial y de dimensiones finitas.

El punto de vista substancial ¢ lagranglano Cadoptado por
Lagrange) consiste en determinar las caracteristicas cinematicas
del movimiento de cada particula del flujo en cada instante,
siguiendo sus trayectorias, En el analisis lagrangianc se
considera una cantidad definida de materia, que recibe el nombre
de sistema, la cual ocupa una regidn dentro del flujo. que puede
cambiar de posicion, forma, condicién térmica, etcétera., pero su
masa pernmsanece constante en cualquier instante ccensiderado. La
finalidad del analisis es poder determinar las caraclteristicas
fisicas del sistema en cualquier instante.

En el analisis del movimiento de los fluidos es preferible
adeptar un punto de vista local ¢ euleriano, reservando el punto
de vista lagrangiano al estudio de las deformaciones en los
solidos.

En el analisis de fendmenos reales, no os suficirente adoptar
un punto de vista meramente tedrico, se requiere ademas, de
meétodos experimentales que permitan verificar, evaluar Y
complementar los alcances de la teoria. Actualmente los mélodos
experimentales, constituyen el mejor i1ntento de acercarse lo mas
razonablemente posible a la realidad. tratando de reproducir el
fentmeno fisico real en un medio controlado, de magnitudes y
caracteristicas conocidas. Estos métodos deben fundamentarse en
concept.os tedricos cientificos y constituyen una herramienta
tndispensable en la solucidn de problemas en ingenieria.



16 TRAYECTORIAS Y LINEAS DE FLUJO.

Se defipne como linea de fiujo © de corriente a toda curva
idealmente trazada en el interior de un campo de flujo, cuya
direccitn es igual a la del flujo y la wvelocidad tangente en
todos los puntos que la forman, para un instante determinado,

L.a configuracidn de las lineas de corriente cambiaran de un
instante a otro en un campo de flujo determinada.

No es posible que en un campo de flujo existan puntes con
dos ¢ mas velocidadades distintas, por lo que en un instante
determinado, cada puntao de un campo de flujo sera parie de una y
solo una linea de flujoe.

Utilizands un Sistema de Referencia Cartesiano'®. las
camponentes de la velocidad en cada punto de un campe de fluja
con respecto a cada uno de los ejes coardenados, en un instante
determinado, son funcidn exclusivamente del espacio

v, = flx.y.2d €1.8.1.2
Uy = gCo,y.2) €1.6.1.b>
v, = ACx,y.2) ’ €1.8.1.¢)

'*Se define “SISTEMA DE REFERENCIA CARTESIANO" a un sistema de
referenclia espacial, compuesto de Lres ejes coordenadas
ortogonales entre si{, intersecados en un mismo punto denominado
origer,
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y por definicion, las componsntes de -la ;yeldcid‘ac'l Vp/uéczien
escribirse de la siguiente manera: . Bt ¥ A

“leile.zl 2y~

H&

Sietis.2:b)

<
oM

c1.8.8.¢)

Be

Si en las ecuacicnes (1.8.2) se despeja di, se& pueden
igualar, obtenlendo un sistema de tres ecuaciocnes dieferenciales
que describen las lineas de corriente de un campo de flujo, @n un
instante determinado

y ff” €1.6.3>

Se llama trayectoria a la linea formada por los puntos de
posiciones sucesivas ocupadas por una particula de fluido en el
tiempo.

No debe confundirse sl concepto de trayectaria con el de
linea de fluja, no obstante ambos conceptas son simjilares, su
diferencia principal radica en que el concepto de linea de flujo,
considera el extado del campo de flujoa en un instante
delerminado, mientras que el concepto de Lrayectoria considera
los desplazamientos individuales de las particulas que componen
el fluide.

El concepto de linea de flujo se enfoca a un andlisis basado
an un punto de vista euleriano. mientras el concepto de
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trayectoria se considera., mis bién, en el anilisis desde un punto
de vista lagrangilano.

El sistema de ecuaciones diferenciales que define la
trayectoria de una partfcula de un fluido, es similar al sistema
de ecuaciones (1.8.3), zin embargo, en este caso, las componentes
de la velocidad de cada particula dependerin Lanto del espacio
camo del tiempo

v, = fixiy, 2, 80 €1.68.4.2
v, ey zatd (1 6.4
v, = hCx.y.z.0) €1.8.4.0

En la figura 2 (pagina 19, se presenta una interprelacidn
grafica de los conceptos de linea de flujo y trayectoria para un
flujo determinade. ambas curvas son tangentes en un instante
especifico, representado en la figura por to. En un fluja
permanente o establecido dur/dt=0, solo en este caso las lineas de
flujo coinciden con las trayectorias.

Una superficie idealmente trazada en el interior de un campo
de flujo. formada por lineas de flujo, se denomina superficie de
flujo o de corriente, cuando esta superficie es cerrada se farma
un tubo denominado tubo de flujo o de corrrente y al volumen
contenido en dicho tubo se denomina vena fluida o ligquida, En la
figura 3 C(pagina 203, se presenta uUna representacién Qrafica de
estos conceplos.

La integracidn aproximada de las ecuaciones de 1a Mecinica
para una vena ligquida, equivale a considerar volGmenes {initos de
control lo que simplifica el analisis considerablemente.



Lineo de flujo
paro el instonte
t: '0

Trayectoria de
10 particula |
71, + 341
at

FIGURA 2

Representgcion grdtica
de lihea de fijo y
trqyectoria.



Tube de tijo/ - Ei€dela. T
veno liqiido

FIGURA 3

Representacidn grdticg de los
conceptos de tubo, linea y
superficie de tiujo, y vena
liquida.
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17 VELOCIDADES DE FILTRACION Y DESCARGA.

Considere que la muestra de suelo contenida en el
dispositivo mostrado en la figura 1 (pagina 10> se encuentra
totalmente smaturada, ahora suponga que dicha muestra de suelo se
puede dividir fisicamente en sus fases sdlida y lfquida; de esta
manera es posible determinar la relacién entre las velocidades
medias que adquiere el flujo antes de infiltrarse en el interior
del suelo y a través de éste, a partir de la ley de la
conservacidén de la materia para una vena liquida.

En la figura 4 (pagina 28), se presenta nuevamente el
esquema del permeametro de la figura 1, pero ahora conteniendo a
la muestra saturada de suelo dividida en sus fases solida y
liquida. Si se supone un espesor unitario, normal a la hoja de
papel, antes de infiltrarse en el interior del suelo, el agua
adquiere una velocidad media v, a través de un area disponible
para el paso del agua A (seccidén 1) y en el volumen de vacios de
la masa de zuelo, el flujo adquiere una velocidad media v, con

un area disponible para el paso del agua Av Cde la seccién 2, a
la seccidn 40, De acuerdo a la ley de la conservacidn de la
materia para una vena liquida, en ambas secciones se tendra el
mismo caudal -

-~
Q=Av = Av vs €1.7.1)
v_ = A v 1.7.2>
s Av
donde: v, es la velocidad media de avance del agua en la

direccidn del flujo a travées del sueleo, tomande en
cuenta fa existencia de una fase sélida impermeable
del suelo, llamada velocidad media de infiliracién
(seepage velocity);

v es la velocidad media del flujo antes y después de
la infiltracién y se llama velocidad media de
descarga o simplemente velocidad Cdischarge
velocityd;
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k es el area total de la muestra de suelo, transversal
a la direccidn deil flujo Ctotal aread; y
Av es el 4area correspondiente al volumen de vacios dsl
suelo, transversal a la direccidn del flujo (void
“aread.

De la definicién de porosidad de un suelo, resulta:

3 Vv
o= Va €1.7.3D
donde: "~ N . es la porosidad del suelo;

" ¥v es el volumen de vacios de la muestra de suelo del
dispositivo de la figura 4;

¥Ym e@s el volumen de la muestra de suelc del dispositive
de la figura 4.

esto es:

Vv = L Av €1.7.4)

¥m = L A - €1.7.%)

donde L es la longitud de la muestra de suelo contenida en el
dispositivo de la figura 4.
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Substituyendo las ecuaciones (1.7.4) y (1.7.83:: en’ l.a
ecuacidn (€1.7.3) y desarrollando las operaciones ‘algebraicas
indicadas, se obtisnen las siguientes ecuaciones: : ; T

BI=V;‘--LA "—A-‘— . €1.7.8
o bién,
1 A B
TR €1.7.73

o 'Substituyehda 1’a ecuacidn C1.7.73 #n la ecuacion C1.7.2), la
velocidad  ‘de - tnfiliracién también puede expresarsa de la
siguiente manera:

vo= 1ﬁu 7.

La relacidn de vaclos se expresa de la siguiente manera:

L W
e = Iy C1.7.a)
donde: e es la relacién de vaclos, ogquedad © indice de poros;

Vs ex el volumen de la faxe sdlida de la muestra de
suelo, contenida en el dispositivo de la figura 4
Cvolumen de salidos).
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El  volumen de solidos puede expresarse de la siguiente
manera: :

Ve = Vm — Ve k €1.7.100

Substituyendo 1a ecuacion €1.7.10) en la ecuacidn (1:7.89) se
obtiene la sigulente ecuacidn: .

e = oW = A C1.7.11)

Substituyendo la ecuacién C1.7.3) en la ecuacién C1.7.11) y
desarrollando operaciones algebraicas indicadas, se obtiene la
siguiente ecuacidn:

.- . ¢1.7.12)
P
o bien,
B T T
T o - At
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Finalmente, substituyendo la ecuacion (1.7.13) en la
ecuacidén (1.7.8) se obtiene otra expresién equivalente para
calcular la velocidad de infiltracién, a partir de la velocidad
de descarga y la relacién de vaclos

E . €1.7.14>

Para conocer la velocidad media real del flujo en el
interior del suelo., es indispensable conocer la variacidn del
4rea de los poros en cada intersticic de la masa de suelo. lo
cual es practicamente imposible en la actualidad.
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FIGURA 4

Interpretacidn grdtica de los conceptos
de velocidad media de descarga y
velocidad media de infiltracidn.
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1.8 ESFUERZOS Y FUERZAS MASICAS.

Fuerza es la accion del medio sobre los cuerpos, que se
manifiesta en la tendencia de cambiar la forma y cinemitica de
estos.

" Las fuerzas que acttan en el interior de un medio continuo,
se pueden clasificar en fuerzas de masxa ¢ de cuerpo y fuerxzas de
superficie.

f.as fuerzas de masa, se distribuyen uniformemente en toda la
masa del medic. Por lo general, el pesoc de la materia representa
la fuerza de masa mis importante, también puden ser magnéticas,
electromagnéticas, centrifugas, etcétera. Son de caracter
extensivo, por que dependen de las dimensicnes del cuerpo al cual
se aplican. Al dividir estas fuerzas entre la unidad de masa se
obtiene la respectiva propiedad intensiva de las fuerzas de masa.
llamadas fuerzas misicas & por unidad de masa, cuyas unidades
corresponden a las de una aceleracién de acuerdo a la segunda ley
de Newton.

En la figura 3 (pagina 3%), se presenta un esquema de un
volumen de control VYc¢ de un medio continuo, el cual contiene
substancia homogénea de densidad p, a una temperatura uniferme T.
Considere a M una fuerza masica cualquiera, entonces la fuerza de
masa F, aplicada en el centro de gravedad Cpunto ® de un volumen
diferencial dV¥ cualquiera, interior al volumen de control, se
axpresa como siguea:

F=Mpadv C1.8.1)

Con respecto a un sistema de referencia cartesiano, la
fuerza mAsica se puede expresar por el siguiente vector:

M= Xt +Y) + & 1.8.2
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Si las fuerzas masicas son el resultado de la accidn de la
gravedad en ! medio, las componentes de la fuerza masica
adquieren los valores sigulientes: .

X = 0; Y = 0; z = -g c1.8.3

Substituyendo las igualdades (C1.B.3) en la ecuacibn Ci 8 E)
8 obtiene la siguente ecuacidn:

M= gk I L, 8 4)

donde g es el valor local de la aceleracion: de: la' gravedad
terrestre.

Las fuerzas de superficie, acttan socbre alguna superficie
ecpecifica del medio continuc. :

Las fuerzas de superficie también son de caracter extensivo,
por que dependen de las dimensiones de la superficie a la cual se
aplican. La magnitud intesiva corresponde al esfuerzo especifico,
unitario o simplemente esfuerzo.

Para definir el concepto de esfuerzo, considere el elemento
diferencial de superficie dS, cuyo centroide se localiza en el
punto p del volumen de control de la figura 5. El elemento
diferencial de superficie dS, queda definido a partir de un
vector unitario n, aplicado en el punto p, ortogonal a diche
elemento, cuyo sentido se considera positiva de acuerdo a una
convencidn arbitraria. Ahora, si se considera una fuerza de
superficie de magnitud df, aplicada uniformemente scbre el
elemento dS (la linea de accidén de df no necesariamente
colncidird con la direccidn de nd) el esfuarzo especifico en el
punto p con respecto a n, el cual se representa con el simbolo
TCn) s® define de la siguiente manera:

df .
o = Is (1.8.5)
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La fuerza que el esfuerzo T(nd genera ‘sobre el elemento de
superficie dS, sera:

df = TCnD dS €1.8.8)

La magnitud del esfuerzo especifico, dependeri tanto de la
ubicacidn del punto p como de la orientacisn del elemento dS.

La fuerza df, aplicada al elemento diferencial de superficie
dS, puede descomponerse en dos componentes: una normal al
elemento dS, representada con el simbolo dfn y otra tangente a
dicho elemonto de superficie, representada con el simbolo dft,
tal como se muestra en la figura & Cpagina 38), matemilicamentie
la fuerza df es igual a la suma de sus componentes normal y
tangente tal como se expresa en la siguiente ecuacidn:

df = dfn + dfn €1.8.72

Substituyendo la ecuacién C1.8.7) en la ecuacidn (1.8,8), se
cbtienen las siguientes ecuaciones:

dfn + dft

af _
™ = 5L = ¢1.8.8)
L dfn , dft
Tem = 20 . 2 c1.8.@

Al primer términoc del segundo miembro de la ecuacién (€1.8.0)
se le denomina esfuerzo normal y se representa con el simbolo o,
el cual puede ser de tension, si el sentido de dfn es igual al de
n, © de compresidn, si el sentido de dfn es contrario al de n.

Al segundo término del segundo miembro de la ecuacidn
€1.8.9), se le denomina esfuerzo tangencial y se representa con
el simbolo 7. Matemiticamente el esfuerzo unitario es igual a la
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suma de los esfuerzos normal y 'Langenclal, expresado de 1la
sigulente forma: . L

o= 2 ' : €1.8.10)
T = Z—éﬁ- €1.8.11)
T =0+ 1 c1.8.12)

En cualquier punto de un medio continuo existen infinitos
esfuerzos, uno por cada elemento de superficie idealmente trazado
por el punto mismo, Al conjunto de esfuerzos en un punto de un
medio continuo se le denomina estado de esfuerzos en dicho punto,
slempre es conveniente adoptar un sistema de referencia
cartesiano y definir el estadoc de esfuerzos en un punto
determinando los esfuerzos actuantes en los elementos de
superficie ortogonales a los ejes coordenados del sistema de
referencia cartesiano; esto equivale a descomponer el esfuerzo
expecifico en tres componentes respectivas a los tres planos
principales del sistema de referencia cartesiano, de esta manera
ze obtiene lo que se denomina tensor esfusrzo.

Considere nuevamentie el vector unitario n, normal a un
elemento diferencial de superficie dS, aplicado en su centroide
correspondiente al punto p, de un medio continuoc. Con respecto a
un sistema de referencia cartesiano, matematicamente el vector n
es {gual a2 la suma de sus componentes respecto a las direcciones
de los ejes cartesianos

n=1i + mj + nk c1.8.13)
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Entonces, el estade de esfuerzos se puede expresar como
sigue:

T(nd = TClL + mj + nkd <1.8.14>

Matematicamente el esfuerzo T(n) corresponde a un operador
T, que al aplicarlo al vector unitario n produce el esfuerzo
correspondiente a un elemento se superficie dS, normal a n. El
operador T constituye una funcién vectorial lineal u homografia
vectorial, cuya demostracién sobrepasa los objetivos propuestos
en esta tesis, el lector interesado puede consultar el apéndica
B.7 de la referencia 9. Teniendo en cuenta la linealidad del
operador T, la ecuacién €1.8.14) también puede expresarse de la
siguiente manera:

TCnD = TC1L) + TCm$d + TCnkd €1.8.19

e igualmente,

TCnD = 1TC4D. '+ mTCJI. + nTCk) : c1.e.18

donde:; .-
Tid s oi 41 jo+ ik
x yx zx.

TP =71 i +ojrr ik 1.8.17
xy Yy o Yy g

TCkI) =1 L + T j +ok
xx Yz z



32

. . :Del sistema de ecuaciones anterior se obtiene el . 'tensor
_esfuerzo: R N :

o T T

x ¥x zx X . - -
Ty =] « o T : ¢1.8,18)

xy Y 2y B )

T T o

x% vyt z

De acuerdo al tipo de deformacién que le producen al medio,
los esfuerzos se clasifican en isdtropos y en distorsionales ©
desviadores.

En cualquier punto del medio, los esfuerzos isoétropos se
manifiestan como esfuerzos puramente normales de igual magnitud
en todos los elementos de superficie i1dealmente trazados por el
punto mismo., Si ademas, estos esfuerzos son de campresion, a este
estado de esfuerzos se le denomina intensidad de presidén o
simplemente prestédn. Estos esfuerzos se caracterizan por producirc
exclusivamente cambios volumétricos en el madio en al cual
actuan, es decir, contracciones o dilataciones uniformes de
volumen y por consiguiente, variaciones en la2 densidad del medio.

El estado de esfuerzos isdiropos, se representa con el

simbole TwWn) y matemdticamente se expresa de la siguiente
manera:

TvCnd = TvC1d 4+ TwC)d + TwCk) €1.8.19
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donde:
Tv(id = o'i
) m
T ey c1.8.200
TwCkd = @ k
i . m
El tensor de esfuerzos isétropos se cbtiene del sistema de
ecuaciones (2.8,20) T

(Tv) = o o Q . <1.8.21)

. . 13
donde o es el esfuerzo normal medio, 1sétropo u octaédrico.

*9g] esfuerzo normal medic es igual al promedioc aritmético de ltos
esfuerzos normales principales:
o E -4 L -4 LA - SRR - S 4
m x ' x 1 2 x
L2 suma de los esfuerzos nermales gque pasan por un punto,
correspondientes a tres direcciones ortogonales entre si, es
siempre la misma, i1ndependientemente de la orientacién de la

terna. La demostracion se puede consultar en el subcapitule 2.1.8
de la referencia bibliogrifica 9.



34

El estado de esfuerzos distorsionales produce unicamente
deformaciones angulares del medie, representado por el simbolo
Tolnd, =@ define de la siguiente manera:

ToCnd = ToCi) + Tolj§d + Tolkd c1.8.22

donde: j : N R

ik Co e 3 A K . cire.23)
Y. Yo e -

1+1 §+Co ~ ok
vz z m

El tensor de esfuerzos distorsionales, el cual se obtiene
del sistema de ecuaciones anterior es el siguiente:

o -0 T T
« "~ “m v 2
{Te) = T o - o> T ©c1rec24d
xy y m Ty
T T Co -~ o)
xz vz z
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FIGURA 5

Fuerzas actuantes en un
volumen de control de
un medic continuo.
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FIGURA 6

Componentes normal y tangencial
de la fuerza aplicada al elemento
diferencial de superficie ds.
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19 VISCOSIDAD.

Todos los materiales experimentan deformaciones angulares
bajo la accién de esfuerzos distorsionales de distintaz maneras.

Los fluidos, son materiales que tienen la caracteristica de
deformarse sin dejar de hacerlo al someterlos a la accién de
esfuerzos distorsicnales, por pequeffos que estos sean, mentras
dure la accidén de estos esfuerzos y una vez que esta acciodn cesa,
permanacen con las deformaciones angulares alcanzadas.

En la figura 7 (pAgina 392 se muestra el esquema del corte
longitudinal de un conducto que aloja un flujo, considerando el
flujo bidimensional, en una seccidn transversal a la direccidn
del flujo cualquiera (seccién A), en un instante determinadeo el
flujo en el {nterior del conducto Lendri una direccién y sentido
iguales a los del eje x de un sistema de referencia cartesiano
bidimensional adeptado, la veloctdad v del flujo, como ya se
menciond previamente en esta tesis, @s tangente a la direccion
del flujo en todos los puntos del campo de flujo, por lo tanto,
en la seccién considerada la velocidad del flujo tendra La misma
direccién y sentido que el eje x en todos los puntos
correspondientes a la seccidn A, Sin embargo, en los puntos de
contacto entre el fluide y 1a pared interna del conducto (puntos
a y b) la magnitud de la velocidad del flujo vale cero y al
alejarse de las paredes que limitan fisicamente el flujo en
direccidn ortogonal a la del flujo, la magnitud de la velocidad
aumenta gradualmente hasta adquir:r un valor limite maximo Cpunto
¢), denominado velacidad maxima, que para este casc se localiza
en el punto equidistante entre las paredes del conducto, por lo
que la magnitud de la velocidad variaria con respecto a la
direccidén ortogonal a 1a del flujo, que en este caso corresponde
al eje 2z del sistema de referencia cartesiano bidimensional
considerado,

Considerando que el flujo esta constituido por laminas
hipotéticas infinitamente delgadas., en contacto sucesivo, todas
paralelas al eje x, come s1 fueran las hojas de un libro colocado
horizontalmente, cada una de estas laminas de fluido tienen
valocidades diferentes con respecte a la inmediata superior e
inferior, por lo tanto, entre estas laminas se desarrollaran
esfuerzos tangenciales debido a la friccion entre éstas. Por esta
analogia, a este tipo de flujo se le denomina flujo laminar, la
friccién que se desarrolla entre las laminas hipotéticas de
fluido, se manifiesta como una resistencia a la rapidez de
deformacion, que se denomina viscosidad y se caracteriza por el
coeficiente de viscosidad dinadmico representado con el simbolo u.

Isaac Newton, expuso en su obra PHILOSOPHIAE NATURALIS
PRINCIPIA METHEMATICA una ecuacitén de caracter bidimensiocnal,
para evaluar el esfuerzo tangencial 7 desarrollado en el interior



38

de un flujo denominado newtoniano, medio viscoso o cuerpo de
Newton, y establece que los esfuerzos tangenciales desarrollados
en el interior de un flujo viscoso son directamente
proporcionales a un gradiente de velocidades con direccidédn
ortogonal a la direccidén del flujo, el coeficiente de
proporcionalidad corresponde precisamente al cceficiente de
viscosidad dinadmico y matemiticamente se expresa de la siguiente
manera:

C1.9.1>

.
ik

En las graficas de la figura 8 (pagina 40) se representa el
comportarniento de un medio viscoso sometido a un  esfuerzo
distorsional constante. La magnitud del esfuerzo distorsional
aplicado al medic viscoso no variara durante su aplicacidn, por:
lo tanto, la grafica esfuerzo-tiempo es una semrrecta paralela
al eje de tiempo Cgrafica ad. Al momento de aplicar el esfuerzo
distorsional al medio viscoso, éste comenza a deformarse y la
deformacién aumentard con rapidez constante mientras el esfuerzo
se mantenga actuando, la curva deformacién-tiempo se representa
en la grafica b. La curva esfuerzo-deformacién del cuerpo
visScoso, es una semrrecta paralela zl eje de deformacién, tal
como se representa en la grafica c¢. Un esfuerzo distorcional
cualquiera podrA provocar cualquier deformacidn en el medio
viscoso <can la condicién de gQue =sea aplicado el tiempo
suficiente. E! modelo analdédgico wutilizadeo para estudiar el
comportamiento de un medioc viscoso corresponde a un amort {yuador.

La viscosidad dinamica es funcidn princicsalmente de la
temperatura y de la presidn. Para los liquides., la variacion de
la viscosxidad con respecto a la presion  es  practicamente
despreciable.

Al dividir el coceficiente de viscosidad dinimico entre la
densidad del medio, se obtiene el coeficlente de viscosidad
cinemitico denominado de esta manera por que sus dimensiones son
puramente cinem&ticas. Este coeficiente se representa con el
simbolo v y se define con la ecuacién siguisnte:

c1.9.2

<
]
LML

En la practica se prefiere utilizar el coeficiente de
viscosidad cinemAtico en lugar del coeficiente de viscosidad
dinamico por las ventajas que representa utilizar magnitudes
{ntensivas.
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Direccion del flj0 ———we——a

FIGURA 7
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110 FLUJO ROTACIONAL,

Se denamina flujo rotacional, al flujo aquel en el que las
particulas fluldas experimentan un giro sobre si mismas.

Tanto el flujo rotaciocnal como el flujo laminar son
consecuencia de la viscosidad del fluido.

La distribucién de velocidades caracteristica de los flujos
laminares, provocada por la accion de lox esfuerzos
distorsionales actuantes en el flujo de un medio viscoso, generan
una rotacién de las particulas fluidas, creandoc un campo
vectorial denominado rotacional, vorticosc o de los torbellinos.

El campo rotacional se define a partir del campo vectorial
de velocidades del flujo . el cual queda definidoc con respecto a
un sistema de referencia cartesianc por la ecuacidén siguiente:

i 3 k
- - 2 2 2
rot v=9Xvs= F > o €1.30.1)
v v v
x Y z

El simbolo V que aparece en Laﬂecuaclén €1.10.1), es el
cperador de Hamilton dencominado nabla °, el cual, con respecto a

“’Apostol. Tom M., CALCULUS, Barcelona, Reverté, (18801, Vol. 2,
p. 538.

r'E!x'onsh'.eln. Ilya y Semendiaev Konstantin, U,

MANUAL DE MATEMATICAS
PARA INGENIEROS Y ESTUDIANTES. México, E.C.P.,
(19831, p. 626
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un sistema de referencia cartesiano se define de la siguiente
manera: -

a a F)
Vet gl gk €1.10.2

Para el caso bidimensional, considerando el flujo en el
plano xz, cuyo vector normal es j, la ecuacidn €1.10.1) adquiere
la siguiente forma:

- a a
rat v = [32_ Vo - oax vz]_j €1.10.3

En un flujo establecido, el campo rotacional es funcion
exclusivamente del espacio.
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111 ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRODINAMICA.

Con frecuencia, en el estudio de fendmenas referentes al
movimiento de fluidos, conviene considerar los fluidos como si
carecieran de viscosidad. A este tipo de fluidos se les denomina
ideales & no viscosos.

La Hidrodinamica es la ciencia que estudia el movimiento de
los fluidos ideales. .

ta carencia de viscosidad en los fluides ideales, i{mplica
que sclamente podran desarrollarse esfuerzos isolropos y fuerzas
mésicas en su interior.

Un flujo puede considerarse ideal, cuando los efeclos de los
esfuerzos distorsionales sean practicamente despreciables, lo que
sucede en los siguentas casos:

a) Cuando el fluido se encuentra en reposo, en su interior no
podran desarrollarse esfuerzos tangenciales a superficie
alguna.

b) Cuando la viscesidad del fluido sea relativamente pequefia, la
cual se puede considerar practicamente Lnexistente.

c) Cuando el flujo alcanza un alto grado de turbulencia, en cada
punte del fluje se generan esfuerzos Ltangenciales de diversas
magnitudes y direcciones, provocando un efecto de intense
mezclado, en este caso no exaiste una distribucién uniforme de
esfuerzos tangenciales, que impida la propagaci:én de estos a
distancia.

d) Cuando la zona de flujm en estudio se encuenire relativamente
alejada de cualquier obst“aculo sélido, o bien, de la
influencia de la capa limte

En la figura 9 C(pagina B82), se presenta el esquema de un
volumen diferenciral de control hipotético, del interior de un
flujo ideal, de forma cubica, cuya densidad es p y cuyas aristas
estan orientadas en forma convenlente para e! analisis de acuerdo
a los ejes coordenados de un sistema de referencia cartesiano.

*"Se define como capa limite, a la zona del flujo generalmente
delgada, en contacto con una frontera solida o de difersnte
naturaleza que la del flujo en cuestion (pudiendo ser otro flujo
de caracteristicas diferentes sin que exisSta mezcla), en la que
los efectos generados por la viscosidad del fluyjo sen
significativos.
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La adopcién del concepto diferencial aplicado a un elemento
de dimensicnes fisicas representativas (pudiendo ser longitud,
4rea o volumenl, implica considerar la resultante de las fuerzas
actuantes sobre el elemento y las caracteristicas cinematicas,
aplicadas en el centroide de dicho elemento. E! centroide dal
volumen de control diferencial de la figura 9 se localiza en el
punto g.

La s=egunda ley de Newion, establece que la resultante de las
fuerzas actuantes sobre un cuerpo, Pprovoca un cambic de la
velocidad del cuerpo en la direccidén de la resultante y
matematicamente queda expresada por la siguiente ecuacién:

F=ma €1.11.1>

donde: F es la resultante del sistema de fuerzas actuantes
sobre un cuerpe.

m es la masa del cuerpo, 'y

a es la aceleracion o cambio de velocidad que
experimenta el cuerpo en direccian de la resultante.

La resultante de las fuerzas gque actuan en el interior de un
fluido ideal sera igual a la suma de las fuerzas de presidon y las
fuerzas de masa.

Si se aplica la segunda ley de Newton al volumen diferencial

de control de la figura 9, en la direccién x, se obtiene la
siguiente ecuacidn:

X =
pdxdydzaT-[p—

-[p*;—g-sdx] dy dz ... a.11.2
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Desarrollando las operaciones algebraicas indicadas en 1la
ecuacion (1.11.2), se obtiene la ecuacidn fundamental de la
Hidrodinamica en la direccién del eje x. La interpretacidn de los
términos que componen la ecuacién (1.11.2) es la siguiente:

el término dx dy dz del primer miembro es el velumen diferencial
de control que al multiplicarse por la densidad del fluido p se
obtiene la masa del volumen,

dux/dt es la componente de la aceleracidn en la direccién x,

la resultante de las fuerzas de presién, actuantes en el volumen
diferencial de control, en la direccidn x, es igual a la
expresidén siguiente:

del segundo miembro de la ecuacidn (1.11.2).

el ultimo términoe del segundo miembro de la ecuacién (1.11.2),
carresponde a la expresion p X dx dy dz es 1gual a la resultante
de las fuerzas de masa en la direccién del eje x,

Desarrollando operaciones algebraicas 1indicadas en la
ecuaciédn (1.11.2), reduciendola a su minima expresidén, se obtiene
la ecuacidn fundamental de la hidrodinaAmica en la direccidn del
ejo x

dv
x 1 ap
a_z)(_.‘SK C1.11.3.a)

Procediendo en forma similar como se hizo para la direccidn
del eje x, aplicando la segunda ley de Newton, ahora para las
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direcciones y'y z." se obtienen ecuaciones similares a la ecuacidn
€1.11.3/2) para las direccionaes y y z respectivamente

1. ap
—_ = = C1.11.3.0)
.3y
dv
z 1 dp
HI—‘Z“SE i.11.3. e

A las ecuaciones (1.11.3) se les denomina Ecuaciones
Fundamentales de 1a Hidrodiniamica o Ecuaciones de Euler, las
cuales describen el movimiento de losz fluidos ideales.

Considerando que por lo general. la fuerza misica resulta de
la accién de la gravedad sobre el fluido, se puede substituir los
términos correspondientes de las expresiones (1.8.3) en las
respectivas ecuaciones (1.11.3), obteniendo las siguientes
ecuaciones:

dv

x . _L1ld
I —p0x Cl.11.4.a)
dv

Y._. L%
7 & ] €1.14. 4.0
du : :
e gLl €1.11. 4.
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Si el fluido se encuentra.en reposg,’ entonces:

v.=y =vy =0 ' . €Li11.%

y las derivadas de las componentes de la velocidad con respecto
al tiempo también valdrin cero :

Z'x 0 . ¢1.11.8

1.8p
)(_E.a s C1.11.7.ad
Lo
- L11.7.B)
Y 53 =0 (&1 7.b
1 dp -
2_5'— o €1.11.7.¢d

Las ecuaciones (1.11.7) se jes conoce con el nombre ds
Ecuaciones Estiticas de Euler o Ecuaciones Fundamentales de 1ia
hidrostitica de lox Fluidos Incompresibles.
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Considerando nuevamente que la fuerza de masa es debido al

campo gravitaclonal, las ecuaciones (1,11.72 adquieren la
siguiente forma:

1% .,
S €1.11.8.2)
1
Zm-o S€1.11.8.b)
_%.:_P;.., ¢1.11.8.e>
o bién,
P .
$ -0 €1.11.9.ad
ap
P a0 11,9,
= €1.11.9.b>
g--ps:—y €1.11.9.¢>

De las ecuaciones anteriores se concliuye que la presién en
el interior de un fluido 4incompresible en reposo, varia
exclusivamente en el sentido de la gravedad, correspondiente al
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eje z para el ststema de referencia considerado y es constante ean
todos los puntos contenidos en cualquier plano ortogonal a dichz
direccién.

Debido a que ia presidn p es funcidn exclusivamenite de la
direccién z. la derivada de p con respecto a 2z correspande a la
derivada total de la presién

e, dp . _

k.2 r €1.11.100
o blen,

dp = - y dz ‘ ’ C1i11.113

integrando la ecuacién anterior resultia:

fao » f - r a= . €1.11.12)

como el Tfluido es incompresible p=sconstante y la ecuacidn
anterior se puede escribir de la siguiente manera:

Jap =~y faz €1.141.13
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€ integrando la ecuacidén anterior se cobtiene lo sigulente:

p+Cias—pz+C2 S 1114

donde C: y C2 son constantes producto de la integracién.

Simplificandc mediante operaciones algebraicas, la ecuacidn
C1.11.14) también se puede escribir como sigue:

p+tyrz=0C-C C1; 117187
€i Ca = C2 — Ct, entances
p+.rz=Cs : i Tt 111

ahora, si C'= Casp, la ecuacién anterior puede escribirse de'la
siguiente mansra; :

£-+z=c : €1.11.17

A la escuacidn anterior se le conoce con el nombre de Ley de
Pascal, es una ecuacidn muy impartante en la hidrostatica que
permite calcular la distribucion de presiones hidrostaticas en el
interior de fluidos incompresibles en reposoc.
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La constante € de la ecuacidén €(1.11.17) se denomina altura
por lo general se representa con el simbolc h y si

piezométrica,
la ecuacidn (1.11.17) se escribe de

el fluido en estudio es agua,
la siguiente manera:

€1.11.18)
La ecuacién anterior constituye uno de los teérminos del

gradiente hidraulico, que integran la expresion denominada Ley de
Darcy., base fundamental del anadlisis del flujo de agua en suelos.
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(p+_£.gg dz)dx dy

L (p-égdx)dydz
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FIGURA 9

Fuerzas actuantes en un elemento
diterencial de volumen, de un
fluido ideal .
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112 ECUACION DE CONTINUIDAD.

La ecuacidén de continuidad, se obtiene al aplicar el
principio de la conservacién de la materia a un volumen de
contrel fljo, del interior de un flujo. Este principic., es
equivalents al principio de la conservacién de la energia
Cprimera ley de la Termodinamica) y dice que no hay creacion ni
destruccién de 1a materia, los cambios de masa en el interior del
volumen de control sen consecuencia del flujo a través de la
superficie de control, esto es: la cantidad neta de masa que
atraviesa la superficie de frontera del! volumen de control, en la
unidad de tiempo, mAs la rapidez de variacién de la masa
centenida en dicha volumen, es siempre {gual a cero.

Considerese una vez mas, el volumen de control Y. de la

figura B (pagina 3%). La rapidez de wvariacién de la masa del
elomento diferencial de volumen dV¥, es:

€1.12.1>

La rapidez de variacion de la mata contenida en todo el
volumen de control se obtiene integrando en todo el wvolumen de
control la expresién C1.12.1)

fvc[g]d"' ct.12.2>

La masa que atraviesa un elemento diferencial de superficie
dS, de la superficie de control Sc, en la unidad de tiempo, si
avanza con velocidad w, recorre a través dea dS un espacio v 'n.
donde n es el vector unitario normal al elementc dS, dicha masa
val e

(p vrndds €1.12.3>
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y la cantidad neta de masa que atraviesa la superficie de
control, en la unidad de tiempo vale:

§ Cp vemdds c1.12.4>
Sc

Sumando las expresiones €1.12.2) y (1.12.42 se obtisne la
ecuacién general de continuidad en su caracter extensivo, sin
embargo, para poder SsSumar eostas expresiones. es necesario
transformar la integral se superficle de la expresidén (1.12.4) en
integral de volumen, aplicando el tecrema de la divergencia o
teorema de Gauss'®

§ Cp vemdds = [ divp LIV 1.12.%
Sc Ye

Sumando la expresiton (1.12.2) con el segundo miembro de la
ecuacion (1.12.8), se obtiene la ecuacidn general de continuidad
en su forma extLensiva

) [a—"p]dv + [ divte wav =0 c1.12.8
t
Ve Ve

Pppostol, Tom M., Op. cit., pp. 557 - 563
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o bieén,

I ["_P. + divep u>]dv =0 ci.12.7>
ve 128 ;

La ecuacion <i1.12.7 de caracter extensivo, puede
transformarse facilmente en intensiva, por que la {ntegral de
volumen se extiende a tode el volumen de control, como éd4ste puede
escogerse de manera arbitraria, la integral " no puede valer
slempre cero, a menos que la funcién integrada valga cero

% + divip v) = O c1.12.8

La ecuacitén anterior, es la ecuacidn diferencial general de
continuidad en su caracter intensivo.

Si el flujo en estudic es permanente, el primer término del
primer miembro de la ecuacidn €1.12.8) vale cero

<i.i12.9

Rl
]
=]

¥ la ecuacidn (1.12.8) adquiere la siguiente forma:

div(p w2 =0 1.1a.10
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Si ademis el fluido se puede considerar incompresible, su
densidad seri constante y la ecuacidn €1.12.10) puede escribirse
de la siguiente manera:

pdivuv=ag0 1.12,11>

o bién,

divuv=20 (1.i2.12

y recordando la definicién matemitica de divergente de una
funcidn, la ecuacidn anterior también se escribe como sigue:

lf
K

d:vu-s;’E«« =0 €1.12.13

La ecuacidn anterior, es la ecuacién de continuidad para un
flujo establecido e incompresible, es comtn oraferirss a asta
ecuaciédn como la condicién de incompresibilidad” .

%) evi, Enzo, ELEMENTOS DE LA MECANI MEDIO_COM . Maxieo,
Limusa-Wiley, [1971}, subcap 2.2.6..
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113 LEY DE DARCY.

Se le atribuye al ingeniero frances Henri Phillibert Gaspard
Darcy (1808 - 1898) de les Corps des Ponts et Chaussees de Di jon,
ser ol iniciador del estudio racional de los problemas practicos
que contemplan la infiltracién del agua en los medios porosos.

En su obra LES FONTAINES PUBLIQUES DE LA VILLE DE DL JON.
publicada en el affo de 18368, Darcy presentd uUna expresidén
matemdtica obtenida experimentalmente, que permite calcular la
velocidad media de descarga del agua ques se infiltra a traves de
un medio porosce, si Se conoce en forma cuantitativa la capacidad
del agua para fluir en el interior del medio y el gradiente
hidraulico al gque esti sometido el flujo; a esta expresidén
matemidtica se le conoce en la actualidad con el nombre de “LEY DE
DARCY".

El dispositivo experimental que Darcy utilizé en diche
estudio, era similar al mostrade en la figura 10 Cpagina 612,
basados en las caracteristicas hidraulicas de este dispositivo,
la ley de Darcy se expresa de la siguiente manera:

v=-ki €1.13.10

La gran importancia adquirida por la ecuacidn (1.13.1) en el
estudio del flujo de agua en suelos, radica en su simplicidad,
siendo indisponsable la correcta interpretacién de cada uno de
los términos que la integran.

El término k del segundo miembro de la ecuacisdn C1.13.12, es
una constante numérica llamada coeficiente de permeablilidad del
sualo (=] =igno negativo que aparece en el segunds miembro de la
ecuacisén (1.13.13, corresponda al gradiente hidraulicas L.
MHediante esta constante numérica se pretende cuantificar en forma
practica y general, la mayor o menor facilidad del agua para
fluir en el {(nterior del =ueloc. Sus dimensiches corresponden a
las de una velocidad.

El valor del coeficiente de permeabilidad de un suale se
determina mediante procedimientos experimentales. realizades en
muestras del suelc a estudiar.

Los procedimientos para determinar los coeficientes de
permmabilidad de los suelos, pueden clasificarse en: métodos
directos, los que se enfocan a la determinacion exclusiva del
zalor de dicho coeficiente y métodos indireclos. que permiten la
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deduccién del valor del coeficiente de permeabilidad a partir de
los resultados de pruebas aplicadas a muestiras de suelo con
diverses cbjettvos.

Entre los métodos directos que actualmente se aplican para
la determinacién del valor del coeficiente de permeabilidad de
los suelos, se encuentran:

a) el permedmetro de carga consltante,
b) el permeimetro de carga variable y
c) la prueba directa de parmeabilidad de los suelos en el lugar.

Entre los métodos indirectos aplicados en la actualidad,
para la determinacidn del valor del coeficiente de rermeabilidad
de los suelos, se sncuentran:

a) calculo de k a partir de ta curva granulométrica,
b) calculo de k a partir de la prueba de consclidacion y
c) rcalculo de k con la prueba horizontal de caplilaridad,

La eleccidn del rétodo para determinar el valor de k.,
depends de las caracteristicas de! nuelo y del grado de presicién
requerido, por ejempleo, los permeamz2tiros se utilizan para suslos
relativamente permeables tales comc limos, arenas Yy demas
materiales no plasticos; para suelos de baja permeabllidad come
las arcillas, se prefiere la prueba de cnonsollidacidén; la prusba
directa de permeabilidad de los suslos en el lugar, se basa en la
determinacién de k, 2 partir del analisis de la operacidn de un
sistema de pozos de bombeon; =i el célculo de k, se hace a partir
de la curva granulométrica ne es muy confiable, solamente se
utiliza cuando se requere una i(déa aproyimads del orden de
magnitud de k; la prueba horizontal de capilartdad, se emplea
sobre todo, cuando se requieren hacer Jdiferentes prusbas del
suelo de un misma lote, o bién, en suelos elaborados con técnicas
iguales en los que se presumen caracteristicas iguales,

Es necesario aclarar, que todes los médledes empleados en la
actuyalidad para determinar el valor del coeficlente de
permeabilidad de los suelos, proporsicnan resul tados
representativas aproximados, por supueste que unos métodos
proporcionan valores mis representativos gque otros, sin embarQo,

ZlJ‘v.xérm: Badillo, Eulalio y Rico Rodriguez, Alfonso, MECANICA DE

SUELOS; FLUJO DE AGUA EN SUELCS. 3% ed., México, Limusa,
£16721, Vol. 3, Cap. VII.
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de ninguna manera se ha de suponer que el valor de k obtenido por
cualquier método actual tiene una oxactitud indiscutible, pues
esto implicaria asegurar que el suelo en cuestidn constituye una
masa homogénea continua, lo que por supuesto es falso.

La explicacidén detallada de los métodos experimentales
empleados en la actualidad para la obtencién del valor del
coeficiente de permeabilidad de los suelos k, esta fuera de los
alcances de esta tesis, sin embargo, el lector interesado bién
puede consultar la referencia bibliografica 6,

El valor del coeficiente de permeabilidad de los suelos k,
pretende contemplar caracteristicas tanto del suelo como del agua
que fluye en el interior de éste, su valor se ve afectadc por
diversos faclores inherentes a ambos. Entre los relativos al
suelc, por ejemplo, se encuentran la relacidn de vaclos,
estructura, granulometria, estratificacién, existencia de
agujeros, fisuras, grietas, etcétera y entre los relativos al
agua. se pueden mencionar por 2jemplo, temperatura, viscosidad,'®
materia en suspensién, sales disueltas, dureza, etcétera.

Al contemplar la viscosidad del agua en el coeficiente de
permeabilidad se hace posible considerar al agua gue se infiltra
en el suelo, como un fluide ideal, lo que permite aplicar la
teoria de la hidrodin&mica en el analisis del flujo de agua en
suelos. Esta caracteristica del coeficlente de permeabilidad de
los suelos, es tan atractiva que compenza todas las desventajas
relativas a la dsterminacién de su wvalor, ademas que en los
problemas pricticos s obtienen resultados bastante
satisfactorios para fines ingenieriles.

La funcién del coeficrente de permeabillidad en el anAlisis
del flujo de agua en suelos es tan ambiciosa que se deben
extremar los culdados en la determinacion de este valor que
pretende evaluar conjuntamante diversas caracteri{icas importantes
tanto del suelo como del agua, lo que 1implica procesos
experimentales sofisticados y costosos que sin embargo, no tienen
mas trascendencia gua  parc las condicinnes axparimentales
raeproducidas en el laboratorio.

Nutting €1930), establecid un coeficiente denomi nado
Coeficliente de Permeabilidad Especifica® ,representadec con el
simbolo k°, @l cuaxl considera exclusivamente las caracteristicas
del medio poroso. Este coeficiente, se determina a partir del
coeficlente de permeabilidad k con la expresién siguiente:

*2Juarez Badillo, Eulalio y Rico Rodriguez, Alfonso, MECANICA DE
BECANICA DE

SUELOS: FUNDAMENTOS DE LA MECANICA DE SUELOS, 3 ed. .,
México, Limusa, [1974]1, Vol. 1, p. 218.
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ko= El : : ci.13.2
- IR
donde i esrel coeficiente de viscosidad dinimica del agua,

r es el peso especifico del agua en las condiciones de
P
trabajo, y

k es el coeficiente de permeabilidad del suelo.

Considerando que y = LI lecuacidén C1.3.3)] y que v = "‘/p._.'
w

7 [ecuacidn (1.9.23) la ecuacidén (1.13.2) también puede escribirse
de la siguiente manera:

ko= Hox =H. k=¥ €1.13.3)
v &r 8
[~ o
donde: v es el coeficiente de viscosidad cinematico y

g es el valer de la aceleracién de la gravedad
terrestre.

El segundo término de la ecuacion €1.13.12 -i,

se denomina
gradiente hidraulico y es igual al limite siguiente:

lim Ah _ dh
-1 gAS»OKS-—E €1.13.4>
donde: Ah es la diferencia de las alturas piezométricas

correspondientes a dos puntos localizados sobre una
linea de flujo considerada y

AS es la distancia entre dichos puntos sobre la linea
de flujo.

El término Ah de la ecuacién (1.13.4), representa la
disipacion de energia en forma de calor, que experimenta el flujo
a lo largo del desplazamiento 4S,
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114 VALIDEZ DE LA LEY DE DARCY.

La validez de la ley de Darcy se restringe al analisis del
flujo de agua en medios porosos con {ines practicoes. El resultado
de su aplicacidn, de ninguna manera es equiparable con la
realidad y pretender explicar la dinamica real de las particulas
de agua que se infiltran en el interior de un medio poroso real
actualmente es imposible. Sin embargo, constituye la base tedrica
del método experimental actual y permite determinar con un grado
aceptable de precisién, las magnitudes fisicas del fiujo que
interesan al ingenierc, siempre y cuando se consideren las
restricciones de aplicaclién de esta ley.

En la determinacién de la ley de Darcy, se ha considerado
que la velocidad media de descarga del flujo es tan pequefia que
la energfa cinética es practicamente despreciable, razén por la
cual se considera la altura piezométrica en el gradiente
hidraulico. .

El flujo del agua en el interior de un medio poroso dista
mucho de ser laminar, sin embarge. la baja velocidad media de
descarga permite tratar el flujo come laminar,

Se dice gque un flujo es laminar cuands 3 cumplen las
condicicnes vistas en el subcapitulo 2.9 de esta tesig, de no
ser as!, el flujo solo puede ser turbulento.

Un medio fluye, cuando la posicidn relativa entre sus
particulas que lo forman va cambrando constantomente durante el
transcurso del fenomeno. A partir de este concepte, se puede
admitir, que solamente existen dos Lipos de flujo: el laminar y
el turbulento. El! movimientoc de los fluidos ideales ¢ no
viscosos, no constituye propiamente un flujo, puesto que la
posicidn relativa entre sus particulas permanece inhalterada
durante el fendmeno, el fluido ideal tiene mas bién, un
movimiento de cuerpo rigido.

Una forma practica de distinguir el flujo laminar dal
turbulento, es a partir del Numero de Reynoldsz’. el cual es un
numero adimensional que contempla los factores que establecen las
caracteristicas de un flujo y permite definir por medic de su
valor numérico cuande un flujo es laminar o turbulento. En el

**peynolds, O., “"AN  EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF THE
CIRCUNSTANCES WHICH DETERMINE WHETHER THE MOTION OfF
WATER SHALL BE DIRECT OF SINUOUS AND THE LAY OF
RESISTENCE IN PARALLEL CHANNELS®., PHIL, TRANS. ROYA!
SOCIETY. Vel. 174, London England. 1882,
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estudio del flujo de agua en suelos, el numero de. Reynolds se
define por la ecuacién siguiente:

R=-2P c1.14.1)
v
donde: v es la velocidad media de descarga del flujo, en cnws,

D es el diimetro promedio de las particulas del suelo,
en cm, ¥y

v es el coeficiente de viscosidad cinematica del
fluido, en cm'rs.

La ley de Darcy seri aplicable siempre que se garantice el
régimen laminar del flujo mediante la ecuacidén €1.14.13, lo que
sucede en la mayorl{a de los casos de flujo de agua en suelos.

La velocidad bajo la cual, para ciertas condiciones de
frontera y temperatura, un flujo siempre es laminar, ze denomina
“"velocidad critfca",

Cuando e! flujo es laminar para clertas condiciones, al
aumentar la velocidad del flujo éste =se transformari en
turbulento; pasando por un rango de velocidadus de transicién, en
el cual, el flujo puede ser tanto laminar como turbulento. En el
estudio del flujo de agua en suelos, varios investigadores han
comprobade que los valores del numero de Reynolds, que define el
intervalo de transicién entre flujo laminar y turbulento, oscila
entre 1 y 12. Se garantizari el régimen laminar de todo flujo
cuando ol valor de R sea menor a uno. Para la mayoria do los
sualecs inclusive para los compuestos por granos gruesos, como por
ejemplo, arenas con D=0.4 mm, el valor de B es mucho menor a la
unidad.

En suma, para poder aplicar la ley de Darcy al analisis del
flujo de agua en suelos. se deben tener en cuenta las hipdtesis
siguientes:

a) se debe garantizar el régimen laminar del flujo,

b) el suelo debe de estar totalmente saturado,

c) las particulas sélidas que componen la masa del suelo ¢omo el
agua se supondran incompresibles en s{ mismas,
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el flujo no implicarid modificaciones en la estructura del
suelo,

el anilisis de) flujo se limitara a un {nstante determinadeo o
bien, para los casos de flujo establecido o permanente,

tanto el suelo como el agua de infiltracién se tdealizaran
como medios continuos.
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La ley de Darcy, es una expresién matematica de caracter
vectorial que junto con la Hidrodinadmica, constituye la base
tedrica actual del anilists del flujo de agua en suelos.

Por la hipétesis de incompresibilidad del agua y de las
particulas que componen la masa del suelo, y debido a que la
enargia cinética del agua que fluya en el interior de un medio
poroso es practicamente despreciable, el analisis del flujo de
agua en suelos se comienza a partir de las ecuaciones estaticas
de Euler o ecuaciones fundamentales de la hidrostatica

x=1 .g_:L €1.18,1.2)
pH
1 9 }

y=1L % €1.18.1.bd
e, %

z;% .gzP. €1.18.1.e)

Para oblensr las respectivas derivadas parciales de la
presién p en las ecuaciones fundamentales de la hidrostitica,
para un flujo establecido como se esLi considerande, se despaja p
de la ecuacién €1.11.18) respectiva a la altura piezométrica

p = erh -2) = pugCh - 2) c1.18.2)

Por la hipétesis de incompresibilidad del fluids, el wvalor
de la densidad seriA constante, igualmente ol valor de 1la
aceleracién de la gravedad terrestre se puede considerar
constante con respecto a variaciones de aliitud relativamente
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pequefias comparadas con las dimensiones del planeta, por lo
tanto, en un flujo establecido las derivadas parciales de p de
las ecuacicnes €1.18.1) con respecto a un sistema de referencia
cartesiane estain definidas por las sigulentes ecuaciones:

o apna( h - 2 ap“gh apggz

_ . on

. o IO ¢1.18.3.2
op AN D dpeh dpgE _om €1.15.3.p
3y 5 L % v 9y

op OPDgCh - = = Opvgh - Opugz = gh €1.18.3.¢)

% = — T = P Bz T PuE .18.3.

Substituyendo las ecuaciones anteriores en las respectivas
ecuacicnes €1.15.1) y desarrollandc las operaciones algaebraicas
indicadas., se obtienen las sigulentes ecuaciones:

X =8 3% €1.15.4.2a)
Y-s% C€1.15.4.1)

z=s2-¢ €1.15.4.0
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A las derivadas parciales de la altura pilezométrica h, con
respecto a cada una de las direccionaes de los ejes coordenados x,
Yy ¥ 2z, se les denomina gradiente hidraulico con respecto a cada
una de las direcciones de dichos ejes coordenados y se
rapresentan con los simbolos ix, iy y iz respectivamente

1x = :l; €1.15.5.2>
iy = % €1.18.8.b>
iz = % €1.15.8.¢d

Para una direcclén s cualqulera la ley de Darcy se puede
escribir de la siguiente manera:

v
S

-1-=r‘ (1.15.80

donde s puede ser cualquiera de las direcciones de los ejes
coordenados del sistema de referencia cartesiano.

Substituyendo la wecuacidn (1.15.8) en las ecuaciones

€1.18.8) considerando las direcciones x, y y =z, en g,
respectivamente, se obtienen las siguientes ecuaciones:

- * €1.15.7.a)
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v
y oh

- oh €1.15.7.1)
2 = .
v oy
v

- %"’; €1.15.7.e
2z

Substituyendo las ecuaciones anteriores en las ecuaciones
€1.13.4) respectivamente, se obtienen las siguientes ecuaciones:

v

X ._,,E_" €1.15.8.a)
x
v
y._,r‘)_' €1.15.8.b)
Y
Uz B . -
zg..‘r_g €1,15.8.¢>



69

Substituyenda nuevamente las “ecuaciones arteriores en las
correspondientes ecuacicnes (1.15.4), se obtlenen las sigulentes
wcuacionas:

_,k_"ag‘;r‘: €1.18.8.a>
x
v B
"”Fy‘"% €1.18.8.D
v
v -
_,&_’i-,=,g_:_3 €1.15.09.2)
z
o bién.
v
x _ oh
B 11810,
v
y _ dh
kil ’ €1.18.10.b)
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v
z dh
_r.=E C€1.18.10.ed
z
En las ecuacliones anteriores, se pueden despejar las

componentes de la velocidad de descarga obteniendo las siguientes
ecuaciones:

v, B ek e €1.18.11.ad

v o= -k = €1.185.11.b)

€1.1%.11. >

Las ecuaciones anteriores corresponden a las componentes de
la velocidad media de descarga, expresadas de acuerdo a la ley de
Darcy con respecto a un sistema de referencia cartesiano.

La velocidad media de descarga del flujo es i1gual a la suma
de sus componentes

vVaui +tu jo+ouk C1.18.12)
x ¥ 2
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Substituyendo en cada una de las componentes de la velocidad
madia de descarga las correspondientes ecuacicnes (2.19.11), se
obtiene la sigulente ecuacién:

13 €1.18.13

- l.a ecuacidn .ant.gflor es el gradiente de la funcién vectorial
velocidad del flujo, la cual por definicién se puede escribir de
la sigulente manera:

v = gradC-kh) = YC-khd €1.15,14)

donde V es el operador de Hamilton pabla.

La ecuacion €1.15.14) es la expresidn vectorial de la ley de
Darcy, considerada para un medio poroso anisédtropo; no ocbstante
atn cuando la caracteristica de anisotropia es comun en los
suelos, existe un artificio matemitico llamado “Teoria de 1la
Seccidn Transformada™ a partir de la cual se puede transformar un
caso anisotropo en isdiropo. Aungque en esta tesis no se presenta
la teorfa de la secciéon transformada, el lector interesado en
este Util y practico método lo puede consultar en el capitulo 1
de la referencia bibliografica 7.

A partir de la teorfa de la seccidédn transformada, el caso
isétropo adquiere importancia en el analisis del flujo de agua en
suelos y la expresion vectorial de la ley de Darcy, para el caso
isétropo se aescribe de la siguiente manera:

v=-%% €1.138,1%)

**apostol, Tom*N.,’Op. giy.., pp. 316 - 31a.
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Ahora, a partir de la ecuacién de continuidad para flujo
establecido e incompresible (suposicidn de incompresibilidad),
substituyendo en ésta, las ecuaciones (1.15.11) que son las
componentes de la velocidad media de descarga expresadas de
acuerdo a la ley de Darcy, se obtienen las siguientas ecuacionas:

x _ @ an) _ a*h
= = 3;(_ K, 3;] =-x 20 ci.18.16.2)
ax’
av z g o
v _ 8 [ ah] n Yaluan
Y2 , oM, _, €1.18.18, b)
I B v Y 2y R
ov z
2 _ 2 ah a*h
az"—’iz‘[‘ kK 32_] =—k=;—z-z— €1.18.16.

Sumando miembro a miembro las ecuaciones anteriores, se
ebtlene la siguliente ecuacidn:

2 z z
divus-k 2P _y 2b_ 20 _, €1.15.17)
X 2l v 2 2z 2

La ecuacidén anterior es olra forma de expresar la ecuacién
de continuidad para un flujo incompresible y permanente, que
fluye en el interior de un medio poroso anisétropo con velocidad
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muy pequePa. Para un medio pcroso'-{s&(’_rép‘g. Ya ecuacidn €1.18.17>
adquiere la siguiente forma: ', [ il R . : .

C1.is.18)

L : C1.1%.19>

A la ecuacion anterior se le denomina ECUACION DE LAPLACE,
en honor de Pierre Simon Marques de Laplace (1748 -~ 1827) quen,
alrededor del aflo 1782, estudid sus soluciones mientras
investigaba la atraccion gravitacional de cuerpos arbitrariocs en
el espacio, sin embargo, esta @cuacion Apareclo por primera vezr
escrita en una memoria de Euler sobre hidrodinamica, alrededor
del afic 1752. Al primer miembro de esta ecuacidn se le denomina
laplaciana de h.

En general., cuando la laplaciana de una fungion vectorial f
vale cero, se dice que la funcidn f es armanica . por cato, la
funcién vectorial h es arménica

La ecvacron de Llaplace es fundamental en el anialists del
flujo de agua en suelos, constituyr la base de la teorta
denominada “flujo con patencial™ gue es la herramienta actual mas
poderosa utilizada en el estudio de {entmenns e hidrodindmica y
otros campas de la Fisica. La versatilaidad de esta teoria permite
emplear varias técnicas de analisis come graficas, matemiticas,
de modelos, etcétera. de gran utilidad en la solucion de
problemas an ingenterla.

La teorfia que trata sobre la solucion de la ecuacidn de
Laplace y la teorf{a del fluso <on potencial, se presentan en el
capitulo segunda <de esta tesis.

Papastal, Tom M., Op. <it. p. 542,
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2.1 FUNCIONES DE CORRIENTE.

Un conjunto o familia de superficies de flujo, con una o mas
caracter{sticas en comun, puede definirse a partir de una funcidén
denominada de corriente.

En un campo de flu)o se puede definir una {nfinidad de
familias diferentes de syperficies de flujo, las superficies de
flujo de una misma familia no pueden intersecarse entre s{, por
que en un instante determnado no pueden haber dos ¢ max
velocidades diferentes en un mismo punto del! campo de flujo, em
cambio dos superficies de flujo de diferentes familias se
intersecan en una linea de flujo, la que cbviamente pertenece a
ambas familias de flujo simultaneamente.

En un flujo permanente la configuraciodn de las superficles
de flujo depende exrlusivamente del espacio.

El campo de velocidadesx de un flujo puede definirse a partir
de un sistema de dos familias diferentes de superficies de flujo,
que sean mutuamente ortogonales entre si, considerando que
respecto a un sistema de referencia cartesiano estas familias de
superficies quedan definidas por las funciones de corriente
w=FCx,y,2) y x=G{x.y.z), Cfigura 11  pigina 82>, el veclor
velocidad del flujo en cualquier punto del campe de flujo sera
tangente a la linea de flujo que pasa por el punto, como esta
linea de flujo corresponde a la tnterseccién de una superficie de
flujo de la familia w con otra de la famlia x. el vector
velocidad serd simultaneamente tangente a ambas superficies de
flujo en el punto en cuestiédn, entonces, el campo de velocidades
de un flujo queda definido por la siguiente ecuacién:

Vo= Uy ow Uy c2.1.12

Las funciones de corriente adquieren un valor constante para
cada una de las superficies de flujo en particular de la famjilia
que definen.

LLa ecuacidn (2.1.1) tiene una 1mportante interpretacidn
grafica, considere el! punto p de el campo de flujo de la figura
12 Cpagina 83>, por este punto pasari solo una linea de flujo
correspondiente a la ifnterseccidn de las superficies de flujo y=a
y x=b, donde a y & son constantes, por la condicidn de
ortogonalidad entre las familias de superficies de flujo v y x.
el vector Yy es ortogonal a la superficie y=a y simulltaneamente
tangente a la superficie y=b en el punto p, de la misma manera el
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vector 9y es ortogonal a la superficie y=b y tangente a la
superficie w=a en dicho punto, el producto cruz de los vectores
9y y Yy es un vector ortogonal a ambos y simultaneamente tangente
a y=a y x=b. por tratarse de superficies de flujo el vector Yy x
Vy define la velocidad del flujo en el punte po.

As{ como por cada punto del campo de flujo pasa una y solo
una linea de flujse, cada linea de filujo del campo de flujo
corresponde a la interseccidén de una superficie de flujo de la
familia y con otra de la familia x ¥ no existira linea de flujo
del campo de flujo que no corresponda a la interseccien de una
superficie y con una yx.

Desarrollando la ecuacién (2.1.1) se obtiene lo siguiente:

ay i y, .
Yy = E" - EJ - Ek cz.1.2.ad
. ax ax ax, ’
Uy = ‘_’;L - —O—y‘] + Ek » ‘ ca.1.2:b)
i J 3
= vy dy v
v o= o 3y oz ¢2.1.3
ox ox ox
Ix Ty o=z
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desarrollando el determinante de la ecuacién (2.1.3) ‘se
obtiene la siguiente ecuacidn:

= . [8y x _ 9y dx dy 9y Oy ax dy dx _ dy. dx
v [5—*5331‘353-33J‘ x & ~ ¥ ox)"
€3.1.40
Y pqr'igualdad de vecltores:
Sa%wox  dv dx A
ux” 3y 3z 3z 3y . S€2.1.%. al
_ Oy Ox ady dx .
VS 3% 3x T 3% 32 C2.1.5 b
- 9 d9x _ dv dx
v, T 5 T oy ox c2.1.5.¢)

Pcr lo general. en los problemas practicos de fiujo se
tienen flujos con Simetria axial, 1o gQue permte analizarlos
desde un punto de vista bidimensional, simplificando
significattvamente el pr=tlema

En un flujo bidimensional se puede definir una familia de
superficies de fluje planas, paralelas entre si{, cuyo eje de
simetri{a axial es una linea recta. Para analirar estos casaos
conviene establecer un sislema de retferencla cartesiano de tal
manera que la direccion de cualquiera de los ejes cartesianos sea
1gual a la direccién del eje de simetria axial de la familia de
superficies de flujo planas;, por ejemplo. =1 se define a la
familia de superficies de (flujo planas con 1a funcidn de
corriente y=GC{x,y,27 y la direccidn del e)e de simetria axial de
dichas superficies se 1guala a la del! eje coordenado y, entonces
VYy=3, donrda: ) es al vector unitario =2n la misma direccion a la
del eje y, todas las superficies de flujge de la familia y serin
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paralelas al plano xz del sistema de referencia cartesianc y la
configuracién de las lineas de flujo correspondientes a las
interseccicnes aentre las superficies y ¥y x serA representativa en
ctalquiera de las superficies x, Cver figura 13, pagina 84).

Para el caso bidimensional la ecuacion <(2.1.1) puede
escribirse de la siguiente manera:

V= Uy ox § c2.1.8)

Desarrollando. la:ecuacién:anterior.:se-obtiene laj’sxguienﬂé
ecuacidn: K ; ST B

€2.1.7

o bien, '
= SR ey . a3y, -
v oEoudce uy_) + vgk R 0y -+ &k CE.}LB)

= av
v -= 2.1.9.a



ESTA TESIS WO DEOE
SR DE W DBLOTERA

v =0 c2.1.9.b>
Y :
b = €2.1.9.8

.De_acuerdo a la eéuécién €1.6.3) que describe las lineas de
corriente en el espacio, la ecuacién diferencial de una linea de
corriente en: el plano xz considerando un sistema bidimensional
es: : .

cdx. _dz €2.1.10
v v
® z
o bién,
vdx - vdz =0 €a.1.11)

Substituyendo leos segundos miembros de las ecuaciones
€2.1.9) en los términos respectivos de la ecuacion €2.1.11), se
obtiene la siguiente ecuacién:

2.1.125

|
%
2
&
(\‘I/

La ecuacion anterior es la derivada total de y con respecto
a una longitud s

dy = 9y - a5 = ¥ dx»gz—'f’-dz=o €2.1.13
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Puesto que la derivada total de w a lo largo de la linea de
corriente vale cero, la funcién de corriente ¥ &#s constante a lo
targo de la ltnea de corriente.

Como se ha mencionade anteriormente, las lineas de corriente
constituyen en si, las fronteras naturales de volumenes de
contral del flujo, En el flujo bidimensional se puede considerar
el gasto entre las superficies de flujo y por unidad de ancho,
puesto que su configuracion es la misma en planos ortogonales a
dichas superficies, el gasto calculado de esta forma se denomina
gasto unitario o por unidad de ancho.

De acuerdo a la ecuacion de continuidad para una vena
liquida, el gasto elemental dq que cruza un elemento diferencial
de area dA es:

dq = urdA €2.1.143"

Considere al elemento diferencial de area dA localizado en
un plano ortogonal al eje x. entre las superficies de flujo y=a y
y=b de ancho unitario, de ifa figura 13, Como el flujo a través de
dicho elemento diferencial de area es ortogonal a la direccién
del flujo. la ecuacion C2.1.14) se puede escribir como sigue

dq = v dy dz c2.1.15

- Substituyendo la ecuazién (2.1.9.a) en la ecuaciédn anteriaor,
se obtiene la siguientae ecuacidn:

dq = — g_:, dy dz c2.1.18>

Integrando la ecuacién anterior en una seccidn de area
delimitada por las superficies de flujo y=a, w=b y dos
superficies y planas separadas una unidad de ancho, se aobtiene el
gasto a traveées de dicha seccidn de area
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w=a -1 . . |
qzj ; J _.g-':-dydzz (2} ' 201
w=b JO
‘o bien:
q=a-b& ca.1.18

en un flujo bidimensional, el gasto unitario en un tubo de flujo
formado por dos suparficies de flujo definidas por la misma
funcidén de corriente. de ancho wunitario, =erid igual a la
diferencia de los valores que la funci1én de corriente adquiera en
las fronteras de dicho tubo de flujo. E)l lector interesadn, puede
consultar el capitulo 12 de la referencia bibliografica 17 una
demostracién mas formal sobre la validez de la ecuacidn (2,1.18).
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Familia de superficies de flujo ¢ y X
mutugmente ortogonales entre si,
de un campo de fiujc.
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FIGURA 12

superficies de flujo X=b y ¢:a
y vectores gradi, grad ¢ y v.
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2.2 POTENCIAL OE VELOCIDAD.

Cuando las condiciones del flujo de agua en suelos permiten
considerar valida la ley de Darcy, el campo de velocidades del
flujo puede expresarse como el gradiente de un campo escalar

et
[l

Vo c2.2.12>

En general, "si un campo vectorial f es el gradiente de zli':n
campo escalar £, entonces £ se llama funcion potencial para f".

L.a funcién @ es la funcidn potencial para el campo de
veloclidades del flujo, por esta razén a la funcién p se le
denomina '‘potencial de velocidades".

En un flujo establecido, la funcion potencial de velocidades
p no tendra variacidén con respecto al tiempo, eas funcidn
exclusivamante de]l espacio, cuya expresi:on respecto a un sistema
de referencia cartesiano sera: p=H(x,y,z).

La funcién de energia potencial de unma particula de agua que
fluye en el interior de un medio poroso, sobre la que acttan

unicamente fuerzas gravitacionales, representada por p, también
se puede definir da la sigutente manera:

p - kh + ce.2.ay

donde: h @5 ol coeficiente de permeabilidad del suslo,
h es la altura piezométrica y

c es una constante.

*®ppostal, Tom M., Op. Cit,, p. 408.

*’Boyce, Willtam E. y Diprima, Richard C., ECUACIONES

P
DIFERENCIALES Y PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA, 3
ed., México, Limusa, {1978), p S98.
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La funcién ¢ define una familia de superficles denominadas
equipotenciales, en cada una de estas superficies la funcidn ¢
adquiere un valor constante.

Si se substituye la ecuacién (2.2.2) en la ecuacién C2.2.1),
ce obtiene la siguiente ecuacidn:

V= P-kh 4 ) ; S c2.2.3)

Por otro lado, el opérador gradiente- .cumple 'coﬁ,
siguientes propiedades : :
VWa + &) = Va + R - I N N B
Va = 0. si a es constante 2.2.4.0

Considerando las propiedades del oper ador gradiente
anteriores, la ecuacidn (2.2.3) es equivalente a la ecuacidn
€1.18.140 que es la expresion vectorial de la ley de Darcy.

El término Vo corresponde a un vector normal a las
superficies equipotenciales definidas por la funcién ¢, este
vector corresponde a la velocidad del flujo lecuaciéen (3.2.12)
como las superficies de flujo son tangentes a la velocidad del
flujo en cualquier punto de la regién de flujo; entonces, las
superficies equipoltenciales serin ortogonales a las superficies
de flujo.

Las funciones de corriente y=flx,y.,2) y x=6(x.y¥,2) junto con
la funcién potencial de velocidad peM(x,y.z) definen un sistema
de familias de superficies triortcgonales, a partir del cual <e
pueden definir las caracter({sticas del flujo en cualquier punto

las .
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del campo de flujo. Substituyendo la ecuacién. €2.2.1) en la
ecuacién C2.1.1) se obtiene la sigulente ecuacidn:

Vp = Iy x Iy c2.2.8

Para el caso de flujo bidimensional, el sistema de
superficies triortogonales y, x ¥ ¢, corresponde a un sistema de
dos familias de curvas resultantes de la interseccidén de las
familias de superficies y Yy p con el planc xz paraleloc a todas
las superficies planas x,

A las curvas obtenidas por la interseccién de las
superficies equipotenciales ¢ con el planc xz se les denomina
l{neas equipotenciales (o equienergéticas) y a las curvas
obtenidas por la interseccién de las superficies de corriente w’
con el plano xz se les denomina lineas de corriente (o de flujod.
El sistema formado por la familia de lineas equipotenciales y de
corriente se le denomina red de flujo.

El caso bidimensional de la ecuacidén (2.2.1) se expresa de
la siguiente manera:

- _ dp dp
veEovioe v k = 31 - — 2.2.8)
por igualdad de vectores,
v =2 z.2.7.ad
x ax
v, =32 cz.2.7.

Las familias de curvas equipotenciales y de corriente se
relacionan a partir de las siguientes ecuaciones, cbienidas de la
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relacidn entre las ecuacicnes (2.1.9) y (2.2 7

dp ay

.a_x..a_,a B g.a.8.ad

de _ 9y -

= ° oz (2.2.8.p
Las ecuaciones 2.2.8 constituyen las condiciones

denominadas de D'zAlemberL - Euler o de Cauchy - Riemann para las
ecuaciocnes p y y. ="

Las lineas de flujo definidas por la funcién de corriente y
son ortogonales a las curvas equipotenciales p, lo que puede
demostrarse a partir de la derivada total a lo largo de la curva
plx,Z) =constante

dp:‘?p.d}=§§dx*%§dz=0 cz. 2.

La ecuacidn (2.1.133 es la derivada total a lo largo de la
curva y(x,2)=constante, similar a la ecuacidén anterior.

mPol. ubarinova Kochina, Pelageia lakovliewvna, THEORY OF GROUND
WATER MOVEMENT, Princeton N. J.. Princeton

Unmiversity, 1962, p. 31.
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La pendiente de la familia da curvas y esta de(‘inxda por la
siguian‘.e ecuaci én:

ik

2.2.10.2)

HE
!
e

y :la. pendiente de la f‘:a'miua de ‘eurvas .p esta definida por la
siguiente ecuacid R e T IR :

L 20 : :

dz): % - ’
[.;&] <3 cz.2.10.m
e ooz

Substituyendo las ecuacianes €2.2.8) (condiciones de Cauchy
- Riemann2, en la ecuacidn (2.2.10.a), se obtiene la siguiente
ecuacién:

M

2.2.11)

€
SR

Comparando las ecuaciones (2.2.10.b> y «2.2.11> las
pendientes resultantes de ambas familias de curvas % y @ son
reciprocas y dg signo contrario, lo cual es la condicién de
ortogonalidad, puesto que las superficies de flujo definidas por
la funeciédn de corriente y(x,y,2) son ortogonales a las
superficies equipotenciales definidas por ¢{x,y,2).

*®Juarez Badilloe, E. y Rico Rodriguez, A.. Op. Cit.,Vol. 3, p. 4.



80

2.3 SOLUCION DE LA ECUACION DE LAPLACE,

En el analisis bidimenstonal de un flujo ideal, establecide
e incompresible, el sistema formade por las dos familias de
curvas ¢ y » mutuamente ortogonales entre si, se denomina red de
flujo, este sistema de curvas satisface la ecuacién de Laplace en
su caracler bidimensional.

Primerao se demostrari que la funcién potencial de velocidad
satisface la ecuaci®n de Laplace.

De acuerdo a la ecuacién (1,12.13), sl divergente del campo
de velocidad de un flujo ideal e i1ncompresible vale cero, como
dicho campo de velocidad se def:imid en la ecuacion (2.2.1) 1gual
al gradiente del campo escalar o, la condicién da
incomprestbilidad, también se expresa de la sigquiente manera:

4ty U = diwWVp) = O 2.3.1)

desarrollando ‘'la ‘écuacién -anterior se obtienen las siguientes
eCUaACLONeS : .

Gszéggiw'%'J#%zﬂk o czae
© e 2 2 ;
aivcvpd = 22 . 28 .28 -9 Ceaa®
ax &y 8z o

o bién,

dit¥p = Vop = 0 2.2, 43
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La ecuacidn C2.3.4) expresa que la divergencia del gradiente
del campco escalar p es la laplaciana de p y puesto que vale cero
la funcidn ¢ es arménica, entonces la funcién potencial de
velocidad satisface la ecuacién de Laplace,

En el flujo ideal, el campo rotacicnal de velocidad es nulo;
a partir de este principio se puede demostrar que la funcién
corriaente y para el caso bidimensional también satisface la
ecuacidén de Laplace.

En un flujo ideal, bidimensional , incompresible v
establecido la ecuacidén C1.10.3) puede escribirse de la siguiente
manera:

au
ret v = oz_‘x,‘ax—zj z 0 ce2.3.5)"

Cbvi amenté. el vector ‘unitario j ‘nunca podra valer cera, por
lo tanto: U S g

o 'D'uz" .
,F_on . 2.3.8>

Substituyendo las respectivas ecuaciones (2.1.9) ‘en. la
ecuacidn anterior. se obtiene la siguiente ecuacidn:

E"[.. gz_’f’] - bi:[g—-:] =0 c2.3:7

3?Apostol ., Tom M., op. cit., p.B42.
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o bien,

2 2
2_‘2”+"_'.‘.’=o ca.3.8
a3z ax

La laplaciana de la funcién w también vale cero. por lo

tanto, la funcién y es arménica y satisface la ecuacion de
Laplace.

Es posible obtener la laplaciana de la funcién yp, a partir
de las condiciones de Cauzhy-Riemann, [ecuaciones (2.2.8)),
simplemente derivando con respecto a =z la derivada parcial de p
respecto a x y derivando con respecto a x la derivada parcial de
P respecto a 2, obteniendo las siguientes ecuaciones:

dap Oaw
oz - "B €2.3.9.ad
a8z
2 2
a p ay
3% 92 3 c2.3.0.k>
ax

Pestando miembro a miembro las ecuaciones €2.2.9) s obtiene
que la laplaciana de yw es igual a rcerm, por 1o tanto y es una
funcidén arménica y satisface la ecua=:sdn de Laplace

o Pe P P c2.3.109
ax 0z  dx 9z - -2
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o bién,

2 2
a—%+°—"’-=vaw=o cz2.3.11d
az ax

La determinacién de dos funciones que definan las familias
de curvas y y ¢ respectivamente, que satisfagan la ecuacidn de
Laplace y las condiciones en la frontera del campo de flujo de un
problema especifico de flujo ideal, bidimensional, psrmanente e
incompresible, constituye la Unica solucién de dicho problema.

Puesto que los problemas de flujo establecido no dependen
del tiempo, no extisten condicicnes iniciales que deben ser
satisfechas por la solucién de la ecuacién de Laplace para un
problema especifico, sin embargo, dicha soclucién debera
satisfacer las condiciones impuestas en la frontera limitante del
campo de flujo en estudio.

El problema de determinar la solucidén de la ecuacién de
Laplace a partir de las condiciones impuestas en la frontera del
campo de flujo en cuestién, se denomina primer problema o
“problema de Dirichlel” en honor a Peter Gustav Lejeune Dirichlet
C1805 - 1839 .

El segundo problema, denominado "prablema de Newmann", en
honor a Karl Gottfried Newmann (1832 - 1928), consiste en la
determinacién de la solucidén de la ecuaciédn de Laplace,
determinando los valores de la derivada de la funcidn potencial
p, normal a la frontera, en el interior del campo de flujo, lo
que ocurre en aquellas fronteras que coinciden con superficies de
corriente o equipotenciales. en este tipo de problemas se

satisfacen las condiciones denominadas de gradiente nulo, osto
es:

9 _ 9

sn._.__é_s..so 2.3.12.a>

*'Sotelo Avila, Gilberto, HIDRAULICA GENERAL; FUNDAMENTOS. Mexico,
Limusa, (1974), Vol. 1, p. 414,
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E.E’.agz_.=o ¢2.3.12.b>

donde n es la direccidn normal ¥ s la direccién tangente a dichas
suparficies.

En la mayorfia de los casos praclicos de flujo bidimensional,
la determinacion matematica exacta de las funciones y y g¢. que
satisfacen la ecuaciédn de Laplace y las condicicones de frontera
del problema en cuestidn. es sumamente complicada y en muchos
casos imposible, sin  embargo, gracias a la investigacidn
cientifics referente al flujc ideal e incompresible, han surgido
una serie de métedos que permiten obtaner selucionas confiables
con diferentes grados de aproximacidén a la solucidén sxacta, entre
los cuales se encuentran los metodos numéricos apraximados, tales
como la técnica de Monte Carleo, método matricial, solucidén de la
ecuyacidn de Laplace en diferencias finitas, elcétera; los métados
analogicos, como el de la red eléctrica, analogia de la membrana,
conformégrafo de Urquijo, tunel de fluje viscosa, etecélera; los
madelos de flujo; y el de método grafico o de la red de flujo que
actualmente es al método de mayor demanda en ingenteria.

Para seleccionar un método especifico sn la soluctédn de un
problema de flujo, €s necesarioc evaluar si el grado de exactitud
requerido justifica el costo del metodo. Existen métodes
sumamenie sofisticados y complejos que proporcionan resultados
con un alto grado de exactitud que sin embargo tisnen un costo
muy elevado, también existen otros métcdos menos sofisticados, de
menor costoe y de menor grado de exactitud en sus resultados pero
que proporciconan soluciones dliles y confiables en muchos
problemas de tngenieria.
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2.4 CONDICIONES DE FRONTERA.

Para resolver un problema de flujo de agua en suelos,
primeramente se requiere definir las caracteristicas hidraulicas
Yy geométricas de las superficies de frontera que delimitan la
regién de flujo. En el anidlisis bidimensional del flujo, estas
superficies de frontera corresponden a lineas de frontera.

De acuerdo a las diferentes clases de lineas de frontera que
pueden presentarse en una regidén de flujo bidimensional, los
problemas de flujo de agua en suelos pueden clasificarse en
problemas de flujo confinado y problemas de flujo no confinado.

Los problemas de flujo confinado tienen la caracteristica de
que permiten definir las lineas de frontera a partir de la
saleccidén de la regidén de flujo, por esta razén se conocen de
antemano. En la figura 14 (pagina 99) se presenta un ejemplo de
flujo confinado.

Las lineas de frontera que se presentan en los problemas de
flujo confinado son de dos clases:

a) La primera clase de linea de frontera corresponde a la
superficie de contacto entre el suelo infiltrado y un medio
practicamente impermeable el cual puede ser roca, concreto u otro
material con permeabilidad mucho menor a la del suelo i1nfiltrado
(frontera impermeable). Se considera que el agua no es capaz de
fluir a través de esta clase de frontera, por lo que el flujo
siempre sera paralelo a ésta y por tal motivo esta linea de

frontera constituye una linea de flujo. En la figura 14 esta
clase de frontera esti representada por las lineas BCDEF ¥ HI-

b)) La segunda clase de linea de frontera corresponde a la
superficie de contacto entre el agua y el suelo infiltrado
Cfrontera agua - suelo infiltrado). en la figura 14 esta clase de
frontera estA representada por las lineas AB Y FG. Mas adelante
se demuestra gque esta clase de frontera constituye una linea
equipotencial.

En los problemas de flujo no confinado no todas las lineas
de frontera se conocen de antemano, en la figura 15 (pAgina 100D
se presenta un ejemplo de flujo no confinado. En este tipo de
problemas de flujo, se pueden presentar cuatro clases de lineas
de frontera diferentes:

a) Igual que en los problemas de flujo confinado, esta clase de
frontera corresponde a la superficie de contacto entre el suelo
infiltrado y un medic impermeable (frontera :impermeabled, que
constituye, como ya se dijo, una linea de flujo. En la figura 18
esta clase de frontera esti representada por la linea gH.
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b) La segunda clase de linea de frontera que se presenta en
problemas de flujo no confinado, al igual que en problemas de
flujo confinado, corresponde a la superficie de contacto entre el
agua y el suelo infiltrado, representada por las lineas BC ¥ OH
en la figura 15. Coma la carga de velocidad a lo largo de esta
frontera es practicamente despreciable 1la distribucién de
presiones se puede considerar hidrostatica, por ejemplo:
considerese gl punto j de la figura 15, situado sobre la linea pC
(frontera agua -~ suelo infiltradod 2 una profundidad =z con
respecto del nivel de la superficie libre dol agua en el embalse,
como la presién p puede considerarse hidrostatica se define por
la siguiente ecuacidn:

p=E=r, z €2.4.10

donde y es el peso especifico del agua. La carga de presidn,
entonces, queda definida por la siguiente ecuacidn:

YQZ

;E = -z c2. 4.2
o

si se considera la linea p como el plano horizontal de
referencia, la carga hidraulica total H en el punto g serd igual
a la carga de presién mas la carga de posicidn.

Hez + (- 22 = ht €2.4.3

donde ta es el tirante del embalse.

De acuerdo a la mcuacion €2.4.3), la carga hidraulica total
a lo largo de la frontera agua-suelo ({nfiltrado vale siempre lo
migsmo y es igual al tirante del embalse, por lo que esta clase de
frontera constituye una linea equipotencial, como ya se habla
mancionado anteriormente.

c) La tercera clase de linea de frontera, corresponde a la
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superficie que divide al agua gravitacional del agua capilar en
#l interior de la masa de suelo infiltrado. Esta superficie,
tione la caracteristica de poseer una presién igual a la
atmosférica en todos sus puntos constitutivos y constfituye 1!a
superficie de frontera superior del flujo de agua gravitacional.

Es obvio que no es posible el flujo de agua gravitacional a
través de esta clase de frontera, por lo tanto, estla superficie
de frontera es una superficie de flujo. En problemis de flujo
bidimensional, esta superficie corresponde a i1a linea superior de
flujo, también denominada linea aquipresidn. En la figura 18 esta
linea de frontera esta representada por la linea CFf.

En la préctica, es comun considerar una escala relativa de
presiones cuyo origen corresponde a la presién atmosférica, con
base en esto, la carga de presién a lo largo de la linea superior
de flujo sera nula y puesto que la carga de velocidad del flujo
se considera despreciable, la carga hidraulica total, a lo largeo
de la linea superior de flujo serd igual a la carga de posicidn

H=2z C2.4. 40

De acuerdo a la ecuacién anterior., la caida de carga
hidraulica entre dos puntos sobre la linea superior de flujo.
correspondientes a la iInterseccién de ésta con dos lineas
equipotenciales contiguas, corresponde solamente a una pérdida de
posicién, por lo que en una red de flujo se han de dibujar las
lineas equipctenciales que intersequen la linea superior de flujo
con Una separacidn vertical Ah cohstante, comd Se muestra en la
figura 18 (pigina 101).

A diferencia de lac dos primeras clases de fronteras
definidas en los incicos 2a) y b, para poder resolver un problema
de flujo no confinado, es necesario determinar la posicién y
configuracitn de la linea superior de flujc a partir de sus
caracteristicas hidraulicas, ya que no o conocen de ahlemano.

Es un problema singular 12 determinacién de la linea
tuperior de Tlujo, en problemas de flujo no confinado, cuyas
bases tedrlicas tamblén tienan fundamento en la experiencia, dicho
problema trasciende loxs modestos cbjetivos propuestos en esta

uEn el subcapitulo 1.1 de esta tesis, esta superficle se denomina
nivel frestico.
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tesis, el lector interesado puede consultar las. referencias
bibliograficas 4, 8, 7, 11, 13, 14 y 18, =i desea profundizar mas
sobre tan importante o interesante tama.

d) La cuarta clase de linea de froenterz corresponde a la
superficie de contacts entre el swelo infiltrado y el aire (linea
de descarga libre) representada por la linea Fg en la figura 18,

Al igual que la linea superior de (lujo, la linea de
descarga libre es una linea equipresidn, por gue la presion en
todos sus puntos constitulivos es igual a la atmosferica, por lo
tanto, con respecto de una escala de presiones relativa, la carga
hidraulfica total a Io largo de esta linea de {rontera es igual a
ia carga de posicién [ecuacidén (2.4.43). Sin embargo. sesta linea
de frontera no constituye ni Linea equipotencial, ni linea de
flujo, es simplemante una cara de descarga libre.

Iguzl que en la linea superior de flujo. en una red de {lujo
las lineas equipotenciales que intersequan la linea de descarga
libre, se& han de dibujar con una separacion vertical ah
constante, tal y como se muesira en la figura 18, y puesto gque la
linea de descarga libre no corresponde nl a linea eguipotencsal
ni a linea de flujo, eésta se 1nterseca tanto con }ineas
equipotenciales cama con lineas da fluyo, aunque no
necesar iamente er forma ortogonal .

La geometria de la linea de descarga libre esta determinada
de antemano por la forma de la superficie de contactec entre la
masa de suelg: infiltrado v el aire, no obstante tLamhiédn se cancce
de antemana el punto final de esta linea. el punto 1inicial
corresponde al punto de salida de la linea superior de flujo
Cpunte §F de la figura 15) y quedara determinado cuando
previamente se determine la lipea superior de flujao.

Por 1o general, en las fronteras se presentan puntos en los
que la teorta del poltencial no considera la separacion del flujo,
resultands que en estos puntos la condicidn de ortiogonalidad
entre las lineas equipotenciales y de flujo no se cumple, estos
puntos se les denomina puntos singulares, como ejenplc de estos
puntos se pueden menciconar a los cacoes de fronteras que presentan
Quiebres bruscos @ bien puntos que simulbaneamenle pertanecen a
una linea de flyjo y a una equipotencial. Estos puntas generar en
el trazo de la red de flujo cuadros denominados singulares, en el
subcapitulo 1I~4 de la referencia iblicgrafica 7, el lector
puede ceonsultar la correcta interpretaciédn respecto de estos
puntas singulares y la demostracidn de su validez.
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Frontera impermeable

FIGURA 14

Flujo confinado



FIGURA 15

Flujo no confinado.
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FIGURA 16
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la linea superior de fiyjo.
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25 METODO GRAFICO.

El meétodo grafico, también denominado método de la red de
flujo, es el método aproximado mias utilizado en ingenieria para
la resoclucién de problemas de flujo bidimensional y ciertos
problemas de flujo tridimensional con simetria axial.

Este método consiste en la elaboracién a mano de una red de
flujo. correspondiente a una regién de flujo bidimensional de un
problema especifico, a partir del trazo crdenade y conveniente de
cierte numerc de lineas equipotenciales y de corriente, que
satisfagan las condiciones de ortogonalidad y en la frontera
limitante de la regidn de flujo, sobre un esquema a escala de la
region de flujo del problema.

A partir del método grafico se pueden obtener datos bastante
confiables para fines ingenieriles, si en el trazo de la red de
flujo se tratan de satisfacer lo mejor posible la condicién de
ortogonalidad entre las lineas equipotenciales y de flujo, y las
condiciones en la frontera de la regidn de flujo. Por su costo
muy bajo con respecto a los demas métodos aproximados y por que
no se requiere domnar teorias matematicas demasiado complejas,
este método ha adquirido gran popularidad entre los ingenieros
que comunmente tienern que enfrentarse a problemas de flujo
bidimensional, ademas tiene la gran ventaja de crear una
concepcién objetiva de los fendmenos de fluje en quenes lo
aplican sistemiticamente.

La solucidn de problemas de flujo bidimensionales, a partir
de una i1magen grafica de éste @s sumamente sencilla, la principal
complicacién del métoda grafico es precisamente el trazo de la
red de flujo. Para un 1ingeniero experimentado en la materia,
quizd el ‘razo de la red de fluje no sigmifique mayor problema,
sin embargs, para la maveoria de los ingenieros no experimentados
Yy con pocas aptitudes artisticas en el dibujo, etz tarea puede
si1gnificar una gran desventaja que a menudo desmerece a tan noble
método. En las paginas 35 y 38 de la referencia bibliografica 7
se presentan algunoe consejos muy Utiles, con respeclo al tLrazo
de la red de flujo.

Como ya se ha mencicnado anteriormente, el numero de lineas
de flujo y equipotenciales de una regidn de flujo es infinito,
puesto que en cada punto de la region de fiujo @l agua Ltiene una
velocidad y una carga hidraulica. El trazo de todas las lineas de
flujo y equipotenciales posibles darfa como resultado una mancha
uniforme en toda la regién de f(luje, de la cual no se podria
obtener ningun rasultado practico. Para poder obtener informacién
adecuada de la red de flujo, es necesario no trazar todas, sino
algunas de las 1nfinitas lineas de flujo y equipotenciales, de
acuyerdo a una convencion que permita aprovechar eficientemente la
red de flujo resultante.
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La convencidn sugerida por varios ingenieros experimentados
en el analisis de problemas de flujo bidimensional., consta de los
siguientos dos lncises:

a) Dibujar las lineas de flujo de tal manera que el gasto 4q qQue
pase entre cada dos de ellas sea el mismo.

bd Dibujar las lineas equipotenciales de tal manera que la caida
de carga hidrAulica Ah entre dos lineas equipotenciales
contiguas sea la misma.

De esta forma se obtiene una red de flujo formada por I
canrles de flujo y Jte caidas de potencial.

El valor ce la relacién Jr-Ma, depende solamente de la forma
de la region de flujoe, este valor, denominade facteor de forma, se
representa por el simbolo Fr

Fr = 3t 2.5.1>

En las figuras 14 (pagina 993 y 15 (pagina 100>, se muestran
dos ejemplos de redes de i'lujo para problemas de flujo confinado
y ne confinado respectivamente.
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2.6 DETERMINACION DEL GASTO UNITARIO A PARTIR DE LA RED DE FLUJO.

Una de las aplicaciones inmediatas de la teoria del flujo
con potencial utilizando el método grifico, es la determinacién
del gasto unitarico o por unidad de ancho a través de una regién
de flujo especifica.

En la figura 17 Cpagina 107). se presenta el fragmento de
una red de flujo, puesto que el andlisis del flujo es
bidimensional, el tubo de flujo formade por las lineas de flujo
yuv ¥ W tendrid un espesor unitario normal a la hoja de papel.

El gasto unitario en el tubo de flujo es igual a la
velocidad media de descarga del flujo, por el area de la seccidn
normal al flujo, de acuerdo a la ley de Darcy, la velocidad media
de descarga vale:

v = - ki (2.6.1>

E]l area de la seccién normal al flujo es igual a la altura a
por el espesor unitario, entonces, por continuidad el gasto en el
tubo de flujo vale

Aq = va = -~ kai 2.8.2>

En la ecuacion anterior, el gradiente hidraulico t es igual
a la caida de potencial entre las lineas equipotenciales o y ¢i,
que es igual a &h entre la distancia media rocorricda por el agua
de pi a py que es b

(2,.6.3)
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Substituyendo la ecuacién (2.8.3) en la ecuacisn (2.8.22, el
gasto unitaria por el tubo de flujo también puede expresarse de
la siguiente manara:

Aq =k§Ah cz.8. 4>

El gasto unitario total q, a traves de la regién de flujo.
sera igual a la suma de los gastos unitarios parciales de cada
tubo de flujo gue conforman la red. Por el primer inciso de la
convencién adoptada para el trazo de la red de flujo, el cual
contempla que por cada dos lineas de flujo contiguas de la red
debe pasar el mismo gasto unitario a4q y considerando que la red
de flujo que se utiliza para el calculo del gasto cumple con esta
condicién, el gasto unitario total q a2 través de la region de
flujo, queda definido por la siguiente ecuacioén

q = aq T 2.5 85

Substituyendo la ecuacitn (2.8.4) en la ecuacidn C2.56.5), ol
gasto unitario total g también se expresa de la siguiente manera:

q=k£—Ah5h cz.8.8

Considerando que la red de flujo que se utiliza también
cumple con el segundo inciso de la convancién adoptada para el
trazo de la red de flujo, la catda de potenciral Ah entre cada dosz
lineas equipotenciales contiguas serd la misma y la2 caida de
potencial total h entre las lineas equipotenciales exiremas sera:

h = Ah e 2.8.7
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Despejando Ah de la ecuacién (2.6.7) y 'subsLiLuyendolc an ‘la
ecuacién (2.8.68), se obtiene la siguiente ecuacidn: ;

z2.8.8)

a
"
x
T

Uik
28
s

En una red de flujo de un problema de flujo ideal,
bidimensional, establecido e incompresible, las magnitudes q, k,
b, 9 y e son constantes, esto implica que la relacidén asb
también debe ser constantie.

Para satisfacer las condiciones de los incisos ad y b) de ia
convencién adoptada para el trazo de la red de flujo, los
rectangulos curvilineos que se forman en la red, deben ser
same jantes, esto es, la relaciédn entre el ancho a y el large b de:
todos los rectangulos curvilineos de la red debe ser la misma.

Si el trazo de la red de flujo e hace de tal manera que en
lugar de rectangulos curvilineos sa tengan cuadrados curvilinecs,
entonces a = b y la relacién asb valdra la unidad, de esta forma
se tiene la ventaja de permitir evaluar a simple vista la calidad
de la red de flujo y de simplificar significativamente el calculo
del gasto unitario, por esta razén, bién vale la pena trazar la
red de flujo siempre tratando de obtener cuadrados curvilineos,
s1 se considera que todas las redes de flujo a ut:ilizar estaran
conformadas de cuadrados curvilineos, Lla  expresion (2.8.8)
adquiere la siguiente forma:

q=nh${- 2.6.®

La relacién M1 %le es el factor de forma. representado con el
simbolo Ff, el cual se definié en el subcapitulo 2.5 de esta
tesis lecuacién €2.5.15). El gasto unitario total a través de la
regi¢én de flujo considerada se puede calcular con la sigquiente
ecuacidn:

q =k hFr 2.6.10
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FIGURA 17

Cuadrado curvilineo
de una red de flujo.
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2.7 CALCULO DE LAS PRESIONES HIDRODINAMICAS
A PARTIR DE LA RED DE FLUJO.

El método de la red de flujo permite calcular las presiones
hidrodindmicas en el agua que se infiltra a través de una regidn
de flujo, de manera practica y sencilla.

Por ejemplo, suponiendo que se requiere calcular las
presicnes hidrodinamicas del agua que se infiltra en el estrato
de suelo permeable de la figura 18 (pagina 112), puesto que la
carga de velocidad del flujo de agua a través de un medio poroso
es practicamente despreciable, la carga hidriulica en cualquier
punto de la regién de infiltracidn sera igual a la altura
piezométrica del agua en dicho punto

h=P 42 €2.7.13
'

La carga de presidn del agua en cualquier punto de la region
de infiltraciédn se puede obtener a partir de la ecuacidén C2.7.1),
considerande la pérdida de potencial en el lugar del punto en
cuestidn, asi, para el punto i1 de la figura 18, localizado en la
interseccién de la 3% linea equipotencial (la primera linea
equipotencial de la red de flujo de la figura 1B, corresponde a
la linea de frontera ARY, con la linea de frontera Bc, la caida
de carga hidraulica es 24h y la carga hidriulica en el punto 1
seri igual a la carga hidriulica total h a la que esti sometida
la regién de flujo, menos la caida de poltencial al punto en
cuestion (que se obliene contando las lineas eguipotenciales
antes del punto), que para el punto 1 es 2Ah, entonces la carga
hidriulica en el punto 1 vale h - 24h y la carga de presién vale:

pl
L - h-2-2 2.7,

Para determinar la carga de posicion es necesario definmir un
plano heorizontal de referencia, el cual puede ser cualquiera, en
la figura 18, se eligio a la linea AG como el plano horizontal de
referencia (P .H.R.D.



109

‘Todo punto por arriba del plano horizontal de referencia
tendri una carga de posicién positiva, la cual sers igual a la
distancia vertical entre el punto ¥y el plano horizontal de
referencia, por el contrario, todos los puntoas abajo del plano
horizontal de referencia tendran una carga de posicién negativa y
su magnitud serad igual a la distancia vertical entre dicho punto
y ol plano horizontal de referencia.

Si ce define como z1 la distancia vertical entre el punto 1
y el plano horizontal de referencia AQ., como este punto esta
abajo de dicho plano, entonces la carga de posicidén de este punto
es negativa y vale -z, substituyendc esta carga de posicidn en
la ecuacidn (2.7.2), se obtliene la expresién que evaltia la carga
de presiédn del agua en el punto i

Pl
= = h - 2h o+ 2.7.3>.

w

El resultado cbtenido en la -ecuacidn anterior también es
posible oblenerlo directamente del esquema de la regién de flujo
en el que se ha trazado la red, para ello es necesario trazar una
vertical de magnitud igual a la carga hidraulica total a la que
esta sometida la regidn de flujo, Crepresentada por h en la
figura 182, con su extremo final en contacte con el plano
horizontal de referencia; luego Aividir esta vertical de magnitud
h en el numero de caidas de potenciai Jle de la red. en tramos Ah
iguales, (para ol caso de la red de la figura 18, la cual cuenta
con 18 caidas de potencial, la vertical de magnitud h tiene 18
divisicnes iguales y la distancia vertical de cada divisién es
AhY; tracense lineas horizontales en €] inicio de cada divisidén
de la wvertical de magnitud h, que corresponderan a cada una de
las caitdas de potencial de la red.

Por ejemplo, para cbtener la carga de presién del punto 1,
de la figura 18, el cual estd en la segunda cajida de potencial
Ctercera linea equipotencial), se traza una vertical comenzando
en la tercera linea horizontal (la primera es la linea 03 vy
terminando en la horizontal que pasa por el punto 1, la magnitud
de la distancia de esta linea vertical es igual a la carga de
presién del punto 1, en la unidad de longitud considerada en el
esquema. De igual manera se puede proceder para calcular la carga
de presion del agua en cualquier punto de la region de flujo.

Si se define come m al numero de caidas de potencial a un
punto cualquiera de la regién de flujo, por ejemplo. para el
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punto 1 de la figura 18, m sera igual a 2 por que 1 esta en la
segunda caida de potencial de la red de flujo, para el punto 2, m
serd igual a 2.5 por que el punto 2 estid a tres veces y media
caidas de potencial, para el punto 3, m=9, etc., entonces ss
puede definir una expresién que premte calcular la carga de
presién en cualquier punto @ de la regidn de flujo

P,
[ h
A=h-mp--z €2.7.42
o
o bién,
.
g h[l. - "'-] -z 2. 7.9
r [ ]

Para obtener la presidn p en cualquier punto t de la region
de flujo, basta con despejar P de la ecuacidn (2.7.5).

El agua que fluye a través del suelo, ejerce una presién
hidrodinamics sobre las particulas del suelc, que gaeneran empujes
hidredinamicos en la direccidn del flujo, cuya magnitud depende
sobre todo del gradiente hidraulico prevaleciente.

Si se considera un fragmento de una red de flujo, como el
que se muestra en la figura 17 <Cpagina 1072, la presiodn
hidrodinamica que ejerce el agua sobre las particulas del suelo
en la seccién a de espesor unitario, del cuadrado curvilineo
vale:

p. =y &h cz.7.8)

LLa pérdida de carga hidraulica a4h se transmite a las
particul as del suelo por el efeclo de la viscosidad del fluido.
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El empuje hidrodinamico generado por la presion
‘hidrodinamica P, vale: R

J-*p~a=ra,Aha : c2.7.7>

Por -lo .general, los empujes hidrodinadmicos se expresan por
unidad de volumen, para el cuadrado curvilineo considerado seria:

S ANy a )
J o _ Ah
35373 "T.F 278
a bién,
Jj=r 1 a,7.9

Para calcular cualquier fuerza de filtracidén en la direceién
del flujo, actuante en el centroide de un cuadreo curvilineo de
una red de flujo, basta multiplicar el segundo miembro de la
ecuacién €2.7.9), por el volumen del cuadrado.

Los fendmenos de estabilidad, tubificacion y ebullicidn de
los suelos, estan intimamente relacionados ¢on la magnitud de las
presiones hidrodinimicas del agua que fluye en su interior.
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FIGURA 18

Prasiones hidrodinamicas del agua de infiltracién
en una region de flujo.
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2.8 CALCULO DE VELOCIDADES Y GRADIENTES HIDRAULICOS.

El calculo de las velocidades y gradientes hidrauylicos del
agua en lcs puntos de una regidn de flujo, a parti:r de su red de
flujo, es sumamente sencillo, basta con trazar el segrento de
linea de flujo que le corresponda al punto en cuestidn; el
gradiente hidraulico del agua en diche punto sera igual a la
calda de potencial Ah correspondiente a las lineas
equipotenciales contiguas entre las gque se encuentre el punto
dividida entre la magnitud del segmento de linea de flujo
correspondiente al punto en cuestion, contentda entre dichas
lineas equtpotenciales,

Por ejemplo, si se requiere calcular el gradiente hidrédulice
del agua t en el punto v de la figura 19 (pagina 114>, el cual se
encuentra localizado entre las Llineas equipotenciales oy ej
cuya caida de poctencial de una a otra es 4h, tracese el segmento
de linea de flujo wr que pasa por r y mdase su Jlongitud
contenida entre las dos lineas equipctenclales consideradas. que
para el caso del punto v de la figura 19 es b, entonces el
gradiente hidraulico del agua en el punto r vale:

(2.8.12

De requerirse mayor precitién en el valor del gradiente
hidraulico en e! punto considerado, se puede subdividir el
cuadrado curvilineo de la red de flujo, en &l que se localiza el
punto en cuettidn en cuadrados mas pequeflos conteniendo siempre
al punto en cuestidn.

La magnitud de la velocidad del agua en cualquier punto de
la regidn de flujo, se puede abtener. de acuerdo a la ley de
Darcy., calculando el gradiente hidraulico del agua en el punto de
interés y multiplicandole por el ¢ueficiente de permeab:ilidad del
suelo, por ejemplo:

v o= -k = k2D z.8.2

La direccion de la velocidad del flujo en el punto
considerado sera tangente a la linea de flujo respectiva en diche
punto y el sentide de la velocidad sera igual al sentido del
flujo.
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FIGURA 19

Cdlculo de velocidodes y gradisnies
hidrdulicos de una red de fiujo.
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341 FLUJO LAMINAR ENTRE PAREDES PLANAS, PARALELAS.

Por el afio de 1898, Sir George Gabriel Stokes (1819 - 19300
presenté un analisis matematico de un fiujo laminar y
establecido, de un liquido viscoso entre placas planas,
paralelas, ligeramente separadas Crepresentado graficamente en la
figura 20, pagina 133), damos.tirando que tal flujo puede derivarse
de un potencial bidimensional .

Considerando las caracteristicas hidraulicas del flujo
laminar., incompresible, establecido y umiforme, en la ecuacién
constitutiva y fundamental de la mecanica de los fluidos, también
conocida como “ecuacién de Navier-Stokes", se obtiene una
ecuacién simplificada denominada “ecuacién de Stokes™, con la que
se pusde analizar este tipo de flujos.

La ecuacién de Navier-Stokes puede expresarse de la siguiente
forma:

pa = pH - 9p + uTou + Luocoeu €3.1.1

Los términos constitutivos de la ecuacién de Navier - Stokes
son de caracter vectorial y correspoenden a los conceplos
previamente explicados en esta tesis.

La determinacién de la ecuacién de Navier - Stokes sobrepasa
los objetivos propuestos en esta tes)s, el lector irteresado en
el tema puede consultarle en cualquier libro de mecinica de
fluidos, o bién, #n cualquiera de las referencias bibliograficas
g9, 10 & 18.

“De Wiest, Roger J. M., GEOHYDROLOGY. New York, John Wiley &
Sons, cl983, p. 322,
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En la mayoria de los cascs los liquidos pueden suponerse
incompresibies, lo que permite introducir la condicién de
incompresibilidad [ecuacién (1.12.13)] en la ecuacién de Navier
-Stokes, obteniendo la siguiente ecuacidn:

pa = pH - 9p + pWu ¢3.1.2

1a aceleracidn del flujo, respecto a un - sistema de
refarencia cartesiano, puede expresarse de la siguiente manara:

a=a, 1+ ay J+a, k 63.1.3)l
donde:
a -dux=_aux4_—ovxg+___ouxg¥+—oux£ €3.1.4. 20
x dt at ax dt dy dt 0z dt
-4 [:47] av v du
a =¥ . ¥, yedx  Vydy, Tyds 31,40
¥ dt ED ax dt dt az  dit
o sz e, Mo Mgy Mo 31,409
z dt at ax dt ay dt az dt
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o bién,

au_ v o av_
a = X4y X 4o X v, — €3.1.5:a2
e Fex Y ooy az

v v v s
a w2 gy My Moy Y €3.1.5.b
,y‘ R P TR Vigyiih o® gz :

o e, du, oy, :
a =___=_4..,,x_..¢u v, — €3.1.5.c)
2. a ox Y ay az

A la derivada parcial de la velocidad con respecto al tiempo
se le denomina aceleracidédn local y corresponde a la variaci6n de
La velocidad del flujo en el transcurso del tiempo., Si se
considera que la aceleracidn local del flujo es despreciable, se
dice que el flujo es permanente & establecido y para esta
condicién las componentes de la aceleracidn pueden expresarse de
la sigulente manera:

aux aux a"x

ax=ux—*u ~uz-—- (3.1.8.a)
ax Y oay oz
Ouy wy auy

ay=ux-——¢v — t v, —= (3.1.6.b)



x ouz avz
az-ux—+'u —-fvz-— (3.1.6.c3
ax Y ay 3z

Las ecuaciones antericres corresponden a las componentes de
la aceleraciédn denominada convectiva, que se define como la
variacién de la velocidad del fluje con respecto al cambio de
posicioén., Si la aceleracion convectiva del flujo es despreciable,
se dice que el flujo es uniforme.

En flujos permanentes, confinados por conductos de seccidn
constante, no puede haber variacién de la velocidad en la
direccidédn del movimiento, pues esto implicarfa una varifacién en
el gasto, que de acuerdo al principio de continuidad [ecuacidén
C1.7.1)) esto no puede ser posible y se puede afirmar de antemano,
que estos flujos son uniformes.

Para el flujo laminar, incompresible, establecido ¥
uniforme, La ecuacién de Navier-Stokes puede expresarse en la
siguiente forma:

0 = pM - Up + Py €a.1.7>

Por lo general las fuerzas de masa actuantes en el flujo son
producidas por la accidén de la gravedad, en este caso, la fuerza
masica M esta definida por la ecuacidn (C€1.8.4) que es la
siguiente: .

M = —gk
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Ahora bieén, el vector unitario k es igual ‘al.gradiente de la
direccién =z, esto aes: R ;

Vz=-:z—xl+g—;_)¢%k=k : 318

entonces, la ecuacidn <1.8.4) también puede exprasarse de Jla
siguiente manera:

M = -g¥z c3.1.ay

Por lo general el valor de la gravedad se puede considera
constante, por lo que la ecuacién (3.1.9) también se puede
ascribir en la siguiente forma:

M = -UCgzd £3.1.10>

De la ecuacién anterior se puede observar que las fuerzas
masicas M admiten un potencial § expresado de la siguiente forma:

¢ = -g2 £3.1.131>

entonces, existe un escalar funcidn de los puntos del espacio
ocupado por e! flutdo

H = V2 : 3.1.12>
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Si el fluido se puede suponer incompresible su densidad
puede considerarse constante. Si se substituye la ecuacidn
C3.1.10) en la ecuacidn €2.1.7) se obtiene la siguiente ecuacidn:

0 = -Vgp2d - Ip + uvau €3.1.13

y por la propiedad del operador gradiente expuesta en la ecuacién
€3.2.4.a), la ecuacidén anterior también puede escribirse de la
siguiente manera:

O = ~¥p + gpzd + uVu €3.1.14>
© bieén,
uou = Wp + gp2d €3.1.1%

Por la ecuacidédn. (1,3.3> p .= gp, entonces la " ecuaciédn
anterior también puede expresarse como sigue: .

pvau = Wp + y22 : €3.1.183
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Come g es constante y p es constante, entonces ) también
debe ser constante. Si se divide a ambos miembros de la ecuacién
anterior entre y se obtiene la siguiente ecuacidén:

By =9[Ry s €3.1.17)
v rd

El segundo miembro de la ecuacidén anterior es el gradiente
de la altura piezométirica, representado por h de acuerdo con la
ecuacién €1.11.18), entonces la ecuacidn €3.1.17) también puede
oscribirse de la siguiente forma:

;VEU=Vh €3.1.18

La ecuacidn anterior se conoce con el nombre de "ecuacidn de
Stokes" y constituye la ecuacidn fundamental para el anilisis del
flujo laminar, incompresible, uniforme y establecido.

S1 se considera el flujo representado en la faigura 20, en el
cual la componente de la velocidad en la direccién 2 vale cero
por que el flujo no puede atravesar las parsdes que lo confinan,
ta ecuacién de Stokes se puede expresar de la siguiente manera:

Ty aaux Oaux oh
;_f b * 1= €3.1.19.a)
ax ay oz

§ =3;J €3.1.19. b
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_ oh
O"BEK €23,1.189.¢2

Una conclusion importante se obtiene de una simple
inspeccidén de la ecuacion €3.1.19.¢2: la presién se distribuye
hidrostaticamente eon dirsccidén normal a las placas (direccidn z),
resultando que en cualquier punto del campo de flujo el gradiente
de la altura piezométrica, en cualquiera de las direcciones x &
¥, es completamente independiente de la direccidn z. Aunque la
magnitud de la velocidad del flujo varte en direccidn normal a
las placas por efecto de la viscosidad del fluido, la altura
piezométrica debe permanecer la misma.

Por la propiedad de viscosidad, la velocidad del flujo en
contacte con las placas vale cero, aumentando a medida que se.
incrementa la distancia en direccidn normal a cualquier frontera
de la regidn de flujo, por esta razén, la magnitud mixama de la
velocidad se alcanza en un plano paralelo y equidistante a las
placas Cver figura 21, pagina 134). Este gradiente de velocidades
es inversamente proporcional a la distancia entre fronteras; en
las direcciones correspondienites a los ejes x y y las distancias
entre fronteras son muy grandes en comparacidn con la separacidén
entre placas Cdistancia entre fronteras en la direccidn 23, por
la que la variacién de la magnitud de la velocidad del flujo en
las direcciones x y y sera insignificante en comparacién con la
que experimenta en la direccidn 2. bajo esta consideracion, las

derivadas parciales de las componentes v,y vy con respecto a x y
Y, ¥ sus respectivas segundas derivadas valen cero, esto es:

2
x 4 UX
a___.z(); =0 €3.1.20.ad
X
dx
au ﬂau
.E’_‘.zo; == =0 €3.1.20.0)
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Introduciendo las condiciones (3.1.2Q0)
€3.1.19) se obtienen las siguientes ecuaciones:

2
udux ah
[ 2"‘3;1
LA

2

s

BTy, o
¥ a. Y
0=

en las
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€3.1.20.¢2

€3.1.20.d4)

ecuaciones

(3.1.21.a)

€3.1,21.8)

€3.1.21.cd
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Las ecuacicnes €3.1.21.a) y (3. 1 21.Db) pueden integrarse cen
respecto a la direceidn =z,

g > c3.1.22.2)
a2

M

= ¢3.1.22.b)

r

efectuando la intergracién se obtienen las siguientes ecuacicnes:

du

u x . oh

7 3 x 2 ¢c,i €3.1.23.a
.53

gy, ¢%h

v "%y z + cyl €3.1.23.b)

La velocidad del flujo seria maxima cuando su derivada con
respecto a z es igual a cero, come ésta se alcanza en el plano
2=0 entonces las constantes de integracidén Cx1 y Cy1 valen cero y

las ecuaciones (3.1.23) se expresan de la siguiente forma:

3,2
o

z 3.1.2¢.a0

Nz



126

y -

L)
H =
y oz

3

€3.1.24.

Yolviendo a integrar las ecuaciones anteriocres con respecto
a z, se obtienen las siguientes ecuaciones: -

o 2V
I;ol—-—dz J.-—-zdz (3.1.2$.a)
du
H Y - |oh :
J; = dz IW z dz (3.‘1>25.b)
o bién,
B .1 2
rux-a——-oxz *Cxa €3.1.28.a>
1 1 oh 2
gy 5 a2 +-C .1.28.
r Yy E,Wz Yz €3.1.206.bd
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Nuevamente, considerando que la velccidad maxima del flujo,
representada con el simbolo vmax, sucede en el plane 2z=0,
entaonces, ilas constantes c"a Yy Cy2 de las ecuaciones (3.1.26)

quedan definidas en la forma siguiente:

xR

ymax,, = Cx €3.1.27.ad>

)

Umaxy = Cy2 €3.1.27.b)

Substituyendo las acuaciones (3.1.27> en las respectivas
ecuaciones €3,1.29) se obtienen las siguientes ecuaciones:

By =L28h 2 o ¢3.1.28.2>
Yy x 2 ax 4 x

o = Loh 2w, ca.1.28.m)
ruy a r ﬂ\ﬂ—‘y . . -

Considerande que el valor de la velocidad del flujo en
contacto con las paredes vale cero, esto es: v Oy uy= O para z

= tb, el valor de las componentes de la velocidad maxima del
flujo quedan definidas de la siguiente manera:

= =+ .
v, ¥ vy O para z *b, entonces:

oh

(+% = 0 €3.1.20. 2>
ax

Umax  +

~w
X
[ o



o bién,

2

. _br
vwx -
2

Umax = - ‘2%

vy substituyendo las ecuaciones

oh
ax
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esi1i2e.bd

€3.1,30.a>

€3.1.30.b2

respectivas

ecuaciones (3.1.28) se obtienen las siguientes ecuaciones:

oh 2
x

xIiE
(4
]
1 Lad
L]

=T
<
]

A
]

éh
ax

€3.1.31.2)

€3.1.31.p
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Desarrollando las operaciones algebraicas indicadas en las
ecuacionas anteriores, se obtienen las ecuaciones que definen las
componentes de la velocidad en cualquier punto de la reg:én de
flujo, que son las siguientes:

2 2
_ 2 - &7}y én
v, = = = €3.1.32.2)
2 2
. le” = by o
vy E b C3.1.32. b2

Por simple inspeccién de las ecuaciones €3.1.32) se concluye
que la distribucién de velocidades del flujo es parabdlica, tal
como se representa en la figura 2.

El valor miaximo que puede tomar la ordenada z dentro de la
regidn de flujo es b y el minimo es -b, por lo que za es siempre

menor ¢ 1gual a C:b)a, resultandc que el primer término, del
segundo miembro, de las ecuacicnes (4.1.32) es siempre negativo;
cemo la velocidad del flujo es positiva el gradiente de la altura
piezométrica también debe ser negativo,

Definir magnitudes medias de las caracteristicas hidraulicas
del flujo, por lo general simplifica considerablemente el
anadlisis y proporciona un enfoque global de mayor ut:ilidad. Las
componentes de ta velocidad media representativa de la
distribucion de velocidades, para ei flujo laminar entre paredes
planas, paralelas. representada por e! simbolo ur, s5e definen de
la siguiente forma:

1
um —Ej'gu dz €3.1.33. 2)
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. .
Y te v, ez €3.1.33.B)

Substituyendo las ecuaciones (3.1.32) en las respectivas
ecuaciones (3.1.33) se obtienen las siguientes ecuacicnes:

2 2
_1 !z -b Er éh
um = & I0 =5 5 d= €3.1.34.2
! 2 21
1 z - b Jr ah
= = il dz €3.1.34.b)
vy, bE EIm 3y

y "efectuando la integracion de las ecuaciones anteriocres, se
obtienen las siguientes ecuaciones que defimnen las componentes de
la velocidad media del flujo:

. )
= ‘?5’2 €3.1.38. 20

(3.1.35.b)

§

|

|
2
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Comparande las ecuaciones €3.1.30) con las ecuaciones
€3,1,38), se puede apreciar que el valer de la velocidad media
del flujo es dos tercias del valor de la velocidad maxima, esto
es:

2
Um = = Umox €3.1.386)

Si se substituyen las ecuaciocnes (3.1.32) en la ecuacién ‘de
continuidad para fluje incompresible y permanente {(condicidén de
incompresibtlidad, ecuacién C€1.12.131]), se ootiene la laplaciana
de la altura piezométrica h, estoc es:

2 2
%*agﬂo <3.1.373
ax ay

La ecuacidn anterior muestra que la altura piezomdtrica h =
p/y + = para las condiciones del flujo representado en la figura
20 satisface la ecuacién de Laplace,entonzes existe una funcién
escalar bidimensional de ia que se pueden dertvar las componentes
de la velocidad en el plano xy, esto es: existe un potencial de
valocidades ﬂz que lLiene la forma siguiente:

z2 -ba
3 = = Yk €3.1.38)

El potencial de velocidadex expresadoe por la funcidén
(3.1.38) esta restringido a cualquier plano paralelo al plano xy,
separados una distancia 2z eh direccith normal a ambos en la
regién de flujo.
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Substituyendn las ecuaciones (3.1.35) en la condicién de
incompresibilidad se demuestra que también existe un potencial
para la velocidad media del flujo que tiene la siguiente forma:

m = — ==~ h €3.1.3a

No obstante se ha establecidoc que wun potencial de
velocidades scolamente es posible en flujos ideales, se debe
recordar que las funciones (3.1.38) y (3.1,39) son &! resultado
de considerar despreciable el gradiente de velocidades en las
direcciones x y y, de lo que se concluye que: un potencial de
velocidades solo puede existir en un flujo viscosc si no axiste
aceleracidn apreciable del flujo en 1la direcciéon de su
movimiento.
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FIGURA 20

Flujo laminar, incompresible,
permanente y uniforme,
entre placas planas paralelas.
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velocidad mdximo

FIGURA 21

Flujo laminar, incomprasible,
permanente y bidimensional,
antre dos placas planas,
paralelos y horizontales.
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3.2 PERDIDA DE ENERGIA POR FRICCION.

La friceidén desarrollada en el movimiento de un fluido
viscoso, provoca una disminucidén de su energia en direccidn de su
movimi ento.

En los flujos uniformes no existe variacién de la
distribucién de velocidades de una seccién a otra, por lo que
tampoco habri variacién de la energia cinética en direccidén del
movimiento, la energia requerida por ol flujo para vencer las
fuerzas de friccién que se oponen al movimiento, es proporcionada
por la energia piezométrica, provocando una disminucién de ésta
aen la direceidén del flujo.

Por el afio 1850, Darcy. Weisbach y otros investigadores
chtuvieron experimentaimente una ecuacidn para caleular la
disminuciéon o perdida de la energia por friccidén, en flujos
confinados , expresada en la siguiente forma:

ym

L
W= i €3.2.1>

los términos que tntegran la ecuacidn anterior corresponden
a los siguientes conceptos:

hf representa la pérdida de energia del flujo por friccién,

f se denomina "coeficiente de fricciéon”, no tiene dimensiones. En
flujos laminares este coeficiente depende exclusivamente del
valor que adquiere el numero de Reynolds y en los flujos
turbulentos este coeficiente depende tanto del valor del namero
de laynolds. come de la rugosidad £ de las paredes del conducto
en contacto con el flujo,

L es la longitud considerada en la direccién del flu)o para el
calculo de la pérdida de energfa por friccidn,

de representa la magnitud del diametrc correspondiente a la
circunferencia inscrita en la seccidn del conducto,

vm es la velocidad media del flujo,

uSoLel.c Avila, Gilberte, Op. cit., p. 278.
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g @s el valor de la aceleracién de la gravedad.

A la variacién de la energfa del flujo con respecto a la
direccidén de su movimiento se le denomina: “pendiente de
friccién", se representa con el

simbolo 8f y se puede expresar,
un sistema de referencia local tal que la coordenada
curvilinea s sea igual a la direccidén del flujo y r el
instantéineo de curvatura, de la siguiente manera:

respecto a

radio

dht
8 = - 2L 3.z2.2

En flujos confinados por conductos de seccioén constante  y
eje longitudinal recto, la varifacién de la energia es constante y

la pendiente de friccion también puede expresarse de la siguiente
forma:

_ dht ht
8¢ = - —— = — /— = constante €3.2.3
Substituyendo la ecuacién C3.2.1) en la ecuacién ant.eric}".'
se obtiene la siguiente ecuacién:

2
vm

w

-

[}

f
Q.l\
n
V)

€3.2.4)
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En los flujos uniformes la pendiente de friceién as igual a
la wvariacién de la altura piezoméirica con respecte a 1la
direccién del flujo, esto es:

9c=gs—h=:-; @»z] €3.2.%

En la figura 22 (pigina 143), se presenta una interpretacisn
grafica de la variacién de la energia del flujo por friccidn.

El coeficiente de friccidén f para el flujo laminar,
incompresible, uniforme y permanente, confinado por fronteras
planas, paralelas, ligeramente separadas, {como el representado
en la figura 20 (pagina 133)], pueds determinarse a partir de
cualquiera de las ecuaciones que definen las componentes de la
velocidad media del flujo (ecuaciones (3.1.38)], si se considera
Ia direceidn x, la variacién de la altura piezométrieca con
respecto a esta direccién se expresa de la siguiente forma:

=— = - =3 um £3.2.6

St se multiplica y divide simultaneamente el segundo miembro
de la ecuacidn anterior por 8 g um_ . la igualcdad no se altera y

se obtiene la siguiente ecuacidn:

oh 3u 8 g vm,

.._.-.———a—u

I €3.2.7
ro

" e
xagumx
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. .Realizando: operaciones algabraicas an 1a ecuacxén aanr.\or.
se obLiena lo siguiente: .

=4
ﬁ=_24g1u"" c3.2.8
ax e P Um_ T2g

De la ecuacion (€1.9.2) se tiene que el coeficliente de
viscosidad cinematico del fluido v, es fgual al coeficiente de
viscosidad din&mico i entre la densidad del fluido p, de esta
forma la ecuaciéon (3.2.8) también puede escribirse de la
siguiente forma:

2
vm
%=_24_E;:__2L 3. 2.®m
4b x °6
o bién,
um 2
dh_ 24 v x
3" T 25 55 um, 2 €3.2.10

El diametro Jdc de ia c<ircunferencia 1nscrita entre las
placas planas, paralelas {(separacién entre placas) que confinan
el flujo representado en el esquema de la figura 20, es i1gual a
dos veces la distancia b, esto es:

de = 2b c3.2.11)>
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y substituyendo la ecuacién: anterlor en. 1a. ecuacién C3 2.10), se
obtiene la siguiente ecuacion: ey

: um . .
Sh B4 oo X ¢3.2.12)
ax

#c de um X

Para el caso de flujos confinados por conductos de seccitn
constante,” el numero de Reynolds se define de la siguiente forma:

R -l €3.2.13

de esta manera, la ecuwacién (3.2.12) se puede escribir de la
siguiente forma:

35 C3.8.142

Ahora bién, si se comparan las ecuaciones (3.2/4) y €3.2.5),
se obtiene la siguiente ecuacidn:

8!=d—s=-—§;—2—é €3.2.1%

y substituyendo la ecuacidn anterior en la ecuacisn (3.2.14), se
obtiene ol valor del coeficiente de friccién f para el flujo
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lamipar, incompresible, uniforme y establecido, confinado por
fronteras planas, paralelas, que as el siguiente:

Jj === 3. 2.1

El valor del coeficiente de friccidon definido por 1la
ecuacidén anterior, es vilido tanto para paredes rugosas como para
paredes lisas siempre y cundo el flujo confinado por dichas
paredes sea laminar, esto es, cundo el valor del numero de
BReynolds del flujo sea menor a cierto valor critico, el cual
define el 1nicio de la zona de transiciéon de flujo laminar a
flujo turbulento. Santig y Aravin propusieron el valor de 1,000.
como valor critico, siendo este valor sumamente conservador
respecto al valor propuesto por Poiseuille.

Alrededor del afio 1846, el médico y fisice frances Jean

Poiseuille (1799 - 1869) fué el primer cientifico en determinar
matematicamente el valor del coeficiente de friccion f en flujos
laminares, conf i nado por conductos de seccién circular,

demostrando que dicho factor es independiente de la rugosidad de
las paredes del conducto en contacto con el flujo y valido para
valores de_]a numero de Reynolds del flujc menores al valor eritice
de 2, 300. Este resultado ha sido ampliamente comprobado por
varios invest.xgad;-:l_;es entre los que se puede nombrar a Nikuradse,
Colebrook y White . El factor de friccién para flujos laminares
confinades por conducteos de seccidén circular se define como
sigue:

;= =2 €2.2.17

e Wiest, Roger J. M., Op. cit., p. 325.
*sotelo Avila, Gilberto, Op._cit. . p. 279.

*"Ibid., pp. 280 - 283.
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LLa deduccién del factor de friccién para conductos
circulares, se puede realizar a partir de un proceso similar al
efectuado en la determinacién de la ecuacidn (3.2.16>, no
obstante este desarrollo no se presenta en esta tesis el lector
interesado en el tema puede consultarlo en el anexec B, de la
referencia bibliografica 17.

Al flujo lamipar, incompresible y establecido, confinado por
fronteras ps]éa;naas. paralelas, también se le denomina "flujo de
Poiseutlle">"”? en honor a Jean Paoiseutlle.

St la direccion del flujo estd contenida en un plano
horizontal, siempre ortogonal a la direccién de la gravedad, la
energia de posicién del flujo sera siempre la misma a lo largo
del movimiento y la energia necesaria para vencer las fuerzas de
friccién que se oponen al movimiento, la proporciona la energfa
de presién.

En el esquema de la figura 23 (pagina 144D, se presenta una
interpretacidn grafica de la variacién de energia del fluyo
taminar, incompresible y establecido, confinado por placas
planas, paralelas y horizontales, (flujo de Poiseuille).

La ecuaciéon (3,2.9 tambieén puede escribirse de la
siguiente manera:

i‘lg_[;.z]=§_;$'§ €3.2.18)

Considerando la condicion de flujo horizontal, se tiene que:

€3.219

*®ipid., p. 141.

* ovi, Enzo, Op. cit., p. 227.
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y substituyendo la ecuacién €3.2.18) en lLa ecuacidn €3.2.18) se
obtiene la siguiente ecuacidén:

€3.2.20

hdhe)

8IS
s

para flujo herizontal:

La distribucién de la presidén en una seccidn ortogonal a la
direccidn del flujo es practicamente dospreciable, se considera
unicamente la variacidédn de La presién media aplicada scbre todos
los puntos de une misma seccidn, en la direccidn del movimisnto.
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Interpretacion grdfico de la energia

de un flujo kaminar, incompresible,

uniforme y establecido, confinado por
fronteras planas, paralelas y horizontales,
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33 MODELO DE HELE - SHAW.

Alrededor del afo 1897, HELE-SHAW‘®Y*! diseMd en Inglaterra,

el primer modelo de flujo laminar entre placas planas., paralelas,
mediante el cual fué capaz de reproducir diversas configuraciones
de flujos dotados de potencial bidimensional . insertando
diferentes perfiles de obsticulos entre las placas que confinaban
el flujo.

Los modelos de Hele~Shaw constan de dos placas planas, de
material transparente y rigido, separadas una distancia muy
pequeffa, entre las cuales se hace fluir un liquido viscoso en
regimen laminar; la imagen del flujo se obtiene coloreando un
ntmero arbitrario de filamentos de flujo. por medio de inyectar
colorante a través de la entrada del fluido.

El flujo laminar confinado por placas planas, paralelas,
rodea el obstadculo a propdsitc colocade entre las placas,
obteniendo, mediante la coloracidn de lianeas de flujo, diversas
configuraciones del flujo alrededor del obslaculo, i1dénticas a
las que se pueden determinar analiticamente para condiciones de
frontera similares, con excepcidén de una pequefla distorsién en la
inmediata vecindad del obsticulo mismo, en la cual, la hipdtesis
de que las variaciones de las componentes de la velocidad del
flujo en la direccién del movimiento, son despreciables en
comparacién con las variaciones experimentadas en la direccidén
normal a la direccién del flujo, no sigue siends valida. Sin
embargo, la zona de influencia de la frontera (capa limited, se
extiende dentro del flujo uha distancia aproximadamente igual a
la <separacion entre las placas, siendo posible reducir este
efecto tanto como se quiera simplemente acercando las placas un
con otra. Para garantizar el régimen laminar del flujo y reducir
los efectos de la capa limite De Wiest*? propone una separacioén
entre 1 placas del modelo, de un miliimetro o fraccidn si se
ytilizan liquidos de baja viscosidad, tales como agua o aceites
ligeros, y de poces milimetlros cuando se utilicen aceites pesados
o glicerina.

‘°Hele-Shaw, H. S., "EXPERIMENTS ON THE NATURE OF THE SURFACE
RESISTANCE IN PIPES AND ON SHIPS,"” Transactions Institute Naval
Architects, Vol. 39, pp. 145 - 158, (1897).

“‘Hele-Shaw, H. S.., “INVESTIGATION OF THE NATURE OF SURFACE
RESISTANCE OF WATER AND STREAMLINE MOTION UNDER CERTAIN
EXPERIMENTAL CONDITIONS, Transactions Institute Naval

Architects, Vol. 40, pp. 21 - 46, (1898).

“*Ne Wiest,Roger J. M., Op._cit., p. 325.
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Los modeloxs de Heles=Shaw no solo son capaces de reproducir
configuraciones de flujo alrededor de obstaculos, también han
sido extensamente utilizados para simular flujos bidimensiocnales
de agua a través de medios porosos. Estos modelos tienen dos
formas principales de operacién: en tunel cuando las placas y los
perfiles de obstaculos que confinan el flujo forman un tunel o
conducto a presién, y en canal cuando el flujo presenta una
superficie expuesta a la atmédsfera, en ambos casos las ecuaciones
de la dinamica del flujo son totalmente anilogas

Los modelos de operacisén en tunel se utilizan principalmante
para reproducir flujos potenciales, bidimensionales, establecidos
alrededor de obstaculos, tales como pilas, perfiles de alas de
aviones, secciones de cascos de embarcaciones, etc., también son
ampltamente utilizados en el anidlisis de explotacién de acuiferos
potr sistemas de pozos de bombeo, Auhque también pueden utilizarse
para simular flujo de agua a través de medias porosos, tienen la
desventaja que para los casos de flujos no confinados, no son
capaces de reproducir la linea superior de flujo, siendo
necesario determinarla de antemano ya sea a partir de las teorias
de Dupuit, Schaffernak y Van Iterson, Casagrande, Kozeny, stc., o©
bién en forma grafica, para introducirla como obstaculo en el
interior de! tunel, obviamente la precisidén de la configuracion
de flujo obtenida en esta forma, serd funcidn de los cuidados y
consideraciones adoptadas en la determinacidén de la linea
superior de flujo. Sin embargo, los modelos de operacidn en tunel
tienen la ventaja de poder reproducir configuraciones de flujos
de diferentes problemas. simplemente intreduciendo perfiles de
obsticulos en el interior del tunel, ademas de que estos modelos
son, por lo general, de construccién econdémica y facil operacién,
por lo que estos modelos son ampliamente utilizados para
actividades docentes., en la figura 24 Cpagina 182) se presenta un
asquema de un modelo de Hele-Shaw de operacién en Lunel.

Los modelos de Hele-Shaw de operacidén en canal, tienen la
ventaja de reproducir la linea superior de flujc en forma
natural, son ampliamente utilizados para reproducir flujos de
agua a traves de medios porosos, perfiles en canales vy
estructuraxs de aforo como vertedores Yy compuertas, flujos
confinadas Yy no confinados tanto establecidos como no
establecldos, su Uuso para reproducir flujos alrededor de
obstaculos as muy poco comén. Este tipo de modelos reproducen
configuraciones de flujo de alta calidad en forma natural, =in
embargo, el diseflo de cada modelo de operacién en canal esta
limitado a un problema en especifico ¥y por lo general tienen un
elevado costo de construccidén y operacién. Para que al

“"Ibid., p. 324.
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funcionamiente del modeloc sea satisfactor:ie, la direccidén del
flujo debe estar contenida en un plano vertical. Este tipo de
modelos se utilizan principalmente en los laboratorios en
investigaciones y analisis de problemas de {lujo especificos muy
complejos. En la figura 25 (pagina 1532 se presenta el esquema de
un modelo de Hele-Shaw de operacidn en canal.

De las ecuaciones (3.1.35), que definen las componentes de
la velocidad media del flujo laminar entre placas planas
paralelas, se puede definir un coeficiente de permeabilidad medio
para los modelos de Hele-Shaw, de operaciédn tanto en tunel como
en canal, representado con el simbolo km, de la siguiente forma:

n

km = gﬁ_ €3.3.1)

entonces, las componentes de la velocidad media del '!‘lu'x;]o' lamlrnar o
en el modelo de Hele-Shaw se pueden expresar de la - stguiente
manera: .

_ ah P
um_ = - km Fx (3.‘3.d.a)
vmy = - km % ¢3.3.2. b

y considerando el operador gradiente para un campo bidimensional,
las ecuaciones anteriores también se pueden escribir en la
siguiente forma:

um = -km Vh €3.3.3

Existe una completa analogia entre la ecuacidn anterior y ia
ley de Darcy (ecuacién (1.15.15)), 1n que permite simular flujos
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bidimensionales de agua a través de medios porosos mediante el
flujo laminar medio en los modelos de Hele-Shaw, como ya se habfa
mencionado,

Si  se substituye la ecuacién €3.3.1) en la ecuacidn
€3.1.392, la funcidn potencial de velocidades para el flujo medio
en los modelos de Hele-Shaw, también puede escribirse como sigue:

gm = - km h €3.3.4

Cualquier configuracidn de flujo con potencial depende
exclusivamente de la forma geomeétrica de las fronteras, por esta
razén, a partir de los modelos de Hele-Shaw se pueden obtener
configuraciones de flujo de problemas practicos sumamente
confiables y ttiles, especialmente para aquellos problemas de
flujo con potencial de compleja solucidén analitica.

La versatilidad de los modelos de Hele-Shaw como herramienta
para la investigacidédn de flujo de agua en suelos, tanto
permanentes como no permanentes, radica en la facil simulacidn de
valores diferentes de la conductividad hidraulica del suelo,
mediante variaciones de los compeonentes del coeficiente de
permeabilidad del modelo km, i.e.. mediante la variacién de la
separacién de las placas & y de las propiedades del fluido » y u.
variariones regionales de k para s:mular flujos en suelos
estratificados pueden considerarse por medio de la inserciédn de
delgadas cintas transparentes para reducir la separacidén de las
placas en la regién deseada.

Se  pueden  armar modelos de Hele-Shaw, can materiales
comercilales de bajo costo y operacion satiefactoria. En esta
tesis se propone la construccién de un modelo de Hele-Shaw para
uso didactico que opera 2n forma de tunel: el cual consta de dos
placas de vidrio colocadas en posicién horizontal , separadas por
una placa de necopreno de 1.6 mm de espesar, previamente recortada
en la forma del perfil de la frontera alrededor de la cual se
quiere simular el flujo.

La placa de vidrio 1nferior es de 60 cm de largo, por S0 cm
de ancho y B8 mm de espesor, se coloca en forma horizontal,
simplemente apoyada en todo su perimetro sobre una estructura
metidlica que también soporta los tangques de alimentacion y
descarga de agua del modelo, tal como se muestra en el egquema de
la figura 28 (pagina 154).

La placa de vidrio inferior soporta a su vez, la placa de
neopreno recortada y la placa de vidrio superior. Se recomienda
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que la placa de neopreno utilizada para separar las placas de
vidrio, tenga magnitudes externas similares o ligeramente menores
a la placa de vidrio inferior, el recorte practicado en la placa
de neopreno, tiene la finalidad de dirigir el flujo, asi como
simular los perfiles de frontera, y se debe hacer coincidir con
los accesos de los tanques de alimentacion y descarga de agua del
modelo.

La placa de vidrio superior es de 35 cm de largo., por 28 cm
de ancho y 8 mm de espesor, se coloca exactamente encima del
recorte practicado en la placa de necoprenco, cuidandoe que por lo
menos dos de sus lados queden totalmente apoyados sobre el
neoprenc, de tal manera que se forme un tunel en el cual el piso
correspondera a la placa de vidrio tnferior, el techo a la placa
de vidrio superior y las paredes laterales a las caras recortadas
de la placa de neopreno, tal y como se muestira en los esquemas de
las figuras 27 (pagina 158) y 28 (pigina 156).

El flujo de agua entre las placas se logra creando una
diferencia entre los niveles de agua de alimentacidn y descarga,
siendo el nivel de agua de alimentacidn obviamente mayor que el
nivel de agua de descarga, la carga hidraulica requerida para
lograr el flujo de agua entre las placas, seo ajusta por medio de
un pequefo vertedor de cresta rectangular colocado en el dapésito
de salida de agua, (ver figura 29 (pagina 157X).

La carga hidraulica maxima, posible en el nmodelc de
Hele-Shaw propuesto en esta tesis, dado las dimensiones de sus
componentes, no puede ser mayor de 8 mm, puesto que cualquier
excedente de este valor, provocaria el desbordamiento del agua
fuera del medelo, ni menor de 1.8 mm correspondiente a la
separacién de las placas.

No obstante la separacién de las placas de vidrio del modelo
es igual a 1.6 mm. la carga hidraulica tan baja con la que puade
operar garantiza el régimen laminar del flujo de agua en el
modelo; i.e., la condicion critica de operacién sucede con la
maxima carga hidraulica y temperatura de operacién posibles,

La velocidad media teérica del flujo de agua en el modelo,

despreciando pérdidas de energla por friccioén, para la condicién
de la carga hidraulica mixima posible, se puede defir como sigue:

um =Y 2gH €3.3.9

donde H es la maxima carga hidraulica posible en el modelo.
Substituyende los valores de los términos constitutivos de la
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ecuacidn anterior, en unidades congruentes se obtiene que el
valor - teérico de la velocidad media del flujo, despreciando
perdidas de energia por friccién, como sigue:

vm = 343.1 —— €3.3.8

La viscosidad del agua disminuye al aumentar la temperatura.
Si se considera que la temperatura del agua en el modelo que
determina la condicidn de operaciédn mas desfavorable posible es
aproximadamente de 30+C, el valor aproximado de la viscosidad
:inemat}ca del agua para esta temperatura sera igual a 0.008
stokes , o bien, 0.8 mm'/s, y el valor maximo tedricamente
posible del numero de Reynolds del flujo de agua en el modelo
sera:

R =Ings o 3310 s emez €3.3.7

que es mucho menor inclusive que el valor critico propuesto por
Santig y Aravin.

Se midieron en el modelo de Hele-Shaw propuesto en esta
tesi1s, en forma practica y aproximada, velocidades del flujo de
agua infericres a los 30 mnvs en operacién narmal, por lo que
dificilmente el flujo dejara de ser laminar.

Con el objeto de evitar cualquier turbulencia u oleaje en el
flujo que pudiera provocar la descarga de agua., #sta se introduce
por la parte {nferior del tanque de alimentacion C(ver figura 29).

Una vez que se ha estabilizado el flujo en el modelo, se
procede a colocar pequeffos trozos de la puntilla de un lapiz
tinta, directamente deniro del! flujo, apoyados sobre la placa de
vidrio inferior, convenientemente espacliados a lo largo de la
entrada al tunel, Cver figura 28). Los trozos de la puntillia del
laptz tinta se disuelven al contacto con el agua, coeloreando las
lineas de flujo correspondiente a su colocaci®n, obtemendo de

““Sotelo Avila, Gilberta, Op. Cit., p. 26.
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esta manera, la imagen de la configuracién de las lineas de flujo
deseada f[ver figura 30 (pagina 15831},

Cualquier imperfeccidn en las placas de vidrio y neoprenc,
58 reflejard en la imagen del flujo, por lo que se recomienda
utilizar placas de vidric Yy neoprenc limpias ¥y libres de
imperfacciones, esto facilitara el flujo del agua y el desalojo
da burbujas de aire en el tunel, igualmente debe utilizarce agua
Limpia durante la operacidén dal madelo.

La estructura metilica que sopoerta el modelo, cuenta con wna
repisa especificamente diseflada para colocar un aparato de
retroproyeccidn estindar, gque permite proyectar la imagen de las
lineas de fluje en una pantalla Cver figura 280,
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Tinta o colofonte

\Ianqus dlimentador Tanque de

N descarga

FIGURA 24

Modelo de ,Hele —Shaw
de operacion en tunel,
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FIGURA 25

Modelo de Heie — Shaw
de operacion en canal,
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baposito . da oguo
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FIGURA 26

Modelo de Hele—~Shaw
de operacion en tdnal
propuesto.
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Neopreno

Placa de vidrio

Tdnel superior

Pigca de vidrio inferior

FIGURA 27

Configuracion para
flujo  alrededor
de obstdculos.
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N8oprano

Placa de vidric superior

Placa de vidrio infertor

FIGURA 28

Configuracicn para flujo
a traves de medios
permeables.
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Placa de vidrio Tanque de solida
interior descorgo

Gasto de enlradasQ

FIGURA 29

Seccidn longitudinal del
modelo de Hele— Shaw
propuesto.
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CONCIUSIONES.

", ..No hay verdadera ciLencia
Que ne dependa de las demos—
tractones matematicas.”

Leonardo de Vinct.

De la experiencia obtenida mediante la construccidn de un
modelo de Hele-Shaw, de operacidén en tinel, como el que se
propone en esta tesis, fué posible observar aspsctos impartantes
de su operacidn y funcicnamiento.

El modelo tiene un funcionamiento satistactorle, para
diferentes condiciones de trabajo, siempre y cuando se observen
.los requisitos basicos para su operacaion, come son: la correcta
nivelacién del modelo y la limpieza de sus componentes.

Para operar el modelo se puede utilizar cualquier tipo da
agua siempre Y cuando ésta esté limpia, puede tomar se
Jirectamente del grifo de la alimentacion domestica, aungue
después de un funcionamiento prolongado (aproximadamente de una
hora o mas) se forman burbujas en el interior del tunel que
impidien el correcto funcionamiento del modelo, ésto se puede
solucionar simplemente separando la placa de vidric superior del
flujo, permitiendo de esta manera el desalojo de las burbujas.
Tambi¢n =e puede utilizar agua desairada que no forma burbujas si
se cuenta con este recurso. El desalojo de burbujas wen el
interior del tunel se simplifica considerablemente si las placas
de vidrio y necprenc estdn limptas y libres de grasa, se
recomienda lavar con algun detergente las placas y enjuagarlas
bien antes de usarlas., debe evitarse tocar el interior del tunel
con los dedos, sobretodo si se tiene las manos sucias.

Para colorar las lineas de flujo se colocaron con pinzas,
pequefios trozos de la puntilla de un 1lapiz tinta, i1gualmente
espaciados a lo largo de la entrada al tunel. Como éstas se
disuelven en el agua. se adhieren a la placa de vidrio infertor
permaneciendo en el lugar donde se colocan. La coloracién de las
lineas de flujo con lapiz tinta es muy recomendable porque se
obtienen coleoraciones de alta calidad a un costo relativamente
bajo, ademas se disuelven lentamente prolongando el tiempo de
axposicién. Sin embargo, desafortunadamente en México se@ ha
dejado de fabricar el lapiz tinta y en la actualidad resulta
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dificil contar con este recurso. Las lineas de flujo también sa
pueden. colorar utilizando colorante liquido. inyectandolo al
flujo mediante agujas hipodérmicas. Para fabricar el colorante
liquido, se recomienda diluir azul de metileno, & permanganato de
potasic en agua (el azul de metileno puede adquirirse previamente
diluido en agua), de estas soluciones se obtienen coloraciones
nitidas de buena calidad, tLambién se puede utilizar anilina o
tinta para pluma fuente, pero la nitidez de la coloracién no es
de buana calidad y ésta uUltima resulta sumamente cara.

E>l tanque de alimentacidn tiena un funcionamiento
satisfactorio, aunque Loma algo de tiempo llenarlo hasta el nivael
de vertido al tunel con el gasto tan pequefio descargado por la
manguera de 3/8 de pulgada, se lograrian iguales resultados con
un tanque mas pequefio, siempre y cundo se garantice el
ahogamiento de la descarga de fa manguera.

En el tanque de descarga se cclocd un vertedor de cresta
rectangular, con el objeto de regular los niveles de agua a la
entrada y saljda del tdnel, no obstante en el funcionamiento
normal del modelo el nivel del agua no llega al de la cresta del
ver tedor de salida, el funciconamento del modelo  resulta
satisfactorio. Dade las dimensiones del medelo, la carga
hidraulica necesaria para su operacién se logra automaticamante
por la tensién superficial del agua y por la pérdida de energia
por friccion en el flujo, se puede prescindir del vertedor en la
salida cuando la tensi16n superficial del liquido que se utilice
sea significativa.

La placa de neoprenc utilizado como material para separar
las placas de vidrio y formar el tunel, asi como para fabricar
los perfiles de los obstaculos alrededor de los cuales se gquiera
simular el flujo, tiene un funcionamiento aceptable. Igualmente
se pueden utilizar placas de acrilico. Sin embargo, este material
tiene un precio mas elevado en el mercado y es mas dificil de
trabajar. No se recomienda el uszc de materiales suaves como
cierto tipo de hules, que aunque tienen la propiedad de sellar
juntas impidiendo el paso del agua a través de éstas. también
experimentan grandes deformaciones al ser compritudas per las
placas, provocando una distorsidn tanto del perfil del obstaculo
en el inetrior del tunel., como de las fronteras, ademas se
adhjeren fuertemente a las placas de vidrio dificultande =u
colocacion dentro del tunel en la posicidn requerida. Las placas
de necoprenc y de acrilico no sufren deformaciones apreciables al
ser comprimidas por las placas de vidrio del modele y aunque no
tienen la propiedad de sellar las juntas come los materiales
suaves, la perdiad de energia del flujo entre las placas de
neoprenc y vidrio en contacto mutuo, es mucho mayor que la del
flujo en el interior del tdnel, por lo que el flujo entre las
placas de vidrio ¥ neoprenc puede despreciarse. Para que dicha
pérdida de energla por friccién sea significativa, se recomienda
recortar las fronteras en la placa de neopreno dejando un ancho
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minimo de B cm en contacto con la placa de vidrio, si se utiliza
agua en el modelo.

El disefo del modelo propuesto en esta tesis, tenia la
finalidad de poder proyectar la imagen del flujo reproducida, en
una pantalla mediante la colocacién de un aparato retroproyector
abajo del mismo. Esto no fué posible por que no se puede juntar
el espejo del aparato retroproyector a la placa de vidrio
inferior del modelo, impidiéndolo el espesor de los elementos de
acero que forman la estructura del modelo, el espacio enire estas
dos placas proveca una sombra de los cbstaculos en el inetrior
del tunel y de la imagen del flujo scbre el espejo del aparato
retroproyecteor, si se juntan hasta donde es posible el espejo del
aparato retroproyector a la placa de vidrio inferior del modelo,
de tal manera que pueda enfocarse la imagen del flujo, se logra
proyectar en la pantalla una parte de esta imagen, asi como su
sombra sobre el espejo.

Aungue no se logréd una proyeccion satisfactoria de la imagen
del flujo reproducida por el modelo sobre una pantalla, con la
experiencia obtenida de la fabricacidén y operacion del modelo
propuesto, se concluye qQue es posible disefar y construir un
modelo en el cual sea posible proyectar la imagen del flujo
reproducida. Considerando el funcionamiento del aparato
retroproyector en el diseffo del modelo: la 1imagen del flujo
reproducida en el tunel debe estar tan cerca como sea posible del
espejo del aparato retroproyector, si la separacidn corresponde
al espesor de la placa de vidrio i1nferior del modelo, las sombras
dae los obstaculos y del flujo sobre el espejo del aparato
retroproyector practicamente se sobreponen, preoyectandose como
una sola imagen en la pantalla.

Los modelos de Hele-Shaw constituyen un medio practico y
confiable para reproducir imagenes de flujos potenciales,
substlituyendc la ongorrosa actividad del ‘razo de la red de
flujo, implicita en el método grafico o de las redes de flujo,
que amenudo desmerecen a tan versatil método.

En la actualidad existen diferentes métodos que se pueden
aplicar en el analisis y resolucidn de los probiemas de flujo.
Con el advenimiento de las computadoras los métodos numéricos han
adquirido un nuevo auge; no obstante que éstos proporcionan
resultados numéricos de gran utilidad, por lo general carecen de
objetividad. Los meéteodos graficos aunque carecen de precisidn
rigurosa, proporclonan una imagen representativa de la naturaleza
ideal del fendmeno, que facilita la comprens:®dn de sus conceptos
«senciales.
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No es posible decir que un métodeo es mejor que olro para la
generalidad de los casos, la seleccidén de los metodos que deben
utilizarse on el anilisis de algun fendmeno. dependeri de las
caracteristicas especificas del! fensmeno., asl come del tipo de
informacion requerida y de 1os medios con los que se cuenta. Los
difersentes métodos que pueden apllicarse en el anilisis de
cualquier fendmeno, antes de contradecirse se complementan unos a
otros. Los mdtodos numéricos, grafices y analégicos deben
complementarse entre =i, asi como la practica debe fundamentarse
en la teoria ¥ la teoria debe complementarse con la practica. Los
métodos constituyen solo las herramientas con las que el ser
humano puede comprender algun aspecto de la esencia de los
fendmencs inherentes a su unliverso, es resposabilidad de el
ulilizarlos adecuadamente.

No cbstante que el hombre nunca serd capaz de transcender

los {fimites de la realidad universal. existen maneras con las que
puede capturar la experiencia.

HITN N EER |
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