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INTRODUCCION. 

El agua es t.an noble par& 
quien se acerca & ella con 
humildad y d•seo sincero de 
conocer su comporlarnienlo, 
como traicionera para 
el incauto que, con poca 
preparación y visión estrecha, 
quiere dominarla. 

Enza Levi 

El agua es uno de los elementos m.As abundantes de nuestro 
planeta. el volumen de toda clase do recursos hidráulicos a nivel 
mundial se ha es~ima.do en 2,000 millonas da k1lómet.ros cúbicos, 
de los cuales aprox.imadament.e el 0.002 X correspond~n a los 
recursos de a.gua dulce, que en su mayor parte son da dificil 
acceso, por lo que solamente pueden ~provecharse aproximadamente 
6,000 kil6met.rcs cúbicos anuales, para salt1sfacer los múltiples 
requerimientos que demandan agua dulce. Adem.As, como es de 
imaginarse, la demanda de agua dulce croce con el tiempo, se ha 
estimado que al inicio de este siglo la dem.anda mundial da agua 
dulce era aproxim.a.damante da 400 lo:1lómetros cúbicos al ano, que 
la dem.a.nda actual f'IS ocho veces mayor Caproxim.:a.daTNtnle de 3,200 
kilómetros cúbicos de agua dulce al af"ío), y se estim.a. que esla 
última cantidad se triplicara para el ano 2009 Caproximadarnente 
Q,600 kilómetros cúbicos de agua dulco anuales), de seguir con el 
n".i:;mo rit~ de consumo h<'lbr.1 un d&ficil considerable de esle 
vital recurso en un futuro próximo.~ 

El agua es indispensable para la vida en nuestro planeta, 
también es causa de importantes y constantes cambios en la 
naturaleza. acarreando diversidad de ~ter1ales en su movimi•nlo, 
disolviendo minerales, oxidando melale~. elcélera, estos cambios 
influyen en las obras disenadas y construidas por seres humanos. 
por lo general en pffrJUic10 de las rnism.a.s, a éslo se le denomina 
efecto destructivo del agua. Todav1a, en determinadas estaciones 
del ano, nos enteramos de noticias donde se ponen de mAnifiesto 

1González Villareal. Fernando Dr., "LA IHGENIERIA HIDRAULICA", 
INGENIER!A, Vol. LV, Núm. 4, CFacultad de Ingenieria, U.N.A.M., 
México, 1985), pp. 84 - 90. 

2Id. 
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los efectos destructivos del agua, tales como desbordanuenlos de 
rios. inund&ciones, deslaves, at.c•t.era, con las consecuent.as 
perdidas de vidas y bienes, por lo tanto, es indispensable 
mejorar nuestros sist.emas de explotación y control de agua, a 
partir de un mejor conocim!enl.Q de este vital liquido. 

El agua que fluye en el interior de los suelos, constituye 
una de las principales fuentes de abast.ecim1ent.o da este prec1ado 
11 qui do, en nuestro pal s se ha est.1 rnado un volumen de agua 
subt.erranea renovable de unos 48,000 millones de metros cúbicos 
anuales, siendo en la ma.yoria de las zon:s áridas la ún1ca fuente 
de abast.ecimienlo segura disponible. Para poder explotar 
eficient.ement.• este recurso, y también para poder estimar los 
efectos de dicho rlujo en la nalur.a.leza y sus consecuencias en 
las obras construidas por los seres humanos, es necesario 
analizar y comprender los fenómenos relacionados con el flujo de 
agua en suelos, ya que es común subestimar estos efectos, 
especi .al mente por qua os agua qua no vemos ni loe Olmos, queol sin 
embargo, es capaz de tirar muros~ desestabilizar la.ludes, 
lableslacas, corLinas de presas; levantar placas de concreLo 
arma.do, cimentaciones etcétera. MedianLe el análisis del flujo 
del agua en los suelos, el ingeniero civil, requiere conocer 
sobre lodo: el gasto de infiltración a través da la zona de 
flujo; la influencia del flujo de agua sobre la estabilidad 
general de la rna.sa de suelo a. través de la que ocurre~ y la 
posibilidad del agua de infiltración de producir arrastres de 
ma.Lerial sólido, erosiones, lubificaciones, etcétera. 

Aunque las obras de ingenieria. que contemplan el flujo de 
agua en suelos son muy antiguas, no fué s1no a mediados del siglo 
pasado, cuando un ingeniero francas llamado Henri Darcy presenl6 
el primer anAlisis racional del flujo de agua a través de rnedios 
porosos, resul lande de- dicho análisis. una expresión malem.!lica 
cblenida en forma experimental, actualmente denonunada "ley de 
Carey", que const_i luye el concepto fundamant..a.l ct,e la t.eori .a 
actual del flujo de agua a lr.a.vés de medios porosos. 

Posterior a Da.rey, .a.lrededor del affo de 1880, Ph. 
Fcrchheimar dtfr11oslr6 que la Ley de Da.rey es una runción armón;ca, 
es decir, que sat.is!'ace la ecuación diferencial de Laplace. De 

3
Id. 

'Da.rey, H., LES FONTAINES PUBLIQUES DE LA VILLE DE: DIJON, Parts, 
1858. 

~forchhetmer, Ph., U!lER DIE ERGlEB!Gl<E;lT VON BP.VNNENANLAGEN UHD 
SlCKERSCHLIJZEN, Ze1nlschr1fl Archileklan 
und Inganieur, Verein, Hannover, 1886. 
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esta manera, la leerla del flujo con potenc1al se convierte en la 
herramienta mas importante y poderosa, en el anAlisis de flujos a 
través da medios porosos. Sin embargo. la solución m.at.eÑ.lic.a. 
ex.o.eta de la ecuación de La.place. en la mayorla de los casos 
prAclicos, es sumamente compl1cada sino imposible. por lo que se 
tiene que recurrir a métodos numéricos ~prox.!mados, an:..l6gicos, 
gráficos, elcálera, para resolver los problemas practicos de 
flujo con potencial. 

El mismo Forchhe1 mer des ar rol 16 las bas~s de lo que- en 1 a 
actualidad se conoce como método gráfico o de las redes de rluJo 
que es a<::'.ua.lmenle, por su versalil1dad y sencillez, el método 
m.!s ut.111-z.ado por la mayoria de lo:; ingenieros para re'iolver 
problemas de flujo con potencial. Estn método, bas"- !iu solución 
en el trazo de la red de flujo correspondiente .i. una sección 
bidimensional de un problema. en cuest.ién, una vez que l.a red de 
flUJO ha sido '_razada, el problem.a da flujo pue!tde resolverse s1n 
mayor complicación, a partir de dat~s proporcionados por la rrusma 
red, el principal problema. del método es precisamente el trazo de 
la red de flUJO, ya que por lo general, este se hace a mano y 
debe sat.isfacer una serie de requisitos para que la red sea 
representativa de la región de flujo qu~ se es•.a anz.l1zando. 

El trazo o la reproducción confiable da las redes de flujo, 
ha sido de las principales preocupa::1ones de los ir1Qenieros y 
cient.ificos dedicados al estudio de flujos polencialas, 
resul t. ando di versos métodos para tal f 1 n, de muy var i ada.s 
caract.erist.icas. 

Alrededor del ario da 1899. Sir G. G. Slokes. prasAnló un 
análisis malem.ático del flUJo laminar de un liquido viscoso entre 
paredes planas paralelas, demostrando qua dicho flujo puede 
derivarse de un potencial bidimensional, como fué supuesto por 
Hele-Shaw quien a partir de est.& pr1ncipio. dise~o en Inglaterra 
el primer modelo de este l1po, mediante el cual fué capaz de 
reproducir diferentes c::mfiguraciones de fluJOS potenciales 
b1d1mensianales. 

Los modelos de Hele-Shaw, han sido awpl1amenle ut.1lizAdos en 
diferentes lugares del mundo, para analizar todo tipo da flujos 
potenciales obteniendo resultados altamente satisfact.orios. su 
operación es muy simple y por lo general tienen un costo de 
c:onslrucc1ón m.As eccin6m1t:o que cualquiera de los modelo:!; 
actualmentg utilizados en el estudio y resolución de problemas de 
flujo con potencial, pues esencialmente consisten en dos placa:¡ 
de malar i al trans:l úci do, separada!; una di st an<:i a muy paquana 
entre las que se hace pasar un liquido viscoso en rég1men 
laminar, sin embargo, en MéXl ca éste t.1 po de modelos no ha si do 
b1én di fundido, siendo prá.ct.1 cament.e desconocido por una gran 
parte de los ingenieros que tienen que ver con flujos 
potenciales, como es el caso del fl•.Jjo de agua en "s:Uelos. 



Tam.bi•n en el ca.mpo de 1 a docencia de 1 a mecánica de 
f 1 ui dos, los modelos de Hel e-Sha w cons t. i t. u yen una her r am..i ent.a 
sumamente úlil, reproduciendo im.i.genes de flujo, que proporc1onan 
una idea clara y objetiva de los Ien6menos de flujo. 

El objel1vo principal de esta les1s, es presentar las 
caract.eristicas esenciales de los modelos de Hele-Shaw y su 
relación con el estudio y rasoluci6n de problemas de flUJO de 
agua a lrave>s de medios porosos, considerando que un modelo t.an 
üt.11, de caract.eristicas adecuadas t.anlo para la invest.igac16n. 
como para la docencia no puede pasar inadvertido especialmente 
por los c1enllf1cos e ingenieros de un pals en el cual la 
econom.1a y la eficiencia se han consl1luido en los pr1ncipios de 
t.oda. acl1v1dad emprendida, como es el caso de México. 



CAPllU..O 1 
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1.1 AGUA HIGROSCOPICA. CAPILAR Y GRAVITACIONAL. 

El agua en nuestro pl anet.a est.a en const.ant.e movi mi ent.o 
ciclico. conocido con el nombre de ciclo h1drol6gico, al cual es 
consecuencia de la int.eracciOn de la energia solar, de la fuerza 
de gr.a.vedad y movimi•nlos de la Ti.erra. 

Del agua que se prec1p1t.a sobre las plataformas 
cont.inent.ales, una parle fluye sobre la superficie del suelo, 
ot.ra parle se evapora y o~ra se inflllra en el suelo fluyendo en 
su int.er1or. De acuerdo a su disposición y movimientos en el 
lnt.er1or de la m.asa de suelo, el agua puede clasificarse en tres 
cat.egorias: 

1• Considerando un suelo cualquiera, or1g1nalmenle seca, al 
cont.act.o con humedad. primeramente el agua será adsorbida por los 
granos que componen la masa del suelo, cubriéndolos en forma de 
pelicula. En esta categoria, al agua se le conoce con el nombre 
de agua higroscópica o agua adsorbida. 

Z• Cuando el agua en el interior del suelo, llena los delgados 
poros intergranulares de la masa da suelo formando man1scos se le 
conoce con el nombre de agua capilar. 

3• Fina.lment.e, el agua que llena todos los poros y pequef"los 
conductos intergranulares de la masa de suelo, a excepción qu1za. 
de partes aisladas ocupadas pcr burbujas de aire atrapadas, 
moviéndose en el lnter1or de la maSA de suelo baJo el efecto de 
fuerzas gravttacionales, sin otro obstaculo que el que le impone 
su viscosidad y la trama estructural del suelo, se le conoce con 
el nombre d• agua libre o gravilacion.al. 

En el suelo, el agua grav1tac1onal es~a sep;.i.rada del a¡¡ua 
capilar por una superficie a la que se denom1na nivel CreAlico. 

dSe considera nivel freático, a la superficie que const1t.uye el 
lugar geométrico de los puntos en que el agua poseé una presión 
igual a la atmosférica. 
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1.2 HIPOTESIS DEL MEDIO CONTINUO. 

Los suelos eslán compuestos por pequenos granos, producto de 
la descomposiciOn de la roca, de diversas formas y t..a~f'fos, 

dispuestos aleat.oriamenle, los cuales encuentran el equilibrio 
con el cont.act.o mut..uo, formando poros o int.erst..icios de formas Y 
direcciones muy vAr1adas, comunicados entre si: razón por la cual 
a los suelos y a lodo material con cara.c:teristica.s similares se 
les denomina medios porosos. Por su t.rama estructural estos 
materiales permiten el flujo en su int..erior, por esto se les 
denomina también .-adios per.-ables. 

Una par ti cul a de agua que fluye en el 1ntar1 or de un medio 
poroso, se traslada describ1endo trayect.or1as muy complicadas, 
con cambio-s drAsticos de magni t.ud y direcc16n en velocidad y 
aceleración de un punto a ot.r o. Sin embargo, este movimiento es 
de ningún modo caótico, si no ordenado. consecuenc1 a. da fuerzas 
desarrolladas en el interior del fluido que obedecen las leyes de 
la flsica. Por est.a razón, as posible considerar los valores 
medios de magnitud y dirección de velocidad y aceleración da la 
tendencia general de movim.ienlo para condiciones d1ni.m.lcas 
defi nid.a.s. 

Para ejemplificar, considere la figura CpAgina 10), 
correspondiente al esquema de un dispositivo similar a un 
permeá.mat.ro de carga variable. Para las condiciones din~mlc.a.s 

especificas en el esquema, una part.icula de agua que ocupa el 
punto b Csecc!On 2), tenderá a trasladarse ha.eta el punto d 
Csecc16n 4), describiendo una lrayector1a rect.a, a lra.v&s del 
medio poroso, no obst.ant..e esto no PS posible debido a qutt los 
granos que form.an el medio lo impidan y la trayectoria resulta., 
má.s bién, una linea sinuosa, lal come puede apreciarse en el 
esquema amplificado del punt.o c (sección 3). En ingenieria sin 
embargo, es suficientement..e correcto considerar la. tr.a.yectoria 
lineal de la parlicula.. desde un punt.o de visla macroscópico. 
para. el problema en cuestión. 

D:!obido a la complicada eslrucluración de los medios porosos~ 
en la m.ayorla de los casos, es necesario adoptar hipótesis 
simplificat..ori.a.s para poder .analizar los fenómenos 
correspondientes a estos medios. El precio por abuso de la 
ulilización de hipótesis simplificalorias se reflejarA en la 
veracidad de los resultados del an.Uisis ral.1.t.ivo a la realid.1.d 
del fenómeno en est..udio. La aplicación de hipótesis 
simplificat..orias en el anAlisis de lodo fenómeno, debe 

7
Se define hipót.esis. a la suposición de una cosa posible o 

imposible, para deducir de ella una consecuencia. 
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fundamenlars• en criterios de aplicabilidad válidos, respaldados 
con la experimentación pr~ct.ica y controlada. 

La hipólesi5 ~s import.ant.e adopt..ada en el est.udio de la 
mecinica de los mat.•r1ales deformabll!ts, consist.e en ideal.tzarlos 
como 'lm!"dios cont.1nuos

9
. No obst.ante este ~onceplo fundamen~al díó 

or-iQen a la MecA.nica del Medio Conllnuo, no deja de const1tu1r 
un rrodelo fenomenológico que solo as aceptable desde un punto de 
vist.a m.acroscOpico. 

1,..a. Mec~nica. del Medio Continuo, const.ituye la base t.e6rlc::a 
fundamental en el esludio del flujo de agua en suelos y de olras 
disciplinAs. 

En el analisls del fl~Jº de agua en suelos, el ~uelo 
constituye el campo de flujo con determ1 nadas caract.er 1 st.icas 
esp&elficas, que se reflejan en el flujo, considerando que éstas 
no ca.ml::>la.n por consecuencia del !'lujo. Se puede interpretar que 
el fluido. en esl.• ca.so const..1 t.uido por al agua, tiene una· 
participación &ctiva en el análisis, Ces la que &jecut.a la 
aec16n), es etl objeto mismo del analtsis, en cambio el suelo. 
tiene una participación m.!s bién pasiva pero fundamental en el 
an.ilisis. El suelo puede c.ornpararse .i un escenario. donde se 
11jacut.& l.- ac:ci6n, cuy.its ca.rac:t..er1s-licas influyan en la acción 
misma.. sin que ésta sea ca.paz de modificar las caract.aristicas 
propi~s del escenario. 

8Se consid•ra medio continuo, ~l luqar geomet..rico 1dealm•nte 
continuo, ocupado por materia homogénea & is6tropa, de idénticas 
propiedades caracter1slicas an todos sus puntos consliluLtvos. 

IPL.a. MECAN"ICA DEL MEDIO CONTINUO, es la c.utncia. que t.1ane como 
finalidad estudiar los esfuerzos que se manifiestan en el 
interior de los materia.les deformables. sus deformac1ones o 
fluenci&s y lA relación entre los esfuerzos y las deformaciones o 
flu•ncias 1 idealizando los materi~l•s como medio~ continuos. 

1ºs. consid•ra c~mpo de flujo. • cualquie~ región en el espacio, 
idealmenle continua, ocupada tot.almente por un fluido en 
movimiento. No debe confundirse el concep~o de campo de flujo. al 
concepto maLemático de campo escalar~ vec~or1al. tensorial, etc .. 
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En el estudio del f l UJO de agua en suelos. t.ant.o el agua 
como el suelo se idealizan como medios continuos, lo que implic~ 
que las c;ar.a.cterist.ica.s propi.a.s: de ca.da m..t.erial, t.•l-s como 
densidad, v1scos1dad. permeabilidad, lemperat.ur.a., elcétera, ser•n 
td•nt.J.cas en lodos los puntos que .Los conforman. •n cualquier 
instante consid•r~do, además de estar dotados de esa cont.inuidad 
ide;al caract.er1stica da los 171.dios continuos. 

El concepto de medio cc:¡~t.inuo, implica r19urosamsnt.e la 
caracterist.ica de isotropia . Con frecuencia es posible 
considerar la isot.ropia del medio en determinados sentidos 
convenientes al análisis de un problema real, por esta razón. la 
hipótesis del medio continuo trasciende el caso an.t.sót.ropou. 

uUn medio se conside~a 1s6tropo, cuando sus propiedades fisicas. 
en cua!qui~r punto cons1lutivo del medio son 1den~icas en lodas 
dier-ccionqs, 

uAnis6tropo es el medio que no es isól.ropo. 
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1.3 DENSIDAD Y PESO ESPEC!F"ICO. 

Todos los materiales cuentan con una serie de prop1edades y 
caract.erist.icas que 1 os distinguen enlre si, de caract.er 
extensivo cuando dependen de las dimensiones da los cuerpos. Los 
análisis basados en cuerpos de dimensiones definidas. tienen 
alcances muy limitados. Las leyes de la Mecantca, se caracterizan 
por la un! versalidad de sus conceptos cuya abstracción no 
distingue limites. 

En la ~AnicA dl!'l Medio Cont.inuo. &s importante que las 
propiedades y caraclerislicas de los materiales se puedan definir 
para lodos los puntos que componen el material y que no dependan 
de las dimensiones de los cuerpos, por esta razón, se han 
definido las propied~des intensivas o de pt.mlo de los materiales, 
como aquellas propi&dades caracterlst1cas de lodos los puntos de 
un medio continuo que idealiza a un material especifico, las 
cuales surgen de las relaciones entre las propiedades extensivas. 
L.as ru.gnit.udes denominadas •specif'icas const.ituyen propiedades 
inlensi vas. 

La densidad, lambi~n llamada masa especifica, es una 
propiedad intensiva muy importante de los materiale!:, se 
representa con el simbolo p y se darine como la cantid•d de masa 
contenida en la unidad de volumen de un material, m.a.temAt1camente 
se expresa de la siguiente ru.nera: 

dende: 

l1 m 6Jll cbll 
P • Av .. o AV dV 

m es la masa del cuerpo, y 
V •s •l volumen del cuerpo. 

Cl.3.1) 
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Bajo la influencia de un campo gravilacional. surge la 
propiedad intensiva de los materiales denom.l.nada peso especifico, 
la que es igual a la relación ent.re el peso11 del cuerpo y su 
volumen, se represent..a con el simbolo y y mat.emAt.icamenle se 
define como sigue: 

lim AW d'll 
y "' AV-+0-¡;::¡ dV C1.3.a) 

donde: W es el peso del cuerpo. 

El peso especifico de •..in mat.er1al, es igual a su densidad 
por el valor de la acelerac16n da la. gra.vsdad. El valor de la 
aceleración de la gravedad lerrest.re es 6· por lo t.anlo, el peso 
especifico de un mal.erial se puede expresar de l.a. siguianle 
forma.: 

r = l!P Cl.3. 3) 

1
'Peso es la fuerza de a.tracción que un planeta ejerce sobre la 

masa da un cuerpo. 
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1.-4- COMPRESIBILIDAD. 

La compresibilidad de un medio continuo, se define como la 
var1a.c.1ón de su densidad respecto a la variación de la presión 
actuanl.e en el medio, a t.emperalura const..a.nte (proceso 
l s:ot.érmico). 

Conside-rese un volumen de control V en el interior de un 
ma.t.erlal idealizado como medio continuo. como el que se muestra 
en lA figura 5 Cpa91na 35), el cu.al. t..1ena una t..amper.ol.t.Ur.a 
uniforme T. contiene una masa • y originalmente 9Slá SUJelo ~ una 
pres16n p. La densidad del media es p=m/V, considerando que los 
c~mbios de temperatura del medio durante un proceso cuas1estát.1co 
son despreciables. al incrementar la presión actuante en el medio 
en dp, la densidad se 1ncrementa en dp. 9Sto implica que el 
volumen ex-per1menta un decremento -d:Y. pero la masa. del volumen 
de control per-m.anecera const.ant.e, por lo t.a.nto, la var1.aci.6n de 
la rn.a.sa con respecto a la variación de presión vale cero, 
m.at•rnAlica.monte se expres~ como s1 gue: · 

d<:.pVJ dV • v'!:E. • o --ap-- ..: Pé1p dp Cl.4.D 

de !a ecuación anter1or se obt1enen las s19u1enles ecuaciones: 

dV v'!:E. Pc¡p dp 
C L 4. 2) 

o bién. 

dp vdp P<fp cN 
Cl. 4. 3) 

El incremento de dens1dad por un1dad de densidad debtdo al 
lncremento de presión. a temperatura conslante. es igual al 
decremen~o de volumen por Uhtdad de volume~. 
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El m6du!o de elast.1cidad volumétrica, es igual a la. razón 
ent..re el incremento de presión dp y el c:ons1guient.e increment..o 
relativo de densidad o el consiguiente decremento relativo de 
volumen, se representa con el s1mbolo Ev y mAt.emálicament.e es 
igual a cualquiera d~ los miembros de la ecuac1on Cl.4.3) 

Ev • ~ Cl.4.4) 

El módulo de elast1c1dad volumétrica. tiene un papel 
import.a.nle en la propagación de pert.urbaciones e!Ast.icas en la 
masa de un medio continuo. ses dimens1ones corresponden A las d• 
un esfuerzo, !is~p es: tFL~ 2 1 en el sistema gravit..a.cional de 
unidades y CHL T l en el sistema. internacional de unidades. 

Un medio se puede cons1derar incompresible cuando las 
variaciones de su densidad son relativamente pequeNas con 
respecto a las vari~c1ones de la presión actuante ~n el medio las 
cuales s:e pueden c:ons1derar pr,:¡ct1c:amenl.e despreciables. En este 
caso, el módulo de elast1c1dad volumétrica adquiere valore~ 

relativamente grandes (praclic:amente vale inf1n1~0). 

En el •n~l1sis dQl flUJO de •9ua en suelos, se supone que 
t.anto el agua como las part.1culas sOlJdas que compcnen la masa 
del suelo. son lnc:ompres1bles en s! nusm.a.$, est.a supos1c16n, 
constituye otra de las hipOtes1s importantes del análisis. 



15 

1.5 METODOS DE ANALISIS DE LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO. 

En la actualidad, se ut.ilizan dos puntos de vista di.ferent.es 
en el anAlisis teórico de la Mecánica del Medio Ccnt.1nuo, 
correspondient.as .a los métodos local ó euleriano y substancial 6 
l agrangiano. 

El punto de vista local 6 euleriano, (llamado de esta manera 
debido a que fué adoptado sist.emat.icament.e por Euler en sus 
estudios de hidrodinam.tca); cons1st.e en la delerminac16n de las 
caract.erlsticas cinem.at.1cas de cada punto en cada instante de un 
flujo, sin considerar el dest.1no individual de cada part1cula. 
Haciendo un enfoque de una región determinada del flujo, de forma 
y d1mens1ones constantes, se analizan las cond1c1ones en las que 
pasan las part.iculas por los puntos de dicha región, la cual 
const.1tuye un volumen adecuado de fluido llamado volumen de 
control, que EtS fijo respecto a un sislema. de referencia. El 
contorno del volumen de conlrol se 11 ama superficie de conlrol. 
El anAlisis basado en est.e punto de vist.a considera el 
intercambio de masa, energ1a y cantidad de movimiento a través de 
las fronteras del volumen de control, que pueden ser de lama.f'l:o 
diferencial y de dimensiones finitas. 

El punto de vista substancial 6 lagrangiano (adoptado por 
Lagrange) consiste en delerrronar las caracler1st1cas cine~l1cas 
del movirroenlo de cada parllcula del flujo en cada instante, 
siguiendo sus trayector1as. En el análisis lagrang1ano se 
considera una cantidad definida de materia, que recibe el nombre 
de sistem.a, la cual ocupa una región dentro del flUJO, que puede 
cambiar de pos1ción, forma, condición Lérrnica, etcétera. pero su 
masa pernwtnece constante en cualquier instante cc;-isidorado. La. 
finalidad del análisis es poder deternunar las caracterlst.icas 
fisicas del sistema en cualquier lnslant.e. 

En el anltl1s1s del movimiento de los fluidos es preferible 
adoptar un punta de v1st.a local 6 euleriana. reservando el punto 
de vista la.grangiano al esludio do las deformaciones en los 
sólidos. 

En el análisis de fcnómo~os reales, nu ~s suficiente adoptar 
un punt.o de vista meramente leór ice, se requiere ademas. de 
r:iétodos experimentales que pernu lan ver Lf icar, avaluar y 
complemenla.r los alcances de la leerla. Actualmente las métodos 
experimentales, constituyen ei mejor intento de acerca.rse lo más 
razonablemenle posible a la realidad, tratando de reproducir el 
fenómeno f1sico real en un medio controlado, de magnitudes y 
caract.er1sticas conocidas. Estos métodos deben fundamentarse en 
conc~ptos teóricos cienlif1cos y const.it.uy~n una herram1enta 
indispensable en la soluc16n de problemas en ingenier1a. 
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1.6 TRAYECTORIAS Y LINEAS DE F'LUJO. 

Se define como linea de flujo o de cor-r1ent.e a. toda curva. 
idealmente t.razada en el interior- de un campo de flujo, cuya 
dirección es igual a la. del f'lujo y la velocidad t..a.n9ent.e en 
lodos los puntos que la rorman. para un instant.• determinado. 

La configuración de las lineas de corriente cambiar~n d~ un 
inst.ant.e a otro en un campo de flujo determinado. 

Na es posible que en un e.ampo de flujo existan puntos con 
dos ó N.s velocidadades distintas. por lo que en un instante 
det..erminado, cada punt.o de un campo de flujo serA pArle da un& y 
solo una linea de f'lujo. 

Ut..ilizando un Sislefr\,;;I de Referencia Carl•s.iano14• lAs 
componen les de 1 a vel oci d~d en cada punlo de un campo de f 1 ujo 
con respecto a cada uno de los ejes coordenados, en un instante 
delermin~do. son función exclusivamenl• del espacio 

uSe defiow 
referencia 
ortogonales 
origen, 

" ~ /Cx,y,2) 

" 
C1. 0.1. a) 

" = tf(x. y, :;e) .,, C1.6.1.b) 

" " 
• hCx.y.zJ et. 0.1. e) 

"SISTEMA DE REFERENCIA CARTESIANO" A un sis~e""" de 
espacial, comptJest..o de t..res ~Jes coor-denados 
entre si, lntersecados en un mismo punto denominado 
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y por definición. las componentes de la velocidad pueden 
•~cribirs• de la siguiente maner~: 

,, 
X 

., 
y 

dx 
dt 

• dy 
dt 

C1: 6. a. a) 

<L 6. a. bl 

Si en las ecuacionets Cl. 6. 2J se despaja dt. se pueden 
igualar, obLeniendo un sist.ama de lres ecuaciones dieferenciales 
que describen las lineas de corriente de un campo de Clujo, en un 
ins~ant.e doterrninado 

(1.6.3) 

Se l1;1ma lrayecloria a la linea formada por los puntos de 
posiciones sucesivas ocupad.a.?; por una part.1cula. de fluido en el 
liempo. 

No de-be confundirs9 el concept.o d& t.rayecloria con el de 
linea. de flujo. no obslant.e ambos conceptos son similares, su 
diferencia principal radica en que el concepto de linea de flujo, 
considera el estado dsl campo de flujo en un inst.ant..e 
delerminado. mJ.ent.ras que el concepto de t.rayect..oria considera. 
los despla:z.amient..os ind.t.v1du.ales de las particulas que componen 
el fluido. 

El concepto de linea de flujo se enfoca a un anAlis1s basado 
en un punto de visLa euler1ano, rruenlrAs el conc&pto de 



trayectoria se consider&. mis bi•n, en el &nálisis d$Sde un punto 
de vis~a l.a.grangiano. 

El sistema de ecuaciones di~erenciales que define l& 
trayectoria de una partlcula de un fluido. es similar al sistema 
de ecuaciones Ct.8.3), sin embargo, en este caso. l&s componentes 
de la velocidad de cada part.icula depender-an l.a.nt.o del espacio 
como del t.iempo 

(l. 6. 4. b) 

Cl. 6. 4. e) 

En la figura Z (página 19), se pres:ent.a una int.er-prelaciOn 
grAfica de los conceptos de linea de flujo y lrayectcria para un 
f'lUJO determina.do, ambas curvas son langentes en un .1nst..a.nt.e 
especifico, representado e~ la figura por to. En un flujo 
permanente o establecido itv/Ot•O, solo en este caso las lineas de 
flujo coinciden con las trayectorias. 

Una superficie idealmt!nle trazada en el inter.i.or de ur, campo 
de flujo. formada por lineas de flujo. se denomina superrici~ de 
flujo o de corriente. cuando est.a superficie es cerrada se forma 
un lubo denonúnado tubo de flujo o de corr1ent.e y el volumen 
contenido on dicho tubo se denomina vana fluida o liquida. En la 
figura 3 CpAg1na 20). se presenl.a una r""pr-esent.aci6n gráfica de 
es~os concept.os. 

La int.eQra.ción aprox.i.mada de las ecuaciones de la M-ecAnica 
para una vena liquida. equivale a considerar volúmenes finit.os de 
conlrol lo que simplifica el an~lis1s considerablemente. 
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FIGURA 2 

Representación Qrótica 
de 1ínea de flujo y 
trayectoria. 

L(neo di flujo 
paro ti inttontt 

f =fo 

Tr oytetorlo di 
10 par riCUIO 1 
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X 

Tubo de 11u¡o1/ Eje O• .lo ..? 
vena liqlidO 

FIGURA 3 

Representación qróficg de los 
conceptos de tubo, lineo y 
superficie de flujo, y vena 
líquido. 
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1.7 VELOCIDADES DE FIL TRACION Y DESCARGA. 

Considere que la muestra de suelo contenida en el 
dispositivo mostrado en la f'igura 1 Cpá.gina 10) se encuent.ra 
t.olalment.e saturada. ahora suponga que dicha muestra de suelo se 
puede dividir fisicamenle en sus fases sólida y liquida; de esta 
manera es posible determinar la relación entre las velocidades 
medias que adquiere el flujo antes de infiltrarse en el interior 
del suelo y a través de éste, a partir de la ley de la 
conservación de la materia para una vena liquida. 

En la figura 4 Cpágina 26), se presenta nuevamente el 
esquema. del permaAmelro de la figura 1, pero ahora conteniendo a 
la muestra saturada de sul!!tlo dividida en sus fases sólida y 
liquida. Si se supone un espesor unitario, normal a la hoja de 
papel, antes de infilt..ra.rse en el int..er1or del suelo, el agua 
adquiera una velocidad media v, a t.ravés de un á.rea disponible 
para el paso del agua A (sección 1) y en el volumen de vacios de. 
la masa de suelo, el flujo adquiere una velocidad media v

5
, con 

un ~rea disponiblo para el paso del agua Av Cde la sección 2, a 
la sección 4). De acuerdo a la ley de la conservación de la 
m.a.t.eria para una vena liquida, en ambas seccionas se t..endrá el 
m.i smo e&.udal 

donde: 

• 
Cl.7.lJ 

A 
V i::: -t.I 

s Av 
Cl. 7. 2) 

v
5 

es la velocidad media de avance del agua en la 

direcci 6n del flujo a través del suelo, lomando en 
cuenla la exislencia de una fase sólida impermeable 
del suelo, llamada velocidad media de infil·lra.ci6n 
Cseepage velocit.y)¡ 

v es la velocidad media del flujo ant..es y después de 
la infilt..raci6n y se llama velocidad media de 
descarga o s1mplement.e velocidad Cdischarge 
veloci t..y); 
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A es el !rea total de la muestra de suelo, transversal 
a la dirección del flujo Ctolal area)¡ y 

Av es el Area correspondJ.enle al volumen de vaclos del 
suelo. transversal a la direccJ.6n del flujo Cvoid 
ar ea). 

De la definición de porosidad de un suelo, resulta: 

donde: 

esto es: 

(1.7.3) 

'1' es la porosidad del suelo; 

Vv es el volumen de vac1os de la muestra de suelo del 
dispositivo de la figura 4; 

Vm es el volumen de la muestra de suelo del disposiLivo 
de la figura 4. 

Vv = L Av (1.7.4) 

Vm L A (1. 7.5) 

donde L es la longitud de la muestra de suelo contenida en el 
dispositivo de la figura 4. 
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Substi~uyendo las ecuaciones Cl.7.4) y C1.7.9) en la 
ecuación Ci. 7, 3) y desarrollando las operAciones algebraicas 
indicadas. se obtienen las siguientes ecuaciones~ 

(1. 7. 6) 

o bién, 

(1. 7. 7) 

Substituyendo la ecuac10n Cl.7.7) &n la &cuac16n Cl.7.2), la 
valoc1dad de infiltraci6n t.ambi6n puede expresarse de la 
siguiente m.a.nera: 

u 
5 

1 
!ñ " 

Ct.7.8) 

La relacíOn de vacios sa expresa de la sig~1ente manera: 

donde: 

Vv 
e = V. Cl.7.Q) 

e es la relación de vacios, oquedad o indice de poros; 

Vo es el volumen de la f.a.-se sólida de la muestra de 
suelo. conleruda en el d1sposit1vo de la figura 4 
Cvolumen de solidos). 
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El volumen de sólidos puede expresarse de la siguient.e 
manera: 

Vs = Vm - Vv (1. 7.10) 

Subsliluyendc la ecuación Cl.7.10) en la ecuación Cl.7.9) se 
obtiene la siguiente ecuación: 

e= _V_v __ • 
Vrn - Vv 

Vv 
(1.7.11) 

Substiluyendo la ecuación C1.7.3J en la ecuación Cl.7.11) y 
desarrollando operaciones algebraicas indicadas. se obt..iena la. 
siguiente ecuación: 

o bién, 

e = 1 r-
!il - 1 

--1.!:.:_:__!
!il e 

C1. 7. 1Z) 

(1.7.13) 
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Finalment.e, subst.it.uyendo la ecuación C1.7.13J en la 
ecuación Cl.7.8) se obliene ot.ra expresión equivalente para 
calcular la velocidad de infilt.raci6n. a part..ir de la velocidad 
de descarga y la relación de vac1os 

1 + e 
VS E -e-- V (1.7.14) 

Para conocer la velocidad media real del flujo en el 
int.erior del suelo. es indispensable conocer la variación del 
área de los poros en cada int.erst.icio de la masa de suelo, lo 
cual es práct.icament.e imposible en la ac~ualidad. 
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Interpretación Qrática de Jos conceptos 
de velocidad medio de descorQo y 
velocidad medio. de infiltración. 
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1.8 ESFUERZOS Y FUERZAS MASICAS. 

Fuerza es la acción del medio sobre los cuerpos, que se 
manifiesta en la tendencia da cambiar la forma y cinemAt.ic:a de 
•slos. 

Las fuerzas que aclüan en el interior de un medio continuo, 
se pueden clasificar en fuerzas de sna.sa 6 de clM'rpo y fuerzas d• 
superficie .. 

Las fuerzas de masa, se distribuyen uniformemente en toda la 
masa del medio. Por lo general. ol peso de la m.a.t.eria representa 
la fuerza de masa más imporlante, t.ambién puden ser m.agnét.icas, 
elect.romagnélicas. cenlrifugas, etcétera. Son de caract.er 
extensivo, por que dependen de las dimensiones del cuerpo al cual 
se aplican. Al dividir esla!: fuerzas entre la unidad de masa se 
obtiene la respectiva prop1edad intensiva de las fuerzas de masa. 
11 amadas fuerzas másicas 6 por unidad de masa. cuyas unidades 
corresponden a las de una aceleración de acuerdo a la segunda ley 
de Newt.on. 

En la figura ~ (página 35), se presenta un esquema de un 
volumen de cent.rol Ve de un medio continuo, el cual cont.ione 
substancia homogénea de densidad p. a una lemperalura uniforme T. 
Considere a H una fuerza másica cualquiera, enlences la fuerza de 
masa r. aplicada en el cenlro de gravedad Cpunlo Q) de un volumen 
diferencial dV cualquiera, interior al volumen de cont.rol, se 
expresa como ~igue: 

Cl.8.D 

Con respecto a un sislema de referencia cartesiano. la. 
fuerza másica se puede expresar por el siguiente vector: 

H e Xi + YJ + Zk Cl. 8. 2) 
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Si las fuerzas másicas son el resul lado de la acción de la 
gravedad en el medio, las componentes de la fuerza masica 
adquieren los valores siguientes: 

X •O¡ y • O¡ z Cl.8.3) 

Substituy&ndo las igualdades Cl.8.3) en la ecuación Cl.8.2) 
se obtiene la siguente ecuación: 

H 

donde 8 es el valor local de la aceleración de la gravedad 
t.err•st.re. 

Las fuerzas de superficie, actúan sobr-e alguna superf'icie 
•Gp.eiCica d•l m.dio continuo. · 

Las fuerzas de superficie también son de caract.er extensivo, 
por que depenrlen de las dimensiones de la superficie a la cual se 
aplican. La magnitud inlesiva corresponde al esfuerzo e~p~cifico. 
unitario o simplemente esfuerzo. 

Para definir el concept.o de esfuerzo, considere el elemento 
diferencial de supt:rf!cie dS, cuyo cent.rolde se localiza en el 
punt.o p del volumen de cent.rol de la figura 5. El elemenlo 
diferencia.! de superficie d.S, queda definido a. partir de un 
veclor unitario n, aplicado en el punt.o p, ortogonal a dicho 
elemento, cuyo sentido se considera positiva de acuerdo a una. 
convwnci6n arb1t.rar1a. AhorA, s1 se considera una fuerza d~ 

superficie de magnitud df, aplicada uniformemenl~ sobre el 
elemen~o dS (la linea de acción de df no necesariamente 
coincidirá con la dirección de n) el esfuerzo especifico en el 
punt.o p con respecto a n, el cual se representa con el slmbolo 
TCrU se define de la sigu1ent.e manera: 

TCn) • ~ (!. 8. 5) 
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La fuerza que el esfuerzo TCn) genera.- ·sobre el element.o de 
superficie dS, sera: 

d/ • TCn) dS Cl. 8, 0) 

La magnitud del esfuerzo especifico. dependerá t.anlo de la 
ubicación del punt.o p comci de la orienlaci6n del elemento d.S. 

La fuerza d/ 0 aplicada al elemento diferencial de superficie 
dS. puede descomponerse en dos componentes: una normAl al 
elemento d.S, representada con el simbolo d/n y ot.ra. t.angenle .a 
dicho elemento de superficie, repr9sentada con el slmbolo d/1, 
t.a.l como se muest.ra en la figura O (página 38). mat.emi.lic.amenle 
la fuerza d/ es igual a la suma de sus componentes normal y 
tangente tal como se expresa en la siguiente ecuación: 

d/ • d/n + d/l (1.8.7) 

Subst.it.uyendo la ecuación Cl.8.7) en la ecuación Cl.8.6), se 
obtienen las siguientes ecuaciones: 

TCn) a ~ a d/n :s d/l 

TCn) • ~n d/l 
d5 

(1.8.8) 

Cl.8.9) 

Al primer término del segundo miembro de la ecuación Cl.8.Q) 
se le denomina esfuerzo norNll y se representa con el simbolo a, 
el cual puad• ser de lensión. si el senlido de d/n es igu&l al de 
n, o de compresión, si el senlido de d/n es contrario al de n. 

Al segundo t..érm.ino del SeQUndo miembro de la ecuación 
Cl.8.9), se le denomina e3fuerzo tangencial y se represenla con 
el simbolo T. Ma.t..erni.t..icament.e el esfuerzo unil&rio es igual a la 
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suma de los esfuerzos normal y tangencial, expresado de la 
siguient.• forma.: 

a • 

T • 

d/n 
dS 

d/L 
dS 

TCnJ = C1 + T 

(1. 8.10) 

(1. 8.11) 

(1.8.12) 

En cualquier punto d" un medio continuo existen infinitos 
esfuerzos, uno por cada elemento d~ superficie idealmente trazado 
por el punto mismo. Al conjunto de esfuerzos en un punt.o de un 
medio conlinuo se le denomina estado de esfuerzos en dicho punt~o, 
siempre es conveniente adoptar un sistema de referencia 
cartesiano y definir ei estado de esfuerzos en un punto 
determinando los esfuerzos act.uant.es en los element.os de 
superficie ortogonales a los ejes coordenados del sistema de 
referencia cartesiano; esto equivale a descomponer el esfuerzo 
especifico •n t.res componentes respectivas a los tres planos 
principales del sis~ema de referencia cartesiano, de esta manera 
~e obtiene lo que se dsnonuna tensor esfuerzo. 

Considere nuevamente el vector unitario n, normal a un 
elemento diferencial de superficie dS, aplicado en su centroide 
correspondiente al punLo p. de un medio continuo. Con respecto a 
un sistema. de referencia cart.esJ.ano, malemáticamenle el vector n 
es igual a la suma de sus componentes respecto a las direcciones 
d• los ejes cartesianos 

n•li+mj+nlc (1.8.13) 
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Entonces. el estado de esfuerzos se puede expresar como 
sigue: 

TCru = TCli + mj + nk) Cl.8.14) 

Mat.emát.icament.e el esfuerzo TCn) corresponde a un operador 
T. que al aplicarlo al vector unitario n produce el esfuerzo 
correspond1ent.e a un element.o se superficie d.5, normal a n. El 
operador T constituye una función vectorial lineal u homografia 
vectorial. cuya demostración s;obrepasa los obJetivos propuestos 
en esta tesis, el lector interesado puede consultar el apéndica 
B. 7 de la referencia 9. Teniendo en cuenla la linealidad del 
operador T. la ecuación Cl.8.14) t.amb1i&n puede expresarse de la 
siguiente manera: 

TCn) TC!D + TCmj) + TCnU C1. 8.15) 

e igualmente. 

TCn) = 1 TCD + mTCj) + nTCk) Cl.8.16) 

donde: 

TCi) : a i + T j + T k 
X yx %1( 

Cl.8.17) 
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Del sistema de ecuaciones anterior se obtiene el tensor 
os;f'uerzo 

CTJ = [ :· 
•Y 

T .. 

T 
Y• 

" y 
Cl.8.18) 

De acuerdo al tipo d~ deformación que le producen al medio. 
los esfuerzos se clasifican en is6lropos y en dislorsionales ó 
desvi a.dar es. 

En cualquier punto del medio, los esfuerzos isót.ropos se 
m.a.ni fi est.an como esfuerzos puramente normales de igual magn1 tud 
en lodos los elementos de superficie idealmente trazados por el 
punto mismo. Si ademas, estos esfuerzos son de compres16n, a este 
est.ado de esfuerzos se le denom.lna intensidad de presión o 
simple1W1&nle pr•si6n. Estos asfuorzos se caracterizan por producir 
exclus1vament.e cambios volumét.r1cos en el medio en el cual 
acluan, es dec1r, conlracc1ones o d1lataciones uniformes de 
volumen y por cons1gu1ent~. variaciones en la densidad del medio. 

El estado de esfuerzos is6tropos. s~ representa con el 
simbolo Tv(n) y malem.ilicamenle se expresa de la siguiente 
manera: 

Tv(n.) • Tv(i) • Tv(J) + Tv(k) Cl.8.19) 
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donde: 

TvCi) = ami 

TvCj) ª c>.,J Cl.8.20) 

El t.ensor de esfuerzos i s6t.ropos se obli ene del ~i stern.a. de 
ecuaciones (2.8.20) 

o 

:_ J 
(1. 8. 21) 

o 

donde ªmes el esfuerzo normal medio. is6lropo u octaédrico. 1~ 

1~El esfuerzo normal medio es igual al promedio arilmé~ieo d~ los 
esfuerzos normales pr1nc1pales: 

+ o • a • • 
La suma de los esfuerzos normales que pasan por un punto, 

correspondientes a tres direcciones ortogonales entre si, es 
siempre la misma. 1ndepend1enlemente de la orientación de la 
terna. La demoslrac1on se puede consultar en el subcap1t.ulo 2.1.e 
de la referencia b1bliogr~fica 9. 
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El esla.do de esfuerzos di.st.orsionales produce unicament.e 
deformaciones angulares del medio, represent.ado por el símbolo 
To(n), se define de la siguient.e manera: 

ToCn) • ToCiJ + ToCjJ + ToCkJ Cl. 8. ZGJ 

donde: 

ToCiJ = Cu --am)i ... T j + T k 
X y• .. 

ToCJJ ~ T i + Cu - a mj=j" + T k 
xy y zy 

Cl. 8. 23J 

ToCkJ . T i + T j + (0'% - O'm)k xz Y• 

El tensor de esfuerzos dist.orsionales, el cual se obtiene 
del sistema de ecuaciones anterior es el siguient.e: 

[ '"· - am) T T .. y• 

(Tol = T '" - om) T Cl.8.24) 
xy y zy 

T T '"· - u ) .. y• m 
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Fuerzas actuantes en un 
volumen de control de 
un mediC' continuo. 
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FIGURA 6 
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1.9 VISCOSIDAD. 

Todos los mat.eriales experiment.an deformaciones angulares 
bajo la acción de esfuerzos dislorsionales de dist.1nlas maneras. 

Los fluidos, son materiales que tienen la caract.erisl1ca de 
deformarse sin dejar de hacerlo al someterlos a la. .Acción de 
esfuerzos dislorsionales, por pequef'fos que estos sean, m.ienlras 
dure la acción de estos esfuerzos y una vez que esta acción cesa, 
permanecen con las deformaciones angulares alcanzadas. 

En la figura 7 CpAgina 39) se muestra el esquema. del corle 
longitudinal de un conducto qua alOJA un flUJ0 1 considerando el 
flujo bidimensional, en una sección transversa.! a la dirección 
del flujo cualquiera Csección AJ. en un instante determinado el 
flujo en el interior del conduelo tendra una d1recci6n y sentido 
iguales a los del eje x de un sistema de referenc.i.a cartesiano 
bidimensional adoptado. la velocidad v del flujo. como ya se 
mencionó previamente Qn esta tesis, es tangente a la d1recci6n 
del flujo en todos los puntos del campo de flujo, por lo tanto, 
en la sección considerada la velocidad del flujo tendrA ta m.isrna 
dirección y sentido que el eje x en todos los punlos 
correspond1ent.as a la secc16n A. S1n embargo, en los puntos d" 
contacto &ntre el flu1dc y la pared interna del conduelo Cpunt.os 
a y b) 1 a magni t.ud de 1 a. veloc1 dad del f 1 ujo val o cero y al 
alejarse de las paredes que linulan fls1camente el flujo en 
dirección ortogonal a la del flujo, la tr\21.gnilud de la velocidad 
aumenta gradualmente hasta adqu1r1r un valor limite maximo Cpunto 
e), denominado veloc1dad m.1xima, que para este caso se localiza 
en el punto equidistante entre las paredes del conducto, por lo 
que la magnitud de la velocidad variara con respecto a la 
dirección ortogonal a la del flujo. que en este caso corresponde 
al eje z del sistema de referenci~ cartesiano bidimens1onal 
considerado. 

Considerando que el flUJO esta constituido por lánunas 
hipotét..icas infin1tament.o delgadas. en cont~clo sucesivo. todas 
paralelas al eje x. como s1 fueran las hojas de un libro colocado 
horizontalmente, cada una de estas laminas de fluido tienen 
velocidades difer•ntes con respecto a. la. inmediata superior e 
inferior. por lo tanto, entre estas láminas se desarrollaran 
esfuerzos tangenciales deb1do a la fricc1on entre éslas. Por esta 
analogiA, a este tipo de flujo sa le denonuna flujo laalnar, l.a. 
fricción que se desarrolla entre las laminas hipotéticas de 
fluido. se m.a.ntfiest.a como una resistencia a la rapidez de 
deformación. que se denomina viscosidad y se caracteriza por ~l 

coeficienlo de viscosidad din.irnico representado con el sirnbolo µ. 

Isaac Newton. expuso en su obra PHILOSQPHIAE NATtJRAl,IS 
PRINCIPIA METHEMATICA una ecuación de caracler bidimensional, 
para evaluar el esfuerzo lan9enc1al T desarrollado en el interior 



38 

da un flujo denominado newloniano. medio viscoso o cuerpo de 
Newton. y est.&blece que los esfuerzos tangenciales desarrollados 
en el interior de un flujo viscoso son diract.ament.e 
proporcionales a un gradiente de velocidades con dirección 
ortogonal a la dirección del flujo. el coeficiente de 
proporcionalidad corresponde prec1samente al coeficiente de 
viscosidad dinAmico y mat.e~ticament.e se oxpresa de la siguiente 
man•ra.: 

T • (1.Q,1) 

En las grAficas de la figura 8 Cpágina 40) se representa el 
comport.ar.áent.o di!! un medio viscoso sometido a un esfuerzo 
distorsiona! const.ant.e. La magn1 t.ud del esruerzo dist.orsional 
aplicado al medio viscoso no variará durante su aplicación, por· 
lo tanto, la gráfica esfuerzo-tiempo es una semirrecta paralela 
al eje de liempo Cgr.ifica a). Al momento de aplicar el esf'uerzo 
distorsiona! al medio viscoso, éste comienza a def'ormarse y l~ 

deformación .aumenta.rA con rapidez constante mientras el esfuerzo 
se mantenga actuando, la curva deformación-tiempo se representa 
en la grAfica b. La curva esfuerzo-deformac16n del cuerpo 
viscoso, es una serrurrecla par.dela al eje de deformación. tal 
como se representa en la gráfica c. Un esfuerzo distorcional 
cualquiera podrA provocar cualquier deformación en el medio 
viscoso con la condición de que ~ea aplicado el tiempo 
suficiente. El modelo analógico utilizado para estudiar el 
comportamiento de un medio viscoso corresponde a un arnor••~uador. 

La vi seos! dad di nAmi ca es función pr i nci 'Jal mente de 1 a 
t.emperalura y de la presión. Para los liqvJdo~. la variación de 
la viscosidad con respecto la presión es prácticamente 
despreciable. 

Al dividir el coeficiente de viscosidad dinámico entre la 
dens1dad del medJ.o, se obtiene el coeficlent.e de viscosidad 
cinemático denominado de esta manera por que sus dimensiones son 
puramente cinemáticas. Este co~ficiente se representa con el 
símbolo ~ y se defina con la ecuaclón sigui~nle: 

1> • t:!. 
p 

Cl. 9.2) 

En la pr~ct.ica se prefiere utilizar el coeficiente de 
viscosida.d cinemAtico en lugar del coeficianto de viscosidad 
d.inA1n.1co por las ventajas que representa utilizar magni ludes 
1 nt.ensi vas. 
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110 FLUJO ROTACIONAL 

Se denomina flujo rotacional. al !'lujo aquel en el que las 
part.iculas fluidas experimentan un giro sobre si mismas. 

Tanlo el flujo relacional como el flujo laminar son 
consecuencia ds la viscosidad del fluido. 

La distribución de velocidades caraclerislica de los flujos 
laminares. provocada por la acción de los esfuerzos 
dislcrsionales acluanles en el flujo de un medio viscoso. generan 
una rotación de las part.iculas fluidas. creando un campo 
vectorial d•nonu.nado rotacional, vorlicoso o de los ~orb•llinos. 

El campo rot.acional
1
dse define a partir del campo vectorial 

de velocidades del flujo • el cual queda definido con respecto a 
un sistema de referenc1a cartesiano por la ecuación siguiente: 

[~ 
k 

l rot "' " " Cl.10.1) tJ = X v = 
~ -;;a 
tJ tJ . y 

El s1rnbolo V que aparece en 1.anecuaciOn C1.10.1J, es el 
operador de Hami l lon denomJ. nado nabla , el cual , con respect.o a 

tdApost.ol, Tom M., ~. Barcelona. Revert.é, ll980l, Vol. a. 
p. 538. 

17
Bronsht.ein, Ilya y Semendiaev Konst.antin, 

PARA INGENIEROS Y ESIUQIANJES. 
l1985J. p. 626. 

MANUAi,, DE MAJ"EMATI CAS 
Mtl!Xico, E.C.P., 



un sistema. de referencia cartesiano se define de la siguient.e 
manera: 

Cl.10.2) 

Para el ca.so bidimensional, considerando el flujo en al 
plano xz. cuyo vector normal es j. la ecuación Cl.10.1) adquiere 
l& siguiente forma: 

Cl.10.3) 

En un flujo establecido, el campo rotacional es función 
axc:lusivament.e del espacio. 
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1.11 ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRODINAMICA. 

Con frecuencia, en el est.udio de fenómenos referentes al 
movimient..o de fluidos, conv1ene cons1derar los fluidos como si 
carecieran de viscosidad. A esle tipo de fluidos se les denomina 
ideales 6 no viscosos. 

La Hidrodinámica es la ciencia que estudia el movimiento de 
los fluidos ideales. 

La carencia de viscosidad en los fluidos ideales, irnplic.a 
que solamente podran desarrollarse esfuerzos is6t..ropos y fuerzas 
másicas on su interior. 

Un flujo puede considerarse ideal, cuando los efecto~ de los 
esfuerzos disl~rs1onales sean pract1camenle despreciables, lo que 
sucede en los siguentes casos: 

a) Cuando el flu1do se encuentra en reposo, en su lnler1or no 
podran desarrollarse esfuerzos langenc!ales a superficie 
a.lgllna. 

b) Cuando la v1scos1da.d del fluido sea relativamente pequef'\a, la 
cual se puede considerar prácticament_e inexistente. 

e) Cuando el flujo alcanza un allo grado de lurbulen·.:i.a, en cada 
punt.o del f 1 UJO se generan esf <Jer zos tangenc1 al es de di versas 
magnitudes y dir~c1ones, provocando un af~cto de intenso 
mezclado, en este caso no existe una distri.bución uniforme de 
esfuerzos tangenciales, que imptda la propagación de estos a 
distancia. 

d) Cuando la zo;-.a. de !'l•JJf"l -:=-n estudio se encuentre relativamente 
alejada de cua.lqu1er obs1\~cuto sólido. b1én, de .l.a 
influencia de la capa .!.1m!te . 

En la figura 9 Cpag1na 92), se presenta. el esquema de un 
volumen d1ferenc1al de control hipoléllco, del interior de un 
flujo ideal, de forma cúbi.ca, cuya densidad es p y cuyas aristas 
eslAn orientadas en forma conveniente para el análisis de acuerdo 
a los ejes coordenados de 1.Jn sistema de referencia cartesiano. 

19
Se define como capa limite, a ta zona del flujo gener.a.lmenle 

delgada, en contacto C()n una frontera s6l1cta o de diferente 
naluraleza que la del flujo en cuestión Cpudiendo ser otro flujo 
de caraclerislicas diferentes sin que exista mezcla.). en la que 
los efec•.o~ gen€'rados por 1 a vi scos1 dad del fl UJ o son 
s1gn1ficaL1vos. 
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La adopción del concepto diferencial aplicado a un elemento 
de dimensiones fisicas represent.at..ivas (pudiendo ser long1t..ud, 
~re& o volumen). implica considerar la resullant.e de las fuerzas 
actuantes sobre el element.o y las caract.erist.icas cinemáticas, 
aplicadas en el cent.roid'1 da dicho elemento. El cenlroJ.de del 
volumen de control diferencial de la figura 9 se localiza en el 
punt.o q. 

La segunda ley de Ne-.rton, establece que la resultante de las 
fuerzas actuantes sobre un cuerpo, provoca un cambio de la 
velocidad del cuerpo en la dirección de la result..ante y 
malemálicamenle queda expresada por la siguiente ecuación: 

donde: 

F m" Cl.11.D 

F es la resultante del sist.ema de fuerzas actuantes 
sobre un cuerpo, 

m es la masa del cuerpo. ·y 

a es la ac8'1eraciOn o cambio de velocidad que 
experimenta el cuerpo en dirección de la resultante. 

La resultante de las fuerzas que actuan en el int.erior de un 
fluido ideal serA igual • la suma de las fuorzas do presión y las 
fuer-zas de masa. 

Si se aplica la segunda ley de Newton al volumen diíerencial 
de control de la figura 9, en la dirección x. se obtiene la 
s1gu1onle ecuación: 

dv, 
p dx dy d.z dt 

- [p + !.~dx) dy d.z ... 2 iJx 

+pXdxdydz 

Cl.11.<D 



45 

Desarrollando las operac1ones algebraicas indicadas en la 
ecuación Cl.11.2), se obtiene la ecuación fundamental de la 
H1drodinárru.ca en la dirección del eje x. La interpretaciOn de los 
términos que componen la ecuación Cl.11.2) es la siguiente: 

el término dx dy dz del primer miembro es el volumen diferencial 
de control que al multiplicarse por la densidad del fluido p se 
obtiene la masa del volumen, 

dux/dt es la componente de la aceleración en la dirección x, 

la resullant.e de las fuerzas de presión, actuantes en el volumen 
diferencial de cent.rol. en la direcc16n x, es igual a la 
expres16n siguiente: 

del segundo miembro de la ecuación Cl.11.2), 

el ült.imo término del segunda miembro de la ecuación Cl.11.2), 
corresponde a la expresión p X dx dy dz es igual a la resultanle 
de las fuerzas de masa en la dirección del eje x. 

Desarrollando operaciones algebra1cas lnd1cadas en la 
ecuación Cl.11.2), reduc1endola a su mlnima expresión, se obtiene 
la ecuación fundamental de la hidrodinAm.lca en la dirección del 
eje x 

(1.11.3.a.) 

Procediendo en forma similar como se hizo para la dirección 
del eje x, aplicando la segunda ley de Newton, ahora para las 
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direcciones y y z. se·,oblienen ecuaciones similares a la ecuación 
(1.11.3.a) p.ara las direccionas y y z respect.ivamenle 

dv 1 Op 
dty =y - p ily C1.11.3.b) 

dv 
~-z-~~ C1.11.3.c) 

A las ecuaciones Ct.11.3) se les denomina Ecuaciones 
f'tmdarMnlales de la IUdrodlnámJ.ca o EL .. uaciones de Euler, l.as 
cuales describen el movimiento de los fluidos ideales. 

Considerando que por lo 9eneral. la fuerza másica resulta de 
la acción de la gravedad sobre el fluido, se puede substituir los 
t.érmtnos correspondientes de las expresiones Cl.8.3) en las 
respect.ivas ecuaciones Cl .11. 3). obt.en1endo las siguianles 
ec uac 1. enes: 

dv 
_.2'.. 
dt 

1 llp 
- ¡; i1x Cl.11.4.a) 

Cl.11. 4.b) 

C1.11.4.c) 
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Si el fluido se encuentra en reposo. _enlences: 

~ o Cl.11.5) 

y las derivadas de las componentes de la velocidad con raspeclo 
al tiempo también valdrAn cero 

dv 
X 

di 
dvy = dvz = 

0 
dt crr- Cl.11.8) 

entonces las ecuaciones Cl.11.3) adquieren la siguiente forma.: 

Cl.11. 7. a) 

Cl.11.7.b) 

Cl .11. 7. e) 

Las ecuaciones Cl.11. 7) se les conoce con el nombre da 
Ecuaciones Est..i.ticas; de Euler- o Ecuaciones Ft.mdanwntal•s d• l.a 
hidroslát1ca de los Fluidos Incompresibles. 



Considerando nuevamente que la fuerza de masa es debido al 
campo gravitacional, las ecuaciones Cl.11. 7) adquieren la 
siguiente forma: 

o bi~n. 

1 ltp 
p ilx 

~=o 

o Cl.11. e. a) 

Cl.11.8.b) 

Cl .11. e. e) 

Cl.11.9.b) 

C1.11.9.c) 

De las ecuaciones anteriores se concluye que la presión en 
el inlerior de un !'luido incompresible en reposo, varia 
excl usi vament.e en el sentido de la gravedad, correspondiente al 
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eje z para el sistema de referencia considerado y es constanLe en 
lodos los puntos contenidos en cualquier plano ortogonal h dich¿ 
dirc!teci6n. 

Debido a que- la. presión p es función e-xclusJ.vament.e de la 
d1r9cci0n z. la derivada de p con respecto a z corresponde a la 
dQrivada lolal de la pr•si6n 

<1.11.10) 

o bién, 

C1. 11.11) 

in~egrandc la ecuaciOn anterior resul~a: 

fdp • f - r dz (1.11.12) 

como el flu1do es incompresible r•consldntc y la ecuación 
on~ar1or se puvde gscr1b1r de la s19uienl6 nanera: 

C1 .11.13) 
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e integrando la ecuación anterior se obtiene lo siguiente: 

p+C1=-yz+Cz Cl.11.14) 

donde Ct y Cz son constantes producto de la integración. 

Simplificando mediante operaciones algebraicas, la ecuación 
C1.11.14) también se puede escribir como sigue: 

p + y z C2 - C1 Cl.11.15) 

si C. • Cz - C1. entonces 

p+yz=-C• Cl.11.16) 

ahora. si C • C!/y, la ecuación· anterior pueda escribirse de la 
siguiente manara: 

e. + 2 = e 
r 

Cl.11.17) 

A la EtCuación anterior se le conoce con el nombre de Ley de 
Pascal. es una ecuación muy 1mporlanle en la hidroslálica que 
permite calcular la distribución de presiones hidrostálicas en el 
interior de fluidos incomprestbles en reposo. 



51 

La const.ante e de la ecuación Cl. 11.17) se denomina altura 
piezomélrica, por lo general se representa con el simbolo h y si 
el fluido en estudio es agua, la ecuación Cl.1!.17) se escribe de 
la ~iguiente manera: 

+ z h Cl.11.18J 

La ecuación ant.er l or const..1 tuya uno de los t.érrni nos del 
gradiente ~idr~ulico, que integran la expres16n deno:-:Unada Ley de 
Da.rey. base fundamental del análisis del flujo de agua en suelos. 
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1.12 ECUACJON DE CONTINUIDAD. 

La ecuación de conlinuldad, se obtiene al aplicar el 
principio de la conservación de la materia a un volumen de 
control fijo, del interior de un flujo. Este principio, es 
equivalente al principio de la conservación de la energla 
(primera ley de la TermodinAmica) y dice quo no hay creación ni 
destrucción de la ma.lerta, los cambios de masa en el interior del 
volumen de control son consecuencia del flujo a traVés de la. 
superficie de control, esto es: la cantidad neta de masa que 
atraviesa la superficie de frontera del volumen de control, en la 
unidad de tiempo, m.As la rapidez de var1aci6n de la masa 
contenida en dicha volurnan, es siempre igual a cero. 

Considerese una vez más, el volumen de control v._ de 1 a 
figura ~ (página 39). La rapidez de var1ac16n de la masa del 
elemento d1ferenc1al de volumen dV. es: 

(~)dV (1.12.1) 

La rap1dez de var1ac16n de la ma!:.a contenida en todo el 
volumen de control se obt.iene integrando en t.odo el volumen d~ 
conlrol la expresión Cl. 12.1) 

La masa que atraviesa un elemento diferencial de superficie 
d.S, de la superficie de control Se, en la unidad de tiempo, si 
avanza con velocidad v, recorre a través de dS un espacio u·n, 
donde n es el vector un1t.ario normal al element.o d.S, dicha masa 
vale: 

Cl.12.3) 
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y la cantidad neta de masa que atraviesa la superricie de 
cont.rol, en la unidad de tiempo vale: 

!f Cp ,,.n)dS Cl.12.4.) 
Se 

Sumando las expresiones Ct.12.2) y Cl.12.4) se obt.iene la 
ecuación general de continuidad en su caract.er extensivo, sin 
embargo, para poder sumar ~st.as expresiones, es nec:esario 
transformar la integral se superficie de la expresión (1.12.4) en 

t~~~~~lded~a~:;,lf,men, aplicando el teorema de la divergencia o 

p Cp v•n)dS 
Se 

f div<p v)dV 
Ve 

(1.12.5) 

Sumando la expresión Cl .12. 2) con el segundo mJ.•mbro d• la 
ecuación Cl.12.~J. se obtiene la ecuación general de continuidad 
en su forma extensiva 

f (~)dV + f div<p v)dV 
Ve Ve 

o ci.12.e' 

lPAposlol, Tom H., Op. cit.., pp. 557 - 563. 



o bién. 

f [~ + div<p u)]dV • o 
Ve ~t 
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C1.12.7) 

La ecuación C1.12.7) de caract.er ext.ensivo, puede 
t.ransformarse f'ácilment.e en int.ensiva, por que la int.egral de 
volumen se extiende a t.odo el volumen de cent.rol, como éste puede 
escogerse de manera arbitraria. la integral no puede valer 
siempre cero, a menos que la función integrada valga cero 

:1;' + diV(p u) o C1.12.8) 

La ecuación anterior, es la ecuación dif'erencial general de 
cont.inuidad en su caract.er intensivo. 

Si el flujo en estudio es permanente, el primer término del 
primer miembro de la ecuación Cl .12. 8) vale cero 

C1.12. 9) 

y la ecuación Cl.12.8) adquiere la siguiente forma: 

diV(p "' • o Cl.12.10) 
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Si aderú.s el f'l uido se puede considerar incompresible, su 
densidad será conslanle y la ecuación Cl.12.10) pueda escribirse 
de l• siguiente manera: 

pdivu=O C1.12.1D 

o bién. 

div v ~ O Cl.12.12) 

y recordando la def'inición matemat.ica de divergente de una 
función. la ecuación anterior t.amb1~n se escribe como sigue~ 

"" div V • "XX C!.12.13) 

La ecuación anterior, es la ecuación de conlinuJdad para tm 
f'lujo establecido & inco111presible. as común referirse a ast..a. 
ecuación como la condición de incompresibilidad20

• 

20
Levi, Enzo, ELEMENTOS DE: LA MECANICA DEL MEDIO CONTINUO. México, 

Limusa-Wiley, [1971), subcap 2.2.9 .. 
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1.13 LEY DE DARCY. 

Se le atribuye al ingeniero francas Henri Phillibert Gaspard 
Darcy (1808 - 1BS8) da les Corps des Ponls et Chaussees de Oijon, 
ser el iniciador del esludio racional de los problemas practicas 
que contemplan la infillraci6n del agua en los medios porosos. 

En su obra p;;s FONIA! HES P\IBLI QVES DE LA VI Lle: PE DI)OH, 
publicada en el a~o de 1eee. Darcy presentó una expr9si6n 
ma.t.ern!t.ic.a obt.enid& expariment.alment.o, que permite calcular la 
velocidad media de descarga del agua que se infiltra a través de 
un medio poroso. si se conoce en forma cuantitativa la capacidad 
del agua para fluir en el interior del medio y el gradiente 
hidrAulico al que estA sometido el flujo; a esta expres10n 
m.a..te~t.ica se le conoce en la actualidad con el nombre de "LEY DE 
DARC"t"'. 

El dispos1tivo experimental que D.hrcy utilizó en dicho 
estudio, era similar al mostrado en la figura 10 Cpágina EU), 
basados en las c:aracterist.icas hidrAulicas de este dispositivo, 
la ley de Darey se expresa de la siguiente manera: 

tJ = -k 1 Cl.13.D 

La gran importancia adquirida por la ocuac16n Cl.13.1) en el 
estudio del flujo de agua en suelos, radica en su simplicidad, 
siendo indispensable la correcta intarprolaci6n d• cada uno da 
los términos quo la int..ogran. 

El término k del segundo nuembra de la ecuación Cl .13.1), os 
una constante numérica llamada coeficienle df!Jo pqr~ab!lid.ad d.:1 
s~l o (el !;ÍQ'nO :-1&gó.li va que aparece en el 'Sl!!tiJUOd':I miern})ro de la 
ecuación Cl.13.1), corresponde al gradi~n•_e hidráulico i). 
Mediante esta constante numer1c:a se pretende cuantificar en forma. 
práctica y general, la mayor o menor facil1dad del agua para 
fluir en el interior del suelo. Sus dimensiones corrP.sponden a 
las de una vulocid~d. 

El valor dl!tl eoeficient.e de permeabi l 1 dar! do:> un suol u 
determina rr.cdiante procedimientos exper1mentalas. realizados en 
muestras del suelo a estudiar. 

Los procedimientos para det.ernunar los coefic1ont&s de 
permeabilidad de los suelos. pueden el as1f1 car se en: métodos 
directos, los que se onfocan a la determinación exclusiva. d~l 

•talor de dicho coeficiente y métodos ind1r1tclos, que permiten la 
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deducción del valor del coeficiant.e de permeabilidad a part.ir da 
los resultados de pruebas .aplicadas a muast.ras d• suelo con 
diversos objet.ivos. 

Ent.re los métodos direct.os que act..ualrnente se aplican para. 
la determinación del valor del coeficiente de permeabilidad de 
los suelos. se encuent.ran: 

a) el permeámetro de carga conslant.e, 

b) el permeámet.ro de carga variable y 

e) la prueba direct.a de per~nabilidad de los suelos en el lugar. 

Ent.re los mét.odos indirectos aplicados en la actualidad, 
para la det.erm1nac1ón del valor del coeficient.o de ~ermeabilidad 
de los suelos, se encuentran: 

a) cálculo de k a part.ir de la curva granulom&lrica, 

b) cálculo de k a partir de la prueba de consolidaciOn y 

e) calculo de k con la prueba horizontal da capilaridad. 

La elección del r..élodo para determinar el valor de k. 
dependo de las caraclerislica~ do! ~u~Jo y del grado de pres1ci6n 
requerido. por ejemplo, los po;~eam~tro5 ~fl utllizan para suelos 
relAlivamente permeables t..ale~ come limos, arenas y dema.s 
materiales no pla!:ticos; para suelos do baja ~rmoabilidad como 
las arcillas. se prefiere la prueba dr> cnnsolldación; la prueba 
directa. de permeabilidad de los suelos en el luga.r, se basa. en la 
determinación de k, a pariir del análisis de l~ operación do un 
sistema da pozos de bombeo ~ si ol cálculo de k, ~e hac• a part.1r 
de la curva granulo~trica no es muy conf1ahlo. sola.mente se 
ut11 iza cuando se requ1 ore una id-:;..:.. aprc:-:.!.r...:.d.'.! dAl nrdAn de 
m.agnlt..ud de le; la prueba horizontal de capi!aridAd, so er.iplea 
sobre t.odo, cuando se requ1oren hacer dlfer-ont.c~ prueb.._s del 
suelo de un misma lole, o blén, en suelos elaborados con lecnicas 
iguales en los que se prosumen car•clerlsttcas iguales. 

Es necesario aclarar. quo lodcs los mOlodos empleados gn l~ 

actualidad para determinar el valor del coeficient..e de 
permeabilidad de los suelos, pro¡:iorcicn:in result..-dos 
represent.at..1 vos aproximados, por supuesto que unos rr.ét.odos 
proporcionan valores ma~ represenlalivos que otros, sin embarQo, 

ZlJu~roz Badillo, Eulal1o y Rico Rodriguez, Alfonso, MECANICA DE 
SUELOS; FLUJO DE AGUA EH SU!\LOS. 3ª ed., México, Limusa, 
[19721, Vol. 3, Cap. VII. 
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de ninguna manera se ha de suponer que el valor de k obtenido por 
cual qui or mét.odo act.ual t.1 ona una exact.i t..ud i ndi scut.i bl a, pues 
est.o implicaria astJgurar que el suelo en cuestión const..it..uye una 
masa homogénea continua, lo que por supuest.o es falso. 

La explicación detallada de los métodos experimentales 
empleados en la actualidad para la obtención del valor del 
coeficiente de permeabilidad de los suelos k. est.á fuera de los 
al e.anees de esta tos! s, sin embargo, el 1 ect.or i nt.eresado bi én 
puede consultar la referencia bibliográfica e. 

El valor del coeficiente de permeabilidad de los suelos k, 
pretende contemplar caracterist.icas tanto del suelo como del agua 
que fluye en el int..er1or de ést.e, su valor se ve afoct.ado por 
di v&rsos fa e Lores i nharenlcs a ambos. Enlre los rel ali vos al 
suolc. por ejemplo, se encuent.ran la relación de vaclos, 
estructura, granulometria, estrat.ificac16n, existoncia de 
agujeros, fisuras, grietas, etcétera y entre los relativos al 
.agua. se pueden m!"nciona.r por ejer.:pl~. temperatura, visco~idad,' 

materia en SU$pensi6n, sales disueltas, dureza, etcétera. 

Al contemplar la viscos1d.ad del a9ua en el coeficiente de 
permeabilidad se hace posible considerar al agua qu~ se infiltra 
en el suelo, como un fluido ideal, lo que pernule aplicar la 
t.eoria de la hidrodl.nám1ca en al an.3.lisis del flujo d.z> agua an 
suelos. Esta caracLeristlca del cotlfl.cient.e de perrr.Ga.b1lidad do 
los suelos, es tan alracL¡va que compensa toda~ las desventajas 
relativas a la dat.arminac:ión rie su valor, ademas que en los 
problen~s poácticos sP obtionen re5ultadas bastante 
sati~fact.orios para fines ingt:1nie:-iles. 

La función del coeficl.ente de parmoaLi1lidad en ol d.ná.lisis 
del flujo de agua en suelos os t.an am:nciosa que se deben 
ext.rem.ar los cuidados en la determinación de este valor que 
pret.ende av•lu-.r conjunlamonla divers;..._s; caractoricas imporl.ant.as 
lant.o del suelo como del -1.<;¡ua, lo que ur.plica procesos 
exper11nent.ales sofisticados y costosos que sin orr.bargo. no t.ianen 
más lrascendd1tCi,;;.. q:..1.;¡ p.;:.o =.. l.~s -=cncii. ri 0n.:oo;. axpor1 rn€1nt.ales 
reproducidas en el laboratorio. 

Nutt..ing (1930), est..ablec16 un coafic1onte dcnom.lnado 
Coeficiente de Permeabilidad Espec1fica

22
,representado con el 

simbolo k•, el cu.!..l considera exclusiv.:i.ment..e las caract..er!st..lcas 
del medio poroso. Este coeficiente, se determina a part.ir del 
coeficiente de permeabilidad k con la expresión ~l.guiento: 

'ZZJu~rez Badillo, Eulal10 y Rico Rodriguez, Alfonso, t-'.ECANlrA DE_ 
SUELOS: FUNDAMENTOS DE LA 11ECANICA DE SUELOS.. 3 .,d. , 
México, L1musa, [1974]. Vol. 1, p. 218. 
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k' = /:!_ k 
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C1.13.2) 

µ es el coeficient.e de viscosidad dinámica del agua. 

yw es el peso especifico del agua en las condiciones de 

t.rabajo. y 

k es el coef1cienle de permeabilidad del suelo. 

Considerando que yw = ~pw [ecuac16n (1.3.3)] y que v ~ µ/pw. 

[ecuación Cl.9.2)] la ecuación Cl.13.2) también puede escribirse 
de la siguiente manera: 

donde: 

!:'. k 
tf 

v es el coeficiente de viscosidad cinemático y 

C! .13. 3) 

8 es el valor de la aceleración de la gravedad 
t.errest.re. 

El segundo término de la ecuación Cl.13.1) -1, se denomina 
gradiente hidráulico y es igual al limite siguiente: 

donde: 

-1 =~o~ dh 
dS C1.13.4) 

Ml es la diferencia de las alturas piezomélricas 
correspondientes a dos puntos localizados sobre una 
linea de flujo considerada y 

tS la d1slanr.ia ent.rF:> chcha-s P'Jnt.os sobr"3' la linea 
de flujo. 

El lérm1no t.h de la ecuación Cl.13. 4), represent.a la 
dislpac16n de energia en forma de calor, que experimenta el flujo 
a lo largo del desplazamiento t.,,S, 
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1.14 VALIDEZ DE LA LEY DE DARCY. 

La validez de la ley de Darcy se restringe al análisis del 
flujo de agua en medios porosos con fines prácticos. El resultado 
de su aplicac16n, de ninguna manera es equiparable con la 
realidad y pretender explicar la dinámica real de las particulas 
de agua que se infiltran en el interior de un medio poroso real 
act.ualmenle es imposible. Sin embargo, constituye la base teórica 
del mét.odo experimental actual y permite determinar con un grado 
aceptable de precisión, las magnitudes fisica.s del f'lUJO que 
interesan al ingeniero, siempre y cuando se consideren las 
restr1cciones de aplicación de esta ley. 

En la det.errru.nac16n de la ley de Darcy. se ha considerado 
que la veloc1dad media de descarga del flUJO es tan pequef'ia que 
la. energia cinética es prAclicamenle despreciable. ra26n por la 
cual se considera la altura piezomélrica en el grad~enle 

hi dr Aul i co. 

El flujo del agua en el interior de un medio poroso dist.a 
mucho de ser lar.unar, sin embargo. la baja velocidad media de 
descarga parm.it.e lrat..ar el flujo como laminar. 

Se dice que un f l UJO es laminar cuando se cumplen las 
condiciones vistas en el sub::aplt.ulo 2.9 de esta lasis, de no 
ser asl, el flUJO solo puede ser turbulento. 

Un medio fluye, cuando la. pos.:..c1ór. relativa entre sus 
part.iculas. que lo forman va cambiando conslar.L0.ment..e durante el 
transcurso del fenómeno. A part.1r de est.e concepto, se puede 
adm.1 t.1 r, que sol ame.:. le existen dos ti pos dú fl UJO: el laminar y 
el t.urbulenlo. El movimiento de los fluidos ideales 6 no 
viscosos, no constituye propiamente un flujo, puosto que la 
posición relativa entre sus particulas permanece inalterada 
durante el fenómeno, el fluido ideal Liene mas bién. un 
movim~enlo de cuerpo rigido. 

Una forma pr~cL1ca da ~1sl1ngu1r el f~~Jo la!":'!.!"'lar dal 
turbulento, es a parttr del Numero de Reynolds , el cual es un 
número adimensional que contempla los factores que establecen las 
caract.erisL1cas de un fluJO y perrrut.e def1n1r por medio de su 
valor numérico cuando un fluJO es lanunar o turbulento. En el 

"Reynolds, O. , "AH EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF THE 
CIRCUHSTAHCES WHICH DETERMINE WHETHER THE MOTIOH OF 
WATER SHALL BE DIRECT OF SIHUOUS AHD THE LAW OF 
RESISTEHCE IH PARALLEL CllAHHELS". , PHI\,. TP.ANS. RO'f A!... 
~· Vol. 174, London England, 1883. 
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estudio del flujo de agua en suelos. el número de Reynolds se 
defina por la ecuación siguienle: 

donde: 

R ~" D (1.14.1) 
V 

ves la velocidad media de descarga del flujo, en cm/s. 

O es el diAmet.ro promedio de las parliculas del suelo. 
en cm, y 

V es el 
fluido, 

coeficier.t.e 
z 

en cm /s. 
de viscosidad cinemAt.ica del 

La ley de Darcy será aplicable siempre que se garan~ice el 
régimen laminar del flujo mediante la ecuación <1.14.1), lo que 
sucede en la ma.yorla de los casos de flujo de agua en suelos. 

La velocidad bajo la cual, para c1erlas condiciones de 
frontera y temperatura, un flujo siempre os laminar, ~e denomina 
''velocidad critica''. 

Cuando el flujo es laminar para ciertas condiciones, al 
aumentar la velocidad del fluJo ésto se transformará. en 
turbulento; pasando ?Or un rango de veloc1dad~s de transición. an 
el cual. el rlujo puede ser lanto laminar como t.urbulento. En el 
estudio del flujo de agua en suelos. varios invest1gadoros: han 
comprobado que los valores del número de Reynolds. que define el 
intervalo de transición entre flujo laminar y turbulento. oscila 
entre 1 y 12. Se garanlizará el régimen laminar de t.odo flujo 
cuando gl valor de ll sea menor a uno. Para 1 a rn.a.yor!a de los 
sualc= inclusiv~ para In~ compuestos por granos gruesos. como por 
ejemplo, arenas con O=O. 4 mm, el valor de B. fll'S mucho menor a la 
unidad. 

En suma, para poder aplicar la ley de Darcy ~l an~lisis del 
flujo de agua en suelos. se deben tener en cuenta las hipótesis 
siguientes: 

a) se debe garantizar el régimen laminar del flujo, 

b) el suelo debe de eslar loLalmente saturado. 

e) las parliculas sólidas que componen la masa del suelo como el 
agua se supondrán incompresibles en si mismas, 
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d) el flujo no implicará modificaciones en la est.ruct.ura del 
suelo, 

e) el análisis del flujo se linút.ará a un inst.ant.e determinado o 
bien. para los casos de flujo establecido o permanente, 

f') lant.o el suelo como el agua de infil t.ración se idealizarán 
como medios continuos. 
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1.15 ECUACION DE LAPLACE. 

La ley de Darcy, es una expresiOn matem.a.t.ica de carAct.er 
vect.orial que junt..o con la Hidrodinánuca, const.it.uye la base 
teórica act.ual del análisis del flujo de agua en suelos. 

Por la hipót.e-sis de 1ncomprasibilidad del aQUa y de las 
part.1culas que componen la masa del suelo, y debido a qua la 
energl.a cinét.ica del agua. qua fluya en el int.erior de un medio 
poroso es prácticament.e desprecia.ble, el análisis del flujo de 
agua en suelos se comienza a part.ir de las ecuaciones est.~t.ica.s 

de Euler o ecuaciones fundament.ales de la hidrost.át.ica 

e 1. 1e. 1. .. ) 

C1.16.1.b) 

Z= ~ 
p~ 

C1.15.1. e) 

Para obtener las respect.ivas derivadas parciales d• la 
presión p en las ecuaciones funda.mentales de la hidros:t.At.ica, 
para un flujo establecido como se esta considerando. se despeja p 
de la ecuación <1.11.18) respecLiva a la altura piezornét.rica 

p = Y w(h - z) • pw6('.h - Z) C1.15.C:) 

Por la hipótesis de incompresibilidad del fluido, el valor 
de la densidad serA constante, igualmente el valor de la 
aceleración de la Qravedad terrestre se puede considerar 
constant.e con respecto a variaciones de altitud relat.ivament.e 
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peque~as comparadas con las dimensiones del planeta, por lo 
tanto, en un flujo establecido las derivadas parciales de p de 
las ecuaciones Cl.16.1) con respecto a un sistema de referencia 
cartesiano est~n definidas por las siguientes ecuaciones: 

8h 
P,_,e Ox C1.16. 3. a) 

(1.16. 3. b) 

CL 16. 3. el 

Substituyendo la.s ecuaciones anteriores en las respectivas 
ecuaciones (1 .15.1) y desarrollando las operaciones algebraicas 
indicadas. se obtienen las siguientes ecuaciones: 

X C1.16.4..a) 

CL 16. 4.. b) 

Cl.16.4..c) 
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A las derivadas parciales de la altura piezomélrica h. con 
respecto a cada una d• las direcciones da los ejes coordenAdos x. 
y y z. se les denonuna gradiente hidrá.ulico con respecto a cada 
una de las direcciones de dichos ejes coordenados y se 
representan con los simbolos ix, iy y iz raspec:tivament.• 

C1 .15. 5. a) 

(1.15. s. b) 

C1.15. S. e) 

Para una. dirección 5 cualquiera la ley de Carey se puede 
escribir de la siguiente manera: 

C1.15.Cll 

donde s puede ser cualquiera de las direcciones de los ejes 
coordenados del sistema de referencia cartesiano. 

Substituyendo la ecuación Cl.1'!1.6) en las ecuaciones 
Cl .19. 9) considerando las di rece.Lonas x. y y z. en s, 
respectivamente, se obtienen las siguientes ecuaciones: 

"x c!h 
k ax C1.15. 7. a) 

X 
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Cl.15. 7. b) 

(1.15. 7.c) 

Subst.it.uyendo las ecuaciones ant.eriores en las ecuaciones 
C1.1~.4) respttelivAment.e. se obtienen las siguientes ecuaciones: 

V 

Z=-6~-6 
"'z 

Cl.15. a.a) 

o .15. a. b) 

(1.15. a.e) 
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Substituyendo nuevament.e las ecuaciones anteriores en las 
correspondientes ecuaciones Cl.19.4). se obl!enen las siguienles 
ocuac1onas: 

o bJ.én. 

V 

- 6 1/ 
)1 

V 
X 

k ,.. 

C1.1S. Q. a) 

C1.1S.Q.b) 

Cl.1!5.Q.cl 

(1. 15.10. a) 

dh 
;;y CL 15.10. bl 
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C1 .16.10. e) 

En las ecuaciones anteriores. se pueden despejar las 
componentes de la velocidad de descarga obteniendo las siguientes 
ee uac i enes: 

"x 

" y 

" "' 

- k 8h 
y lty 

C1.15.11. a) 

(1.15.11.b) 

(1.15.11. e) 

Las ecuaclones anteriores corresponden a las componenLes de 
la v~locidAd media de descarga, expresadas de acuerdo a la ley de 
Darcy con respecto a un sis~ema de referenc1a cartesiano. 

La velocidad media de descArga del flujo es igual a la suma 
de sus componen~es 

\J ""' l,.I l 
X 

(1.15.12) 
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Subslit.uyendo en cada una de las componentes de l& velocidad 
media de descarga las correspondienles ecuaciones C2.19.11). se 
obliene la siguiente ecuación: 

V : Cl.19.13) 

J.a ecuación ant.frior es e! gradiente de la función vectorial 
velocidad del flujo, la cual por definición se puede escribir de 
la. siguiente manera: 

u = gr adC -kh) Cl.19.14) 

donde 9 es el operador de Hamillon nabla. 

La ecuación Cl.15.14) es la expresión veclor1al de la ley de 
Carey, considerada para un medio poroso anis6t.ropo; no oLsla.nle 
aún cu.ando la caraclerist.ica de anisolropia as comun &JO los 
suelos. existe un artificio mat.ematico llamado "Teori.a de la 
Sección Transformada" a parlir de la cual se puede transformar un 
caso anisótropo en isót.ropo. Aunque en esta tesis no se presenta 
la teoria de la sección transformada. el lector inleresAdo en 
este úlil y práctico método lo pueda consultar en •l capitulo 1 
de la referenci& bibliogr~fica 7. 

A partir de la leerla de la sección transformada. al caso 
isótropo adquiere importancia en el análisis del flujo de agua en 
suelos y la expresión vectorial de la l~y da ~rey. para Al caso 
is6lropo se escribe de la siguiente manera: 

C1.19.1!9) 

14
Apost..ol, ~º!"'H. 1 'Op .• ~~·.• pp. 316 - 318. 
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Ahora, a part.ir de la ecuación de continuidad para flujo 
establecido e incompresible (suposición de incompresibilidad). 
subst.it.uyendo en ést.a. las ecuaciones Cl.15.11) que son las 
component.es de la velocidad media de descarga expresadas de 
acuerdo a la Íey de Darcy, se obtienen las siguientes ecuaciones: 

"" iJ ( k iJh) IJ'h X 
k rx- ¡x- xih X 1'x' 

C1.19.16. a) 

iJv 
iJ ( élh) "'" y 

by- °i)i - ky ély 2 -k 
y by' 

Cl.15.16. b) 

iJv 
~ ~(- k ~) IJ'h z 

2 -k 
~ In z In z <n' 

C1 .15.16. e) 

Sumando miembro a miembro las ecuaciones ant.er.t.ores, se 
obt.lene la siguiente ecuación: 

k Cl.15.17) 
z ,,.,,. 

La ecuación ant.er1or es olra forma de expresar la ecuación 
de continuidad para un flujo incompresible y permanente, que 
fluye en el interior de un medio poroso anisótropo con velocidad 
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muy pequei1'.a. Par~ un medio poroso is6t.ropo, ·la ecuación C·l .-15.17) 
adquiere la s1guienle forma: 

div ¡; -1: 
a2 h 

1: 
d

2
h d 2 h" o = • --lé 

iJx ··""'· .· 6z~ 
Cl.15.10) 

o bién, 

IJ
2

h .,.h ¿¡•¡, 
= v'h o 

dx 
2 lfy' <12 

2 
Cl.15. 19) 

A la ecuación anler1or se le denomina ECUACIOH DE LAPLACE. 
en honor de Pierre S1mon Marqués de Laplace (1749 - 1827) q111en, 
alrededor del af"lo 1782:, estudió sus soluc1ones. mientras 
inves~1gaba la atrdcc1on grav1lacJonal de cuerpos arb1lrar1os on 
el espacio, sLr. embargo, esta ecuac16n apa;re~ló por primor-. v~z 

escr1t.a en una mamor-1a dP Euler sobre h1drod1n.:.m1ca, alredador 
del af"io 1 752. Al pr l mer ml embro de esta ecuac1 ón se 1 e denonu na 
laplacian.a de h. 

En general, cuando la lapla.c1a.na de una funi"Jón veclor1al j 
vale cero, se dt.ciA que la función j es armontca • pnr c-;:;.ti:.,, la 
función vector1 al h es armórd ca 

La ecuación de Laplac~ es funda.mental en el anal i.s1s del 
flujo de agua en suelos, const1luye la bas~ de la leor1a 
denominada "flujo con polenr:i.al" 9ue as la herr.a.m1enla •ctua.l m3.s 
poderosa ut.il12ada en el est_urj10 de ~Br.~-;nE>no~: --1.J.:' hi.<)rod1n.ti.m1ca. y 
otros campo~ da la F1s1ca. La versat1l1dad de esta teorla permite 
emplear var1as t.éc:n1ca.s de rtn~l1s:1s como gr:i.f1ca.s, malem.lt1cas, 
de modelos, etcétera. d~ gran ut1l1dad en !A soluc10n de 
problema= an 1ngen1erla. 

La teoría que trata sobre l.a solución de la ecuación de 
Laplace y la teor1a del flUJO con pot.enci.al, se presentan en el 
c.aplt.ulo segundo de esL1 te~;;i'i.. 

2~Apostol, Tom M., Op. cit. p. ~42. 



CAPllU..O 2 

FLLUl a:N POTEM)Al 
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2.1 FUNCIONES DE CORRIENTE. 

Un conjunto o familia de superficies de flujo, con una o má.s 
caraclerislicas en común, puede definirse a partir de una función 
denom.1 nada de corr i en le. 

En un campo de flujo se puede def1nir una infinidad de 
familias diferentes de superClcies de flujo, las superficies de 
flujo de una misma familia no pueden inlersecarse entre si, por 
que en un instante determinado no pueden haber dos 6 m.ts 
velocidades diferentes en un mismo punto del campo de flujo, em 
cambio dos superficies de flujo de diferentes familias se 
inlersecan en una linea de flujo, la que obviamente pertenece a 
ambas f'am.ilias de flujo s1mullaneamenla. 

En un flujo permanente la conf1gurac16n de las superficies 
de flujo depende exrlusivamenle del espacio. 

El campo de velocidades de un f!UJO puede definirse A parlir 
de un sistema de dos familias diferentes de superficies de flujo, 
que sean mutuamente ortogonales entre si, considerando que 
respecto a un sistema de referencia cartes1ano estas familias de 
superficies quedan definidas por las funciones de corriente 
yr-FCx,y,zJ y ~=GCx,y,zJ, (figura 11. pAgina 82), el vaclor 
velocidad del flUJO en cualquier punto del campo de flujo ser.\ 
tangente a la linea de flUJO que pasa por el punto, como esta 
linea de flujo corresponde a la intersección de una superficie de 
f'lujo de la f'amil1a 'JI con olra de la familia .l:• al vector 
velocidad serA s1mul taneamenle tangente a ambas superficies de 
flujo en el punto en cuestión, enlences, el campo de velocidades 
de un flujo queda definido por la s1guionte ecuación: 

c2.1 1) 

Las funciones de corriente adquieren un valor constante para 
cada una de las superficies de flujo en partic~lar d~ la fanu.lta 
que daf i nen. 

La ecuación (2.1. l) t.iene una importante interpretación 
grafica. considere el punto p da el campo de fl1Jjo de la figura. 
12 Cpag1na 83), por este punlo pasara solo una linea de flujo 
correspondiente a la inlersección de las superficies de flujo i.p•a 
y ~~b, donde a y b son constantes, por la cond1ción da 
ortogonalidad entre las fam.ilia.s de superficies de flujo i.p y X• 
el vector Vy.• es orlogonal a la superf1c1e y.¡=a y simult.ana.a.menta 
tangente a la superficie x=b en el punlo p, de la misma manera eJ 
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vector Vx. es ortogonal a la. superficie x.=b y t.angent.e a la 
superficie ip=a en dicho punt.o. el producto cruz de los vectores 
Q~ y Vx es un vector ortogonal a ambos y simultáneamente tangente 
a ~=a y x.~b. por tratarse de superficies de flujo el vector Q~ x 
Qx_ define la velocidad del flujo en el punto p. 

As1 como por cada punto del campo de flujo pasa una y solo 
una linea de flujo. cada linea de flujo del campo de flujo 
corresponde a la intersección de una superficie de flujo de la 
familia V' con otra de la f"amilia X y no existirá linea de flujo 
del campo de rl ujo que no corresponda a 1 a i nt.ersecci6n de una 
superficie ~ con una X· 

Desarrollando la ecuación C2.1.l) se obtiene lo siguiente: 

CZ.1. 2. a)· 

C2.1. 2. b) 

j k 

;; a,,, 6"' 6"' ca. 1. 3) "iiX -;;:¡ ;F.; 

"x ax ax 
;;;; 6'Y ¡¡;; 
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desarrollando el delerminante de la ecuación C2.1.3) se 
obtiene la siguiente ecuac16n: 

y por igualdad de veclores~ 

V 
y 

C3.l.4) 

C2.1.~La) 

(2.1.5.b) 

ca.1.'3.c) 

Pcr lo general. en lo'."> problemas pract1cos de fluJo se 
tienen fl•.JJOS con s1:netr1a ax:. al, lo quEo> permite analizarlos 
desde un punto de vista b1 d1 mens1 anal, si mpt 1 f 1 cando 
significattvamenle el pr~~l~rna 

En un f l UJO b1 d1 mens1 anal se puede def l ni r 1.Jna f ami 1 i a de 
superficies de fluJO planas. paralelas entre si, cuyo eje de 
s1met.r1a ax.1al es una linea roela. Para. anal1..!ar estos casos 
conviene establecer un sistema de referencia cartesiano de tal 
manera que la d1recc10n de cualquiera de los ejes cartesianos sea 
igual a la d1recc16n del eje de simetria axial rle la fam1l1a de 
sup1?rf1c1es de flujo planas; por P.Jemplo. s1 SE,;! dRI1ne a. la. 
fam1l1a de superf1c1es de flujo planas con la func1ón de 
corriente >:=G(x,y,z) y la direcc1ón del eje de s1metria ax.ial de 
dJchas s1Jperl1c1es se iguala a la de1 eje coord~na-:io y. entone~~ 

V;t=j. donrte· J es al vector un1tar10 ::: . .in la misma dirección a la 
del eJe y. tedas las superl1c1es a~ f"lujo ~e la familia ~ ser~n 
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paralelas al plano xz del sislema de referencia cartesiano y la 
configuración de las lineas de flUJO correspondientes a las 
inlersecc1ones enlre las superficies 'P y ~ serA represenlal1va en 
cualquiera de las superficies ~· Cver r1gura 13, pagina 84). 

Para el caso b1d1mensional la ecuación (2.1.1) puede 
e~cr1b1rse de !A siguiente manera: 

'l"' " j C2.1.B) 

Desarrollando la ecuac10n--anlerior se ·C_bliene la --sl.gUienle 
ecuación: 

VYJ x k: 

o o 

o b1én. 

y por igualdad de vectores: 

1J . 

- ~i + Oj + ~ ca. i. 7) 

:=1 + Oj + ~ C2.1.B) 

C2.1.9.a) 



V 
y 

= o 

ESTA TESIS NO DEBE 
SALIR Ut lA msumlCA 79 

(2. 1. 9. b) 

c2.1. 9. e) 

De acuerdo.a la ecuación (1.6.3) que describe las lineas de 
corriente en el espacio. la ecuac16n diferencial de una llnea de 
corrient.e en el plano :xz considerando un s1st.ema bidimensional 
es: 

dx dz C2.1.10) 
\) " . . 

o btén, 

v,dx - V W. = o . (2.1.11) 

Substituyendo los segundos miembros de las ecuaciones 
ca.1.9) en los términos respectivos de la ecuac10n (2.1.11J. se 
obt.1 ene l .i. ~1 gui A"f'lt. g .acuacl 6n: 

~ dx + ~ dz O:C.1.12) 

La ecuación ante1· 1or es 1 a der l vada t.otal de ip con respec\.o 
a una l ong1 t.ud S 

o C2. l. 13) 
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Puesto que la derivada t.olal de w a lo largo de la linea de 
corr·1enle vale cero. la func1ón de corrient.e '1./1 es constante a lo 
largo do la lino- dQ corr1enle. 

Como se ha mencionado anleriormenle. las lineas de corriente 
const.1tuyen en si. las fronteras naturales de volúmenes de 
control del flujo, En &l flujo bidimensional se puede considerar 
el gasto entra- las superf1c1es de flUJO 'Y' por unidad de ancho. 
puesto que su configuración es la misma en planos ort.ogonales a 
dichas superficies, el gasto calculado de esta forma se denomina 
gaslo unil~rio o por unidad d$ ancho. 

De acuerdo a la ecuaci6n de continuidad para una vena 
liquida, el gasto elemental dq que cruza un elemento d1farenc1al 
de área dA es: 

C2. 1. 14J. 

Considere al elemento diferencial de A.rea dA localizado en 
un plano ortogonal al eJe x. entre las superficies de flujo ~:a y 
•p=b de ancho un1tar-io. de la figura 13. Como el fluJa a. través de 
di.cho t!'lemento d1ferencial de área e!i ortogonal a. la d1recc1.6n 
del fluJo. la ecuac1on (2.1.14) se pu~~a ascribir coma sigue 

dq vll dy d:z C2.1.15J 

Substituyendo la ecuación C2.1.9.a) en la ecuación anteríor, 
se obtiene la sigu1ente acuac16n! 

de¡ C2.1.1BJ 

lnt..egra.ndo la ec:uac16n anterior en una secc16n de a.rea 
delimitada. por las superficies de flujo ip;:.a, 1.p=b y dos 
superf1c1es x planas separadas una unidad da ancho, se obtiene el 
gast.o a través de du::ha secc16n de :nea 
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1P=a -1 

q L=~ I -~ d~ o ll2 
d2 ['1']~ ca.1.1?J 

o biéñ, 

q (1 - b CZ.1.18) 

en un flujo bidimensional, el gasto oni~ar10 en un tubo de flujo 
formado por dos superf1cies de flUJO dafin1das por la misma 
función de corriente. de ancho uni~ario. serA igual a la 
diferenc1a de los valeres que la función de corriente adquiera en 
las fronteras de dicho tubo de flujo. El laclor lnteresado. puede 
consultar el capitulo 12 de la referencia bibl1ogr~f1ca 17 una 
demostración más formal sobre la validez de la ecuación CZ.l.18). 



Familia de / 
superficies / 
de llujo X 

Familia de 
superficies 
de flujo <iJ 

FIGURA 11 

Familia ele superficies ae flujo <P y X 
mutuamente or!oQonales entre sí, 
ae un campo dti fluic.. 

82 
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FIGURA 12 

superficies de flujo X=b y l/J:a 
y vectores orad X. orad 1/1 y "· 

83 
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FIGURA 13 
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2.2 POTENCIAL DE VELOCIDAD. 

Cuando las condiciones del flujo de agua en suelos permilen 
conside:"'ar válida la ley de Darcy, el campo de velocidades del 
flujo puede expresarse como el gradiente de un campo escalar 

V = 'lp C2. 2. D 

En general, "si un campo vectorial f es el gradiente de un 
campo escalar e, enlences e se llama función potencial para /". Zd 

La función p es la función potencial para el campo de 
velocidades del flujo, por esta r.a.2~6n a la función p se le 
denomina • •poloncial de velocidades ... 

En un flujo establecido, la función potencial de velocidades 
p no lendra var1ac1ón con respecto al tiempo, es función 
exclusivamente del espacio, cuya expresión respecto a un sistema 
de referencia cartesiano será: p=H(x,y,z). 

La función de energia potencial de una part1cu1a de agua que 
fluye en el interior de un medio poroso, sobre la que actúan 
únicamente fuerzas gravitac1onales 1 representada por p, también 
se puede def1nir da la s1guiqnle manera: 

p=-kh'f>C C2. 2. 2) 

donde: el coef1c1enla de permeabilidad del sualo, 

h os la altura p1ezométr1ca y 

e es una constante. 

2ºAposlol, Tom M., Op. Cil., p. 408. 

William E. y Oiprima, Richard C., ECUACIONES 
DIFERENCIALES Y PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA, 3a 
ed .• México, Limusa, [19781, p 598. 
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La función p define una familia de superficies denominadas 
equipolenciales, en cada una de eslas superficies la función f' 
adquiere un valor conslanla. 

Si se substituye la ecuación C2.2.2) en la ecuación (2.2.1), 
se obtiene la siguiente ecuación: 

v == VC-ldl + e) C2. 2. 3) 

Por otro lado, el operador gradiente cumple con la~_ 

siguientes propiedades 

vea + b) e va + ~b C2. 2. 4. a) 

'la O, si a es constante C2. 2. 4. b) 

Considerando las propíedades del oporador gradiente 
anteriores, la ecuación C2.2.3) es equivalente a la &cuac16n 
(1.16.14) que es la expresión vectorial de la ley de Darcy. 

El término Vp corresponde a un vector normal a las 
superficies equipot..enc1ales definidas por la función "' est..e 
vector corraspond1t1 a l.;r. valocid;id del flt1JO (gcuaci6n C3.2.1)) 
como las superf1c1es de flujo son t.angenles a la velocidad del 
flujo en cualqu1er punto de l.a. regiOn de flujo: entonces. las 
superficies equipolencia.les serAn ortogonales a las superf'1c1es 
de flujo. 

Las funciones de corr1ent.e ~"'-FCx.y,z) y x=GCx,y.z) junto con 
la función potencial de velocidad ps:r.HCx,y,:z) definen un sist.ema 
de familias de superfic1as t.riort.ogonales, a partir del cual se 
pueden definir las caracteristicas del flujo en cualquier punto 
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del campo de flujo. S\Jbst..it.uyendo la. ecuación C2.Z.1:> en la 
ocu.ac16n C2.1.1) se obtiene la siguiente ecuación: 

v,, = v"' x v;i: e 2. a. 5) 

Para el caso de flujo bidimensional. el sistema de 
superficies lriort.ogonales ~' x y p. corresponde a un sistema de 
dos familias de curvas result.ant.es de la inlersección de las 
farru.lias de superficies V' y p con el plano xz paralelo a t.odas 
las superficies planas X· 

A l.as curvlis obtenidas por la intersección de las 
superficies equipot.enciales p con el plano xz se les denomina 
line~s equipotenciales Co equienergélicas) y a las curvas 
obtenidas por la intersección de las superficies de corriente V'. 
con el plano xz se les denomina lineas de corriente Co de flujo). 
El sistema. formado por la familia de lineas equipolenciales y de 
corriant.e se la denom.lna red de flujo. 

El caso bid1mens1onal de la ecuación C2. 2.1) se expresa de 
1 a sigui ent.e rnaner a: 

V = v,..1 + V k 
z 

por igualdad de vectores, 

V z 

ilp 
F,é 

ilp 
;;;;-

~i 
iJx 

C2. 2. 6) 

C2.2.7.a) 

C2. 2. 7. b) 

Las familias de curvas equipotenciales y de corriente se 
relacionan a partir de las siguientes ecuaciones, obtenidas de la 
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relación entre las ecuaciones C2.1.Q) y C2.2.7) 

ca. 2. 8. a) 

C2. 2. 8. b) 

Las ecuaciones C2.2.8) constituyen las condiciones 
denominadas de o• Alemberl - Euler o de Cauchy - Riemann para las 
ecuaciones p y ~- 2

• 

Las lineas de flUJO definidas por la funcion de corr1enle ~ 
son ortogonales a las curvas equiµot.enc1ales "· lo que puede 
demostrarse a part.1r de la derivada total a lo largo de la curva 
p(x, z) =const.ant.e 

dp o (2. 2. Q) 

La ecuación C2.1.13) es la derivada Lot.a.l a lo largo de la 
curva v.o<x,z)=const.anle, similar a la ecuación anterior. 

28
Polubar1nova ~achina, Pelage1a lakovlavna, J1iEOR1 QF GROUNü 

WATER MOVEHEUT, Princet.on N. J., Princelon 
Un1vers1ty, 1962, p. 31. 
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La pendienle de la familia de curvas ~ est.á definida por la 
siguiente ecuación: 

(~) m 

V' 

C2. 2.10. a) 

y la pendient.S de la fam.i.11~ .de curvas p est.~ definida por la 
siguienle.ecua.c!"6n: 

(~) e -

" 
C2. 2.10. b) 

Subsl1luyendo las ecuaciones (2.2.8) Ccondiciones de Cauchy 
- Riem.ann), en la ecuación C2.2.10.a.), se obt.iene la siguiente 
ecuación: 

[~) 
V' 

C2.2.1D 

Compara11do las ecuaciones (2.2.10.b) y C?..2..llJ las 
pend1 entes resultan t. es de ambas f ami 11 as de cur 'tas •p y p son 
reciprocas y ¡i~ signo cont.rar10, lo cual es la condición de 
ortogonalidad, puesto que la~ superficies de fl 1JJO definidas por 
la función de corriente ip:.x.y,z) son ortogonales a las 
superficies equipot.enciales definidas por f'(x,y,z) 

29
Juarez Badillo, E. y Rico Rodrigue::, A .• Op. C1t. .Vol. 3. p. 24. 
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2.3 SOLUCION DE LA ECUACION DE LAPLACE. 

En el análisis b1d1mens1onal de un flujo ideal, esLablecido 
e 1ncompresible, el s1st.ema formado por las dos familias de 
curvas p y~ mutuamente ortogonales entre si. se denom.ina red de 
flujo, este sistema de curvas satisface la ecu~ci6n de Laplace en 
su car~c~er bidimensional. 

Prin;iero se demos~rará que la func16n polencial de velocidad 
salisrace la ecuación de Laplace. 

De acuerdo a la ecuación Cl,12. 13), el divergente del campo 
de velocidad de un flujo ideal e incompres1b1P. vale cerc 1 como 
dicho campo de velocidad se def1n1ó en la ecuactón C2.2.1) igual 
al gradiente del campo escalar p, la cond1c16n d~ 

incomprestbilidad, ~amb1én se expresa de la slgu1ente manera: 

o (2. 3, l} 

desarrollando la écuación -anler i or se obtienen las siguientes 
ecuac.l.ones: 

" = ";/f> = :1 8p J "" tfy h C2. 3. 2) 

divCVp) 
,,.?." + iJfi?.p iJ2p 

o 
iJx2 tt-./ iJzz 

(2, 3, 3) 

o b!én, 

dtvCVp) v2,, =o C2. 3. <ll 
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La ecuación CZ.3.4) expresa que la divergencia del gradienle 
del campo escalar p es la la~laciana de ~ y pueslo que vale cero 
la función 9 es armónica.ª ent.onces la función pot.encial de 
veloc1dad sa~isface la ecuación de Laplace. 

En el flujo ideal, el campo rotacional de velocidad es nulo; 
a partir de est.e principio se puede demostrar que la función 
corr1enle w para el caso bidimensional t.amb1én sat.isface la 
ecuación de Laplace. 

En un flujo ideal. bidimensional, incompresible y 
establecido la ecuación Cl.10.3) puede escribirse de la siguiente 
manera: 

ca.3.5)· 

Obviamente, el vect.Ór. unil.3.rio. j nunca pódrá valer cero, por 
lo t.ant.o: 

ca. 3. en 

Substituyendo las respectivas ecuaciones C2.1.9) en la 
ecuación anterior. se obtiene la sig1Jient .. e ec 1.ra:ci6n: 

~[- ~J - ...!.[~) "2 {1z ax tJx o ca. 3. 7J 

30Apostol. Tom H .• op. cit .• p.542. 
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o bién, 

o (2.3.8) 

La laplaciana de la función tp t.amb1én vale cero. por lo 
t.ant.o, la función V' es armónica y satisface la ecuación de 
La.place. 

Es posible obt.ener la laplaciana de la función lfl, a pa.rt.ir 
de las condiciones de Cau~hy-Riemann, (ecuaciones C2.2.8)J, 
simplement.e derivando con respecto a z la derivada parcial de p 
respect.o ax y derivando con respecto a x la derivad~ parcial de 
p respect.o a 2 1 obteniendo las siguien~as ecuac1ones: 

C2. 3. 9. a) 

(2. 3. Q. b) 

Restando miembro a nuembro las &cuaciones (~.~.9) sa obliftne 
qua la laplac:l.ana de VI es 1gual a cerr:i, por lo t.ant.o tp es una 
función armónica y sat.1sface la ecua~1ón de Laplace 

o C2. 3.10) 
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o bién. 

o (2. 3.11) 

La det.erm.inaci6n de dos funciones que definan las familias 
de curvas VI y p respect.1vamenl.e, que satisfagan la ecuación de 
Laplace y las condiciones en la frontera del campo de flujo de un 
problema espec1fico de flujo ideal, bidimensional, permanente e 
incompresible, constituye la Un1ca solución de dicho problema. 

Puesto que los problemas de flujo establecido no dependen 
del tiempo, no ex.lst.en condiciones iniciales que deben ser 
sat.1sfechas por la solución de la ecuación de Laplace para un 
problema especif1co, sin embargo, dicha soluc16n deber a 
sat.1sfacer las condiciones impues~as en la frontera ltm1tanle del 
campo de flujo en estudio. 

El problema de determinar la soluc16n de la ecuac¡6n de 
Laplace a parllr de las condiciones impueslas en la frontera del 
campo de flUJO en cuestión, se denomina primer problema o 
"problema de Dirichlel" er. honor a Peler Gust.av Lejeune Dir1chlel 
(1805 - 1859). 

El segundo problema, denominado "problema de Hewmann", en 
honor a Karl Golt.fried Neloll'C\.ann (1832 - 1925). consisle en la 
det.erm..inación de la solución de la ecuación de Laplace, 
det.ernunando los valores de la derivada de la función potencial 
p, normal a la fronlera, en el interior del campo de flujo, lo 
que 0~1Jrre en aquellas fronteras que coinciden con superficies de 
corriente o equipo~enc1dlG~. en P~le lipa de proble~ts 

sa ti sf acen las condiciones denominadas de gradiente nul u, c~l ".:' 
es: 

C2.3.12.a) 

91
Sotelo Av1la, Gilberto, HIDRAULICA GENERAL; FUNDAMENTOS, MéXico, 

Limus .. , l1974l, Vol. 1. p. 414. 
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:: = o C2. 3.12. b) 

donde n es la dirección normal y s la dirección tangente a dichas 
superficies. 

En la mayor1a de los casos prácticos de flujo bidimensional, 
la determinación mat.emát.ica exact...a. de las funciones VI y p. que 
satisfacen la ecuación de Laplace y las condiciones de frontera 
del problema. en cu•sli6n. es sum.amenla complicada y en muchos 
casos imposibl&. s1n embargo. gracias a. la invest.1g.a.c:i6n 
cient.ific~ referanle al fluJc ldeal e incompresible, han surgido 
una S$iie d& métodos que permiten obL~ner solucionas confiables 
con diferentes grados de aproxi.rnac16n a la solución eXO&cta. •nt.r• 
los cuales se 9ncuant.ran los melados numéricos aprox:imados, tales 
como la lécn1ca de Monte Carlo. método matricial. solución de la 
ecuación de Laplaca en diferencias fin1t.as, e~cétera; los mé~odos 
analógicos, como el de la red eléctrica, analogia de la mernbrana, 
conformógrafo de Urquijo, t.unel de flujo vLscoso, etcétera; los 
modelos de flujo; y el de método gr~flco o de la red de rlujo que 
actualmente es el mét.odo de mayor demanda en ingenier1A. 

Para seleoccionar un método especifico en la solución de un 
problema de flujo, es nec•sario evaluar s1 el grado da ex~ctilud 
requerido JUSlif1ca el costo del método. Existan mél-odos 
s:umamenle sot',i.st.icados y complejos que proporcionan resol lados 
con un al t.o grado de e;.cact.i lud que sin embargo t.i enon un costo 
muy elevada, también existen otros métodos menos sofisttcados, de 
menor costo y de menor grado de exactiLud en sus ~osultados pero 
que proporcion~n soluciones úl1les y confiables en muchos 
problemas de 1ngeni9r1a, 
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2.4- CONDICIONES DE FRONTERA. 

Para resolver un problema de flujo de agua en suelos, 
primeramente se requiera definir las caract.erislicas hidráulicas 
y geométricas de las superficies de frontera que delimit.an la 
reg16n de flujo. En el análisis bidimensional del !"lujo. estas 
superficies de frontera corrasponden a lineas de frontera. 

De acuerdo a las direrentes clases de lineas de frontera que 
pueden present.arse en un& región de flujo bidimensional, los 
problemas de flujo de agua en suelos pueden clasificarse en 
problemas de flujo confinado y problemas de flujo no confinado. 

Los problemas de flujo confinado tienen la caract.erlslica de 
que permiten def'inir las lineas de frontera a partir de la 
selección de l.a. r•gi6n de flujo, por est.a razón se conocen de 
ant.emano. En la !'!gura 14. Cpag!na 99) se present.a un ejemplo de 
flujo confinado. 

Las lineas de front.era que se present.an en los problemas de 
flujo confinado son de dos clases: 

a) La primera clase de linea de front.era corresponde a la 
superficie de cent.acto ent.re el suelo infilt.rado y un medio 
prácticamente impermeable el cual puede ser roca. concreto u otro 
material con permeabilidad mucho menor a la del suelo infiltrado 
(frontera impermeable). Se considera que el agua no es capaz de 
fluir a través de esta clase de f'rontera, por lo que el flUJO 
siempre será paralelo a ésta y por tal mot.ivo est.a linea de 
frontera constit.uye una linea de fluJri. En la figura 14 esta 
clase de front.era est.A represent.ada por las Lineas BCOEF y HI· 

b) La segunda clase de linea de front.era corresponde a la 
superficie de contacto entre el agua y el suelo in~1ltrado 

(frontera agua - suelo infilt.rado). en la figura 14 esta clase de 
frontera est.á represent.ada por las lineas AB y f"O· Has adelant.e 
se demuestra que esta el.ase de frontera const1 luye una linea 
equipot.encial. 

En los problemas de flUJO no confinado no ladas las lineas 
de frontera se conocen de antemano, en la figura 15 Cp!gina 100) 
se present..a un ejemplo de flUJO no confinado. En este t.ipo de 
problemas de flujo, se pueden presentar cuatro clases de linoas 
de frontera di ferent.es: 

a) Igual que en los problemas de flujo confinado, esta clase de 
frontera corresponde a la superficie de cont.act.o entre el suelo 
infiltrado y un medio impermeable (frontera impermeable), que 
constituye, como ya se dijo, una linea de flujo. En la figura 15 
est.a clase de frontera eslá representada por la 11 nea BH· 
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b) L.a. segunda cl&s• da line.a. de frontera que s• present.a en 
problemas de fluJo no confinado. al igwU que en problemas de 
flujo confinado, corresponde .a. la superfici• de contacto enlre el 
agua y el suelo infiltrado, representada por las lineas ec y OH 
en la figura 15. CottJ:J l.ii. carga. de velocl.d.a.d a lo l.argo de esla 
frontera es pra.c:t.1cament.e despreciable la dist.ribuci6n d• 
presion.s se puede considerar hidrost.at.ic.a, por •J.-plo~ 

considerase el punto J de la figura 15, situado sobr• la linea ec 
Cfront.era agua - suelo infilt.r.&do) a una profundicb.d z con 
respecto del nivel de l.a. superficie libre dol agua. en •1 embalse, 
como la pr&Sión p puede considerarse hidrost.~t.ica se define por 
la sigui•nl• ecua.eión: 

p =-y~ z ca. 4. D 

donde rw es el peso especifico del agua. La carga de presión, 

entonces, queda definida por la siguiente ecu~ci6n: 

ca.'· 2) 

si se considera la 11 nea AJ como el plano horizontal de 
referencia, la carga hidr.il.;lica. t.ot.al H en el punt.o .J ser.l igual 
a la carga de presión ni.as la carga de posición. 

H i: z + Chs - z) tu ca. 4. 3J 

donde h1 es el t.ira.nt.e del embalse. 

De acuerdo• la ecuac1on C2.4.3), la carga hidrAulica lo~al 

a lo largo d~ la frontera agua-suelo inf1lt.rado vale siempre lo 
mismo y os 1gual al t.1rante del embalse. por lo que tts:ta clase de 
rronlera constituye una lln&a equ1pot.encial, como ya se habla 
mencionado anteriormente. 

e) La tercera clase de linea de frontera. corresponde a la 
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superficie que divide &l agua. gravilacional del agua capilar en 
•l interior de la. masa de suelo in!'illrado. Esta superficie. 
t.icm• la ca.ract.erislica d• pos90r un.;;i. pres16n igual a la 
at.mos.ft!Jrica en lodos sus puntos consli t.ut.1 vos y const.i ~uye 13~ 
superficie de frontera superior del flujo de aguA gravit.ac1onal. 

Es obVio que no es posible el flujo de agua gravtt.acional a 
t.raVés de esta el.as• de frontera, por lo t.ant.o, esta. superficie 
de frontera es una superficie de !'lujo. En problem.'\.S de flujo 
bidiinnnsiona.l, esta superficie c:orre-sponde a la linea superior de 
flujo, t.amb16n denominada linea equipresión. En la figura 1~ esta 
linea de frontera est..i represent.ada por la lin•a Cf"· 

En la pr•ct.ica, es comO:n considerar wa. escala relat.iva de 
pres1ones cuyo origen corresp:inde a la presi6n at.Jt'O'Sférica, con 
base en esto, la carga de presión a lo largo de la linea superior 
d• flujo sera. nula y pueslo que la. c.a.rga de velocidad del flujo 
s• considera despreciable. la carga hidrAulica tola!. a lo largo 
de la linc~ superior de flujo sera igual a la carga de posición 

H • z C2.4.4) 

O. acuerdo a la ecuación anterior. la caida de carga 
hidr.lulic.1. entre dos punlos sobre la linea. superior de flujo. 
correspondientes a la inters.c:c16n de ásta con dos lineas 
equipotenciales contiguas, corresponde solamente a una pérdida de 
posición, por lo que en una rerd de flujo se han de dibuja.r las 
lineas equipolencia.les que intersequen la linea superior de flujo 
con un.a s..p.i.rac:i6n ,.·ertJ.cal M ..:onstante, como se muestr.1. en la 
Cigura 1e Cp.ágina 101). 

A diferencia de l~ dos primeras clases de fronteras 
definidas en lo~ incisos a) y b), p¿ra podar resolver un problema. 
da flujo no confinado, 8'S mtc:esario determinar la JX'Sic16n y 
configurac!On da la linea superior da flUJC a partir de sus 
caracterislicas hidr~ulicas, ya que no ~a conocen d& antemano. 

Es un problema. singular la. determinación de la linea 
$Uperior d~ flujo. en pooblamas dt:t flUJO no conf1n:ido, cuyas 
b&ses teóricas también lien•n fundamento en la experiencia, dicho 
problema t.rasciend• los modestos objetivos propuestos en esta 

~ ol sUbc.apilulo 1.1 de esla tesis, esta superf1c1e se denomina 
nival fre.ilico. 
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tesis. el !eclor inleresado puede consultar las referencias 
bibliográficas 4, 5, 7. 11. 13. 14 y 18, si desea pro~undi~ar mas 
sobre Len importante e tnleresanle ~ema. 

d) La cuarta clase de linea de frontera corresponde a la 
superficie de contacto entre el suelo infiltrado y el aire (linea 
de descarga libre) repres&nlada por la !1nea ro en la f1gura 15. 

Al igual que la linea superior de flUJO, la linea de 
descarga libre es una linea equ1pres16n. por que la presión en 
lodos sus puntos const1tut1vos es igual a 1~ dlmosiér1ca, por lo 
tanto, con respecto de una escala de presiones relativa, la carga 
hidrAulica total a lo largo de esta linea de frontera es igual a 
la carga de posición [ecuac16n CG.4.4)1. S1n embargo. osla linea 
de frontera no consliluye n1 linea equ1potenc1al, ni linea de 
flujo, es simplemente una cara de descarga libre 

Igual que en la llnea superior de fluJo. en una red de flujo 
las 11 neas equ1pot.enc1 al es que i ntersequen la 11 nea de descarga 
libre, se han de dibujar con una separación vert1cAl Ah 
constante, tal y como se muestra en la figura !G, y pueslo qu~ la 
linea de descarga 11bre no corresponde nl. a linea e~u1polencJal 

ni a linea de fl1Jjo, ésta se .int.erseca tant.o con lineas. 
equipot.enc1ales como con lineas do flujo. aunqu~ no 
necesar i .;imente ar, forma ortogonal 

La geometria de la linea de descarga libre estA d&term1nada 
de ant.emano por l.a forma de la superf1c1e de contacto entre la 
masa de suelc¡i infiltrado y al aire, no obsl<'.nte t.amb1én SE> cnnoce 
de ant.emallo el punto final de esla linea. el punlo 1nic1al 
corresponde al punt.o de salida c1e la llnea superior de flujo 
Cpunt.o r de la ftgura 19) y quedará determinado cuando 
pre-vi amen le se delernu ne la 11 nea super 1 or de flujo. 

Por lo general, en las fronteras se presentan puntos en los 
que la teor1a del potencial no considera la separai:1ón del fl•.Jjo. 
resultando que en estos puntos la cond1c.1ón deo ortogonalidad 
c!""!•.r& las lineas equ1potenc1ales y de flUJO no se cumplo, est.cs: 
puntos: se les df'r.~!'!11 na puntos "i i ngul an"'~. -::orl'n P Jempl e de as: tas 
puntos se pu~den manc1cnar a lo~ e~~~~ de fronteras que presentan 
quiebres bruscos o bien puntos que s1-nul taneutr'~nlo per-lRnecen a 
una linea de flt1JO y a una equ1pater.c1al, Estos puntas: generan en 
el trazo de la red de flujo cu.adras denonunados singulares, en el 
stJbcapiltJlo 11-·i de la referencia b1bliagr.á.r1c:a 7. el 1ec.t..or 
puede consultar la. correcta 1nterpretaci6n respecto de estos 
p'.mt.os singulares y ia demostración de su val1daz. 
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Frontero impermeable 

FIGURA 14 

Flujo confinado 
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FIGURA 15 

Flujo no confinado. 

'ºº 



FIGURA 16 

caídos de carc¡o hidráulico de 
10 líneo superior de flujo. 

101 



102 

2.5 METODO GRAFICO. 

El método grAfico. t.ambién denominado mélodo de la red de 
flujo, es el método aproximado mas utilizado en ingenieria para 
la resolución de problemas de flujo bidimensional y ciert.os 
problemas de flujj tridimensional con simet.ria axial. 

Est.e método consiste en la elaboración a mano de una red. de 
flujo. correspondiente a una región de flujo bidimensional de un 
problema especifico, a partir del t.razo c~dgnado y conveniente de 
cierto número de lineas equipot.enciales y de corriente, que 
satisfagan las condiciones de ort.ogonalidad y en la frontera 
limit.ant.e de la región de flujo, sobre un esquema a escala de la 
reg16n de flujo del problema. 

A partir del método gráfico se puedan obtener datos bastante 
confiables para fines ingenieriles, si en el trazo de la red de 
flujo se tratan de satisfacer lo meJOr posible la condición de 
ort.ogonalidad entre las lineas equipolenciales y da flujo, y las· 
condiciones en la fronlera de la región de flujo. Por su cost.o 
muy bajo con respecto a los damas mét.odos aproximados y por que 
no se requ1 ere dom..t n;i.r t.eor 1 as materna t.i cas demasiado complejas, 
est.e mét.odo ha adquirido gran popularidad entre los ingenieros 
que comunmenle lienrn que enfrentarse a problemas de flujo 
bidimensional, ademas tiene la gran ventaja do crear una 
concepc16n ObJeliva de los fenómenos do flujo Qn qui.enes lo 
aplican sist.em.Alicamenle. 

La soluc1ón de problemas de fluJo bidimensionales, a partir 
de una i.magen gráfica de ésle es sumamente senci.lla, la principal 
complicación del método gráfi.co es prec1'iamenlo el trazo de la 
red de flujo. Para un i.ngen1ero exper1menlado en la m.at.eria, 
quiza el trazo de la red de flUJO no signifique mayor problema, 
sin ernLarg~. Fara l~ mayoria de los ingenieros no a:-:periment.ados 
y con pocas aplitudes .artisli.cas en el d11.JUJO, c~• . .J: t ~rJ;>a puede 
s1gnif1car una gran desventaja que a menudo desmerece a lan noble 
m~lodo. En las páginas 35 y 36 de la referuncia bibliográfica 7 
se presentan algunos consejos muy útiles, con respecto al trazo 
de la red de flujo. 

Corno ya se ha mencionado anter1ormenle, el número de lineas 
de flujo y equ1pot.enc1a1es de una región de flujo es infinito. 
puesto que en cada punto de la región da flUJO el agua tiene una 
veloc1dad y una carga hidráulica El trazo do ladas las lineas de 
fluJO y equ1polenc1ales posibles daria como resultado una mancha 
uniforme en toda la reg16n de t lujo, de la cual no se podria 
obtener ningún resultado practico. Para poder obtener información 
adecuada de la red de flUJO, es necesario no trazar todas, sino 
algunas de 1 as 1nf1 n1 las 11 neas de f l UJO y equ1 potencial es, de 
acuerdo a una convenc1ón que perm.it.a aprovechar ef1clentemente la 
red de flUJO resultante. 
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La convención sugerida por varios ingenieros experimenlados 
en el análisis de problem.as de flujo bidimensional. consta de los 
$1guienles dos incisos: 

a) Dibujar las lineas de f luJo de tal manera que el gaslo 6q que 
pase enlre cada dos de ellas sea el mismo. 

b) Dibujar las lineas equ1polenc1ales de t.al manera que la caida 
de carga hidráulica l1h entre dos lineas equipolenciales 
contiguas sea la misma. 

De es la forma se obli ene una red de f 1 ujo formada por !Ttr 
canl'les de flUJO y 91. ca.idas de polenc1al. 

El valor de la relación 9IT/!Jl'"• de!pende solamente de la forma 
de la región de fluJo, este Vdlor, denominado factor de rorma. se 
representa por el simbolo Ft 

fr ca. 5. D 

En las figuras 14 Cpágina 99) y 15 (página 100), se muestran 
dos ejemplos de redes de flujo para problemas de flujo confinado 
y no confinado respectivamente. 
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2.6 DETERMINACION DEL GASTO UNITARIO A PARTIR DE LA RED DE FLUJO. 

Una de las apl1cacicnes l.nmedialas de la leoria del flujo 
con potenc1al ut..ilizando el método gráfico. es la determinación 
del gaslo unilar10 o por unidad de ancho a través de una región 
de flujo e~pecif!ca. 

En la figura 17 (página 107). se presenta el fragmento de 
una red de flujo. puesto que el análisis del flujo es 
bidimensional, el tubo de flujo formado por las lineas de flujo 
1/1\. y 'l'J tendrá un espesor unitario normal a la hoja de papel. 

El gasto unitario en el tubo de flujo es igual a la 
velocidad media de descarga del flujo. por el área de la sección 
normal al flujo. de acuerdo a la ley de Darcy, la velocidad media 
de descarga vale: 

v=-Jü C2. 6.1) 

El área de la secc16n normal al flujo es igual a la altura a 
por el espesor un1tario, enlences, por cont1nuidad el gasto en el 
tubo de flujo vale 

.óq = va C2. 6. 2) 

En la ecuación anterior, el gradiente hidr4ulico l es igual 
a la. calda. de potencial entre las lineas equipolenciales f>\. y f'l• 
que as igual· a ~h Qnlr·.,;, l.a. dlsl.a.r.cia. madi a. rocorrlda por el agua 
de pt a f?J que es b 

( = llh 
--¡; C2. 6. 3) 
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Substituyendo la ecuación C2.6.3J en la ecuaci6n C2.B.2), el 
gas~o unitario por el tubo de flujo t.ambién puede expresarse de 
l~ siguiente l'l\a.nQra: 

cz. 6. 4) 

El ga5lO unitario total q, a través de la región de flujo. 
sera igual a la suma de los gast.os un1 t..a.r1os parciales de CJLda 
t.ubo de flUJO que conforll\.lin la red. Por el primor inciso do la 
convenc16n adopt.ada para el t.ra20 de la red de flujo. el cual 
cent.ampla que por cada dos llneas de flujo cont.i7uas de la rod 
debe pasar al mismo gasto unitario 6q y cons1derando que la red 
de flUJo que se ut.il12a para el cálculo del gasto cumple con esta 
condición. el gast.o uni t.ar-io total q a t.ravés de la región de 
flujo. queda definido por la s1gu1enle ecuación 

q C2.5.5) 

Substituyendo la ecu~c16n (2.0.4) en la ecuaci6n CZ.6.6J, el 
gasto unita~io total q tAmb1én se expresa de la siguiente manara: 

C2. 6. !!!) 

ConsJ.derando qu~ l.a. red de f.l.UJO que se Ut.J.l1za tamb1én 
cumple con el segundo inciso de la convanc.16n Adopta.da para el 
l~azo de la red de flujo, la caida de potencial Ah entre cada dos 
lineas equipot.encial.es contiguas será la. misma y la. c•ida de 
potencial lo~al h entre las lineas &quipotenciales extremas será: 

h C2.6. 7) 
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Despejando 611 de la ecuación (2.5.7) y subst.it.uyendolo en la 
ecuaci6n C2.6.6), se obt.iene la siguient.e ecuación: 

q 

En una red de flujo 
bidimensional. est.ablecido e 
h, !Jtr y '1e son const.antes, 
lambién debe ser const.anle. 

(2. 6. 8) 

de un problema de flujo ideal, 
incompresible, las rnagnit.udes q, k., 
est.o implica que la relación a/b 

Para salisfacer las condiciones de los incisos a) y b) de la 
convención adoptada para el trazo de la red de flujo, los 
rect.Angulos curvilineos que se forman en la red, deben ser 
semejantes, esto es, la relación entre el ancho a y el largo b de· 
lodos los rect.angulos curvilineos de la red debe ser la misma. 

51 el trazo de la red de flujo se hace de tal manera que en 
lugar de rect.Angulos curv1lineos se tengan cuadr-dos curvilineos, 
entonces a = b y la relación a/b valdra la unidad, de esta forma 
se t.1ene la ventaja de permitir evaluar a simple vista la calidad 
de la red de flujo y de s1mplif1car s1gnificat.ivamenle el cálculo 
del gaslo unit.ar10, por esta razón, bién vale la pena trazar la 
red de flYJO siempre tratando de obt.ener cuadrados curvilineos, 
s1 se considera que todas las redes da flujo a utilizar estarán 
conformadas de cu•dr•dos curvilineos, la expresión C2.G.8) 
adquiere la siguiente forma: 

q (2. 6. 9) 

La relación 9lr/9l• es el factor de forma, representado con el 
simbolo Fr. el cual se definió en el subcapit.ulo 2.6 de esta 
tesis [ecuación C2.5.1)1. El gasto unitario total a través de la 
regiOn de flujo considerada se puede calcular con la siguiente 
ecuación: 

q • i.. h Fr (2. 6. 10) 
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h,+ tih h, 

FIGURA 17 

Cuadrada curvilíneo 
de una red de flujo. 
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2.7 CALCULO DE LAS PRESIONES HIDRODINAMICAS 
A PARTIR DE LA RED DE FLUJO. 
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El mé~odo de la red de flujo permite calcular las presiones 
hidrodinámicas en el agua que se infiltra a través de una región 
de flujo, de manara practica y sencilla. 

Por ejemplo. suponiendo que se requiere calcular las 
presiones hidrodinámicas del agua que se infiltra en el eslr.&to 
da suelo permeable de la figura 18 (pagina 112), puest..o que la 
carga de velocidad del flujo de agua a través de un medio poroso 
es práct.icamenle despreciable, la carga hidri.ulica en cualquier 
punto de la región de inf1llraci6n será igual a la altura 
piezomélrica del agua en dicho punto 

h .. z (2.7.1) 

La carga de presión del agua en cualquier punto de la región 
de infiltración se puede obtener a partir de la ecuación C2.7.1). 
considerando la pérdida de pot.encial. en el lugar del punt.o en 
cuest.i6n, asi, para el punto 1 de la figura 18, l.ocalizado en la 
int.ersecc10n de la 3°' linea equipot.encial Cla primera linea 
equipot.encial de la red de flujo de la figura 18. corresp:inde a 
la linea de frontera AB), con la linea de frontera BC• la calda 
de carga hidráulica es 2.dh y la carga hidraul ica en erl punto 1 
será igual a la carga hidráulica total h a la que eslá sometida 
la r.:¡.gión de flujo. manos la caida de potenc1al al punlo en 
cuest.i6n Cque se obl i ene con t. ando la~ 11 na.a~ eq'Ji pnt.Anciales 
antes del punto). que para el punto 1 es 2tlh, entonces la carga 
hidriulica en el punto 1 vale h - 2ti.h y la carga de presión vale: 

(2,7.2) 

Para determinar la carga de posición es necesario def 1n1r un 
plano horizontal da referencia, el cual puede ser cualquiera, en 
la figura 18, se eligió a la linea AO como el plano horizontal de 
referencia CP.H.R.). 
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Todo punt.o por arriba del plano horizontal de referencia 
lendrá una carga de posición posit.iva, la cual será igual a la 
dist.ancia vertical entre el punt.o y el plano horizontal de 
referencia. por el contrario, t.odos los punt.os abajo del plano 
horizontal de referencia tendrán una carga de pos1ci6n negativa y 
su m.agnit.ud será igual a la distancia vertical enlre dicho punto 
y el plano horizontal de referencia. 

Si se define como zt la dist.ancia vertical ent.ra el punt.o 1 
y el plano horizontal de referencia AO• como esle punto esta 
abajo de dicho plano, entonces la carga de posición de este punto 
es negat.iva y vale -z1, subst.it.uyendo esta carga de posición en 
la ecuac16n C2.7.2), se obtiene la expresión que evalúa la carga 
de presión del agua en el punto 1 

h - 2Afl + Z& ca.7.3)· 

El resultado obten1do en la ecuación anterior tamb1én es 
posible obtenerlo d1rectamenLe del esquema de la región da flujo 
en el que se ha trazado la red, para ello es necesar10 trazar una 
vertical de magn1tud igual a la carga hldr.á.ulica. total a la que 
est.A sometida la región de fluJo, (representada. por h en la 
figura 18), con su extremo final en contacto con el plano 
hor-1zonlal de referencia; luego rliv1d1r esta vsrt.1cal da magnitud 
h en el número de ca.idas de potenc1al !lle du la red, en tramos lili 
iguales, (para el có'so de la red de la figura 18, la cual cuenta 
con 16 caidas de potenc1al, la vertical de magnitud h t.1ene 16 
divisiones iguales y la d1stanc1a vertical da cada división os 
tJD; t.rAcen5~ 11 neas horizontales en el inicio de cada división 
de la vertical de magnitud h, que corresponderan a cadd. ut1.<o. de 
l.as cai das df! potencial de 1 a red. 

Por ejemplo, para obtener la carga de presi.6n del punto l, 
de la figura 18, el cual est.i en la segunda caida de potencial 
C t.ercera 11 nea equi. potenc1 al), se traza una verl.1 cal comenzando 
en la tercera linea horizontal Cla primera es la linea 0) y 
lerrnin2ndo en la horizonLal que pasa por el punto 1. la magn1t.ud 
de la d1st.ancia de esta linea vertical es igual a la carga de 
presión del punto 1, en la unidad de long1tud considerada en el 
esquema. De igual manera se puede proceder para calcular la carga 
de presión del agua en cualquier punto de la reglón de flujo. 

Si se define como m al número de ca.idas de pot.encial a un 
punto cualquiera de la región de flujo. por ejemplo. para el 
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punlo 1 de la figura 18, m serA igual a 2 por que 1 eslá en la 
segunda caída de potencial de la red de flujo. para al punto 2, m 
serA igual a 3. 5 por que el punto 2 est.3. a t.res veces y media 
ca1das da pot.enci~ü, para el punlo 3, m=9, ele., entonces se 
puede definir una expresión que preml le calcular la carga de 
presión en cualquier punto l de la región de flUJO 

h - m ~; C2. 7. 4) 

o bién, 

C2. 7.5) 

Para. obtener la pres16n p en cualquier punto l de la regiOn 
de flujo, basta con despeJar p~ de la ecuac16n C2.7.5). 

El agua que fluye a lravés del suelo, ejerce una pres16n 
hidrodinámic~ sobre las parl1culas del suelo, que generan empujes 
hidrodi námi ces en 1 a di recc16n del f l UJO. cuya magn1 lud dE-ponde 
sobre lodo del gradiente hidráulico prevalec1anle. 

Si se considera un fragmenlo de iJna red de f 1 ujo, como el 
que se muestra en la figura 17 Cpágina 107). la presión 
hidrodinamica que ejerce el agua sobre las parl1culas del suelo 
en la sección a de espesor unilar10, del cuadrado curv1lineo 
vale: 

C2. 7. t3) 

La pérdida de carga hidráulica 6h se lransmile a las 
parliculas del suelo por el efecto de la v¡scosidad del fluido. 



El empuje hidrodinámico 
hidrodinámica pD vale: 

J p a 
D 

generado 
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por la presión 

ca.7.7J 

Por lo general,, los empujes hidrodinámicos se expresan por 
unidad de volumen, para el cuadrado curvilineo considerado seria: 

ca.7.BJ 

o bién, 

ca.7.9) 

Para calcular cualquier fuerza de filtración en la dirt:tc:ción 
del flujo, actuante en el cent.ro1de de un cuadro curv1lineo de 
una red de flujo, basta mult.ipl1car el segundo miembro de la 
ecuación C2.7.9), por el volumen del cuadrado. 

Los fenómenos de estabilidad, lubif1cac16n y ebull1ción de 
los suelos, están inl1mamente relacionado~ con la magnitud de las 
presiones h1drod1námicas del agua que fluye en su interior. 
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Presiones hidrodinámicas del a9ua de infiltroci6n 
en una re9ión de flujo. 112 
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2.8 CALCULO DE VELOCIDADES Y GRADIENTES HIDRAULICOS. 

El cAlculo de las velocidades y gradientes hidráulicos del 
agua en les puntos de una región de flUJo, a part~r de su red de 
flujo, es sumamente sencillo, basta cor. t.razar el segmento de 
linea de f'lujo que le corresponda al punto en cuestión; el 
gradiente hidráulico del agua en dJ.cho punLo será lgual a la 
ca1da de potencial Ah correspondiente a las lineas 
equ1potenciales contiguas entre las que se encuentre eol punto 
dividida entre la m.agnilud del segmento de linea de flujo 
correspond1ent.e al punto en cuest.10n. contenida enlrE' dichas 
lineas equipotenciales. 

Por ejemplo, s1 se requiere calcular el gradiente hidráulico 
del agua l en el punto r de la figura 19 Cpagina 114). el cual se 
encuentra localizado enlre .las lineas equipolenciales f'\ y PJ• 
cuya caida de potencial de una a olrz. es tJ1, t.rácese al sagmanlo 
de linea de fluJO 1pr que pasa por r y r.udase su longitud 
contenida entre las dos lineas equipolencia.les consideradas. que 
para el caso del punto r de la figura 19 es b; entonces el 
gradiente hidrAulico del agua en el punto r vale: 

C2.8.1) 

De requerirse mayor precisión en el valor del gradiente 
hidrAulico en el punto considerado, se puede subdividir al 
cuadrado curv1lineo de la red de flujo, en el qua so locaJ1za el 
punto en cuestión en cuadrados m.:Ls pequenos conteniendo siempre 
al punto en cuestión. 

La magnitud de la velocJ.dad del agua en cualquier punto de 
la región de flujo, se puede obtener, de acuerdo a la ley da 
Da.rey, calculando el gradiente hidrAul leo del agua en el punto de 
interés y mult1plicandolo por el coeficl.ente de permeab1lidad dal 
suelo, por ejemplo: 

C2. 8.2) 

La dirección de la velocidad del flujo en el punlo 
considerado será tangente a la linea da f luJO respectiva en dicho 
punto y el sentido de la velocidad ser..\ 1gual al sentido del 
flujo. 
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3.1 FLUJO LAMINAR ENTRE PAREDES PLANAS. PARALELAS. 

Por el ano de 1899, Sir George Gabriel Slokes C181Q - 1930) 
presentó un anAlis1s matemtilico de un flujo laminar y 
establecido, de un liquido viscoso entre placas planas. 
paralelas, 11geramenle separadas Crepresenlado graf1camenle en la 
figura 20, página 133), demostrando que tal flujo puede derivarse 
de un potencial bidimensional

9 ª. 

Considerando las caraclerisl1cas hidraul1cas del flujo 
laminar. incompresible, establecido y uniforme, en la ecuación 
consl1tutiva y fundamental de la mecanica de los fluidos, también 
conoc1da como "ecuación de Havier-Stokes", Sil! obtiene una. 
ecuac16n simplificada denom.lnada "ecuación de Slolces", con la que 
se puede analizar este tipo de flujos. 

La ecuación de Navier-Slokes puede expresarse de la siguiente 
forma: 

pa (3.1.1) 

Los términos consl1tul1vos de la ecuación de Navier - Slokes 
son de cara.cler vectorial y corresponden a los conceptos 
previamente explicados en esla lesis. 

La determinación de la ecuación de Navier - Slokes sobrepasa 
los objetivos propuestos en esta les1s, el lector 1~leresado en 
el lema puede consullarlo en cua.lqul.er l1bro de mecán1ca de 
fluidos, o bi~n, Rn cualqu1ura do las roferenc1as bibl104i1raficas 
ll, 10 6 19. 

93
De Wiest, Roger J. M. • GEOHYDROLOOY, New York, John Wi ley & 

Sons, c1969, p. 322. 
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En la ma.yor1.a de lo• casos los liquidas pueden suponerse 
incompresibles. lo que permi~e in~roducir la condición de 
incompresibilidad (ecuación Cl.12.13)1 en la ecuación de Navier 
-S~okes. obteniendo la siguiente ecuación: 

pa pM - V'p + µ...Zv (3.1.2) 

la aceleración del flujo, respecto a un sistema de 
referencia cartesiano. puede expresarse de la siguiente manera: 

donde: 

a . 
X 

a = 

dv 
X 

dl 

dv 
y 

dt 

a i 
X 

ltv 
X 

ifl 

dv ltv z z 
dl i:: ar-

+ a j + ªz k y 
(3.1. 3) 

8v 
X dx 

ltv 
X dy ltv 

X dz + a;¡- dt ¡;:;¡- df <lZ CIT C3.1. 4. a) 

(3.1.4.b) 

C3.1. 4. e) 



o bién, 

a 
X 

a 
y 

a z 

"" X 
-- + 
lll 

ilu 
z = -+ 

lit 

""x \) -+ 
X ilX 

\) "" z 
X {lx 

+ \) 
y lly 

+ \) 
,. il2 

+ \) 
z ilz 

+ \) "" z 
z llz 
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C3. 1. 5. a) 

(3.1. 5. b) 

C3.l.5.c:) 

A la derivada parcial de la velocidad con rospeclo al liempo 
se le denomina aceleración local y corresponde a la variación de 
la velocidad del flujo on el transcurso del tiempo. Si se 
considera que la aceleración local del flujo es despreciable, se 
dice que el flujo es perma.nanle 6 establecido y para esla 
condición las componentes de la aceleración pueden expresarse de 
la siguiente manera: 

= " "" X 

X iJx 

"" ª\.• = 1J ~ 
J X iJx 

(3.1.8.a) 

+ tJ 
2 

llz 
(3.1.'5.b) 



a z • V + V 
x iJx 
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(3.1. 6. e:) 

z "" 

Las ecuaciones anteriores corresponden a las componentes de 
la aceleración denominada convecliva, que se define como la 
variación de la velocidad del flujo con respecto al cambio de 
posición. Si la aceleración convecliva del flujo es despreciablo. 
so dice que el flujo es uniforma. 

En flujos permanentes. confinados por condueles de sección 
constante, no puede haber variación de la velocidad en la 
dirección del movimiento, pues esto i.mplicaria una variación en 
el gasto, que de acuerdo al pr i nci pi o de cont.i nui dad C ecuaci 6n 
C1.7.1)J est.o no puede ser posible y se puede afirmar de antemano. 
que estos flujos son uniformes. 

Para el flujo 
uniforme, La ecuac16n 
siguiente forma: 

laminar. incompresible, est.ablecido y 
de Na vi er -St.okes puede expresarse en 1 a 

o pH - 9p + µ</-v (3.1.7) 

Por lo general las fuerzas de masa act.uantes en el flujo son 
producidas por la acción de la gravedad, en este caso. la fuerza 
másica M esta d&fin1da por la ecuación C1.8.4J que es la 
siguiente: 
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Ahora bién, el vector unitario k es igual al gradiente de la 
dirección z, est.o es: 

k C3.1. B:> 

entonces, la ecuación Cl.8.4) también puede expresarse de la 
sigutent.e manera: 

M -~Vz (3.1. 9) 

Por lo general el valor de la gravedad se puede considera 
constante, por lo que la ecuaci.6n C3.l.9) también sa puede 
escribir en la siguiente forma: 

H • -'lCp) (3.1.10) 

De la ecuación anterior se puede observar que las fuerzas 
másicas M admiten un potencial t expresado de la s1gui.enle forma: 

(3.1.11) 

entonces, ex.isla un escalar función de los punt.os del espacl.o 
ocupado por el fluido 

K~V~ C3.1.HD 
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Si el fluido se puede suponer incompresible su densidad 
puede considerarse constante. Si se subsliluye la ecuación 
C3.1.10) en la ecuación C3.1.7) se obtiene la siguiente ecuación: 

o C3.1.13) 

y por la propiedad del operador gradiente expuesta en la ecuación 
C3.2.4.a), la ecuación anler1or también pueda escribirse de la 
~iguianla m.a.nara: 

o (3.1.14) 

o bién, 

C3.1.15) 

Por la ecuación Cl.3.3) r = 6P· enlences la ecuación 
anterior también puede expresarse como sigue: 

9Cp .,. y-z) C3.1.1B) 
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Como 6 es const.ant.e y p es conslant.e, entonces r t.ambién 
debe ser constante. Si se divide a ambos miembros de la ecu•ci6n 
anterior entre y se obtiene la siguiente ecuac16n: 

!:. vBv 
r 

(3.1.17) 

El segundo miembro de la ecuación ant.erior es el gradiente 
de la altura piezomélrica. representado por h de acuerdo con la 
ecua~i6n Ct.11.18), entonces la ecuación C3.1.17) también puede 
escribirse de la siguiente forma: 

(3.l.16) 

La ecuación anterior se conoce con el nombre de ''ecuación df! 
Slokes" y constituye la ecuac16n funda.mental para el anális1~ del 
flujo laminar, incompresible, uniforme y establecido. 

Si se considera el flujo repres&nlado en la figura 20, en el 
cual la componente de la velocidad en la direcc16n z vale cero 
por qua ol flujo no puede atravesar las paredes qua lo confinan. 
la ecua~16n de Slokes se puede expresar de la siguiente manera: 

(V iJ2v 
a

2
v ] cJh 

~ élx2x + 
X + __ xi 

iJy2 
_, 

az
2 ax (3.1.19.a) 

( iJ2v 
ª2 ] t:-2 ... __ Y .... -2 J = ~J 

Y c1x2 iJy2 iJz2 ay (3.1.19. b) 



123 

o C3, 1.19. e) 

Una conclusión i.mport.anie se obt.iene de un.a simple 
inspección de la ecuación (3.1.19.c): la presión se dist.ríbuye 
hidroslAlicamenle en dirección normal a las placas Cdirecci6n ?). 

resultando que en cualquier punto del campo de (lujo el gradient.e 
de la alt.ura piezomélrica, en cualquiera de las direcciones x 6 
:y, es camplet.amenle independiente de la dirección z. Aunque la 
rnagnit.ud de la velocidad del flujo vario en dlrec:ciOn normal a 
la.s placas por efecto de la viscosidad del fluido, la altura 
pie~cmétrica debe permanecer la misma. 

Por la propiedad de viscosidad, la velocidad del flujo en 
contacto con las placas vale cero, aumentando a medida que se. 
incrementa la distancia en dirección normal a cualquier front.era 
de la región de !'lujo, por est.a razón, la magnit.ud max.i.ma de 1• 
velocidad se alcanza en un plano paralelo y equidislant.e a las 
plac•s <ver figura 21, página 134). Est.a gradiente de velocidades 
es inversamente proporci.onal a la d1st..ancia enlre front..eras; en 
las direcciones carrespondient.es a los ejes x y y las dist..ancias 
entre fronteras son muy grandes en comparación con la separac16n 
entre placas Cdi.st...ancia entre front..eras en la dirección z), por 
lo que la variación de la magnitud de la velocidad del flujo en 
las direcciones x y ~ serd ins1gn1f1canle en comparación con la 
que experiment..a en la d1recci6n z. bajo est..a consideración. las 
derivadas parciales de las componentes 'Ux y vy con respecto ax y 

y, y sus respactivas segundas derivadas valen cero, esto es: 

C3.1. 20. a) 

(3.1. 20. b} 



C3.1. 20. e) 

C3.1. 20. d) 

Introduciendo las condiciones C3.1. 20) en las ecuaciones 
C3.1.19) se oblienen las siguientes ecuacíones: 

O=~ k C3.l.21.c:) 



125 

Las ecuaciones C3.1.21.a) y C3.1.21.b) pueden integrarse con 
respecto a la dirección 2, 

"2" "" 

J~-xdz=I-dz y /1z2 i1x 
(3, 1. 22. a) 

J ~V J"" ~--y dz = -dz 
y {1z2 /1y 

(3.1. 22. b) 

efectuando la inlergraci6n se obtienen las siguientes ecuaciones: 

"" µ X 
y 32 "" = - z ilx 

C3.1.23.a) 

C3.1.23. b) 

La velocidad del flujo sera ?M.x.ima cuando su derivada con 
respecto a z es igual a cero, como ésta se alcanza en el plano 
z•O entonces las constantes de integrac1ón c.

1 
y Cy

1 
valen cero y 

las ecuaciones C3.1.23) se expresan de la siguiente forma: 

(3.1.24.a) 
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C3.1. a4. b> 

VolViendo a inlegrar las ecuaciones anteriores con respecto 
a z, se obtianen las siguientes ecuaciones: 

o b1én, 

J~ z dz 
11x 

Iµ "°y Jlth --dz= -zdz 
y l1z l1y 

~" y X 

~" y y 

C3.1. a!l. a> 

(3.1.2!5. b) 

C3.1.a6.a) 

(3.1.26.b) 
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Nuevamente. considerando que la velocidad mAxima del flujo. 
representada con el simbolo 'Vmcuc, sucede en el plano z=O, 
ent.onces, las constantes c.2 y Cy2 de las ecuaciones C3.1.28) 

quedan definidas en la forma siguiente: 

C3.1. 27. a) 

(3.1.~7.b) 

Subslit.uyendo las ecuaciones C3.1. 27:> en las respectivas 
ecuaciones C3.1.26) se obtienen las siguientes ecuaciones: 

e_ V = !:.. ~ z
2 + f::!. Vma.x r x 2 bx r x 

(3.1.28.a) 

(3.1.28.b) 

Considerando que el valor de la velocidad del flujo en 
contacto con las paredes vale cero, esto es: vx= O y uy= O para z 

= ±b, el valor de las componentes de la velocidad max.ima del 
Clujo quedan definidas de la siguiente manera: 

ux ~ vy = O para z = ±b, entonces: 

o (3.1.29.a) 



o bién, 

V"""' 
X 

\Jma.K 
y 
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C3.1.2g, b) 

C3. 1. 30. a.) 

(3.1. 30. b) 

y substituyendo las ecuaciones C3.1.30) en las respectivas 
ecuaciones C3.l.28) se obtienen las siguientes ec:uac1ones: 

!:!_V 
)' X 

!:!_V 
r Y 

1 8h 2 
2 iX 2' 

1 8h 2 
2 ;;y 2 

C3.1. 31. a) 

C3.1. 31.b) 
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Desarrollando las operaciones algebraicas J..ndicadas en las 
écuac1ones anteriores. se oblienen las ecuaciones que definen las 
component.es de la velocidad en cualquJ..er punt.o d0 la. reg16n de 
flujo. que son las siguientes: 

C3.1. 32. a) 

"y C3.1. 32. b) 

Por simple inspección de las ecuaciones (3.1.32) se concluye 
que la dist.ribuci6n de velocidades del flujo es parabólica. t.al 
como se representa en la figura 21. 

El valor máximo que puede lomar la ordenada z dent.ro de la 

reg16n de flujo es b y el rn1nimo es -b. por lo que z 2 es siempre 

menor 6 igual a C:!:b) 2 , resultando que el primer t.érnuno, del 
segundo miembro, de las ecuaciones C4.1.32) es siempre negativo; 
ccmo la velocidad del flujo es pos1t.1va el g~ad1ent.e de la altura 
p1e2omét.r1ca también debe ser negal1vo. 

Definir magniludes medias de las caracterist.1cas hidráulicas 
del flujo, por lo general simplifica considerablemenle el 
análisis y proporciona un enfoque global de mayor· utilidad. Las 
componentes de .1. a veloc1<l.;..d. r..odi a rcpresent,;iit,i va de la 
d1st..ribuc16n de velocidades, para el flujo !.aminar entre paredes 
planas, paralelas. represent.ada por e: sir.i.bolo ")"", se definen de 
la s1gu1ente forma: 

tlmx E- to ux d.z e 3. l. 33. a) 
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C3.1. 33. b) 

Subst.i t.uyendo 1 as ecuaci enes C 3. 1. 32) en 1 as respecli vas 
ecuaciones C3.1.33) se obtienen las siguientes ecuaciones: 

Um 
y 

C3.1. 34. a) 

(3.1. 34. b) 

y efect.uando la inl".:!'grac16n de las ecuaciones anteriores. se 
obtienen las siguientes ecuaciones que definen las componenles de 
la velocidad media del flujo: 

Vm 
X 

Um 
y 

C3.1. 35. a) 

C3.1.35.b) 
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Comparando las ecuaciones (3.1.30) con las ecuaciones 
<3. 1. 35), se puede aprectar que el valor de la velocidad media 
del flujo es dos l.ercios del valor de la velocidad máXim.a, est.o 
es: 

C3.1. 36) 

Si se subst..ituyen las ecuaciones C3.l.32) en la ecuación de 
cont..inuidad para fluJo incompresible y par-manenlQ [condición de 
incompresibilidad, ecuación Cl.12.13))f se oCliene la laplaciana 
de la altura piezométrica h, esto es: 

C3. l. 37) 

La acuaci6n ant.erior muastra que la altura piezomátrica h = 
p/y + z para las condiciones del flujo representado en la figura 
20 sat.1sface la ecuación de Laplace,ent.onces existe una funcióh 
escalar bidimensional de ~a que se pueden derivar las componentes 
de la velocidad en el plano ey, esto es: existe un potencial de 
valoc1d•d~~ ~z ~UA ~iene la ~orma siguiente: 

(3.1. 38) 

El polencial de veloc1dades expresado por la función 
C3.1.38) eslá restringido a cualquier plano paralelo al plano xy, 
separados una dl.slancia z en dirección normal a ambos en la 
reglón de flujo. 
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SUbst.ituyendo las ecuaciones C3.1. 35) en la condición de 
incompresibilidad se demuest.ra que también ex.isla un potencial 
para la velocidad media del flujo que tiene la siguiente form.oa.: 

lm - -yb2 h 
3µ 

(3.1. 3Q) 

No obslant.e se ha est..abl eci do que un potencial de 
velocidades solamente es posible en flujos ideales, se debe 
recordar que las funciones C3.1.38) y C3.1,39) son el resultado 
de considerar despreciable el grad1•nle de velocidades en las 
direcciones x y y, de 1 o que se concluye que: un pot.enci al de 
vel oci dadas sol o puede ex.i st.i r en un f l UJ o viscoso si no existe 
aceleración apreciable del flujo en la dirección de su 
movi mi en lo. 
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FIGURA 20 

Flujo laminar, incompresible, 
permanente y uniforme, 
entre placas planas paralelas. 
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Flujo laminar, incompresible, 
permanente y bidimensional, 
entre dos placas pionas, 
paralelas y horizontales. 
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3.2 PERDIDA DE ENERGIA POR FRICCION. 

La fricción desarrollada en el movimienlo de un fluido 
viscoso, provoca una disminución de su energia en dirección de su 
movim.1 ent..o. 

En los !"lujos uniformes no exisle variación de la 
dist.r1buci6n de velocidades de una sección a olra, por lo que 
t.ampoco habrA variación da la energla cinética en dirección del 
movimient.o, 1 a energia. requerida por el flujo p.ara vencer las 
fuerzas de fricción que se oponen al movimiento, es proporcionada 
por la energia piezomélrica, provocando una disminuc16n de ést.a 
en la dirección del flujo. 

Por el af'l:o 1850. Darcy. We1sbach y et.ros investigadores 
obluvieron experimenlalment.e una ecuación para calcular la 
dism1nuci6~, o pérdida de la energia por fricción, en flujos 
confinados , expresada en la siguiente forma: 

hI 
2 

/ L vm 
"Ck ~ C3. 2.1) 

los térnúnos qu~ integran la ecuación anterior corresponden 
a los siguientes conceptos: 

hI representa la pérdida de energta del flujo por· fricción, 

J se denomina "coeficiente de fricción". no tiene dimensiones. En 
flujos lam.l nares est.e coef icient..e depende exclusiva mente del 
valor que adquiere el número de lleynolds y en los flujos 
turbulentos est.e coeficiente depende t.anto del valor dE:tl núm&ro 
de Reynolds. como de la rugosidad e de las paredes del conduelo 
en contacto con el flujo, 

L es la longitud considerada en la dirección del fluJo para el 
cAlculo de la pérdida de energia por fricción, 

cU: repr.sent.a la magnitud del di~melro correspondiente a la 
circunferencia inscrita en la sección del conduelo, 

e~ la velocidad media del flujo, 

'
4Sot.elo Avila, Gilbert.o, Op. cit., p. 278. 
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6 as el valor de la aceleración de la gravedad. 

A la variación de la energía del f"lUJO con respecto a la 
dirección de su movimJ.ent.o se la denomina: "pendiente de 
fricción", se representa con el simbolo Sr y se puede expresar, 
respecto a un sistema de referencia. local t.al que la coordenada 
curvilinea s sea igual a la dirección del flujo y r el radio 
inst.ant.áneo de curvatura, de la siguiente manera: 

Sr= - :r (3. 2. 2) 

En flujos confinados por c:onduclos de sección const.ant.e y 
eje longitudinal recto, la variación de la energia es const.ant.e y 
la pendiente de fricción también puede expresarse de la siguiente 
forma: 

Sr const.ant.e (3. 2. 3) 

Subst.it.uyendo la ecuación C3.2.1) en la ecuación anterior, 
se obtiene la siguiente ecuación: 

Sr C3. 2. 4) 
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En los flujos uniformes la pendiente de fricción es igual a 
la variación de la altura piezométrica con respecto a la 
dirección del flujo, esto es: 

(3. 2. 5) 

En la figura 22 CpAgina 143), se presenta una interpretación 
gráfica de la variación de la energia del flujo por fricción. 

El coeficiente de fricción / para el flujo lam.i.nar, 
incompresible, uniforme y perm.anent.e, confinado por fronteras 
planas, paralelas, ligeramente separadas, [como el represent.ado. 
en la figura 20 Cpágina 133)], puede det.erminarse a partir de 
cualquiera de las ecuaciones que def'inen las componentes de la 
velocidad media del flujo (ecuaciones C3.1.39)J, si se considera 
la dirección x, la variación de la altura piezof'l'lét.rica con 
respecto a est.a dirección se expresa de la s1guienle forma: 

clh 
ax 

3µ 
- - Vm 

rb
2 

" 
C3.2.ID 

51 se mullipltca y divide simultAneamenle el segundo miembro 
de la ecuación anterior por 8 ~ vmx' la i9U'ldad no se al~era y 

se obliene la s1guien~e ecuación: 

(3. 2. 7J 
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Realizando operaciones algebraicas· en la ecua'ción anlerior, 
se obliene lo siguiente: 

2 
24 E -- vm,., 

- 4b2 P Vmx -z:¡-
(3.2.8) 

De la ecuación Cl.9.2) se tiene que el coeficLente de 
viscosidad c1nem3.t.ico del fluido v. es igual al coeficient.e de 
viscosidad d1nám1co ¡..J enlre la densidad del fluido p, de esta 
forma la ecuación C3.2.8) también puPda escrihirse de la 
siguiente forma: 

o bién, 

2 
24 V lJmY. 

- 4b2 'Umx ~ 

2 
dh 24 v vmx 
c;x= - ffi) 2b Vmy -es-

(3.2.9) 

(3. 2. 10) 

El d1 :tmetr o de de 
placas planas, paralelas 
el flujo ropresentado en 
dos v~ces la d1slancia b, 

ia c1rcunferenc1a inscr.ila entre las 
Cseparac16n entre placas) que confinan 
el esquema de la figura 20. es igual a 
esto es: 

de 2b (3.2.11) 
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y subst.i t.uyendo la ecuación .anterior_ en __ ~a ecuación C3. 2.10), se 
obt.iane la sigu1enle ecuación: 

C3. 2.12J 

Para el cas:o de flujos confinados por conductos de sacc16n 
cOnslant.e, el número de Reynolds se define de la siguient.o forma: 

lit 1JPn de 
V 

(3.2.13) 

de esta manera. la ec 1.Jación C3.2.12) se puede escribir de la 
sí gu1 ente forma: 

(3.<:.14) 

Ahora bién, ~1 se comparan las ecuaciones (3.2.4) Y-c3.2.9), 
se obt..1ene la s1gU!.er.te ecuac16n: 

Sr C32.l':D 

y substituyendo la ecuación anterior en la ecuacl~n (3.2.14), se 
obtiene el valor del coef1c1enle de f'ricción / para el flujo 
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laminar, incompresible, uniforme y eslablec1do, confinado por 
fron~eras planas, paralelas, que as el siguiente: 

I 
24 

a 
C3. 2. 16) 

El valor del coeficiente de fricción definido por la 
ecuación anler1or. es válido lanlo para paredes rugosas como para 
paredes lisas siempre y cundo el flujo confinado por dichas 
paredes sea laminar, eslo es, cundo @l valor del número de 
Reynolds del flujo sea menor a cierto valor critico, el cual 
define el inicio de la zona de

9
"'transic16n do flujo laminar a. 

flujo turbulento. Sanllg y A1·av1n propusieron ~1 valor de 1,000. 
como valor crilico, siendo este valor sumamente conservador 
respecto al valor propuesto por Poiseu1lle. 

Alrededor del ai"'io 1846, el médico y f1s1co francas Jea11 
Potseuille C1799 - 1869) fué el primer cienlifLco en dot.P.rm1nar 
mat.em~t.1cament.e el valar del coef1c1enle de fr1c-:=1t'm f en flU~HJS 

laminares. confinado por conduelas de sección clrcular, 
demostrando que dicho factor es independ10nt.e de la rugo~1dad de 
las paredes del conducto en cent.acto cun el flujo y val.1do para 
valores d~~ número de Reynolds de~ flUJO menores al valor crilico 
de 2. 300. Este resulta.do ha s1do ampliamento comprobado por 
varios invesl1gad~~es entre los que se puede nombrar a N1kuradse, 
Colebrook y While . El factor de fr1r:ci6n para flujos laminares 
confinados por conductos da sección circular se dofina como 
sigue: 

I 
64 

a 

"De Wiesl, Rogar J. H., ~. p. 325. 

9dSo~elo Av1la. Gtlbert.o. ~. p. 279. 

37Ibid. , pp. 280 - 283. 

(3. 2.17) 
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La deducción del fac:t..or de fricción para conductos 
circulares, se puede realizar a part.ir de un proceso similar al 
efectuado en la determinación de la ecuación C3.2.16), no 
obst.ant.e est.e desarrollo no se present.a en esta t.esis el lector 
interesado en el tema puede consult.arlo en el anexo B. de la 
referencia bibliográfica 17. 

Si la dirección del flujo está contenida en un plano 
horizontal, siempre ortogonal a la dirección de la gravedad. la 
energ1a de pos1ci6n del flujo sera siempre la núsma a lo largo 
del movimiento y la energ1a necesaria para vencer las fuerzas de 
fricción que se oponen al movimiento, la proporciona la energ1a 
de presión. 

En el esquema de la figura 23 Cpagina 144), se present.a una 
interpretación gráfica de la variación de enargia del f luJo 
laminar, incompresible y es~ablecido, confinado por placas 
planas, paralelas y horizontales, (flujo de Poiseuille). 

La ecuación C3. 2. 5) larnbién puede escribirse de la 
s1gu1ente manara: 

(3. 2.18) 

Considerando la condición de flujo hori~ontal, se tiene que: 

o (3.2.19) 

58
lbid., p. 141. 

IPLevi, Enzo, Op. cil., p. 227. 
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y substituyendo la ecuación C3.2.1Q) en la ecuación (3.2.18) se 
obtiene la siguiente ecuación: 

para flujo horizontal: (3.2.20) 

La distribución de la presión en una sección ortogonal a la 
dirección del flujo as pr~clicamenle despreciable, se considera 
únicamente la variación de la presión media aplicada sobre todos 
los puntos de un, misma sección, en la dirección del movimiento. 
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Interpretación gráfico de lo energio 
de un flujo laminar, incompresible, 
uniforme y establecido, confinado por 
fronteras pionas, paralelos y horizontales. 
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33 MODELO DE fELE - SHAW. 

Alrededor del al"l'o 1897, HELE-SHAW"ºY'"- disef'fó en Inglat..erra, 
el primer modelo de flUJO laminar entre placas planas. paralelas, 
mediante el cual fué capaz de reproducir diversas configuraciones 
de !"lujos dolados de potencial bidimensional, insertando 
diferentes perfiles de obst.~culos entre las placas que confinaban 
el flujo. 

Los modal os de Hel e-Shaw const.an de dos placas pl •nas, de 
material transparente y r!gido. separadas una distancia muy 
pequetia, entre 1 as cual es se hace f 1 ui r un 11 qui do v1 se oso en 
regimen laminar; la imagen del flUJO se obtiene coloreando un 
número arbitrario de filamentos de flujo. por medio de inyectar 
colorante a través de la entrada del fluido. 

El flujo laminar confinado por placas planas, paralelas, 
rodea el obst.Aculo a prop6s1lo colocado entre las placas, 
obt.eniendo, mediante la colorac16n do llai.eas de flujo, diversas 
configuraciones del flujo alrededor del obslá.culo, idént1c .. 15 a. 
las que se pueden determinar anal i l1camente para cond1c1ones de 
frontera similares, con excepción de una peque~a d1slors1ón en la 
inmediata vecindad del obstáculo mismo, en la cual. la hipóles1s 
de que las var i aci enes de las componentes de la v&l oc i dad del 
flujo en la dirección del movimiento, son desprec1abl&s en 
comparación con las variaciones experimentadas en la d1recc1ón 
normal a la dirección del flujo, na s1gue siendo válida. Sin 
embargo, la zona da 1nfluenc1a. de la fronl•ra Ccapa limita), se 
extiende dentro del flujo una d1slancia aprox.unadamenle igual a 
la separación entre las plac.a.s, siendo µosible reducir este 
erecto tanto como se quiera simplemente acercando las placas: un 
con otra. Para gara11lízar el ré91men la~nar del flujo y reducir 
los efectos de la capa limite De Wiest propone una separación 
entre la¡ placas del modelo, de un m1llmelro o fracc16n si st'J 
uti l .1 zan 11 qui dos de b.a.J a vi scos1 dad, t.al es como agua a ace1 tes 
ligeros, y de pocos m.il1melros cuando se ut1licen aceites pesados 
o glicerina.. 

40
Hele-Shaw, H. S. , "EXPERIMENTS ON THE NATVRE Of' THE SURFACE 

RESISTANCE IN PIPES AND 0N SHIPS," Transact1on~ Institute Naval 
Archilecls, Vol. 39, pp. 145 - 156, C1897J. 

"'Hale-Shaw, H. 
RESI Sf/\NCE OF 
EXPERIMENTAL 
Archi lect.s. Vol. 

S. , "INVESTIGATI ON Of' THE NATURE OF SURFACE 
WATER AND srREAHLINE HOTION UNDER CERTAIN 

CONDITIONS," Transact.ions lnstitute Na.val 
40, pp. 21 - 46, C1898J. 

42Da Wiast.,Roger J. M., ~. p. 325. 
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Los modelos de Hele-Shaw no solo son capaces da reproducir 
configuraciones de flujo alrededor de obsl.iculos, t.arnbién han 
sido •xt.•nsarr.nt.e utilizados para simular flujos bidimensionales 
de agua a t.rav6s de medios porosos. Est.os modelos t.ienen dos 
formas principales d• operación: en t.unel cuando las placas y los 
perfiles d• obst..6.culcs ·que con!'inan el flujo forman un t.unel o 
conduct.o a presión, y en canal cuando el flujo presenta una 
superficie expuesta a la atmósfera, en ambos ca~~s las ecuaéiones 
de la dinAmica del flujo son t.ot.alment.e análogas . 

Los modelos de operación en t.unel· se utilizan principalmente 
para reproducir flujos potenciales, bidimensionales, establecidos 
alrededor de obst.Aculos, tales como pilas, perfiles de alas de 
aviones. secciones de cascos de embarcaciones. ele., también son 
ampliamente utilizados en el anAlisis de explotación de acuiferos 
por siste~s de pozos de bombeo. Aunque también pueden utilizarse 
para simular flujo de agua a través de medios porosos, tienen la 
desventaja que para los casos de flujos no confinados. no son 
capaces de reproducir la linea superior de flujo. siendo 
necesario determinarla de antemano ya sea a partir de las leorias 
de Oupuit. Schaffernak y Van !tersen, Casagrande, Kozeny, ele., o 
bién en forma grAfica, para introducirla como obstAculo en el 
interior del tunal, obviamente la precisión de la configuración 
de flujo oblen1da en esta forma., sera función de los cuidados y 
cons1deraciones adoptadas en la delerrnínación de la linea 
superior de flujo. Sin embargo, los modelos de operación en Lunel 
tienen la ventaja de podar reproducir configuraciones de flujos 
de di fer entes problemas, si mpl amente i ntrod.uci ende perfiles de 
obstaculos en el interior del tune!, ademas de que estos modelos 
son, por lo general, de consLrucción económica y facil operación, 
por lo que estos modelos son ampliamente utilizados para 
aclividades docent~s. en la figura 24 (página 192) se presenta un 
esquema de un modelo de Hele-Shaw de operación en tunal. 

Los modelos de Hele-Sha'W de operac:10n en ::anal, llenen la 
ventaja de reproducir la linea superior de fluJO en forma 
natural. son ampliamente utilizados para reproducir flujos de 
agua a través de medios porosos, perfiles en canales y 
estructuras de aforo como vertedores y compuertas, flujos 
confinados y no conf in ... dos tanto eslablec1dos como 
establecidos, su uso para reproducir flujos alrededor de 
obsli.culos es muy poco común. Este t..i po de modelos roproducen 
configuraciones de flujo de a.lla calidad en forma natural, sin 
embargo. el diseno de cada modelo de operación en canal est.á 
limitado a un problema en especif1co y por lo general tienen un 
elev--.do costo de construcción y operación. Para que el 

.. !bid., p. 3a4. 
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f'uncionamient.o del modelo sea sat..isfaclor10, la dirección del 
flujo debe estar contenida en un plano vertical. Este tipo de 
modelos se ut..il1zan principalmente en los laboratorios en 
investigaciones y anAl1sis de problemas de flujo especlficos muy 
complejos. En la figura 25 Cpág1na 153) se presenta el esquema de 
un modelo de Hele-Shaw de operación en canal. 

De las ecuaciones C3.1. 35), que definen las componentes de 
la velocidad media del flujo laminar entre placas planas 
paralelas, se puede def1n1r un coef1c1ente de permeabilidad medio 
para los modelos de Hele-Shaw, de operac16n tanto en tunal como 
en canal, representado con el simbolo km, de la siguiente forma: 

(3. 3.1) 

entonces, las componentes de la velocidad media del flujo laminar 
en el modelo de Hele-Sha"W se pueden expresar de la sLgUlenle 
manera: 

Um 
X 

Vm 
y 

- lcm ~ C3. 3. 2. a) 

- lcm élh ¡¡y (3. 3. 2. b) 

y considerando el operador gradiente para un campo bidimensional, 
las ecuaciones anteriores también se pueden escribir en la 
siguiente forma: 

""' -krn ,,h C3.3.3) 

Ex.isla una completa analogia enlre la ecuación anterior y la 
ley de Oarcy (ecuación (1.19.15)). l•:l que permite s1mular flujos 
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bidimensionales de agua a t.ravés de medios porosos mediante el 
flujo laminar medio en los modelos de Hele-Shaw, como ya se habia 
mencionado, 

Si se substituye la ecuaci6n C3.3.1) en la ecuación 
C3.1.39), la función potencial de velocidades para el flujo medio 
en los modelos de Hele-Sñaw, t.ambién puede escribirse como sigue: 

- lcm h C3. 3. 4) 

Cualquier configurac16n de flujo con potencial depende 
exclusivamente de la form.i. geométrica de las fronteras, por esta 
razón, a partir de los modelos de Hele-Shaw se pueden obtener 
configuraciones de flujo de problemas prácticos sumamente 
confiables y útiles. especialmente para aquellos problemas de 
flujo con potencial de compleja solución analilica. 

La versatilidad de los modelos de Hele-Shaw como herram.lenla 
para la inves!.1gac1ón de flujo de agua en suelos. t.ant.o 
per manen t. es como no per ma.r1ent.es. r ad1 ca en la fa.e i 1 si mu! ac1 ón de 
valores diferentes de la conductividad hidr.!ul1ca del suelo, 
madianle var1ac1ones d9 los componentes del coericienle de 
permeabilidad del modela km. 1.e., mediante la var1a.ci6n de la 
separación de las placas b y de las propiedades del fluido y yµ. 
variar:iones regionales de le para simular flujos en suelos 
est.ralificados pueden considerarse por medio de la inserción de 
delgadas cintas transparentes: para reducir la separación de la.s: 
placas en la región deseadd. 

sP P'.J~on ar lrlCi.r madel os de Hel e-Shaio', con m.a.ter i al es 
comerciales. de baJo costo y opera<-lón sa'w!.~fact.or1a. En esla 
t.esis se propone la conslrucción de un modelo de Hele-Shaw para 
uso d1dácl1co que opera en forma de tunal: el cual consta de dos 
placas de vidrio colocadas en pos1c1ón horizontal, separadas por 
una placa de neopreno de 1.6 mm de espesor, previamente recortada 
en la rorma del perfil de la f'ronlera alrededor de la c1..1al se 
quiere simular el flUJO. 

La placa de vidrio 1nfer1or es de 60 cm de largo, por 50 cm 
do ancho y O mm de espesor, se col oca en forma. hor i :zonlal, 
simplemente apoyada en lodo su per 1 melro sobre una estruct.ura 
met.Alica que lamb1én soporta los lanque~ de al1mentac1on y 
descarga de agua del modelo, tal como se muestra en el esquema de 
la figura 25 Cpagina 154). 

La placa de vidrio inferior soporta a su ve:z, la placa de 
neopreno recortada y la placa de v1dr10 superior. Se re-:omlenda 
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que la placa de neopreno ut.ilizada para separar las placas de 
vidrio. langa magnitudes externas similares o 11geramente menores 
a la placa de vidrio inferior, el recorte practicado en la placa 
de neoprono, t.1ene la f1nal1dad de dirigir el flujo, asl como 
simular los perfiles de frontera. y se debe hacer co1ncid1r con 
los accesos de los tanques de al1menlac1ón y descarga de agua del 
modelo. 

La placa de v1dr10 superior es de 35 cm de largo, por 26 cm 
de ancho y 6 mm de espesor, se coloca exactamente encima del 
recorte practicado en la placa de neopreno, cuidando que por lo 
menos dos de sus lados queden totalmente apoyados sobre el 
neopreno, de tal manera que se forme un tunal en el cual el piso 
corresponder.a a la placa de v1dr10 Lnf'eri.or. el lacho a la placa 
de vidrio superior y las paredes lalerales a las caras recorladas 
de la placa de neopreno. lal y como se ~ueslra en los esquemas de 
las figuras 27 Cpágina 155) y 28 Cpág1na 156). 

El flujo de agua enlre las placas se logra creando una 
diferencia entre los niveles de agua de allmenlación y descarga, 
siendo el nivel de agua de al1ment.aci~n obviamente mayor qu-? et 
nivel de agua de descarga. la carga hidraul.i.ca requer1da para 
lograr el flujo de agua enlre las placas, so ajusta por mqdio d~:J 

un pequef"ío verledor de e.resta rect:1ngular cclocaL1o en el d~pós1t.o 

de salida de agua, C ver figura. 29 ( pág 1 na 157) J 

La carga hidráulica máx..lma, posible en el modelo de 
Hele-Shaw propuest..o en esta tesis, dado las dimensiones de sus 
componenles, no puede ser mayor de e mrr., piJeslo que cualquier 
exceden t. e de este valor, provocar 1 a el desbordami en lo del agua 
fuera del modelo, ni menor de 1.6 mm correspond1ente a la 
separación de las placas. 

No obslant.e la separaci.6n de las placa~ de v1dr10 del modelo 
es igual a 1.5 mm. la carqa hidráulica lan baja con la que puede 
operar garanliza el régimon lamin;,r d-;ol flujo de agua en el 
modelo; i.e., la condición crilica de operación sucede con la 
máxima carga hidráulica y lemperalura de operación posibles. 

La veloc1dad media teórica del flujo de agua en el modelo, 
despreciando pérdidas de energla par fricción, para la condición 
de la carga hidráulica máx.J.ma posible, se puede defir como sigue: 

~ (3.3.5) 

donde H es la máx.ima carga hidráulica posible on el modelo. 
Subsliluyendo los valores de los términos conslilulivos de la 
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ecuación anterior. en unidades congruentes se obt..iene que el 
valor t..eór.ico de la velocidad media del !'lujo. despreciando 
perdidas de energia por fricción. como sigue: 

Vm 343.1 
mm 
s; (3. 3.6) 

La viscosidad del agua disminuye al aumentar la temperatura. 
Sl. se considera que la temperatura del agua en el modelo que 
de._ermina la condición de operación más desfavorable posible es 
aproximadamente de 30•C. el valor aproXimado de la viscosidad 
cinerná~lca del agua para 

2
esta temperatura. ser~ igual a O. 008 

slokes , o bién, O. 8 mm /s, y el valor máximo teóricamente 
posible del número de leynolds del f'l ujo de agua en el modelo 
ser~: · 

1 Vm de ,, 343. ! Cl. 6) 
O. B - 686.Z (3. 3. 7) 

que es mucho menor incl t.Js1 ve que el valor cri lico propuesto por 
Santig y Aravin. 

Se midieron en el modelo da Hela-Shaw propuesto en est..a 
les1s, en forma práctica y aproximada, velocidades del flujo de 
agua inferiores a los 30 mm./s en operación normal, por lo que 
difícilmente el flujo dejará de ser laminar. 

Con el objeto de evitar cualquier turbulencia tt oleaje en el 
flujo que pudiera provocar la descarga de agua, ésta se introduce 
por la parte inferior del tanque de alimentación Cver figura 29). 

Una vez que se ha es:labili.zado el flujo en el modelo, se 
procede a colocar pequeNos trozos de la puntilla de un lapiz 
tinta, directamente dentro del flujo, apoyados sobre la placa de 
v1dr10 infer1or-, i:onven1enlemente espaciados a lo lar-ge da la 
entrada al lunel, (ver figura 28). Los trozos de la puntilla del 
lapiz l1nta se disuelven al i:ontaclo con el agua, color~ando la~ 

lineas de flujo correspond1enl'9 a su colocación, obteniendo de 

'•'Set.ole Avila. Gilbert.o, ~. p. 26. 
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est.a manera, la imagen de la configuración de las lineas de flujo 
deseada (ver figura 30 Cp~gina 150)]. 

Cualquier imperfección en las placas de vidrio y neopreno, 
se reflejara. en la imagen dal flujo. por lo que se recomienda 
utilizar placas de vidrio y neopreno limpias y libres de 
imperfecciones, est.o f'a.cil1t.arA el flujo del agua y el d&Salojo 
de burbujas de aire en al t.unel, igualmente debe ut.ilizarce agua 
limpia durant.e la operaci6n del modelo. 

La estructura met.alica que soporta el modelo. cuenta con una 
repisa espec1C1cament.e disenada para colocar un aparato de 
rolroproyección est•ndar, que permite proyectar la imagen de las 
11ne~s de flujo en una pantalla Cver figura ~). 



(anque olimenlodor 
\ 

FIGURA 24 

Modelo de Hele -Show 
de operación en túnel. 
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canal 

FIGURA 25 

Modelo de Hele - Show 
de operación en canal. 
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Tdnque alimentador 

Placa de vidrio 

Es true luro 

Aparar o 
retroproyector 
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TÚnet 

Placo de neopreno 

Tanque de descorqo 

o 

FIGURA 26 

Modelo de Hele - Show 
de operocion en túnel 
propuesto. 



FIGURA 27 

Configuración para 
flujo a/rededor 
de obstáculos. 
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Neopreno 

Placo de v1dr10 intet1or 
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Placa de vidrio suparior 

FIGURA 28 

Configuración poro flujo 
o través de medios 
permeables. 



Tanque alimentador 

P1aco de vidrio suporíor 

FIGURA 29 

Sección longitudinal del 
modelo de Hele - Show 
propuesto. 
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al Simulación de 
flujo alrededor 
de obs!ÓCUIOS 

Placo superior 
do 'lidrio 

Placa in,erior 
de vidrio 

bl Simulación de 
flujo a través 
de medios 
porosos 

Placo superior 
de vidrio 

Placa interior -
de vidrio 
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60 cm 

35 cm 

Tanque dt dtscargo 

60 cm 

35 cm 

Tanque dt dt1cor90 

FIGURA 30 
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0 
••• No hay vordad"1ra e L en.c la 

qti9 no dtlfWnda dB las d•mos
traclones matematicas. •• 

Leonardo de VLnct. 

De la experiencia obt.en1:-1a med1anle la conslrucci6n de un 
modelo de Hele-Shaw, de opera.c16n en túnel, como el que sa 
propone en esta tesis. fué posible observar aspectos 1mport.antes 
de su operación y funciona1T11ent.o. 

El modelo t..1ene un func1onanuent.o sa.t1sf.Jclor1 .... ., par..i. 
diferentes condiciones de lrabaJO, siempre y cuando se observP.n 
los requ1sit..os básicos para su operac1on. como son: la correcta 
n1velac1ón del modelo y la limpieza de su~ componontos. 

Para operar el modelo se puede utilizar cu•lqu1er t.1po do 
agua siempre y cuando ést.a esté limpia, puede tomarse 
~irect..ament.e del grifo de la al1mentac1ón domestica, aunque 
después de un func1 onami ente pral ongado C aprox1 ma.damenle do una 
hora o más) se forman burbujas en el inlerior del t..únel que 
impidien el correcto func1on~m1.ent.o del modelo, ésto se puede 
solucionar simplemente separando la placa de v1drio superior del 
!'lujo, permiliendo de esta manera el desalojo df? la.s bur·buJas. 
También se puede utilizar agua desairada que no forma burbujas si 
se cuont.a con esto recurso. El desalojo de burbujas en el 
interior del túnel se s1mpli.f1ca cons1derablemenle s1 las placas 
de vidrio y neopreno astan limpias y libres de grasa, se 
recomienda lavar con algún detergente las placao;; y anJuagarlas 
bien antes de usarlas, debe ev1larse tocar el interior del tunal 

los dedos, sobretodo si se t.1ene las manos sucias. 

Para colorar las lineas de flujo se colocaron con pinzas, 
pequef"ios lrozos de la puntilla de un lAplz tint.a, igualmenle 
espaciados: a lo largo de la entrada al túnel. Como éstas se 
disuelven en el agua. se adhieren a la pl~ca de vidrio inferior 
permaneciendo en el lugar donde se colocan. La coloración de las 
lineas de flujo con lápiz tinta es muy recomendable porque se 
obtienen coloraciones de alta calidad a un costo relativamente 
bajo, además se disuelven lentamente prolongando el tiempo de 
exposición. Sin embargo, desaforlunadamenle en México ha 
dejado de fabricar el l.:tpiz tinta y en la actualidad ros.ult.a 



161 

dificil conlar con este recurso. Las lineas de flujo también se 
pueden colorar utilizando colorante liquido. inyectándolo al 
flujo mediant.e agujas hipodérmicas. Para fabricar el colorante 
liquido, se recomienda diluir azul de melileno. 6 permanganato de 
potasio en agua Cel azul de metileno puede adquirirse previamente 
diluido en agua). de eslas soluciones se obtienen coloraciones 
nilidas de buena calidad, tambitm se puede utilizar anilina 6 
linla para pluma. fuente. pero la nitidez de la coloración no es 
de buena calidad y ésta última resulta sumamente cara. 

El tanque de alimentación tiene un funcionamianlo 
salisfaclor10 1 aunque Loma. algo de tiempo llenarlo hasta el nivel 
de vertido al túnel con el gasto tan pequef"lo descargado por la 
manguera de 3/8 de pulgada, se lograrian iguales resultados con 
un tanque mas pequet"lo, s1err.pre y cundo se garantice el 
ahogamiento de la descarga de la manguera. 

En el t.anque de descarga se colocó un vertedor de crusla 
rect.angular, con el objeto de regular los niveles de agua a la 
entrada y salida dal lúnel, no obstante en el funcionam.1anto 
normal del modelo el nivel del agua no llega al de la cres~a d~l 
vertedor de salida, el func1onam¡enlo del modelo resulta 
sat.isfactorio. O.a.do las d1mensiones del modelo, la c::trga 
hidráulica necesar1a para su operación se logra automaticamant.e 
por la tensión superf1cial del agua y por la pérd1da de enargia 
por fricción en el flujo, se pueda presc1ndir del vertedor en la 
salida cuando la t.ens1ón superficial del liquido que se ut.i.lic.e 

•ignificat.1va. 

La placa de neopreno util1zado como material para separar 
las placas de vidrio y formar el lúnel, as1 como para fabricar 
los perfiles de los obstáculos alrededor de los cuales se qulera 
Sl.mular el flujo. t.iene un funcionamiento aceptablo. Igualmente 
se pueden ut.ilizar placas de acrilico. Si.n embargo, este material 
t.iene un precio m.As el evado en el mercado y es mas di f1 c1 l de 
trabajar. No se recoml.-=thd.A e!. u::c de rn~tt<fflal&s suaves como 
cierto tipo de hules, que aunque tienen la propiedad de sellar 
junt.as impid1endo el paso del agua a travl!s de éstO\s, también 
experimentan grandes deformaci enes al c;er com¡::.r L m1 das pcr 1 as 
placas, provocando una d1slors1ón tanto del perfil del obstáculo 
en el inetrior del túnel. como de las fronteras, adem.1s se 
adhieren fuertemente a las placas de v¡drio dificultando su 
colocación dentro del túnel en la posición requerida. Las placas 
de neoprena y de acrilico no sufren deformaciones apreciables al 
ser comprimidas por las placas de vidrio del modelo y aunque no 
t.ienen la propiedad de sellar las JUnlas como los materiales 
suaves, la perdiad de energia del flujo entre las placas de 
neopreno y vidrio en contacto mutuo, es mucho mayor que la del 
flujo en el interior del túnel, por lo que el flUJO entre las 
placas de Vl.drio y neopreno puede despreciarse. Para que dicha 
pérdida de energ1a por friccion sea s1gn1ficativa. se recomienda 
recortar las fronteras en la placa de neapreno deJando un ancho 
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minimo de 8 cm en conlact.o con la placa de vidrio. si se utiliza 
agua en el modelo. 

El disei"io del modelo propuesto en est..a t.esis. t.enia la 
finalidad de poder proyectar la imagen del flujo reproducida. en 
una pantalla mediante la colocación de un aparato ret.roproyect.or 
abajo del mismo. Esto no fué posible por que no se puede juntar 
el espejo del aparato ret.roproyect.or a la placa de vidrio 
inferior del modelo, impidiéndolo el espesor de los elementos de 
acero que forman la estructura del modelo, el espacio entre estas 
dos placas provoca una sombra de los obst~culos en el inelrior 
del t.ánol y de la imagen del flujo sobre el espejo del aparato 
ret.roproyect.or, si se juntan hasta donde es posible el espejo del 
aparato relroproyect.or a la placa de Vidrio inferior del modelo. 
de lal m.a.nera que pueda enfocarse la imagen del flujo. se logra 
proyeclar en la. panlalla una parle de est..a imagen, as! como su 
sombra sobre el espejo. 

Aunque no se logró una proyección salisfacloria de la imagen 
del flujo reproducida por el modelo s:obre una pant.alla, con la 
experiencia obLenlda de la fabricación y operación del modelo 
propueslo, se concluye que es posible disen:ar y construir un 
modulo en el cual ssa posible proyectar 1.- imagen del t'lUJO 
reproducida. Considerando el funcionam.lenlo del apara t. o 
ret.roproyect.or en el disef'l:o del modelo: la imagen del flujo 
reproducida en el lUnel debe est.ar t.an cerca como sea posible del 
espejo del aparat.o ret.roproyeclor. si la separación corresponde 
al espesor de la placa de vidrio inferior del modelo, las sombras 
de los obstáculos y del flujo sobre el espejo del aparalo 
relroproyeclor prácticamente se sobreponen, proyeclandose como 
una sola !~gen en la pantalla. 

Los modelos de Hele-Shaw consliluyen un medio práctico y 
confiable para reproducir irnAgenes de flujos pot.enciales, 
subsLiluyendo la ongc•r::i~a act1vidad del •.razr:i di=- la red de 
flujo, impllcita Gn el mQlodo grtlfico o de las redas de flujo, 
que amenudo desmerecer. a lan versat.il mélcdo. 

En la actualidad eY.ist..en diferentes métodos que se pueden 
aplicar en el an~lisis y resolución de los problemas de flujo. 
Con el advenimiento de las comput.adoras los métodos numéricos han 
adquirido un nuevo auge; no obst.ante que éstos proporcionan 
resultados numéricos de gran utilidad, por lo general carecen de 
objetividad. Los métodos QTáficos aunque carecen de precisión 
rigurosa, proporcionan una imagen represenlaliva de la naturaleza 
1.:ieal del fenómeno, que fac1l1la la comprensión de sus cc:mceptos 
tts.enciales. 
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No es pos1ble decir q 1..i:e un mét.odo es mejor que otro para la 
generalidad de los casos. la selecc:16n de los melodos que deban 
ul1112arse en el anál1s1s de algún fenómeno. dependerá. de las 
caract.eristicas especificas del fenómeno, asl como del t.ipo de 
información requerida y de las medios con los que se cuent.a Las 
diferentes métodos que pueden aplicarse en el anal1s1s de 
cualquier fenómeno, antes de contradecirse se complementan unos a 
otros. Los métodos numéricos, gráficos y analOgic:os deban 
complementarse entre si, asl como la practica debe fundamentarse 
en la leor1a y l'l t.eorla debe complemen•,ar-se con la pr.Act.ica. Los 
métodos consti luyen solo las herramientas con las que el ser 
humano p•.Jede comprender algún aspect.o de la esencia de los 
fenómenos inherentes a su universo. es resposabllidad de él 
uL111zarlos adecuadamente. 

No obstante que el hombr~ nunca será capaz de transcender 
los 11m1Les de la real1dad un1versal. existen ~neras con las qus 
puede c~plu~a~ la experi&nc1~. 

11111•••••11111 
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