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INTRODUCCION

pesde la mds remota antigiledad han sido empleados los
dep651t05 por el hombre, utiliizando mﬁlciples clases de
materiales, prueba de ello son las grandes vasijas de barro
cocido que se han utilizado en todos 1los tiempos ¥y los
depgsitos o toneles de madera que aun se emnplean para

contener l{quidos.

Los materiales que se emplean en cada época van dejando
una huella caracteristica de 1la misma. Hoy empezamos a
utilizar depbsitos de materiales pldsticos, empezando as{ una
bien definida diferenciacidn con otros tiempos, en que se
usaron: el barro, la madera e inclusc en un futuro, los de

acero y concreto.

Los depésitos de almacenamiento para l{quidos
generalmente pueden estar a nivel del terreno, enterrados o
semienterrados. Ei depésito enterrado tiene las ventajas de
que no queda visible vy la superficie sobre el puede tener
alghn uso, ademss de que el liquido queda sujeto a menores
fluctuaciones térmicas;aunque la excavacidn necesaria aumenta
el costo, si el liquido debe suministrar cierta carga
hidrdulica, como sucede en los tangues de distribucidn se

z Y
recurre a los depositos elevados. Un tangue elevado o sobre



el terrenc puede ser de concreto reforzado, presforzado o de
acero. La seleccidn del material habrd que hacerla en cadsa
caso particular comparando costos que incluyan el manteni-
miento y en los que se tome en cuenta la disponibilidad de
los materiales en la localidad. Un aspecto que rpuede
influir en 1la desicidn es la permanencia que se prevea para
las instalaciones en el lugar de interes; esto es, habra que
tener en cuenta gque un tanque de acero es suceptible de

desmontarse e instalarse en otro sitio.

besde el punto de vista de funcionamiento estructural vy
de consumo de materiales es mas eficiente un tanque circular

que uno rectangular,

Este trabajo esta relacionado con el andlisis de muros de
cilindros circulares de espesor constante o variable, sujetos
a carga axisimétrica. La principal aplicacidn de este andli-
sis en la pridctica es el diseho de muros de concreto o acero

para tanques de almacenamiento y silos.



TEMA 1.

ANALISIS DE TANQUES CIRCULARES

1.1 ALCANCE.

Muros cilindricos de tangues circulares ¥ otros
recipientes estan sujetos usualmente a presiones radiales del
material contenido, o de tierra retenida externamente.
Estae presidn tiene una intensidad que es constante
a un nivel pero que varia en direccidn vertical.

otras fuentes de cargas axisimdtricas sobre muros son
preesfuerzo circunferenciail, peso de plataformae circularses
colgadas o canales. perifericos, este tipo de cargas produce
desplazanientos axisimérricos radiales. Los extremos
superiores o inferiores de los muros pueden estar libres para
girar o traslaparse y pueden estar restringidos por la base ©
la cubierta. as{ los extremos pueden recibir cortante radial
axisim€trice o momento flexionante. Tales fuerzas extremas
tambien se desarrollaran en los extremos restringidos debidos
a efectos de variacidn de temperatura axisimétrica,

contracecidn o a flujo del concreto.

Para el andlisis de murcs de este tipo es suficiente
considerar las fuerzas y las deformaciones de una faja

elemental tipica paralela al eje del cilindro.



El desplazamiento radial de la faja debe estar acompanada por
las fuerzas de anillo. Como mas tarde discutiremos la faja
elemental se conporta como® una viga sobre cimentacidn
elastica 1a cual recibe fuerzas de reaccidn transversales
proporcionales en cada punto a 1la deformacidn de la viga. El
analisis constituve una solucidn de la ecuacidn diferencial

que rige relacionando la deformacidn a la carga aplicada.

z : 3 7
El objeto de este trabajo es proporcionar una solucion a
la anteriormente mencionada ecuacidn diferencial para obtener
las reacciones sobre los extremos y las fuerzas internas en

muros de seccidn circular cilindrica.

1.2 SUPOSICIONES BASJICAS,.

Los m€todos de andlisis estructural presentados en este
trabajo estdn basados en la suposicidn de que el material es
linealmente elistico. también los muros circulares se
consideran como cascarones cilindricos en los cuales el
espesor es mnmuy pequefo comparado con €l radio, mientras se
flexiona, una seccidn normal a la superficie media de un muro
se supone que permanece recta y normal a la superficie media
deformaeda. La ecuacidn diferencial que rige basada en dicha
suposicidh anterior es resuelta en una forma cerrada para
mUros de espesor constante Cuando el espesor varfa en una
cara arbitraria, una solucidn cerrada llega a ser dificil de
tal manera que el andlisis es mejor llevarlo a cabo por

procedimientos numéricos.



1.3 METODOS GENERALES DE ANALISIS ESTRUCTURAL.

La figura 12 y b representa dos secciones rectas de
tanques formadas por 1la interseccidh de cascarones de
revolucion cuando estan sujetos a cargas axisimétricas,
estas estructuras pueden ser analizadas por los metodos del
desplazamiento o0 el de las fuerzas del mismo modo que para
los marcos planos. Para esto consideraremos una faja obtenida
cortando el cascaron por dos planos verticales radiales con
un pequenoc 5ngulo arbitraric entre ellos. Esta fala es
entonces tratada como un ensamble de elementos, para los
cuales los coeficientes de rigidez en el método de los des-
plazamientos y los coeficientes de flexibilidad en el método
de las fuerzas, necesitaran ser calculados. Domos y conos u
otras formas de cascarones de revoluciocon, los cuales son
usados en la construccidn de tanques, pueden ser analizados

por los metodos anteriores.




1.4 METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS.

para explicar el método consideraremos, por ejemplo el
muro de un tangue (mostrado en la siguiente figura) sujeto a
carga axisimétrica. El muro se supone gue esta libre en el
extremo superior A, pero continuc con una placa anular B en
1la base. La estructura esta soportada por un soporte desli-

zante en B y totalmente fijo en €.

o

oS

E} andlisis por el mdtodo de los desplazamientos

considera los 5 pasos siguientes:

PASO 1: Un sistema coordenado es establecido para
identificar 1a localizacidn y la direccidn positiva de los

desplazamientos de las juntas.

N 1 1 3

N ; AR
!

. 3’ B . ! B ’f 4

————— ‘ —
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‘El  nlmeroc de coordenadas °'n es igual al nimero de los
posibles desplazamientos independientes de’ las juntas
{grados de libertad}). Hay generalmente dos traslaciones y una

rotacidn en una junta libre (no soportada).

El nimero de desplazamientos conocidos puede ser
reducido, ignorando el alargamiente de 1las generatrices
rectas, lo cual es equivalente a ignorar la deformacidn axial

de un marco planoc.

Por ejemplc considerando que las 1longitudes AB y BC
permanecen sin cambio, los grados de libertad se reducen a

tres y se muestran en la siguiente figura.

PASO 2: Fuerzas restrictivas (F) nx, son introducidas en
las n coordenadas para prevenir los desplazamientos de las
juntas. Las fuerzas (F) son calculadas sumando las fuerzas

de empotramiento de los elementos que llegan a las juntas.



PASO 3: La estructura es ahora supuesta que serd
deformada por el desplazamiento 3, -Ri=1 con los

desplazamientos fijos en todas las demas coordenadas, las

fuerzas S13, S23j... Snj. requeridas para sostener el cascardn
en esta configuracion son determinadas para ls= n
cocerdenadas.

Este proceso es repetido para valores unitarios de
desplazamientos en cada una de las coordenadas

respectivamente.

asf un juego de n x n coeficientes de rigidez son
calculados, los cuales forman la matriz de rigidez (S)nxn de
la estructura; un elemento general Sij es la fuerza requerida
en la coordenada i debido a un desplazamiento en la coordena-

da J.

PASO 4: Los desplazamientos {DInx1 en la actual
estructura deben ser de tal magnitud que las fuerzas
restrictivas se desvanecen, 1las cuales estan expresadas por

la superposicidn de ecuaciones:

Fl1 + S131D1 + S12D2 4+ ... + SinDn = O
F2 + S21D1 + S22D2 + ... + S2nDn = O
Fn 4+ Sn1D1 + SN2D2 + ... + Snndn = 0O



O en forma de matriz:

{S51(D) = ~{F)}
La solucicn de este grupo de ecuaciones simultaneas, da

los n desplazamientos desconocidos (D).

PASO 5: Finalmente las reacciones y fuerzas internas en
cualquier posicion de la actual estructura del cascardn son
obtenidas por 1la adicion de los valores en la estructura
restringida. A los valores causados por los desplazamientos

de las juntas.

Esto es expresado por la superposicidn de ecuaciones:

Al = Ari & ( A uilAui2...Auin)(D)

Donde Ai es el valor de cualguier accidn, una fuerza
interna o reaccidn en la actual estructura; Ari es el valor
de la misma accidn en la condicidn restringida; Auij es el
valor de la misma accidn correspondiente al desplazanienta

di=1.

Donde hay m wvalores que seran determinados. En la

-
ecuacion anterior puede ser usada m veces como sigue:

(A)mX1 = (Ar)imxi + (Aulmxn (D)Inxi



TEMA 2.

TANGQUES CIRCULARES DE ESPESOR CONSTANTE

2.1 INTRODUCCION.

Para analizar un cascardn cilindrico de revolucidn sujeto
a carga arzisindtrica es suficiente considerar una faja
elemental paralela al eje del cascardn; Se demostrarad que
este elemento se flexionard como una viga sobre cimentacidn
eldstica vy la ecuacidn diferencial que relaciona la carga vy

1a deformacidn seran deducidas.

=’
La solucidn de la ecuacidn en una forma cerrada de un

muro de espasor constante, sera discutida en este capitulo

2.2 ANALOGIA CON LA VIGA SOBRE CIMENTACION ELASTICA

uUna carga axisimérrica actuando sobre un cascardn de
revolucidn radialmente hacia a fuera, causa una deformacidn
radial W hacia a fuera, que representa un incremento de radio

del cilindro r. r

Fiq 20,



53 21b

Consideremos un cascaron de revolucidn (tubo} cilindrico
de radic medio r y espesor h, sometido a una presidn g
{tomaremos q positiva si  actua desde el interior hacia el
erterior), La presion puede ser constante o variable a lo
largo del tubo, pero son constantes a lo largo de cada pa-
raleloc (o sea que dependen solo de la coordenads ¥ del para-
l=io0}. aAdemis pueden actuar fuerzar radiales H vy pares M en
los planos radiales, uniformemente distribuidos a lo largo de
uno o ambos bordes o de determinados paralelos intermedios.
En estas condiciones de simstria radial, el cascardén s
deforma de modo que cada paralelo se alarga o se acorta,

manteniendose circular. En general, las generatrices se

deforman flexicnandose en los planos radiales.

Ls pared del tubo podemos suponerla descompuesta, sea &n
franjas lopgitudinales paralelas al eje del tube v limitadas
por dos generatrices, o en franjas anulares limitadas por dos

circunferencias.

11



Todas .las franjas longitudinales se deforman del =ismo
modo, por lo que basta con estudiar una cualquiera que supon-

dremos de una unidad de ancho.

FIG. A FIG. B
Longitud de arco = 1 = 16

Q=9 xre

De ia figura B:

Q = 2N SEN &/ 2

qre = 2H SEN e/2

N = qre / 2 SEN (6/2)

o =]
Para los 5ngulos peguefios sen—— = ——
2 2
qré qrs
N = =
2x68/2 e

N = qr QUE ES LA FORMULA DEL CILINDRO

Para calcular el desplaczamiento radial debido a la pre-
sion q aislamos una franja semicircular de anillo.

—
;/‘“\\
7 D
/7 N\
1 A

¥ o

g



51 desarrollamos la fala considerada tenemos:

//;'
W
&
L, L=nrnur
( 1
NL mriq A=1xh
AE AE
R nriq
Longitud total = L +XL = R& <
AE
nr xrq
Radic incremantade por la nueva longitud = —— <+
b4 AET
rq
R incremento = r + ——
AE
INCREMENTO DEL RADIO = W
r*q riq ran/r Nr
AE AE 1xhE hE
Eh
H = W z.1
¥ -
riq r3q
1xh=E hE
Eh
q = W 2.2
r:



Haciendo k = Eh/r2

q = kw

Cuando la franja esta sujeta a up momento flexionante
positivo M, esfuerzos de tensidn y compresiéh son pruducidos
paralelos 2 la generatriz sobre las caras exteriores e inte-
riores respectivamente, bebido a)l efecto de POISSON'S, los
dos extremos de la franja tienden a girar del plano original
radial. Por la sipetria,esta rotacidn no puede ocurrir
porque los 1lados de cualquier franja deben permanecer en
planos radiales; as{ mientras en las franjas curvas 1la
extensidn lateral es evitada. ta influencia restrictiva es
producida por un womento flexionante Mg en 1la direccidn

circunferencial.

Mg =y (2.3)

Donde y = COEFICIENTE DE POISSON'S

gsfuerzo cau-
sado por Mo~
mente flexio- Esfuerzos causados por

nante M Homentos flexionantes

circunferenciales.

Esfuerzos en cualquier placa de una {ranja vertical

14



Ls deformacion unitaria paralela a la generatriz sera:

o o o(1 -~ g3y
‘-—'———v(v ) = v
E E E

Asi{ el efecto def?es equivalente a incrementar el lédulo

de elasticidad por 1la relacidn 1/(1-3}2)

Se deduce que una franja de ancho unitario a lo large de
1a generatriz de un cllindro circular sujeto a carga axislmé—
trica tiene la misma deformacidn que la de una viga scbre
cimentacién eldstica para el cudl el mddulo de reaccidn estd

dad :
200 pOr Eh

o (2.43

y la rigidez de flexidn de la viga esta dada por:

3

A Eh .5
EI = (2.5)

12(1 - y2)
Con  la suposicidn usual en 1a flexibén de las vigas, que
el planc de la seccidn recta permanece planc, el momento M y
la deformacidn W en cualquier punto X de la figura 2.1ia, esta

relacionada por:

4w (2.6)

dx?

M = -EL

La intensidad q®* de la carga resultante transversal en
cualquier posicidn es 4igual a la suma algebraica de las
cargas externas aplicadas y la reaccidn eldstica de ia cimen-

tacidn.

15



(2.7}
9* =9 +q=q - ku

La fuerza cortante V, el nomento flexionante y la inten-

sidad de carga q* estan relacionadas :

dm d d?w
Ve = — (EI ) (2.8)
dx dx dax?
dv d= (2.9)
q* = - B = ee———
dx dx?

Sustituyendo las ecuaciones 2.6 ¥ 2.7 en la ecuacion 2.9

da 1la ecuacidn diferencial:

d? d*w
({El —————) + kuw = q
dx3 dxn?
(2.10)
4
dw
El ——— + kw = g
&4
dx

Que es la misma ecuacion (I) y corresponde a 1la ecuacidn

diferencial de una viga apoyada en una cimentacidn elastica.

Si consideramos wuna viga apoyada en toda su longitud
sobre un suelo elastico, sujeto a fuerzas verticales en el
plano de simetria, tal gque suU reaccicn en cada punto sea

proporcional al descenso que sufre la viga al flexionarse.

FIGURA 1

16



La suposicion q = ky implica la declaracidn de que el
apbyo es elastico, en otras palabras que el paterial sigue la
ley de HOOKE. Por su elasticidad puede ser determinado,
por un fuerza, la <cual puede ser caracterizada por una
uniformemente distribuida vy que produce una deformacidn

unitaria.

La constante del medio soportante ko {(ton/m3} es llamada:

HMODULO DE REACCION DEL TERRENO.

Suponiendo que la viga bajo esta consideracion tiene una
seccion recta uniforme, tal que b es de un ancho constante ¥
soportada sobre la cimentacidn. Una deformacidn unitaria de
esta viga causara una reaccion bke en la cimentacion;
consecuentemente en un punto donde la deformacidn es vy , 1s
intensidad de la reaccidn distribuida(por unidad de longitud

de viga) serd:

P ton/m = bkoy

k = bko

por lo tanto:; P = ky

Tomemos un elenente infinitamente pequefo entre dos

secciones rectas verticales a una distancia dx.

17



FIGURA A

La accion ascendente de la fuerza cortante O, a 1la
izquierda de la seccidn recta, es considerada positiva, asi
cono el momento flexionante correspondiente M, el cual es un
momento en sentldo de las manecillas del reloj actuando a 1la
izquierda de la seccidn.

Considerando el equilibric de la figura anterior:

C - {Q+d0O) + Kkydx - qdx = O

d@ /7 dx = ky - q (b}

Haciendo uso de la relacidn O = di / dx podemos escribir:

de d3M . el
s =——— = ky - g
dx dx?

Usando la ecuacidn diferencial de una viga en flexiocn:
d3y

ET { Y= - M

i8



Y diferenciando dos veces tenemos que:

4
dy d2n
El —— = — —— (d)
4 dx?
dx
4
de {c) dy
EI ———:— = —~ ky + q (e)
dx
2.3 Solucidn general de la ecuacidn diferencial de 1la
eldstica de un muro de espesor constante.
Consideremos una viga sobre cimentacidn eldstica, con EI

y k constantes sujeta a una carga P ¥y a una carga distribuida

de intensidad q como en la FIGURA 1 y con las consideraciones

del inciso anterior habfamos llegado a la ecuacidn.

4
dvy
EI ———— = — ky + q
4 (1)
dx
En 1la viga de la FIG. 1 en la zona de la viga donde

actua la carga distribufda, q = 0 y la ecuacidn tomari

forma:

El ——— = — ky
4 (11

dx

no

ia

,
Sera suficiente considerar solamente la solucidn general

de (I1) de dicha solucion se obtendrdn los casos implicados en

(1) por adicidn a la integral correspondiente de q en (I)

(II).

19
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dvy Ky
& - —
4 EI
dx
Sustituvendo:
4 k k & dy
B = ; = 4B = DY
4EI EI dz
4
dy- &4 4 4 4 & &4
= Dy=—4By ; Dy + 48 y=0 ; D + 48 = 0
dx

En la solucidn de esta expresidn intervienen los
siguientes valores conocidns:

3 4 5 6
isd=-31 ; i%= -1 ; 4 =-1 ; i =1t ; i =1 ; 1 =-3

e=1+31/1+%1+1/31+. . . +1/nV+. ..

z
e *1+Z/1+23/21+z /3l+...+27/nls. ..

Bi 3
e =1+B1/1+(Bi)2/21+(B1 )/31+...+(Bi”}/nls...

81 4 6 3 S 7
e =(1-82/21+B /4!-8 /6l+.. . )+L(B/1-B /3148 /51-8B /7t+...)

& 6
{1-B3/21+B /4!-B /6l+,,,.)=c0o5 B

3 S 7
{B/1-8 /31+4B /51-8 /7!+...)=sen B

Bi
e =cosB+isenB

Biz -8iz
e =cosBz+isendz e =cosBz-isenBz

4 4
D +4B8 =0

4 4 4 4
D +48 =D + 48 +4D282-4D2R3

20



&4 &
D +4B8 ={D?+2B2)2-(2DB)?

4 4
D +48 =(D?+2B83+2DB)(D?*+282-2DB)

4 4
D 448 ={{D+B~B1)(D+B+Bi)}((D-B8+81)(D~-B-Bi)}=0

Cualquiera de los cuatro pare€ntesis anteriores debe ser
igual a cero, por lo tanto, las cuatro raices son
D=-B+B8i ; D=-8-81 ; D=B-Bi ; P=B+Bi
La solucién para la primera raiz es:
dy dy
D2~8+481i ; Dy=(-B+Bi)y = = (~8+B1i)d=z
dz y
Integrando
Log ¥ = (-B+Bi)z + C
e
-Bz 8iz ¢ -8z Biz -Bz
Yy = e e e = ki e e =kl e (cosBz + senBz)
. -Bz
vV =kl e (cosBz + isenBz)
De la misma forma. las soluciones para las raices

segunda, tercera y cuarta son:

-8z

Y. = kz e {cosBz - isenBz)
8z

¥ =k3 e (cosBz - isenBz)
8z

v =ké4 e {cosBz + isenBz)
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La sBolucidén final es la suma de las cuatro soluciocnes

antertiores:
-8z

Yy = e (k1 4+ k2)cosBz + (ikl - ik2)senBz) +

Bz
+ e {(k3 + kd)cosBz + (iké + ik3)senBz}

Sustituyendo:

Cl = ki1 +« k2

i €2 = 4kl - 4k2 ; C3 = k3 + k& ; C& = 1k4 - ik3
LA EXPRESION FINAL ES:
-Bz Bz
7 = e {ClcosB82z + C2senBz) + e {C3cosBz + C4senBz)

Que es la solucidn general

2.4 VIGA DE LONGITUD INFINITA.

Una viga de longitud infinita, es aquella en la que los
desplazamientos producidos por la aplicaci5n de una © varias
cargas, no tienen influencia sobre los extremos de la viga.

Como ejemplos citaremos los siguientes casos:

’
1. Aplicacion de una carga concentrada en 1la parte

central (como se muestra en la siguiente figural.




oue corresponderia a la siguiente viga:

A

,.I.F|:|‘

P !
] TR
LT T

. .
Oue por su simetria podemos considerarla asi:

—L

By

Aplicando l1a soclucidn general:

-8Bz 8z
Y = e (CicosBz + C2senBz) + e (C3cosBz + C4sengz)

En  puntos muy distantes a ambos lados del origen O, la
flecha es nula osea que para que 2 = infinito, ¥ = 0; para
que esta condicidn quede satisfecha en la ecuacidn anterior

es necesario que las constantes C3 y C4 sean iguales a CERO.

Por lo tanto la ecuacidn general de la elastica y sus

derivadas primera, segunda y tercera se expresaran.

-8z
Yy = € (CicosBz + C2senBz) (a)
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-Bz

e = = -fBe {(€C1 + C2)senBz + (C1 - C2lcosBz)
dz B)
5] d3y -8Bz
- —_— = = 2B3e (CisenBz - C2cosBz) {c}
El dz?
3
v dy 3 -8Bz
- —— = —— =28 e {{C1+C2)cosBz ~ (Ci-C2)senBz) (d)
E1 3
dz
Para 2=0 8 =0
0 = - B{(Ci+C2)sen{0) + {Cl1 - C2)cos{0)}
0 =Ci - C2 por lo tanto
Para Z = 0O V = =F/2
F/2 3
= 28 {(Cl1+C2)) = 28 (2C1)
EI
F
por lo tanto : Ci1 = como B = 44
3 4EI
8EIB
F18 Fi8 - Fig
Cl = = =
4 BEIR/4EL 2k
BEIB
Fig

C: = C2 =
2k

Sustituyendo C1 y C2 en (a),(b),(c) vy (d)

FB -8z
Yy = e {senBz + cosBz)
2k
dy Fp* -B=z
=8 = - e senBz
d=z k
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M = -EI = - e (senBz - cosBz)
dz? 48
3
d vy F -Bz
vV = -EI = - — e cos8z
2
dz

L
Estas ecuaciones muestran que los valores maximos de la

flecha Y el momento flexionante ¥ la fuerza cortante

corresponden &l valor de Z=0

Yo = fmax = FP /2K

Mo = Mmax = F / &¢

II. La aplicacién de un momento en el punto central.
h
Iy z
i i inD i
En esta condicién, en el origen 0 la flecha de 1la

elastica es nula y el momento flexionante es igual a 1/2 Mo.
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’ ry
La ecuacion de la elastica es

-8z
Y = e (ClcosBz + C2senBz)
Para Z=0 Y=0 por 1., tanto : Cis0
Para Zz=0 M=Mo/2

-8z Mo
K = 2EIBZ%e {C2cosfz-ClsenBz) =
2
Mo Mo
= 2EIB3C2 POR LO TANTO : C2 a ~——m—
3 4EIB?
HoB= Mog? HoB?
C2 = = =
4 4EIK/4EIL K
4EIB
HoB?
€2 =
K
MoB2 -Bz
Y = e senBz
K
3
dy MoB -Bz
8 £ —a= - e (senBz-cosBz)
dz k
d?y Mo -Bz
M = -EI = = e cosBz
dz? 2
3
d vy HoB -8z
v = -EI = - e (senBz+cosBz)
3 2
dz
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111 CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA

Podemos considerar dos casos :

1.- La carga es asimétrica respecto al eje Y y el eie de

referencia se encuentra dentro de la carga.

E4
v
La ecuacidn de la Eldstica
wdz8 -Bz
By = ——————— e {senBz+cosBz)
2k
w8 a -Bz b -8z
Yo = ( S e {senBzscosBz)dz+ e (senBz+cosBz)dz)
2k 0 o]
W -Ba -8b
Yo = {2-e cosBa-e cosBb}
2k

27



De la misma manera:

b wdz -8z

-8z
e {senBz-cosBz)

a wdz
Ho = -~ j‘ e (senBz—cosBz)—j
] L]

n af

u ~Ba -8b
(e senfa+e sensdb)

Mo =

4B

a wdz -8z b wdz -Bz
Vo =‘5‘ e cosfiz -j e cosBz =
s} 2 3] 2

w -Ba -8b
(e (senBa-cosBa)-e {senf8b-cos8b))

4B

w -Ba -8b .
Vo = ——(e {senBa~-cosBa)-e {senBb-cosBb))
48

2.- La carga se encuentra separada del eje de referencia

a la derecha como se indica en la siguiente figura.

v

! o

) [ |

! . oz

[ 1

; . I
- e e =
||H-HHTIH SRR

Fiecha, Momento Flexionante y Fuerza Cortante en el origen ©

estaran dados por lias expresiones siguientes:
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] -Bb Ba
Y = — (& cosBb-e cosBa)
2k
W -Ba -Ba
H = (e senBa-e senfib)
4B*
W ~-pBa -Bb
V 2 ——0- (e (senBa-cosBa)-e ({senBb-cosBb})
48

2.5 VIGA DE LONGITUD SEMI-INFINLITA

Una viga de longitud semi-infinita es aguella en 1la

que

los desplazamientos producidos en uno de sus extremos por la

,
aplicacion de una o varias cargas, no tiene influencia sobre

el otro extremo de la viga.

I CARGA CONCENTRADA F.

Como en los casos anteriores la ecuacidn general de
’ :
elastica Yy sus derivadas prinmera, segunda y tercera

expresan:

29
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-8Bz

Y = e {ClcosBz2+C2senBz)
dy -8z
e = = -Be {{C1+C2)senBz+({C1-C2)cosBz}
dz .
4] a2y -0z
- —= = 28%e (Cisen8z-C2cosBz}
EI az*
3
v d ¥ 3 -8z
- —— 2 ————— = 208 e {({Ci+C2}cosAz~(Cl1~C2)senBz)
E1 3
dz
Para 2=0 M=0

z
M = -283Ele {CisenBz-C2cos5Bz)=0

por lo tanto €2=0
Para Z=0
3 -8z
V = -28B Ele {(Ci+C2)cosBz~-{C1-C2)eenB8z}=-F
2 F 2F8
F = 28 EIC1 por lo tanto: Cl = —— =
3 K
28 EI
2F8 -8z
Y = e cosfiz
dy 2FB* -Bz
_—= e (cosBz+senBz)
dz k

30
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d3y F z
M = -El T e @ senfz
dz? 8
3

dvy -8z
~-El ——— = ~Fe (cos8z-senBz)

1I. Honento Mo

f
TR (e e
Ml
-
?

general de la eldstica y sus

Aplicande la ecuacidn

derivadas primera, segunda y tercera.
Para 2=0

M = -2B3Ele (CisenBz-C2cosBz) = -Mo

Mo
€2 = - —
287EI

Para 2=0

3 -Bz
V = -28 EIle ((C1+C2)cosBz-(C1-C2)senBz)=0

Y = € {cosBz-senBz)
k
3
dy 4MoB -Bz
= - e cosB8z
dz k
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d3y -8z

= -EI = ~ Moe {senBz+cosfiz}
dz?
3
dy -8z
VvV = -EI = 2MoBe senBz
3
dz

111. Carga Uniformenente Distrribuida.

wﬂrr'.fT”W'

Este caso equivale al de una viga de longitud infinita,
con  carga uniformemente distribuida en la longitud L, a 1la
cual se ha suprimido lz porcion de viga desde el origen O
hacia 1la izquierda. al suprimir esta porcicn izquierda de
viga, sera necesario aplicar en el punto © un momento ¥ una

fuerza cortante, iguales y contrarios a los existentes en una

viga de longitud infinita.

" -Ba ~-Bb
¥'b = {2-~e cosBa~e cosBb)
2k
W -8a ~Bb
M'b = {e senBa+e senib)
482
W -Ba -Bb
Vb = {e (senBa~cosBal-~e {senBb-cos8b))
48

51 usamos las funciones auxiliares:
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-8Bz

f (B2) = e senBz
2

-8Bz
f (Bz) = -e {senBz~cosfiz)
3

-Bz
f (Bz) = e cosBz
4

121

Y'b =

(2-f (Ba)-f (BD))
2k 4 4

(f (Ba)+f (Bb))
af? 2 2

W
Vb' = ———{f (Bb)-f (Ba))
48 3 3
El nomento flexionante Mo' y la fuerza cortante Vo' gue

habran de aplicarse con sentido contrario, en el extremo O de

la viga semi-infinita serzan:

Mo' = (£ (8L))
4fs 2
W
Vo' = (1-f (BL))
48 3
Para Mo*
F
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W
Y' ‘be——(f (BL})f (8Bb)
2 2 3

H* 'b=- (f (BL))f {Bb)
B* 2 1
V' 'b= (f (BL))f (Bb)
28 2 2
Para Vo'
A
t
—
1
v: ! -
TITTS T e e s
Yb' 't (1-£ (BL))f (8b)
3 4
.
w
Mb*'''z= ——e(1-f (BL})f (Bb)
482 3 2

W
Vb'''e~ ——(1-f (BL))f (Bb)
a8 3 3

Para una secéidn cualquiera (b} dentro de 1la
de la carga son:

Yb = ¥Yb'+¥b''+¥b' ' =

34
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(2-£ (Ba)+f (BLYf (Bb)-f (BL)}{ {(Bb))
2k “ 2 3 3 o

Mb =Mb'+Mb''sMb’ "' =

(f (Ba)-f (BLOf (Bb)+f (BL)f (Bb))
482 2 2 1 3 2

Vb =Vb'+Vb' s+Vb®'’ =

(~-f {(Ba)+2f (BL)f (B8b)+f (BLIf (Bb))
48 3 2 2 3 3

Y en una seccidn cualquiera (b) a 1la derecha de la

longitud L de la carga.

u
Yb = ——(2f (Bb)+f (Ba)+f (BLIf (8b)-f (BL)f (Bb))
2k 4 “ 2 3 3 4

W

Mb = {-2f (B8b)-f (Ba)-f {(BL)f (Bb)+f (BL)f (Bb))
4B2 2 2 2 1 3 2

Vb = (—f (Ba)+2f (BL)f (Bb)+f (BL)f (Bb))
4B 3 2 2 3 3

2.6 VIGA DE LONGITUD FINITA.

Una viga de 1longitud finita es aquella en la que los
desplazamientos producidos por la aplicaci&n de una © varias
cargas, si tiene influencia sobre el otro extremc de la viga.

El estudic de las vigas de longitud finita apoyadas en un
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madio eldstico, puede tratarse valiendose de la transformada

de Laplace, para facilitar el estudio, es conveniente

abreviar las expresiones y con esto simplificar su escritura.

B? = J(k/4EIx)

que aparece en todas las expresiones trigonomdtricas e

hiperbdlicas, podra suprimirse durante el procese algebraico

y hacerla aparecer 5610 en los resultados finales.

La notacion abreviada sera la siguiente:

BL L
senfiz = sz senBL = sL sen? = s

2 2

BL L
cosBz = ¢z cosBL = ct cos? = ¢?

2 2

BL
senhBz=shz senhBL=ghlL senh? =sh?

2 2

BL

coshBz=chz coshBL=chL cosh? = ¢h3—
2 2

Para la solucidn de una viga de longitud finita se parte

d=2 1la igualdad: B
d v
Elx = - Ry
&4
dz
&
dv ky
-~ =
4 EIX
d=

36



&L
dy 4
+ 4B ¥

"
(=]

dz

JYIV QIAB“y = 0

v 4
{Y ) «+ (4B y) =0 . {a)

4 3 &4
s y-5 y{0}+s82y*(0)-8y "' '{0)-y"' "' ' (D}+4B y= O

4 4 3
(8 +48 Jy-5 y(0)-83y"(0)-8y"’'{0)~-y' "' (D)= (b)

Si ademds la carga invertida ¢ negativa Ky, la viga lleva
cargas positivas como carga distribuida Wl carga concentrada

F o momento M, en el lado derecho de las ecuaciones (a) y (b)

el cero sera substituido por la expresi&n correspondiente.

En la ecuacidn (b) las expresiones Y'(0), ¥ r{oy,
Y**'{0), representan 1la flecha, la pendiente, Mo/EI, Vo/EI en
el extremo de la viga y cuyos valores podréh conocerse
dependiendo del tipo de apoyo de la misma y de la posicidn de

la carga.

Una vez simplificada la ecuacion(b) con los valores de
apoyoc se toma la transformada inversa y se obtiene 1la
ecuacién de la eldstica y con sus derivadas primera, segunda
vy tercera, se tendran las ecuaciones de pendiente, momento

flexionante y fuerza cortante.
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1} Vviga distribuida con extremos empotrados.

=
- BT T N P T T L =] .z

TR

YO Y it

Y{(0) = O Y{(L) = 0
¥'(0) = © Y'(L) = O
¥Y''(0) = M/EI Y''{L) = M1/EIx
Y*'''(0) = Vo/El Y''U (L) = V1/EIx
ay
4q
El + Ky = W
&
az
&4
dy K W
4+ Y = e——
4 EX EX
dz
IV 4 u
Y 448 ¥ = —
EI

v 4
L v rafran vy = Fwven

L &4
S ¥Y-0-0-5¥''{0)-Y "' {0)+48 Y =(W/EIX)1/S

4 & Mo Vo W 1
Y{s +4B ) = S + + P
EIx Elx EIx S
s 1 1
EIxY = Mo + Vo W
4 & 4 &4 4 4
S +4B S +48 S(S +4B )
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EIXY = Mo {senBzsenhfz)
+ Vo {senf8zcoshBz - cosBzsenhBz)
4B
1
+ W {1 -~ cos8zcoeshBz)

ap

3 a
EIY = Mo/28%(szshz)+Vo/4B (szchz-czshz)+w/48 (1-czchz)

3
EIxY'= Mo/28 -(szchz+czshz}+Vo/282 (szshz)+w/48 (szchz-czshz) {(d}

EIXY''= Mo(czchz)+Vo/28 (szchz+czshz)+W/282 (szshz)

EIxY'''= MoB(czshz-a2chz)+Vo(czech2z)+W/2B(s2chz+czshz)

Los wvalores de Mo y Vo se encuentran al satisfacer

condiciones de flecha y pendiente nulas en el

obteniendose:

W chL-cL
Vo = -~ —— ————
8 sh+sl

W shL-sL

28* shL+sl

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones

(el ¥y (f) obtendremos:

Y,oMy Vv
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2) Viga con extremos articulado, empotrado y carga uni-

fomemente distribuida:

v

L

e

LR I St

. Z
Q- T Ty oTh
Y(0) =0 ¥Y(L) = O
’ co
Y*(0) e Y'(L) =0
Elx
M1
Y''(0)y =0 Y''{L) =
EIx
vo vi
Yoy = ¥'U(L) =
EIx Elx
4
dy
EIx + ky = W
&
dz

4 4
d y/dz +ky/EIx = W/EIx

Iv 4
Y + 4B ¥y = W/EIX

v
S n,,[(z.ean = £

W

)
EIx

4 3. 4 W 1
S Y-S Y{(0)-S2Y' (0}-SY""(0)-Y"'""(0)+4B ¥ =

EIx S
4 Co Vo 4 W 1
S Y-0-52 -0 - + 4B Y = —_—
EIx EIX EIx S
P Co Vo w1
Y{(S +40 ) - s°* - —— i —
EIx EIx El1 S



s 1 1

EIXY = Co + Vo + U
4 4 & 4 4 4
5 +48 S +4B 5{S +4B )
Co Vo
EIXY = (szchz+czsh2) + {szchz - czshz)
“ab
W
+ (1 - czchz)
4
4B

3
EIxY'=Colczchz)+Vo/2B? (5zshz)+W/4B (szchz-czshz)
EIxY''=CoBl(czshz-szchz)+Vo/2B(szchz+czshz)+W/28% (sz8hz)
EIxY'''=-Co2B?(szshz)+Vo(czchz)+W/2B(szchz+czshz}
3
Y(L)=0=Co{sLchL+cLshL)~Vo/2B3{sLchL-cLshL)+W/2B (1-clchl})

3
Y'(L})=0=Co(cLchlL)+Vo/2B3 (sLshL}+W/48 (sLchl-cLshL)

u cbchL-s2Lch®L
Vo = — (—mmmmmm————————}
2B shLchlL
W sL{s?L-chL)+cl(shL-sL)
Co = ( )
3 cLechL
4B
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3) viga con extremos empotrados y Cargs triangular:

; - :
Mg é:« z
N CaRS SRR REa IEJ

¥{0)} = & Y(L) = 0
Y'(0) = 0 Y*'(L) = 0
Y'' {0} = Mo/EIx ¥'U{L) = MI/EIx
Y''UU{0) = Vo/EIx Y''UL) = Vi/EIx
& '3

EIx d y/dz + ky = WZ/L
W 4
Y + 4B Y = WZ/LEX
v 4
Jer oy e fras vy = fouz/LED

4 4
S Y-0-0-5Y' ‘(0)-Y' ‘" (0)+4B Y ={W/LEI} 1/5%

4 4
Y{5 +48 ) = MO/EIx S + Vo/EIx + W/LEIl 1/52

4 &4 4 4
+48) + W/L 1/83(S +48 ))

4 4
EIXY = Mo SAS +48) + Vo 145
EIxY=Mo/25’(szshz)+Vo/Mf (szchz—czshz)—H/BLB‘ (szchz+czshz-282)
4
EINY'{Mo/2B) szchz+czshz) {Vo/28°K szshz) {W/4LB )} (czchz-1)

3
EIxY''=Mo(czchz){Vos2BK s=chz+czshz) {/4L8 N szchz-czshz)

EIxY'''=-MoB(s8zchz-czshz)+Volczchz)+W/2LA2 (g25h2)

%2

(1)

(2)

(3

{4)



3
Y{L}=0=Mo{sLshL) «{Vo/28X sLchl-cLshL}{W/4L8) (slchL+clshL-2BL) (a}

3
¥' (L)=0xMo(sLchL+cLshl) Vo/26K 28LshL){W/4L8 }J(2cLchL-2) {b)

De las ecuaciones (a) y (b}

12 shLchL-sLcl+sLchL cLshL+28LsLshL .

Mo ( - ) (a')

3 sh3L-s3L sh3l.-s2L ’
2L8
W {shL+sL~-2BL(sLchL+cLshL}?}
Vos~ {b'}
2182 sh®L-s%L -

Sustituyendo (a') ¥ (b') en (1), (2), (3) Y. (4} se

obtienen valores de Y, Y', M Yy Vv
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4} Viga con =XulenseE empotrados y moements concentrado &

una distancia A de un apoye:

¥{0) = 0 ¥{(L) = O
2'(0) = 0 7 Y'(L) = 0O
Y''(0) = Mo/EIx Y'*(L) = M1/EIx
€' {0) = Vo/EIx Y'rr(L) = V1/EIX
4 &4
EIx d y/dz + ky= Wz = F&(z-a)
3 4 4
d y/dz + 46 y = F/EIX 3(z-a)
v 4 .
Y + 4B Y = F/EIx 3(z-3)
Iv 4
Sy v s v = LeEsEIx 3iz-a))
&4 4 -S5a
SY -0-0-SY''(0)-Y""*(0)+4B Y = F/EIx e
4 4 -sa
Y{s +4B8 ) =197 /EIx » VO/EIx + F/EI &
kA & &4 & ~-sSa 4 4
EIY = Mo(S)AS +4@) + Vo 145 +48) + F e As +4B)

3
EI®Y = Mo/2B%(szshz) + Vo/4B (szchz-czshz)

3
+ F/748 (s(z-a)ch(z-a)-c{z-a)sh(z-a}))U(=-2a}
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Para oO<zta

3
EIxY¥ =(Mo/282)szshz)+«{Vo/4B Xszchz-czshz)

EIxY'

EIxY'

EIxY"'"’

=(Mo/28f szchz+cz2shz) {Vo/2B*Xszshz)

'= Motczchz)«Vo/28} (szchz+czshz)

‘= MoB{-szchz+czshz)+Volczchz)

Para a ¢ z¢ L

3
EIxY =(Mo/282) (szshz)+{Vo/4B J{szchz-cz5hz)

3
+(M/4B ) {s({z-a)ch(z-a)-c(z-2a)sh(z-3a)})

EIxY'=(Mo/2B} (szchz+czshz)«{Vo/2B3) (szshz)
+(HM/2B2) (s{z~a)sh{(z-a})
EIxY''= Mo(czchz)}«Vo/2B) (szchz+czshz)
+(M/28) (8(z-a)ch(z-a)+c(z-a)shi(z-a))
EIxY'''= MoB(-szchzs+czshz)+Vo{czchz)+M{cl(z-a)ch(z-a})

Y{L)=0=Mo2B{(sLshL)+Vo(sLchL-cLshL)+M{sbchb-cbshb)

Y"(L)=

O0=Mo8 (sLchL+clshL)}+Vo(sLshL)+M{sbshb)

Vo=

HM{sbechb-cbshb) {sLchl+cLshlL)~2M(sbshb) (sLshL)

c3*Lsh?L-s?Lch?L+2s57Lsh?L
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S5) Viga con extremos articulado y empotrado y un momento

Mo en la articulacicn G:

ﬁb* ém.z_
[T T T T iz
Y(0) = O Y(L) = 0
¥'{0) = Co/ElIx ¥'(L}Y = O
¥Y*''(0) = Mo/EIL Y*'(L) = ML/EIx
¥Y'''(0) = Vo/El Y*'''(L) = Vi/EIx

4 4
El d y/dz =+ ky = O
W 4
Y +4B Y = 0O
IV 4
Loy e frasny =0

4 4
S ¥Y-0-S2Y"(0)-SY''(0)~Y'""(0)«4B Y = O

4 &
¥(S +48 ) =(Co/EIx S°%) +{Mo/EIx)S + Vo/EIx
s2 ] 1
EIXY = Co + Mo + Vo
4 4 4 & 4 4
S +48 5 +48 S +4B

EIXY = Co/28B (szchz+czshz) +{Ho/ 2B czshz)
3
+{Vo/48 }{szchz-czshz)
EIXY'= Co{czchz)+Mo/28(szchz+cz8hz) {Vo/2B3)is25hz)
EIxY'"= CoB(-szchz+czshz)+Mo(czchz){Vo/2B)(szchz+czshz)

EIXY'''= Co2B7(-szshz)+MoB (-szchz+czshz)+Volczchz)
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¥(L}=0=Co{sLchL+cLshL) {Mo/28X2sLshlL) «Vo/28" sLechL-ckshl) {a)

Y‘(L)=0=Co(chhL)(MOIZBXchhL#cLshL)4Vo/2B’XsLshL) (o)’

-Mo sh2lL-s=L
co = (a'}
28 shichL-sLcL

sh2L+s?L
Vo = -MoB ———u {b")

shi.chL-sLclL
Sustituyendo (a') vy(b') en (1), {2y, (3) 'y (&)

obtendremos los valores de Y, Y', Mo y Vo:

- a7



6) Viga con extremos libre y empotrade y un momente en el

extremo libre:

iv
L

He EM;
@?HkvlllIHH'IHHE!IE‘,I'E(—)

Y{0) = Y{0)/EIx Y(L) = 0O
Y'(0)= Co/Elx Y'(L)= O
¥Y''(0)= Mo/EIx Y'*(L)= M1/EIx
Y'''(0)= 0 : : Yt (LY= V1/EIx
b 4

EIx d y/dz + ky = 0

Iv 4
Y + 4B Y =0

v —
Jor 1+ LaB ¥y = 0

& 3 &
S ¥Y-5 Y(0}-S2Y' (0)~-SY''(0)~-Y"'"'(0)+4B ¥ = O

4 k) 4
S Y-S YOo/EIx-S52? Co/EIx-S Mo/EIX-0+48 Y = O

3 4 a4 4 4 4 &
EIY = YO S AS +4B ) + Co S3AS +4B8)+Mo SAS +4B}

EIY = Yo(czchz){Co/28Nszchz+czshz){Mo/2BMszshz)
EIY'= YoB{czshz-szchz)+Co{czchz)+{Mo/2B8szchz+czshz)

EIY''= Yo28?(-szshz)+CoB{-szchz+czshz}+Mo(czchz)
3
EIY'''= Yo2B {-szchz-shzcz)+Co282(-szshz)+MoB(-szchz+czshz)
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Y{L)=0=Yo(cLchL)«Co/B) (sLchL+cLshL){Mo/283)(sLshL) (1}

Y'(L)=0=YoB(cLshL-chhL)+Co(chhL)+Mo/2B(chhL¢dLshL) (2)
Mo sLeL + shichL

Co = { ) (a*)
28 c2bsh?L-s?Lch?L-c?*LshLchL+sLcLeh®L
Mo s?Lch?L+c?Lsh?L+sLelshlchL

Yo = (b')
2p3 c?L+s3Lch?L

Sustituyende (a') y {(b') en (1), (2), (3} y (4) se
obtendran :

Y, 8, M yvV
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7) Viga con extremos libre, empotrado v carga triangular:

=]
Y(0} = Yo/EIx Y(L) = 0
¥Y'(0)= Co/Elx ¥'(L}= 0
Y''{0}= O Y''{L)= M1/EIx
¥'''(o)=0 ¥'''{L)= V1/EIx

4 &4
Elx d y/dz + ky = WZ/L

v 4
Y + 4B ¥ = WZ/LEI

Iv 4
Fr e Fras vy = Jw o sLEIR)
4 3 4
S Y-S Y(0)~-5S2Y'{(0)-SY""(0)-Y"'""(0)+48 ¥ = W /LEIx 1/5%
) 4
8 ¥-5 YO/EIX-57 Co/EIx-0-0+4B ¥ = W/LEIx 1/5%

4 4 3
Y(S +4B ) = 8 Yo/EIx+S5? Co/EIx+W/LEIx 1/52

3 4 4 4 4 4 4
EIXY = Yo S /5 +48 +Co S?*/S +4B8 «W/L)1/S3(S+4B )

EIXY = Yo(czchz)+Co/2B(szchz+czshz)+
5
+ W/8LlB (2Bz-szchz-czshz) (1)
EIxY'= YoB(czshz-szchz)+Co{czchz)+

4
+W/4LB  (1-czchz) (2)

S0



EIXY'' = 2YoB2(-szshz}+CoB({-Bzchz+czshz)+

3
+ W/4L8 (szchz-czehz) (3)

. 3
EIXY'*''= -2YoB (szchz+shzcz) +Co2B%(-sz2s5hz)+

+ W/2LB? (szshz) (4)

EIxY(L)=0=Yo{cLchL)+Co/2B{sLchL+cLshL)+
5
+ W/8LB (2BL-sLchL-cLshL)}
EIXY'(L}=0s=sYoB(cLshL-sLchL)+Co{cLchL}+

4
+ W/a4LB (1=~cLchl)

w {cL-chL)?+28L{cLshL-sLchL)
Co = {a)}
4 c3L+ch3L

4LB

W chL{sL-2BLcL)+cLshL

Yo = [4 }

5 c3L+ch?L

418

Sustituyendo (2') y (b') en (1), (2}, (3) y {(4) tendremos

los valores de:

Y. (&), HyV
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9) viga con extremos libre, empotrado y carga concentrada

en el extremo.libre:

'Y

.-

e .
%{ e e
JE2ZN R RN A A R AR T — b

Y{0) = Yo/EIx Y(L) = q'
¥'{0)= Co/Elx Y'(L)= O
Y''(0)= 0 Y''({L)= M1/EIx
¥'''(0)= P/EIx ' Y*''(L)= VI/EIx
4 4

EIx dy /dz + ky = ©O

v 4
Y + 48y =0

1v 4
v s Puas vy =0
4% 3 4
S (¥)-5 Y(0}-52Y'(D)-SY''(0)-Y''"(0)+4B y = O

4 3 4
5 -5 Yo/EIx-S* Co/EIx-0-P/EIx+48 Y = O
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4 4 3
EIY(S +4B ) = Yo 5 + Co S* + P

3 & 4 4 4 4 4
EIY = YO S /S +4B + Co S2?/5 448 + P 1/5 +48

3
EIY = Yo(czchz)+{Co/2B)(szchz+czshz) {P/48B )(szchz~czshz)
4
©=EIY'sYoB{czshz~szchz)+Cofczchz){P/4LB )(1~-czchz)
M=EIY''=Yo2B82(-szshz)+CoB(-s2chz+czshz)+
3
«P/4LB )(szchz-cz5hz)

V=EIY'''=-Yo2B*(szchz+czshz)+CoB?(-s5zshz)+

{P/2LB3)(s2s5hz)

EIx¥=0=Yo(cLchL}+Co/2B8(sLchL+cLshL)+
3
+ P/48 {8Lchl-clLshl)
EIxY'=0=YoB(cLshL-sLechL)+Co{clchL)+

4
+ P/4LB (1-clLchL}

P {cLchL-1)cLehL-L82 (cLshL-sLechL) ?
Co = { )
4 c?L+ch?L

(1)

(2}

(3)

(4)

(a'}

Fo {1-clchl) (sLehL+clshL)-2B2LeLlehL{sLchL-cLshl)

Yo {
5 c?L+ch?L
4LB

(b'}

Sustituyendo (a') y (b') en (1), 2y, (3) v

obtendremos:
Y. &6, My V
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En el caso de tanques circulares habiamos definido:

&
Bz JR/4E

K= Eh/R?

3
EI = &4EH /12(1- %)

4 1
8 = 43(1-y ?) —
4Rh

En la que los coeficientes de POISSON para concreto VY
.

acero scon los siguientes:

V concreto = G.20

V acero = 0,25

Para el calculo de tanques circulares se utilizan las
ecuaciones deducidas para vigas de longitud finita de acuerdo
a las cargas que se presentan y a las condiciones de apoyo en

los extremos de los tanques.



TEMA 3

TANQUES CIRCULARES DE ESPESOR VARIABLE.

3.1 INTRODUCCION.

La ecuacidn diferencial que relaciona la deflexidn de wun
tanque circular cilindrico de espesor variable y con una

carga radial axisimdtrice se deriva de la ecuacidni
d2/dx? (EI d?y/dz®) + ky =q

Una soluciéﬁ de forma cerrada esta disponible para el

caso de muros con varliacion lineal del especor sujeto a carga

triangular uniformemente distribuida.

Para una variacidn arbitraria en espesor’ O Ccarga es
recomentable usar el metodo de las rigideces para resolver el

problema y discretizandola de la siguiente manera:

.
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Ya

WAL
IR

L e =

O en un numero de secciones MAYOR.
3.2 RIGIDECES.

Para usar el método de las rigideces o de
desplazamientos es necesario conocer las rigideces de

miembros.

RIGIDEZ LINEAL.

- 7l

()

S6

los

los



Y(0) = 1/EIx Y(L) = O

¥ toy= o Cftinen
¥+ (0)= Mo/EIx ¥''(L)=M1/EIx
Y'**'{0)= Vo/EIx Y'''(L)=V1/EIX
4 A

EI d y/dz <+ ky = 0O

v &4
Y + 48 vy = 0

4 3 2 4
SY - S Y{0) - S Y'{D) - SY'""(0) - Y'''"(0) + 4B Y = 0O

4 3 4
SY-5-0-5S MO/EIX - Vo/Elx « 48 Y = 0O

4 4 3
Y¥(S +4B ) = S +(Mo/EIx)S + Vo/EIx

3 4 a4 4 4 4
Y= S AS +4B ) +(Mo/EIXNS/S 4B?) +(Vo/EIX)(1/S+4B)

3
Y = czchz+{Mo/EIX(1/2B3)}(szshz) AVo/EIx(L /4B Y(szchz-czshz)

EIxY=czchz«Mo/23ﬂ(szshz)ﬂyo/bﬂa(szchz-czshz) (1)
EIx&‘=B(czshz-szchz)4Mo/2&(szchz+czshz){VOIZBﬂ(szshz) 2)
EIxY''=20%(-szshz)+Molczchz)«Vo/28Xszchz+czshz) (3)
EIXY''’*=8B{-szchz-shzcz)+MoB(-szchz+czshz)+Vol(czchz) (4)

Para Z=L Y{(L}=0 y Y'(L)=C
3
O=cLchL+«Mo/2B2sLshL)+«Vo/48 Y{sLchL-cLshl)

0=B(cLshlL-sLchL}{MoB/28%sLchL+cLshL)4Vo/283) sLshLl)
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3
48 {shi.chl-sLcl)
Vo = -
s32L-sh3L
282 {c3*Lsh?L+s?Lch?L}
Mo =
s*L-sh?L

Para calcular M1 y Vi

M1=E1Y' ' (L)=282{-sLchl)+Mo(clchlL)+«{Vo/28) (sLechL+cLshL)

V1=EIY'''(L}=8(-sLchi-shlcL}+to8(-sLchL+clshL}+Vo(cLchL)

RIGIDEZ ANGULAR.

23

¥(0) = © ¥Yi{L) = 0

¥ 10)1=1/EIx ' ¥*{L)= O
¥'*{0)=MO/EIx ¥' (L) =M1/EIX
¥ (0)=Vo/EIx ¥ {L)=V1/EIX

& &4
Elx d y/dz + ky = 0O
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Iv “
Y « 48 Y =0

-J‘(Ylv) - O[‘cwav) =0

4 4
S Y-0-85°Y'{0)-SY"'{0)-Y''"(0)+4B ¥ = O

4 4
Y(S +48 ) =(1/EIx)S2-{M0/EIx)S+Vo/EIx

4 4 4 &4 & 4

EIXY = S3/S +4B }+ Mo S{S +4B )+ Vo 1£5 +4B)

3
ElxY=(/28) {szchz+czshz)«Mo/2B3) (szshz)+«Vo/4B) (szchz-czshz)
EIxY'={czchz)+Mo/2B)(szchz+czshz)«{Vo/2B8?) (szshz)}
EIxY''=B(~szchz+czshz)+Mo(czchz){Vo/2B(szchz+czshz)
EIXY'''=2B3(-szshz) + MoB{(-szchz+czshz)+Vo(czchz)
Los valores de Mo y Vo se encuentran al satisfacer las

condiclones de flecha vy pendiente nulas en el empotramiento

1.

Y(L)=0=(sLchL+clshL}«{Mo/28)(2sLshL){Vo/2B3(sLchL-cLshL)}
Y'{L)=0={cLechL) 4Mo/2B(sLchL+cLshl)4Vo/2B3){sLshL)

De estas ecuaciones se obtienen los siguientes valores

para Mo y Vo.
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2B{(shLchl~slcL)

Ho=
- {8hilL-s83L)
sh3L+s7L
Vos ~MoB
shlchL~-sLcl

Para calcular Mi y Vi

M1=EIxY''=B{-slchL+clshL)+Mo(cLchL}+Vo/28 (sLchL+cLshL)

 Vi=EIxY'''=2B7({-glshL}+MoB(~sLechL+cLshL)+Vol{ctchL]}

RIGIDEZ LINEAL CON GIRO:

L |
v
_— ;2 H: Z
- A o
%
L g h,
Y(0) = 1/EIx Yi{L) = ©
Y'{0)= Co/EIx YiLy= o
Y '¢0)= @ ° Y*U(L)= M1/EIx
Y'''(0)= Vo/Elx Y''t{L)= V1/EIx
4 4

Elx d /dz 4+ ky = 0
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v«
Yy By =0
v “
(Y )+ (4B Y) =0

4 3 4
S ¥-5 Y(0)}-S3Y*(0)-SY'*(0)-Y"'"*(0)+4B ¥ = O

4L 3 4
S ¥-S 1/EIx-57% Co/EIx-0-Vo/EIx+48 Y

4 &4 3
¥(5 +48 ) = S (1/EIx) + S? Co/EIx + Vo/EIx

3 4 4 4 4 4 4
Y ={1/EIXYS AS +4B ) +(CO/EIX}S3/5 + 4B ) +(Vo/EIX)1IAS + 4B )

3 4 4 4 4 4 b
YEIX = S5 AS +4B )+ Co S5%AS +48 ) + Vo 1A5 +48)

3
EIXY = czchz + Co{1/2Bkszchz+czshz)+Vo(1/48 )szchz-czshz) (1)
EIxY'= B{czshz-szch)+Co{czchz)«{Vo/2B8?) (52z5h2) (2)
EIxY''= ZB’{—szshz)+Coﬂ(-szchz*ézshz)«Vo/ZB)(szchz+czshz) 3)

EIxY''’= Bl(-szchz-shzcz)+Co2B83{-szshz)+Vo{czchz}

Los valores de Co y Vo se encuentran al satisfacer 1las

condiciones de flecha y pendiente nulas en el empotramiento.

Y{(L} = 0 = czchz+Co(1/2®(szchz+c:sh:)¢Vo/&53(szchz—cz5hz)

Y'(L)s 0 = B(czshz-szchz)+Co(czchz)«Vo/28) szshz)
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3 c?z+ch?z
Vo = 28
shzchz-szcz
B(-s%zch?z~-c?zsh?*z)
Co =
shzchz(szcz+c?z)+ch?z{s5%z-52c2)

Para ealcular M1 y Vi se sustituyen los valores

anteriores emn:

M1 = CoB{-sLchL+cLshl)+Mo{cLehL)#Vo/28{sLchL+clshlL)

Vi= Co2B?{-sLshlL)+MoB{-slchL+cLshL)+Vo{cLchL)}

3.3 ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ EN EL SISTEMA DE EJES

DE LOS MIEMBROS.

Las fuerzas en los extremos de los miembros de un warco
Plano estan relacionados con los desplazamientos por los

elementos de la matriz de rigidez como sigue:
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Giys ] = Ky kz ks Kid bay o Bag 84y
Tayy by, kap kpy ka Kas o Kae ] Sy
By kyp ki By Kn Kas K 104y
e key Ry Ry P s Ces 18
LT kyy Ky Kay  Kaa Eys keg W By
o @y ke Xe1  key  Yeu  Res  Kes [ 8j0

En la figura siguiente se muestra un elemento "i,3” de un

marco plano, los ejes de los miembros y el numero de grados

de libertad.

Los elementos de la matriz de rigidez pueden ser
encontrados tratando los elementos comd una estructura no

-restringida_con .6 grados_de libertad.

Las riglideces para un marco plano las podemos resumir de

la manera siguiente: H
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" . i 1 I
, I [ LN I, ]
f B ~ 7 . 23
7 <L 4 5
Fig 3.1 -

Por inspeccioﬁ de la fig. 3.1 los coeficientes de rigidez
asociados a los siguientes grades de libertad son:

Grado de libertad N.1

k11=EA/L ;: k21=0 ; k31=0 ; k&1=-EA/L ; kS1=0 ; k61=0

Grado de libertad N.2

ki12=0

3
4B (senhBLcoshfAl-senBLcos8L)

k22=
sen*BL-senh?BL

2B3({cos2B8Lsenh?BL+sen?*BLecosh28L)
k32=

senh® BL-sen®BL

k42=0

k52=8(senBLcosBL+senhBLcosBL) +k32(senBLcoshBL-cosBLsenhBL}

~-k22(cosBLcoshBL)

ké62= 287 (senBLsenhBL)-k32(cos8LcoshBL) -

~k22({senBLcoshBL+cosBLsenhB8L)
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Grado-de libertad N.3

ki3 = O

senh3?BL+sen?BL

k23 = k33xB
{senhBLcoshBL-senflcosBL)}

28 {senhBLcoshBL-senBLcosBL}
k33 =

{senh?BL-sen?8L)
k&3 = 0

k53 = 283 (senBLsenhBL}+k338{senBlLcoshBL-cosB8Lsenhs8L)}

-k23(cosBLecoshBL)

k63 = B(senBlLcoshBlL-cosB8LsenhBL)-k33(cosBLcoshB8L) -
(k23/2B) (senBLecoshBL+cosBLsennhBL}
Grado de libertad N.4
ki43-K11l ; K24=0 ; k34=0 ; k&&4=K1ll ; k54=0 ; k64=0
Grado de libertad H.5
k15=0 ; Rk25=K52 ; K35=k63 ; k45=0 ;kS5=k22 ; kB5=K33

Grado de libertad N.6

65



K16=0 : k26=-k53 ; k36=k63 ; k&6=0 ; kS6=-k23 ; k66=R33

La relacion de las rigideces de elementos Se muestran

como sigue.

— — T s

Gljx EA/L o} o] |—EA/L o 0 &ijix

fidy [¢] x k ] o k -k 6idy
22 23 52 53

mi} 0 k '3 ! [+] k k eij
32 33 I 62 63

£3ixn -EA/L O o] EA/L [+] (s} r&jix

f3iiy ] k k | © k -k 8iiy
52 53 22 23

nii ] k K ! 0 k k a3i
62 63 | 32 33

L - 5 - A

< ,
Si lo expresamos en terminos ‘de submatrices indicados en

las lineas punteadas se reduce a la siguiente ecuacidn:

J
fi3 kii kij 5i3
i
£3ii kii k33 53
Donde:
3

£i3 = k 11 Sij + kij &3i (3.2
£3i = k3L 813 + ki3 &3i (3.3)
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3.4 TRANSFORMACION DE FUERZA Y DESPLAZAMIENTO.

La relacidn en donde las fuerzas extremas de los miembros

s5& expresan en un sistema de ejes globales es:

-1
Fii = Tij £fi3 (3.4) fij = Tij Fi}
-1
Fii = Ti4 f£3i (3.5) f§i = Tij Fjii
En donde:

Fij= wvector de 1las fuerzas extremas
miembros de extremo i para el miembro "i,j" en el
Elobal.

Fji= wvector de las fuerzas extremas
miembros del extreme j del miembro “i,j" en el
global.

fij= wvector de las fuerzas extremas
miembros del extremo i para el miembro "i,j" en un
local de ejes.

£iji= vector de las fuerzas extremas
miembros del extremo i para el miembro "i,j” en un

local de ejes

cosa sena 0
Tij =)~-sena cosa o
o 0 1
-1 cosa -sena 4]
Tij =| sena cosa o
o] ] 1

- -
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of = rotacidn el el sentido de las manecillas
del reloj de el miembro respectc a "i" que hara que los ejes

de los miembros coincidan con los ejes globales.

La relacion de los despiazamientos de los nudos de un
sistema de ejes locales de ejes globales

EJEMPLO.
Jii = Tijat

J3i = Tija}

Al= Vector del desplazamiento nodal en un
sistema global de ejes.
a 3= Vector del desplazamiento nodal en un

sistema global de ejes.

De la ecuacion (3.2) ¥y (3.4) tenemos:

-1 ) -1
Fij = T Kii 613 + T Kij 613 {3.8)

A fin de generar y resolver la ecuacidn de Tigidez para
toda 1la estructura, las fuerzas y desplazamientos en cada
nude deben ser expresados en un sistema de ejes comun
{sistema de - ejes global), consecuentemente los
desplazamientos extremos de los miembros 3 i3 y 4§ 3i deben
ser transformados de un sistema de ejes de los miembros a un
sistema de ejes comun y la ecuacion (3.8) se convierte en :

-1 3 -1
Fij= T Kii Ti3ai+T 43 ki3 Tij aj

3
Fij= Kiiai+Rija
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Donde:

3 cosa -sena O EA/L o
Xii = sena cosa O [v] I k
22
Q [s] 1 0 k k
32
{EA/Dcos?a+k senza
22
3
Kii = J(EA/L-K )SENaCOSa
-k sena k cosa
i 32
iy = jcosa -sena O ~EA/L [s] a]
sena cosa O o] . K -K
52 S3
o] [+] 1 o K 1 3
62 T 63
(-EA/Qros?+k  sen?a (-EA/L-K
52 52
Kij = | {(-EA/L-k )senacosa (-EA/sen®a+k
)
-k sena k cosa
62 62

-1 3
Kid="TLJ Kil Tij}

-1
Kij= T43 kij Tij3

(EA/L-K }senacosa
22

(EA/Lsen?a+K cos?a)
22

69

cosa
-sSena

[}

}senacosa

cos®a

sana o
cosa 0
] 1
-k sena
23
k eosa
23
1 3
a3
sena o}
cosa 0
o 1
k sena
53
-k cosa
53
k
63

(3.9)



cosa ~sena

sena cosa
Kit =

0 ]

—EA/Qcos a+k sen’a

~EA/L-k )senacosc
Rif =
-k sena
62
cosa -sena 0
i sena cosa 0
Kii =
0 1
{EA/Dcos?a+k  senza
22
1 (EA/L-k }senacosa
Rii = 22 .
sena

~EA/L o g

{-EA/L-K )senaccsa
52

cos?a

{~EA/lsen3a+k
. 52

k cosa
62

cosda

-sena

{EA/L~X )senacosa
22

{EA/Dsen®a+k cos?a

22

¥  cosa
32

70

“lcosa

sena

~sSenq cosa

-k  sena
53

k cosa

53

63

sena s}

cosa o]

kK sena
23

-k cosa
23

33

0

o



3.5 EQUILIBRIO HNObaL.

En Egeneral cada mienbro de uyn plano transporta una carga
gxial, un cortante y un momento flexionantz. En la figu ra
3.2 (3} e puestra el diagramp de cuerpo libre para el nudo 2
de un marco planoc. Como &l nudo es parte de una estructura
en  equilibrio. entonces este tambien debers estar en
equilibrio bajo 1a acnidh de £uerzAs internas de niembro
(£2ix.f21y ,m21,f23x,etc.) ¥y de cargas externas {P2x,P2y.M2}.
51 las fuerzas extremas de lor miembros son transformadas a
un silstena de ejes come Be indica en la fig. 3.2 (b},
entonces la suma de fuerzes horizontales, las fuerzas
verticales y los momentos deberan sumar cero.

1 1
P2x + F21x + F23x = ©

1 1
P2y + F21ly + ¥23y = O

1 1
M2 + M21 +~ M23 = 0

* .
b Fir
iz
R =
N, i .
T, ﬂ .

" L7 .

[

e ey (or
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Las fuerzas ejercidas sobre un nudo por un miembro

. " - s
seran igual y opuestas a las fuerzas extremas de un mienbro.

P2x - F21x - F23x = O
P2y - F21y - F23y = ©

M2 - M21 - M23 = O (m21 = M21, m23 = M23)
© en notacion matricial.

P2 = F21 + F22

Donde:
P2x F21x F23x
P2 = | P2y F21 = } F21y F23 =] F23y
M2 M21 M23

La Ecuacion de equilibrio para un nudo "i" en el cual

concurren los miembros i,a", "i,b","1,¢”,..."i,n" es:

P1i = Fia + Fib + Fic + ... + Fin

Esta ecuacion muestra que ios vectores de carga =Xternos

Pi aplicados al nudo "i", deben ser equilibrados por los
vectores de fuerza internes Fia, Fib, Fic, ... Fin,de los
miembros. Obviamente la suma de las fuerzas componentes debe

estar en un sistema de ejes consistente.



La siguiente ecuacio% da 1la relacion entre fuerzas
extremas de los miembros y los desplazamientos nodales en un

sistema de ejes globales.

3
Fij = Riipn1 » kidAS

Donde
3 -1
Kii T 43 kij Ti3

-1
Kij = T ki) Ti3

Sustituyendo las fuerzas extremas de los miembros en la
ecuacidn de equilibrio nodal.
a b
Pi = Kiipi - Kiapda + kiisi + kibA D +
c n
kil A i+ KicAc + ... + Kiisgi + KinA
PL = KidiAi + KiaAa +«» Kibab + ... + KinA D

Donde:
3
Kii = Z Rii

Que es la suma de todos los miembros conectados al nudo

yn
3.6 MATRIZ DE RIGIDEZ INICIAL.

Inicialmente a la aplicacion de 1las condicicnes de
frontera, las ecuaciones de equilibric nodal forman un
sistema de ecuaciones sinultaneas. Los coeficientes de estas

ecuaciones forman la natriz de rigidez d= la estructura

~
W



inicial Las submatrices de la rigidez de los elementos &n

Bisteaa de ejes globales Kii. Kij ,Kis,vy Kij para un marco
planc son matrices de 3x3. Por lo tanto la dimensicdn de la
matriz de rigidez de la estructura inicial es 3 veces el
numere de nudos, El procedimiento para generar la matriz de
rigidez es el siguliente:

1.~ Hacer todos los elementos de la matriz de rigidéz de

la estructura igual a cero.

2.~ Pares el niembro “i,3” calcule las submatrices de
3 E3
rigidez kii, kij, kii ¥ %33 wusando las ecuaciones

3.9 a 3.12

3.- Sume Estas submatrices de rigidez con la siguiente
localizacicn en la matriz de rigidez de la

estructura inicial.

Kii es sumado 2 la posicion:

(31-2},(31-2) (34-2),(31-1) (3i-2),(31)
(31-1),(33%-2) (3i~21),(31-1) (3i-1},(34)

{31), (34-2) (3%8), (3i-1) (31) ,(34)

K13 es sumado a la posicidn:

(34-2),(33-2)  {31-2),(3§-1) (34-2),(34) |
(31-11,¢35-23 {3i~-1) ., (33-1} {31-1).4(33)

(3i)  ,(33-2) (34) . (33-1) (34) .(33)
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K3ii es sumado & la posicién:

(33-2).431-2)
(33-1),(21-2)
(33} .(31i-2)

i
%33 es sumadc a la posicion:

{33-2).1(33-2)
(33-13).(35-2)

(33) .(33-2)

4.- PRepetir pasos 2 y 3 para todos los

Para un estructura d= & nudos la matriz inicial

estructurs sers de 18 » 18.

ta siguisnte fipgura muestra la localizacion

submatrices de rigidez de los miembros 2,5 d= una estructura

de 6 nudos.

(3j-2}),(3i-1)
{3j-31),(3i-1)

33y .(3i-1)

(33-2),.(23-1)
(33-1),(35-1)
(33) . (33-1)

I I I I B

75

(23-2), (312

{33-1),(3i1

33)

(348

(33-2).(31)

(33-11),1(33)

(33)

+(33)

otros elementos.

de

Je 1a



3.7

11

21

31

41

51

61

71

81
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APLICACION DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA.

Consideremos la siguiente estructura de 3 nudos.

]
yso kN
150 kN

Im )

—_ oy -
K K K X K K K K R
12 13 14 15 16 17 18 19 a1x 1x
K K K K K K K K R
22 23 24 25 26 27 28 29 a1y 2y
K K K K K K K K ! M
32 33 34 35 36 37 38 39 a1 1
® K K K K K K K P
42 43 44 45 46 47 4B 49 a2x 2%
K K K ® K K K K =l e
s2 s3 54 55 sS6 57 58 S9 A 2y 2y
K K K K ® K K K An,
62 63 64 65 66 67 6B 69 62 2
K K K K K K K K R
72 73 za 75 76 77 78 79 4 3x 2%
K K K ® K K K K R
82 83 84 B5 86 87 ©8 B9 A 3y 2y
K R K K K K K K Y
92 93 94 S5 96 Q7 =1:) 99 3 3
— — [ .

En esta estructura nuestras condiciones de frontera son:
Alx = 41y = A3x = A3y = 0

Y
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M1 = -100 KNm
P2x = 150 KN

P2y = -150 KN

La ecuacidn toma la siguiente fornma:

m d3x/dt® + kx = O

mE2x(8)-mex(0)-mx (0)+kx{(6) = O

X{B) (mE7+k)-m%{0)-msx(0) = O

mx(0) mex(0)
x{B8) = ———— oy ——

me2+k me3+k

*(0) 5
x{(s) = + x{0)

S2+Kk/m s?+k/m

a k
J’[senat]s—-————— a8? = ——
83+a? m
por lo tanto: a= Jik/m

s
Jlcos at) =

s3+ad
%x{0)
x{t) = —— sendk/m)t + x(0) cos &k/mt
Ak /my
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Haciendo:
Wn = Ak/m)  x%(0) = Xo X{0) = Vo

Sustituyendo en (1} los valores de Wn, X{(0) ¥ X(0} = Vo

Vo

X(t) = Xo cosWnt + senWnt

Wn

Cue es la solueidn Ceneral.
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TEMAAS
CONSIDERACIONES PARA EL ANALISIS DE TANQUES CIRCULARES
4.1 INTRODUCCICN.

El términe tanques con superficie libre se refiere a
depd%itos para liquidos cuya superficie se halla sujeta a 1la
presidn atmosférica. En este capf{tulo se dan recomendaciones
para el andlisis de tanques con superficie libre de concreto
reforzado y de acero. En el apartado de requisitos generales
se presentan aquellos aspectos de la determinacion de las
acciones del anslisis estructural que pueden ser comunes a

los diferentes tipos de tangues.
4.2 REOQUISITOS GENERALES.
4.2.1 ACCIONES.

En el analisis de tanques se considera la necesidad de

tomar en cuenta las acclones siguientes:

a) Peso propio del tanque y sus accesorios, incluyendo
la tapa y la estructura de soporte, en Su caso. Las cargas
de peso propio son cargas axisimétricas y se puede usar el

criterio de andlisis indicado en temas anteriores.

[adr 4
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b) Presion interior del l{quido almacenado. El disefio
se realizard sobre el supuesto de que el tanque aimacena ~gua
a 15 grados centrigrados, © el liquido al cual esta destinado
si su densidad es mayor a la del agua. Cuando se
considere simultaneamente con este empuje el efecto del sismo
o del viento, &e supondra gue el tanque esta lleno al B0Z de
su capacidad. para valuar deformaciones diferidas en
estructura y enh cimentacidn, se supondré llenoc al 70%. Esta

carga de presidn es carga axisimétrica.

c} Carga viva sobre la tapa. La carga viva sobre la
tapa no Be tomara menor de 120 kg. por metro cuadrado de
proyeccion horizontal, Sobre las escaleras, pasillos vy
plataformas se considerara una carga concentrada mdvil de 500
kg/m’ Los barandales se diseharan para una carga de 100 Kkg.,

capaz de acturar en cualquier punto del pasamapos Y en

cualquier direccidn. Esta carga viva si es una carga
axisimeétrica.
d) En tanques bajo el nivel del terreno, subpresién

sobre losas de fondo y empulje lateral de los rellenos y del

agua del subsuelo sobre las paredes. Esta tambien es carga
axisimetrica.

e) Efectos de 1los cambios de temperatura, de
contracciones y del flujo pléstico. {carga axisimétrica)

a0



f) . Efectos de’viento.
8) VEfectos de sismo.
4.3 - EFECTOS DEL VIENTO.

Los efectos de viento se tomaran en cuenta mnediante
presiones y succiones estdticas valuadas de acuerdo a efectos
equivalentes a los de una fuerza distribuida sobre el area
expuesta. picha fuerza se supondra perpendicular a 1la
superficie en que actua y su valor por unidad de area se
calculara con:

P = 0.0048 u:;cv2
Donde:

C = Coefieciente de empuje (sin dimensiones). Cuando C
es positivo, se trata de empuje sobre el area expuesta,
cuando es negativo se trata de succion.

2
P = Presidn o succidn debida al viento en kg/m
V = Velocidad de disefo en km/h calculada de acuerdo a la

expresidn que se indica posteriormente.

G = (B8+h)/{B+2h) = Factor de reduccidn de densidad de 1la

atmosfera, a la altura h en km sobre el nivel del mar.

V = K1 K2 Vo
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En la cual:
Ki = 1.2 = Factor de topografia.
K2 = 1.00 = Factor de recurrencias.
V = Velocidad basica, en km/hr.

Vo = Velocidad regional

Valores de la velocidad regional:

{Perfiodo de recurrencia = 100 ahos, Aintervalos de medicicn =
15 seg)
ZONA Vo {(km/hr}
a) Mesa central 140

b) Zona costera (faja
de 150 km de ancho
a lo largo de cada
costa. Peninsulas
de Baja California

¥ de Yucatdn., 170

c) Valle de México 100

El valor de C se considerara de acuerdo a lo siguiente:
C = 0.75 para presion
€ = -0.68 para succién
Nota: Los efectos de viento no corresponhden a cargas

arisimetricas,

az



4.4 EFECTOS DE SISMO.

a) Fuerza hidrodinamica.
El procecimiento que se presenta para valuar la fuerza
hidrodinamica causada por un sismo en el manual de disefio de
obras civiles de la Comisidn Federal de Electricidad (1969).
£s un procedimiento aproximadoc que se apoya en ciertas
simplificaciones, pero conduce a resultados suficientemente

precisos desde el punto de vista del diseho estructural.

Cuande un tanque que contiene un liquido de masa M
experimenta una aceleracicon horizontal, una cierta porcidn
del liquido actua como si fuera un cuerpe s6lido, de masa Mo,
unido rigidamente a las paredes. Si se supone gque el tanque
se nueve como cuerpo rigido, de modo que el fondo y las
paredes tengan 1la misma aceleracidn, 1la masa Mo ejerceré
sobre las paredes una fuerza horizontal maxima que sera
proporcional a 1la maxima aceleracion del tanque; esta fuerza
se conoce como fuerza impulsiva. La aceleracion tambien causa
oscilaciones en el liquido, en lias que una parte de este, de
masa M1, responde comeo s5i fuera una masa sélida unida
elasticamente a ias paredes; estas oscilaciones causan
presiones dinamicas adicionales en las paredes y en el fondo.
La amplitud maxima de las oscilaciones de M1 respecto a las
paredes determina tanto el maximo movimiento vertical de la
superficie delgada, dmax, como el valor maximo de la fuerza

horizontal ejercida sobre las paredes. Esta fuerza se define
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como una fuerza convectiva, debido a que implica movimiento
‘del liquido. Sobre el fon&o'del tanque se producen presiones
dinanicas cuya resultante es un par, de manera gue, si en una
seccion inmediatamente arriba del fondo del “anque se tiene
cierto momento, en la estructura de soporte, innediatamente
abajo del fondo, se tendra un momento mayor. Los valores de
Ho y Hl, «calculados con o«= 0 y B = 1, se usan para valuar
el momento en una seccion arriba del fondo vy calculadas con
o= 1.3 y B=2.0 para valuar el momento en la estructura de

soporte inmediatamente abajo del fondo.

De acuerdo a la siguiente Figura se indican las masas M1,

Ho y las elevaciones Ho y H1.

e
—
= b
‘l
~
—

n

I al

TANQUE CILIDRICO CIRCULAR Y MASAS EGUIVALENTES SEGUN

| AT,

HOUSNER (1963}
Las presiones hidrodinamicas en tanques superficiales

cilindricos con fondo planc se calculan con 1las siguientes

expresiones
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.tanh 1.73 R/h

Mo =
1.73 R/h
ho = 0.30{1+a (M/Mo-1)} para h/R ¢ 1.5
pWwo = -1.723f/3h[y/h-0.50{y/h)?}(tanhl1.73R/hlcos0

senh 1.732/h
pbo = -0.87 fo h ——————er’
cosh 1.73R/h

: tanhi.?3 R/h L tanhl.73R/h
PO = T R3N PO w2 Ui e e
1.73 R/h B 1.732 R/h

0.72 tanh 1.84 h/R
M1 = ™
1.84 h/R

hli = h{1-0.21 M/M1 (R/h)2+0.558 (r/h} SJOTISTR/R H7HIT 7 -1}

4.75gM1%h
Kl = ————————— . = M1WL?
MR?

(H1)?* = 1.84(g/R)tant}.84h/R]

coshl.B&4v/R cos?@
pul = 0.61PRTONMLI({————) (1 - —
senhl .84h/R) 3
sen?e
- —————=) cos58) sen Wit
N

3
Pbl = -0.61F RIu/R - (1/W%/R)  -f/2)2/RY(Z/R}2 7.

w12 oh
e

senhl.84 n/f




. 12
P1 =

Migoh senWit

X1 = Al sen Wit

X1 = -Wi%AlsenW1it = - Uo sen Wit

F1 = -M1Wl%AisenWit = -M1UosenHit
U o

w12

Reh

Al =
1.69+Wihl1.84h/R

P1 = F1 max/2
d1 =NX1 para di¢ 0.2R

0.69(k1R/M1g)

1-0.92(x1/R)/k1R/M1g)*?

a= 1.3, B = 2.0 (incluye efectos de presidn

en el fondo)
a =0, B = 1.0 (solo efectos de presicn sobre
paredes)

M = Masa de agua total dentro del recipiente.

Mo = Masa de agua impulsiva (provoca la fuerza total
impulsiva sobre las paredes del recipiente).

M1 = Masa de agua convectiva (provoca la fuerza total
convactiva sobre las paredes del recipiente, 2P1).

h = Altura del agua en un tanque.

ho = Posicidn de la fuerza impulsiva resultante sobre la
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pared del recipiente, se mide arriba del fondo (posicion de
ia masr-Ho)

hi = Posicidn de la fuerza convectiva resultante sobre la
pared del recipiente, se nide sobre el fondo. (posicidn de la
masa Mi).

R = Radio del tangue.

Rl = Rigidez del resorte imaginario que une la masa M1 +
la masa del recipiente.

PWwo = Presidn dinamica impulsiva sobre la pared del
tanque.

Pbo = Presidn dindmica impulsiva sobre el fondo cdel
tanque,

Po = Fuerza dinamica impulsiva horizontal total debida al
liquido sobre una pared del recipiente.

= Masa especifica.

o = Acelerascion del tanque superficial o de la
estructura provocada por un movimiento terrestre.

W = Frecuencia natural de vibracion del lfquido en su
nodo fundamental (frecuencia de vibracicn de la masa M1}

pul = Presion dinamica convectiva debida al 1l{quido sobre
la pared del recipiente.

t = Tiempo.

pbl = Presidn dinamica convectiva sobre el fondo del
recipiente.

y = Distancia vertical de la superficie del tanque a la

,
elevacion en cuestidn.
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x = Distancia horizontal del centro del tanque a las
paredes del tanque.

PL = Fuerza dindmica {mpulsiva horizontal detide al
1iquido sobre una pared del recipiente.

h = Desplazamiento angular de la superficie del ligquids.

%1 = Desplazamiento horizontal de l2 masa M1 con respecto
al tiempo en tanpques superficiales.

X1 = Aceleracidn horizontal convectiva de la masa Mi con
respecto 2l tiempoc en tangues superficiales.

Al = azplitud del desplazamiento de la masa M1

F1 = Fuerza convectiva sobre 1lass paredes del tangue
variable con el tiempo.

41 = Alture del liquidoc sobre el plano y=h que se levanta
por el ocleaje, en el primer modo de vibrar.

n = Factor de célculo de di.

dmax= Amplitud de las superficies de agua respecto a su

posicidn horizontal.

88



TEMA S
CONSIDERACIONES PARA El. DISENO DE TANQUES CIRULARES.
§.1 TANQUES DE CONCRETO REFORZADO.
5.1.1 ALCANCE.

Estas recomendaciones incluyen el diseho estructural de

tanques de concreto.

5.1.2 CRITERIO GENERAL DE DISENO.

Los tanquas de concreto reforzade se disenaran suponiendo
comportamiento elastico. Las paredes y. el fondo se
dimensionaran sobre la base de esfuerzos admisibles en
condiciones de servicioc como se muestra en la tabla I. Las
estructuras de soporte pueden dimensionarse por resistencia y

servicio de acuerdo al reglamento de construcciones vigentes.

TABLA 1. Esfuerzos ' admisibles en condiciones de
2

servicio, en paredes y fondo (kg /7 cm }*.
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TABLA 1

kg/cm
Concreto
Tensidn directa 20
Flexidn
Fibra extrema en com =~
presicn 95
Esfuezo cortante (como medida de la
tension diagonal)
Vigas y nervaduras sin
refuerzo transversal 4
Vigas y nervaduras con
refuerzo transversal -
(esfuerzo medio en la-
seccicn) 20
En losas y zapatas al-
rededor de cargas o -
reaccliones concetradas 7
Acero de refuerzo ***
Miembros a tensidn di-
recta 950

S0



2

kg/cm
Tensicn por Flexidn
Refuerzo adyacente a -
la cara en contacto -
con el lfiquido 1100

Refuerzo adyacente a la cara que no

esta en contacto con el liquido.

Si el espesor del ele-
mento es por lo menos-

de 30 cm. 1400

Si el espesor de ele-~
mento es menor de -

30 cm. 1100

* Bajo la combinacicn de carga muerta, viva y sismo o

viento, los esfuerzos admisibles pueden incrementarse 25%.

L Estos valores se aplican independientemente de f£'c,
2

valor que no debe ser menor de 250 kg/cm
wEx Estos valores se aplican independientepente del .

grado del acero, el cual no debe ser menor que el 30 (fy =

2
3000 kg/cm ).
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5.1.3 CONCRETO.

El proporcionamiento del concreto de las paredes y del
fondo de un tanque debe dar lugar a una mezcla bien graduada,
de alta densidad y maxima trabajabilidad. La resistencia
especificada a los 28 dias, f'c, no debe ser menor de 250

2
kg/ca . Se recomienda usar un aditivo inclusor de aire.
§.1.4 REFUER