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Capitulo I. 

1. Introducción. 

1.1. Considera.e iones Genera les. 

Un caso particular de gran interl.'!s en al ilnál is is do vibración for:.:ada 

de r.iedios continuos se presenta en el cstuJio Ucl modelo de placas 

rectagulares si1r.plemente apoyadas en sus cuatro bordc5 1 amortiguadas 

his~ereticamcnte 'l c>:citadas por cargns puntuales 11rpónic::<ts, E$te estudio 

tratara, al set· concluido, de hacer UM. cornp:Hílción con \in trabajo sirr.ilar 

de placas con amcrti•J:..:arni cnto viscosoº! 

El estudio del ~;.,ortiguor.iicnto in'.:erno (est1:uctu~·.ll) o hi::;tcrétíc<·, 

nos rci:;cnta al i.1f10 de 1784, en el c:.ial dicho n.mortigua~icnlo fu<! 

investigado po1· pr.ii.1~.;:u \1c: -¡:_ . .:.::- c .. ~. i.:ouhiJ·,bl.!J, ,!:~itn u::ar.·lo un péndulo 

torsional, denostró cxpcrir.1cntalmente qua Uicho an;c.:-tigu.:iniento era 

caus.:ido por un rr.ccanis:!'.o ::-.icro-c!i-tructural y ne exclusivamente pc·r lü 

!:-icción del aire, cor.o se suponi<l rcgulan:-.enl(!. ;,demás Coulomb dcr..ostro 

que el ar.iartiguarniento era un:1 función de la 38¡Jlitud de l:? vibración. 

En 1960, en el trn.bajo que í-'t·escnt,111 R.D. D~.:;hop y D.C. Johnson
111 

p.lrtcn de un nodclo con ;;i.:;,.;:irtiguar.,íünlo li1t.-:cret1c:.i en el C'J3l se oc'Jp.J 

un3 rigid.c:.! cor.ip1CJC1, aplicandole ur,a rucr;:a de c;.;cHJcivn arniC.nic<.l; ¡ . ..:.r.:i 

1972 Willian 1'. Thomson¡;¡ traLJjtl p·:.'r su ptlrte un r.10delo con 

a~ortiguar..icnto de tipo histcré:tico, con t.1sc en ur,a ric;idez conr-lcja. 

Thomson der..ucstril adc,7,as la efic<lciil de este ¡:-,~delo p<li·,,, rr,cdir lll pCrdid:l 

de cnergia disipo3cla por ciclo de un ar.,Qrtiyu:\dor y huce una co;¡.p,1racién 

con un r.:odclo con a::i::atigu,n;iic:nt.o '.'1::.coso. 

r1;:;l.:.:ri.:.::=.cn':c, :-'::-<:~ ;.,nt-nr·.-,5 que tratan soi;r~ vibración forzada, 

e::>cucta;::entc Wl.:!ncicnu.n en su~ lloro:; al a¡r.crtigt<~::.:c:1to his:.crético, cerno 
~ l 

es el caso de Hay W. Clour:ih y Joscph Pcnzien 

En l~BO, 1 .. w. l..ciS5<l K.M. Iycrl 61 aplican el araortigunmiento 

histcretico p.Hd C:l ._asCJ da ::.:iG.::<:rones, l•sando ahc.:ra no un,:i ri13idcz, sino 

un Hódulo de rcung Con:plejo, donéle se incluyó el Factor de prirdidas (TJ). 



En 1981, Werner Soedel 121 trata un modelo de expansión modal para el 

arnortiguaraiento histeréti.co, aplicado a sistema~ cc.ntinuos, }' en donde 

también se ocupa un Hódulo Complejo, E
0

= E( 1 + 1'11 ) , el cual se considera 

una muy buena aproximación al caso real de este altiortiguarnicnto. 

En dicho trabajo 5e planteó un modelo, ·=l cual ,sólo quedó establecido 

teóricamente, sin llcgtlr <l ningU.n n~sultado pt·dclico. 

l. 2. Objetivos. 

Se desarrollará de nancra sencilla un modelo rnatómatico que represente 

una placa amortiguada hislcrc!ticaroente, y excitada por una carga puntual 

armónica. La re!:pUc$ta dinámica se detcnninar.i utili.::ando el enteque 

clásico de an:ilisi9 por cxpi!nsión modal, ocupantlo funcíoncs coordenadas. 

'Cl objeti..,o principal f'S dct..crninar una Ley Gcneri!l ptlra la respuesta 

dinár.,ica rle unJ. plJ.cu ::;i~.pi.er:,ente apoyada, bajo las condiciones antes 

:rnencionada::;, A \'J.rtir .l•.! esto se pi·etendc tJ3ccr un<J. cornpar;ición con un 

caso similar de ..-11.~·.:;.;.i...,11 :or:.J.':iJ. dn p1¿¡c;.¡.:; rcc:tangulares con 

amortiguamiento viscoso. 

1. J, Conceptos, 

Pl11ca 191 . Es una lamina de material elastico en dns dimensione~, la cual 

se halla en un plano. Las placas ti(.!nt.::11 t iqiJ.~z a la flexión o, 

que es 

E h' 
D • ----

1' ( l - ··'¡ 
la cual es el resulttido de !iU espesor b )' de la elasticidad del 

material de la placa E 'l v. Durante lu vibración transversal, 

las placas 5C defon:.2\n iniciulr..ente por flexión perpendicular a 

:;'.! ;;:-:-pio pl~r.o. Lier:iplos cv:iunes de placJ5 son las ver.tanas, 

los muros, llls tarje'.:.;:::; Je C')I'-¡_''Jtadora,c.1 tc. 

Grados de libcrtad 141 . r:s el n:.::r..c:-o de coorl!nnad<ls i:dct=icndientes qua se 

requieren y~:r~ tlcscribir el 

sister:ia. L..\ cor.figuración 

r..ovimicnto o config'.lración de un 

se dl.'fine cor.io la localización 

gc:o:iétrir;'I rle tollas las rr.asos del sistcr.;,,, 



Vibraciones 171. Les: r..o'Jirnientos que !=-e prescnta11 en un sistema Fl:istico 

por la presencia de fuerzas excitadoras. 

Periodo T 111 . Al tiempo T se le nombra periodo de la vibración, el cual ~a 
define también como 

2n 
T=--u 

Donde w es la frecuencia excitadora. 

Vibrac:l.6n libre''1. Se produce cuando un sbtc,r.;d. escila bajo la acción de 

fuerzas de inercia y elásticas que son inherentes al mismo '¡', 

cuando las fucrz.a5 c>:tcrnamente apl ÍciJdf\S $On inexistentes, J..as 

vibraciones libres dcscrib1Jn el comportaroiento natural cfo los 

pedos de vibración de un sistema. 

\'!bración foczada 141 . Es la vibración producida por la excitación 

p1·cvoc<\d.1 por fuerzas externas al sistr..?rr.a. C1Jando la excitación 

es oscilatoria, el sistema es obligado a vibrar a la frecuencia 

de excitación. 

Rcsonancia 141 . Ocurre cuando la frecuencia de: excitación coincide con 

alguna frecuencia r,atural, proJ•..;..:-idndose oscilaciones 

pcligro~ar..cnto gr;indC':;. Para un sistema no amortiguado se 

incrementaran !:.in lin:ite, pcru ¡,ar.J. uno ar..ortigu3do 1 la entrada 

de uncrg ld se di::. i1~0 cc.·:i e 1 íl:~nrt. í guador; por lo tanto, ) a 

an:plitud de la vibr~ción en rc~on:lnci.1 pJ;:-a SÍ5tcmas c~n 

Frecuencia naturo.1 1'11
• Lla.r: .. :H.Li td¡:,bicn Eigennilm·; Son l.J.s frecuencias a 

las c~iales una ~stn;ctura c:Listica l incal tiende a vibr31· en sus 

mo:.los r .. ,ti.:::.:ilc:::. Urw e~tructura pucae t.t:11tl •.• ~,,:~¡.::::; !:~,_.u.,.nrias 

nuti.:ralc:.. w ¡.,.;~, ~ .. ~21 de r5~~;. es l lan.ad.'.1 la f::.·f~Cuénc.:.u n.:iturdl 

fur,Ju;;,€ntal. CcH.Li fre;cuencia natural ~sta usociad.J con una Cor~a 

rood;-11 de tl\.!forr..uci(~n. r.a f!·ccuencia nlltural pucJe 5úr definida 

en tCrn:inDs de ciclas por segundo (hertz.) o en radi.:lr.C5 por 



sequndo (rad/seg). 

Elementos de un sister.ia vibratorio 11ll. Los elementos de un sistema 

vibratorio son idealizados por medio de una mas<i m, una rigidez 

Y~ (constante de un resorte), el amortiguamiento l] y finalmente 

con una fuerza do excitación F(t), que es la que proporciona la 

energía que entra al sistema. 

' • J Características del amortiguamiento, Todos los 

sistcr:.as estructurales dinámicos tienen amortiguílmicnt.o en algún 

grado. El at1ortic1uumiento será tle gran importancia si existe un 

cGtado continuo de vibracion. De hecho, si se proporciona 

suLciente ar.iortiguarniento, la vibrnci6n 50 el irnina 

corr.pletar..-:mte. f.l ar.;ortiguar..íento ::.e prccenta de i.ivcrsas 

!orr..as: Pérdid;i Ce ene19:<.a asociad,1 con desli::ar..ier.to de 

cone>:icncs cst!·uct.ur3lcs entre micmbrcs o entre. la cs:ructura y 

los sc_ .. ortcs, en ,1]qunos casos el awot·tiqua::iiento pue::le deberse 

a la resistenci.l al r:iovüdcnto producido por e.: ai:-a u otros 

fluidos alrededot· de la estructura. El efecto de z..:-:-.::..·tiguarniento 

os de oposición ¡\l movimiento producido pcr la fucr:a y por lo 

tanto, la amplitud de la respuesta decrece. 

hrnortiguarniento histerctico 131 . Para propósitos del a;-"i:i:;.is reali.:ado, el 

amortiguumicnto estructural se supone de :i¡;o histe:-ótico; es 

decir, l.J !:uc;r:;i Ce ::rncrt:.gu,~nicntc f'S ~,¡; ·':=J:a e invP.rsamcnte 

proporcional con la !rccu~ncia de e>:c.:..'::.:;.:.:.:.n w, la c1,.;:ll se 

denota como sigue 

fuerz~ de ar:mrtiguar.iiento --;: 

donde X es la vclocidc:id .:ie la masa, h es el coeficiente de 

amortiguamiento histerétic.:o cu'1Stante, y w es 2.a !rccucnciil de 

excitación de la !ue:rza. I:l signo (-) indi'=·J q:..:c .!.a :ucn.a. 

Módulo de ElasticidadM. Llar..ado rr.ódulo de Young; es la !ºC;.laciCn del 

canbio d.e esfuerzos norr.iaJ es entre las dcfo!:r~ació:li:3 C:1dc.s púra 

un r.,atcrial. El módulo de cl.:isticidad tiene. uniiJ;;i.des de presión. 



Para algunos· materfoles 1 con limites de C?lasticidad lineal, el 

módulo es independiente del :::.igno de los ""'fuerzos aplicéJdo~. 

función Coordenada. Es la reprcscnt;Jción de. las (017.:is modales o 1flodos de 

vibrar de un sistema dado. cuya caractcristic.l principal para 

este modelo es la ortogonalidad entn~ las funciones coordenadas, 

que representan los eigimvectores. 



Capitulo 11~ 

2..RevisiOti Litera1·ic. 

l:",l estudio de vibr.'.lción for-zada en medios continuos tomando en cuenta 

el amortiguat'liento C!ítructurai (o amo:rtiguamiento histcrctico mejor 

conocido), es d·:? ÍI:lportancia práctica en la ingenieria civil, ya que todos 

los materíp,les tienen en cierto grado una cantidad de araortiguamiento. 

C.cmo se "1C.ncionó el estudio de C!;tc tipo de amortiguamiento se rf::!montil. 

al a:io d.:- líE4~ del cual se !'"C3liz.ó una ar.:plia investigación. Sin embargo 

en 19bG Hishop ¡- Johnson trataron este tipo de amortiguamiento 

histeré!tico, introduciendclo en modelos de vibración !orzada 131 , que sólo 

propotcionaDan in!orm<ición cua1 i tat.iva cerca de los efectos del 

amortiguar.liento. 

Las ecuaciones de r..o'.'iit.ianto para este modelo propuesto por Bishop y 

Johnson tatüü~n f>igu;.;;ti l;;:::i, 1 f'!'j l ine:al y .:idemás considel"an los diferentes 

movimi€?ntos que pueden Gctin;ir simultáne.:1r.;cntc durante ld interacci.6n de 

los r.iodos y por supuústo consíd.e:raron un& e):cita.ción amónica, i:;ablendo asi 

de antt'.!mano que la respue~ta &Cril armónica. 

co.:ícnzan su estudio rcill izando una cor..pa:r:uclón (!ntre los 

arnortic;unmientos viscoso e histerltico, ocupando para ello un r.iodelo de un 

g.:J.dc de l ibcrtad. 

Para el caso vi::;.coso se t!eiic una fuH·zil f, l~ cual se denota asi (ver 

figuca ~.l. (a) l 

Jakx+bX (2.1.) 

Donde k es la constnnte del resorte y b es el coeficiente de 

at.lortiguanuent.o úi':. t.!po viscoso. La e);'.t~nsión del resorte t.cndrA una 

v.:ir !ación como sigue 

x • R sen wt (2. 2.) 



Entonces la fuerza f resulta 

J = k ·R sen wt + b R w ces wt (2. 3.) 

Estas expresiones de X y f respectivamente estcrn en función del tic:~.pr: 

t el cual puede ser eliminado, quedando f como (unció1i de x:, como ~igue 

f "" k x ! b w / { Rz - x 2 
} (2." 1 

De donde al graficar la expresión (2,4.) r.vs re$uita la figu::a 2.2. 1 

que nos representa un lazo cerr.1do, el cual tiP.ne una distorsión, y de la 

cual parlemos medir la energia disipada por el anortigu3dor visco::.o, CO!~ 1.l 

siguiente expresión 

E • f C dx u J ~n [k R sen wt + b R w cos wt] R w ces wt dt (2. :, . ) 

La in~egral nos da 

(2.6.} 

Oe la c>:p:-esión poder.;os ver que la energía di!ipada por el ar.iortiguDclor 

en un cicl::, ¿cpende directanentc de la !recu~ncia de c>:cítación, y cuyo 

valor ticn::a a cero cuando la frecuencia asi lo r .. 1cc, lo que rc::mlta .:::cr 

algo falso, porque si hay una ¡:iérdid,1 de onergia por ciclo en el 

rcsor:.c, debida a la i.r..porfccción ~lá::.tica del r..aterü1l, con lo Clla1 se ve 

que debe haba-r una liger.1 indepl'.:n.Jencia con la rrccucncfo. 

Fara conzeguir un 1;.::id~lo '?n el que si se presente in:lcpcndcncia con la 

r:-ecuencia, s·~ da un coeficiente de .,1:iorliquarnicnto que es invcrr;.:i.pcnt.e 

proporcior..;11 3 la !n!cu._rici.:i w, cst.o .iyual a -bX:/w , donde h es una 

const:rnle. 
El anortiguamicnto que presenta est.lS caracteristic:as es el l larr.ado 

arnortiquador histc:·Ctico, el cual se ilustra en lil figura 2.1. {b). hho-:a 

la &nc:rgia dis:.pod<:!. por el <-.mortiguador en un c1c10 se da l-J~l 



E = h P.;! rr ] (2. 7.) 

De esta expresión se puede obGervar la independencia total de la 

!rccucmcia, p,:,.ra estt:.? modelo con amortiguamient.o histerótico. 

Para este ::;egundo caso, se toma un comportamiento armónico, }' de la 

nilación fucrza-deGplazamiento, se introduce la rigidez compleja corno sigue 

(2 .e. J 

que va a representar un sistema amortiguado histeréticarnente, dando 

una fuerza 

f ~ Y, X (2.9.) 

en donde 

f = (k + oh) X (2. lO.) 

introduciCndo al tdrr.dno adimensJ onal µ • h/k, que es una medida 

adirnensional del amortiguamiento histeretico nos queda 

f .. k (1 -+ ltl} X (2. ll.) 

Para este caso y como un s iguícntc paso so alimlnó lo. acción del 

resorte, con lo cual resulta una curva de f contra x como la ilustrada en 

la figura 2.J., que es una elipse cura ecuación e::s 

(2. 12.) 

De la c;;<?l !.:!. c::e.rgi.,) disjpa.!ct po.r el ar.iortiguador será E :ar h R2 rr que 

es como el de la ecuaciCn (2. 7.), p(>ro la diferencia es que ahora la 

figura no tiene PU eje inclinado, lo cual es debido a la distorsión de 

cortante provocado por el resorte. 



Con un procedimiento unálogo al del primer caso, obtenemos U!'!·:t. 

expresión de la fuerc:a f en función ~e X, -t!liminando al tiempo t 

J~kx!h/77-7' (2.13.} 

la cual se ilustra en la Cigura 2.4., que es similar a la 2.2 •. Por 

estas razc;¡es para calcular la energía disipada debida a la iL1pcrfecciCn 

ellistica, es mejor el=lplcar un modelo histerético. 

Tor.:Jndo lo a::terior como .bar::.e de la 4¿eoria: de amortiquar.iianto 

histerético, se pn:-t.e de un modelo de un grado d~ libertad, como el da la 

figura 2.5., del c4al la ccuacion que qobie:-nü el dcsplaiamiento x da la 

es 

h 
HXf--~-x 

w 

La solución a esta ecuac.ión, considerando un movlmonto armónico simple 

"• X 
elWt (2.15.) 

o 

X~ a F e1ut (2. lG.) 

Lo que nos conduce a 

[- M ¡,} + ¡ k + >h J ] X 0
1ut f c'wt (2.17.) 

Oe esta cCUilCÍon (2. ! 7.} f'.e obtiene la receptancía 131 u: que es 

(2.18.} 



De donde el ángulo ele fase lJ nsta dado por 

h 
Tan 11 = ---­

k - M w2 
(2 .19. J 

La expresión (2.lE!} se llustra en la figura 2.6. para el caso 

particular de un sistema do mJ.sa unitaria, una rigidez de 8 y valores de 

deµ de 0.02, 0.2, y D.6, en donde a} y b} ilustran la parte real y la 

imaginaria contra w, en e} se muestra la p<lrte real e imilginaria en un 

diagrama de Argand y finalmente en d) se muestra de manera tridimensional. 

Introduciendo a 1 a expresión (2. l 6.) un factor de a;npl i ficac ión 

adirncnsional "ri'' lo que resulta conveniente, y queda 

(2. 20. J 

donde 

n • (2.21.) 

/[ [ l - -~ r + u' ] 

adeJ:lás de la ecuacion (2.19.), la cual se reescribe as1 

,, 
Tan l1 = ----w-,-

1 - -
w: 

(2. 22.) 

De la oc.(2.21.) se ve que n da la resonancia cuando w /w1 es igual 1 

y u es igual a cero, y de la ce. (2.22.) '11 tier.de al valor do Tan~ 1 
1..1 cuando 

w / w
1 

tiende :i cero, a di!.::.rencia del caso viscoso que cuando w / w1 
tiende a cero el valor de TJ tiende también a cero. 

con lo anterior se define el factor Q corno un múltiplo de la relación 
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de la energía almacenada en resonancla con la energia disipada en un 

ciclo, esto es 

(2. 23.) 

Tomando como base este factor de amplificación en resonancia, se 

define la amplitud de resonancia Rrn asi 

F 
Rm~Q­

k 
(2.24.) 

Ahora, introduciendo en la ecuación (2.19.) el factor Q nos queda 

(2. 25.) 

Teniendo esta teoria de5arrollada paro ar.iortiguar.:iento histl'.!rético 

pero par<l un modelo de un grado de libcrtild, Di5hop '¡' Johnson elaboraron 

un nocogra~a (ver figura 2. 7.) que demostraba la proporcion1lidad inversa 

de la respuesta con el amortiguamiento histerCtico. 

Posterion:ientc por 1975 Penzien y Clough 15 1 , nos hablan del 

amortigu11r.;icnt:.c histe:rctico de manera muj' reducid.J, df3 que el i>1udclo ...:un 

am~r~igu.:itdcnto histeré>tico Cfi un;:i r.:nncrt1 r,¡uy buena para medir la encrgi.:i. 

disi¡=.ada en un ciclo de carga para un sistcr..a de un grado de 1 ibertad. ~us 

resultados cxperir:i('ntalcs dcmc$traban que el r.iodclo con .:i.moL·tiguamicnto 

histcrótico presentaba independencia con respecto a la frecuencia, con lo 

cual realizó un" cor..par<1ción entre un modelo con amortiguamiento 

viscoso y otro con ar..c:-ti()'uamiento histeréUco. Para el primero encontró 

unil rebelón de ,1r.nrtÍ']'\l,":-icnto vi:;ccso que e~ 

e 
i:=­

c, 
(2. 26.) 

de la cual se vüia la l.!cpcndC:ncia con la frecuencia. y para el segundo 

caso, del amcrtigu<1micnto histcrético estaba definido como una fuerza do 
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amortiguamiento en términos de la velocidad pero proporcional a los 

dcsplaza~ientos, la cual es 

1;, 1 
(2. 27.) 

de donde e es el cocf iciente de amortiguamiento histerético, el cual 

define las fuerzas de ar.iortlguamicnto como una fracción elástica de la 

fuerza de rigidez, adcr.i.1s GC nota su independencia con la frecuencia. 

Por el año de 1980 en un articulo elaborado por A.W. Leissa y K.M. 
"l 

ryer se prQsent.i. un mo:lclo de vibración ror;:ada tomando un amortiguamiento 

de tipo estructu:-al (histerctico), aplicado a cascarones, en el cual ell.os 

introducen en lü5 e.::uaciones de movimiento un 1nódulo cor:;t:-!ejo E°.:'(1+111), 

en donde 1 ::i: V~ , y C!j TJ c:.l llamdo factor de pCrdidtis. 

Ocupan un rango de valores para cil factor de pérC.:.das q"Je va de 0,001 a 

0.1, que cubren a varios tipos de r.:aterialcs, como el acero, alur.iinio, 

cte. 

Dentro de los resultados arrojados por este trabajo, está el que en 

los espectros de respuesta. prescntadou, los pico::; fiC prC!scntaban para las 

frecuencias de. resonancia, y el t:",.ls al to se dabil c1,.;;;indo -:c·incidia con la 

!rcicuencia natural mas baja del sistema, y de sus n~s:..::tJ:l:)s se nota que 

la resr.iuestJ tenia una pi-opurcionaUa,~ • .1 inversil a.l \'~,:~-:r- del factor de 

párd ida:,;. 

rinalr..cntc en el tr<:1b..1jo prcscnL:ido en 1901 pcr WQ1-:-ior Socdcl cin el 

cual se cr:.plc.J un rnodclo 11.:imado de réprcsentación eS()C.ct.:·al o expansión 

r.:odill como e::: r.:ejor conocido, dicho .Jutor parte del hcch:l de conocer los 

eigcnvalores (frccuenciíl!.i natur.:iles), con lo que zc llci;a a una solución 

casi exacta. 

Socdel emplea su nodelo para el c.:iso de amortiguamiento histerético, 

primera partiendo de un espócinen !iOt<1etido a tensión cíclica, obteniendo 

con ello un lazo histcrCtico, en el que si dividimos la fuer:.a entre la 
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sección transversal del espécimen y el despla:amiento por la longitud del 

espócirncn, se obtie.ne una gráfica de csfucr2.o-doforr.ación de forn.a 

elíptica, de la cual el área nos representa la enorgia disipada por ciclo 

y volumen. 

Esta forr..a inicial no fue muy aceptada, pero fLic },1 base, p.1n' nplicar 

el módulo complejo t" = E (1 + \lJ) a las ecuacionas de ::iovimicnto del 

modelo prt~sentado en esta tesis, en la que la rc;spuesta t.ninsitoria no 

será considerada pues toner.ios el caso d::.> una fuerza excitadora arr,ónica, 

para la cual la respuesta establecida es más importante. 

ll 
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Capitulo III. 

J .Podelo Y.atemático. 

En este capitulo se prcacnta el lúétodo de o;::eradorcs con e.xp.:i.uslón 

modal aplicado a la vibración for:ada de pl<1cas y 1~n geno:ral de meCios 

continuos. El ruétcjo se simplifica rr.anejando <.dqunas expresiuncs del 

Ana.lisis do Fouricr par.:i lo cual se supone que c;xi,;ten las llar.iatl.:is Series 

de Fourier Generalizadas con cualquier condición de fron'.:cra. con ba::;c en 

este método se obtiene un rnodalo cater:.atico c¡·Je rC'prest:mta ent.re otros 

problc~ns, ol de una placa siI:'.plcmC?nte apoyada en 5L:s bordes, amortiguada 

UnJ. '.'t:Z 

planteado y rosuelto dicho problerr.a, nos cnfoca:-e:r~.c::; a dcterrnin;:i.r la ley 

que gobierna el proble;.,a de placJ.s , para -.·crificar que sea una sei;ie c!e 

rect,1s cc::io en el c~:;o del .J.:-..;::-ti.gt:.::.::-.:.t:ntc ·;1:::;c:o:>ü c::¡uivalcr.t€;! 11 

J .1 Vibr-ación forzildzi en Mcdic.s Continuo::;. 

Reviste gran interés p.:ira la in~p~nicria el estudio de la vibración 

for;:ada en r.iedios cuntinuos; conocicnóo los eigenvalores y los 

eigenvectores es posible obtener !a solución a pr-oblcmas de vibración 

!or:ada en términos de dichos clcr..entos. E!:itc en!'oquc e:; conocido como 

reprC?scntación cspcctr.:il o expansión modal y data dol trabajo óc Bcrnoulli 

en 17< 7 que !uó probado por L. Eulcr en l 7~J. 

Las fucr;.:as se suponen inder:it::ndientcs del rnoviraicnto deJ. medio 

ccntinuo y es por lo lunto aplicable a sistel".'.a!i conservativos, es la 

representa ur.a aprcxin<Jcion aceptable para la gran maj•oria Ce los CLl.sos de 

vibración de i:iedios continuos en ingenierla. 

3.1.l. El factor; da Participación Modal. 

Una fuerza excitan~ v~rio::i Ce lo::. modo5 naturales de un :::;i:;.tcr:a. 

continuo en diferentes ca:itidadc!l. La rr.agnitud do participación de cada 

modo en la respuesta. dfr,jn:ica tot:d es definida por el f.1ctor do 

participación nod<ll. Este !actor pueda resultar nulo para ciertos modos y 
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puede ll~gar a ser grande paro, otros, dependiendo do '.!.a pat\lralcz.a do la 

excitación. 

En un sontido matc:.,ático, los modos naturales del sistcm.l continuo 

representan vectores y je m.::nc;:-a más general !unciones ortogonales o al 

nema~, linealmente independientes que sat:.sraccn :as co:dicio:-.es óe 

íron'.:eril de un siGter..a: este espacio íuncion<ll puede ser uc::do para 

representar la respuesta de la cstructt;.ra. En los casos de s~s~e;:-.as con 

un minero finito de c;:.-ados de liLJcrtad, el espacio !"uncioí.al es de 

ctinensión fini :.a y el :1'.,..;r..cI.·o de vectores o r:iodos n~tura:fos e::; ig'.:al al 

ri..:r.t;.::'O de qr,)dos de libe:-t3J. Para sister::.íl.S continuos, ~a~es como placas, 

el n-.:r;-.e=-o de gr.:idc~ de libcrlaJ e:s infinito. Esto significa que para el 

probh:r.w c!o:: cq;Ji: ibr:'.o c!e sistcr..as continuos, tr-ic!.!.~;icnsionales, la 

r.olución g~ncr;:,l ¡.J<1!'.J. lo~; dc,s;-:e:ar.i.cntos sera ur.a serie inf:nitn de la 

fo:.¡,ia s ig .... ientC; : 

U 1 (a 1 ,al 1 t)=~ TJt{t) U
1
1o.(a

1
,a

2
) ... (J.l.l.l.) 

en donde t .,. l,2, J. L3s variables u
1

1t son las cornponE!ntt!~ i;;oda!.c~ 

naturales en las trc~ direcciones principales. Los !actores de 

participación zr,odal r¡" son desconocidos y se dctcr::iinariin de la t:1ancra 

siguiente. 

Las ecuaciones de movimiento son de la fonr.a que sigue, peora el caso 

de amortiquarr.icnto histerético con c3rga puntuill a.rmónica : 

La ec.{J.l.1.2.) representa el modelo histerético, que e~ sólo la 

ecuación de movimiento, a la cual se le introduce el módu:.o CCi:'.plejo. 

En donde L
1
(u

1
, uz, u3) representa los di vcr5os ope!"adores 

diferenciales, E(l + JTJ) es el módulo complejo y 5ustituyc al t:1ódulo de 

Young t, de ilhi r¡ sin subindice es el llamaOu ra ... L::..r .:::e pé:didris 

histerético, ~l cu<ll ze ccr:sidcr;,rá iqua 1 en las tres dirocciones 

principales; lo que no es ncccsariamento cierto. Debido a 4ue lo5 valore~ 

de ar.;ortiguaro.icnto son difíciles de obtener teóricar:.ente y en ''ista de que 

se tendrá. un mayor valor cualitativo que cuantitativo, (ade::-. .'.i.!i de que 
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ofr(?ca ventajas en el cálculo} se decidió adoptarlo como uniforma, sin 
"l 

er.ibi!rgo este ar=iorU gua;iiíento en particular, segütl Soedel tiene una 

variación :;anta con la f?:ecuoncüs como con la amplitud de la::; 

clefori>'i.Jciones. 

El tto:::·mino qoncral de fuerz.i.'l de la C'!C.(J.l.1.2.} está ~hora 

restringido a excitación arr.¡óníca, con q
1 

repres~ntando lJ. distribución 

de la ca:-ga di! presión. 

;.hora, ::;ust.itu:/c.ndo la oc.p.1.1.1.) en la ec.p.1.1.2.) da 

l ( < l + p1} T)1r. L
1 
(u

1 
.. ,u~ ... u

3
.,) -ph;j1r.u

1
.1 .. , (3.1.l.3.) 

Del análisis de valores caracteristicos, donde Tf -• O y q
1 

• o, so 

obtiena la identidad 

p.i.1.4.) 

kl sustituir la t:ic.(J.l.1.4.) en la ec.(3.l.l.J.} c.btenomos 

}: {ph~11 + ph(l + JJ))w: Tf._JU
111 

"' q: eJ<Jt .. , (3.1.l.5.) 

hprovcchJndo la ortogonalidad dn los modos naturales U
111

, procedemos 

a roul tipl icar ambos raicrnbros de. la ec. {J. l. l. 5.} por un modo 1/
1
", como en 

un análisis de Fouricr, dond.c p put>do set' igual a ~: o diferer.te y sC? 

obtiene 

La cual en !orr.iJ. expandida se puede escribir como se muestra a 

continuación 

l. [pl1~s + ph(l + JTJ)W: lJk)Ua U \JI or q 1 U 1P<;JWt ... (l.l.1.7.) 



(3.1.1.8.) 

(3 .1.1.9.) 

Sumando las ecuaciones (J .1.1. 7.) a {3. 1. 1. 9.) e integrando sobre la 

superficie del rr.cdio continuo y a lo largo de las coorden11das a 1 y a
2

, nos 

quedará la siguiente expresión : 

(3. 1.1. lO.) 

Utilizando las ecuaciones de ortogonalidad, definida~ por la 

siguientes ecuaciones 121 : 

L J. ¡u,.u 1 , .u,..u,, + u,.u,,J\h,da 1da,• 6,/, 
z 1 

en donde 

6 • .. [ 

l si p • k 

o si p • Y.. 

(3.1.1.ll.) 

(3.1.1.12.) 

Con esto es pooiblc suprimir la sumatoria ya que todos los térdnos 

r;e eliminan, exceptuando los tótminos en los cuales p=k, con lo cual la 

c)(presión queda reducida a lo siguiente : 
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(J.1.1.13.) 

de donde 

r:=ph- J J [q; un + q; u2.1t + q; u
3
t]A

1
A2da

1
da:! 

• a a 
' 1 

(3.1.1.14.) 

y 

(3.LJ.15.) 

De es<:e r.:odo, si tomamos k términos de las scric5 de expan$lón moJal 

como ap:.·~n:.:.::-.:?.~i:n .'.!. un número infinito, se tendrá la solución de la 

ecu~ci::in, -:::..::::;;~cndo el lactar de participación rnoJ,11 para k !Unciones de 

partici¡:.>lc~::.a. :..as funciones de fuerza q:.q~, y q: han sido dadas y las 

co~poner.:es r.io::ialcs U
1
._,u

2
.,, y U

3
• y las frecuencia~ naturales w._ tienen 

qui: ser conocidas. Adcr.iás la densidad de r.iasa por unidad de superficie 

del sis~e:; . .J continuo ph ca obvia.mento conocida también y el factor de 

pórdidas 1J ·~E:::.e ::;e:- dado o estimado. 

J. l. 2. Condiciones Iniciales 

Para obte:ier la solución completa de la ce. {3, 1. t. lJ,), se requie:-cn 

dos condiciones iniciales pilra cada factor de participación modal. E::;tas 

so:i el de::;plazarnicnto inicial u!(<':'ª:·º) y la velocidad inici<'ll 

u
1
{a

1
,o:

2
,0), que se deben especificar para t.u:;!c;:, !o!:> puntos del sistema 

contin:.JO. :tr. gt.u1 Ca.ntid<lJ de casos practicas Lis condiciones inicialC?s 

son cero, excepto par.1 los problema::> en donde ocurren cambios periódicos 

de condiciones de frontera. 

cuando se requiere determinar la solución establecida, por ser esta 

de rnayor importancia que la transitoria, las condiciones iniciales se 

pueden ton:ar iguales a coro. 

2J 



La ec. (J. l. l. l.) , puede escribirse as i, para las condiciones de 

frontera 

p.i.2.1.) 

Ü1(ª1'ª2'0)=r ~k(O) U111(ª1•ª2) ... (J.1.2.2.) 

tstas ecuaciones sen resueltas para lJ~(O) y li11 (0), y para el instante 

t=O .. Multiplicando la ec.(3.1.2.1.) por U1P{a1,a2), dpnde pa:X o p•k, se 

obtiene 

u
1 
(a 1 ,a~,O)U1 r ""l TJ._{O} U111U1., .. , 

En forma expa.nUida, para 1"'1,2 y J, da 

uJ(a 1 ,a~,O)U 1r-= ¿ lJk(O) UJ~U3r ... 

(J.1.2.J.) 

(l .1.2. 4.) 

(J.1.2.5.) 

(J.l.2.6.) 

Sumando estas ecuacioní?s e integrando sobre la superficie del sistema 

continuo, da 

l ~.{O) J J (U U +U U + U lJ JA Ad" ria 
k • 1 a ó! a, lk 1 P .:• 2 P J• J p 1 ;1 1 2 

(J .1. 2. 7.) 
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Aplicando las condiciones de ortogonalidad de la ec.(3.1.1.11.) 1 

eliminamos la sumatoria del lado derecha de la ecuación que es cero par.l. 

un p excepto cuando p=k. Entonces se obtiene : 

de donde H11. está dada por la ec.(J.1.1.15.). 

De !orma semejante, se resuelve la ec.(J.1.2.2.} para la segunda 

condic10n inicial, y da : 

(l. l. 2 .9.} 

3.1.J.Solución de la Ecuación del Factor de Participación Moda.]. 

La ecuación del factor de participación modol es la cct1.1ci6n de un 

oscilador simple. /\si, podcmo~ interptetar la vibracion forzada del 

siste:r.a continuo considerando a éste corno cor.:pucsto de oscilaciones 

si::ples, J..::.n:!c e~¿~ nsc:i 1i1dor consiste en ul sistema continuo restringido 

a vibrar l!O uno de !,;ut; r.:o<lo:; n~tur;ilcs. 'l'tHJ.as ~::;t.,:; c:::':'i l;icioncs 

responden sir.:iult.:meamcnte y l<l vib,;:-ación tot;}l dc;l sistcr..;::i. continuo, e~ 

si:nplementc el resultado ele la adic..ión (supcrposicion) de tot.las la 

vibraciones lndividu.;i}Ps. 

J. 1. J. l .Respuesta /\rmónica E!'5tdblecida. 
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Un caso muy importante da tipo práctico ocurre cuando 1 a carga sobre 

el :;ist cr:1a continuo varia armónicamente con el tier..po y cuando la 

generación de vibraciones transitorias no es de interés, debido il que se 

ellminan rápidamente. 

Para dar la solución podr.iamos utilizar la integt"cll de. convolución, 

pero par-a este ca5o 5er,) Gólo requerida la ec.(J.1.1.lJ.), para la cual la 

respuesta est.:ic.ionaria será de gran interés, y la respuesta t.Jnto,como l.J 

carga, serán armónicas, pero el movimiento estará retrasado un .)ngulo 't\ 1 

denominado ángulo de fuse, por lo tanto resultará que 

Sustituyendo en la ec. (J.1.1.lJ.) nos da 

La magnitud de la respuesta /\a es, por 1 o tanto 

F: 
\A~,;::========:::::--

1.J.'/ [l-(w/w,) 2
]

2+ o' 

El ángulo de !ase es 

l -(u:-)' 
J. l. 4 .sistemas. Continuos. 

J.l.4.l. Vibración forzada en Placa:-:. 

(J.l,J.l.J.) 

(J.l.J.1.2.) 

().l.J.l.l.) 

(J. l. J. l. 4.) 

I .)En el caso especial de una placa, el problema esta re¡;.rc!:icntado por 

las ecs. (J,1.J,1.3.) y (J.1.J.1.4.) pero r: si'.! simpliflcará pdra el ca:;o 

de placas con movimiento transvcr:;al dominante corno sigue : 



F:~ J. t q; U,_A1A2da1da2 
2 1 

(J.1.4.l.l.) 

en donde 

(J.1.4.l.2.) 

II. )La solución para una placa con cargas contenidas en su plano, 

involucrará. la siguiente función r:, de acuerdo a la nomenclatura de la 

figura J. l. 4. l. l. que a co11t.inuación se r.iuestra : 

u, 

u, 

u, 

figura J. l. 4. l. l. 



(l.l.4.l.J.) 

en donde 

(3.l.4.1.4.) 

III.) En el caso csp~cia_( de~~·~- anill_o ·obtenemos igualmente F: como sigue 

(3.l.4.1.5.) 

en donde 

(3.1.4.1.6.) 

IV.) Para aproxitr.acioncs a un cascarón y placas, cuando los rnodos 

transvers<lles son dominantes, las ces. (J. l. 4.1.1.) y {3. l. 4, l.~.) se 

aplican. t~ta resulta 5.Cr una buena aproximación :1a qüe ¡uJkl>>>\Un.1' 
¡u

2
0: ¡ para nodos con movir.dento transversal dominante. 

J.1.4.2. Vibración forzadJ. en Vigas. 

(3.1.4.2.l.) 

en donde 
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(J.1.4.2.2.; 

3. 2. Vibraciones Libres en Placas. 

3. 2. l. Cálculo de Frecuencias Naturales y }'unciones Cootdrmadas en 

Placas. 

A partir de las ecuaciones operacionales de r.<ovirnicnto so obtiene la 

ecuación de vibraciones libres para placas. 

Se tomaran sólo fuerzas dQ ih<?rcia lro.n!;versllles, pues se supone que 

el c!csplaz.amiento transversal e:s el dominante en el sister.;a. Se puadc 

dernor;trar que para un arnuL·tigu.:rntiento y ful'.lrZa$; cxtcn:nas nulas las 

ecuaciones de movimiento se reducen a la siguiente expresión : 

2 

pt1 a u 
v

2
ui + -- --' • 

D ót;: 
().2.1.1.) 

de donde u, C?S la dcClcxión transversdl ó pcrp1rndicular al plano da 

la placa. 

Para una placa simpler.iente apoyada Ui"'"U
0

(a
1
,rri!,O) y 

¿;u/óC•Vo{a,,a2,0),siendo u
0

, Vo las condiciones iniciJlcs de 

CC?splaz.amiento y velocidad. Por otro lado, de la ecuación (J.2.1.1.), se 

puede demostrar que las frecuencias n.Jturalcs de oscilación do placa astan 

dadas por ~ 

(3.2.1.2.) 

en donde 
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wN'I -- Es la frecuencia natural del s:isterr.a en el rnodo (rn, n). 

a y b Las Jir;,e.nsíones de la placa Figura J.2.1. 

ro y n Los nt:.;:¡eros modale.s a lo lbrgo de los dominios de longitud a y 

b .figura J.2.2. 

D Es la rigidez. a la flexión para una placa simplemente 

apoyada. 

Densidad del mater:ial de la placa por unidad de volumen. 

Espc!;or de la placa. 

-r----,.---,,,---::;-o,, y.n 

x.m 

1 
b-) 

PLACA REC'A.'IGUét.R 
SIMPLEMENTE: t.?QY;.:;:. 

figura 3.2.1. 

m=I 
n= 1 

CO:IFIGURACION MODAL 

figura J.2.2. 
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1111 
V.G.Rc•:arch invcst tgó las o~cilacionc!t propias de una placa 

rectang.ilar, con sus cua ";ro lajcs artic :lados, figura 3. 2. 3. • La ft.:ncíón 

coordenada que satisface dichas condiciones de frontera es : 

Cuya forma general es : 

rnn 
en donde e 

nn 
e D -¡;-

(l.2.l.J,) 

(J.2.l.4.) 

SISTEMA DE 
CARGA 

PLACA S!MPLE:!.-:!:NíE 

APOYADA 

figura J.2.J. 



3. J .l\mortiquami cnto 11 isterrit1 ce. 

El a:::o:.·t.ig'Jamiento cstrJc':.ural es caracteri:ado por el hecho do que 

ci ';encm~s ;.;n espécir..cn so;:,e~ido a p:;ucbíl.s cic:icas en ten3ión y en 

c:;::-.¡:.:.-esión, cb':.e.ne~.os un la;:o his~crétic:i ccwo el mos':.ra:io (:fl ¡a figl.:::a 

J.J.1., en la cual el íi:.ea sor.ibrE:ada del la;::o c.s la cncrgia to:.u.l disipa.da 

por ciclo. Si ahox-a dividirnos la fuerza por la sección ':.:-ansve:-sal del 

espi.!cirnen y el dcsplazar.iicnto por la longitud del espéci;":".en, llega~oc a 

una gráfica de csfucrzo-dcforraación de este fenómeno en la !'orna in.Hcada 

en la figurd J:.J.1 .. El área es ahora iyual a la cnergia disipada por 

ciclo y por unidad de volumen. 

F = ío Sen wt 

cr 

figura J.3.1. 



Desnfortunada1ocnte, este camino no e:J totalr.icnte acoptado, sin 

er.ibargo es una buena ap::-oxir.,ación por medio de la aplicación del l::.amado 

r.iódulo cor.:plejo que es igual a E(l""JTJ). 

?a:::-o. comenzar tenomcs, de la ley de HOOK, lo siguiente 

CT .... EC 

hhora para un movimiento a.rrnónico 

en donde 

y de la cual ob~cncrnos 

u "" u-• sen wt 

F, 
u ........ -h-

cr"-'" 
G d -E- sen wt 

(J. J. l.) 

(J. J. 2.) 

(J.).).) 

Ahora graficando u cor.lo una función G dada, como era de espcrar~c 

resulta una recta, y cuando l<1 linea dcscribt" una elipse que adquie1·c 

amplitud como una rc:oemblanz.il a un la;:o histerCtico, remplazamos e:l Villor 

E por E(l+JTJ) llamado módulo complejo, donde TJ es el denominado (actor de 

pórdidas histerético. A.hora sustituimos el rr.6dulo complejo en la 

ce. (J. J. 3.), obteniéndose 

u 
l~ a E{~:~TJ) sen wt (J. J .4.) 

r.iultiplicando por su conjugado 

C <J sen wt -1..!..:.!BL 
"" E(~:~Tl} (1-JTJ) 

G - sen wt (1-J'Jl) 

Teniendo que {l+lJ2
) • ~ ~ 
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e = --~-=•:..:•c.:•_ sen wt -~!~1-~1 ~~)-
ri:;:;;' 

rt = tan~ 1 
1) ó 1) • tan rt: 

De la f 1gura J. 3. 2. tenemos 

') 

figura 3. 3. 2. 

sen~ .. ----- ces~ e-----

sustituyé.ndolas en la ec. (J.J.5.} 

a 
e~--~ 

r/~ 
{cos ~ - J sen ito) sen wt 

~ a: T) y por lo tanto ~ 11 l 

rinabento obtencr.ios que 

(J. 3. s.) 



a 
G = ~ sen (ut-TJ) (J. J. 6.) 

Graficando rr como !unción de C en la figura 3. 3. 3. da una elipse con 

semiejes dados por las siguientes expresiones : 

(J 

l 

figura 3.J.J, 

(3. J. 7.) 

cr ...... 
0"'-~T/COSa (J. J. s.) 

Entonces el arca de la elipse es la enerq1a disipada por ciclo y por 

unidad de volumen y nos da 
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(J. J. 9.) 

Ahora la encrgia total disipada por ciclo en el espécimen es : 

E1::1LbhnEC 2 n 
T ~• 

(J.J.10.) 

Por lo cual la enarqia maxima de deformación on el espdcirnen de 

prueba será 

(J. J .11. 1 

encontramos que 

(J.J.12.) 

Lo que significa que 2nr¡ dt:fine la relación de la energia disipada 

por ciclo a la energía de deformación de la mAxima ar.iplitud. De este r:iodo, 

en el caso de un cascarán, podemos argumentar que 

E "' 2rtr¡ U 
T •O 

(J.J.13.) 

Donde U""'• e~ la energía de deformacion del ca!:;carón en la a;;plituU 

rnáx1rr.a. L.J crierg1a disipada p0r ciclo y por unid.:icl de superficie es 

entonces 

E = _ 2nr¡ U 
<t A u• 

(3. J .14. 1 

En donde A es el drea de la superficie de referencia del cascarón, 

placa o viqa. Oc pc:tn 11''.'li:'l'J, el c:;~~iciui.l~ <le arnort1guar:11ento viscoso 

equivalente A es 

~ • _____ 2_u_._ .. _____ ~ 
u J J,<~12 + u,2 + uJ2> dA 

(J. J .15. 1 
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Utilizando el método de Rayleigh, en la referencia [ l] se estableció 

que 

ph J J. (U1

2 +u/+ u/·l dA 

u ••• 
(J. J .16.) 

De lo cual podc;:ios establecer una e-elación directa entre el 

coeficiente de amortigu1n:ücnto viscoso equivalente y el amortiguamiento 

histerético, cor:io sigue 

En donde 

w 
~·---· 

ph wk;: 

w Es la frecuencia de excitación. 

wk Es la frecuencia natun\l del sistema. 

(Jº, 3.17.) 

(J. J .1a. ¡ 

Esta ~xprcsl.6n siempre es válida cuando se obtiene la máxirr.a ar.-;plitud 

del siGtcrna y cuando forzamoa éste a un movimiento armónico, sabie;'ldo de 

antemano que 71 no es constante con la frecuencia, como ya se habia 

roencionado anter iormcntc. 

J.4 Análisis Dino.mico de una Placa Amortiguada Histeréticar:Hrnte y 

Excitdda por una carga Puntual Arr.iónica. 

La rc$pucsta del sistema se calculará pot· medio de la <lcflexión 

máxima de la placa consideran.Jo un modelo con amortiguamiento del tipo 

histerCtico. Para üStc caso ze tiene una placJ. sir:iplernente apoyada sujeta 

a una carga puntual de 1000 Ll..i&. y do variación arr.:ónica en el ti~mpo, 

colocada al centro de la placa y considerando un amortiguamiento 

denominado hisLeretic.:u o e.Gtructural. 
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Se puede demostrar que para sistemas coordenados cartc:sianos 

rectil incos, como en el caso de pl;i.caa, '\ """ A
2 

,.. 1, da
1 

=- dx y do:2 = dy. 

Ya que la carga es puntual q•
1
,,.0, q•

2
.,,o y q'J ° F ó (x-x'J tJ(y-y'·). 

Tornando la función coordenada para una placa sl;nplcrncnte apoyada en 

sus bordes 

U'.lan "" sen m~x ccn ~ (J.4.l.) 

Resolviendo la intcqrJl Uc las ce. (J.1 4.1.l.} y (J.l.4.1.2.) 

r; -~ ( r 'l; u,.. dx dy 

11 ... J' J • u;. dx dy 

-b -· 

u .. - r r 
-b -· 

(sen m~x sen ....!1?'- ] 'dx dy 

ll o [i.. y 
"" 2 

+ +n sen~ cos -'W-] b 

•b 

. [+ x - + ~ sen m;x cos •·~X ) • 

Aplicando las propiedades de la delta de Dlrac 

JB 



(J. 4. 2.) 

de donde A (x • 1 y•) es 1 a posición de la carga sobre la placa, y cuya 

ubicación más dcs(avorable es al centro de la placa, o sea A(a/2,b/2), por 

lo tanto 

para "m 11 y 11 n11 impare:; 

para "rn11 y 11 n" pares 

nn sen - 2-

~sen~ nn 
sen - 2-

Finalrnente,par-a placas en las que las oscilaciones transversales son 

dominantes, y la rcspUC$ta estilblccída es de mayor importancia que la 

transitoria, se obtiene la siguiente cxprcH:iión para el cálculo de los 

desplazamientos 

(J. 4. J.) 

Para nuestro caso sólo se tomara en cuenta la parte real de la 

cc.(J,4.3.), por lo que las expresiones tinalcs a ocuparse serán, las 

siguientes. 
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.Cos(wt-~.,) (3. 4. 4.) 

(3 .4 .5.) 

E h
3 

o=----
12(1-v'l 

(J. 4. 6.) 

l -[ ]' -u:-
w (3 .4. 7.) 

Estas expresiones fin.:ile!l son muy scmcillas de progr.Jmar, para 

realizar el calculo de los desplazamientos din.:írnicoa al centro de la 

plac<J, cuya aplicllción se verá en el siguiente c.Jpltulo. 
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Cap1 tul o IV. 

4 .ltri<ílisis l-1UmCricci. 

El análisis que a continuación se presentd, consintió e.n analizar un 

gran nllmero de placas, de diferentes dimensiones con el mcdel o materiático 

propuesto por Werner Socdel, rev j sado un e 1 capitulo III: aplicando las 

expresiones (J. 4. 4.) , (J. 4. s.) , (J. 4. 6,) y (J. 4. 7,) 1 4uc representan el 

Desplazamiento milximo, ln Frecuencia no.tu::.Jl para la pli1Ca, la Rigidez a 

la flexión , y finalmente el angulo de f<1se. 

Los parámetros USildos, y que varian $00 los siguientes 

a) tl amortiguamionto hl~tc:Cticc 

b)El espesor de las placas 

e) Las relaciones a/b y h/b 

Para los cálculo~ se ocuparon placas de acero con módulo de 

elasticidad de E=29 000 000 (Lb/in2), a:'1ortigu"r.de:nto histcrCtico T¡ 

experimentalmente dcter:~dnado 16ln un rango quo va de 0.001 a 0.02 como se 

ob5erva en las tablas (4.l.1.2) a la (4.l.1.5.), y también de lns tablas 

(ot.1.1.6.) a la {4.1.1.9.) para otra placa distinta. a la del primer grupo 

do tablas ya tncncionadas 1 ader..as tor..anc!o un~ carqa concentrada de magnitud 

f•lOOO U;s, un módulo de pois5on v = O.JO 'i final1.cnte una densidad de 

rr,asa de P""0.0007JJOLb-scc;/in;. que es típico od acero. 

El tin principal de este trabaje de te~ir• es la determinación de la 

respuesta dinámica d~l ~istcr..a (plac¡:¡), tr:niendo cambios en el valor del 

amortiguamiento histcrótico. Finalmente ~e dcterninar<\ la ley global del 

comportamiento del r.:odclo prc!>cntado. 

4.1. Análisis Dinar.deo do Flac<.as 1,::1=-~·tigu;:idíls Histeréticamentc, 

Excitad;Js por una carqa Puntu.ll Arr.ionH.:.i. 

4.1.l. Dc:::¡:.lazar:tiento Dinél'tlico Kai .. :irno. 

Para la obtención del dr!splazar.licnto dinámico máximo, se toma como 



punto de partida , 1.1 clct.crminnción del dc::;pl.uamícnto c::;tatico rnáximo 

para el case concreto de una carqa concentrada actuando en la posición más 

desfavt>rablc, al centro de lil placa, la que se calculara a p<lrtir de la 

c>·prcsión dada por Tirnoshcnko 110que es : 

¡ [+J'+ r+r r (4.l.1.1.) 

en donde rn = 1, J, 5, 7, etc. y n = 1, J, 5, 7, etc. 

De la ccuacJón ( 4. l. l. l.) tenemos que F es la rnagni tud de la carga 

aplicada al sistef:',<i, cuyo v,1lor se dio arbitrariamente, a y b son las 

dii:;ensiones de la plnca, Des la rigidez a la f'lexión {ec.(3.4.6.)), m y n 

son los nilr.icros modalC>5 c-11 las direcciones a lo largo de les ejes X y 'i 

(ver figura J. 2. 1. )' figura J. 2. 2.). 

Para nuestro ar.al bis, tenemos una placa simplcmcnt!? apoyad.1 a lo 

largo de. sus bordes { figUI.'<l J.~. J.), y ocupando una !unción coordenada 111 

que es : 

u .:i.n .a Sen rn~x Sen ~ 

qua nos representa una función del tipo antisimCtrica, y COi.lO la 

posición di:? J"" Cílrga es al centro de l<:i pla-:J. (p:sic!.Cn nas 

desfa\•orable}, :;e. concluye que lo::> l:lodos que contribuí r.1n a l<i r..agni tud del 

desplazamiento son sir..plcmcntc los irnpares. 

Para principiar el cálculo de los dc5plazarnientos dinámic::-s con esta 

modelo, para el caso aqui presentado, de 2 placas cuyas d.ir.icr.siones serán 

b=16.5 in constilnte, a:52 in y de am:G in , con J distintos CS?cscres,que 

son de 3/8 11 , 5/8 11 y 7/8", aplicandole una carga concentrada de 1000 :.bs.,y 

con 4 amortiguamientos histeréticos distintos quo son 0.0 1 o.coi, O.Cl y 

o. 02. 

se calcula cowo pr irncr p.lso el desplazamiento máximo cstatico ocupando 

la ec. ( 4. 1. 1. 1.) , par.l los 6 casos mencionados anteriorme:r.t.e, y CU}'OS 

re!lultados son presentados en la tabla 4 .1. 1.1 .• 



Placa b=JG.5 in 

ª"'"52 in a=26 in 

h Ó••. h ¿.,.). 
1 inl linl (in) (in) 

0,375 o. 0327735 o. J75 O.OJOJ1"71 
o. 625 o. 0070791 o. 625 Q,006~d85 

o. 875 0.0025798 o. e75 O. 002JS54 

tabla 4. l. l. l. 

con cuyos c!J.tcs ze comparuron los obtcnidc~ con· el modelo de la 

ecuación J.4.4. ,tor.mndo un amortiguamiento lp=O.O y una !recuencia de 

excitación w ... o.o, resultando SC!r i9ualcs. 

Sabiendo que el tie~po t en el cual se obtiene la máxima respuesto. 

pa:-a cualq·.:.icr frecuencia de excitación w es : 

u 

Y sabiendo ademán que 

En donde tenemos que r; es la (uncí ón '1P C1'.! rg.J, qui! p<t ra nuestro caso 

üS la ecuación (J.1.4.2.1.), y w. es la irecuonch. natural del sistc~.l 

(placa), dada por la ecuación (J.4.5.}. 

A continU<lción pror.cnt.,mos l<t tabla -4.1.1.10. llande se muer:tran las 

frecuencias n.itur<tlcs más bajas, que es scglln la literatura en donde se 

produciria las máximas respuestas, cuando la (recucnc!..l de \!>.:citación 

coinciUe con ellas. Da la figura {4.1.J.2.) con TJ"'O.O, se graCican los 



valores máximos para diferentes frecuencias y se observa que hay un máximo 

de esos r:i3ximos. 

Placa b•l6. 5 in 

ª"'52 in a-=26 in 

h 
.., 

h 
u 

11 11 
(in) (rad/scc) (ir.) ( rad/secl 

O. l~S 900.00:76 o. J';5 11.:7.0~10 

o. 625 1500.079'1 o. 625 1911.7350 
o. 275 2100. 1112 o. ~1'7 5 2(,76. 4 2ll9 

t~bia ~.Ll.10. 

Para las f igJras ( 4 .1. 1. J.) a 1 a ( 4. l. 1. 9.) , para af,'lortigua1'ilientos 

his~créticos lJ .;.e O.O, c.,001, 0.01, y 0.02, cuycs datos se pres':!n"Can e:n 

las tablas 4.1.1.2. a lil. 4.1.1.9., para 135 24 placas anali;.dtlas ~e pu:lo 

deterr.:inar que la posición exacta del r,1áximo de ¡r,¡b:i:r.ios coincide con la 

frecuencia natural rr.<is baja, l..J posición del r..<i.xir.'\O de máximos con 

arnortiguar.i!cnto his";.ert::tico difiere del caso con a::-.ortigua:niento viscoso 

equivalente en el c~al se presentó la r..;idr..a antt.:!S tle que la frecuencia de 

excitación coincic!icra con la f'recue:ncia nJtural del sistema como en la 

referencia [ l). 

Finalmente, en las figuras (4.1.1.Z.) a },, (4.l.1.9.) se puad.e 

ob~ervar que el r.á>: i;:·,o despl a :utd cn~o d in.3.rnico produc i<lo por 1 J carga 

concentrada, e»citad.a a•r..;)nicJ.r.ientc se d..i cor..o se vió antes ct:an::lo 

coinciden 13 frecuencia de excitación c':':O la frcc"Jcn:ia natural rrás ~!.ljcl 

del sistcv.a (placa), dichos valores i:;e rcsu:;,cn E:n los t.-::.b1as 4.1.1.11. y 

4-1.1..L.L. 

Con un pro-::cdir:iicnto analogo dl ¡,1c.:.0:1':..Y:30 •m la ::cferencia {l], ce.in 

la cual se ¡:irctcnd1a cv..:'parar los resulta.do:;; se g:-.1ficaron w"!:.l (wo e:; la 

!recucnci a ni.lturul ras t,"ja p.1ra dicha p!.aca} cont:-a la relación de 

asp12cto a/b y para varias h/b1 a.si corno grcificando 1...><b contra 1h1,•/b 

(dcspla.;;u.;.Üc.nt.o ct:nflmico r..áxi;:io entre la di¡;¡cr.sión b) , esto nos llevó a 
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0.02 

0.01 

o.oc 
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'100 (~1 
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1~coc.-, 

¡500 

wo ( rad/scg) 

Tia" 

2500 

figura 4.1.1.2. Despla:ar.1icnto Dinámico de plac3s de ¡,cero do J distinto~ 

espesores todas con dimensiones de :,2 x lf,, 5 y con n "" o.o 

s.oo 

4.50 

4.00 

3.50 

ó (in) 
3.00 

2.50 

2.00 

l. se 

l .00 

o.so 

o.oc r 
YOOc-47 

o SC:) ; 000 2500 

wo ( rad/seg) 

figura 4 .1.1. J. oesplazamienlo Dinámico de placl!.S de acero de J distintos 

espesores tod.J.s con dimensiones de 52 x 16.S y con 11 ""' 0.001 



2.20 
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1'98 

1.76 

l. 64 

l .32 

~ (in) 
l .10 

a.se 

0.66 

0.44 

0.22 

º·ºº 1,0('01'.J 

o 500 1000 1500 2600 
wo (rad/seg) 

figura 4.1.1.~. Desplazamiento Dinámico de placas de acero de J di:;.;tintos 

espesores todas con dimensiones de 52 x 16.5 y con TJ .. O.úlD 

l ,!O 

f 0.99 l/B~ 

o.ea 

~ (in) 0,77 

Q,SG 

O.SS 

o . .;<\ 

0.33 

0.22 

0.11 

o. :::o 
o 500 2500 

t-o (r:i.d/seq) 

Figura 4.1.1.5. Desplazamiento Dinámico de placas de J.Ccro do J distintos 

c!::pesore5 todas con di1ncnsioncs de 52 x 16.5 y con TJ = 0.020 
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fST•O.OJOJ• 
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0.00 
H•rC•ll 26'6.•lll 

o 1000 2000 3000 4000 5000 

wo (rad/scg) 

figura 4.1.1.Ci. Oespla.:arnionto Dinámico de placas de acero de 3 distintos 

espesores toJas con Jir..cn:;iones de 2 G x 16. 5 y con TJ = O. O 

10.00 

9.00 
3/8~ 

a.oc 

ó (in) 7.00 

s.oo 

5.00 ''ª" 
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3.00 

2.00 

1.00 

º·ºº l'iltt 'J!! .<fi ;"6 ·~6 

JOOO 2000 3000 4000 5000 

wo {rad/segj 

figura 4. l. l. 7. Dcspltizamlnnto Dinámico de plilC.35 de acero de .l distintos 

espesores tcd.Js con dimcnsioncG de 26 x 16.5 y con TJ = O.úOl 
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Figura 4.1.1.8. Desplazar.dento Dinámico de placas de acero de J distintos 
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Figura 4.1.1.9. Desplazamiento Dinámico de placaa de acero de J distintos 

espe-sores tod:1s con di rnens iones de 5:J x 16. 5 y con r¡ '"' O. 020 

S2 



(in) 

o. 375 
o. 625 
0.675 

(in) 

o. 375 
o. 625 
o. 875 

a=52 in 

w ,, 
(rad/sec; 

900. 047€4 
1500. 0794 o 
2100. 11120 

d~,¿t; in 

w 
'' 

(rad/sec¡ 

1147.0410 
1911.7350 
2676.<;289 

\'Cr a¡:icnd ice 't.. 

b .. 16.5 in 

7¡=0.0 11::0,001 

67694 ,87 20.9236° 
12612.06 •.5195 

3451.54 1.6470 

tabla o;.1.1.11. 

b"'1(¡. 

n~o. o 11=0. 001 

107908. 40 25.7:.ii' 
2J3:!5. 50 5. 5622 

5667.0J 2. 0270 

t<Jbla .:.1.1.12. 

ó 

/j 

r¡=O. 01 

2.1064 
o. 4549 
o' 1658 

in 

... 
(in) 

TJ""º· 01 

2. 5794 
o. 5571 
O. 20JO 

lJ:i0.02 

l. 0610 
o. 2291 
o. 0835 

ll°"O. 02 

l. 2921 
o. 2?91 
o. 1017 

obtener unéls curvas parale:la:; en esc¡-la doble lo•].Jrltl:'lica cuyos dato!> se 

presentan en la tablrl (4.1.1.lJ.) y cuya tiq1.u-.-i 4.1.1.10. a) l'eprcscnta a 

e.se conjunto de valoces, y adc1:1as en la scqunda,sc o)Jtuvo una serie de 

rectas paralelas. en c~cala doble loqantmic.i, cu¡·o:; d,1tos son lo:J que 

.;;.:,,·,t.lc;-,.:: !.:: ~~!::'!:- (11 , 1 14 ) (~ue !ie representan gra(ic.:lmcntc en la figura 

4.l.1.10. b) y for¡,ari::i.a con ur .• Las !igur,1:: i..:n nc:-:::-1rar-i3 de diseño para 

placi)s ar..ortigu.:idas bislcréticamcnte tia)o c.:irqd µuHLlail .:ir;;.,:,i~ic.J, l:'! cu:d 

l!S ur.a clase de catg::! de •..lso pr.:'ictico en in9cnicr1a 1 con el cual d(> manera 

scrncil¡a se dt.iterr..in.:l nJ tlc:;plaz<ir.dcnto dintirnico ;¡,jxir.io pJ.ra infinidad de 

placas, 1.:. -i distintm~ t>r.iortiguarnicntos hi::;tcrcticos cuyo rango va de 

b.quit=r.:!a a C.crcchJ. d,r. fr>nr,• de!~ccndünle en cuanto ,,, su valor, o sea de 

0.1 1 0.09 1 o.on, 0.01, 0.06, o.os, o.o~, o.o3, 0.02, 0.01, 0.009, ....... . 

y asi suc~sivarnente hasta llcgat· a 0.000001, corno se observ.-i en la tigura 

4.l.l.10. b), las tcc.tils de es:ta fjgura tienen una pendiente constante y 

ur.a separación ~ntu~ el las de for-ma ser.iilogari trnica, concluyendo que este 

ncmogra;:".a representa en reulidad. un EGPLCTRO DE ESPECTROS. 
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1 
A B H J\/B H/B w w B 

in in in - - r,:;t~/~ec rad-in/sec 

90 10 o. 040 9 Q, 004 240. )«6 .2~03 .96 

so 10 o. 040 6 o. 004 2-n .11s 2411.75 

70 10 o' 040 

1 
7 o. 004 242. Jl l ;;!42). 11 

60 10 o. 040 E o co.~ '2 -~ 4 • o 6 1 2440.61 

50 10 o. 040 - C. C0·1 246. 9(,J ~469. 63 

40 10 o. 040 4 o.ºº~ ~~2.J06 ~52).06 

30 10 o. o~ o 3 o. 004 ;:;G J. B~O 2SJ!J,50 

20 10 o. o.::o 2 o. 004 2t.'.J. f.J 1 2698,:31 

10 10 o. 040 l o. 004 ,¡74. 930 4H9.JO 

90 10 o. 050 9 o. 005 JOO. 496 J00~.96 

70 10 o. 050 7 o. (:,05 JC~. 0!19 J02B, 09 

40 10 o. 050 4 o. 005 J 15. JBJ 315) .83 

10 10 o. 050 l o.ºº~ 5~J. 6G2 

1 

59)6.62 

90 10 O, O ti O g O. Cl.!l: J GO. 5~·5 3605. 9:, 

70 10 o. 060 7 o. QQ(, JGJ, H17 

1 

)liJ4. 67 

40 10 o. 060 4 o. 006 J7B.H10 378.:. 60 

10 10 o. 060 l o. 006 7 12. 395 712J.95 

90 10 o. 070 9 o. 007 c;o. 694 1 4206.94 

70 10 o. 070 7 o. 007 4:4. 044 4240. 44 

40 10 o. 070 4 o. 007 40.536 4415. 36 

10 10 o. 070 1 o. 007 BJl.127 OJ 11. 27 

90 10 o.ººº 9 o. 008 4130. 793 4B07.9J 

70 10 o. 0130 7 o. 008 

1 

404. t;¿l .;G~ú.22 

40 10 o. oso 4 o. 008 ~04. 61J 5046. 1) 

10 10 o. 080 1 O. GOB 94'J. 860 9498.60 

so 10 o. 090 o o. 009 5~ o. 892 5408.92 

70 10 o. 090 7 o. 009 5~5.200 5452. 00 

40 10 o. 090 4 o. 009 :i67. (.89 ~b76. 89 

10 10 o. 090 ! o. 009 lOGB. 592 10085. 92 

1 1 

1 

l i 
90 10 o .100 1 7 o. 010 600. '.:19 l 

1 

&VüJ. :11 

70 10 o. :oo 1 7 o. 010 (,05.778 6057.78 

40 10 o. 100 4 o. 010 630. 766 CJ07.!,6 

10 10 O. lCO 1 o. 010 1187.)24 11873.24 

Tabla 4. 1. 1. lJ. 
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a 

in 

b 

in in 
h 1 _:_b' 

1-5-2-+-,-6-i'-o-.-º' ~¡-,-
52 26 0.10 2 
52 26 J.00 2 

52 
52 
52 

52 
52 
52 

52 
52 
52 

52 
52 

52 
52 
52 

52 
52 
52 

52 
52 
52 

52 
52 
52 

52 
52 
52 

26 
26 
26 

26 
26 
26 

::6 
26 
26 

26 
26 
26 

26 
26 
26 

26 
26 
26 

26 
2G 
26 

26 
26 
26 

2G 
26 
26 

52 26 
52 26 
": :e 
52 1 2G 1 
52 2b 
52 26 

o. 04 
o. 10 

J.ºº 
O. O•i 
0.10 

). ºº 
o. o.: 
o. 10 
J. 00 

o. o.; 
o. 10 

~: ~)~ 1· 

o. 10 
) . 00 

o. 0·1 
0.10 

). ºº 
o. 04 
o. 10 
J.ºº 

O. O·~ 
o. 10 
J.ºº 

o. 04 
o. 10 
J. 00 

0.04 
0.10 
, 00 

~~ ~: ! 
O. lG 
3. 00 

52 
52 
52 

26 0.04 2 
26 0.10 :: 
26 J.00 2 

o. 0015 
O. OOJ& 
o. 1154 

o. 0015 
O. OOJe 
o. 1154 

o. 0015 
o. 00)8 
o. 11~4 

o. 0015 
C. O O Ja 

1 

o. 1154 

o 001~ 
o. 00)8 
,'1,:1•,.1 

o. 0015 
o. 00)8 
o. J 154 

o. 001$ 
O. OOJO 
o. 1154 

o. 0015 
O. OOJ8 
o. 1154 

o. 0015 
O. OOJ8 
o .115·\ 

o. 0015 
o. 00)0 
o. 11$4 

o. 0015 
o. 00)8 
n. l 1S4 

o. 0015 
o. co:rn 
o .1154 

o. 0015 
O. OOJU 
0.1154 

b 

2010150. 000000000 
128649. 600000000 

4. 764800000 

4 020)0. 500000000 
25729. 9$0000000 

o. 9529000(1 

201015. 500000000 
lc064. 990000000 

0.476481100 

4020J. 540000000 
257). 026000000 

o. 095297270 

20102. 050000000 
1286. 531000000 

0. Q47(,49JOO 

4020. Bfit,QOOOOO 
2~7. 335400000 

O. ú095J093G 

2010. 716000000 
128. 685900000 

O. 0047G6144 

402. 599400000 
25. 766390000 
o. 00095<1311 

Lúl. 565400000 
12. 9014BOOOO 
o. 000477832 

101. 078JOOOOO 
6. 4 69021000 
o. 0002)9593 

40. 773670000 
2. 60')~¡ºªººº 
o. 000096648 

::::: . 903810000 
l. 41$5837000 
0.000054290 

Wo b 

rad/sec 

llH. 658 
185<.1'6 

85624..JBO 

1141.65(! 
2854. H6 

05624.JOO 

1141.658 
2854.1·16 

85624.380 

1141.658 
2854.146 

85624.. )80 

1141.658 
28~4. 14.6 

B~624. JBO 

114 l. 658 
28~>4. 14(. 
056~4.)00 

1141.658 
2054. 146 

8~624.JüO 

l 141. 65íl 
2H<j4 .146 

a5c.24.. :iao 
ll.41.658 
2854.146 

A~624 .JUO 

114l.C.5B 
26~4 .146 

85G24,JBO 

0.000001 
o. 000001 
o. 000001 

o. 000005 
o. 000005 
o. 000005 

o. 00001 o 
0.000010 
o. 000010 

o. 000050 
0.000050 

o.ºººº,º 1 
ü.000100 
0.000100 
o. 000100 

o. 000500 
0.000500 
o. 000500 

o. 001000 
o. 001000 
o. 001000 

o. 005000 
0.005000 
o.oosooo 

o. 010000 
0.010000 
o. 010000 

0.020000 
o. 020000 
o. 020000 

1141.ú58 Q.050000 
2854.146 0.050000 

85624 JOO Q, 0~0000 

114.1.(.501 0.090000 1 
2854.146 0.090000 

85624, JaO Q.O!JOúVJ 

:;!0. (;69ú50000 1141. 650 o. 100000 
1.)22852000 2354,146 0.100000 
0,000048994 85624,'.lBO 0.100000 

'faLJla 4. l. 1. 14. 



Los parárnetron a/b, h/b, ó .. .,.¡b y Wob, fueron importantes para la 

realización del nornograma, con este eo posible determinar una gran 

cantidad de información para infinidad de placas de acero, para nuestro 

caso, debido a lo CUJl es importante determir~ac una expresión matemilticn 

que represente todo el nomogr<u:;a. 

Para dctcrr.;inar la E!CUación de las rectas de la. figura 4.1.1.10. b) 

que son rectas que representan el comportarnicnto del nodelo paril el caso 

de plilCils, la pendiente se calculará con la siguienta expresión: 

T,)n e e; m .. B "" 
Ln y

1
•

1
- Ln Y

1 

Ln x1•1- Ln x 1 

de donde x
1

,
1
reprc.scnta el valor Llo la abscisa y la yi.

1 
es el 

correspondiente valoi· de lil ordenada p<lril un punto p(x
161

,y
1
•

1
} de la 

recta. 

Ahora SUGtituyendo los d.:itos de unil de las rectas de la figuril 

4.1.1.10. b) en la !!Cuación "ntcrior para ol cálculo de la pendiente, 

obtenemos que el valor Ue la pendiente pilra todas las rcctao es de -J,O, y 

corresponde a 0•-71° 34' 1 lo cual lo cornprob,i.moi:; 11,"Jra otras rcCtilS y si 

cumplian con osJ ::lism.J pendiente. 

/,hoi.-a ocupando la er:uación p'J.nto-pcndicntc, J.c la. fonna ; 

Ln (6 ...... ¡b) .. rn Ln (W<> b) + B 

y sustituyi;ondo la pcndie:nte tn"'-J,O en 1.1 ecuación anterior tenemos 

ahoril : 

Ln ('5• .... /b) • -::!.O !.n {u.:. b) t D (4.1.l.2.) 

La ecuación ( 4. l. 1. 2.) representa la ccuac ión de una recta de 

pendiente igual a -J.O pero con una ordenada al origen variable (i3), la 

cual variara con el valor del ar.iortiguamicnto histerético, y asi tornando 
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los datos presentados en la tabla 4..1.1.15. se grafic.:iron en ejes 

se:ni-logaritr.:icos, (en x el valor de 8 y en y el ViJlor logaritrnico de 

7¡)ccrao se puede observa¡: en lo tigura Cl.1.15. tiende a ser una recta 

pero como no es exactamente una t·ucta ::;e realiz:a un aju~te por r.icdio de 

minimos cuadrados, para ic CL!.:\l so ocup<iron los datos de la ta.bl.1 

4 l.l.15. y llegamos a la ccu<.\clóri dr. vn.1 recte qt.c:e e::-. : 

Ln (TJ) = 4 1.012281':04 n + ;;:2.1s9J70()0 

de donde tenemos que dcspej ando a B nos queda as1 : 

B - 21.9JOOJ8 - 0,987B676 Ln (n) (4.1.1.3.) 

y sustituyendo (4.1.1.J.) en {4.l.1.2.) llegamos a la siguiente 

expresión : 

Ln (~~·/b) - -3.0 (w. b) - 0.9878676 Ln (n) + 21.9JOOJB 

Finalmente la expresión que aproximadamente representará al modelo 

histerético (o sea al nomograma de la figura 4.1.1.lO.) sera : 

-JLn(i.>ob) -o. 987B676Ln (n) +21. 930036 
(4. l. l. 4.) 

La ecuación ( 4. 1. l. 4.} es la €Xpres ión que represcnt.:i a todo el 

nomograrna de la figura 4.l.l.10. que se utiliz:e1ra para calculo.i: (fl 

desplazamiento din3r.dco rnáxino P.n vibt·ación forz:ada para cualquier pLlca 

sir:tplcmentc apoyada en sus bordes, función del coeficiente do 

amortiguamiento (factor de perdidas) Tl y del parametro w.,b, que involucra 

a Wo que e!> :a frecuencia natural m.:\s baja del sistema (Placa) por la 

dii:1cnsión ben la dirección y {ver figura J.2.1.J. 
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X y 
B ~ 

35.634429 0.000001 
34.535818 0.000003 
34.024993 0.000005 
33.688521 0.000007 
33. 437207 0.000009 
33.33184'/ 0.000010 
32.2332~0 0.000030 
31. 72<'420 0.000050 
31. 385959 o. 000070 
31.134644 o. 000090 
31. 029286 0.000100 
29.930730 0.000300 
29.419962 o. 000500 
29.083547 0.000700 
28.832289 0.000900 
28. 726956 0.001000 
27.628910 0.003000 
27 .118650 o. 005000 
26. 782751 0.007000 
26.531999 0,009000 
26.426922 0.010000 
25.333967 0.030000 
24.828745 0.050000 
24.497823 0.070000 
24.<:02010 o. 090000 
24.149374 0.100000 

Tabla 4. l. l.15. 
:b.000000 ¡ l.000000 

o. 100000 

O.Ol~0':'.'0 

~ 
0.001000 

o. 000100 

0.0000:0 

0.000001 

20 23 26 30 33 36 
B 

figura 4.1.1.15. 
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Esta ecuadón se ocupó para un rango de amortiguamiento histeró:tico 

que. es : 0.1 !!i 1J !!i 0.000001, y los valores calculados con el modelo 

h!stcrét ico comparados con los obtenidos con la ecuación (4 .1.1. 4.), 

resultan tener un<.l sobre o subestimación mttxima del 101, dicha diferencia 

no es importante en ingcnieria y se acepta. 

Ademtis. cGte nomograr.ia o la ecuación { 4. l. l. 4.) se pueden ocupar 

adcmjs de con amortiguamiento histerético, también para amortiguamiento 

viscoso equivalente, utilizando la ecuación (J.J.17.) la cual relaciona a 

ambos ar.iortiguar:iicntos. 

60 



Capitulo V. 

5, Gonclus.iones. 

De esta te!>is podemos concluir puru corn~nz,"lr, que cote modelo 

histerético (t:odclo con amortiquamie!nto de. lipo h.isti:?rético) presentado, 

con base en lil tcoriil de Wcrner Soedcl. ocupando las funciones 

C:oc:-denadas sigue una ley lineal sobIG un sistemil da ejes 

doble-logaritr.'licos, parn los despla:amicntos tlin<imicos maximos. 

segundo, se concluyó que el dcspla:..:imicnto máximo diniirníco se da 

cuando la fr~CUCJ11cia r.J.tural r..'l::: b~ja '=oincide con la frecuencia de 

excitación (RtSOriJ.NClA.) y no un poi.:o .:inLcs c.:cr:io sucede en el c<iso de la 

referencia [l}, y tercero, rc::oulta que la respuesta es invcr~.'.lrncr.tc 

proporcional al Vf'lor tl'-•l :H1nrti91.:ar.dcnto histerCt.:ico para 'fJ poqueño5, 

como se puede vor en la tabla .; . l. 1 .14,, 

cuarto, L'- principal contribución de c:;ta tesis para el caso del 

r:iodelo histcrCtico es haber construido un no:::ogram.J corao el que se prc5enta 

en la figura 4.1. l. 10., el cu.Jl da una gran agilidad t.m el cálculo del 

desplazilmiento dinámico m.1xir;io para cuo.lqulcr pl oc.J. con esta clase de 

arnortiguarJicnto, y cor.io el cu,11 no se encontró nilda parecido en la 

litcratu1:a consultada,y mucho ~cnos un.:i e ... prwsil.n 1r.<i.ter. • .:ltlcu CG:7.c 11! 

detc~inad.l cr. este trabajo,quc es la ecuación (.;.1.1.4.),y esto se 

realizó p.J.ra el caso de una fJl,'!ca ::;implemente dpoyada, pero esto r.iismo se 

pue.:!<J realizar para ütr11s condicionc>5 ele apoyo (cmpotrada-crnpotrad<i, 

ate.), P·lra los cu.-iles podcr:ios asegui-ar que se prescr.tcJ.rá un 

cor..portamicnto lincnl, q·cJcdando por ampliar toJ<Jvia mlis este tema. 

/,der...is se podr.ian pre;:..;:>.r diferente:; condiciones de carqa: en trabajes 

posteriores se bu~cará tor..ür en cuente. en el mcJelo liisterCtico ctrcs 

aspectos, y as1 poder llegar a un modelo mucho rn3s completo p<lr,1 1 si es 

posible, rcali:.:i.r ensayes f inalmentc en laboratorio, para así hacer una 

comparación ti.:ls real entre el modelo m<ltcr:1iitlco )' un modelo expcrir:icntal. 
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Quinto, a lo largo del dcsarrol lo de la tesis pudimos verificar que 

la respuesta rr.áxirna estática podia determinarse contando con sólo la 

función de carg<i ar-bitraría que se quíerol probar, y la frecuencia natural 

rnás baja, y so calcula con la expresión siguiente 

Lo que , ocupado para el caso de viga!l resulta algo muy importante, 

puea con solo proponer una (unción de carga cualquiera, conociendo la 

frecuencia natural mas baja, 50 podrá determinar la iScono•, y esta 

multiplicada por el factor- de ar.:plificaci6n dinámica para las condiciones 

do apoyo, ya sea sirnple:ncntn apoyada, empotrada-empotrada, o cualquier 

otr.:i condición J1.: apoyu, podr-cmos calcular el desplazamiento r..lximo 

dinámico de la vig<l. 
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Apó.ndicc A. 

Cálculo de la Encrgia Dicipada por 

una Carga, en una PlC)ca 

con Amortiguamiento Histcrótjco (lJ). 

Partiendo de 1.1 toori.l de saede:l, se de.termina que la Energía 

Disipada por un.J placa sirnplemcntt? apoyod~ en suG cuatro bordos, se 

calcula como: 

{l) 

de donde 

(2) 

Derivando la ec. (2) con respecto al tiempo, nos queda 

~ .. A JW e 11wt·~.1 
' . (J) 

Ahora tomando sólo la parte :-eal de la ce. (J) 

(4) 

Además sabiendo que 

r, \ -~~-;:::==============:-~ 
., ' / [ -[ _':'._ 1' ] ' + ~· 
•¡ '" J 

(5) 
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Final10ento suotituyendo (4) y (5) en (1) e integrando nos queda 

16 F w sen (wt - ~.> 

Ed • ----- ----;:=========:;--
u:/ [ 1 -[ ~. r r + ~· 

(6) 

p h m n n2 

La oc. (6) sólo tendr~ vailor para m • l, 3, 5, 7, . ... y n .. 1, 3, s, 
7, .... pues para modos pares la contribución es nula. 

Ya con esta expresión (6) se calcula la energia disipada para el 

caso de dos placas, cuyos datos se presentan a continuación : 

Plbca de b. 16. 5 in, h • O.J75 in 

~ -o. 001 

caso 1 l 

1 

Caso t 2 

a - 52 in a • 26 in 

Realiz.ando el calculo dll la enorgia disipada para los dos casos, se 

obtuvieron los si9uiontos resultados, que son presantados en la siguiente 

tabla lA y ilustrados en la !igura lA. 

-
Caso 1 l Car.o 1 2 

t td t Ed 

O.OOJ490 650757,00 0.0027311 51J46B5.00 
o. 004188 5294597. 00 O. OOJ286 4154161.00 
o. 004886 202)078. 00 O.OOJ8J4 l5B6BC5, 00 
0.005584 -2on 1•?. oo o. oooe1 -15r:cs2:.cc 
o. 006282 .. 52934 24. 00 0.004929 -U5l9l7. 00 
o. 006980 -6543757.00 o. 0054 77 -5134685. 00 
0,007678 -5294595.00 0.006025 -4154160.00 
o. 008J76 -202)082. 00 0.00657) -1586884. 00 
0.009074 2021187. 00 0.007120 1586523. 00 
o. 00977) 529J424.00 0.007GG8 41539)4. 00 
o. 010471 654l757. 00 0.008216 5ll4685.00 

Tabla JA, 

66 



Concluyendose finalmente, que la energ!a disipada para el primer caso 

es =ucho mayor, que la del segundo caso, por lo cual será más dificil 

despla:ar a la placa del caso l que la del caso 2. 

Ed 

7000000 

4200000 

1400000 

-1400000 

-4200000 

-7000000 

0,002 0.004 o.ces 0.00? o.oca 0.010 

tiempo 

Figura lA. 
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