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Capitule I.
1.Introduccion.
1.1. Consideraciones Gencrales.

Un caso particular de gran interds en el andlisis de vibracidn forzada
de mnedios continuos se presenta en el estudio del nodele de placas
rectagulares simplenente apoyadas en sus cuatro bordes, amortiguadas
his;ere’ticamen:e y excitadas por cargas puntuales armonicas, Este estudic
tratard, al ser concluido, de hacer una comparacidn con un trabajo similar

: N . 1
de placas con amertiguamiento viscoso!!

£1 estudie del oamortiguaniento interno (estructural) o histeretice,
nos rencnta al afo de 1784, en el cual dicho amortiguarmiento fue

12

investigado por prinéera ver por C.A. Coulord ‘, quién usando un péndulo
torsicnal, denostrd experimentalmente gquo dicho amcrtiguamiento era
causade por un mecaniswo micro-estructural y no exclusivamente per la
friccién del aire, como se supenia regularmente. Ademds Coulomb dermostro
que el amortiguamiento era una funcién de la amplitud de la vibracidn.

1

En 1960, en el trabajo gue presentan R.D. Johnson'

parten de un modelo con asortiguariento lirsterelics en el cual sec ocupa
una rigidez compleja, aplicandole upa fuerza de excitacliun arménica: pera
1972 Willian T. fhomson''! trabtaja por su parte un modelo  con
amortiguamiento de tipo histerético, con kase on una rigidez conpleja.
Thomsen deruestra ademas la eficacia de este modelo para medir la pérdida
de energia disipada por cicle de un amertiguader y hace una comparacicn
cen un rodelo con anartiguamiento viscoso,

Fustelicrmente, otree anteres gue tratan sobie vibracien forzada,

escuetarente mencionan en sus libros al asortiguacmicnte histerético, come
es el caso de Ray W. Clough y Joseph Penzien’™ .

En 19580, AW, leissa y FK.M¥. xyerl“aplican el amortiguamliento
histeretico para ¢l wase de zascarones, usando ahora no una rigidez, sine

un Médulo de reung Complejo, donde se incluyd el Factor de peérdidas {n).



En 1981, Werner Scedel'?’

anortiguaniento histerético, aplicado a sistemas centinuos, y en donde
también se ocupa un Hodulo Cemple jo, E'= E{ 1 + 11 ), el cual se considera
una muy buena aproximacicn al caso real de este amcrtiguamiento.

trata un modelo de expansién nedal para el

En dicho trabajo se planteé un modelo, 2l cual ,sc¢lo guedd establecido

tedricamente, sin llegar a ningun resultado practico.
1.2, Objetivos.

Se desarrollard de mancra sencilla un modelo matématiceo gue represente
una placa amortiguada histeréticamente, y excitada por una carga puntual
arménica. La vespuesta dinamica se determinard wtilizando el enfegue
cldsico de apalisis por expansidén modal, ocupande funciones ceordenadas.
£l objetivo principal es determinar uma Ley General para la respuesta

dindniica de una placa simplemente apoyada, bajo las condiciones antes
mencionadas, A partir Je esto se pretende hacer una comparacién con un
caso similar de wvisracion {orsada  de placas  rectangulares  con
amortiguamiento viscos

1.3, Conceptos.
Placa”’. Es ura lamina de material eldstico en dos dinensiones, la cual
se halla en un planc. lLas placas tienen rigldez a la flexidén D,
que es

En’

D=

12(1 - )
la cual es el resultado de su espesor b y de la eclasticidad del
material de la placa £ y v. burante la vibracidén transversal,
las placas se deforran inicialmente por flexion perpendicular a

su prople plano. Ejemplos comunes de placas son las ventanas,

—

oS muros, las tarjetas de corputadora,etc.

Grados de libertad''!. £s el nirero de cosrdenadas independientes qua se
requjcren para describir el movimiento o configuracién de un
sistema. La configuracien se define como la  2ocalizacidn
geométrica rde todas las masas del sistema.



tr}

Vibraciones ™. Loe rovimientos que se presentan en un sistema eldsticoe

por la presoncia de fuerzas excitadoras,

Periodo T'". AL tiempo T se le nombra perfodo de la vibracidn, el cual se
define también como

2R
T =

Donde w es la frecuencia excitadora.

Vibraelén libre''l. se proeduce cuando un sistema escila bajo la accién de
: fuerzas de inercia y eldsticas que son inherentes al mismo Y
cvando las fuerzas externamente aplicadas son inexistentes, lLas
vibraciones libres describen el comportamiente natural de 1los

nedos de vibracion de un sistema.

vibracien forzada™'. ts 1a vibracien producida por- la excitacion
cuando la excitacien

provocada por fuerzas externas al siste
es oscilatoria, el sistema es obligads a vibrar a la f{recuencia
de excltacion.
Resonancia''. Ocurre cuande la frecuencia de excitacién coincide con
alguna frecuencia natural, produciéndose oscilaciones
peligrosamente grandes. Para un sistema no armortiguado se
increnmentaran sin limite, pero para uno arortiguado, la entrada

de enerqgla se disipa ¢l amortiguador: por lo tante, la
amplitud de la vibracidn en resonancia para  sistemas con
anortigueriento es finjta y esta deterninada por la magnitud del

anortiguariento en el sistenma.

Frecuencia natural'®’, Llanada tambien Eigenvalor; Son las frecuencias a
Jas cuales una estructura elastica lineal tiende a vibrar en sus
modos naturales. Una estructura puede tepvt wuchas frecuencias
noturales. La oo laja de estas es 1llamada la frecu@ncia natural
furiiamental., Cada frecuepcia natural esta asociada con una forma
rodal de deformacidn. La frecuencia natural puede ser definida

en términos de ciclos por segundo (hertz) o en radianes por



Elementos

sequnio {rad/seq).

de un sistema vibratorio'™. 1Los elementos’ de -un sistema
vibraterico son idealizados por medio de una masa m, una rigidez
X {constante de un resorte), el amortiquamiento M y finalmente
con una fuerza de excitacidn F(t), que es la gue proporciona la
energia que entra al slstema.

y &1

Amcrtiguamicntc“ . Caracteristicas del amortiguamiento. Todos los

Anortiguamiento nisteretico'’

Moédulo de

sistenas estructurales dindmicos tienen amortiquamiente en algun
grado. El amortiguamiento serd de gran impertancia si existe un
estado continuo de vibracien., De hecho, sl se proporeiona
suficiente amortiguamienta, la vibracion se elimina
completamante. El awortiguamiento sSe presenta  de

ersas
formas: Pérdida de cnergia asoclada con deslizariento de
conexicnes estructurales entre miembres o entre la estructura y
los sciortes, on algunos casocs el amortiguaniento puede deberse
a la resistencia al novimiento preoducido por el zire u otros
fluldos alrededor de la estructura. El efecto de &

-tiguamiento
as de oposicion al movimiento producideo per la fuerza y por lo
tanto, la amplitud de la respuesta decrece,

. rara propdsitos del anilisis realizado, el

amortiguamiento estructural se supone de histerético; es

decir, la fucrza de arcrtiguaniente es opos e {nversamente

proporcional con la frecucncia de excitacizn w, la cual se
denota como sigue

h
Fuerza de amortiguamiento = « ——— ¥
(A}
donde x es la velocidad de la masa, h es el ceeficiente de

amortiguamiento histerético constante, Y w €5 la frecuencia de
excitacién de la fuerza, Ll signo (-} indica gue ia fueria es
clerpre opucstz a la direccisn del movimiento.

Elasticidad'. 1lazado rodulo de Young; es la relacién del
canbio de esfuerzos nornales entre las deformacionzs dadas para

un naterial. El médulo de elasticidad tiene unidades de presion.



Para'algunos'materiaies, con limites de elasticidad lineal, e}
médulo es independiente del signo de los esfuerzos aplicados.

Funcidn Coordepada. Es la represcntacidn de las [ormas modales o wodos de
vibrar de wn sistema dado. cuya caracteristica principal para
este nmodels es la ortogonalidad entre las funciones coordenadas,
que representan los eigenvectores.



Capitulo 11.
2.Revisicén Literaria.

£l estudic de vibracién forzada en medios continuos tomands en cuenta
el ‘amortiguamiento estructural (o amortiguamientc histerético mejor
conocide), es &2 importancia practica en la ingenieria civil, ya que todos
los materiales tienen en cierto grado una cantidad de amortiguamiente.

Como se menciond el estudio de este tipo de amortiguamiento se remonta
al afc da 17B4, del cual se realizd una amplia investigacidn. Sin embarge
en’ 196G  Bishop y Johnson trataron este tipo de amortiguamiento
histerético, introduciendolo en nodelecs de vibracidn [orzadam, que sdlo
proporcionaban  informacién cualitativa a cerca de los efectos del
amortiguaniento.

Las ecuaclones de movimiente para este modelo propuesto por Bishop y
Johnson tambien siguen una ey lineal y ademds consideran los diferentes
movimientas que pueden ccurrir simultdneamente durante la interaccidn de
los modos y por supuesio consideraren una excitacién arménica, sabliendo asi
de antemano gue la respuesta sera armdnica.

Comienzan su  estudio realizande wuna comparacion entre los
amortiguamientos viscoso e histerético, ocupando para ello un pmodelo de un
grade de libertad.

Para el caso viscoso se tlens una fuerza §, la cual se denota asi (ver
figura 2.31.{a) J

Jeskx+bx (2.1.)
Donde k es la constante del resorte y b es el coeficiente de
smortiguamiento de tipe viscoso. La extensién del resorte tendra una

variacidn como sigue

X = R sen wt (2.2.}



Entohces la fuerza f resulta
= X'R sen wt + b R u cos wt (2.3.)

Estas expresiones de x y | respectivamente estan en funclon del tienpr
t el cual puede. ser eliminade, quedando :f como funcidén de ¥, como sigue

f=kxXxtbwv { - x"} {2.4.)

De donde al graficar la expresioén (2.4.) nos resulta la figura 2,2
que nos representa un Yazo cerrado, el cual tiespe una <distorsidn, y de la
cual podemes medir la energia disipada por =1 armortiguader viseoso, con la
sigulente expresidn

an
£=!tdx=[“ KRsenwt + b R wceos utf R w cos ut At (2.5.3
o

La integral nos.da

(2.6.)

De la expresidn podemos ver que la energia dispada por el amortiguader
en un cicle, Zepende directamenta de la frecuencia de excitacioen, y cuye
valor tiende a cero cuande la frecuencia asi lo hace, lo gque reosulta cer
algo falso, porgque si hay una pérdida de energia por ciclo en ¢l
resorte, debida a la imperfeccidn elédstica del rmaterial, cen lo cual se ve

que debe haber una ligera independencia con la frecuencia.

Fara conseguir un rodelo en el que si se presente independencia con la
frecuencia, so da un coeficiente de amertiguamiento que es inversamente
propercional 3 la frecu.ncla w, esto igual a -hx/w , donde h es una

constante.
£l ameortiguamiento gque presenta estas caracteristicas es el llarado

amortiguador histeréticc, el cual se ilustra en la figura 2.1.{k). Ahova

ia encrgia dicipade por el amortiguader en un cilcio se da por




=h R (2.7.) ¢

De esta expresidn se puede observar la ipdependencla total de 1la
frecuencia, para esta modelo con. amortiguamiento histerético.

Para este .segundo caso, se’ toma un comportamiento arménice, y . de 1la
ralacion fuerza-desplazamiento, se introduce la rigidez compleja como sigue

Ko koa bl o f o (2.8.)
que va .a representar ﬁn sistema amortiguado histeréticamente, dande
una fuerza
o= Koyl ) ) . (2.9.)
en donde
: T=(k+ ) x (2.10.)
introducidndo al térnino adimensional u = h/k,  que 'es. una nmedida
adimensional del amortiguamiento histeretico nos queda .
f =Kk (1+ ) x . (2.11.)

Para este caso y como un siguiente paso se elimind la accidn del
resorte, con lo cual resulta una curva de [ contra x como la ilustrada en
la figura 2.3., gue es una elipse cuya ecuacidn es

]2
Ml (2.12.)
R

R

De la cual la crergia disipada por el amortiguador serd E = h Ron que
es como el de la ecuacidn (2.7.), pere la diferencia es que ahora la
figura no tienc su eje inelinads, lo cual es debido a la distorsion de
cortante provocade por el resorte,



Con un procedimiento sndloge al del primer casc,. obtenemos una
expresion de la fuerza f en funcién de x, e¢liminando al tiempo ¢

;nkx:n\/(a’;xzy (2.12.)

la cual se ilustra en la figura 2.4., que es similar a la .2.2.. Por
estas razcnes para calcular la energia disipada cebida a la imperfeccién
elistica, es mejor emplear un modelo histerético.

Tormando 1o antericr como base de la teoria de awmortiguamiento
histerético, se parte de un modelo de un grado de libertad, como el de la
figura 2.5., del cual la ecuacion que gobierna el desplazamiehta % da la

masa "M¥ es

T2y

La solucién a esta ecuacidn, considerando un movimento arménico -simple

es
x = %ot (2.15.)
o
X = aF ¥t (2.16.)
Lo que nos conduce a
[-nu’ + [xun}] X ™t = et T 207
i
be esta ecuacion (2.17.) se cbtiene la recaptancia':‘a que 6§
X - N k T Ui .
a = -1 {2.18.)
(x-#rw® s 0t (k~u0 )2en



De donde el dngulo de fase 3 esta dado por

h

Tan 7 = (2.19.)

ko~ M
La expresién (2.18) se ilustra en la figura 2.6. para el caso
particular de un sistema de masa unitaria, una rigidez de 8 y valores de
de y de 0.02, 0.2, y 0.6, en donde a) y b) ilustran la parte real y la
imaginaria contra w, en c) se muestra la parte real e imaginaria en un
diagrama de Argand y finalmente en d) se muestra de manera tridimensional.

Introduciendo a la expresién (2.16.) un factor de applificacion

adinensional "n" lo que resulta conveniente, y queda

F

X =0 |—| Wt (2.20.)
K

donde

n = (z:21.)

adends de la ecuacion (2.19.}, la cual se reescribe asi

Tan n = —————— (2.22.)

De la ec.{2.21.) se ve que n da la resonancia cuando w /u1 es igual 1

N 1
Y #4 es igual a cero,y de la ec.{2.22.) n tiende al valor de Tan  u cuando
w / ©, tiende a cero, a diferencia del caso viscoso que cuando w / A

tiende a cero el valcr de 3 tiende también a cero.

Con lo anterior se defing el factor Q como un nGltiplo de la relacion



de .la enezgia almacenada en resonancia con - la energia disxpada en un
c;clo, esto es i

x 1

Q™ e m o T{2.234)
h B

Tomando como base este factor de amplificacidn en resonancxa, se
define la amplitud de resonancia Rres asi

. .
Rres = Q — . o {2.244)
Kk

Rhora, introduciendo en la ecuacidn (2.19.) el factor Q nos queda

o?
Cot = Q 1-— {2.25.}

Tenlendo esta teoria desarrollada para aportiguamiento histerético
perc para un modelo de un grado de libertad, Bishop y Johnson elaboraron
un nomegrama (ver figura 2.7.) gque demostraba la proporcionilidad {nversa
de la respuesta con el amortiguamiento histerétice.

Posteriormente por 1975 Penzien y Clough'®', nes habian del
amortiguamiente histereético de manera muy reducida, de que el wedelo con

|4

mortiguamiento histerdtico es una manera wmuy buena para medir la energia
disipada en un cicle de carya para un sistena de un grade de libertad. Sus
resultados experimentales demestraban que ¢l medelo con amortiguamiento
histerético presentaba independencia con respecte a la frecuencia, con lo
cual realizd upa comparacion entre un nmodeio con amortiguamiento
viscoso y otro con armcriiqguamiento histereético, Para el primero encontro
und relacion de amertiguariento viscoso que es

<

g = (2.26.)

C
<

de la cual se veia la dependencia con la frecucncia. y para el segunde
caso, del amcrtiguamiento histerético estaba definido come una fuerza de

11



amorciéuamiénto en - términos de la  velocidad pero proporcianﬁl a- les
desplazanientos, la cual es

v
A R (2.27.)
v
de donde { es el coeficiente de amortiguamiento histerétice, ¢l cual
define las fuerzas de amortiguamiento como una fracclon elastica de la
fuerza de rigidez, adends e nota su independencia con la frecuencia.

Por el adoc de 1960 en un articulo claborade per A.W. Leissa y K.M.
te1

Tyer se presenta un modelo de vibracién [orzada tomando upn amortiguanmiento
de tipo estructural (histerctico), aplicado a cascarones, &n el cual ellos

3 T . . . .
introducen en las ecuaciones de wovimiento un médule complejo E =(1+i7),

——
en donde 1 = vV -1 Yy es 1 el llamdo factor de pérdidas.

Ocupan un rango de valores para el factor de pérdidas gue va de 0,001 a
0.1, gue cubren a varios tipos de raterlales, como el acero, aluminio,
ectc,

Dentro de los resultados arrejados por este trabajo, esta el que en
los espectros de respuesta presentados, los picos se presentaban para las
frecuencias de resonancia, y el mds alto se daba cuando <cincidia con la
frecuencia natural mas baja del sistema, y de sus resulitades se nota gue
1a respuesta tenia una propurcionalidad inversa al valer del factor de
pérdidas.

Finalmente en el trabajo presentado en 198} pcr Werner Soedel en el
cual se emplea un nodelo llamado de representacién espectral o expansién
modal come ¢ mejor <conocido, diche autor parte del hecho de conocer leos
eigenvalores (frecuenclas naturales), con lo que se llega a una solucidn

Cas) exacta.

Soedel emplea su rodelo para el caso de amortiguamiento histerético,
primere partiende de un espécimen sometido a tensiodn ciclica, obtenienda
con ello un lazo histereético, en el que si dividimos la fuerza entre la



seccion transversal del espécimen y el desplazamiento por la longitud del
espécimen, se obtiene una grafica de esfuerzo-deforracién de forma
eliptica, de la cual el drea nos representa la energia disipada por ciclo
Y volumen.

Esta forma inicial no fue muy aceptada, perc fue la base, para aplicar
el médulo complejo E = E (1 + 1m) a las ecuaciones de movimiento del
modelo presentado en esta tesis, en la que la respuesta transitoria no
serd considerada pues tenenmos <l caso de una fwerza excitadors arménica,
para la cual la respuesta establecida es mas importante.
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Capituleo III.
3.rodelo Matemdtico.

En este capitulo se presenta el uétodo de operadores con expansidn
modal aplicado a la vibracién forzada de placas y cn general de mecios
continues, El métcdo se simplifica rmanejando zlyunas expresiones del
Analisis de Fourier para lo cual se supone gue existen las llapadas Series
de Fourier Generalizadas con cualguier condicién de frentera. Con base en
este método se obtiene un modelo natemdtico gue representa entre otros
problermas, al de una placa sirplemente apoyada en sus bordes, amortiguada
histerdilicamente y excitada por una carga puntual arménica, Una wvez
planteado y resuelto diche problema, nes enfocarenes a determinar la ley
que gobierna el problema de placas , para verificar gue sea una serie de

: H

. i1
ivalente.

rectns como en el caso del

rtiguazients

3.1 Vibracion Forzada en Medics Continuos.

Reviste gran interés para la ingenieria el cstudio de la vibracidn
forzada en medies contihuos! conociende los elgenvalores y los
eigenvectores s posible obtener la solucién a problemas de vibracien
foriada en tdérminos de dichos clementes. Este enfoque es conocide como
representacion espectral o expansidn modal y data del trabajo de Berneculli
en 1747 que fué probade por L, Euler en 1753

Las fuerzas se suponen independientes del movimiento dei medio
centinue y es por lo tanto aplicable a sisteras conservativos, esta
representa ura aprcximacion aceptable para la gran mayoria de los cases de

vibracidn de medios continucs en ingenleria.
3.1.1. El Factor de Participacién MHodal.
Una fuerza excitard varioa de los medos naturales de un sistena
continue en diferentes cantidades., La magnitud de participacion de cada
modo en la respuesta dindmica total es definida por el factor de

participacién modal. Este factor puede resultar nulo para cilertos modos y
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puede llegar a ser grande para otros, dependiendo de a raturaleza de la
excitacien.

En ‘un sentido matemdtico, los modos naturales del sistema continuo
representan vectores y de manera mids general funciones ortogonales o al
nenos, linealmente independientes que satisfacen las condiciones de
frontera de un sistema: este espacio funcienal puede ser uzado para
representar la respuesta de la estructura., En les casos de sistermas con
un numero finito de grades de 1libertad, el espacio funcional es de
dimensidn finita y el nurmero de vectores o modos naturales es igual al
ninrero de qrados de libertad. Para sistemas continues, tales como placas,
el namero de grades de libertad es infinito. Esto significa que para el
problema  da eguilibrio de sisteras continuos, tridimensionales, la
solucidin general para los desplazarientos serd ura serie infinita de la
forna siguiente

w
ulm,,az,n):-}:ln.(n) v, ta,w) (3.1.1.1.)
en donde t = 1,2,3. Las variables U‘_ son las componentes Lodales
naturales en las tres direcciones principales. Los {actores de

participacion wmodal n, son desconocidos y se determinaran de la manera
siguiente.

Las ecuaciones de movimiento son de la forma que sigue, para el caso
de amortiguamiento histerético con carga puntual arménica 3

i1 + m)LI(ul,uz,u]) - .ahu‘ = - q: e)u.‘. {3.1.1.2.)

La ec.{3.1.1.2.) representa el nmodelo histerético, gue es sdio la
ecuacién de movimiento, a la cual se le introduce e} mddulo complejo.

En donde Ll(u‘,uz,ua) representa los diversos operadores
diferenciaies, E{(1 + 1n) es el médulo complejo y sustituye al médulo de
voung E, de aht n sin subindice es el liamade fouler de pérdidasg
histerdtico, ¢l cual se censiderara igual en las tres dirocciones
principales: 1o gue no es necesariamenta cierto. Debido a que los valores
de amortiguamiento son dificiles de obtener tedricamente y en vista de que
se tendra un mayor valor cualitativo gue cuantitativo, (ad

5 de que
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ofrece ventajas en el cdleulo) se decidié adopizrle como . uniforme, sin
epmbargo este anortiguamiento en particular, seqx‘m' Soede]l.z,l.iené upa |
variacién tanto con la frecuencia come con. la . amplitud de las
deformaciones. : o :

El término general de fuerza de 1a ec.(:\.l.lf.!.) estda . ahora
restringido a excitacisn arménica, con q" representanda la distribucisn
de la carga de presisn.

Ahora, sustituyendo la ec.{3.,1.1.1.) en la ec.(3.1.1.2.) @a

L m o

wt (3.1.1.1.)

n,U“.Uh)-phnkU“) A - q| e
Del andlisis de valores caracteristicos, donde n = 0y q, =D, S8

cbtiene la identidad

LW, U0 = - phe U (371.2.4.)

Al sustituir la ec.(3.1.1.4.) en la ec.(3.1,1.,2.) c.btenemos'

«

= 2 v gt
L tena, ¢ pntn s me] ny,, = g e

(3.1.1.5.}

hprovechando la ortogonalidad de los medos naturales U,_, procederos
a multiplicar ambos micmbros de la ec.[3.1.1.5.} por un modo U‘p, cono en
un andlisis de Fourier, donde p puede ser igual a k o diferente y se

obtiene

. 2
i;(ohn. + ph(1 + mu) m U, U

jINIA

b =G UE (3.1.1.6.)

La cual en forma expandida se puede escribir como se nuestra a
continuacion -

-
. . R
Z(p»n_ + ph{l + m)u: nW, U= U”gw (301:03.72)

v
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k;[phn‘ * Ph(l * m)u: 0, U e

.
2 "% Uye {(3.1.1.8.)

. 2 e
kz‘[phnl + phQd + mul U U

I \:1:1:l UJ,F (3.1.1.9.)

Sumando las ecuaciones (3.1.1.7.) a (3.1.1.9.) e integrando sobre la
superficie gdel medio continuo y a lo largo de las cooardenadas o, Y a,, nhos
quedard la siguiente expresion :

- . 2 %
Y tenn, + phiiemye) ",1( J WU | UL L 4 UL A A da S e
AT jaz Jm

. . .
=L‘ L‘ [ql u1D +q, uh + a, UJp}F\‘Azch‘dtxz {3.1.1.10,}
PR

Utilizande 1las ecuacjones de ortogonalidad, definidas por la
siguientes ecuaciones'?:

L‘J {U“_U ‘PﬂluU:p* UJlu]p]AIhzdald“ZS akpu_ (3.1.1.11.)
2 al
en donde
1sip=k
5 . (3.1.1.12.)
(1]
0sip=k

Ccon esto es posible suprimir la sumatoria ya gque todos los érrinos
se eliminan, exceptuando los términos en los cuales p=k, con lo cual la
expresién queda reducida a lo siguiente :



Jwt”

- 2 .' y
mt (bt m ow o =T e (3.1.1.13.)

de donde
. 1 . . i ' L
Fk=_p_fr_u': Ja J‘u [ql U"l + q2 Uz: + qJ I.»anlilkzdu‘drarz (3.1.1.14.) _
EA! : AR
Y
2 2 2 )
uo- e U, U+ U, A A da da, . (3.1.1.15,)

EMa |

De este modo, si tomamos K términos de las series de expansion modal

como  apro n a un nimero infinito, se tendra la solucidn de 1la

ecuacion, < riendo el factor de participacién modal para k funciones de

participaciin. Las funciones de fuerza q'l,q:, y q; han side dadas y las

componentes mnodales Uyl ¥ Uy, Y las frecuencias naturales w, tienen

que ser conocidas, Ademas la densidad de masa por unidad de superficie
del sistena continuo ph es obviamente conocida también y el factor de

pérdidas n dsbe ser dado o estimado.

3.1.2. Condiciones Iniciales

Para obtener la solucidn conpleta de la ec.(3.1.1.13.), se reguiesren
dos condiciones iniciales para cada factor de participacien modal. Estas
son el desplazamiente inicial wu (a,a,9) y la velocidad inicial
L}l(a‘,az,O), que se deben especifica.r ;.Jar:.\ toudcs log puntos del sistera
continue, En gran dantidad de cases practicos las condiciones iniciales
son cero, excepto para los problemas en donde ocurren cambios periddicos
de condiciones de frontera.

Cuando se requiere determinar la solucion establecida, por ser ésta

de mayor importancia gue la transitoria, las condiciones iniciales se
pucden tomar iguales a cero.
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la ec.(3.1.1.1.), puede escribirse asi, para las condiciones de
frontera

o

ul(al,ua,ol:zlnt(()) U, (o0, (.1.2.1.)
o

L}!(ﬂl,az.O)‘:Zlﬁ.(O) U, (e ,a) i {3.1.2.2.)

Estas ecuacjones scn resueltas para 11.(0) Y 1'1‘(0), y.para el instante.
t=0. Multiplicando la ec.{3.1.2.1.) por ulp(a‘,uz), donde p=k o  p=k, se
obtiane s

-
u o, 00 -kzlnxw) v.U, (3.1.2.3.)

En forma expandida, para i=1,2 y 3, da

u e, e, 000, “.Zl'n‘(o) Ui (3-1.2.4)

u a0, 00U, =.};,n_(0) U, (3.1.2.5.)

u (@@, 00, =.Z;"‘(Q) v (3.1.2.6.)

Sumando estas ecuaciones e lIntegrando sobre la superficie del sistema
continuc, da

Ja Ja [Ul(al,al,O)UlP+uz(a,,uz,o)Uzr+u](a|,n2,O)UEP]AIAZda‘du;
gt

-
Z"a“” j J (U U, U, U, + 6.0 1A de e (3.1.2.7.)
kal ﬂe ﬂl
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Aplicando las condiciones de ortogonalidad de 1la ec.{3.1.1.11.),
eliminamos la sumatoria del lado derechc de la ecuacidén que es cerv para.
un p excepto cuando p=k. Entonces se obtiene :

1
n,(0) = 'T{: Ju J’a [u‘(a‘,ug,c)uniuz(u‘,az,O)Uz‘»
2%

+ Uj(ﬂl.dz.O)Uh)z\‘kadalda: (3.1.2.8.)

de donde H esta dada por la ec.(3.1.1.15.}.
De forma semejante, se resuelve la ec.(3.1.2.2.} 'para la sequnda
condicién inicial, y da :

. 1 . .
% {0) = — I I {u (e, a,,0)U +u (o, ,a,,0)U,+
x Jaja

P ¥

+ l'JJ(n‘,uz,O)Un)Alhzdu‘dai (3.1.2.9.}

3.1.3.50lucién de la Ecuacion del Factor de Participacién Medal.

La ecuacidn del factor de participacion model es la ecuacion de un
oscilador simple. hsi, podemos interpretar la vibracion forzada <del
sistema continuo considerando a éste como corpuesto de oscilaciones
sizples, dondc cada escilador consiste en el sistema continuo restringide
a vibrar en uno de sus modos naturales. Todas estss ccoilaciones
responden simultdneamente y ia vibracién total del sistem2 centinve, es
simplemente el resultado de la adicién (superposicién} de todas 1la
vibraciones Individuales.

3.1.3.1.Respuesta Arménica Establecida.
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Un caso muy importante de tipo practico ocurre cuando ia carga sobre
el sistema continuo veria armonicamente con el tiempo y cuando la
generacisn de vibraciones transitorias no es de interés, debido a que se
elininan rapidanente.

Para dar la solucion podriamos utilizar la integral de convolucion,
pero para este caso serd solo requerida la ec.{3.1.1.13.}, para la cual la
respuesta estacionaria serd de gran interés, y la respuesta tanto,como la
carga, seran armdnicas, pero el movimiento estara retrasado un angulo ‘,ﬁk,
denominada angulo de fase, por lo tanto resultard que

n= n_e’(““°-’ (3.1,3.1.1.)

Sustituyendo en la ec.(3.1.1.13.) nos da

Ae "= —_— (3.1.3.1.2.)
(Un - )-l»J'm..:h

La magnitud de la respuesta A, es, por lo tante

F .
A = L (3.1.3.1.3.)

[} 2
YV e tusw)e of

El &ngulo de fase es

¢ = tant (3.1.3.1.4.)

. T

»n

J.1,4.Sistemas Continuos.
3.1.4.1. Vibracion Forzada en Placas.
I.}En el gasc especial de una placa, el problema esta representado por
las ecs. (3,1.3.1,3.) y (3.1,3.1.4.) pero F. se simplificard para el caso
«

de placas con movimiento transverzal dominante como sigque :
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< .
P —ph T, L L q, U,AAde da, _ {(3i1.401.10)
2 1

en donde

2
No= I J U]lhlhidulda2 (3.2.4.1.2.)
a e,

II,)Ta solucién para una placa con cargas contenidas en su plano,
involucrara la siguiente funcién F:, de acuerdo a la nomenclatura de. la
figura 3.1.4.1.1, gue a centinuacién se muestra :

figura 3.1.4.1.1.
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. 1 . o - -
Py N }’u L{ 9, v, *1q, Uh]h‘hzda‘dcz
i . Cl

el = Eorr 7. : -
L% —EE—N::L L 4 P * B UaulA,Byde, e,
& . h

an dende

2 2
X = }' J’ (U, + U, )36 da da
ul fl‘

IV.}Para aproximaciones @ un cascareén y placas,
transversales son dominantes, 1las ecs.(3.1.4.1.1.)

(3.1.4.1.3.)

(3.1.4,1.4;)

: li:q obtenenos igualmente: F; como sigue

(3.1:4,1.54)

(3.1.4.1.6.)

cuando 1os modes
Y 3.1.4.1.2.) se

aplican. Esta resulta ser una buena aproximacién va que |Un|>>>}U“|,

[Uail para modos con movimiento transversal dominante.
3.1.4.2. Vibracion Forzada en Vigas.

Par4d la vibracion transverssl de una viga

1 .
Fn = oh H.l ,L L{ 9 U“}‘\Azduldzxz
2’y

en donde

28
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: V - .
T L L Uaehy 0% de, : (3.1.4.2.2.;

3.2, Vibraciones ULibres en Placas,

3.2.1. Cdlcule de Frecuencias Naturales y Funciones Coordenadas en
Placas.

A partir de las ecuaciones operacionales de movimiento se obtiene 1la

ecuacidn de vibraciones libres para placas.

Se tomardn sélo fuerzas de inercia transversales, pues se supone gue
el desplazamiento transversal cs el dominante en el sistema. Se puede
demostrar gque para un amortiguamiento y fuerzas externas nulas las

ecuaciones de movimiento se reduvcen a la sigulente expresion :

2 ph 8 u
Ut e =l ap (3.2.1.1.}%
* b at®

de donde u es la deflexidn transversal o perpendicular 2l plano de

la placa.
Para una placa simplenente apoyada u;"”c(”x'“;'o) 1’
éux/é:-VQ(a’,az,O),siendo u, y Ve las condicicnes iniciales de

desplazaniento y velocidad, Por otro lado, de la ecuacidn (3.2.1.1.), se
puede demostrar gue las frecuencias naturales de oscilacién de placa estan

dadas por ¢

w e, = ,,2[(__:“]24[_%.}2] / _-EF;—- (3.2.1.2.)

en donde
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o

-~ Es la frecyencia patural de) sistema en el modo (m,n),

-~ Lag dimensiones de la placa Figura 3.2.1. .

-~ los pimeros modales a lo largo de los dominios de lopgitudia 'y
b .Figura 3,2.2. 7

-~ ¥£5 la rigidez a 1la flexién para una placa sini;ilemente
apoyada. s :

~=- Densidad del material de 1la placa por unidad de volumen.

~- Espasor de la placa.

> v
PLACA RECTANGULLR
SIMPLEMENTE ALPOYASA

figura 3.2.1.

/

k-3

0
=3

3
‘-'.ll

[*)

CONFIGURACION MODAL

figura 3.2.2.
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V.G.Rekarch investigé las oscilaciones propias - de- wna- placa
rectangular, con sus cuatro lades artic:ilades, figura 3.2.3,. La funcién

.

coordenada que satisface dichas condiciones de frontera es : .

U = sen "M% | gen &M%, (3.2.1.3,)
e “a v

Cuya formpa general es :

¢(“1'“a) = A sen Bal sen Ca2 £3.2.1.4.)

nn nn

LA

en donde B =

SISTEMA DE
CARGA

PLACA SIMPLEMENTE

APOYADA

figura 3.2.2.
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3.3.amortiguamiento Histerético.

El armortiguamiento estructural es caractericade por el hecho de que
£i %epemss un especimen sonetido a pruebas ciclicas en tensién y en

mpresion, cbtenemos un lazo histerético cocmo el mostrado eh ia figura
3.3.1., en la cual el dzea sombreada del lato es la encrgia total disipada
por ciclo. Si ahora dividimos la fuerza por la seccidn transversal del
espécimen y el desplazamiento por la longitud del espécimen, llegamos a

una grafica de esfuerzo-deformacién de este {enomeno en la forma indicada

en la figura 3.3.1.. El 4rea es ahora iyual a la energia disipada por
cicle y por unidad de volumen.

F

N

ut

£ —)h

o,

~
F = Fo Sen ut

Y
Q

~
™

27N
%

figura 3.3.1.
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Desafortunadanente, este camine no es totalmente aceptado, sin
embarge es una huena aproxinacién por medio de la aplicacion del llamade
nadulo complejo que es igual a E(lem).

Para comenzar tenemes, de la ley de HOOK, lo siguiente
6 = Ef (3.3.1.)

hhora para un movimiento arménico
g =a sen wt (3.3.2,)
nax N

en donde

y de la cual obtenemos

sen wt (3.3.3.)

Ahora graficando o como una funcién € dada, como era de esperarse
resulta una recta, y cuando la linca describe una elipse que adquiere
applitud como una resemblanza a un lazo histerético, remplazamos ¢l valor
E por E{14)n) llamado mddulo complejo, donde m es el denominado factor de
pérdidas histerético. Ahora sustituimos el nmédulo complejo en 1la
ec.(3.3.3.), obteniendose

o
c e mox 3.4,
€ ___—_E(l*m) sen wt (3.3.4.)
multiplicando por su conjugado
g
- nax (1-im)
H 2570 Bt ST
0_. ‘
G = —;’—2— sen wt (1-)m)
E(1+77)

Teniendo gue (1+7°) = v 1477 v 147°
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. - _
£ = =tx  gap e ARTIM_ (3.3.5.)°

¢ = tan™' 7 ) 7 = tan.¢

De la figura 3.3.2. tenemos 3

figura 3.3.2.

n 3
SN ¢ B e cos ¢ =

VRS Tt

Sustituyéndolas en la ec.{3.3.5.)

(cos ¢ - j sen ¢) sen wt

de donde, para valeor n mie son pequepas,; tenemos que

L] y por lo tanto v 140t w1

Finalmente obtencmes que
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€ = —E‘—‘— sen (uwt-n) (3.3.6.)

Graficando ¢ como funcién de & en la figura 3.3.3. da una elipse. con
semiejes dados por las siguientes expresijones :

[
i
T !
fmor g }
t
|
i
Wb omay ~i
figura 3.3.3.
oax
A s w (3-3.7.)
-8
b= 2% 7 cos a (3.3.8.}

Entonces el area de la elipse es la energia disipada por cicle y por
unidad de volumen y nos da
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E =g mengg’ n (3.3.9.)

hhora la energia total disipada por ciclo en el espécimen es @

, .
E, LbhnEG 7 (3.3.10:)

Por lo cual la energia maxima de deformacién en el eséécimen de
prueba sera :

y =-bkBh o e LBh g2 (3.3.12.)
max 2 Rax O max 2 mox
encontramos gue
E
1 T
LI S (3.3.12.)

»ax

lo que significa que 2nn define la relacién de la energia disipada

por ciclo a la energia de deformacidn de la médxima amplitud. De este modo,
en el caso de un cascardén, podemos argumentar que

E =2t U, (3.3.13.)

Donde U__" s la energia de deformacién del cascaron en la amplitud
mixima. La energfa disipada por ciclo y por unidad de superficie es
entonces

_ amy
£, - 200y (3.3.14.)

4 nax

En donde A es e} area de la superficie de referencia del cascaron,
placa o viga. De ests moda, el coaficicite de amortiguamlento viscoso
equivalente A es

2 U
XL

A

- {3.2.15.)
2 2 2
(4 J J.‘(U' + u2 + u]) da
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Utilizando el métedo de Rayleigh, en la referencia [1] se establecid
que
2 U
wax

e (3.3.16.)
. ph J j W2 sul+u? ar
A

De lo cual podemos establecer una relacién directa entre el
coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente y el amortiguamiento
histeretico, como sigue

ph A
A et (3.3.17.)
o
w
- Y (3.3.18.)
ph W
En donde w : Es la frecuencia de excitaclon.

w1 Es la frecuencia natural del sistema.

Esta expresién siempre es vialida cuando se obtiene la maxima amplitud
del sistema y cuando forzamos éste a un movimiento arménice, sabiendo de
antemano que W no es constante con la frecuencia, como ya se habfa
mencionado anteriormente.

3.4 Analisis Dinamico de una Placa Amortiguada Histeréticamente y
Excitdda por una Carga Puntual Armdnica.

la respuesta del sistema se calculara por medio de la deflexion
mixima de la placa considerando un modelo con amertiguamiento del tipo
histerético. Para este caso se tienc una placa simplemente apoyada sujeta
a una carga puntual de 1000 Lbs. y de varjascién arménica en el tiempo
colocada al centro de la placa y considerando un amortiguamiento
denominade nisterético o estructural.
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Se puede dewmostrar que para sistemas coordenados . cartesiancs
rectilingos, como en el caso de placas, A‘ = l\z = ‘L,do{I = dx y daa = dy.

Ya gue la carga es puntual q.lso, q'zn(} ¥ q'J =F § (x-x') é(y-y'»).

Tomando la funcion coordenada para una placa simplemente apoyéda en
sus bordes : '

Um = sen mgx sen -i‘-'-:L {3.4.1.)

Resolviendo la integral de las ec. (3.1.4.1.1.) y (3.3.4.1.2.)

13 -

. 1 - . .
F o= T o J [ q, U dx 4y
=b -8

b .
k4
N . J J vl ax dy
=b -8

b

b

.
1 1 3 T X minx
{T ¥ 7 oyT TppT Sen T3 cos _?‘}
-

1] a
F;,. = "EE'I'ES" J .{ [F 5 (x-x") 6()’-)"):! [sen 2 sen ng—-] dx dy

Aplicando las propiedades de la delta de Dirac
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. .
. 4F - nX nny
F_n = PN sen —3— sen 5 (3.4.2.)

de donde I\(x',y') es la posicién de la carga sobre la placa, y cuya
ublcacion mas desfavorable es al centro de la placa, o sea A{a/2,b/2), por
lo tanto

, . 4F mie ni
F_n = T sen 5 sen 3

para "m" y “n® impares F;n = "E;TEEF' sen '“'2' sen n;
para "m“ y "n" pares F;‘- [}

Finalmente,para placas en las que lac oscilacicnes transversales son
dominantes, y la respuesta establecida es de mayor importancia que la
transitoria, se obtiene la siguiente expresion para el calculo de los

desplazanientos
Y': S Sch m: sen -8~ san m: sen ng
ARUPAR o .. e el
et Wl /[1_[‘:} ] ] .
n
Hot=¢ )
. e (3.4.3.)

Para nuestro caso sdélo se tomard en cuenta la parte real de la
ec.(2.4.3,), por lo gque las expresiches finales a ocuparse seridn, las
siguientes.
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i o w ; mr nn mex ni
BT o Sen —— Sen ——— Sen —— Sen »-—57—-
LR 6 Ph 3B

Seen u:n/[l_(uu )‘ T .l

an

.cas(uc»om) (1.4..4.)

2 2

. z m n D

oo = (2 o) ]/ —— (.45)
o= BN (3.4.5.)

12(1-v%)

n
¢ = tan™? (3.4.7.)

Estas expresiones finales son muy sencillas de prograpar, para
realizar el célculo de los desplazamientos dindmicos al centro de 1la
placa, cuya aplicacién se verd en el siguiente capitulo.
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Capitulo IV.
4.hnilisis Kumérico.

El andlisis que a continuacién se presenta, consistid en analizar un
gran numero de placas, de diferentes dimensiones con el medelo matemdtico
propuesto por Werner Saedel, revisado en el capitulo I1I: aplicando las
expresiones (3.4.4.), (3.4.5.), {3.4.6.)y (3.4.7,),que representan el
Desplazamiento mdximo, la Frecuencia natural para la placa, la Rigldez a
la flexion , y finalmente el dngulo de fase.

Los parametros usados, y gue varian son los siguientes :

a)El amortiguamiento histerétice
b}El espesor de las placas
c)Las relaciones a/b y h/b

Para los cdlculos se ocuparon placas de acere con npédule de
elasticidad de £=29 000 000 (Lb/inz), amortiguamiento histerético 7
experimentalmente determinado'®én un rango gue va de 0.001 a 0.02 como se
observa en las tablas (4.1.1.2) a la (4.1.1.5.), y tambi¢n de Ias tablas
(4.1.1.6.) a la {4.1.1.9.) para otra placa distinta a la del primer grupo
de tablas ya mencionadas, ademas tomande una carga concentrada de magnitud
F=1000 Lbs, un médulo de poisson v = 0.30 y finalmente una densidad de
nasa de pno.ooo’ll«(l‘b-scc:/in; que ¢s tipico del acero.

El tin principal de este trabajc de tesis es la determinacidn de la
respuesta dindmica del sisterma (placa), teniendo cambios en el valer del
amortiguamiento histerético. Finalmente se determinara la ley global del

comportamiento del modelo presentade.

4.1, Analisis Dindmico de Flacas Ancritiguadas Histeréticamente,

Excitadas por upna Carga Puntuasl Armonica.
4.1.1. Decplazamiento Dinamico Mawino,

Para la obtencidn del desplazamiento dindmico mdximo, se toma como



punto de partida , la determinacicn del desplazamiento estatico maximo
para el casc concreto de una carga concentrada actuando en la posicidn mis
desfavorable, al centro de la placa, la gue se calculard a partir de la
erpresién dada por Timoshcnkolmtﬁue es

.s,...=—-‘i__z X ____1—2_2 (4.1.1.1,)
e e [ )

en donde m = 1, 3, 5, 7, etc, yn=1, 3, 5, 7, etc,

De la ecuagion (4.1.1.1.) tenemes que F es la magnitud de la carga
aplicada al sistema, cuyo valor se dio arbitrariamente, a y b son las
dimensiones de la placa, D es la rigidez a la flexion (ec.({3.4.6.}), my n
son los numercos nodales en las direcciones a lo largo de les ejes X y ¥
{ver figura 3.2.1. y figura 1.2.2.}.

Para nuestro andalisis, tenpemos una placa simplemente apoyada a lo
largo de sus bordes (figura 3.2,3.), y ocupando una funcion coorsenada'!
que es !

gue nos representa una funcidén del tipo antisimetrica, y cono la
posicién de la carga es al centro de la plaza  (pesicién  més
desfavorable),se concluye que los modos que contribuirdn a la ragnitud del
desplazamiento son simplemente lo5 impares.

Para principiar el calculo de los desplazamientos dinamiccs con este
modelo, para ¢l caso aqui presentado, de 2 placas cuyas dimensiones seran
b=16.5 in constante, a=52 in y de a=6 in , con J distintos espescres,que
son de 3/8", 5/8% y 7,/8", aplicandole una carga concentrada de 1000 Ibs.,y
con 4 amortiguamientos histerétices distintos que son 0.0, 0.001, 0.C1 y
0.02.

Se calcula como primer paso el desplazamiento mdximo estatico ocupando
la ec.(4.1.1.1.), para los 6 casos mencionados anteriormenrte, y cuyos
resultados son presentados en la tabla 4.1.1.1..
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Placa b=16.5 in

a=52 in a=26 in
h Saax h Enanx
{in) (in) (in) (in)

0,375 0.0327735 0.375 0.0303171
0.625 0.0070791 0.625 0.0065485
0.875 0.0025798 0.875 0.0023864

tabla 4.1.1.1.

con cuyos cates se compararon los cbtenides con’ el nodelo de la
ecuacion 1.4.4.,tomando un amortiguamiento %=0.0 y una frecuencia de
excitacidén w = 0.0, resultando ser jguales.

Sabiendo que el tiempo t en el cual se obtiene la mdxima respuesta
para cualguier [recuencia de excitacidn w es :

°ll

w

Y sabiendo ademds qgue

Semax =

En donde tenemos que F; es la funcién de carga, gue para nuestro caso
os la ecuacidén (3.1.4.2.1.), ¥y v, es la irecuencia natural del sistem2
(placa), dada por la ecuacidén (3.4.5.).

A contlnuacién presentamos la tabla 4.1.1.10. donde se muestran las
frecuencias naturales mds bajas, gue es segin la literatura en donde se
produciria las mdximas respuestas, cuando la frecuencia de excitacion
coincide con ellas. De la figura (4.1.1.2.}) con 1=0.0, se grafican los
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valores mdximos para diferentes frecuencias y se observa que hay un maximo
de esos paximos.

Placa b=16.5 in
a=52 in 3=26 in
h “iy h Y1y
(in) {rad/sec) {in) (rad/sec)
0.375 900.0476 0.375 1147.0410
0.625 1500.0794 0.625 1911.73%0
0.275 2100.1112 0.875 2676.4289

tabia 4.1.1.10.

Para las figuras (4.1.1.3.) a la {4.1.1.9.), para amortiguamientos
histeréticos n de 0.0, £.661, 0.01, y 0,02, cuycs datos se presentan cn
las tablas 4.1.1.2. a la 4.1.1.9., para las 24 placas analizadas sec pudo
determinar que la posicidn exacta del maximo de maximos coincide con la
frecuencia natural rds baja., L posicién del rdximo de miximos con
amortiguamiento histerético difiere del caso con arortiguamiento visceso
equivalente en el cual se presentd la mixira antes de que la frecuencia de
excitacidn coincidiera con la frecuencia natural del sistema como en la
referencia [1].

Finalmente, en las figuras (4.1.1.2.) a la (4.1.1.9.) se pucde
observar que el rmaxino desplazamiento dinimico producido por la cavga
concentrada, excitada armonicamente se ds como se Vio antes cuando
coinciden la frecuencia de excitacion cocn la frecuencia natural m&s baja
del sistema (placa), dichos valores se resumen en las tablas 4.1.1.11. y
4.1.1.02.,

Con un procedimiento analogo al presentado en la referencia (1], con
la cual se pretendia comparar los resuitados; se Graficaron wedb (we 5 la
frecuencia natural nas baja para dicha placa) contra la relacidn de
aspecto a/b y para varias h/b, asi como graficando wdb contra Ses/b
(desplazanmicnte dinamico maximo entre la dimensidn b} , esto nus llevo a
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Figura 4.1.1.2. Desplazaniento Dinamico de placas de acero de 13 distintes
espesores todas con dimensiones de 2 x 16.5 y con 3 = 0.0
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Figura 4.1.1.3. Desplazamiento Dinamico de placas de acero de 3 distintos
espesores todas con dimensiones de 52 x 16.5 y con 1 = 0.001
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espesores todas con dimensiones de 26 x 16.5 y con m = 0.0
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a=52 in b=16.5 in

h W, ‘5...
. (in)

(in) (rad/sec) 7=0,0 n=0.001 $=0.01 1=0.02
0.375 | 900, 047€4 57694.87 | 20.9236 | 2.1064 1.0610
0.625 | 1500.07940 12612.06 4.5135 | 0.4549 0.2291
0.875 | 2100, 11120 3451.54 1.6470 | 0.1658 0.0835

tabla 4.1.1.11.

a=26 in p=16.5 in
h o 6"-
(in}

{in) (rad/sec) 0. 0 70,001 7=0.01 n=0.02
0.375 { 1147.0410 | 107988.40 | 25.7512°] 2.5794 1.2921
0.625 | 1911.7350 23325.50 5.5622 | 0.5571 0.2791
0.875 | 2676.4289 5667.03 2.0270 | 0.2030 0.1017

*, 34 ver apendice A,
tabla 4.1.1.12.

obtener unas curvas paralelas en escala doble logaritmica cuyos datos se
presentan en la tabla (4.1.1.13.) y cuya ligura 4.1.1.10. a} representa a
esa conjunto de valores, y ademas en la segunda,se obtuve una serie de
rectas paralelas en escalaz doble logaritmica, cuyos datos son los que
Soatiens iz t2bla (4.3 1.94.) aue se representan graficamente en la figura
4.1.1.10. b) y formanso con ambas {iguras un ngnograma de disefio para
placas amortiquadas bistercéticamente bajo carga puntual arsdnica, 1a cual
e¢s una clase de carga de vso practico en ingenieria, con el cual de manera
sencilia se determina @) desplazamiento dinadmico mdximo para infinidad de
placas, c¢.n distintos emortiquamlentos histeréticos cuyo rango va de
fzquierda a cerecha de forma descendente en cuanto a su valor, o sea de
®.1, 0.09, 0.Gn, 0.07, 0.06, 0.05, 0.04, 0.03, 0.02, 0.01, 0,003, ........
y as{ sucesivamente hasta llegar a 0.000001, como se¢ observa en la tigura
4.1.1.10. b), las rectas de esta figura tienen una pendiente constante y
una separacion entre ellas de forma semilogaritmica, concluyendo gue este
nemograma representa en realidad un ESPECTRO DE ESPLCTROS.
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A B B A/B H/B W w B
in in in —— — rad/sec rad-in/sec
90 i0 0.040 9 0.004 240.366 2403.96
80 10 €.0s0 8 0.004 2431.175 2411.75
70 10 0.040 7 0.00¢ 242.311 2423.11
60 10 0.040 € 0 ©04 244.061 2440.61
50 10 0.040 5 C.004 266.9603 2469.63
40 10 0,040 4 0.004 252.306 2521.06
30 10 0.0¢0 3 0.004 263.850 26138.50
20 10 0,020 2 Q.004 263,831 2698.31
10 10 6.040 1 0.004 474.930 4749.30
90 10 0.050 9 0.605 100.496 3004.96
70 10 0.050 7 6.005 3G2.889 3028,89
40 10 0.050 4 0.005 315.383 3153.83
10 10 0,050 1 0.005 593.662 5936.62
90 10 0.060 9 0. cue 360.595 3605.95
70 10 0.060 7 0.006 363,467 3634,67
40 10 0,060 4 0.006 378,460 3784.60
10 10 0.060 1 0.006 712.39%5 7123.95
90 10 0.070 9 0.007 420,694 4206.94
70 10 0.070 7 0.007 424.044 4240.44
40 i0 0.070 4 0,007 441.536 4415.36
10 10 0.070 1 0.007 831.127 8311.27
S0 10 0.c80 o 0.008 480.793 4807.93
70 10 0.080 7 0.008 484,622 4846.22
40 10 0.080 4 0.008 504.€13 5046.13
10 10 0.080 1 0.G608 949.860 9498.60
$0 10 0.0%0 9 0.009 540.892 5408.92
70 10 0.090 7 0.009 545.200 5452.00
40 10 0.090 4 0.009 567,689 676,89
10 10 0.09%0 M 0.009 1068.592 10685.92
90 10 0,160 3 0.010 600.991 6UG3.51
70 10 c.100 7 0.010 605.778 6057.78
40 10 0.100 4 0.010 630.766 €307.56
10 10 0.100 1 0.010 1187.324 11873.24

Tabla 4.1.1.13.

S4




QO i

O QOO ODHO ONGC

©
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CO VOO WoOo Wwoo

a h duax wa b .
b b b rad/sec
2 0.G015 2010150.000000000 1141.658| 0.000001
2 0.0038 128649.600000000 2854,146( 0.000001
2 0.1154 4.764800000( 85624.380( 0.00000)
2 0.0015 402030.500000000 1141.658| ©0.000005
2 0.003¢ 25729.950000000 2854.146( 0.000005
2 0.11%4 0.95296¢1000( 85624.380] 0.000005
2 0.0015 201015.500000000 1141.658( 0.0030010
2 0.0038 12864.990000000 2854.1467 0.000010
2 0.1154 0.4764811007 85624.380! 0.000010
2 0.0015 40207.540000000 1141.658( 0.000050
2 ©.0028 2573.026000000 2854.146] 0.0000S50
2 0.1154 0.0952972701 B5624.380 0.000050
0 001% 20102, 050000000 1141.658] 0.000100
4 0.0038 1286.531000000 2B54.146¢ ©.000100
2 a.3154 0,047649300¢ 85624.360] ©.00010C
2 Q.C015 4020.B64000000 1141.658] 0.000500
2 0.0038 257.335400000 2854,146] 0.000500
2 0.1154 0.009530536] 85624,380] 0,000500
2 0.001% 2010.716000000 1141.658} 0.001000
2 0.0038 128. 685900000 2854.146} 0,001000
2 G.1154 0.004766144| B8S6242.180| ©.001000
2 0.0015 402.599400000 1141.658}) 0.005000
2 0.0038 25.766390000 28%4.146) 0.005000
2 0.115¢ 0.000954311| 85C24,380| 0.005000
2 0.0015 201. 585400000 1141.6581 0.010000
2 0.0038 12.901480000 28%4.146} 0.010000
2 0.1154 0.000477832) 8L,624.380( 0.010000
2 0.0015 101.078300000 1141,656¢ 0,020000
2 0.0038 6.4669021000 28%54.146) 0.0200G0
2 0.1154 0.000239593} 89524,380( 0.020000
2 0.0015 40.773670000 1141.658] 0.050000
2 9.0038 2.609508000 2854.14€¢1 0.050000
2 0.115¢4 0.000096648] B5624.380] 0.050000
2 0.0615 ‘l 22.901810000 1141.658( 0.0%0000
2 0.0028 1.46581370C0 2454,146{ 0.090000
2 0.1154 0.000054290¢ 85624,380} 0.06%0000
2 0.0015 20.669650000 2141.658! 0.100000
2 0.0038 1.322852000 2854.146} 0.100000
2 0.1154 0.000048994} 85624.380} 0.100000

Tabla 4.1.1.14,




Los pardmetros a/b, h/b, Sea/b y web, fueron importantes para la
realizacion del nomograma, con este es posibis determinar una gran
cantidad de informacion para infinidad de placas de acero, para nuestro
caso, debido a lo cual es importante determinar una expresion motemdtica
que represente todo el nomograra.

Para determinar Ia ecvacion de las rectas de la figura 4.1.1.10. b)
queo son rectas que representanp el comportamiento del modele para el caso
de placas, la pendiente se calculard con la siguiente expresién:

Lny - Llny,
Tan 8§ =m =B =
Ln x - Ln x
11 t
de donde xmreprcsunta el valor de la abscisa y la vy es el

iet
correspondiente valor de la ordenada para un punto p(xm,y } de 1la

[}
recta.

Ahora sustituyendo los datos de upa de las rectas de la figura
4,1.1.10. b} en la ecuacidn anterior para el cdlculo de la pendiente,
obtenemos que el valor de la pendiente para todas las rectas es de -3.0, y
correspende a 6=-71° 34’, lo cual lo comprobamos para otras rectas y si
cumplian con esa misma pendiente.

Ahora ocupando la ecuacidén punto-pendiente, de la forma i
Ln (dmu/b) m m Ln (We b) + B
y sustituyendo la pendiente m=-3.0 en la ecuacién anterior tenemos
ahora :

Ln {Smax/b) = ~2.0 In (W b) + B {4.1.1.2.)

La ecuacion (4.1.1.2.) representa la ecuacioén de una recta de
pendiente jgual a -3.0 pero con una ordenada al origen variable (8), la
cual variara con el valor del aportiguamiento histerético, y asi tomando



los datos presentados en la tabla ¢.1.1.15. se graficaron en ejes
semi~logaritmicos, (en x el wvalor de B y en y el valor logaritmico de
7)ccmo se puede observar en la figura 4.1.1.15. tiende a ser una recta
pero como no es exactamente una racta se realiza un ajuste por medio de
minimos cuadrases, para 16 cual se¢ ocuparen los datos de la tabla

4.1.1.15. y llegapos 2 la ccuacion de una recte que es 3
Ln (n) = -1.012281404 B + 22.15937090

de donde tenemos que despejando a B nos queda asi :

B = 21.930038 - 0,9873676 Ln (n) (4.1.133.)

y sustituyendo (4.3.1.3.) en {4.1.1.2.) llegamos a la siguiente
expresion 3

Ln (dmae/b) = -3.0 (wo b} ~ 0.9878676¢ Ln (9} + 21.930038

Finalmente la expresidén que aproximadamente tepresentara al modelo
histerdtice (o sea al nomograma de la figura 4.1.1.10.) serd

~3Ln (web) 0. 9878676Ln (1) +21. 930038
Smax/b = e (4.1.1.4.)

La. ecuacion (4.1.1.4.) es la expresidén que representa a todo el
nomograma de la figura 4.1.1.10. gque se utillzara para calcular el
desplazamiento dinimi¢o miximo en vibracion forzada para cualquier placa
sipplemente apoyada en sus bordes, en funcion del coeficiente de
amortiguamiente (factor de pérdidas) n y del parametro wob, gque involucra
a e gue es 13 frecuencia natural mds baja del sistema (Placa) por la
dimension b en la direccién y {ver figura 2.2.1.).
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X Y
B n
35,634429 6.000001
34.535818 0.000003
34.024993 0.000005
33.688521 0.000007
33.437207 0.00000%
33.331847 0.000010
32.233240 0.000030
31.722420 ¢.000050
31.385958 0.000070
31.134644 0.000090
31.029286 0.000100
29.930730 0.000300
29.419962 0.,000500
29.0813547 0.000700
28.832289 0,000900
28.726956 0.001000
27.628910 $4.,003000
27.118650 0.005000
26.782751 0.007060
26.5316¢%9 0.00900G0
26.426922 0.010000
25.333967 0,030000
24.828745 0.050000
24.497823 0.070000
24.252010 0.090000
24.145374 0.100000
) Tabla 4.1.1.15.
1D, 000000
1.000008 |
o.1000c0 [ .
£
2.0:10000 |
0.001000 |
0.000100 [
0.0000:0 [
E
v.oo000: L L L ; :
20 23 28 30 33 35

figura 4.1,1.15.

59 o
4

“i%Lii‘ b

s, 0 R

; BIBLIOTECA

b



Esta ecuacidn se ocupd para un rango de amortiguamiento histerético
que ¢s : 0.1 s m s 0.000001, ¥y los valores calculados con el nodelo
histerético comparados con los obtenidos con la ecuacién (4.1.1.4.),
resultan tener una sobre o subestimacidn maxima del 10%, dicha diferencia
no es importante en ingenieria y se acepta.

Adenas este nomograma o la ecuacion (4.1.1.4.) se pueden ocupar
ademds de con amortiguamiento histerético, tambicn para amortiguamiento
viscoso equivalente, utilizande la ecuacién (3.3.17.) la cual relaciona a
ambos amortiguamientos,
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Capitulo V.

5.Conclusiones.

De esta tesis podemos concluir para comenzar, que este modelo
histerdtico (modelo con amortiguamiento de tipo histerético) presentado,
con base en la teoria de Werner Scedel., ( ocupando las funclones
¢serdenadas ) sigue una  ley lineal sobre un  sistema de ejes
doble-logaritrnicos, para los desplacamientos dinamicos mdximos.

f

segqundo, se concluyd que el desplazamiento mdximo dindmico se da
cuando la frecueacia natural mas baja coincide con la frecuencia de
excitacion {RESOHANCIA) Yy no un poco antes cemo sucede en el caso de la
referencia {1}, y tercero, resulta que la respuesta es inverscamente
proporcional al valor del awmortiguapiento histerético para n pequenos,
como se puede ver en la tabla 4.1.1.24.,

Cuarto, la principal contribucion de esta tesls para el caso del
nodelo histercético es haber construide un norpograma come el que se presenta
en la figura 4.1.1.10., el cual da una gran agilidad en el célculoe del
desplazamiento dindmico mdximo para cualquier placa con esta clase de
amortiguamiento, y cono el cual no se encontrd nada parecido en la
literatura consultada,y mnucho Renos una expresian matemdtica com

)

1
determinada en este trabajo,que es la eccuacidén (4.1.1.4.),y esto se
realizé para el caso de una placa simplemente apoyada, pero esto mismo se
puede realizar para coktras condiciones de apoyo (empotrada-cmpotrada,
ete.), para los cudles podemos asegurar gQue se  preschtara un

conportamiento lineal, quedando por ampliar todavia mas este tema.

hdends se podrian probar diferentes condiclones de carga: en trabajes
posteriores se buscard tomar en cuenta en el modelo histerético otres
aspectos, y asi poder llegar a un modelo muche mds completo para, si es
posible, realitar ensayes finalmente en laboratorio, para asi hacer una
comparacidén mis real entre el podelo matemdtice y un medelo experimental.
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Quinto, a lo largo del desarrollo de la tesis pudimos verificar que
la respuesta wnéxima estatica podia determinarse contando con sdlo la

funcién de carga arbitraria gue se quiera probar, y la frecuencia natural
mis baja, y se calcula con la expresidn siguiente :

Seaan =

Lo gue ,ocupado para el caso de vigas resulta algo muy importante,
pues con solo proponer una funcién de carga cualquiera,

conociendo la
frecuencia natural mas baja, se

podrd determinar la JSceax, y ésta
multiplicada por el factor de amplificacién dinamica para las condiclones
de apoyo, ya sea simplemente apoyada,
otra condicion Jde apoyo,
dinamico de la viga.

empotrada-empotrada, o cualquier
podremos calcular el desplazamiente mndximo
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Apéndice A.
Cilculo de la Energia Dicipada por
una Carga, en una Placa
con Amortiguamiento Histerético (n).
Partiendo de la teorfa de Soedel, se determina que
Disipada por una placa simplemente apoyada en sus cuatro
calcula como:

Ed = nl UJ'

de donde

J(UC-¢‘)
n o= A e

x )

Derivando la ec.(2) con respecto al tiempo, nos gueda

. hut-ﬁ_l
n = A we

Ahora tomando séleo la parte real de la ec.({3)
fy' = l\l w Sen (ut—@l)

Adends sabiendo que
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la Energia
hordes, se

(1)

(2)

(3

(4}

(5}



Finalmente sustituyendo (4) y (5) en (1) e integrando nos gqueda

16 Fu

Ed =

Sen (wt - ¢_)

3 : VT 2
phonn o, I-Tl- + 7

La ec.(6) eélo tendrs valor para m = 1, 3,
7,¢... ptes para modos pares la contribucidn es nula.
Ya con asta expresién (6) se calcula la energia disipada para el

caso de dos placas, cuyos datos se presentan a contlnuacion :

5,

7,ices Y N oW,

"Pluca de : b~ 16.5 in, h = 0.375 in
n = 0,001
Caso # 1 Caso § 2
a = 52 in a =26 in

(6)

3,

Realizando el calculo de la energfa disipada para los dos casos,

5,

se

obtuvieron los siguientaes resultados, gue son presantados en la siguiente
tabla 1A y ilustrades en la figura 1A.
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Caso § 1 Caso | 2
t Ed t Ed
0.003450 6543757.00 6.002728 5134685.00
0.0041388 529¢557.00 0.003286 4154161.00
0.004886 2023078.00 0.003834 1586885.00
0.005584 ~2021182,00 0.004281 «158€822.0C
0.006282 -~5293424.00 0.004329 -4153937.00
0.006980Q -65431757.00 0.005477 ~5134685.00
0.007678 ~5294595.00 0.006025 -4154160.00
0.0081376 ~2023082.00 0.00657] -1586884.00
0.009074 2021187.00 0.007120 1586523.00
0.009773 5293424.0¢0 0.007668 4153934.00
0.010471 6543757.00 0.008216 5134685.00
Tabla 1A,



Concluyendose finalmente, que la energjia disipada para el primer caso
es nucho mayor, que la del segundo caso, por 1o cual serd mds dificil
desplazar a la placa del casc 1 que la del caso 2.

7000000

4200000 -

1400000 L

Ed

-1400000 {

-4200000 {

=-7000000 L. L. 1 1
o.o002 0.004 0.00s 0.007 C.o08 0.010

tiempo t

Figura 1A.
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