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CAPITULO I

INTRODUCCION

Los fenémenos de reaccién-difusién se presentan en numerosos pro-
blemas de la fisica, cinética quimica y modelos poblacionales. Involu-
cran procesos de transporte, mediants coeficientes de difusién que no
necesariamente son constantes, de creaci6n y de aniquilacién, de tal
modo que las ecuaciones diferenciales parciales que modelan dichos
fenémenoes son no lineales en general. En el cano de la fisica de plas-
mas, que es el campo que motivé este estudio, es de interés conocer
1a evolucién de perfiles de densidad de los iones y electrones en plas-
mas de laboratorio y astrofixica, donde 1a ionizacidn juega el papel
de la creacién, y Ia recombinacién el de la aniquilacién. Ademés, en
el estudio de perfiles de temperatura en aparatos de confinamiento
magnético, aparecen ecuaciones parabélicas de este tipo, en Ias que
fos términos de creacién y aniquilacién representan efectos de fuentes
de calentamiento y radiacién, respectivamente.

El propéeito de este trabajo es estudiar las propiedades cualita-
tivas de soluciones a un grupo de ecuaciones de reaccién-difusién,
mas que ¢l de resolver un problema especifico. La idea esencial es
poder identificar los elementos de un modelo que lleven a describir
fenémencs que se observan experimentalmente, En particular, en el
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caso de plasmas confinados por campos magnéticos, ee importante
determinar los efectos de transporte que se observan, asf como su
influencia en o comportamiento global del plasma. Asi por ejemplo,
¢es de interés conocer los mecanismos que permiten que un plasma
se relaje a un estado estable, independientemente de las condiciones
iniciales de ls descarga, o los que llevan a cambios substanciales en
el tiempo de confinamiento, como los ilamados modos H.

Si bien no se pretende resolver aquf dichos problemas, se espera
poder establecer paradigmas que ayuden a resolverlos.

La manera natural para estudiar el problema de condiciones ini-
ciales para ecuaciones de reaccién-difusién, es integrarlas numérica-
mente, lo cual se puede conseguir mediante ¢! método de Crank-
Nicolson, que proporciona condiciones de estabilidad apropiadas para
ecuaciones parabélicas.

Sin embargo, pars algunas ecuaciones existen soluciones particu-
lares estables, con la propiedad de que si se parte de condiciones
iniciales arbitrarias, éstas se relajan a dichas soluciones,

En este trabajo se estudian ecuaciones de reaccién-difusion pars
una especie, en una dimensién espacial, en las que el coeficiente de
difusién, el término de creacién y el de aniquilacién son monomios :

o T('g"-)w [A]n . (1)

En la ecuacién (L.1); n = n(z,t) representa, por ejemplo, la den-
sidad de la especie, mientras §,p, k y A son constantes.

En el Capitulo II, se revisa el caso A = 0, anteriormente estudiado
por Wilhelmason et al., para el cual existen soluciones particulares
explosivas, con la propiedad de estabilidad antes mencionada. Allf se
presentan algunas situaciones en las que el perfil sblo puede avansar



uns distancia finita, efocto referido como localisacién del perfil, Se
encuentra que la distancia que el perfil avansa lateralmente antes de
obtener una configuracién de tipo explosiva depende fuertemente de
las condiciones iniciales impuestas.

Por otra parte, en ef Capitulo IIl, mediante reduccién a cuadratu-
ras, se encuentran soluciones de onda visjera para un conjunto mis
general de ecuaciones, con A # 0. En este ltimo caso se estudia la
forma del frente de onda en base a las propiedades de la solucién en
¢l espacio fase.

Loa resultados analfticos presentan marcado interés por el hecho de
poder asf encontrar soluciones generales a las ecuaciones de reaccién-
difusién.

Cabe aquf sefialar que por medio de reduccién a cuadraturas es po-
sible encontrar siempre las velocidades de propagacién de los frentes
de onda, adn para aquellos casos en el que el problema tratado no
pueda ser expresado en forma cerrada.

En el Capitulo IV se desarrolla un cédigo numérico con objeto
de estudiar problemas de condiciones iniciales arbitrarias. La simu-
lacién numérica presenta un alternativa importante de comparacién
respecto a los resultados analfticos obtenidcs, siendo Gtil también
para aquellos casos en que no se tengan soluciones exactas a un pro-
blema determinado.

Numéricamente se encuentra, en el Capitulo V, que condiciones
iniciales arbitrarias se relajan a las soluciones particulares antes men-
cionadas. En este capitulo se encuentra ademés que bajo ciertas
condiciones sujetas al término de creacién es posible encontrar ests-
dos estacionarios de naturalesa asintética.

Se estudia el balance que se presenta para diferentes valores de los
parkmetros §,p y k, efectubndose un andlisia de la evolucién tanto de
las amplitudes como los anchos de los perfilea.
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Por Gltimo, se obtienen numéricamente los frentes de propagacién
pars aquellos casos en que se dispone de resultados analfticos, siendo
esto una parte fundamental en lo que concierne a la comparacién
entre estos resultados y la simulacién numérica.

Finalmente, en el Capitulo VI, se estudian implicaciones de los re-
sultados obtenidos en un modelo simple para perfiles de temperatura
en aparatos de confinamiento magnético de plasmas.

Dados hasta aquf los lineamientos de este trabajo, se expondra en
lo que sigue una reseiia de aquellos debidos a diferentes autores, asf
como las £reas en las que juegan su importancia.

Ecuaciones de la forma

E-2¢%).

se encuentran en una gran variedad de procesos fixicos, tales como
en regiones saturadas en medios porosos (§ = 1), ( Polubarinova-
Kochina, 1962 ); en percolacién de un gas en medios porasce (6 > 1),
( Muskat, 1937); en el esparcimiento de pelfculas delgadas de urn
liquido bajo la accién de la gravedad (§ = 3), ( Coben et al,, 1978 ),
en dinkmica de vértices, ( Neu, 1983 ), etc.

Diversos autores han trabajado en torno a problemas modelados
por la ecuacién anterior. Entre ellos pueden citarse, por ejemplo a :

Oleinik, Kalashnikov y Yui-Lin por sus contribuciones en la exis-
tancia y unicidad de soluciones, asf como a Aronson, Kamin, Knerr y
Kath, por 1a existencia de soluciones que bajo condiciones especiales
tienen interfases que permanecen inméviles durante un tiempo finito,
soluciones conocidas como "de tiempo de espera”®.
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La inclasién de términos de reaccion en la ecuacién anterior ha per-
mitido modelar diversas clases de procesos, como los de crecimiento
poblacional ( Fisher, 1987 ); en propagacién de impulsos eléctricos
en redes neuronales { Hodgkin et al., 1052; Scott, 1977; Pauwelussen,
1981 ), asf como los de transiciones de fase { Metiu et al., 1876; Haken,
1977; Paclinski et al., 1961 ).

Deben citarse a Otwinowski, Paul y Laidiaw por haber encontrado
soluciones de onda viajera por reduccidn a cuadraturas a ecuaciones
con difunidn lineal y términos de reaccién polinomiales, concreta-
mente de quinto orden. También 2 Weinberger ( 1975 ), a Kaliappan
(1984 ) y a Rosenau y Oron { 1986 ), entre muchos autores, por sua
valiosas contribuciones alrededor de este tema.



CAPITULO II

EVOLUCION DINAMICA DE PERFILES DE
DENSIDAD EN PROCESOS DE
REACCION-DIFUSION

CON
UN TERMINO DE CREACION

El estudio de los procesce de reaccién-difusién ha tomado gran im-
portancia en Fisica, as{ como en otras ramas de Ia ciencia, para la
descripcién dinimica de sistemas. La formulacién tedrica de modelos
que permitan la interpretacién de dichos procesos ofrece un amplio
campo de investigacién para aquellos sistemas que presentan transi-
ciones de estado, y en los que fenémenos de naturalesa no lineal se
encuentran presentes.

Es propdsito de este capitulo el hacer una presentacién y revisién
de técnicas analiticas que han sido desarrolladas recientemente por
Wilhelmmson (1888 a-d}, para encontrar soluciones particulares en el
caso en el que se tiene un término monomial de creacién, asf como
casos que se pueden reducir a éate.
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2.1 Ecuacién de Reacelén-Difusién.
Consideraciones Preliminares.

La difusién es un proceso fisico por medio del cual se lleva a cabo
un transporte de alguna variable fisica en un determinado sistema.
Dicho proceso es el resultado de efectos disipativos. Este fenémeno de
transporte se presenta en ejemplos como el de la difusién molecular,
cuyo fundamento matematico fue establecido primeramente por Fick
en 1855, en base al problema andlogo de Ia conduccién del calor,
estudiado previamente por Fourier en 1822 ( Crank, 1975 ).

La base de la teoria de difusién en medios isotrépicos se encuentra
en la hipitesis de que Ia rasén de tranaferencia de una substancia a
través de una seccién de unidad de drea es proporcional al gradiente
de concentracién medido perpendicularmente a dicha seccién :

on
F= —Da—z ,

donde F es la rasén de transferencia por unidad de rez, n es la
densidad, z es la coordenada espacial medida perpendicularmente a
Ia seccién y D es el coeficiente de difusién. En algunas situaciones el
coeficiente de difusién puede tomarse como una constante, mientras
que en otraa este coeficiente puede depender de la concentracién.

Los medios anisotrépicos presentan diferentes propiedades de di-
fusién de un lugar a otro, y en donde las moléculas exhiben direcciones
preferenciales de orientacién. Para tales medios no resulta siempre
vélido la hipétesis establecida para la rasén de transferencia como en
el caso de medios que sean isotrépicos. Debido a esto, su tratamiento
debe ser un tanto distinto.

Es a partir de la hipétesis anterior que la ecuacién de reaccién-
difusién puede ser formulada.



La ecuacién diferencial de reaccién-difusién que se considerard en
este capitulo presenta la forma siguiente :

(21)

donde b y ¢ son coeficientes positivos constantes y n es la concen-
tracién. El término negativo representa un proceso de aniquilacién,
y ¢l positivo uno de creacién. Tratdndoee de un plasma, los procesos
de creacién involucran squellos en los que se presenta ionisacién en
¢l sistema y los de aniquilacién estin referidos a la recombinacién
que pueda ocurrir en e] sistema estudiado. La constante p expresa el
grado de la no linealidad del término de reaccién. Las cantidades
D;, § = 21,23,2) son los coeficientes de difusién en coordenadas
cartesianas y ¢ es el tiempo. Una representacién fisica que ofrece
la ecuacién anterior se podria encontrar por ejemplo en la evolucién
de la densidad electrénica de un plasma.

En primera instancia se supondrd que los coeficientes de difusién
presentan la forma :

Di=an, i=1z,,3,75 ,als=ctes. ; 620,

y de manera andloga puede efectuarse el andlisis cuando el coeficiente
de difusién presente una forma polinomial, es decir, en el caso en
que el coeficiente de difusién consista en una combinacién lineal de
diferentes érdenes en 6.

En los plasmas de fusién los procesos de difusién, ionisacién y
recombinacién juegan un papel muy importante. Debido a la patu-
ralesa no lineal de los procesos de recombinacién, los efectos combi-
nados de la difusién (que se estudiardn aquf en su caso no lineal) y la



recombinacién, son dificiles de estudiar en forma analftica. Es debido
a lo anterior que e! estudio de estos procesos se ha desarrollado en
mayor parte mediante el uso de técnicas numéricas.

En lo siguiente se expondré una técnica de anélisis no lineal, de-
sarrollada recientemente para la obtencién de soluciones particulares
para algunas ecusciones de reaccién-difusién.

Considérese primeramente ¢l caso en el que & = 0 en la ecuacién
(2.1). Efectuando la renormalisacién espacial y temporal en la forma:
c § ...’ ’

( e ) T T,
-2 X 2N

se tiene que 1a ecuacién (2.1) puede escribirse como :

an_d ,6n 3 ;8» d (;dn
Ta':“'az,( 631)+353( Bz,)+8z;( a:)*“'
que en una dimensién toma la forms :

on _ ~ s 9 (0 CQ”_ P
=t ax(”az)*" . {2.2)
donde ~ esté relacionada con Ia geometria del problema. Para co-
ordenadas cartesianas v = 0, suponiéndose simetria radial para los
casos de geometria cilindrica y eaférica (1=12;z-7)



2.2 Soluciones Locales Explosivas.

En aquellos casos en que la ecuacién de reaccién-difusién presente un
término de creacién, el sistema fisico considerado podré exhibir una
evolucién en el tiempo hacia una solucién explosiva ( Wilhelmason,
1977a,b, 1988¢, 1989 ).

De aquf en adelante, se utilisaras el término explosivo, de forma
genérica, pars caracterisar aquella solucién o soluciones que crescan
ilimitadamente en un tiempo finito. Como se ver4 a continuacion, el
carécter local de las soluciones se encuentra ligado estrechamente con
la propiedad mencionada, entendiéndose por local a los casos en que
su solucién se encuentre, espacialmente, comprendida en una regién
pequeiia.

Estos casos tienen un marcado interés, ya que dichas soluciones
corresponden a situaciones en las que el sistema fisico dispone de
alguna forma de energfa libre, como serfa el caso de un plasma caliente
parcialmente jonisado, donde la ionisacién por electrones contribuye
al aumento de la densidad electrénica. Algunas otras aplicaciones
en fisica de plasmas pueden encontrarse en dispositivos de Z-Pinch y
Plasma Focus.

La forma local de estas soluciones es debida al efecto de balance
existente entre los términos de difusién y los de reaccién. Como se
verd a continuacién, el valor de los pardmetros involucrados en la
ecuacitn de reaccién-difusién, asf como el de la simetria involucrada,
son importantes en ia evolucién de los perfiles. Por ejemplo, en el caso
unidimensional y para cierto grado de la no linealidad del término
de reaccién, asi como para el coeficiente de difusién, se encuentra
que ciertas distribuciones espaciales exhiben la preservacién de su
forma en el transcurso del tiempo. Como se mencioné anteriormente
esta caracterfstica que presentan los perfiles de evolucién se debe a
la compensacién que ocurre entre los términos de reaccitn y el de
difusién.
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2.8 Soluciones Analfticas.

En esta seccién se considerard la obtencién de una cierta clase de
soluciones a la ecuacién de reaccién-difusién que presentan inestabi-
lidades explosivas, con la preservacién de la forma del perfil.

La obtencién de soluciones a la ecuacién (2.2) puede efectuarse
introduciendo la transformacién siguiente ( Wilhelmsson, 1088a,b ):

(o= t)"8(8) (23)

¢ = z(to-1t)", (2.4)

donde {; es un instante arbitrario del tiempo. Esta transformacién
tiene su antecedente en aquells hecha por Boltsmann (1894) paca la
ecuaci6n de difusién unidimensional cuando el coeficiente de difusién
es funcién de la concentracién.

Subetituyendo la transformacién anterior en la ecuacién (2.2), y
comparando las potencias de (t; — t} se obtiene que los parmetros u
y v estén dados por :

asf como la ecuacién diferencial ordinaria en las nuevas variables :

chler)- Rl st o s

u



Cuando p = § + 1 el segundo miembro del lado derecho de la
ecusién (2.5) se anula. De acuerdo a la transformacién (2.4) se
tieneque f=2zyv =0,

En este caso, cuando 7y = 0, se tiene que la ecuacién diferencial
ordinaria (2.5) se reduce a la expresién siguiente :

&(#)= (=)

Multiplicando ambos miembros de la ecuacién anterior por % e
integrando se obtiene la ecuacién diferencial

o (1
Esta ecuacién puede integrarse, quedando en la forma :
SRS e

donde

De aquf se tiene que la solucién se encuentra dada por :

Paraelcaso p=2,7=0, (6 =1, v =0, g = —1) se tiene que:
12



s3]

n(6)= (o= tr9(6)= (-0 (|fZ2) ,
donde la concentracién en z =0, ¢ =0es:
n(0,0)=t79(0) = o~ =,
o=

De la transformacién (2.3)-(2.4) se obtiene la expresién para Ia con-
centracién :

- M 1< - =
u(z,:)_mm’(i‘[gz) (p=2,6=1).
Paraclcaso p=3(6=2,4=0, v=0, p=—1/2) se tiene :

z=:§:2]‘;71—;‘2w’

de donde se obtiene Ia expresién para ¢(z) siguiente :

o) = Peos(5)

13



y |a expresién para la concentracion :

n(z,t) = ﬁo’acm (\/;Ez) (»=3,6=2).

En ¢ capitulo siguiente se considerara la presencia de un término
de aniquilacién en Ia ecuacidn de reaccidn-difusién y se expondrén
los resultados analiticos obtenidos para estos casos por medio de una
técnica diferente a la empleads basta ef momento. Por medio de
un andlisis similar al visto previamente es posibie resolver aquellos
problemas que presenten un término de aniquilacién de la forma bn,
como se explica a continuacién.

Para resolver el caso cuando b # 0 se introduce la transformacién
que sigue { Wilhelmsson, 1987b, 1988b, 1989 ) :

N=n¥,

(26)
- e Wil

Aplicando esta transformacién se encuentra que :

ON iy _ wirip 8 (sdN iyt
—a-;-e =t EE(N az)+N’c .

Para el caso particular en que se cumpla que p = & + 1 se tiene que
ia ecuacién anterior se reduce a la forma :

3;) L7, (21)



la cual results en la misma ecuacién diferencial (2.2) considerada
previamente, para el caso en que b es idénticamente cero.
La solucién a esta ecuacién estd dada por :

N=(ro - 1)*4(z)

=(n- ')—(’_Wl(:”—z}f)(rwl stV (Kp—?—;fl?k) ' Wé(12.'8)

De scuerdo con Ia ecuacién (2.8) se tiene :
n =(r-1)'e () ,
e¥={i - bp~ 1)er0",

Con objeto de comprender 1a naturalesa de estas soluciones, se to-
maré como ejemplo el caso p = 2, b = 1. Entonces n estd dada por :

n= (l_r)é(z).

fo—~7

Obeérvese que puesto que ¢ = In (fL.}, ¢ — o0 cuando r —+ ~o0,
y ¢ -+ co cuando r — 1, prohibiéndose que 7 > 1.

Cuando 1o = 1,n(z,t} = ¢(z), de modo que se tiene uns solucién
de equilibrio. Asi, es de interés estudiar el comportamiento de la
funcidn :

¥r)=1t

11



cuando 1y < 1, y cuando 1> 1.
a) Caso 1y < 1.

Para aquelios casos en que se cumpla la condicién r < i < 1
el comportamiento de ¢(r) eatars dado por la curva g de 1a grifica
{2.1). Las condiciones fo < 1 < 1y 19 < 1 < £ corresponden a la
curva b de la misma grifica.

La regién de la curva b en que 1 < 1 < 1 corresponderfa a densi-
dades negativas, por lo que no refleja situaciones que tengan signifi-
cado fisico. En conclusién, sélo 1a rama a es relevante.

En términoa del tiempo t,

e
vl = e
observindose, como se ilustra en Ia gréfica (2.3) que limy - ¥(t) =
1, cusndo r = 0 = £,9(0) = 1, creciendo ilimitadamente en un
tiempo finito ¢ =In (1 — n) %,

La regién dela curva b de Ia grifica (2.1) en donde Ia concentracién
¢8 negativa corresponde a la rama de la grafica (2.3) donde ¢(t) < 0.

b) Caso 70 > 1.

Cuando 1 > 1 el comportamiento de Ia funcién ¥(r) estard dado
por las curvas ¢ y d de la grafica (2.2). Para esta misma condicién,
1 gréfica (2.4) muestra ef comportamiento de ¢(t).

De acuerdo a los argumentos anteriores la rama d no cotresponde
a situaciones fisicas, asf como la regién de la rama ¢ donde (1) < 0.
La regi6n de interés se encuentra en esta curva cuando —o0 <1 <
1, y ¥(r) decrece conforme r sumenta, En funcién de ¢,y decae
exponencialmente a cero, como puede verse de ia expresién anterior,

para tiempos grandes (¢ — o0 ).
16



As{ pues, esta ecuacién presenta una solucién de equilibrio in-
estable, existiendo un cambio radical en el comportamiento. Siendo
éste dependiente del pardmetro 7, el cual determina la distribucién
de densidad no(z) para el tiempo t = 0. Sin < L,9(0) =1 > I,
y la solucién explota en un tiempo finito. Si por el contrario 1, >
1,9(0) < 1, y decae exponencialmente.

Dado que:

‘:)(Pﬂ)r]'*“_[ bp—1)etomih 7

1-
*(’(‘))=[ Rt | |- Dnte®uioi|

si se pide que ¥ sea una constante K#T > 0, serd posible tener
soluciones de equilibrio siempre que b = A}, en cuyo caso Ty = *
Dado que para tener significado fisico 4:(1'({)-) debe ser positivo y real,
el argumento de |a rais en el paréntesis debe ser positivo, si p > 2.

En analogia con el ejemplo estudiado, aparecen dos casos: 1 < %
y 10 > #. En ¢l primero, equivalente a d(p — 1)ry < 1 se tiene un
comportamiento que va como :

vl = (*‘—:K)'J"

To—

En el segundo, equivalente a b(p-1)7y > 1, se tiene un decaimiento
del perfil que va como :

c’fgl'
e

To—

para tiempos grandes.

n



De la discusién anterior se puede ver también que la amplitud del
perfil de equilibrio crece proporcionalmente con b y p, mientras la tasa
del decaimiento estd dada por b. Como es de esperar,sid — 0,K —+ 0
y la solucién de equilibrio deja de existir, quedando alo la solucién
explosiva estudiada anteriormente, dado que r — £.

18
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Las figuran siguientes ilustran diferentes casoe en que la condicién
inicial del perfil se toma como la de equilibrio, por arriba de este
perfil, asf como por debajo de éste; para el caso en que p=2, § =1
¥ b = 1. Eetas figuras fueron generadas a partir de un cédigo de
andlisis numérico correspondiente a Ia discretisacién de la ecuacién
de reaccién-difusién en diferencias finitas, el cual se discutird mas
adelante.

La figura (2.1) representa el perfil de equilibrio para el caso 1o = 1:

n(z,0) = ;-coa’ (2—’:\/—2:) = ¢(z).

Aquf se aprecia que el perfil mantiene su forma inicial con el paso
del tiempo.

En Ia figura (2.2} se estudia la evolucién de un perfl] que parte de
una condicién inicial por encima de la solucidn de equilibrio, y para
[acual p=066<1

n(z,0) = ;qﬁ(z).

Por 6ltimo, en la figura (2.8) se obeerva Ia evolucién de un perfil
cuya condicidn inicial esté por debajo del perfil de equilibrio, corres-
pondiente al caso 7= 1.33 > 1 :

n(z,0) = 39(2)

En base a los perfilea de evolucién aquf mostrados puede observarse
que el perfil de equilibrio es un perfil inestable, siendo 7, el pardmetro
que determina ¢! comportamiento de Ia inestabilidad, tal como se
describe en la ecuacién (2.8).

1
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3.4 Geometrfa Cilindrica y Esférica.

Para aquelloe casos que presenten simetria radial en geometria cil{n-
drica o bien esférica ? 7= 1,2 ), se puede dar uns soluciér aproxi-
mada de la ecuacién (2.5) para p =6 + 1, que se escribe en la forma
( Wilhelmason, 1088a,b, 1989 ) :

donde Pt [% ) e(%).] ' "

¢o=(2p -;;7?1— 12)0—1)-.

L’='Gf§"1_)! [2p+(p - 1)},
A =20p- 1)-1,

,

3 =%(3 +9)7.

Para el caso cartesiano { 7= 0) la ecuacién (2.9) se reduce a la
ecuacién (2.8). Para valores de v = 1,2 la ecuacién {2.9) satisface
1s ecuacién a un orden de z? para valores pequeios de z. La ex-
preaion (2.9) caracteriss un perfil espacial cuys forma se preserva en
¢ tranacurso de! tiempo. La solucién resulta ser local si la condicién
a la frontera es tal que ¢(z) es igual a cero para valores del argu-
mento mayores que un determinado valor. Por ejemplo, en el caso
unidimensional con p = 2,6 = 1, la solucién para valores tales que
| £ [< x4/2, evoluciona como §{ts ~t)* cos® 55,), mientras que es
cero para valores en ¢l rango | 2 |> /2.

U



Pars el caso p # & + 1 pueden encontrarse soluciones aproximadas
a Is ecuacién (2.5) suponiendo Ia forma siguieate para la funcién ¢ :

¢= &G ({-) : (2.10)

donde

of§)-1-(§) +(§) e <s

en donde £ se define por la ecuacién (2.4). Eata expresién modela una
forma de campana para los perfiles de concentracién. Subatituyendo
la ecuacidn (2.10) en Ia (2.5), las constantes A,n ¥ ¢ pueden de-
terminarse haciendo corresponder en el iimite con aquellos para los
cuales se cumple que p= 6 + 1.
De esta forma se abtiene :
1 (2 + p- 2)

4

"= 337"

35y p-1

w2 (B Ir- (eI,

1

con T y T dados por :

3

po| L D= (+a)p-1- )}t
“ip~1 T-({T+7){p—~1

r=6(3+7)+8~»p.



CAPITULO II

SOLUCIONES DE TIPO ONDA VIAJERA PARA
ECUACIONES DE REACCION-DIFUSION

CON TERMINOS DE
DE CREACION Y ANIQUILACION

En este capitulo se presentard la técnica por reduccién a cuadratu-
ras pars la obtencién de soluciones analiticas exactas a la ecuacién
de reaccién-difusion. Se obtendréa soluciones de tipo onda viajera,
donde el movimiento del frente de onda estaré caracterisado por el
grado de no linealidad de los términos de difusién, creacién y de
sniquilacién.

Cabe destacar que, por medio de este métado, en cualquier caso es
posible obtener la velocidad de propagacién de ia onda atdn cuando
las expresiones obtenidas no puedan ser expresadas en forma cerrada.
Esto representa una herramienta muy {til para conocer las veloci-
dades del frente de onda en algin proceso bajo estudio.

Se estudiarén ademés Ias propiedades del frente de onda en base
al comportamiento de las soluciones en el espacio fase. Este tipo
de anélisis permitird conocer el rango de velocidades para las cuales
existen soluciones viajeras, asf como las cotas minimas de velocidad
que por debajo de ellas no es posible tener soluciones con frentes de
propagacién.

En capitulos posteriores se mostraré que partiendo de condiciones
iniciales arbitrarias, los perfiles evolucionan a las soluciones particu-
lares aquf encontradas.

%



8.1 Soluclones de Tipo Onda Viajera.

Considérese Ia signiente ecuscién diferencial parcial :

*'a-?'-—a'—(‘g-n-)'{-n' Ant .
—-;;4» 6n"‘( )+u" ant oy

que puede resolverse para ondas viajeras introduciendo Ia variable 2
dada por :

t=x—¢cl ,

donde ¢ representa la velocidad de propagacién del frente de onda.
Denotando con primas las derivadas respecto a esta variable, Ia
ecuacién (3.1) toma la forma :

i’ 4 niin? fon 0P - dnt =0, (3.2)

Con ¢ objeto de encontrar soluciones a este problema, se propone
que la derivada de n respecto a la nueva variable sea de la forma

" =an?+fn? | (3.3)

siendo los coeficientes a, § y el exponente 4, pardmetros por deter-

minar. Esta forma para ' quedarf justificada cuando el anélisis de
las soluciones en el espacio fase ses realisado.

n



A partir de 1 ecuacién (3.3) pueden obtenerse, en funcién de estos
parkmetros, las expresiones de los términos de la ecuacién (3.2) que
contienen derivadas de n.

Llevando a cabo lo anterior y reagrupando los términos con igual
potencia en n se obtiene :

o (1 +8) a1 +afl (v +p+ 26)nTerH-ly

(04
+83(p+ 6)n®H-1 L can™+ (cf+ 1)n? - At =0 .

La expresién anterior es ]a ecuacién de partida que se utilisara con
el propésito de obtener soluciones analfticas a la ecuacién de reaccién-
difusién. Tomando diferentes elecciones en las condiciones de los
exponentes de n, es posible obtener las expresiones de los pardmetros
a y f en términos de cantidades conocidas,

a) Escogiendo como condicién para los exponentes de la ecuacién
(3.4):

l') +b-1=k
(3.5)
) p=-6+41,

se obtiene, después de agrupar los miembros con igual exponente en
n:

k: o (4 6) = A
p: Blp+8)+ef+1 =0
: af(1+p+2)+eca=10.

De las expresiones anteriores se tiene que a y 8 estarfn dadas por:



= \E=piz’
p=- =pr2
¥ la expresién para la velozidad de propagacion serd :

k-p+4

¢= 7 —T7

De |a ecuacién (3.3) se sigue que :

. [2 bl Ao
n= k_’+2u’(n“ ) *) . (36)

De la ecuacién anterior se tiene que :

k-p+2 dn
ENTW o)

_{2(k-p+2)  dv
N Ak S (-

donde
v= n“"") .

Por ejemplo, para el valorde p=1 (1L l), Ia integracién de
la ecuacién (3.6) lleva a la expresién :



A-sty
= A (3)

donde

"
k+3

C=EEY

siendo A una constante arbitraria . La ecuacién (3.7) es la solucién
de Ia ecuacién generalisads de Fisher (k= 2} :

O pTrint, (38)

La solucién (3.7) ( para el caso A = 1), fue obtenida primeramente
por Kaliappan (1984) empleudo un método perturbativo.
Para ¢! caso en que {t 0 (p =2~ k), se liega a Ia solucién:

0= [Az"" -!—A'*]‘ér ,

donde

m=i¥-§f , k#1



e= kil
1
b) Escogiendo otra nueva condicién sobre la ecuacién (3.4) :
i) 2p+é~1=k,
) (39)
i) y=1~§,
se obtiene que :
k: B (p+6) =X
p: af(p+7+26)+ef+1 =0
q: a?(y+6) +ca =0,

De donde se sigue que a, 3 y ¢ estén dadas por :

1

n-m )

)



Por lo que la expresién para n’ queds en Ia forma :

i=_. 1 ‘...‘ ?
n mﬂ +\lmﬂ .

De esta dltima expresién se sigue que :

d:=l p+s dv
FoEY X SR )

donde

p=ntt

Para el caso p = 1 se obtiene ia solucién :

Aem? s
e
donde
m=(1-k) & .
y

1
cm.

(3.10)



Para el caso en que se cumpla que 2p = k+ 1 ( que corresponde a
6 =0), s¢ obtiene la solucién :

n=[A(1~ A

donde

Utilisando la expresién (3.10) es posible encontrar soluciones de
tipo onda viajera a la ecuacién de reaccién-difusién cuyos exponentes
6,p y k cumplan con la condicién (3.9) expuesta.

A continuacién se presentan algunas soluciones analiticas obteni-
das a partir de las ecuaciones (3.9) y (3.10) :

1) §=1,p=2k=4

o] =~

5] ()

donde
2

1
=7§ y c=m.

?) é=1p=1k=2



1 A
n=x(l+ze') i A=cte,
donde
m-,[l =
N Y TAC

Esta solucién fue descubierta por Newman y Sagan, y por Aronson
y Weinberger (1980).
3) b=2,p=1k=3

n=%(l+Ae"") )

donde

m—25 =
= 3yc—7§x.

4 6=2p=3k=1

n=at [—“M(%)T .

donde

1
C—m .
X



En el Capitulo V se presentara la evolucién de los perfiles de con-
centracion para distintos valores de los pardmetros 6,p y k, a partir
de la técnica de andlisis numérico descrito en el capfiulo siguiente.

Mediante el uso de! método numérico desarrollado, podrén con-
firmarse tanto el movimierto de propagacién de los frentes de onda,
as{ como el de la formacién de plataformas locales de estabilidad
predichas por las soluciones analiticas exactas. En este punto ra-
dica la confiabilidad del método numérico en lo que se refiere a la
evolucién de los perfiles para aquelios casos en los que se desconosca
alguna solucién analitica.

3.2 Naturalesa de las Soluciones a Partir de
los Puntos Criticos en el Espaclo Fase.

Una alternativa para probar Ia existencia de soluciones de tipo onda
viajera para la ecuacién (3.1) se encuentra mediante el estudio del
eapacio fase para la ecuacién de onda (3.2). Los frentes de onda que
pueden encontrarse para las soluciones de la ecuacién de reaccién-
difusién presentan dos formas distintas, una de ellas corresponde a
(a) frentes del tipo de cambio de fase, frentes que se caracterisan por
un decaimiento asintético al infinito y (b) a frentes de tipo agudo,
cuya pendiente es finita en el punto de contacto con el eje 2 ( Aronson,
1980 ).

Eatos tipos de frente de onda se muestran en el dibujo siguiente :

n




Haciendo uso de la transformacién n' = v, Is ecuacién (3.2) puede
descomponerse en ¢l sistema :

4

n'=y
0 (3.11)
v=-fntvt-cnty—nrt (1- An"") .

Caol 6=0

De la ecuacién (3.11) se obtiene para este caso el sistema de ecua-
ciones :

'
n=v

v=—cv-n (1-an*r) .
El sistema anterior es no singular y tiene como puntos criticos :

(n,v) = (0,0), (,\‘r#,o) .

Regresando a ls expresién para n' de la ecuacién (3.6), ea decir :

= ()

se tiene que :

n=03n=v=0
van=0 >otP =2t 3q=2th

»



que son los dos puntos criticos del sistema.
De la ecuacién (3.10) paran’;
n =~ 1 n(l-—;\n"‘) '
V%

se obtiene :

n=0=n=9v=0
v=n=0 30"t =2t =)t
La conexién del punto silla A'féi,O) con el punto nodo (0,0} en

el digrama de espacio fase corresponde ‘a soluciones de onda viajera
del tipo de cambio de fase.

v=n' 1 7:;:3

De esta forma, se tiene que las soluciones de onda de la ecuscién
{3.1) para ¢l caso en que § = 0 serdn siempre ondas viajeras de cambio
de fase.

Caso Il 621

Proponiendo el cambio de variable v = n? la ecuacién {3.1) toma
Ia forma :

o4



%=v$+%(%)’+suu”ﬂ(l—kv'i‘) R

asi como la ecuacién de onda :

'+ -;-(v')’-i- v + SuttH (l - Aiﬁ') =0.

Haciendo o cambio de variable v' = w se obtiene el sistema :
v =w

vw'=-!’6—, - cw - SuBF (l - ;\v"?) .

Para eliminar la singularidad del sistema en v = 0, Aronson pro-
puso la introducciéu de una nueva variable r definida por :

Il
<[

O

Denotando la derivada con respecto a esta variable como ( - ), el
sistema anterior adquiere 1a forma :

v=wv
u'.v=—!’6: - ew - SviF (l - o\v";‘) s

teniendo este sistema los tres puntos criticos :
38



(v, %) = (0,0), {0, —cb), (rr-%,o) .

La nolucién a este problema puede encontrarse, como se ha visto
anteriormente, proponiendo Ia expresion :

v=v=avi+fef,

s ba.rti:de la cual se obtiene :

wzu'zg—duw:( W /\")

cuandop= -6 +1,
y

D (I

Y )

para k=2p+6—~1.
De esta iiltima expresién se tiene que :

v=0 o= AR

]
v=0 :w:—m}-:—d '



conc=m.

La conexién de los puntos criticos anteriores ( silla-silla ) corres-
ponde a soluciones de onda agudas.

Como ejemplo de lo anteriormente expuesto se analisard el tipo de
soluciones que pueden obtenerse para la ecuacién de reaccién-difusién
pars una eleccién particular de los pardmetros 6,p y k.

Tomando § = 1,p =2,k = 4, se obtiene el sistema :

'
n=v

v=-nly—enly—n (1 -and) .

La singularidad en el origen puede removerse a partir del procedi-
miento de Aronson, obteniéndose :

A=vn
(3.12)
p=—v3 - cv - n? (1- xn’) .

Los diagramas de espacio fase correspondientes al sistema anterior
pueden encontrarse resolviendo para diferentes condiciones iniciales.
Se ha tomado aqui A =1,

El diagrama (s) mostrado a continuacin ilustra las curvas de nivel
para ¢l caso en que la velocidad de propagacién ¢ ( aquf ¢ = 0.2 )
en 1a ecuacidn (3.12) es menor que la velocidad analitica obtenida
pmﬁumente(c:c'=7tr.“

En este diagrama se o que no existe conexién silla-silla, asf
como tampoco del tipo silla-nodo, por lo que en particular para esta
eleccién de pardmetros 6,p y k no existen soluciones de tipo onda
viajera que tengan velocidades menores que ¢*.

L



El diagrama (b) muestcs el espacio fase para el caso en que la
velocidad de propagacién es igual a la velocidad analitica {¢ = ¢*).
Se aprecia en el diagrama la existencia de conexién silla-silla, por lo
que la solucién corresponde a una onda viajera aguda. Lainterseccién
de la curva de nivel, que pasa por &l punto (1,0}, con el eje de n' da
la velocidad ¢* del frente de onda de la solucién.

En el diagrama (c) se encuentran las curvas de nivel para ¢l caso
de frentes de onda con velocidades mayores que ¢*. Se aprecis en
este caso que existe una conexién silla-nodo, teniéndose asf, para este
problema, Ia existencia de soluciones del tipo de cambio de fase.

Puede observame en este diagrama que la convergencia de las cur-
vas de nivel hacis el origen es muy lenta. De aqui, puede suponerse
que un poeible camino a seguir para obtener soluciones de onda con
¢ > ¢* par este problema, serfa el de proponer una funcién polino-
mial en n para n', pero con un mayor nimero de términos que en el
caso de ¢ = ¢* y posiblemente con exponentes fraccionarios para n.

41



(a)

(b}

(e)

ooeoepogo
Do Nuws am~y D9

Al1a st toas

SN

fh1 181 )y

i1zt

] /
— T T 7Y
L] 0.2 04 0.6 0.0 1 L3 Le

\

M WA Y




8.3 Estabilidad de las Soluclones.

Con el objeto de estudiar s estabilidad de las soluciones previamente
obtenidas, es posible introducir una perturbacién en el perfil inicial
y observar de este modo el grado de amortiguamiento de dicha per-
turbacién.

Para realisar lo anterior, a la solucién analitica ( para el caso § =
1,p = 2,k = 4 ) se le introdujo una perturbacién de tipo sinusoidal,
como se muestra en la figura (3.1), observindose que la perturbacién
se amortigua completamente, ademés de que el perfil se ajusta en el
tiempo a aquel conocido analiticamente y con la velocidad de frente
de onda predicho.

A partir de este andlisis se llega al hecho de que las soluciones en-
contradas para los diferentes valores de los pardmetros de la ecuacién
de reaccién-difusién son estables ante pequefias perturbaciones, que
se amortiguan en un tiempo finito, y se ajustan eventualmente a
aquellas analiticas.
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3.4 Obtencién de Soluciones a partir de un
Andlisis Perturbativo.

A continuacién se expondrd una técnica perturbativa con el propé-
sito de poder encontrar soluciones a la ecuacién diferencial parcial
del ejemplo que se ha venido considerando. Los resultados de este
andlisis serdn itiles para encontrar soluciones aproximadas para el
cas0 en que ¢ > ¢", ’

Como se mencioné en la seccién anterior y a partir de los diagramas
de espacio fase, puede asegurarse la existencia de soluciones de onda
viajera cuyas velocidades de frente de onda sean mayores que c*.
En lo que sigue se aplicard un método perturbativo, semejante al
empleado por Kaliappan ( 1984 } para encontrar la solucién (3.7). A
pesar de que estas soluciones no resultan ser exactas para el problema
considerado,{6 = 1,p = 2,k = 4 ), es posible en un cierto grado de
aproximacién justificar la existencia de soluciones con ¢ > ¢*.

Kaliappan estudia la ecuacién de reaccién-difusién unidimensional:

i DFE +n-nt,
que es una forma generalisada de la ecuacién de Fisher (k=2)y
donde D es una constante positiva. El método perturbativo con el
que trabaja hace posible la obtencién de soluciones analiticas exactas
a la ecuaci6n anterior.

Las soluciones que se obtienen por este método a dicka ecuacién,
haciendo la transformacién n = n(z) = n(z ~ ct), son de la forma :



donde

giendo A una constante arbitraria y c la velocidad de propagacién de
la onda. Por simplificacién, se ha hecho Ia transformacién z -+ D-tz,

Esta misma técnica se empleard en lo siguiente para encontrar
soluciones aproximadas para la ecuacién :

an 9 ( dn
=3 (nb—;) +nfont . (3.13)

A pesar de que la molucién no es exacta para este caso, como se vera
a continuacion, este método perturbativo permite de alguna forma
explicar el comportamiento cualitativo de las soluciones y tener asf
una base para entender ia evolucién de los perfiles de concentracion,
En el Capftulo V del presente trabajo se obtendran loe perfiles de
concentracidn para ecuaciones similares a la anterior por medio del
anglisis numérico,

Las soluciones de tipo onda viajera se obtienen subetituyendo la
expresién :

n=n(z)=n{z-d) ,
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en la ecuacién (3.13), obteniéndose la ecuacién diferencial ordinaria:

&n  (dn\? dn
ﬁm'*‘(‘d;)»'*'cﬁ'f","n‘:oa (3‘14)

donde ¢ representa a la velocidad de Ia onda.
Se supone que la solucién n(z) de la ecuacién anterior es de la
forma : :

n(z) = 1+ehi(2) + Efa(z) +efs(2) +-- (3.15)

donde ¢ es un pardmetro pequeiio. Las funciones f}, f y fs se de-
terminan substituyendo la expresién (3.15) en Ia (3.14) e igualando
los términos con igual potencia en el parimetro ¢, obteniéndose el
sistema de ecuaciones :

fi +efy - 2/=0
fi+efy 2=} - (£)' + 5}
fi +efy-2s=—hf] - ifs - 2if+ 100 Sy +41]
y cuyas soluciones son :
fi=Ae™

fy= a3 5 - 2m?
am?it2em—2| ’

fi= A2 [18m' — 49m? + Bem 4 42
Y omi+3em -2 dm? +2m — 2 '
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siendo A una coustante arbitraria y m dada por :
m=_Stvets gc 58 (3.16)

De esta forma tenemon que n(z) se expresa de la forma siguiente:

4m? + 20 — 2

+é Adtm 18m¢ — 49m? + 8em + 42
9m? 4+ 3em 2 4m? 4 2em -2

—om?
n{z) =1 + eAe™ + 4% [ 5 — 2m ] +

Comparando loa términos de esta dltima expresién con la serie
binomial :

U—ﬂ”=1+u+59;ﬂf+°“+ga+2a+“w

se tiene para el segundo y tercer miembros

Ac"ll
T=
a
y
a+l_  5-2m?
2a  4mi+2em-2° @.17)
Resolviendo la ecuacién anterior para m se tiene :
' 2a+1
m-(m-x)\j — (3.18)
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A partir de las ecuaciones (3.16) y (3.18) se encuentra que |a ve-
locidad de propagacién viene dada por :

_ 2a+1
°*(2“+’)Jm : (3.19)

Finalmente, comparando el cuarto término de la serie binomial
con el respectivo de la ecuacién para n{z) se obtiene :

(e+1){a+2) _ 1 18m* ~ 49m? + 8cm + 42
3a? T 9m? 4+ 3em - 2 2mi4em 1

Substituyendo en esta dltima expresién los valores paracy m, y
resolviendo para a me encuentra una ecuacién de séptimo grado cuyas
rafces reales son :

ap = —~0.526
ag = ~0.393
as = ~0.140
a = 0.284
as = 1,201
Las soluciones de onda viajera que se encuentra para este caso
particular estudiado son de la forma :
-
"= [1 - gew] , (3.20)

donde a puede tomar alguno de los valores anteriores. El tercer valor
para a no representa un caso fisico, ya que tanto m como ¢ serfan

imaginarios.
]



Unicamente de estos casos, aquelion dos para los cuales el valor
de a sea positivo es posible encontrar soluciones acotadas si se toma
A < 0 en ls solucién paran :

Pars estas soluciones acotadas se tiene que:

my = 0273
& = 7.067
mg = 0.909
es =1291.

Substituyendo Ia expresién para n dada por la ecuacién (3.20) en
la ecuacién (3.14) se obtiene el siguiente residuo (A< 0}:

- -
—Aminle™ [1 + ge’”’] {1~ Ae™) ~ Acmne""[l + ge""] +

-
+A¥m3nletm [l + gc"“] +nl-nf=0,
(3.21)

En las figuras (3.2) y (3.3) se muestran respectivamente Ia solucién
de tipo onda viajera pars ¢l caso ¢, asf como la ecuacién (3.21) en
funcién del argumento z, esto Gltimo para mostrar el grado de aproxi-
macién del método perturbativo. Las figuras (3.4) y (3.5) ilustran lo
anterior para el caso de soluciones viajeras con velocidad ¢;.

Ls aplicacién de este método perturbativo, para este caso, no da
en f soluciones analiticas exactas a la ecuacidn de reaccidn-difusidn
counsiderads. Resulta sin embargo, basindose en este grado de a-
praximacion, que es factible el poder conocer las caracteristicas de
evolucién de los perfiles de concentracién.
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DLTi=| Pu Xwd

1
" + \
" t=9
.Y -
[ X B, .
» | 2B
4 A
. h
or -
: Y
Figura (3.4) » . e e R e S
-1® -8 -t [ ’ 10 113 1
I

[y — (] — § -~ {=t — g

RESDUO (.28 para m=0.000 y c=1201
ot Mtisf Pug Tt
’

YT
® -n -
1 EY
B Y
-
' -
- Y A
] e -
: - -
g a1
RYT
-1t

FPigura (3.5) -ess —p— T T T T T

- - . »
3



CAPITULO IV

INTEGRACION NUMERICA DE LA ECUACION DE
REACCION-DIFUSION

El estudio de la evolucién dindmica de los perfiles de concentracién
se efectuard a través del andlisia numérico de la ecuacién de reaccidn-
difusién. Este anklinis servird para estudiar aquellos casos en que
se deaconoscan soluciones analiticas o bien en los que se impongan
condiciones iniciales arbitrarias al proceso estudiado.

En este capitulo se expone Ia integracién numérica realisada a
partir de la representacién de esta ecuacién en diferencias finitas,
empleando el método de Crank-Nicolson. Con el propéaito de obtener
la confiabilidad de este método se efectiia en una seccién su andlisia
de estabilidad, estiméndose de esta forma las condiciones para las
cuoales el método no introduce errores significativos en el andlisis.



4.1 Discretizacién de 1a Ecuacién de Reacclén-
Difustén.

La ecuaciép de reaccién-difusién unidimensional, que se considerard
presenta la forma siguiente :

% = z"';—z- (z"u‘g—:-) +uP~ ]|t (4.1)
en donde ¢l parkmetro 7 estd relacionado con Ia geometria { 7y =0,
cartesiana y v = 1,2 cilindrica y esférica respectivamente, ambos con
simetria radial ).

El segundo y tercer miembros del lado derecho de la ecuacién
anterior estin reiacionados respectivamente con procesos de creacién
y aniquilacidn. Los exponentes py & dan el grado de 1a no linealidad
de este tipo de procesos.

La integracién numeérica de esta ecuacién se lleva a cabo a través
de su representacién discreta en diferencias finitas, La discretisacién
de esta ecuacién por medio de este método se expone en las siguientes
lineas :

Expresando la ecuacién {4.1) en la forma :

du 1 [q@ 2
il T AMAr = (“’“)] o= |Afet,

Ia ecuacién de diferencias que la aproxima es la siguiente :



(F+1) |22 2{Az)
. [uz(,m);ﬂ +(1-9) A’(u’*‘)}']}+ (4.2)

el SO { v [A("“);““("M)?}+
2z;

(az)’
H)~ 1AL ()]

donde Az y At son loa incrementos eapaciales y temporales respec-

tivamente. El conjunto de puntos que forman la latis en el plano

z —~ t estAn dados por 2 = Az y t = nAt donde § = 1,2,..., Ny

.8 =0,1,2,... Ls constante # e un real tomado genera.lmente en el

mtervalo 0< ' < 1. La aproximacién a u {§Az, nAt) se denota como
* El opeudor A se define més adelante,

ﬁ disgrama siguiente muestra el tipo de diferenciacién que se
aplica en el método de Crank-Nicolson. Los puntos mostrados son
aquellos usados de la malla en el planc z — ¢, el eje temporal apunta
“hacia arriba de la pdgina, mientras que los puntos espaciales corres-
ponden al eje horisontal, La conexién de los tres puntos sobre el
eje horizontal muestra a aquellos utilisados en la siguiente diferen-.
cia espacial consecutiva, mientras que los puntos unidos por la linea
vertical a los usados en la diferencia temporal.

n+1 * -
t

n . o

j-1 i j+1

X mm————y



El miembro isquierdo de la ecuacién (4.2) expresa la apraximacién
a la derivada temporal. El primer miembro del lado derecho de esta
ecuacién es |a versién pars la primera derivada espacial del método
de discretisacién de Crank-Nicolson (1947). El operador A en este
término queda dado por ia expresién :

A(”G-H); = (u‘“);ﬂ - (u6+l);‘_l . (4_3)
El segundo miembro del lado derecho de la ecuacién (4.2) expresa
la aproximacién por diferencias mas general para la segunda derivada
eapacial. Esta ecuacion incluye como casoa eapeciales a las apraxima-
ciones implicitas de Crank-Nicolson para # = } y aquella de Laasonen
(1949) para # = 1. Ambas aproximaciones resultan ser siempre esta-
bles. La expansién de Taylor en torno al punto { z = §Az,¢ = nAt ),
muestra que el error que introduce la aproximacién de Craank-Nicolson
para esta derivada es del orden ¢ = O;At)’-i-O(Aa:)2 y para el método
de Laasonen de e = O{At) + O(Az)*. Al final del capitulo se discu-
tird la estabilidad de este esquema de diferencias para la ecuacién de
reaccién-difusion.
El operador A? viene dado por Ia expresién siguiente :

Al(ui-f-l); = (u5+l);+l - 2(“6“); + (uﬁﬂ);-l . (4.4)

La linealisacién del término (u’“);.'“ que aparece en el segundo y
tercer miembros del lado derecho de 1a ecuacién (4.2) puede efectuarse

de diversas formas, una de éstas, sugerida por Beam y Warming
(1976) es la siguiente { Richtmyer, 1967; Anderson, 1984; Crank 1975
}:

(@) s (W) EH ) () (T -) L (45)
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Introduciendo la aproximacién de Crank-Nicolson en la ecuacién
{4.2) y haciendo uso de las ecuaciones (4.3)-(4.5), la ecuacién de
diferencias para la ecuacién de reaccién-difusidn dada por la expresién
{4.1) resulta en la forma :

"~ =g {arha [ 2 (- ()¢
+ 6+ 1) ()0 (v = whur) - ()7, (82 - o))+
trmapt |2 00 = 200+ ()]) +
O+ D (#)r (38 - ) -
~2(u'); (o - o) + ()1 (1 -0 )] 4
+at[ (@)~ AL ()] ] -

Haciendo ;= ]! — ¥} y reagrupando los términos con w; para
las diferentes j 's, se tiene que la aproximacién en diferencias finitas
queda en la forma siguiente :

Ajwjs + Bjwj + Cjwiy = Dj (46)

donde los coeficientes A;, B;, C; y D; estin dados por las expresiones:
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_ ~(Az n
Aj=-a [l+ 27; ]("5);41 ,

Bj= l+20(0’); '

A
Cj=-a [l - %,—lz)'] (#)5s

y
D; =(‘ﬂ£§l [0 - 5]+
6+1 z; i+ -1
g [ =2+ () +
+at{(w)f- [ 4] ()]
donde
_ At
T oAz

El miembro derecho de la ecuacién (4.8), junto con las condiciones
a la frontera

wy =t o],
el u}‘v“ ,

W=ty



son cantidades conocidas que se utilisan en 1a solucién de la ecuacién,

E sistema de ecuaciones descrito por la expresién (4.6) es tal que
todos los elementos de la matris correspondiente al sistema son nulos
excepto en tres de sus diagonales. Para la resolucién de este sistema,
¢l método que se describe en las siguientes lineas es eficiente y es
ademds cominmente usado; es en sf, una adaptacién especial del
método de eliminacién gaussiana.

Para resolver el sistema descrito, se buscan dos cantidades E; y
F; tales que se cumpla la relacién ( Potter, 1073; Forsythe, 1960 ) :

vj = By + F; . (47

Si esto resulta valido para cualquier miembro de la familia de
soluciones, de las condiciones a la frontera, se debe tener que :

Ei=0, F1=0. (4.8)
Substituyendo E;-jw; + Fj..| para w;.; se tiene que :

D; - C;F;

. 4 .
wj= —B,' + C,'E'-lw’+l + Bj+ CjE;, t

De aquf se tiene que E; y F; estdn dados por :

Ef_ BI +CjE,-x J 2 2 1]
D;-CiF.y .
= >
I’, /] + C,'E,'_l J - 2



Utilisando estas dos dltimas acuaciones junto con Ia ecuacién (4.8)
se pueden calcular inductivamente los coeficientes E ‘s y F s en or-
den creciente de la particién espacial 5 { 5§ = 1,2,...,N ). Ahora
bien, w;,; estd dado para § = N por las condiciones a ia fronters
y se puede asf calcular w; de forma inductiva de Ia expresién {4.7)
en orden decreciente de 5 ( 5 = N,N ~ 1,...,1 ). Esto completa
el cklculo, restando el uso de la ecuacién uJ*! = u} + w; para la
obtencidn, finalmente, de la solucién en el paso temporal.

4.2 Estabilidad de las Soluciones.

Con ¢l objeto de estimar la aproximacién a la ecuacién diferencial par-
cial por medio de Ia latiz discreta introducida, es conveniente analizar
las derivadas de los términos involucrados. La importancia de lo
anterior, radica en el hecho de que la derivads es una funcién que
suministra informacién acercs de la variacién local de una funcién
en ¢f espacio, siendo la derivada en diferencias el acoplamiento de
puntos vecinos en la latis. Para efectuar esta estimacién es conve-
niente analisar lo concerniente a la estabilidad de las soluciones. Un
método numérico resulta estable si un pequefio error introducido por
la aproximacién en cualquiera de sus pasos produce un error acumu-
lativo menor. El estudio de la estabilidad de un determinado esquema
consiste en la obtencion del factor de amplificacién para un modo de
Fourier en Ia distribucién espacial.

Se considerard primeramente el caso de una ecuacién de reaccién-
difusidn cuyo coeficiente de difusién no dependa de la concentracién
y posteriormente se generalizara al caso en que si lo sea.

Aplicando el modo de Fourier :

%= ﬁ(t)c‘h ,
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al primer miembro del esquema de diferencias, para el caso § = 0, se
tiene que :

&n+l =¢" + ﬁ {eiiAl - c-ikAl] an+l + ﬁ [cn'kAx _ c-l’lA:] a ,

donde
JAt

P=giaa

De esta dltima expresién se tiene :

il 1+2ﬂ1’sen5kAz) n -
= [I—Zﬂiocn kAz @ =gl" .

Asf, el factor de amplificacién g (At, Az, k) resulta ser complejo.

Tomando la magnitud del factor de amplificacién en el plano com-
plejo, se obeerva que este factor satisface la condicién de estabilidad
de von Neumann ( Ritchmyer, 1967; Potter, 1973 ) :

gl <1+o0(Ay .

El segundo miembro del algoritmo de diferencias puede analisarse
de forma aniloga. Aplicando la misma forma funcional del modo de
Fourier a este término se obtiene la expresién :

antl =g +'x [cibA: ~-24 e-ikAl] an+l+
+ (1 - ')x[c“Al -24 e-ikA:] i,
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donde

g

De esta expresién se obtiene :
& {1 - Uy [cos (kAz) ~ 1]} = &" {1+ 2{1 — #) x]coa (kAZ) ~ 1]},
de donde se obtiene que ef factor de amplificacién queda dado por :

_1=2x(1 - {1 - cos (kAz)]
T 14 2x#1 ~cos (kAz)]

La gréfica siguiente ilustra el comportamiento de g respecto al
argumento y = 2x {1 — cos {kAz)] para valores diferentes de 4. Con-
forme auments y, g {At, Az, k) decrece monétonamente de 1 al valor
-0, Si se cumple Ia condicién § < # < 11a asintota no es menor
que —~1, de ah{ que este miembro de la ecuacién de diferencias sea
siempre estable. En el caso de tener que 0 < # < §, y debe tomar
por estabilidsd el valor en el cual la curva intersecta g = ~1.

-1}~




donde

o

De esta expresién se obtiene :
€+ {1 - 2x [cos (kAz) ~ 1]} = 4" {1+ 2(1 - #) x [con (kAZ) - 1]},
de donde se obtiene que el factor de amplificacién queda dado por :

_ 1=2x(1 - #){1 - con (kAz)]
T 14201~ con [kAz)]

La gréfica siguiente ilustra el comportamiento de g reapecto al
argumento y = 2x {1 — cos (kAz}] para valores diferentes de #. Con-
forme aumenta y, g (At, Az, k} decrece monétonamente de 1 al valor
~8:4 i ne cumple 1a condicién § < ¥ < 11a asintota 5o es menor
que —1, de ahf que este miembro de la ecuacién de diferencias ses
siempre estable. En el caso de tener que 0 < # < §, y debe tomar
por estabilidad el valor en el cual la curva intersecta g = 1.

1




Ee asf, que Ia condicién de estabilidad seré de Ia forma :

At 1 . 1
By Sz " 0s<z

sin restricesén of %S'Sl .

Con fundamento en lo anterior, s tiene que el método de Crank-
Nicolson, utilisado en Ia discretisacién, es incondicionalmente estable,
El anilisis para un coeficiente de difusién no lineal puede desa-
rrollarse aplicando los resultados anteriores, haciendo para e} primer
“término de diferencias Ia substitucién 8 — u*f y para el segundo
término y ~ uly.
En el Apéndice de este trabajo s presents el ¢édigo numérico
desarroliado para el estudio de los perfiles,



CAPITULO V

EVOLUCION DE PERFILES PARA CONDICIONES
INICIALES ARBITRARIAS

El propésito del presente capftulo es el de llevar a cabo el estudio
de la ecuacién de reaccién-difusién para el caso general en que se
encuentren presentes procesos simultineos de difusién y reaccién. El
estudio de la evolucién dicdmica de los perfiles de concentracién se
hace a través del uso del cédigo desarrollado en base al método descri-
to en el capitulo anterior, con lo que es posible estudiar la evolucién de
condiciones iniciales arbitrarias. Para diferentes érdenes arbitrarios
en los términos no lineales de reaccién y difusién se estudia el balance
que se presenta entre ellos.

Se obtienen los comportamientos de los perfilea de concentracién
para aquellos casos en los que se presentan soluciones de cardcter ex-
plosivo, corrabordndose los resultados esperados a partir del andlisis
expuesto en el Capitulo II. De igual forma se analizan los procesos que
involucran fenémenos de creacién y aniquilacidn, obteniéndose para
ellos soluciones de tipo onda viajera con las velocidades de propa-
gacion encontradas analiticamente.

Un resultado importante obtenido en este estudio es el hecho de
que perfiles iniciales arbitrarios, en el transcurso de su evolucién, se
ajustan a las correspondientes soluciones analfticas, con las veloci-
dades de propagacién predichas analiticamente.

Pueden proponerse inclusive perfiles iniciales de tiempo de espera,
observindose que sus frentes de onda eventualmente adquieren las
velocidades de propagacién encontradas de forma analftica.
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Considérese nuevamente la ecuacién de reaccién-difusién :

i _ .9 9
=2 "'E[z"n’mn +nP—{A|n* {5.1)

En lag secciones siguientes se estudiard el comportamiento de las
soluciones de la ecuacion anterior para diversos valores de Jos pardme-
tros que involucran procesos de creacién y aniquilacién, asf como de
difusién. Se estudia ademas la evolucién de los perfiles para las geo-
metrias cilindrica y esférica con simetria radial. El balance entre los
procesos de reaccién y de difusidn se analiza para 6rdenes arbitrarios
de sus términos.

Con el objeto de comprobar que el cédigo desarrollado opere co-
rrectamente, se verifica que en agquellos casos en los que existen solu-
ciones analiticas particulares, como las estudiadas en el Capitulo II,
ge reproduzcan los resultados esperades. El propdsito de emplear
métodos numéricos serd el de estudiar la evolucién de condiciones
iniciales arbitrarias, tanto para loa casos en los que existen soluciones
particulares, como aquellos en los que no se conocen.

6.1 Soluciones Locales Explosivas.

En esta secci6n se presenta la reproduccién numérica de la evolucién
explosiva descrita en la seccién 2.3.

En la figura (5.1) se muestra la solucién local explosiva corres-
pondiente al caso p = 2,6 = 1,A = 0. La evolucién del perfil de
concentracin es mostrado por las curvas en esta figura, en la que se
observa el crecimiento no lineal y explosivo del perfil. Se encuentra
ademés la preservacion de la forma del perfil inicial. Tanto el compor-
tamiento explosivo de la solucién, como la forma de ésta, concuerdan
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con los esperados para la solucién analitica introducida previamente:
¢(z) =} |1+con .

La figura (5.2) muestra también la evolucién de un perfil inicial
hacia una solucién local explosiva. Este comportamiento corresponde
al caso p = 3,6 = 2,1 =0, con condicién inicial (z) = ¥ con ().

Pueden ocurrir casos en que el perfil inicial difiera por no mucho de
la solucién particular o bien que éstos se encuentren perturbados. En
laa grificas siguientes se muestran los comportamientos para dichos
casos.

La figura (5.3) corresponde al caso de la evolucién temporal de un
perfil inicial angosto. En esta figura se observa que el perfil inicial
decrece primeramente en amplitud hasta llegar a un minimo, poste-
riormente aumenta en su amplitud aproximandose hacia una solucién
local explosiva. Este comportamiento es caracteristico en ciertos ca-
sos en los que el grado de no linealidad del término de reaccién sea
mayor que el de difusién. Para este casose tienep=4,k=2yé=1.

Al valor para el cual el perfil presentza un minimo en amplitud
corresponde al momento en el que la relacién entre la amplitud y
anchura (el cual crece conforme el perfil aumenta) se ajustan a los de
una solucién local explosiva.

La figura (5.4) muestra la evolucién de un perfil al que inicialmente
se di6 una pequeiia perturbacién. Dicha perturbacién modifica ini-
cialmente la forma de campana de las soluciones, pese a esto, el perfil
tenderd siempre hacia una localidad explosiva.
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5.2 Evolucién de Perflles con Presencia
Simulténea de Procesos de Creacién
y Aunliquilacién.

En esta seccidn se hace el andlisis de la evolucién de perfiles de con-
centracién para aquellas situaciones que presentan tanto procesos de
creacién como de aniquilacidn. Los casos referidos son aquellos en los
cuales e} pardmetro A en la ecuacién de reaccién-difusion es diferente
de cero.

521 Casop>k,é=1

En 1a seccidn 2.3 se estudié el caso en el que p > k = 1, encontrdndose
la existencia de soluciones de equilibrio inestable, tales que para
condiciones iniciales mayores a ellas el perfil explota en un tiempo
finito, mientras que para condiciones iniciales menores el perfil decae
exponencialmente.

522 Camop<k,b=1

El comportamiento de las soluciones para los casos en que el término
de creacién sea menor que el de aniquilacién presenta, para las for-
mas de loa perfiles, caracteristicas diferentes. En la figura {5.5) se
muestra la evolucién temporal de un perfil obedeciendo la ecuacién
de reaccién-difusién para el caso § = 1,p = 2,k = 4,1 = 0.015.
Para este conjunto particular de parimetros se observa que la am-
plitud del perfil decrece siempre hasta un valor mfaimo -y, Cuande
la amplitud inicial se encuentra por arriba de dicho valor, se forma
una plataforma que se ensancha al transcurrir el tiempo, Se tiene
asf, en este caso, una vecindad en la cual el perfil adquiere urna con-
figuracién estable. La plataforma de estabilidad se forma, como se
mencioné en las lineas anteriores, en el valor para el cual la amplitud
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toma ¢l valor fe. Este valor se obtiene ya que en la regién formada
por la plataforma, tanto el lado isquierdo de la ecuacién (5.1) como
el primer miembro del lado derecho de dicha ecuacién son nulos.

En la figura (5.6) se presenta un perfil cuya evolucién es gobernada
por los mismos valores de los pardmetros anteriores, sin embargo, las
condiciones a la frontera impuestas n (+L) = 0, son tales que no
permiten al perfil tener desplasamientos laterales mas alld de estos
valores, Es asi, que para este caso se tiene un perfil que en el trans-
curso del tiempo llega a un estado de equilibrio.

La figura (5.7) exhibe ¢l caso en el que la amplitud del perfil ini-
cial de concentracién se encuentra por debajo del valor &, el perfil
evoluciona en e} tiempo aumentando su tamafio hasta dicho valor, al
mismo tiempo que su soporte y ancho crecen,

En forma similar a 1a figura (5.7), la figura {5.8) presenta un per-
fil en las que Jas condiciones a la frontera no le permiten avanzar
lateralmente.

Las figuras (5.9a-c) muesiran la evolucién de la amplitud de los
perfiles para el caso particular en el que p = 2,) = 1. Se observa
que conforme el exponente del término de aniquilacidn aumenta, para
una condicién inicial por debajo de la plataforma de estabilidad, el
tiempo en que e} perfil llega a esia plataforma es menor. En forma
similar ocurre lo anterior para el caso en que la amplitud del perfil
inicial se epcuentre por arriba del valor 3.

Generalisando, se observa que es positxz conseguir una plataforma
de amplitud finita, si localmente {2 = 0, quedando la amplitud dada
por n = A,
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6.3 Perfiles de Concentracién con Estado
Estaclonario Asintético.

En esta seccién se verd el caso en que bajo ciertas condiciones es-
pecificas es posible obtener un perfil de concentracién que evolucione
asintéticamente hacia un estado estacionario.

Eate estado estacionario asintético se logra multiplicando el térmi-
no de creacién por una funcién de soporte compacto. Dicha funcién,
por definicién debe ser diferente de cero en un cierto intervalo finito
y anularse en el resto del espacio.

Para el caso p = 2,k = 4,6 = 1,X = 1, la figura (5.10) mues-
tra el comportamiento de laa soluciones para el término de creacién
multiplicado por el factor : (L =7)

o(z) = e |z|<L
10 |2]>L,

se observa que en el intervalo [~ L, L se forma una plataforma cuya
amplitud corresponde al valor 4. La plataforma crece, conforme
evoluciona el perfil, hacia los extremos del soporte, aproximindose
asintéticamente hacia un estado de equilibrio. Para estos valores de
los parimetros, el estado estacionario asintético viene dado en funcién
de las coordenadas en la forma \/P;, que corresponde a la solucién
de la ecuacién cuando a (z) = 0.

Utilisando la misma forms para a(z) como en el caso anterior,
la figura (5.11) muestra la evolucién temporal del perfil gobernado
por los pardmetros p = 1,k = 2,6 = 1. La plataforma constante se
alcansa para el valor § de la amplitud, y el estado asintético esta-
cionario para los extremos del perfil corresponde a la funcién expo-

nencial e-v/#,
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6.4 Interaccién de Perfiles.

Resulta también de interés el estudio del comportamiento de la in-
teraccion de perfiles. La figura (5.12) muestra la interaccién y evolu-
¢i6n de doa perfiles angoetos cuyos anchos iniciales son menores que
los correspondientes a los casos de soluciones explosivas locales. Se
obeerva que cada perfil evoluciona de forma independiente antes de
ocurrir la interaccién, disminuyendo sus amplitudes. Simulténeamen-
te la distribucidn espacial de los perfiles se ensancha hacia sus ex-
tremos. Como producto de la interaccién ambos perfiles generan un
perfil que evoluciona asintéticamente hacia una localidad explosiva.

Otro tipo de interaccién entre perfiles que no presenta este cre-
cimiento no lineal hacia soluciones de tipo explosivo se muestra en la
figura (5.13). El caso aqui expuesto corresponde a dos perfiles que se
encuentran gobernados por los patdmetros p= 2,k = 4,6 = L, =
0.015. El comportamiento individual de los perfiles es aquel expuesto
en las secciones precedentes. Durante el proceso de interaccidn ambos
perfiles se funden formando un perfil que eventualmente alcansa un
estado asintético estacionario. Dicho estado estacionario se encon-
trara por arriba o por debajo de las amplitudes iniciales dependiendo
del valor de estos dltimos respecto del pardmetro A,

K
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6.5 Estudio de las Amplitudes y Anchos de los
Perflles.

En esta seccién se estudian las variaciones que presentan tanto las
amplitudes {A) como los anchos de los perfiles de concentracién (L),
conforme estos evolucionan. En las graficas siguientes se muestran
las formas en que varian las amplitudes y los anchos de los perfiles
para diferentes valores de los parimetros de la ecuacién (5.1), en
donde se ha escogido para este caso A = 0. Para cada conjunto
de estos valores se muestran tres ejemplos de condiciones iniciales
diferentes. Se observa que la condicidn inicial es un factor importante
para determinar la rapidez con la que los perfiles, eventualmente,
han de aproximarse hacia una solucién local explosiva. Conforme
la amplitud inicial de! perfil sea mayor, cuanto m4s rdpidamente se
acercara a este tipo de solucién.

Como punto importante en la interpretacién de estas grificas, cabe
seialar que en todos los casos existe un crecimiento ilimitado del
perfil. El tiempo en el que ocurre esto depende, como ya se menciond,
de las condiciones iniciales fijacas,

Un efecto encontrado en este estudio, radica en que para algunas
estructuras, se presentari el estrangulamiento del perfil justo en el
momento en que éste crece de manera ilimitada. El estudio de la
regién caracteristica en donde se produce este efecto merecerfa estu-
diarse en forma m4s detallada.
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5.8 Soluciones de Tipo Onda Viajera.

Para |as soluciones analfticas de tipo onda viajera de la ecuacién de
reaccion-difusién, vistas en el Capitulo III, las figuras (5.14)-(5.17),
obtenidas a partir del cé6digo numérico, muestran e} comportamiento
de este tipo de soluciones. Las velocidades de propagacién de los
frentes de onda corresponden con aquellos predichos en ese capitulo.

Esta breve seccion pretende sélo mostrar de manera grifica, aque-
llas soluciones aportadas por el método de reduccién a cuadraturas,
visto a lo largo de este trabajo. Pueden ser utilitadas para comparar
las velocidades de los frentes de propagacién entre los distintos casos.
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CAPITULO VI

APLICACIONES EN EL ESTUDIO DE
PLASMAS CONFINADOS

El propéeito de este capftulo es el de formular un modelo primitivo en
base al cual pueda obtenerse la descripcién de perfiles de temperatura
de plasmas confinados magnéticamente.

En este modelo, propuesto por Withelmsson { 1989¢, 1991 }, se
plantea una ecuacin para el perfil de temperatura, en la que se de-
termina su evolucién mediante un término de difusién , en el que
el coeficiente de conductividad térmica depende de la temperatura.
Posee adem&s un término de aniquilacién que representa pérdidas
por radiacién, u otros efectos, as{ como un término de creacién, o
calentamiento.

Aunque este no es up modelo formal, derivado de primeros princi-
pios, su propdsito es sefialar el tipo de comportamiento que se espera
de los perfiles de temperatura, en base a propiedades globales de las
ecuaciones que los pudieran determinar.

Cabe seiialar que la dependencia de la temperatura en el coefi-
ciente de conductividad térmica puede depender del estado de quie-
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tud o turbulencia del plasma, e incluso podria variar con la posicién
y ¢l tiempo en un aparato de fusién nuclear.

Por ello, el modelo aquf planteado debe considerarse como una
aproximacién burda al problema real.

Cou el advenimiento de 1as miquinas de confinamiento, se ha abor-
dado, a lo largo de los iiltimos afios, el estudio de las condiciones
bajo las cuales es posible aumentar los tiempos de mantenimeinto del
plasma.

La forma en que se comportan los sistemas fisicos en dichos dis-
positivos magnéticos depende fuertemente de la geometria utilizada,
del gas de llenado, asi como de las fuentes de calentamiento usadas
para manteger la temperatura. ,

Por tratarse de sistemas dindmicos, se encuentran ademds, pérdi-
das de energfa producidas por radiacién.

La radiacién emitida es un factor importante, ya que representa un
efecto & minimisar. Es en este punto, el que es importante plantear
modelog que permitan obtener configuraciones estables de plasma,
tomando en cuenta las caracteristicas antes mencionadas.

Como ha sido establecido, los fendmenos de transporte en un
plasma, pueden modelarse, en una primera aproximacién, via pro-
cesos de reaccion-difusién.

La introspeccién de! comportamiento de los perfiles de temperatu-
ra electrénica por medio de la variacién de pardmetros, permitirfa de
alguna manera conocer aquellas condiciones para las cuales es factible
obtener estados estacionarios.



6.1 Un Modelo para el Perfll de Temperatura.

Los perfiles de temperatura y densidad obtenidos en dispositivos ex-
perimentales tienen tipicamente distribuciones en forma de campana,
reflejando el hecho de que en estos dispositivos experimentales la
mayor concentracién de particulas y en consecuencia de mayor tem-
peratura se encuentra ubicada en la parte central de su cdmara.

Suponiendo que la densidad del plasma no varfa mucho tanto en
el espacio como en el tiempo, lo cual ocurre aproximadamente para
ciertos parmetros de operacién ( modos H ), un modelo de la tempe-
ratura electrdnica a partir de la ecuacién de reaccién-difusién puede
expresarse de la forma siguiente :

ar _ 8 ar

o (D(T)—a—z-) - R{T)+5(T) (6.1)
donde D(T) representa la difusién y los términos R(T) y S(T) estdn
referidos a procesos de pérdida por radiacién y calentamiento reapec-
tivamente.

Esta ecuacion puede resolverse alternativamente utilizando las téc-
nicas expuestas en el Capitulo Il o ITI. En este capitulo se muestran
ambas soluciones, y finalmente se muestran resultados de experimen-
tos numéricos.

En el modelo propuesto por Wilhelmsson para el estudio de perfiles
de temperatura se considera, para el caso de difusién perpendicular,
a D(T) ~ T4, obtenido de transporte neocldsico, y para el término
de radiacién por bremsstrahlung a R(T) ~ T

Despreciando los efectos producidos por el calentamiento ohmico
(donde T} ) y modulando el término de calentamiento a partir de
S(T) ~ g(t)T, la expresién anterior puede resolverse con ayuda de
las técnicas presentadas previamente.
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Advirtiendo ¢ hecho de que este modelo asf definido, admite solu-
ciones separables en espacio y tiempo, se introduce Ia transformacién;

P =Te bt

r= A‘,—n.: o gy
Para el caso en que g{t) = a = cte, la transformacién anterior se
reduce a
P=Tet |
7=} [l - e‘*“‘} .

La ecuacién diferencial parcial (6.1) se transforma a partir de lo
anterior, en la expresion :

Q:—i(ﬂ@) -7, (6.2)

donded=-jy k=4

La ecuacion anterior presenta la misma forma que la ecuacién (2.2)
vista anteriormente y cuya solucién estd dada por Ia ecuacién (2.8),
salvo que aquf § < 0, y ¢l segundo término del miembro derecho
describe una pérdida, en ver de una fuente,

™



La solucién & la ecuscién {6.2) puede obtenerse de aquella para Ia
ecuacion (2.2) normalisando las variables en la forma :

T8z bt -1 ,
obteniéndose Ia solucién :

= -;-(rc ~ r)%sech! (-23‘/—7-) .

La solucién anterior presenta s forma de campana que se obtiene
experimentalmente para los perfiles de temperatura. La temperatura
tenderd a cero en un tiempo finito t = {.. El efecto de la presencia
de una fuente de calentamiento serd el de evitar que la temperatura

disminuya répidamente.
Tomandola transformacién z = z — ¢t y proponiendo para T" :

T = ol 4877,

la substitucién de esta Gltima expresién para 7' permite establecer
ciertas relaciones de los patdmetros p,4,6 y k, y de esta forma en-
contrar los valores para @ y 8, asi como la velocidad de propagacién
de los frentes de onda de la solucién.

Se obtiene para este caso la expresién para T’ siguiente :

T = 2T (1 - Ti) ,
expresién que puede ser integrada, con la solucién dada por:
A 2
7= xe]

%



donde A es una constante y :

"=
- ¥

e=2.

En la figura (6.1) se muestra el comportamiento de esta solucids,
obeervéndose loa efectos antes mencionados,

La figura (6.2) muestra la evolucién temporal de esta solucién
cuando se consideran dos frentes de onda que viajan en direcciones
opuestas. A diferencia de los resultados obtenidos en secciones pre-
vias, donde k > p, en este caso, en el que k < , los frentes de onda
se mueven "hacia adentro”. Esto es compatible con los resultados de
Wilhelmsson, ya que sus soluciones decrecientes quedarfan por debajo
de las de onda viajers.

Con el propdsito de explorar el comportamiento de los perfiles,
pueden hacerse elecciones particulares para los valores de los para-
metroa,

Las grificas siguientes muestran el comportamiento para log va-
lores p= },k = } y § = —§. Para este caso se ha encontrado la
formacién de un estado estaciopario,

En la grifica (6.3}, se parte un estado inicial arbitrario cuya am-
plitud es mayor que la del estado final. En la grifica (6.4) el estado
inicial parte por debajo del estado final estacionario, aumentando su
amplitud hasta alcansar dicho estado.



Cabe seiialar que la dependencia en este caso para el coeficiente
de difusion es de T4, por lo que una temperatura nula queda pro-
hibida. Sin embargo, es posible simular aquellos casos en donde la
temperatura sea arbitrariamente pequefia alrededor de la cdmara del
contenedor de plasma,
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CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se han presentado algunas propiedades
de caricter cualitativo y cuantitativo de la ecuacién de difusién con
términos de reaccién. El conocimiento de estas propiedades hace
posible tener un mejor entendimiento de los procesos que se presentan
en las diferentes ramas de estudio. El planteamiento de ecuaciones
de este tipo ofrece modelos mediante los cuales puede estudiarse la
evolucién temporal para una gran variedad de sistemas fisicos. En
particular, en fisica de plasmas resulta de gran interés el poder de-
terminar los efectos de balance presentes entre la ionigacién y recom-
binacidn de las especies que constituyen un plasma, esto enfocado al
estudio de confinamiento en dispositivos experimentales,

En lo que sigue, se discutirin las diversas formas de soluciones,
obtenidas en este trabajo, de la ecuacién de reaccién-difusién, resu-
miendo las caracteristicas importantes de cada una de ellas.

Primeramente, destacan aquellas soluciones en las cuales la confi-
guracion espacial de los perfiles se encuentra localizada en una regién
finita. El efecto de localizacién ocurre, por ejemplo, en los casos en
que se encuentra presente tnicamente la contribucién de un término
de creacion, es decir en aquellos donde el pardmetro ) es idénticamen-
te pulo. Este efecto puede observarse igualmente cuando el exponente
p, que expresa el grado de no linealidad del término de creacion,
es mayor que el pardmetro §, que da el grado de no linealidad del
coeficiente de difusion.

Aqui, los efectos del término de creacién dominan fuertemente
sobre los de difusién, provocando que los perfiles se encuentren con-
finados a una pequeiia regién del espacio. Los perfiles bajo estas
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condiciones, evolucionardn hacia soluciones de tipo explosivo, alcan-
sando amplitudes muy grandes en tiempos finitos. En cuanto a esto
dltimo, puede hacerse notar aquellos casos reales en los que pudiera
haber un rompimiento del sistema fisico o poblacional causado por
¢l incremento desmedido en una o varias de las componentes de las
especiea que forman ese sistema.

Por medio de este método es factible también encontrar soluciones
para ecuacionea de reaccién-difusién que presenten un término de
creacién y uno de aniquilacién lineal. Por medio de una transfor-
macién en las coordenadas espacial y temporal, es posible reducir
esta ecuacién a una en donde el término de aniquilacién se encuentra
ausente. De esta forma se tiene que las soluciones de estos casos serdn
similares a los tratades anteriormente.

Las condiciones iniciales que se imponen al perfil de partida son im-
portantes, ya que, como se hizo notar, determinan el comportamiento
evolutivo de Jos perfiles. En este punto, cabe recordar que la construc-
cién de esta clase de soluciones hizo posible la existencia de configu-
raciones que corresponden a estados de equilibrio inestable, tales que
por arriba de dichos estados se presentan comportamientos de tipo
explosivo. Condiciones iniciales por debajo de estos estados implican
que e! perfil decrezca en amplitud en el transcurso de su evolucién,

Las soluciones que exhiben estas propiedades tienen ademas la ca-
racteristica de preservar su forma en el tiempo. Esto dltimo resuita
independiente de la configuracién que adquieren los perfiles, ya sea
esta explosiva 0 no. Cuando se parte de una condicién inicial por
arriba del estado inestable y que difiere a su vez de aquellas condi-
ciones para las cuales se construyeron soluciones de tipo explosivo,
se encuentra que los perfiles adquieren dicha forma, ajustindose a
Ia solucién local conforme evolucionan. La calidad de atractor para
estas soluciones no puede emplearse aqui estrictamente por tratarse
de un efecto de atraccién meramente cualitativa en Jo que concierne
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8 la configuracién adquirida por los perfiles.

Las condiciones iniciales, como se mencioné en las lineas previas,
influyen marcadamente en el comportamiento que siguen los per-
files. Se encuentra en relacidn a esto, ia existencia de perfiles que
pueden avansar lataraimente una cierta regidn hasta el momento en
que adquieren una forma similar a las soluciones de tipo explosivo,
ajustindose asf a ellas, Existen ademis ejemplos en los que el perfil
inicial es angosto, Aqui se observa que primeramente la amplitud
del perfil disminuye conforme su ancho aumenta, hasta adquirir la
condicion de un estado que crece ilimitadamente, momento que cons-
tituye ol inicio para la formacion de estructuras locales,

En una seccién del presente trabajo se muestra que este tipo de
soluciones son estables ante perturbaciones de pequeia escala. Se
ilustra lo anterior con una pequefa perturbacion provocada al perfil
de partida. Se observa que la perturbacidn se elimina en el tiempo,
con la consiguiente recuperacién de la forma del perfil.

Otra técnica de analisis no lipeal llevada a cabo en este trabajo,
para la obtencién de soluciones analiticas exactas a la ecuacién de
reaccion-difusién con términos de aniquilacién, corresponde al de la
reduccion a cuadraturas para soluciones de onda viajera. Este método
ha resultado ser una herramienta til para encontrar soluciones con
frentes de propagacién. Mediante este andlisis es posible transfor-
mar |a ecuacidn diferencial parcial en una ordinaria, a partir de la
cual pueden encontrarse relaciones que involucran las potencias de
los términos de difusidn, creacién y aniquilacién. A partir de es-
tas relaciones se llega a expresiones que pueden ser integrables, para
asi obtener las soluciones al problema considerado. Es importante
sefalar que aidn cuando la ecuacion ordinaria obtenida no sea com-
pletamente integrable, siempre es posible encontrar analiticamente
las velocidades con que se propagan los frentes de onda.
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Por medio de la discretizacion de la ecuacién de reaccidn-difusién
en diferencias finitas ( método de Crank-Nicolson ), se hizo posi-
ble el estudio de problemas con presencia simultinea de procesos de
creacion y aniquilacién. Los resultados més relevantes que arroja este
estudio son los de la formacién de plataformas locales de estabilidad.
La amplitud a la cual se consigue localmente esta configuracién, de-
pende exclusivamente de los términos de creacién y de aniquilacidn;
y estd dada en funcién de los pardmetros p,k y A. Cuando se parte
de condiciones iniciales por debajo de la plataforma de estabilidad, el
perfil crece hasta llegar a la amplitud correspondiente, a partir de la
cual la plataforma aumenta en tamafio, al mismo tiempo que el per-
fil avanza lateralmente hacia sus extremos con una cierta velocidad.
Similarmente, para condiciones iniciales por arriba de la plataforma,
el perfil decrece hasta un valor, determinado por los términos de
reaccion.

Cuando la condicién a la frontera es tal que fija los extremos del
perfil de partida, se obtienen soluciones que en el tiempo adquieren
configuraciones que no sdlo son locales en la regién de la plataforma,
sino que la estabilidad abarca, en estos casos, a todo la region espacial
en la que se encuentra comprendida el perfil final formado.

Haciendo uso de las soluciones exactas obtenidas por reduccién
a cuadraturas, fue posible comparar las velocidades de propagacién
obeervadas por medio del c6digo numérico, y de esta forma tener un
grado de confiabilidad en la simulacién. Por otra parte, las alturas
de loa perfiles en las que se presenta la formacion de los soportes
compactos concuerdan, para los casos integrables, con las soluciones
exactas,

Una alternativa para probar la existencia de soluciones de tipo
onda viajera se encuentra en el estudio de los diagramas de espacio
fase para la ecuacién de reaccién-difusién. Por medio de estos dia-
gramas es posible encontrar las cotas de velocidad para las cuales
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existen soluciones con frentes de propagacién. La informacion que se
extrae de este analisis permite saber, por medio del tipo de conexién
que se trate ( ya sea de tipo silla-silla o bien silla-nodo ), Ia clase
de soluciones que se eaperan obtener para una determinada ecuacién.
La conexién silla-gilla implica la existencia de soluciones agudas, y
la de silla-nodo la de soluciones de cambio de fase. De esta forma,
cuando se busca la existencia de soluciones viajeras con una velocidad
especifica, Ia conexidn de los puntos caracteristicos en el espacio fase,
muestra el tipo de onda que debe encontarse analiticamente, Cuando
no se presenta [a conexién de alguno de los dos tipos senalados, se
concluye la inexistencia de una solucién viajera con esa velocidad de
propagacion particular,

La formacidn de estados asintéticos de estabilidad pueden obtener-
se proponiendo un coeficiente variable para el término de creacién.
El modo en que se forman estos estados depende de la eleccién de
la funcién de soporte compacto, asi como del valor del pardmetro A.
Por ejemplo, la formacién de estos estados, como se ilustra en este
trabajo, depende inversamente de la posicién para un caso y es de
tipo exponencial para otro.

El estudio de las ecuaciones de reaccioén-difusién es de gran impor-
tancia en aquellas dreas de la ciencia en donde los procesos que se
llevan a cabo pueden modelarse a partir de estas ecuaciones. Como
ejemplos, pueden citarse aquellos problemas que aparecen en quimi-
ca, para el estudio de las reacciones quimicas no lineales, en biologia,
en el estudio de dindmica poblacional, en fisica de plasmas, en propa-
gacion de senales eléctricas, redes neuronales, fisica de semiconduc-
tores, percolacién de gases a través de medios porosos, esparcimiento
de peliculas delgadas bajo gravedad y en demis fenémenos de trans-

porte.
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