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CAPITULO! 

INTRODUCCION 

Loe fenómenos de reacción-difusión ee preaentan en numeroeoe pro­
bleJDlll de la fl'aiea, cin~ica química y modelos poblacionales. Involu· 
eran proceeos de ir&ll!porte, mediante coeficientes de difusión que no 
necesariamente aon constantes, de creación y de aniquilación, de tal 
modo que laa ecuaciones diferenciales pucialm que modelan dichoa 
fenómenoe 110n no lineales en general. En el caao de la fiaica de plas­
IDlll, que es el campo que motivó este estudio, es de interés conocer 
la evolución de perfiles de densidad de los iones y electrones en plas­
mu de laboratorio y utroffsiea, donde la ionilación juega el papel 
de la creación, y la recombinación el de la aniquilación. Además, en 
el estudio de perfiles de temperatura en aparat.oe de confinamiento 
magn~ico, aparecen ecuaciones parab61icu de eñe tipo, en laa que 
loe iérminoe de cre1Ción y aniquilación reprmentan efect.oe de fuentes 
de calentamiento y ndi&ei6n, respectivamente. 

El propóeito de elRe trabajo es estudiar laa propiedades cuafüa· 
tivu de aolucionm a un grupo de ecuacionee de reacción-difusión, 
mu que el de rmolver un problema específico. La idea eeencial es 
poder identificar loe element.oe de un modelo que lleven a deeeribir 
fenómenos que 1e obaervan experimenialmente. En particular, en el 



cuo de plumu conlludOI por campoe mapéticOI, • imponu'8 
dekrmiur 1CJ1 efed01 de banapone que • oblervu, u{ como 1U 

in!uencia en el compori&miento glob.l del pluma. Aaí por ejemplo, 
es de inWria conocer 1111 mecanismoe que permiten que un pluma 
11e relaje a u -.do enable, independientemente de lu condicio11e1 
iniciales de la dmcarp, o loe que llevan a cambioe subatanciales en 
el üempo de coa!namiento, como loe Uamadoa modoe H. 

Si bien no 11e preW!nde rmolver aquí dich01 problemu, se espera 
poder lllt&blecer pandi¡mu que &)'uden a reeolverloe. 

La manera naiural para estudiar el problema de condiciones ini· 
cialee pua ecuacionee de reacción-difusión, es inM!grarlu num&ica· 
men~ lo cual 1e puede comeguir mediante el m~todo de Crank· 
Nicolaon, que proporciona condicionm de estabilidad apropiadaa para 
ecucionm puab6licu. 

Sin embargo, para algunu ecuacionee existen eoluc:ionee particu· 
lares estables, con la propiedad de que si 11e parte de condiciones 
iniciales arbitrariu, &tu ee ~ a dichu soluciones. 

En este trabajo ee estudian ecuaciones de reacción-difusión para 
una especie, en una dimensión espacial, en lu que el coeficiente de 
difusión, el thmino de creación y el de &niquilac:ión 110n monomioe : 

~ = #; (n•;;) + n'-1 >.In• · (1.1) 

En la ecuación (1.1)¡ n = n(z,t) nprmenta,' por ejemplo, la den· 
sidad de la especie, mientru 6, p, lc y >. eon constantea. 

En el Capitulo ll, ee revilJ& el cuo >. = O, anteriormenW! estudiado 
por Wilhelnmon et al., para el cual existen eoluciones particulare11 
explosiYU, con la propiedad de estabilidad antes mencionada. Allí se 
presentan algunu situaciones en lu que el perfil 11610 puede &Yalllll 
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uu. cli.tucia finita, efedo referido como localisa.ci6n del perlll. Se 
encuentra que la diskncia que el perfil avama lateralmente antes de 
obtener una conftcurad6n de tipo exploeiva depende füertemente de 
Ju condiciones iniciales impuesta&. 

Por otra parte, en el Cap(tulo m, mediante ftducci6n a cuadra.tu· 
ru, • encuentran 10lucionee de onda ~era para un conjunto más 
1enera.I de ec:uacion-, con .\ f. O. En este último caao ee e!tudia la 
forma del frente de onda en bue a las propitdadm de la 90Juci6n en 
el e8pláo fase. 

Loe rault&dOI autit.icoe praentan mareado inWés por el hecho de 
poder ul encontrar IO!ucioam 1enerales a Ju ecuacionm de reacci6n· 
difusi.6n. 

Cabe aquí aeñalar que por medio de ftducci6n a cuadraturu t11 po­
sible encontrar llÍilmpre las ftlocidadr.s de propepci6n de loa frentes 
de onda, aún para aquelloa CU01 en el que el pñ,blema tratado no 
pueda aer expresado en forma cernda. 

En el Capitulo IV 111! dt11&rrolla un c6di¡o num&ico con objeto 
de tlltudiar problemlll de condiciones iniciales arlitraria!. La sima· 
laci6n numérica praenta un alternativa importante de comparaci6n 
respecto a loa renladoa autit.icoa obtenidas, siendo útil también 
p¡ra aquelloa cuoe en que no • tengan aolucionm eu.ctas a un pro­
blema dderminado. 

Num&icamente •encuentra, a el Cap(tulo V, que condiciones 
inicialel arbitraria• relajan a Ju aoluciont11 particulara anttll men· 
cionad.u. En esne capitulo llll encuentra ademú que ~o ciertas 
condicioa• nje&M al &&mino de crud6n • posible encontrar tllt&­
dOI tlltacionariOI de WurafeA &sintótiCL 

Se aadia el t.lance que • preeenta para diferenttll valoree de loa 
parámetroe 6,p 1 ~. e&dWicloee un aná1iaia de la evoluci6n tanto de 
Ju amplitud• como loa anchm de IOI perfiles. 
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Por último, 1111 obtienen namáic:amente loe frentee de propagación 
para aquellOI e.- en que • dispone de l'lllUltadoe analíticoe, siendo 
fllto una parte fundamental en lo que concierne a la comparación 
en\re llliol l'lllultadoe y la simulación numéricL 

Fillllmente, en el Capítulo VI, • .tudian implicaciones de loe re-
1ultad011 obtenidoe en un modelo simple para perfiles de temperatura 
en &pan.toe de confinamiento map~co de plumas. 

DadOll huta aquí loa lineamientoe de este trabajo, ae expondrá en 
lo que sigue una reaeña de aquellOll debidos a diferentee autores, as( 
como las úeu en Ju que juegan su importanciL 

E:c:uaciones de la forma 

an a ( ,an) 
a¡=az "a; ' 

11e encuentran en una gran variedad de procesoe &ic01, tales como 
en regiones aturadas en medioe poroeo11 (6 = 1), ( Polubarinova­
Kochina, 11162 )¡en percolación de un gaa en medios poroeoe (6 ~ 1), 
( Muskat, 11137)¡ en el eeparcimiento de peliculu delgadas de un 
liquido bajo la acción de la cravedad (6 = 3), ( Cohen et al., 1978 )¡ 
en din6mica de Y6rtices, ( Neu, 1983 ), etc. 

Divmloe autores han trabajado en tomo a problemas modeladoe 
por la ecuación anterior. En\re elloe pueden citarle, por ejemplo a : 

Oleinik, Kaluhnikcnr y Yui·Lin por eua contribuciones en la exia­
Wicia y unicidad de 10luciones1 uf como a AroDIOn, K&min, Kuerr y 
Kaüi, por la exietencia de llOlucionee que bajo condiciones especialee 
tienen inteñaaee que pennanecen inmóvilee durante un tiempo finito, 
llOlucionee conocidu como •de tiempo de eepera•. 
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La inclasi6n de túmill08 de nacci6n en la ecaaci6n anterior ha per­
mitido modelar divmu c1aaes de proc:mos, como loe de crecimiento 
pobl&c:ioul ( Yllher, 1DS7 ); en propapci6n de impu1- eléctricoe 
en redm neuronal• ( Hodgkin et al., 1052; Scott, 1077; Pauwelumen, 
1081 ), uí como loe de U'anaicionm de fue ( Metiu et al., 1076; Haken, 
1077¡ Parlinaki et al., 1981 ). 

Deben citarle a Otwinowaki, Paul y Laidlaw por haber encontrado 
aolucionm de onda ~era por reducción a cuadraturas a ecuaciones 
con difusión lineal y Urminoe de reacción polinomiales, concreta­
mente de quinto orden. También & Weinberger ( 1075 ), & Kaliappan 
( 1084 ) y a Roeenau y Oron ( 1986 ), entre muchoe autores, por sus 
valiOllU co11tribucio11t11 alrededor de este tema. 



CAPITULO 11 

EVOLUCION DINAMICA DE PERFILES DE 

DENSIDAD EN PROCESOS DE 

REACCION-DIFUSION 

CON 

UN TERMINO DE CREACION 

El estudio de 11111 proceeoe de reacción-difusión ha tomado gran im· 
poriancia en Física, as{ como en otru r&m111 de la ciencia, para la 
dl'JICripción din&mica de sistemas. La formulación teórica de modeloa 
que permitan la interpretación de dich011 procesai ofrece un amplio 
campo de invmigación para aquell1111 sistemas que preeentan transi· 
ciones de mt&do, y en !011 que fenómenos de naturales& no lineal ae 
encuenvan preeenWs. 

Ee propósito de este capitulo el hacer una presentación y revisión 
de *nicu analfticu que han sido desarrolladas recientemente por 
Wilhelmmon (1988 a-d), para encontrar eolucionea particulares en el 
cuo en el que ae tiene un término monomial de creación, así como 
cuoe que ee pueden reducir a éste. 
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2.1 Ecuación de Reacclón-Dltualón. 
Comlderaclonea Preliminares. 

La difuaión m un procmo fl'sico por medio del cual se lleva a cabo 
UD V&Dlporie de alguna mable fisica en UD determinado lliatema. 
Dicho proceeo es el resultado de ef'ec~ diaipativoa. Este fenómeno de 
tramporte 11e prmenta en ejempl011 como el de Ja difusión molecular, 
cuyo fundamento matemático fue establecido primeramente por Fick 
en 1855, en bue al problema análogo de la conducción del calor, 
estudiado previamente por Fourier en 1822 ( Crank, 1975 ). 

La base de la teoría de difuaión en mediOll i.eotrópic011 se encuentra 
en la hipótesia de que la ru6n de transferencia de una 11ubetancia a 
través de una 11eCci6n de unidad de área es proporcional al gradiente 
de concentración medido perpendicularmente a dicha 11ección : 

an 
F=-Daz, 

donde F ee la ruón de transíerencia por unidad de w, n es la 
demidad, z es la coordenada espacial medida perpendicularmente a 
la lleCCÍÓn y D es el coeficiente de difuaión. En algunas llituacionl!ll el 
coeficiente de difuaión puede tol!Wlle como una constante, mientra,, 
que en otru tete coeficiente puede depender de la concentración. 

Los medios aniaotr6picoa preaentan diferentes propiedades de di· 
fuaión de un lugar a otro, y en donde laa mol~ulu exhiben direcciones 
preferenciales de orientación. Para talm medioa no resulta llÍempre 
válido la hip6tem establecida para la ruón de traDllÍerencia como en 
el C&llO de medioa que llAD i.eotrópicoa. Debido a mto, su tratamiento 
debe lel' UD Wto dimJito. 

Es a pariir de la hip6tem anterior que la ecuación de reacción· 
difusión puede aer formulada. 
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La ecuación diferencial de reacción-difusión que se coDBiderará en 
.ie capítulo pr9e11ta la forma llipiente : 

an a ( an) a ( ª") a ( ara) 8í = "§ii D,, "§ii + ~ D .. Bz, + 8i; D,, 8za - 6n +en"• 
(2.1) 

donde 6 y e llOD coeficientes poBitivoe constante!! y n ea Ja concen· 
tración. El término negativo repre!lent& un procl!l!O de aniquilación, 
y el poBitivo uno de creación. Tratándoee de un plasma, loe procesos 
de creación involucran aquelloe en loe que se presenta ionización en 
el triatema y loe de aniquilación están meridoe & la recombinación 
que pueda ocurrir en el triatema estudiado. La constante p exprel!& el 
grado de la no linealidad del túmino de reacción. Las cantidades 
D;, i = zi,%2,za 111>n los coeficientes de difusión en coordenadu 
cartesianas y t e8 el tiempo. u na representación ffsica que ofrece 
la ecuación anterior 111! podría encontrar por ejemplo en la evolución 
de la densidad electrónica de un pluma. 

En primera instancia 111! supondrá que loe coeficiente!! de difusión 
pre11entan la forma : 

D; = 11,-n', i = Z1t zi, za , a\a = ctea. ¡ 6 ~ O , 

y de manera adlop puede efectuar11e el análillÍ8 cuando el coeficiente 
de difusión pre11ente una forma polinomial, es decir, en el cuo en 
que el coeficiente de difusión consista en una combinación lineal de 
diferentes órdenes en 6. 

En loe plumaa de fusión loe proceeo11 de difusión, ionización y 
recombinación jaepn un papel muy importante. Debido & la natu· 
raleu no lineal de loe proceaos de recombinación, loe efectoe combi· 
nadoe de la difusión (que ae estudiarán aquí en su cuo no lineal) y la. 
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recombinad6n, eon diflciles de flltudiar en forma &111.lfüe&. Ee debido 
a lo uterior que el estudio de estos procl!llOI 1e ha dmrrollado en 
mayor parte mediaat.e el uo de '6cnicu nammcas. 

En lo liguient.e 1e apondrá una '6cnka. de an'1iaia ao lineal, de-
11&m111ada recientement.e para la obtenci6a de eolucionee particulares 
para al¡unu ecaacioaee de ruccióa-difusióa. 

CoDIÍdúele primeramente el cuo en el que 6 = O en la eeuaci6n 
(2.1). Efectuado la renorm&lillción espacial y ~poral en la forma: 

(~)· Z¡-+ Z¡ .. ' 
d-t t 1 

ae tiene que la ecuación (2.l) puede l!llCribirae como : 

que en una dimensión toma la forma : 

(2.2) 

donde "I está relacionada con la geometría del problema. Para co­
ordenadas cartesianu 1 = O, suponiéndoee llimetrf& radial para IOll 
CA11011 de geometría cilíndrica y esf'mca ('l = 1, 2 ; : -+ r ). 
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2.2 Soluclonea Localea Exploelvu. 

En aquell01 CUOI en que la ecuaci6n de ttacei6n-difum6n prmente un 
thmino de creaci6n, el aistema fliico considerado podrá exhibir una 
evolución en el tiempo hacia una 10!uci6n exp!Olliv. ( Wilhelmllllon, 
197'Ta,b, lNllc, 1118G ). 

De aqul en adelante, 11e utiliaaraá el término exploeivo, de forma 
gen&ica, para e&raCteriJar aquella 10luci6n o 10lucione11 que cracan 
ilimitadamente en un tiempo finito. Como 11e verá a continua.ci6n, el 
carKter local de tu aaluciones 11e encuentra ligado estrechamente con 
la propiedad mencionada, eniendiéndoee por local a loe C&aOll en que 
su 110!uci6n 11e encuentre, espacialmente, comprendida en una región 
pequeñ&. 

Estos caaoe tienen un marcado interis, ya que dichu llO!uciones 
corresponden a situaciones en tu que el sistema fiaico dispone de 
alguna forma de energía libre, como aería el c&IO de un pluma c&!iente 
parcialmente ioniudo, donde la ioniuci6n por elecironea contribuye 
al aumento de la densidad electrónica. Algunas otras aplicaciones 
en fiaica de plumas pueden encontraree en dispOllitivoe de Z·Pinch y 
Plum& Focus. 

La forma local de estas 10!uciones es debida al efecto de balance 
existente entre 11111 t&minoe de difusi6n y 11111 de rea.cci6n. Como 11e 

verá a continuaci6n, el 'l'&!or de 11111 parámetroe involucradoe en la 
ecuaci6n de rucci6n-difusi6n, ui como el de la simetría involucrad&, 
10n importantes en la evoluci6n de 11111 perfiles. Por ejemplo, en el ClllO 

unidimensional y para cierto grado de la no linealidad del término 
de reacci6n, ui como para el coeficiente de difuai6n, 11e encuentra 
que ciertas distribuciones espaciales exhiben la prmervaci6n de au 
forma en el tranlclll'90 del tiempo. Como se mencion6 anteriormente 
esta cara.cteristica que preaentan !Oll perfiles de evoluci6n ae debe a 
la compe11S1Ci6n que ocurre entre loe ténninoe de reacci6n y el de 
difusi6n. 
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2.1 Soluciona .Analitlcu. 

En mta aección • considerará la obtención de una cierta clue de 
IOlucionm a la ecuación de rucción-difusión que preaentan inmtabi­
lidadm explOlliftB, con la preaerv1Ción de la forma del perfil. 

La obtención de 111lucione11 a la ecuación (2.2} puede eCectuanie 
introduciendo la tr&DIÍol'llllCi6n siguiente ( WilhelI11110n, 1088&,b ): 

f = z(to - w~ 1 

(2.3) 

(2.4) 

donde to ee un Íll!t&Dte arbitrario del tiempo. F.eta trlll!Íol'llllCión 
tienen antecedente en aquella hecha por Bolbmann (1894} para la 
ecuación de difUBión unidimensional cuando el coeficiente de difusión 
es función de la concentración. 

Subetituyendo la trllllf'ormación anterior en la ecuación (2.2), y 
comparando lu potenciu de (to - t) 11e obtiene que loe par&metroe µ 
y 11 ~ dadoe por : 

1 
µ=-p-1' 

11=!(1--6 ) 1 2 p-1 

u{ como la ecuación diferencial ordinaria en las nuevas variables : 

11 



Cuando p = 6 + 1 el aepndo miembro del lado derecho de la 
ecuei6n (2.5) ee anula. De acuerdo a la transfonmción (2.4) ee 
Uene que e = s J 11 = o. 

En este cuo, cuando "I = O, ee tiene que la ecuación diferencial 
ordinaria (2.5) • reduce a la exprelión siguien~ : 

Multiplicando ambos miembroll de la ecuación anWior por¡! e 
integrando ee obtiene la ecuación diferencial : 

&ta ecuación puede integrarae, quedando en la forma : 

donde 

De aquí ee tiene que la 110lución ee encuentra dada por : 

Para el cuo p= 211 =O, (6 = 1, 11 =O,µ= -1) se tiene que: 

ii 



y 

donde la concentrac:i6n en z = O, t = O es : 

"(o, o)= to -1; {O) = ~to-1 =!lo, 

to=!.!. 
31lo 

De la tr&l11Íormaci6n (2.3)·(2.4) 11e obtiene la expresi6n para !& con· 
untraci6n: 

Pan el C&110 p = S (6 = 2, '1 =O, 11 =O, p.= -1/2) 11e tiene : 

de donde ee obtiene la expresi6n para f(z) siguiente : 

;(z) = ~cos{js), 
11 



y la expreai6n para la concentr&ci6n : 

ll( :i:, t) = Jt -i11ofct Cal ( ~~) (p:: 3, 6 = 2). 

En el cap{tulo siguiente ae considerará la preeencla de un tmnino 
de aniquilación en la ecuación de reacci6n-difuli6n 1 ae expondrú 
loe reeultadoe analiticoe obtenidat para estos cuoe por medio de una 
técnica diferente a la empleada huta el momento. Por medio de 
un an'1isis similAr al visto previamente 11111 poeible reaolver aquellos 
problemas que preeenten un término de aniquilación de la forma bn, 
como 11e explica a continuación. 

Para reeolver el cuo cuando b f. O ae introduce la tr&Mforma.ción 
que sigue ( Wilhelmmon, 1987b, 1988b, 1989 ) : 

N~, 

(2.6) 

Aplicando esta trauformación 11e encuentra que : 

8N _.,. _ 4(H1)1 8 (N'ªN) +.....,-!pi -¡¡;e - e 8i a:i: we • 

Para el cuo particular en que 11e cumpla que p :::: 6 + 1 11e tiene que 
la ecuación anterior ae reduce a la forma : 

(2.7) 
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la cual n11ula ea la mima ecu1oeióa diferencial (2.2) conaiderada 
previamente, para el cuo ea que 6 es idénticamente cero. 

La aoluci6n a ~ ecuación flltá dada por : 

N=(ro - r)"c¡l(z) 

-{ _ )-¡,-i¡-1( 2, )!P-1r1 
_ .,,.._1r1 ((p- l)z) .J.¡ - ro r pi _ 1 eos--r 2../P , P r • 

(2.8) 

De 1oeuerdo con la ecU&Ci6n (2.6) 11C tiene : 

Con objeto de comprender la naturales& de eetas aoluciones, se to­
mará como ejemplo el cuo p = 2, 6 = l. Ent.onces n flltá dada por : 

n= - c¡l(z}. (1-r) 
ro-r 

Obl&vele que puesto que t =In(¡!;), t-+ -oo cU&Ddo r-+ -001 

y t -+ oo cuando r -+ 1, prohibi~ndoee que r > l. 
CU&Ddo ro= 1,~(z,t) = f(z), de modo que ee tiene una eolucl6n 

de equilibrio. Aaf, es de iniefts estudiar el comportamiento de la 
función: 

1-r 
'(r)=-, ro-r 



cuando ro < 11 y cuando ro > l. 

a) Cuo ro< l. 

P1r& aquelloe cuoe en que ee cumpla la condici6n r < ro < 1 
el comportamiento de '1(r) estará dado por la curva a de la gráfica 
(2.1). Lu condicionfll ro < r < 1 y r0 < 1 < r comsponden a la 
curva 6 de la misma gráfica. 

La región de la curva 6 en que ro < r < 1 correspondería a dell!i­
dades negatiY1S1 por lo que no refleja situaciones que tengan signifi­
cado fisico. En conclusión, 11610 la r&ma a es relevante. 

En términm del tiempo t, 

e-1 
'1(t} = ro - 1 + e-1 1 

obeervánd011e1 como 11e ilustra en !& gráfica (2.3) que limi--oo 'fi(t) = 
1, cuando r = O = t, '1 (O) = ~. creciendo ilimitadamente en un 
tiempo finito t =In (l - rot1

• 

La región de la cuna b de la gráfica {2.1) en donde Ja concentración 
es negativa corresponde a la r&mA de la gráfic:a. (2.3) donde Vi(t) < O. 

b) Cuo ro> l. 

Cuando ro > 1 el comporiamiento de la función '*) estará dado 
por laa curvu e y 4 de la gráfica (2.2). Para esta misma condición, 
la gráfica (2.4) muestra el comporiamiento de Y,(t). 

De acuerdo a loe argumentoe anteriores la rama d no corresponde 
a situaciones fbicu, uí como la región de la rama e donde •/(r) < O. 
La región de ínter& ae encuentra en esta curva cuando -oo S r S 
1, y '1(r) decrece conforme r aumenta. En funci6n de t,'1 decae 
exponencialmente a cero, como puede vme de la expresión anterior, 
para tiempos grandes ( t -+ oo ). 
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AIÁ pues, esta ecuación iw-nta una eoluci6n de equilibrio in­
estable, existiendo un cambio radical en el comporta.miento. Siendo 
áte dependiente del parámetro fo, el cual determina la dietribuci6n 
de densidad no(z) para el tiempo t = O. Si r0 < 1, '1(0) = t > 1, 
y la 110!uci6n explota en un tiempo finito. Si por el contrari~ fo > 
1, '1(0) < 1, y decae exponencialmente. 

Dado que: 

f t _ [1- 6(p- l)f] ~ _ [ 6(p- l)e·.b!P-1)1 ] ~ 
'1( ()) - fo - f - 6{P- l)To + e-b!P=1)1 - 1 ' 

ai ee pide que Y, eea una conatante K~ > O, aerá posible tener 
110lucionee de equilibrio siempre que b = .¡f:,, en cuyo caeo ro = *· 
Dado que para tener llignificado &leo '1( r(t)) debe eer positivo y real, 
el argumento de la rall en el paréntmiB debe eer positivo, si p ~ 2. 

En analogía con el ejemplo estudiado, aparecen dos casos : To < t 
y ro > *· En el primero, equivalente a 6(p - l}ro < 1 ee tiene un 
comportamiento que va como : 

(
l.-r )~ Y,(r)= ~K . 
To - r 

En el 11e111ndo, equivalente a 6(p- l)To > 1, 11e tiene un decaimiento 
del perfil que va como : 

para tiempoe grandee. 
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De la diecum6n anterior ee puede V!? también que la amplitud del 
perfil de equilibrio crece proporcionalmente con 6 y p, mientr1111 la tu& 
del decaimiento fllÚ dada por 6. Como ee de esperar, si 6 -+ O, K -+ O 
y la 110luci6n de equilibrio deja de existir, quedando 11610 la 110!uci6n 
explosiYa estudiada anteriormente, dado que r -+ t. 
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Las llgurao alguientes ilustran diferentell C&80I! en que la. condición 
inici&I del perfil se toma como 111. de equilibrio, por &rrib& de este 
perfil, uí como por debajo de éste¡ para el caso en que p = 2, 6 = 1 
y 6 = l. &tu figuras fueron gener&da,, a p&rtir de un c6digo de 
análilÍI nummco correspondiente a la diacreti111.ción de la ecuación 
de nacción-difuaión en diferenci111 finitas, el cual se discutirá más 
adelante. 

La figura (2.1) repmient& el perfil de equilibrio para el caso fo= 1: 

Aquí lle aprecia que el perfil mantiene eu forma inicial con el paso 
del tiempo. 

En la figura (2.2) lle estudia la evoluci6n de un perfil que parte de 
una condici6n inicial por encima de la. solución de equilibrio, y para. 
la cual fo = 0.66 < 1 

Por último, en la figura (2.3) • obeerv& la evolución de un perfil 
cuya condición inicial está por debtJo del perfil de equilibrio, corres­
pondiente al cuo fo = 1.33 > 1 : 

3 n(:i:, O)= :¡cP(:i:). 

En bue a loe perfiles de evolución aqw mostrados puede observarse 
que el perfil de equilibrio es un perfil inestable, siendo fo el parámetro 
que determina el comporiamiento de la inestr.bilidad, tal como se 
deecribe en la ecuación (2.8). 



Figura ( 2 .1) 

o .. 

Figura (2.2) 

a ,. 

l .. 

u 
1.1 

1.1 

... ... .., 

... ... 
º" .., 
o.a 
D.I 

u 

JI 

11 

JI 

_, 

_, 
-lit 

-1 

... 
-ueo 

r..c.111.S.~ 

Nl.•J ,.. l•J ........ Dlt-0.• 

""" -1 

-1 -1 

• -u• 
22 

-u• 

_,... 

V llOO 



• 

Figura (2.3) 
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2.t Geometría Cllfndrlca y Etf&Jca. 

Para aquelloe ClllOI que preeenten simetría radial en geometría cilin· 
drica o bien elÍmca ( "1 = 1, 2 ), 1e puede dar una 110lución aproxi· 
ma.da de la ecuación (2.5) para p = 6 + 1, que ae acribe en la forma 
( Wilhetm.on, 1988&,b, 1989) : 

(2.9) 

donde 

-(2p+1(p- l))!P-W' 
fo- P'-1 , 

2 
L'= (p- l)' [2p + -y(p - t)j, 

A =2(p- lf1
, 

t =~(3+"tt1 • 

Para el C&llO c&rieaiano ( 'l = O ) la ecuación (U) ee reduce a la 
ecuación (2.8). Para valores de "1 = l, 2 la ecuación (2.il) eatiaface 
la ecuaciÓll a UD orden de r par& valol'fil pequeÓOll de :J, La t!X• 

presión (2.9) carac:~ un perfil espacial cuya forma ee preema en 
el tranacurao del tiempo. La 110lución resulta eer local si la condición 
a la frontera ea tal que ;(.z:) es igual a cero para valores del argu· 
mento mayores que un determinado valor. Por ejemplo, en el ueo 
unidimensional con p = 2, 6 = 1, la eoluci6n J":ª valoree '6lee que 
1:: I< wJ'i, evoluciona como f(to-W1cor ~~). mientru que es 
cero pera valone en el rango 1 z 1 > ",/'}.. 

14 



Para el cua p :f: 6 + 1 pueden eocontrarae eoluciones aproximadu 
a la ecuación (2.5) suponiendo la forma siguiente para la función ~ : 

(2.10) 

donde 

en donde e lle define por la ecU&CiÓn (2.4}. &Jta expresión modela UD& 

forma de C&lllp&n& para loe perfilee de concentración. Substituyendo 
la ecuación {2.10} en la {2.5), Ju coll!tantes A,., y fio pueden de­
tmninane haciendo comaponder en el límite con aquell011 para !011 
cuales ae cumple que p = 6 + 1. 
De aita forma 1e obtiene : 

_1- l (2+'l _ p-2) 
,, - 2 3+7 1-1 ' 

A2=2(1; 
1
)!r-(1+i)(1- l)JT, 

con r y T dadoe por : 

T-[-1- r - {1 + 'l)~ - 1 - 6)] út-tt' 
- 1-1 r-(i+í(p-1) • 

r =6(3+1) +s - 1. 



CAPITULO ID 

SOLUCIONES DE TIPO ONDA VIAJERA PARA 

ECUACIONES DE REACCION-DIFUSION 

CON TERMINOS DE 
DE CREACION Y ANIQUILACION 

En .te capitulo ae pneentará la técnica por reducción a cuadratu­
ru para la obtención de BO!ucionm analiticu exactu a la ecuación 
de reacción-difusión. Se obtendrán aoluciones de tipo onda viajera, 
donde el movimiento del frente de onda estará caraderil&do por el 
grado de no linealidad de loe t&min1111 de difll9ión, creación y de 
aniquilación. 

Cabe destacar que, por medio de este mt\todo, en cualquier C&IO ea 
posible obtener la velocidad de propagación de la onda aún cuando 
lu expresiones obtenidu no puedan eer expresadu en form& cerrada. 
FAto reprtaenta 1111& herramienta muy útil para conocer las veloci· 
dades del frente de onda en algún proce90 bajo estudio. 

Se estudiarán ademú Ju propiedades del frente de onda en bue 
al comportamiento de Ju 11>lucione11 en el espacio fue. &rt.e tipo 
de an'1iaia permitir& conocer el rango de velocidades para Ju cuales 
existen 11>lucionea viajeru, uí como las cotas múiimaa de velocidad 
que por debajo de tll.u no es posible tener 11>lucionea con frentes de 
propagación. 

En cap(tuloe poateriorea ae mOlltrará que partiendo de condiciones 
iniciales arbitrariu, loe perfiles evolucionan a l1111110lucion'8 part.icu· 
lare11 aquí enconvad.u. 



a.1 Soluciona de Tipo Onda Vll\)era. 

Colllidheae la lliguiente ec111ei6n diferencial parcial : 

811 8 ( • 8n) \ ' Bl=az ft 7ii +11'-Aft 

=11'; + 6nJ-l (:)' + tV' -An' , 
{3.1) 

que puede reeolvene para ond111 ~eras introduciendo Ja variable z 
dada por: 

1=1:-d' 

donde e representa Ja velocidad de propagación del frente de onda. 
Denotando con primaa las derivadas respecto a esta variable, la 

ecu11:i611 (U) toma la forma: 

Con el objeto de encontrar IJOluciones • f8te problema, 11e propone 
que la derivada de n reipecto a Ja nueva variable 11e& de Ja forma 

ll
1 = an1 + fJn' , {3.3) 

siendo loe coeficientes o, /J y el exponente 'J, parámetros por deter· 
minar. ~ forma para n' quedaií justificada cU&Ddo el anQisis de 
lu IJOlucion• en el etpACÍO fue eea rtalilado. 



A parür de la ecuación (U) pueden obteneree, en función de llltol 
parámetroe, lu expreaiones de loe UnniDOI de la ec111Ci6n (1.2) que 
contienen derivadu de n. 

Lle'Yalldo a cabo lo anterior y reagrupando loe tmninoe con iaual 
potencia en " • obtiene : 

a' (1+6) n"'·+H + ~ ("I + p + %6) ni+,+4-1+ 

+1" (p H) nlP+'-I + cat11 + (c/J +l) ni' - .\n• =O • 
(U) 

La expresión anterior es la ecU&Ci6n de partida que ee utililará con 
el propósito de obtener 111>luciones analltieu a la ecuación de reacción­
difusi6n. Tomando diferentes eleccionm en !u condiciones de loe 
exponentes de n, es posible obtener lu expresiones de loe parámetroe 
a y fJ en túminoe de C&lltidades conocidas. 
a) Eecogiendo como condición para loe exponentes de la ecuación 
(U): 

i) 21+6-l=k 

ii) p= -6 +l 1 

(3.5) 

ae obtiene, después de agrupar loe miembroe con igual exponente en 

" : 
k: a'("l+6) = .\ 
p: ,82(p+6)+c/J+l =0 

"I : afJ (1 + p + 26) + ca = O . 

De 111 expresiones anteriores ae tiene que a y P estarán dadas por: 



a= ~,_2:+2 1 

P=-~'-:+ 2 • 

y la expl'tllión para la velocidad de propagación eerá : 

De la ecuación (U) ee aigue que : 

De la ecuación anterior ee tiene que: 

"=~ k - p + 2 dn 
- 2A "'(nW-1) - A-l) 

= 2(k-p+2) tlv 
A(k- p)' v'i!jl (11 - A-t) ' 

donde 
11 =nl(•-p) • 

Por ejemplo, para el valor de p = 1 ('t!;2 = 1)1 la integración de 
la ecuación (3.6) lleta a la expresión : 
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donde 

"= (1 -Ae"'1)í!f ' 

k-1 
m=J2(k+1) ' 

k+S 
e J2(k+ 1} ' 

(3.7) 

siendo A una constante arbitrari&. La ecuación (3.7) es la soluci6n 
de la ecua.ei6n generaliuda de Fiaher (A:= 2) : 

8n DIPn. , • 
at = a~2 + " - ""' . (3.8) 

La 1111luci6n (U) ( para el cuo .\ = 1 ), fue obtenida primeramente 
por Kali&ppan (1~) empleando un méto"do perturb&tivo. 

Para el cuo en que ~f!;2 =O (p = 2- k), ee llega a la llO!uci6n: 

donde 

Jl m=k-1 'k:¡bl' 



1 

Hl c=?f". 

b) F'.«ogiendo otra nueva condici6n eobre la ecuaci6n (3.4) : 

i) 2p+6-l=k, 

ii) 1=1- 6 1 

11e obtiene que : 

k: =). 

p : a,B (p + 1 + 26) + e,8 + 1 = O 

a2(-i+6)+ea =o. 

De donde ae sigue que a, .8 y e están dadas por : 

a=- JXIP + 6) ' 

.B=~,!6 1 

1 
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Por lo que la expresión pera fl1 queda en la forma : 

'-- l 1-f r=:r=, " - JXG + W' + ~ ,-+6" . 

De esta última expresión ee ligue que : 

ú- 1 ~p+6 4u 
- p-k TvW(1-~-111)' 

donde 

Para el cuo p = 1 11e obtiene la eoluei6n : 

donde 

y 

[ 
Áe"" ]~ 

n = 1 + ,0.-lem• ' 

m= {1-k)~, 

1 
e='JXI' 

(3.10) 



Para el caao en que 11e cumpla que 2p = k + 1 ( que corresponde a 
6 =O ), 11e obtiene la tolución : 

donde 

y 

1-p 
m=~ p > 1' 

1 c=JAp· 

Utilisando la expreli6n (3.10) es posible encontrar 110!uciones de 
tipo onda viajera a la e.:uaci6n de reacci6n-difusi6n cuyos exponentes 
6,p y le cumplan con la condición (3.9) expuesta. 

A continuación llfl preeentan algunas 110luciones analíticu obteni· 
das a partir de lu ecuaciones (3.9) y (3.10) : 

1) 6= 1,p=2,k=4. 

1 [1- e"''] 1 ( • ) n="JJ. l+c"'' =-'JXtcmh ~ , 

donde 

2 1 m=V1! y c=V1X. 

2) 6= 1,p= 1,k=2. 



donde 

&na 110luci6n fue de11eubierta por Newm&11 y Sapo, y por Aronaon 
y Weinberger (1P80). 

3) 6=2,p= 1,J:=3. 

donde 

fI 1 
m = 2~ ¡ 11 e = "JSl' . 

•) 6=2,p=3,J:=7. 

donde 

1 
e= 7sI . 



En el Capitulo V ee p19ent&rá la evolución de loe perfilea de con­
centración para distintos valores de IOll parámetros 6, p y k, a partir 
de la técnica de anílisis numérico dmc:rito en el capítulo siguiente. 

Mediante el W10 del método numérico desarrollado, podrán con· 
flnn.ane tanto el movimie11to de propagación de loe frentea de onda, 
uf como el de la form&eión de platafomw localt.11 de estabilidad 
predichu por lu eolucionm analfticu exactas. En mte punto ra· 
dica la confiabilidad del método numérico en lo· que 11e refiere a la 
evolución de IOll perfilm para aquelloe cuoe en loe que 11e deaconosca 
alguna eolución analítica. 

a.2 Naturalesa de lu Soluciones a Partir de 
loa Puntos Críticos en el Espacio Fase. 

Una alternativa para probar la existencia de 110lucionm de tipo onda 
viajera para la ecuación (3.1) 11e encuentra mediante el estudio del 
eapacio fue para la ecuación de onda (3.2). Loe frentt.11 de onda que 
pueden encontrarae para Ju eolucionee de la ecuación de reacción­
difusión preeentan doe formu distintas, una de ellas corre11ponde a 
(a) frentes del tipo de cambio de fue, frentes que 11e caracterisan por 
un decaimiento uintótico al infinito y (b) a &entt.11 de tipo agudo, 
cuya pendiente ee finita en el punto de contacto con el eje 1 ( Aronaon, 
1980 ). 

Estos tipos de frente de onda ae mueetran en el dibujo siguiente : 
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Haciendo uao de la tr&llllormación n' = 11, la ecuación (3.2) puede 
deecomponene en el sistema : 

1 

n=11 
(3.11) 

CuoL 6=0 

De la ecuación (3.11) ae obtiene para eate caao el sistema de ecua· 
cionea: 

' n=v 

El mtema &nterior ea no singular y tiene como puntos críticos : 

Regresando a la expMi6n para n' de la ecuación (3.6), ea decir : 

' ~nP( H•-Pl .\-l) n=~r=p+2 n - , 

ee tiene que : 



que eon loe doe punto. criticoe del liatema. 

De la eeU&Ción (UO) paran' : 

ae obtiene : 

La conexión del punto silla (>.-~,o) con el punto nodo (O,O} en 
el dígrama de mpacio fue corresponde a aoluciones de onda viajera 
del tipo de cambio de fue. 

v-==n1 

De esta forma, ae tiene que las aolucionm de onda de la ecuación 
{U) par& el cuo en que 6 = O aerán siempre ondas viajeras de c&mbio 
de fue. 

Cuoll. 6~1 

Proponiendo el cambio de variable v = n.1 la ecuación (3.1) toma 
la forma: 

l'1 



uf como la ecuación de onda : 

• 1 ( ')I 1 6 li.t--1 ( · t-o.) l1V + 6 v + ev + v-.- 1 - Av-r = O • 

Haciendo el cambio de variable v' = tu ee obtiene el Bistem& : 

1 
V =tu 

1 .,2 ' _, ·-""' ==-T - c111 - 6v!±f=! ( 1 - Av7') 

Para eliminar la singularidad del sistema en v = O, Aronson pro­
puao la introducción de una nueva variable r definida por : 

dr 1 
.u=¡¡· 

Denotando la derivada con respecto a esta variable como ( · ), el 
sistema anterior adquiere la forma : 

2 
WI=-~ - ctu - 6v!:l:f=l ( 1 - Av!¡L) , 

teniendo este sistema los tres puntos crí ticoe : 
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(v,tu) = {O,O), (O, -c6), (.\-¡!¡,O) . 

La aoluci6n & .te problema puede eneontr&n1e, como ee ha visto 
anteriormente, proponiendo !& expreai6n : 

& p&riir de la cual ee obtiene : 

1 ~ !riill-1 ( ~ l) w=v =~¡-=-¡+26u-r- u11-.\-r , 

cuando p = -6 + 1, 

y 

1 

tu=v = 

p&r& k = 2p+6 -1. 

6 ( ~) JX(il+A) t-.\v , 

De esta última expresión ae tiene que : 



CODC=~· 

La conexión de loe puntos criticoe anteriores ( silla-silla ) corres­
ponde a eolucionm de onda agudu. 

Como ejemplo de lo anteriormente expuesto se analisará el tipo de 
eoluciones que pueden obtenenie para la ecuación de reacción·difumón 
para una elección particular de loe parámetros 6, p y k. 

Tomando 6 = 1, p = 2, le = 4, se obtiene el sistema : 

' ll=V 

v' =-ta-1v3 - m-1v - "(1- >.taª) 

La singularidad en el origen puede removel'l!le a partir del procedi· 
miento de Aroneon, obteniéndoee : 

il=-v2 - e v - n2 (1 - >.n3
) 

(3.12) 

Los diagramas de espacio fue correspondientes al sistema anterior 
pueden encontrarae resolviendo para diferentes condiciones iniciales. 
Se ha tomado aquí >. = l. 

El diagrama (a) moetrado & continuación ilustra las curvu de nivel 
para el cuo en que la velocidad de propagación e ( aquí e = 0.2 ) 
en la ecuación (3.12) m menor que la velocidad analítica obtenida 
previamente (e= e•=*). 

En este diagrama se ~filérva que no existe conexión mlla·silla, así 
como tampoco del tipo silla-nodo, por lo que en particular para esta 
elección de parámetroe 6,p y le no existen 110luciones de tipo onda 
'riljera que tengan velocidades menores que e•. 
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El diqrama (b) muastra el espacio fue p1r& el cuo en que la 
velocidad de propagación es igual a la velocidad &D&lítica (e = e•). 
Se aprecia en el dillf&lll& la existencia de conexión llillHilla, por lo 
que la eoluci6n corresponde a una onda vi~ra aguda. La intenección 
de la curva de nivel, que pu& por el punto (1,0), con el eje den' da 
la velocidad e• del frente de onda de la solución. 

En el diagrama (e) ee encuentran 1u curvu de nivel para el cuo 
de frentes de onda con velocid&dee mayores que e•. Se aprecia en 
~ C&IO que existe una conexi6n ailJ&.nodo, teni~doee ui, para este 
problema, la existencia de 110luciones del tipo de cambio de fue. 

Puede obeenane en l!llM! cliagr&m& que la convergencia de Ju cur· 
vaa de nivel hacia el origen es muy lenta. De aquí, puede suponmie 
que un poeible C&lllino a seguir para obtener eolucionee de onda con 
e > e" para este problema, 1tría el de proponer una función polino­
mial en n para n', pero con un mayor número de ~rminoe que en el 
cuo de e = e• y patiblemente con exponentes fraccionarioe para n. 

41 



C<c• 
' n' o.t 

o.o 
º·' o.o 
0.1 

º·' 0.1 

º·' º·' (a) o 
-O.• 
•O.I 
•0.1 
-o.• 
-0.1 
-o.o 

-o.o 
-0.t 

-1 
0.1 ..• 

n 

o c:c 

' 
n' º·' º·' 

º·' 0.1 

º·' 0.1 
0.1 

º·' (b) o 
•0,1 
-0.1 
-0.1 
-0.4 
-o.s 
-0.1 
-0.1 
-o .• 
-o.t 

º·' º" '" 

c>c' 
1 

' o.o 
n o.o 

º·' o.o 
º·' 
º" o.t 
º·' º·' (e) 

-0.1 
-0.1 
-0.1 
-o.• 
-0.1 
-0.1 
-0.1 
-0.1 
-0.1 _, ... º" ... o.o ..• '" 42 n 



3.8 EetabWdad de lu Soluclonea. 

Con el objeto de estudiar la estabilidad de lu aoluciones previamente 
obtenidas, m posible introducir una perturbaci6n en el perfil inicial 
y obeervar de mte modo el grado de amortiguamiento de dicha per· 
turbaci6n. 

Para realisar lo anterior, a la aoluci6n analítica ( para el C&llO 6 = 
1, p = 2, k = 4 ) 11e le introdujo una perturbaci6n de tipo sinuaoidal, 
como 11e muestra en la figura (3.1 ), obeervándoee que la perturbaci6n 
11e amortigua completamente, ademá! de que el perfil 11e ajusta en el 
tiempo a aquel conocido analítie&lllente y con la velocidad de frente 
de onda predicho. 

A partir de mte análisis 11e llega al hecho de que lu aoluciones en· 
eontrad111 para los diferente! valores de los parámetros de la ecuaci6n 
de reacci6n-difusi6n aon estables ante pequeñas perturbaciones, que 
ee amortiguan en un tiempo finito, y se ajustan eventualmente a 
aquellu a.nalíticas. 
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S.4 Obtenc16n de Soluciones a partir de un 
An'111la Perturbatlvo. 

A continuaci6n 11e expondrá una técnica perturb&tiva con el propó­
sito de poder encontrar eolucionm a la ecuaci6n diferenci&l parci&l 
del ejemplo que lle ha venido considerando. Los rmultados de este 
&náliais aerán útilm para encontrar 110!uciont.11 aproximad&S para el 
C&tlO en que e > e'. 

Como 11e mencion6 en la aecci6n &nterior y a partir de los diagramas 
de e!!paeio f&11e, puede &8egllr&l'!le la existencia de soluciones de onda 
viajera cuyu velocidades de frente de onda sean mayores que e'. 
En lo que sigue se aplicará un método perturb&tivo, semejante al 
empleado por Kaliappan ( 1984) para encontrar la 110luci6n (3.7). A 
pesar de que estas eol uciones no resultan ser exactas para el problema 
considerado,(6 = l,p = 2,k = 4 ), es posible en un cierto grado de 
aproximaci6n justificar la existencia de soluciones con e > e'. 

Kaliappan t.Studia la ecuaci6n de reacci6n~difusi6n unidimensional: 

que es una forma generalisada de la ecuaci6n de Fiaher ( k = 2 ) y 
donde D ea una constante poeitiVL El método perturbativo con el 
que trahlja hace posible la obtenci6n de solucionm analfticaa exactas 
a la ecuaci6n anierior. 

Lu 110lucione1 que 11e obtienen por este método a dicha ecuaci6n, 
haciendo la tran.sformaci6n n = n(z) = n(:.r: - et), llOD de la forma: 



donde 

[ 
A ]-ª n = 1- 0e"'' , 

2 
a=A:-l, 

A:+3 
e -J2(k+ 1) ' 

k-1 
m=J2(k+ 1) ' 

siendo A una connante arbitraria y e la velocidad de propagación de 
la onda. Por eimplificaci6n, se ha hecho la transfonnaci6n z -+ D-h. 

&ita misma técnica 11e empleará en lo siguiente para encontrar 
soluciones aproximadas para la ecuaci6n ; 

an = .! (n. ª"') + ,,,2 _ n.' 
8t Bz Bz 

(3.13) 

A pesar de que la !IOluci6n no es exacta para este caso, como 11e verá 
a continuaci6n, este método perturbativo permite de alguna forma 
explicar el comportamiento cualitativo de lu 110luciones y tener uf 
una baae para entender la evolución de loe perfiles de concentraci6n. 
En el Capítulo V del presente trabajo 11e obtendrán los perfiles de 
concentra.ci6n para ecuaciones similares a la anterior por medio del 
an'1isis numérico. 

Las 110luciones de tipo onda viajera 11e obtienen substituyendo la 
expresión: 

n = n.(z) = n.(z - et) , 



en la ecuaci6n (S.lS), obteui~ndoee la ecuación diferencial ordinaria: 

á2n (dn)2 dn 2 , "Tzf + di + e di + n - n = O ' (3.14) 

donde e representa a la velocidad de la onda. 
Se supone que la aoluci6n n(z) de la ecuación anterior es de la 

forma: 

n(z) = 1 + E/1(z) +E' fi(z) + E1 /s(z) + • · · (3.lli) 

donde E es un parámetro pequeño. Las funciones /¡, '2 y /s se de­
terminan substituyendo la expresión (3.15) en la (3.14) e igualando 
los términos con igual potencia en el par&metro f 1 obteniéndose el 
sistema de ecuaciones : 

r; +e:/~ - 2/i=O 

h +e/~ - 2/2=-M; - (/i)2 + li/l 
f, + cf; - 2/s=-'21; - l1fz - 2/~"2 + 10fd2 + 4/l , 

y cuyas solucions aon : 

/i=Ae'"' , 

J -A2e2"', [ 5 - 2m
2 

] 2- 4m2 +_2c:m-2 ' 

A1t!"'' [18m' - 49m2 + 8c:m + 42] 
/i 9m2 + Sem - 2 - 4m2 + 2c:m - 2 ' 

47 



siendo A una constante arbitraria y m dada por : 

-c+JC1'TI 
m= 2 • (3.16) 

De esta forma tenemos que n( z) 11e expresa de la forma siguiente: 

n(1) =l + fAe"" + E2 A2e21r" [ 5 - 2m2 ] + 
4m2 +2cm-2 

+r A1e""' [1sm• - 40m2 + scm + 42] 
0m2 + 3cm - 2 4m2 + 2cm - 2 

Comparando Jos términos de est& última expresi6n con la serie 
binomial: 

ae tiene para el segundo y tercer miembl'Oll : 

y 

a+l 5-2m2 

20= 4m2+2em-2 · 
(3.17) 

Resolviendo la ecuación anterior para m se tiene : 

(3.18) 



A partir de lu eeuacionea (U6) y (3.18) ae encuentra que la ve­
locidad de propaga.ci6n viene dada por : 

Finalmente, comparando el cuarto término de la serie binomial 
con el respectivo de la ec:ua.ci6n para n(z) se obtiene : 

(a+ l)(a + 2) = 1 [18m4 
- 49m2 + Scm + 421 

3a2 9m2 + 3em - 2 2m2 + cm - 1 

Substituyendo en esta última expre&6n los valores para e y m, y 
resolviendo para a ae encuentra una ecUM:i6n de séptimo grado cuya.e 
raíces reales son : 

a1 = -0.526 
a2 == -0.393 
as== -0.140 

ª':::: 0.2S4 
05 == 1.201 

Lu 90Jucionea de onda viajera que ee encuentra para este CM<> 

particular estudiado eon de la forma : 

[ A J-" n = 1 - 0e"" , (3.20) 

donde a puede tomar alguno de los valores anteriores. El tercer valor 
para a no repreaent& un c:uo fWc:o, ya que tanto m como e: serían 
iml&inarioe. 



Unieamente de esiol cuoe, aquelloe doe para I01 cu.alee el 'Valor 
de a aea poeitivo es poeible encontrar aoluciones acotadas si ae toma 
A < O en la 90)ución para n : 

Para estu aoluciones acotadas se tiene que: 

m, = 0.273 
(f = 7.067 

m6 =0.909 
C5 = 1.291 • 

Substituyendo la expresión paran dada por la ecuación (3.20) en 
la ecuación (3.14) se obtiene el siguiente residuo (A< O) : 

(3.21) 

En laa figuras (3.2) y (3.3) ae muestl'an respectivamente la aoluci6n 
de tipo onda viajera para el caao c., &llÍ como la ecuación (3.21) en 
función del argumento .i, esto último para mostrar el grado de aproxi· 
m.ación del método perturbativo. Las figuraa (3.4) y (3.5) ilustran lo 
anterior para el caao de 90iuciones viajer&a con velocidad c6• 

La aplicación de este método perturbativo, para este caao, no da 
en sí aoluciones analíticas euc:tu a la ecuación de reacción-difusión 
consideradL Resulta sin embargo, b&!!ándoee en este grado de a­
proximación, que e11 factible el poder conocer laa caracterl8tícaa de 
evolución de IOI perfiles de concentración. 
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Figura (3.4) 
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CAPITULO IV 

INTEGRACION NUMERICA DE LA ECUACION DE 

REACCION-DIFUSION 

El eatudio de la evolución dinámica de loe perfiles de concentraci6n 
11e efectuar' a través del ao'1isis numérico de la ecuación de reacción· 
difusión. Este aú1iaia servir' para eatudiar aquelloe casos en que 
lle deaconoscan 111>lucionee analíticas o bien en loe que se impongan 
condiciones iniciales arbitrariu al proce&O estudiado. 

En este capftulo ae expone la integración nmrica realiuda a 
partir de la repNent&ción de esta ecuación en diferencias finitas, 
empleando el método de Crank-NicolllOn. Con el propóaito de obtener 
la confiabilidad de este ~todo ae efectúa en una aección su análiaill 
de estabilidad, eefünúdoee de esta forma IM condiciones para las 
e ll&lea el método no introduce errores significativoe en el análisis. 



,,1 Dltuet11acl6n de la :Ecuación de Reaccl6n­
Dlfu1l6n. 

La ecuación de reacción-difuaión unidimensional, que lle conaiderará 
praenta la forma si¡uien~ : 

: = ,-., ;, {z,•':) + •'- 1 .>. ¡ .• ' (4.1) 

en donde el parámetro ., está relacionado con la geometría ( 'Y = o, 
cartesiana y "1 = 1, 2 cilíndrica y 1!8f'érica. reapectivamen~, ambos con 
simetría radial } . 

El aegundo y tercer miembroe del lado derecho de la ecuatión 
anterior están relacionados respectivamente con proct!llOll de creación 
y aniquilación. Los exponentes p y k dan el grado de la no linealidad 
de este tipo de proceeos. 

La integración numérica. de esta ecuación se lleva a cabo a través 
de IN repreaentación dmcreta en diferencias finitas. La diacretila.ci6n 
de esta ecuación por medio de este método se expone en 1&8 siguientes 
líneas : 

Expmando la ecuación (4.1) en la fol'IIIA: 

la ecuación de diferenci&8 que la aproxima es la siguiente : 



•j+l - •1 = 1 {..1.. [!(•'+1)¡+1 +!(uHl)j] 
At (ó + 1) 2:1:¡ 2 (Az) + 

[
IA2(•'+1)¡+1 + (1- f) A2(u4+1)j]} 

+ {Az)' + 
{.U) 

+(•')j- I .\ 1 (••); ' 

donde Az y At aon los increment.oe espaciales y temporalea respec:· 
tivamente. El conjunto de punt.oe que forman I& latis en el plano 
z - t están dadOll por z = jAz y t = nAt donde j = 1,2, •.. ,N y 

. n = O, 1, 2, ... La constante I ea un real tomado generalmente en el 
intervalo OSI S 1. La aproxim&ci6n a u (jAz, nAt) ae denota como 
(v)~. El operador A ee define mú adelo.nte. 

ti diagrama siguiente muestra el tipo de diferenciaci6n que se 
aplica en el m~o de Crank·Nicol!on. Loe puntoe moetradoe son 
aquellOll uaadoe de la malla en el plano z - t, el eje temporal apunta 
hacia arriba de la página, mientraa que los puntos espaciales corres­

. ponden al eje borisontal. La conexi6n de lOll tres puntos l!Obre el 
eje horiaontal muestra a aquellos utililadOl!I en la siguiente diferen· . 
cía espacial coruiecutiva, mientras que los puntos unidos por la línea 
vertical a IOll uaadai en la diferencia temporal. 

"':] : l : 
n 

j-1 j+l 

x---



El miembro iaquierdo de la ecuaci6n {4.2) exprma la aproxim&ci6n 
a la derivad& temporal. El primer miembro del lado derecho de esta 
ecuaci6n es la versión para la primera derivada espacial del m~todo 
de diacretilaci6n de Crank·Nicol90D (l!M7). El operador A en este 
tmnino queda dado por la expresi6n : 

A(t1H1); = (11'+1);+1 - (u'+l);-1 . (•U) 

El segundo miembro del lado derecho de la ecuaci6n (4.2) expresa 
la aproximación por diferenciu más general para la segunda derivada 
espacial. Esta ecuación incluye como ~ especiales a las aproxima· 
ciones implícitas de Crank·Nicolson para I = i y aquella de Laasonen 
(1949) para I =l. Ambas aproxinw:ionm resultan ser siempre esta­
bles. La expansión de Taylor en torno al punto ( :i: = j 6z, t = n.1t ), 
muestra que el error que introduce la aproximación de Crank· Nicolson 
para esta derivada es del orden e= 0~6t)2+0(6:i:)2 y par&el método 
de Laaaonen de e = 0(6t) + O(Az) . Al final del capítulo se diacu­
tirá la estabilidad de este esquema de diferenci&B para la ecuación de 
reacción-difusi6n. 

El operador A2 viene dado por la expresión siguiente: 

La linealisa.ción del término (116+ir+1 que aparece en el segundo y 
tercer miembros del lado derecho de li ecuación (4.2) puede efectuanie 
de diversas formaa, una de éstas, sugerida por Bwn y Wanning 
{1976) es!& siguiente { Richtmyer, 1067¡ Anderaon, 1984¡ Crank 1975 
) : 



Introduciendo la aproximaci6n de Crank-Nicolson en la ecuaci6n 
(4.2) y b&ciendo U10 de 1111 ecuaciones (4.3)-(4.5), la ecuaci6n de 
diferencias para la ecuaci6o de reac:ci6n-difuai6n dada por la expresi6n 
( 4.1) multa en la forma : 

•+1 • At { 1 1 [ 2 ( ( 6+1 )" ( 1+1)" ) 
•; - •1 =m •(Az)ij " 1+1 - u H + 

+(6 + 1} ( (•')7+i (•itf - uj+1) - (u')/_1 (uj:!f- "i-1) )}+ 

1 [ 2 ( ( l+I)" 2( ltl)" ( 6+1)" ) +2(A2:)' • J+I - u i + u j-1 + 

+ (6 + 1) ( (u6)j+I (ujtf - "Í+i)-

-2(•'); (uj+l - •j) + (•6)j_1 (uj:!f- •i-1) ) ] } + 

+At [ {uP)j-1 ~ j (u')j] . 

Haciendo f/J¡ = •7+1 - •7 y reagrupando Jos términos con w; para 
lu diferentes j '1, 11e tiene que la aproxima.ción en diferencias finitas 
queda en la forma siguiente : 

A;w¡+1 + B¡w; + C¡w¡-1 = D¡ , (4.6) 

donde loe coeficientm Aj, B;, C¡ y D¡ están dados por 1111 expresiones: 
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y 

donde 

A;=-a [ 1 t '1 ~~;z)] (•');+1 , 

B;= 1+2a(116)j , 

D· =t'1(ty) [(11'+1)~ - (vl+l)~ l + 1 6 + 1 z; 1+1 1-1 

+ 2a [(uHl}~ - 2(u6tl}~ + (ufi+l)~ J + (ó + 1) ¡tl I ¡-1 

At 
a= 2(Az)2 ' 

El miembro derecho de la ecuaci6n (4.6), junto con las condiciones 
a la frontera 
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1c>n cantidades conocidas que ee utilinn en la 110lución de la ecuación. 
El lilt.ema de ecuaciones descrito por la expresi6n ( 4.6) es tal que 

todos loe elementos de la matri1 comspondiente al sistema 110n nuloe 
excepto en tres de sus diagonales. Para la resoluci6n de este siatema, 
el ~todo que ee deecribe en las 1iguientes lineas es eficiente y es 
además comúnmente usado¡ ea en si, una adaptación especial del 
m~todo de eliminación gauarianL 

Para resolver el siatema de1Crito, ae buscan dos cantidades E; y 
F¡ tales que ae cumpla la relaci6n ( Potter, 1973¡ Forsythe, 1060 ) : 

w¡ = E;w;+1 + F¡ . (4.7) 

Si esto resulta válido para cualquier miembro de la familia de 
110lucion1111, de Ju condiciones a la frontera, ae debe tener que : 

E1 =0 , F1 =0. (4.8) 

Subatituyendo E¡-1t11¡ + F;-1 para Wj-1 se tiene que: 

A; + D¡ - O;F¡-1 
'IJJj = - Wj+I 

B¡ + C¡E;-1 B¡ + C¡E¡-1 

De aquí ee tiene que E¡ y F¡ están dados por : 

A; 
B E j~ 2 • ¡+C¡ 1-l 

E¡ 

.,,_D; - C;F;-1 . > 2 r, B CE J - ' ;+ i j-1 



Utiliando estas dos últimu ecuacionea junto con la ecua.ci6n ( 4.8) 
lle pueden calcular inductivamente 108 coeficientes E 1

1 y F 'a en or­
den creciente de la pariici6n espacial j ( j = 1, 2, ... , N ). Ahora 
bien, "'i+I está dado para j = N por lae condiciones a la frontera 
y lle puede uí calcula.r t11¡ de forma inductiva de la expusi6n (4.7) 
en orden decreciente de j ( j = N, N - 1, ..• , l ). &!to completa 
el cálculo, restando el W10 de la eeuaci6n "1+1 ::: •7 + w¡ para la 
obtenci6n, finalmente, de la !10luci6n en el puo temporal. 

4:.2 Eatabllldad de las Soluciones. 

Con el objeto de estÍJDAI' la aproxímaci6n a la ecua.ción diferencial par· 
cial por medio de la latiz discreta introducida, ea conveniente an&lisar 
las derivadas de lOl!I términos involucradll6. L& importanci& de lo 
anterior, radica en el hecho de que la deriva.da es una función que 
suministra infortnACi6n acerca de la variación local de una función 
en el espacio, siendo la derivada en diferenci111J el acoplamiento de 
puntos vecinos en la latiz. Para efectuar esta estimación es conve­
niente analisar lo concerniente a la estabilidad de 1118 soluciones. Un 
método numérico resulta estable sí un pequeño error introducido por 
la aproximación en cualquiera de sus p&90l!I produce un error acumu­
lativo menor. El estudio de la estabilidad de un determinado esquema 
consist.e en la obtención del factor de amplificación para un modo de 
Fourier en la distribución espacial. 

Se considerará primeramente el caso de una eeuaci6n de reacci6n­
difusión cuyo coeficiente de difusión no dependa de la concentración 
y posteriormente se generalizará al caso en que si lo sea. 

Aplicando el modo de Fourier : 
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al primer miembro del eequema de diferenciaa, para el caao 6 = O, ee 
tiene que: 

donde 

De esta última expresión se tiene : 

u•+I _ [l + 2,8isen kA:z:)] •n = •n 
- 1 - 2,8isen kA:z: u - gu • 

Así, el factor de amplific11ei6n g ( At, A:z:, k) resulta !e? complejo. 
Tomando la magnitud del fact.or de amplificación en el plano com· 

piejo, se obeerva que ft!te factor 11atisface la condición de estabilidad 
de von Neumann ( Ritcbmyer, 1967¡ Potter, 1973) : 

¡g¡ $ l+O(At} . 

El segundo miembro del algoritmo de diferencias puede analinrse 
de forma análoga. Aplicando la misma forma funcional del modo de 
Fourier a este término se obtiene la expresión : 
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donde 

At 
X= {Az)2 ' 

De esta expresi6n ee obtiene : 

'"+1 {1 - 21x [eos {A:Az) - 1]} = i" {l + 2 (1 - 1) x [eos {A:Az) - 11}, 

de donde ae obtiene que el factor de amplilicaci6n queda dado por : 

L& gr'1iea siguiente iluatra el comportamiento de g respecto al 
argumento 11 == 2x [1 - tllll (kAz)J para valores diferentes de l. Con· 
forme aumenta 111 g (At, Az, A:) decrece mon6toll&lllente de 1 al valor 
-!!¡!l. Si ee cumple la condici6n 1 :S I $ 11& ulntota no es menor 
que -11 de ahí que este miembro de la ecuación de diferencias aea 
siempre estable. En el caao de tener que O ::S I < l 1 f1 debe tomar 
por estabilidad el valor en el cual la curva interBect& g = -1. 
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donde 

Af 
x= (AJ:):r • 

De esta expresión 11e obtiene : 

Qn+i {l - 21x !coe {kA:i:) - lj} == •" {1+2{1-1) x [coa (kAz) - lj}, 

de donde 11e obtiene que el factor de amplificación queda dado por : 

1 - 2x 1 - I 1 - to11 kAJ: 
1 = 1 + 2xl 1 - coe kAJ: 

La gráfica siguiente ilwitra el comportamiento de g respecto al 
argumento 11 = 2x[t -coe(kAJ:)j para va.lores diferentes de l. Con­
forme aumenta 111 g (At,tu:,k) decrece monótonamente de 1 al valor 
-!!j!l. Si 11e cumple la condición l $ I $ 1 la asíntota no es menor 
que -1, de ahí que eete miembro de la ecuación de dilerenciaa eea 
siempre estable. En el cuo de tener que O ~ I < {, 11 debe tomar 
por estabilidad el valor en el cual la cuna intereecta g = -1. 
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F.e uí, que la condición de estabilidad l!el'Á de la forma. : 

At 1 1 
(A:i)2 :5 2 (1 - 21) ,¡ O :5 I < 2 ' 

ain reatriui6n ai ~ ~ I :5 1 • 

Con tundamento en lo anterior, ae tiene que el método de Crank· 
Nicolson, utililado en ladiacntiJlci6n, es incondicionalmente estable. 

El anáJisis para un coeficiente de difUBi6n no lineal puede desa· 
rrollarae aplicando lO!!J resultados Anteriores, haciendo para el primer 
tirmino de difennciaa la subrtituci6n /J -+ 1i /J y para el aegundo 
término X-+ •'X· 

En el Apéndice de este traba.jo se presenta el código numérico 
desarrollado para el estudio de los perfiles. 



CAPITULO V 

EVOLUCION DE PERFILES PARA CONDICIONES 

INICIALES ARBITRARIAS 

El propósito del presente capítulo es el de llevar a cabo el estudio 
de la ecuación de reacción-difusión para el caso general en que se 
encuentren presentes procesa! simultáneos de difusión y reacción. El 
estudio de la evo! ución dinámica de los perfiles de concentración se 
hace a través del uso del código desarrollado en base al método descri· 
to en el capítulo anterior, con lo que es posible estudiar la evolución de 
condiciones iniciales arbitrarias. Para diferentes órdenes arbitrarios 
en los términos no lineales de reacción y difusión se estudia el balance 
que se presenta entre ellos. 

Se obtienen los comportamientos de los perfiles de concentración 
para aquellos ca.sos en los que se presentan soluciones de carácter ex­
plosivo, corrabor&ndose los resultados esperados a partir del análisis 
expuesto en el Capítulo II. De igual forma se analizan los procesos que 
involucran fenómenos de creación y aniquilación, obteniéndose para 
ellos soluciones de tipo onda viajera con las velocidades de propa· 
gación encontradas analíticamente. 

Un resultado importante obtenido en este estudio es el hecho de 
que perfiles iniciales arbitrarios, en el trall!CU!'!IO de su evolución, se 
ajustan a las correspondientes 90luciones analíticas, con las veloci· 
dades de propagación predichas analíticamente. 

Pueden propone1'91! inclusive perfiles iniciales de tiempo de espera, 
observándose que sus frentes de onda eventualmente adquieren las 
velocidades de propagación encontradas de forma anaHtica. 



Considérel!t! nuevamente la ecuación de rea.eción-difusión : 

En las secciones siguientes se estudiará el comportamiento de las 
soluciones de la ecuación anterior para diversos va.lores de los paráme­
tros que involucran procesos de creación y aniquila.ción, as{ como de 
difusión. Se ei1tudia además la evolución de los perfiles para lM geo­
metrías cilíndrica y esférica con simetría radial. El balance entre los 
procesos de reacción y de difusión se ana.liza para órdenes arbitrarios 
de sus términos. 

Con el objeto de comprobar que el código desarrollado opere co­
rrectamente, se verifica que en aquellos casos en los que existen solu· 
ciones analíticas particulares, como las estudiadas en el Capítulo JI, 
se reproduzcan los resultados esperados. El prop6sito de emplear 
métodos numéricos será el de estudiar la evolución de condiciones 
inicia.les arbitrarias, tanto para Jos casos en los que existen soluciones 
particulares, como aquellos en los que no se conocen. 

6.1 Soluciones Locales Explosivas. 

En esta sección se pr1!8ent& la reproducción numérica de la evolución 
explosiva deecrita en la sección 2.3. 

En la figura (5.1) se muestra Ja solución local explosiva corres· 
pondiente al caso p = 2, ó = 11 ,\ = O. La evolución del perfil de 
concentración es mostrado por las curvas en esta figura, en la que se 
obeerva el crecimiento no lineal y explosivo del perfil. Se encuentra 
además la preservación de la forma del perfil inicial. Tanto el compor· 
tamiento explosivo de la 110lución1 como la forma de ésta, concuerdan 



con loe mr.r.adoe r.rª la 110lución analítica introducida previamente: 
~(z) = f [l+COll \~)l. 

La figura (5.2) mu&tra tambifo la evolución de un perfil inicial 
hacia una 110lución local explosiVL &!te comportamiento corresponde 
al cuo p = S, 6 = 2, ~ == O, con condición inicial ~( z) = .,. coe ( -js). 

Pueden ocurrir ClllOll en que el perfil inicial difiera por no mu~o de 
la 110lución particular o bien que ésta! !11! encuentren perturbad011. En 
las gráficas siguientes se muestran loe comportamientoe para dichoe 
caaoe. 

La figura (5.3) corresponde al caso de la evolución temporal de un 
perfil inicial angosto. En esta figura !11! observa que el perfil inicial 
decrece primeramente en amplitud hasta llegar a un mínimo, poste­
riormente aumenta en su amplitud aproximándoee hacia una solución 
local explosiVL Este comportamiento es característico en ciertOll ca­
!OS en los que el grado de no linealidad del término de reacción sea 
mayor que el de difusión. Para est.e c&llO se tiene p = 4, k = 2 y ó = l. 

Al valor para el cual el perfil presenta un mínimo en amplitud 
cormponde al momento en el que la relación entre la amplitud y 
anchura (el cual crece conforme el perfil aumenta) se ajustan a los de 
una 110lución local explosiva. 

La figura (5.4) muestra la evolución de un perfil al que inicialmente 
ae dió una pequeña perturbación. Dicha perturbación modifica ini­
cialmente la forma de campana de las soluciones, pese a esto, el perfil 
tenderá siempre hacia una localidad explosiva. 
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&.2 Evolución de Perfiles con Presencia 
Simultánea de Procesos de Creación 
y Aniquilación. 

En esta 11eeción ae hace el análisis de la evolución de perfilee de con· 
centración para aquellas situaciones que presentan tanto procesos de 
creación como de aniquilación. Loe casoe referidoe son aquellos en los 
cuales el parámetro .\ en la ecuación de reacción-difll!ión es diferente 
de cero. 

5.2.1 Caao p > le , 6 = 1 

En la sección 2.3 ee estudió el caso en el que p > k = 1, encontrándose 
la existencia de !!Oluciones de equilibrio inestable, tales que para 
condiciones iniciales mayores a ellas el perfil explot& en un tiempo 
finito, mientras que para condiciones iniciales menores el perfil decae 
exponencialmente. 

5.2.2 Caao p < le , 6 = 1 

El comporta.miento de laa !!Oluciones para 108 Ca80! en que el término 
de creación aea menor que el de aniquilación presenta, para laa for· 
mas de 108 perfiles, características diferentes. En la figura (5.5) se 
muestra la evolución temporal de un perfil obedeciendo la ecuación 
de reacción-difusión para el caso 6 = 1, p = 2, k = 4, .\ = 0.015. 
Para eete conjunto particul&r de parámetros ae obeerva que la am· 
plitud del perfil decrece siempre hasta un valor mínimo -jx. Cuando 
la amplitud inicial se encuentra por arriba de dicho valor, se forma 
una plataforma que 11e ensancha al transcurrir el tiempo. Se tiene 
uí, en eete cuo, una vecindad en la cual el perfil adquiere una con­
figuración estable. La plataforma de estabilidad se forma, como se 
mencionó en Ju líneaa anteriorell, en el valor para el cual la amplitud 



tom& el valor -Jr· FAte valor ae obtiene ya que en la regi6n formada 
por la pl&taforma, tanto el lado isquierdo de la ecuaci6n (5.1) como 
el primer miembro del lado derecho de dicha ecuaci6n eon nulos. 

En la figura (5.6) 11e ptt.eenta un perfil cuya evoluci6n es gobernada 
por loe miam011 valoH11 de loe parámetr08 anterioHll, llÍD embargo, las 
condiciones a la frontera impuestas n (±L) = O, son t&les que no 
permiten &! perfil tener desplaaamientoe l&teralee mas &llá. de mtoll 
valores. Es uí, que para este eaao ae tiene un perfil que en el trans­
curso del tiempo llega a un estado de equilibrio. 

La figura (5.7) exhibe el caso en el que la amplitud del perfil ini· 
cial de concentración ae encuentra por debajo del valor jx, el perfil 
evoluciona en el tiempo aumentando su tamaño hMta dicno valor, al 
mismo tiempo que su soporte y ancho crecen. 

En forma similar a la figura (5.7), la figura (5.8) presenta un per· 
fil en las que laa condiciones a la frontera no le permiten avamar 
lateralmente. 

Las figuraa (5.9a·c) mueitran la evolución de la amplitud de 108 
perfiles para el caso particular en el que p :::: 2, .\ = l. Se observa 
que conforme el exponente del término de aniquilación aumenta, para 
una condición inicial por debajo de la plataforma de estabilidad, el 
tiempo en que el perfil llega a esta plataforma. es menor. En form& 
similar ocurre lo anterior para el caso en que la amplitud del perfil 
inicial se encuentre por arriba del valor j¡. 

Gener&lisando, ae obael'Vll. que es posible con.seguir una plataforma 
de amplitud finita, si localmente ~ =O, quedando la amplitud dada 
por n= .\;!t. 
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Figura ( 5. 7) 
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6.3 Perfiles de Concentraci6n con Estado 
Eetaclonarlo Aalntótico. 

En esta sección 11e verá el cMO en que bajo ciertas condiciones es· 
pecífiCM es posible obtener un perfil de concentración que evolucione 
asintóticamente hacia un estado estacionario. 

Este estado estacionario asintótico se logra multiplicando el térmi· 
no de creación por una función de soporte compacto. Dicha función, 
por definición debe aer diferente de cero en un cierto intervalo finito 
y anulAl'!le en el resto del espacio. 

Para el CA110 p == 2,k == 4,6 == 11 ,\ = 1, la figura (5.10) mues· 
tra el comportamiento de las soluciones para el término de creación 
multiplicado por el factor : (L = 7) 

( ) _ { 1 si 1 z I< L 
ai- Osilzl>L, 

&e observa que en el intervalo [-L, Lj se forma una plataforma cuya 
amplitud corresponde al valor i· La plataforma crece, conforme 
evoluciona el perfil, hacia 10& extremos del soporte, aproximándose 
asintóticamente hacia un e!tado de equilibrio. Para estos valores de 
106 parámetros, el estado estacionario asintótico viene dado en función 
de laa coordenadas en la forma v'H, que corresponde a la solución 
de la ec111tión cuando a (z) =O. 

Utilisando la mlsm& forma para a(z) como en el caso anterior, 
la figura (5.11) mue!tra la evolución temporal del perfil gobernado 
por loe parámetrOI! p = 1, k == 2, c5 == l. La plataforma coDJ1tante se 
alcan1a para el valor l de la amplitud, y el estado asintótico esta­
cionario para loe extremoe del perfil corresponde a la función expo­
nencial e-vT•. 
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6.( Interacci6n de Perfiles. 

Resulta también de interél! el estudio del comporta.miento de la in· 
tera.cción de perfiles. La figura (5.12) muestra la interacción y evolu· 
ci6n de doe perfiles angoetoe cuyoe anchoe iniciales son menores que 
loe correspondientes a 108 CAll08 de soluciones explosivas locales. Se 
obeerva que cada perfil evoluciona de forma independiente antes de 
ocurrir la interacción, disminuyendo llUS amplitudes. Simult&neamen· 
te la distribución espacial de loe perfiles 11e ensancha hacia sus ex· 
trem08. Como producto de la interacción ambos perfiles generan un 
perfil que evoluciona asintótie&Illente hacia una localidad explosiva. 

Otro tipo de interacción entre perfiles que no presenta este ere· 
cimiento no lineal hacia soluciones de tipo explosivo se muestra en la 
figura (5.13). El C&80 aquí expuesto corresponde a d08 perfiles que se 
encuentran gobernados por loe parámetros p = 2, k = 4, ó = 11 >. = 
0.015. El comportamiento individual de loe perfiles es aquel expuesto 
en las secciones precedentes. Durante el proceso de interacción ambos 
perfiles 11e funden formando un perfil que eventualmente alcanza un 
estado asintótico estacionario. Dicho estado estacionario 11e encon· 
trará por arriba o por debajo de las amplitudes inicia.les dependiendo 
del valor de estos últimos respecto del parámetro >.. 
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6.6 Estudio de las Amplltudea y Anchoa de loa 
Perfiles. 

En e!lta !leeción se estudian las v&riaciones que present&n tanto las 
&mplitudes (A) como los anchos de los perfiles de concentración (L), 
conforme estos evolucionan. En las gráficas siguientes se muestran 
las formas en que v&rían las amplitudes y los anchos de los perfiles 
para diferentes va.lores de los parámetros de la ecuación (5.1), en 
donde se ha e!!Cogido para este caso .\ = O. Para. cada. conjunto 
de estos va.lores se muestra.o tres ejemplos de condiciones inicia.les 
diferentes. Se observa. que la. condición inicia.! es un factor importante 
para. determinar la rapidez con la. que los perfiles, eventualmente, 
han de aproximarse hacia. una. solución loca.! explosiva.. Conforme 
la amplitud inicia.! del perfil se& mayor, cuanto más rápida.mente se 
acercará a ~ tipo de solución. 

Como punto importante en la interpretación de estas gráficas, ca.be 
seña.lar que en todos los casos existe un crecimiento ilimita.do del 
perfil. El tiempo en el que ocurre esto depende, como ya se mencionó, 
de las condiciones inicia.les fija.da,,. 

Un efecto encontrado en este estudio, radica en que para algunas 
estructuras, se presentará el estrangulamiento del perfil justo en el 
momento en que éste crece de manera ilimitada. El estudio de la 
región característica en donde se produce este efecto merecería. estu· 
di&l'!e en forma máB deta.lla.da. 

ESTA TESIS NO DEBE 
SALIR BE LA BIBLIOTEC~ 
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6.6 Soluciones de Tipo Onda VlaJera. 

Para lall !IOluciones analític1111 de tipo onda viajera de la ecuaci6n de 
rea.cción-dif'uaión, viatlll! en el Capítulo ID, 11111 figuras (5.14)·(5.17), 
obtenidas a partir del c6digo num~rico, muestran el comportamiento 
de este tipo de !IOluciones. Las velocidades de propagaci6n de los 
frentes de onda corresponden con aquellos predichos en ese capítulo. 

Esta breve secci6n pretende s6lo m011trar de manera grá.fica, aque· 
llas 110luciones aportad118 por el método de reducción a cuadraturas, 
visto a lo largo de este trabajo. Pueden ser utilizadas para comparar 
las velocidades de los frentes de propaga.ci6n entre los distintos ca,,os. 
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CAPITULO VI 

APLICACIONES EN EL ESTUDIO DE 

PLASMAS CONFINADOS 

El propósito. de este capítulo es el de formular un modelo primitivo en 
base al cual pueda obtenerse la descripción de perfiles de temperatura 
de pl&11lll&8 confinados magnéticamente. 

En f.llte modelo, propuesto por Wilhelmsson ( 1989c, 1991 ), se 
plantea una ecuación para el perfil de temperatura., en la que se de· 
termina su evolución mediante un término de difusión , en el que 
el coeficiente de conductividad térmica depende de la temperatura. 
Posee ademá.s un término de aniquilación que representa pérdidas 
por radiación, u otros efectos, &11! como un término de creación, o 
calentamiento. 

Aunque elite no es un modelo formal, derivado de primeros princi· 
píos, su propósito es señalar el tipo de comportamiento que se espera 
de los perfiles de temperatura, en base a propiedades globales de 11111 
ecuaciones que loe pudieran determinar. 

Cabe señalar que la dependencia de la temperatura en el coefi· 
ciente de conductividad térmica puede depender del estado de quie· 



tud o turbulencia del plasma, e inclll80 podría variar con la posición 
y el tiempo en un aparato de fusión nuclear. 

Por ello, el modelo aquí planteado debe considerarse como una 
aproxim&ción burda al problema real. 

Con el advenimiento de lu máquin&B de confinamiento, se ha abor· 
dado, a lo largo de los últimos años, el estudio de las condiciones 
bajo la.s cuales es posible aumentar los tiempos de mantenimeinto del 
plasma. 

La forma en que ee comportan los sistemas ñsicos en dichos dis­
positivos magnéticos depende fuertemente de la geometría utilizada, 
del gas de llenado, así como de las fuentes de calentamiento usada.a 
para mantener la temperatura. 

Por tratarse de sistema.a dinámicos, se encuentran además, pérdi­
das de energia producíd&B por radiación. 

La radiación emitida es un fa.ctor importante, ya que representa un 
efecto a minimaar. Es en este punto, el que es importante plantear 
modelos que permitan obtener configuraciones estables de plasma, 
tomando en cuenta las características antes mencionadas. 

Como ha sido establecido, loa fenómenos de traD.Bporte en un 
plasma, pueden model&r9e, en una primera aproxim&ción, vía pro­
ce908 de reacción-difusión. 

La introspección del comportamiento de Jos perfiles de temperatu· 
ra electrónica por medio de la variación de parámetros, permitiría de 
alguna manera conocer aquell&B condiciones para las cuales es factible 
obtener estados estacionarios. 



6.1 Un Modelo para el Perfil de Temperatura. 

Loe perfiles de temperatura y densidad obtenidos en dispol!litiv011 ex· 
peri mentales tienen típieamente distribuciones en forma de campana, 
reflejando el hecho de que en estOll dispositivos experimentales la 
mayor concentración de partículas y en conaecuencia de mayor tem· 
peratura se encuentra ubicada en la parte central de su cámara. 

Suponiendo que la densidad del plasma no varía mucho tanto en 
el espacio como en el tiempo, lo cual ocurre aproximadamente para 
ciertOll parámetroe de operación (modos H ), un modelo de la tempe· 
ratura electrónica a partir de la ecuación de reacción·diíusión puede 
expresar!e de la forma siguiente : 

OT a ( OT) Tt = az D(T) Bz - R(T) + S(T) , (6.1) 

donde D(T) representa la difusión y los términos R(T) y S(T) están 
referidos a procesos de pérdida por radiación y calentamiento respec· 
tivamente. 

&ta ecuación puede resolvenie alternativamente utilizando las téc· 
nicas expuestas en el Capítulo Il o ID. En este capitulo se muestran 
ambas 110luciones, y finalmente se muestran resultados de experimen· 
tOll nu méric011. 

En el modelo propuesto por Wilhelmsson para el estudio de perfiles 
de temperatura se considera, para el c&!IO de difusión perpendicular, 
a D(T) ... r-t, obtenido de transporte neoclásico, y para el término 
de radiación por bre1111111trahlung a R(T) ... Tt. 

Despreciando loe efectOll producidoe por el calentamiento ohmico 
(donde r-l ) y modulando el término de calentamiento a partir de 
S(T) ... g(t)T, la expresión anterior puede resolverse con ayuda de 
las técnicas presentadas previamente. 



Advirtiendo ti hecho de que este modelo uí definido, admite 110lu­
ciones separables en espacio y tiempo, ae introduce la transformación: 

y 

Para el C&llO en que g(t) = a = ett, la transformación antuior ee 
reduce a: 

La ecuación diferencial parcial (6.1) ee transforma a partir de lo 
anterior, en la expresión : 

íft = .!. (r íft) _ T" , 
8t 8:r, IJ:r, (6.2) 

donde ó =-!y k= !· 
La ecuación anterior presenta la misma forma que la ecuación (2.2) 

vista anteriormente y cuya 90Juc:i6n está dada por la ecuación (2.8), 
salvo que aquí ó < O, y el eegundo término del miembro derecho 
describe una pérdida, en ves de una fuente. 



La eolucióo & la ecu&eión (6.Z) puede obtenerse de aquella para la 
ecuación (2.2) nonnalisando las variables en la forma : 

z -+ i :r: ; t -+ -r , 

obteniéndOlle I& eoluci6n : 

La 110lución anterior presenta la forma de ca.mpana que se obtiene 
experimentalmente para loe perfiles de temperatura. La temperatura 
tenderá a cero en un tiempo finito t = t., El efecto de la presencia 
de una fuente de calentamiento será el de evitar que la temperatura 
disminuya rápidamente. 

To1DA11do-la transformación z = z - et y proponiendo para T' : 

la substitución de esta última expresión para T' permite establecer 
ciertas relaciones de loe parámetros p, 71 ó y k, y de esta forma en· 
contrar los valores para a y p, así como la velocidad de propagación 
de I011 frentes de onda de la 90Jución. 

Se obtiene para este caao la expresión para T' siguiente : 

expresión que puede aer integrada, con la solución dada por: 

[ 
A ]2 T- -­- A+em• 



donde A es una constante y : 

1 
m='J!' 

y 

c=./i. 

En la figura (6.1) se muestra el comportamiento de esta solución, 
obeerv&ndoee loe efect.os antes mencionadoe. 

La figura (6.2) muestra la evolución temporal de esta solución 
cuando se consideran dos frentes de onda que viajan en direcciones 
opuestaa. A diferencia de los resultados obtenidos en secciones pre­
vias, donde k > p, en este caso, en el que k < p, loe frentes de onda 
se mueven "hacia adentro". Esto es compatible con los resultados de 
Wilhel111S80n, ya que sus soluciones decrecientes quedarían por debajo 
de las de onda viajera. 

Con el propósito de explorar el comportamiento de los perfiles, 
pueden hacerse elecciones particulares para los valores de los pará­
metros. 

Las gráficas siguientes muestran el comportamiento para loe va­
lores p = !1 k = 1y6 = -~. Para este cuo se ha encontrado la 
formación de un estado estacionario. 

En la gráfica (6.3), se parte un estado inicial arbitrario cuya am­
plitud es mayor que la del estado final. En la gráfica (6.4) el estado 
inicial parte por debajo del estado final estacionario, aumentando su 
amplitud huta alcan1&r dicho estado. 



Cabe 11eñalar que la dependencia en este caso para el coeficiente 
de difusión es de T-t, por lo que una temperatura nula queda pro­
hibid&. Sin embargo, es posible simular aquellos casos en donde la 
temperatura 111!& arbitrariamente pequeña alrededor de la cámara del 
contenedor de pluma. 
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CONCLUSIONES 

A lo largo de eete trabajo ae han presentado algunas propiedades 
de carácter cu&litativo y cuantitativo de la ecuación de difusión con 
términos de reacción. El conocimiento de estas propiedades hace 
posible tener un mejor entendimiento de los proce!O!l que 9e presentan 
en 11111 diferentee r&IIUl8 de eetudio. El planteamiento de ecuaciones 
de e1te tipo ofrece modelos mediante loe cuale1 puede estudiarse la 
evolución temporal para una gran variedad de sistemas f'isicos. En 
particular, en ñsica de plasmas re1ulta de gran interés el poder de· 
terminar loe efectoe de balance pre!ll!nte! entre la ioniu.ción y recom· 
binación de las especies que constituyen un plasma, esto enfocado al 
estudio de confinamiento en dispositivos experimentales. 

En lo que sigue, se discutir&n las diversas formas de solucione1, 
obtenidas en este trabajo, de la ecuación de reacción-difusión, resu· 
miendo 11111 características importante1 de cada una de ellas. 

Primeramente, destacan aquellas soluciones en las cuales la confi· 
guración espacial de los perfiles se encuentra localizada en una región 
finita. El efecto de localiz&ción ocurre, por ejemplo, en los casos en 
que se encuentra presente únicamente la contribución de un término 
de creación, es decir en aquellos donde el par&metro ~ es idénticarnen· 
te nulo. Este efecto puede ob,,ervarse igualmente cuando el exponente 
p, que expresa el grado de no linealidad del término de creación, 
es mayor que el par&metro ó, que da el grado de no linealidad del 
coeficiente de difusión. 

Aquí, los efectos del término de creación dominan fuertemente 
sobre los de difusión, provocando que los perfiles se encuentren con· 
finados a una pequeña región del espacio. Los perfiles bajo estas 

100 



condicionea, evolucionarán hacia 111>luciones de tipo explosivo, alean· 
1&ndo amplitudea muy grandes en tiempos finitos. En cuanto a esto 
último, puede hacene notar aquelloe c&llO!! reales en los que pudiera 
haber un rompimiento del si!tema físico o poblacional cauaado por 
el incremento deemedido en una o varias de las componentes de las 
especies que forman ese sistema. 

Por medio de este mttodo es factible también encontrar soluciones 
para ecuaciones de reacción-difusión que presenten un término de 
creación y uno de aniquilación lineal. Por medio de una transfor· 
mación en las coordenadas espacial y temporal, es posible reducir 
eiita ecuación a una en donde el término de aniquilación se encuentra 
au!lf!nte. De esta forma se tiene que las soluciones de estos casos serán 
similares a los tratados anteriormente. 

Las condiciones iniciales que se imponen al perfil de partida son im· 
portantes, ya que, como se hizo notar, determinan el comportamiento 
evolutivo de los perfiles. En este punto, cabe recordar que la construc­
ción de esta clase de l!O!uciones hizo posible la existencia de configu­
raciones que corresponden a estados de equilibrio inestable, tales que 
por arriba de dichos estados se presentan comportamientos de tipo 
explosivo. Condiciones i nidales por debajo de estos estados implican 
que el perfil decrezca en amplitud en el transcurso de su evolución. 

Las soluciones que exhiben estas propiedades tienen adelIW la ca· 
racteríl!tica de preservar su fonn& en el tiempo. Est.o último resulta 
independiente de la configuración que adquieren los perfiles, ya sea. 
esta explosiva o no. Cuando se parte de una condición inicial por 
arriba del estado inestable y que difiere a su vez de aquellas condi· 
ciones para. las cuales se construyeron soluciones de tipo exploeivo, 
se encuentra. que loe perfiles adquieren dicha forma, ajustándose a 
la solución local conforme evolucionan. La calidad de atractor para 
estas soluciones no puede emplearse aquí estrictamente por tratarse 
de un efecto de atracción meramente cualitativa en lo que concierne 
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& la. configuraci6n adquirida por loe perfiles. 

Las condiciones iniciales, como se mencionó en las lineas previas, 
influyen marcadamente en el comportamiento que siguen los per­
files. Se encuentra en n!lación a esto, la existencia de perfiles que 
pueden aVllllllLI' lateralmente una cierta región hast& el momento en 
que adquieren una forma similar a la.s soluciones de tipo explosivo, 
ajustá.ndose así a ella,,. Existen además ejemplos en los que el perfil 
inicial es angost.o. Aquí se observa que primeramente la &mplitud 
del perfil disminuye conforme su ancho aumenta, ha,,ta adquirir la 
condición de un esta.do que crece ilimitadamente, momento que cons­
tituye el inicio pa.ra. la formación de estructuras locales. 

En una sección del presente trabajo se muestra. que este tipo de 
soluciones !IOn estables ante perturbaciones de pequeña escala. Se 
ilustra. lo anterior con una pequeña perturbación provocad& al perfil 
de partida. Se observa que la perturbación se elimina en el tiempo, 
con la consiguiente recuperación de la. forma del perfil. 

Otra. técnica de análisis no lineal llevada. a. cabo en este traba.jo, 
para la obtención de soluciones analíticas exactas a. la ecuación de 
reacción-difusión con términos de aniquilación, corresponde al de la. 
reducción a cuadraturas para. soluciones de onda viajera. Este método 
ha resulta.do ser una. herramienta. útil pa.r& encontrar soluciones con 
frentes de propagación. Mediante este an&lisis es posible transfor· 
mar la ecuación diferencial parcial en una ordinaria, & pa.rtir de la 
cual pueden encontrarse relaciones que involucran las potencias de 
los términos de difusión, creación y aniquilación. A partir de es· 
tas relaciones se llega a expresiones que pueden 11er integrables, pa.ra. 
así obtener las eoluciones al problema considerado. Es import&nte 
señalar que aún cuando la ecuación ordinaria obtenida no sea com· 
pletamente integra.ble, siempre es poeible encontrar a.na.lítica.mente 
las velocidades con que se propagan los frentes de onda. 
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Por medio de la diacretÍl&ción de la ecuación de reacción-difusión 
en diferencias finitas ( método de Crank· Nicolson ), se hizo posi· 
ble el estudio de problemas con presencia simultánea de procesos de 
creación y aniquilación. Los resultados más relevantes que arroja este 
estudio llOD los de la formación de plataformas locales de estabilidad. 
La amplitud a la cual se consigue localmente esta configuración, de· 
pende exclusivamente de los términos de creación y de aniquilación¡ 
y está dada en función de los parámetros p, k y .\. Cuando se parte 
de condiciones iniciales por debajo de la plataforma de estabilidad, el 
perfil crece hasta llegar a la amplitud correspondiente, a partir de la 
cual la plataforma aumenta en ta.maño, al mismo tiempo que el per· 
fil avanza lateralmente hacia sus extremos con una cierta velocidad. 
Similarmente, para condiciones iniciales por arriba de la plataforma, 
el perfil decrece hasta un valor, determinado por los términos de 
reacción. 

Cuando la condición a la frontera es tal que fija Jos extremos del 
perfil de partida, se obtienen soluciones que en el tiempo adquieren 
configuraciones que no sólo son locales en la región de la plataforma, 
sino que la estabilidad abarca, en estos casos, a todo la región espacial 
en la que se encuentra comprendida el perfil final formado. 

Haciendo uso de las soluciones exactas obtenidas por reducción 
a cuadraturas, fue posible comparar las velocidades de propagación 
obeervadas por medio del código numérico, y de esta forma tener un 
grado de confiabilidad en la simulación. Por otra parte, las alturas 
de los perfiles en las que se presenta la formación de los soportes 
compactos concuerdan, para los casos integrables, con las soluciones 
exactas. 

Una alternativa para probar la existencia de soluciones de tipo 
onda viajera ee encuentra en el estudio de los diagrama11 de espacio 
fase para la ecuación de reacción-difusión. Por medio de estos dia· 
gramas es posible encontrar las cotas de velocidad para las cuales 
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existen 110luciones con frentes de propagación. La información que se 
extrae de este análisis permite saber, por medio del tipo de conexión 
que se trate ( ya sea de tipo silla-silla o bien silla-nodo ), la clase 
de soluciones que se esperan obtener para una determinada ecuación. 
La conexión silla-silla implica. la existencia de soluciones agudas, y 
la de silla-nodo la de 80luciones de cambio de fase. De esta forma, 
cuando se bu!IC& la existencia de soluciones viajeras con una velocidad 
específica, la conexión de los puntos característicos en el espacio fase, 
mueiitra el tipo de onda que debe encantarse analíticamente. Cuando 
no se presenta la conexión de alguno de lre dos tipos señalados, se 
concluye la inexistencia de una solución viajera con esa velocidad de 
propagación particular. 

La formación de estados asintóticos de estabilidad pueden obtener­
se proponiendo un coeficiente variable para el término de creación. 
El modo en que se fonnan estos estados depende de la. elección de 
la función de soporte compacto, así como del valor del parámetro >.. 
Por ejemplo, la. formación de eiitos estados, como se illllltra. en este 
trabajo, depende inversamente de la posición para un caso y es de 
tipo exponencial para. otro. 

El estudio de las ecuaciones de reacción-difusión es de gran impor· 
tancia. en a.quellas áreas de la ciencia. en donde los procesos que se 
llevan a cabo pueden modelarse a partir de estas ecuaciones. Como 
ejemplos, pueden citarse aquellos problemas que a.parecen en quími· 
ca., para el estudio de las reacciones químicas no lineales, en biología., 
en el eiitudio de dinámica. pobla.cional, en füica. de plasmas, en propa.· 
ga.ción de señales eléctricas, redes neurona.les, física de semiconduc­
tores, percola.ción de gases a través de medios porosos, esparcimiento 
de películas delgadas bajo gravedad y en demás fenómenos de trans­
porte. 
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