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l 

J ~ P I T U L O l 

Se entien~e nor est•do tr•nsitor10 de un sistema l> situ~­

ción en la que .<lgun•s o todas l.la co:·1diciones de oper.ici6n v.;: 

rí•n con el t1emno. P•r.1 el c·•ao que nos inteNB.1 pueden dXiB'­

tir, b.tsicarnente, rlos situH.ciones: irr"nque .Y estado lle pertur 

brni6n de un" o >l1'U'1•" rle l·'s condiciones rle vpeNc1ó1 del ".!! 

t·irlo es'tacion <rio. 

En el ·<rr'1nque é.e un.l coJ.u'll!l.l ele destilición, iDicbl;1ent& 

se llen'.i el aistem t. con 1 {quid o de una f
1 et&rntnil.c1.:i.. corupoE-ici6n, 

rt.ru:-tí.i::ntn ::-iostt-rior1ente la c~1lumn:i ;1. r·eflu,jo tot~i.l h.~sta a1-

c:1nz:ir en el destilado la co:nposición deseada, p.1r,1 despuéa 

proce<ler ' obtener producto y e"!pez"<r .i aliment«r l-1 mezcla .l 

seo'lz·ar.' P.lra sepinciones difíciles, ea decir, de volatilidarl 

rel1tiv» oercan« a 1.1 uni<JJ.d, el tiemno neceMrio p•1r1 ·.i1c-.n -

z,ir l.1s conñiciones dese'ld.is puene ser muy gNnde, por lo que 

adquiere gr:in im¡i·Jrt•nciJ. au det•r,ninaci6n p~ra cm:i pl-«1e'1ci6n 

co<'recta del 1rranque tot·ü <le un )'roceao. 

Un est'1dO de· perturb.lc ión ocurre cu indo "lg·m.ie de l"B con 

diciones de oper1ci6n v:i.ridn debiño !1 '1lter·J.ciones de serví 

cios (igu'.i de enfril.~iento, V:ipor, etc.), fonciondmiento de 

JQUipos, ·üímentacionea, etc, P~ra ,,seP,ur·u- que los oroductos 

s::itisfJ.,;.J.n l1Ls coni!ioiones ñes0M!:1a, se imple.rzentan siaten'.ltla 

<le control tjue co~nanoen estas v»ri1~iones. La im~lement~ci6n 

de los sistem'·'" de -~·--ntrol reo.uiere del conocimiento <lel com­

nor't'lmiento <linhtioo (<1e~1r·rollo en el tiernoo) de estJs sist!!_ 

mtn, de lhÍ que s1.2 de'."·i.:1ue t;r:in esfu'3rzo d.l estudio a.e este 

tÓTiiCo. 
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.P .;.:.r ~ '.l'Y~ et ~ T> .z. ( n) 1] 11!1111'.l il!r:~ en enn1l i ·..: r~o r I'ú ten e tón 

·1e vapor <lesrircci'l;;le (fi!! .. l), se tiene l:..:.s su:u1~r'~te~ re ... ..l-

cienes 'T.1r:1 G c_·r:no::enti:,a: 

d(H {. )/clt 
n 1 1 n 

V 
n 

(1.1) 

l-=l, •.. ,·J-1 

(l.3) 

~~ate 2ister•u ae ccu.H1.'lO!''"tee, 1~:1to c .. n rcl:~oi .. na!! .tl,i::e"t/r:J.ic:.is 

d.e equilibrio 1e r,·1•en e hidro~1in..i:nic-:J.:; 1 1!e li:·en ian un'l form'l 

L 
n+l 

'I 
n 

.<n+l (n 
V 

:; '( 
n n 

f h ,¡ 
"n n n n 

::;L /.. n n 
~ V 

n-1 n 
.{ ! n-1 n 

?1.:;. l 
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De acu:!rC.o l. ~0·1~rty ., re!•::ir.s (lj}•), ~X1.St~·. c:.-:c.:: ::i·1e ... er: 

·~e si'.'Tl""l::..i.fic.ición 01e:1 ,.~efi.•:i 0.s n1e so·:, C1)'1.'!!::!t :ter· ""'l.iI'\ ~1 ~r::i 

fl~ r l')s tr.to.:..i.Ja !;T.:.éric s 1 lfl.Ll=t .. cos c!l ezt. L ~; ~ •• ::~ ·,r.: -

mer ::lvel t'l-n-=. en cue!r'I: '• las "t> ~:.:.:'\~es .;-: ''.1..l.ter1:-. tot ~1 (l.1) ( 

por C;)'J.i_·!.en"te (J..¿) f ~l l.J;1.l-•:1~e f..•: ~!'1~rf{:?. (.._.j). r;l 5::,_::.\....'"H1o 

n. .. ce uso ·1~ ion t~11.mc~s rle !!lo.tt..rh:. (l.l} r (1 • .:-:,i r 1 \c:s01·.:::i..!n~o 

el t•M!ino -'e ·<cU'nul1ci6n "~el bü .• ~,c• ·-'e en''r,-:í, (1.3), iil teJ: 

c~ro utiliz'.J. e1 b~i.1·1nce ~e -:i. '.t~r·L1 :i~r ~o ;:J:ll!:'1te (l.¿) ¡el b·t-

13.n~c de enerGÍJ. (1 • .:), ~~sr·I'·~"~i·1:-.-10 "l 't~r:,,i:io re t.ca·1ul.i.ción 

fel b·-'l•tnc!!: ne 11·1t~ri.-l. tot'!.l {l.1). ~a cuHto Ti.V':':l t~''.l:i. en cue_::} 

tL '.1!1ic·.:ne:i.te •!l h .l~rLC'e r;e ''1-1.teri~ :')')r ~O:i~C~1~ ;te (l.{:), 1:-:s 

t1~?'.ÜTIOS de acu··:ul i~::.Ó:t ~~e los b tlJ.nCeE •fr :"11.t~I'l'l tot'Ü J i:e e­

n~r,;;;{a, (l.l.i ¡ ( .... 3), s'jn des>;'lr~Ci:t.r~os. i?ir~'!.l·:.f.:nte, ·11 quü1t:: 

nivel, i:'!e:'!lts '1e tener l·J.B e i.rl~terístic s ..:el c•1.1rto, ·r.~nt1ene 

10s flujcs int.~mos c.;11stJ.ntes. 

C::t este 'trJ.b qo ~~e :~d~'?t:.~ el quinto .n.veJ. co·r.o :1ri:ier.1 o~c1.~n 

por s~r el m1c c~:r.i.cterístico er. un buen nú·-::.::ro Ce ;...i.sos, ¡H'OiJO!: 

cior.·Lnr.o informtci6n c_nf1·i.ble sonrc su .'.'!om:1ort.1rJiento d~.·1.L::tco. 

1.2 ~:ode1o si.m:"le d!? qni'.ltO nivel. 

:31jo l:lS C8n~icL0~1es sitr'J.i.e:ntes se lle;;a ·l. '1.n r:1o~e10 sim):)le 

de cuinto nlvol: 

a}. El vo.nor oue ab:m1~ on..: un J. et ..o:.p'J. s~ ~ncuent r.1 en ec:~lilibrl.o 

con el líauirto en est et~pu. 

Ir:if)li.c l r;u~ el lfriuir1o est·t bien mezcl :.Co L.'L eflcienci.1 

es l.-i. uni ...:.d. 

b). L~ rete~ci6~ ?e V·L~0r es· esp:·ec1~ble. 

Situ~ci5~ v!liC~~ -d!'.l ~-Ll-~s n1·ef'·1c,,·i.e:::. 
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e). ;(~tenCi.'J'leF lí1 •J.i .; ~s c:.:ist."nt<:::-; e i.t:u .les ;i ·.r..t tod t ct:tp:..i.. 

','.i.mtí~!1, retenc10'1e~ lÍc.l.l ·.i:.; f.el C'.·· ,;e"ls.~'Ql' 1 ret'!:t-Ci~or 

(!Qn~t 1nt(!s. 

1'). :"'lu.i~n:.i ,?e v.u\0r '/ l.Í.'1uir.o c,1'.'lst ~!1tcs. 

?..nroxirn:i.ci0n bJ.en..l. s1 los C<-.1..L:Jl'tS l.lt":1tes <
1 '! los f.os co::i-

nQnentes s··:in e ·:le1:tnte!: ., si. l·.1s !"i!rJid.~s ~e .::.1.101· {los -

'! t;nbios r'e te·1:-:-er\.t11r1 r!e :L---'tO :,¡. plJ.to su:J deanreci.:1.bl~s. 

Se 0'..11!"1 '° Bi"'l"l:ifi·~·ll' ,dn m!s e:l t"i.t trniento si se ,·!-J.n lr~s 

' 
air1i.~nteA co·1dicionea lficion,lee: 

,1). Uni. s· 1 cnrrtr: te de .~11w~nt lC'i.Ón e rio lÍr¡uir~;:i s·.lturv•o. 

e). 301nctienrto _:.1. ~1-:?turb .ci6n. !iolo W1;~ rl~ lis v-~ri.J.b..i.tS t~e 01lc-

r·.•ción que ,,,,.,, "~ estar stdet <s J. este erecto (flujo y com­

':J:.'!Sici5n f..) U.li;ient·.LCiÓn, nu.io de V.1-'00r, reflujo, flujo rlie 

n~u~ ~e enfri¡~iento, ete.). 

(1.4) 

Se~ci6n ae enriouecimiento: 

n~f+l, ... ,:l+l (l.5) 

Plato ñe Lli~~nt~ci6n: 

:ic.<¿'ñt = V! r-i - V{ t + I .. {f+l • LX:r + u! (1.6) 

m::"-, ••• , f-1 

(l. 7) 

(1.6) 



5 

~ ~H·tir .~~1 ':10-"el'J .~ . .: cu.irte niv·:.!. :-·e"': s~; :t ~tio ~0r 1.J. C(:U.L­

ci6n (l.¿), v t·J-:i.n:'.o 1-L rel:..ici-5!1 rl.t el ;!..li:..r:.J: 

( t.10) 

BJ.,a-p'J. n cu;1.lquier:i: 

d(:¡n ci,n)/dt = Vn-~K<,n-1·\,Ct-l + ;,n+l'\,n+l 

-(L +SL\X. + 1 i. 
n n t.,n r. 1,n ~=!,J, ... ,:··+1 

d(~. )/nt t,n vn-1K1·,n-1il?,,~_-1/:r~.-1- (1 .~;"'+u+/),;:. )~. /:¡ .. .. ,. n :, n n l. 1n i,n n 

n=2 ,3, .•• ,;i+l (l.11/ 

\l. it) 
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31 ·¡,nterior sistP.ma. ?U!'!,Je ser rcpref5en't·\.ffO en form-3. vectori1.ls 

dono.e: 

o 

dif'/dt 

~i,l 
~i,2 

~i : ~i,n 

(>i' 'l+l 

c¡ii,1'+2 

= x1¡;'i. + ¡: 

"1 ¿i,l 
12¿i,2 

~il+l 4i 1!'1+1 
1N+2zi,!l+d 

fi,l 

fi,2 

f. 1,n 

!i,ti+l 

fi,;1+2 

(l.13) 

-(L ¡ 2 +:J~ .,)/H., ¿ . + .1+.:;: ."'f+ 



-'~u ª12 o 

ª21 -"22 ~23 
o "-32 _q33 

o 

ª3-1 o 

'i n,n+l 

7 

"rr,N+l -all+l,!lú "r1+l,N+2 

clH+2 ,I~ ·l -;\~i+2t -~+¿ 
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U!1 si'3te:!:l ~s din:..1.mic1:wr.tc ~st.:il;le si su rcsµut:st·L con o 

nin nertur'::rtcio::·.:s ":'le!',:1·.ne:;e ~L:!1 ro r.~ 1Í:1ii::es ~efinidoo o se 

.:>.·1roxt::1 • . .isint6ti:1 '. .. '.ente 3. u.ri •''!!ttr:iin.1.r.o nivel de re i:'erenCi3.. 

Do '.1CUerdo a :tiro:nelbl '.u ¡ ~.isc'.loff (19ó.1), un siste:n'.l. represen 

tir1o 'iOr ecu ~cL·nl!s f.iferencitles ordin..tri:ts line:~les con 11 -

¡ni.i:;riz 7\(t)=-~, esto es, con coeficir.mtes c.:-nst:L.1ten, ee est.'.l -

ble si ·1 solo si l:ts r.ii·::eo del :Jolü10:!"1io f,ct(A-i\!), tienen 

n~rtes re1.lCE:! ne-r,-ltiv~1s (lf•s v11ares '!lr:ipios deben S!:r n~r:1ti­

vos o c~?1 ~ rtee rE tle~ ne."". it i.v.1s). 3i existe ':\l menos un;a. 

r:i{z. con !l'1.rte re1.l :-icsitiv-i., el siste~rr.:l. no ser•!:. est::ible. 

T<r·' el sistem'- do cu:.1·to ni·;ol nlintc ·do Ai =iii (X) es ,1e -

nen~1 ie!1.te a· ia co•:1: osi.ciSn, sin t:inb Lr~n, i!.e ac·.t'!rdo a M:l.h et 

al, (1~6¿), esto no tlone efecto sobre i,1A ~J.racterístio'1s <le 

est.:.tbilid .'.ci s~ñ.1l·J.rlas interi.or..ne:'lte. 

Si se des.\rroll" el ')Olin ·:~i.o P'l+ 2 (il.) represont.ido por 

dotC\-i\I) 1 to:"mdo e':l cu•;nt~ l:•s cle:;ientos ce 1-' iiltim·~ CO.i-'J!!! 

n», se ten··!ri el v.;lor del i'eterrni.n»nte P:;+¿(i\i 1 y si se omi -

ten el •lltimo re"glón '{ l< tÍltima CclU!ll.'1.'1, se Ob'to.-.. Jr:i ces.•rr.Q. 

ll t.nflo otro 7J.jlino:nio P!l+l (il), 'f ;i.sí sucesivJ.T.'Jnte, esto nos 

llev· a. obtener ,,J. slg.üente secu!ncid. ñe polino.nios: 
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L·t secuenci'.l. de pol ino.,nos :1.nttr'i.or es d .. lJ.s lla't1.id·J.s c1e stur'.11, 

na.r~i lJ.~ ei.ue Re s~.·i::t.1~ que ~ L nú·.1ero '"'e r·_iíc~s r~.':.lts ('{) 4r~ '.ln-~ 

f(x) en~re ><=a :r r.=b es i:'r•l "'1(3.)-'l(b), ñun'e ·1(.•I r •r('o) son 

~l !li..t"!l!ro de e 1~:ib1os re sit~·º :::i.. x=a y • .:..:b, r·es:1e:ti·1-t.:!l"!:1t.e. 

\·:i.1:1c1son (19ó6) et'ectú.:i. r;l .:.n1.:is1s ry .rJ. f'l c.iso =-;t!:1•.!r~1 .t un:J. 

·"itriz C0'1 loe ele·•ento~ nc¡;.tivos e:, i.. d1,co.1'l c.rtr.ob.l "{ 

P0P.l= l 

Pl(i.)= (-all-A)Pl(l) 

r2<~)· (-'¿¿-f.ll\W - ·-i~··21?'J(;I,) 

P3 (~)= (-q33-A)r2(A) - ª23 1 32Pl(i.) 

?.-oo 

)') 

(1 

)•) 

(J 

r>J n )l.l!" 

l<:J n non 

j\_ .... 

)1 

)·) 

)1 

)O 

)J 

):> 
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l' .. ,,((\);(-'"· 2" ¿-f.)I'. l(i\)-'-.. l '1 2~,. 2 '1 lP.,(f.) [)O 'I !Hr .• +, .• +,i+ •+ ,,+,.+ ,,+,,+ ·' 
. ('.l N non 

El número de e imbios .,, tr.i. i\--+COes igu.tl 1~ (X+,2), n:ientr·ls que 

plrl.A--+-.,es de cero, ¿Dr lo que el nú:acro de ri!.cet-: re..1.lcs tv.~­

lores oropios re.>les) es i!;U-"l u (li+2), 

~ partir del d<earrollo se¡;uido por ~crivos .f A:nundeon (1955), 

;:nr:i que los vilores r>ropios se.\n neg·!tivos, se requiere que: 

,, 

> ·'.l 

-"11 "12 o 

~ ª21 -"122 '23 (O 
') !1:12 -13) 

8ste des-.rr~llo es eouivüente ¡ur.J. cu.indo ).~J, por lo (!U• se 

tendr'1 H si;,uiente euceei6r, 10 polinomios: 

)o 

)J 
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)J n :~ :.r 

<1 n non 

)) .1 non 

(.J .'! o.i.r 

)J ¡·~ pir 

(J H non 
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1.4 Antecedent's d<l tr101jo. 

~:!sic:J.mente todos los -:.:~teriores tr.l.ba~'~ tra1>..1.r~·n de eV':l-

111.i.r morlelos an :líticos p trtien:io d · versio:ies ai21pl ific \d'.is 

~el m:-r~elo de quinto :·livel. Siendo el ~,,rr.ir.-.¡ue U.."l:l o_Jer.Loión :-t 

rer'lujo e !nst.tnte 1 l·.:.r3 ~X? :-e sienes res.tlt21:it·!S se El'71fllific-\n 

aún m~ís, Vi-J. ~ue V=L 'f l'=J. -\ pi.rti?" ,..el siate:';l:l. de ecu·tcio:-:es 

(1.4)-(l.8) se lle¡r-~ a lis si¡¿;uienteo ecu~ciones: 

Plato n: 

dXn/dT '{ 
n-l 

rlehervidor: 

Jondicidn i~i~i.tl: 

donde: T Lt/n 
p :I¿'H 

' H/~ 

(l.13) 

(1.14) 

(l.15) 

D~ l".':. (liscu::n.1):i ,., ~d::. 'Jnr Pr:'ttt (1·::;0'7), l.Js t!'·~L..:..jos de: 

Davirlson (1]56), lT~-swon 1 :::r:iith (19:1~), :'.er¿-; ¡ J-4me:s (194J), 

,T1ct:o:"1 J P ¡;fon'. (l~n) y i/;re'nl y Pief:rc' (l9J?), ee b"·"·'­

ron ~n ~l sit~12ieni~ r.:iodelo, :.:.•1·! ·n~s air 11pli.fic~~o que el '°.1nte­

r-iorr:u~nte (~e~nrroll:-v<.o: 



"3cu~Loión prin~ ip-.!.l: 

dXn/dT = 1n-l - 1n + :<n+l - !n 

ConUicionee a l.J. fr.1nterJ.: 

~+l ¡ n = H + l 

Gondici6n inicial: 

xn = xin ; T = o 

n =O 
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LJ. sinplificaci6n efectuada fue suponer retonci6n en el con­

densador despreciible, con lo que se elimina el efecto tran -

siente en ln prirner'.l. condición de fronteri, Otri simplifica -

ci6n resulta si se consi<ler1 que 11 rctcnci·ln del re'1ervidor 

ea muy grande U.e tal modo que su com;osici611 per.nanezca. prr.tc­

tic1rnente constante, de lo que resulta: 

X¡ = YD cte. 

El problem' quo siompre ;e present1 ea que el sistema es no l_! 

neal por l:i relaci6n de equilibrio, por lo que antes de inten­

tar una oolución analítica, se deba proceñer a. lineir1z,ir el 

sistema. M:.rshal y P1gford (1947) obtuvieron u1a soluci6n an!!: 

lítica usando la siglliente rel'.lció.n r.e cqui11br10: 

y = «:< 

que es válida. a concentraciones b:i.j'ls. Esta relaci6n permite 

la linearizaci6n del sistema, por lo que es factible encontrar· 

U..."l.:1 f<luciór: anel ~tiea: 



esta ecu .... ción es oote:n·-::1. si nolo se considera el pri:ner t~r­

::iino tr.J.nsiente je un ... solución ..i ;urtir tie un tr:ita:niento 

del sistcm-"'- en :~iftr~nciis fi:1it3.s o por meC10 re vec:tores y 

:n.~tri~es 1 como serJ rl1scutirlo posterior:rrn11te. L?..a const·-1ntos 
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.t ·r 3 entin rol:i.0Lon.1dae J.l pri:n•r v tlor propio del sistema, 

qua es obte·1i~o a partir de uni ecu:ici61 tnscen.4·:ntal o a 

partir del determino.nte del siste:nrt por )'.lrucb1 y error. D:wi;:! 

son ( 135ó) describe un 'l!étodo m·fs sim::-le ;¡J.ra obtener l'.is con~ 

t::.ntes en base " una analof',fo. mecinic:l., Jos'l/on .'! S:nith (1954) 

r.~n un~ noluci6n que tiene la form~ de series de funciones de 

Jesael In, cuya. utiiid:J.d as :...lgo dudos.:l por lu. suposici6n que 

un.J. perturb><ci6n solo tiene efecto ho<stt< que h•• p~sJ.do fl tra­

vés üe la columna cu·inño es reflej.1.:::'1. 

Berg y Ja:nes (194 3) ree•¡elven la linearizaci6n del sistema 

e.nple1ndo la relaci6n: 

l' X/(1-l) 

e!1 lu~n· de fr::t~ciones :nol, qu': efl r.1;{9 confiable que la simpli­

ficac i6n ! =!t.{, 

Jn.ckeon y Pi¡?ford (l95ó) son los primeros en utiliztr 111 

sustitución de tér.ninos en r!i.ferenci.::.s finitas ,)or difere.wi \­

les, cl:t'ldo nor resultario U..'1i1. ecuJci6n GlierenciJ.l ?·'-rcLJ.l en 

un nl8.tO n CU'l.lc.u.ier;·. :r en ~l tiempo. ::-;ste ;;1:t.n1.·:.i G..d at:i:¡ui? r!!­

ri.{ ;:iSCU'tl.dO posterior1~e:1tr::, pe.ro Slfi n· .. ~~:· !:'!Í'J~li.fic ~Cienes 

en l~.3 con.J.icioneo de fr·.:::1lter.;. como lo h.:.c n -!!stos .:.ui;ores, ya 

nu•1t'J.':1.liz·~do 'J.nter1or:rnnte, 

.\ n:i.rtir Ge un plante t:nie.nto vectori i.l-;J_.-r;rici1l del siete­

~.\ <!e '?CU:t·~iones plantea1o mtes, Acrivos y A.:WL'1dson (1950) 

evalu iron eX!Jresiones .t.ntlít1cas p·lr,_1. .1.bsorbedores y ehtracto-



Plato ¡¡: 

d~/dT = XN+l - (l+tt)/~; + a.;c,_1 

Pl<.1to nt 

dX:,/dl' = xn+l - (l+O:);{n + cx..z,,_l 

?l<to 1: 

a:s_;d'r = x2 - (l+«),:1 + Y,J 

En fJnn1. vectori·:1 quedJ. coo'J sigue: 

donde~ 

dX/dT 

~i 
..... j 

h 

-(l+a.) 1 

-:.{ + ¡; 

ii 

-(l+a.) 1 

-(l+o:) l 

15 

(1.ló) 

n=l , 2, ~ ~ • , N (1.17) 

(l.18) 

(l.19) 

-(l+a.) l 

-(l+a.) 
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lleB~rroll .:1tlo el eeter::iin,nte oe (A-il.I) ·lo "'ouorrlo J. iununason (19oó) 

ee obtiene el siguiente ;Hil1:¡0.1io: 

-IX-1-7.. 

que a. fin:ll de cuenta.s es un.:t ecu 1ción en di¡~erenci 1.s de segWl­

C.o "Jl'!len, que pueC.e ser r~s·.lelt9. íL'\u1o la sigi1ientc solución 

P'rn i\n: 

'-n -ot-l-(~a.) 1/2coe(1Tn/U:+l)) n=l,2, ••• ,N 

y junto con l" soluc16n rtel eietem1 vectori·-·l definen comple­

t~mente el sistem~: 



Otro método o proceúLnien'to ~e enlución es el de Ci.!er~n­

ci. <s finit-'s utili.z;do p:r LJ.nid is / .:undson (19~·J) ti:nbi.én 

n . .1.r:.. -~Dsorbef.ores y ~xtr.::.cto1·e5. PrL1ero se hv~~ use de l·l 

tr1not'on:r1d.l. fie Lapl:!G"! Jllrl eli~in'.r l'! r1epenc.~nCL1 C"li'"1 el 

tie:'!!.r10 '{ poeteri"JMente pr~ceder a. reaJlver el siete·:'lt en di­

ferencL~s ft:1it·:.l.s ~n n. El nrobl~~:l·\. t.1nbi~n s~ reduce ·~ e11C.)!} 

tr1r loe '/Jlore!:' '.1r0 1)i1Je óel sistein·._, .~c:::o en s":::Ll ir10 ,·,ar 

D:wieon (l·~:Ji), 

hi~i~ron in-

tentos ~e enc0ntrir ·~o: elos t~1l[tic)S 1 pues e~~o neceeLrii­

~e~te i~'lic:1 l~ev1r . ~·.hJ si~~itfic3Ci~ne~ dr12tic~s ~e li-

f:e e(~llilibrio ;i~r·. pert'.1rt:.ci.nes en 1 .. CO'~::· S'!.'Jt'5n r>~ :11.-:.~n­

t·1ción p ll';.. dif"!rtl!Y:tC:J V1l ~tllL-. Lc1 S { I'C[iujos. ~·\iZUfl'J l.!t ~l 

(1972) lo utili.::lr.. "n.r1 e\f~.Lu1r J.<LS tJ •. r.~ctc:r:sti~\S rie ·i.sime­

tría, esto ee, si. ex:!..ste un.i ·ierti;.rb<lCl.Ón en u:1. se.·~t1r0, ex::..!:! 

17 
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tii-1 un" rospuest'l en el ti.empo diferente '· :o. que ae produoi­

rí.:i si la perturbación es ~n ee~itido coatrJ.rio. 

En un intento por sL;;ilificJ.r loe sietomJ.s multicom;ionen­

tea, Oebome (1971) aproxim1 tdrunnos en <lif,,rencL<a por dif!. 

renci'l.lee, obteniendo ocu.iciones diferencLllea p:ircülea, que 

a final de cuent1s se resuelven ~ar inte¡;raci6n numérica. 

!:i'in»lmente, !llgunos tMb·•ios en ·<ños recientes y debido a 

la gr.;n ~ap1cid"d d~ 1-•c cocput1dorJ.s modernils, n;cen uso ele 

loa modelos de nivel superior, como ea el caso de Morria y 

Svrcek (19.¡1¡ que tom1n en cuenta loe c.'lmbios en retención, 

fluj:>s ·r ent:i.lpÍ"-s "lo lo.r¿o <'e to~-' l'.l cc•lumn'1, incluso para 

~l o«ao r.e no euuilibrio. Th:,.nas (19'}1) también plante.> los mo­

delos i'.!0'.1.siderJ.ndo vc.1.ri".1.ciones en la retenci6n de y,1por, coe'l 

que l~.J. gr-_i.n MJ.,yorL.1. de autores consider.1n rltH1preciable. 

Un.:i. excelente rccopil .... ci6 .. y discusi6_1 de trab:ljos sobre 

loa dih·rontes niveles es rlad-1 por Doherty Perh:ine (1~'32). 

F.i~\ fi:--1.E;S CU..llit 'l.tivos de estadio de l':.i. din!i.rnict.t. de siste­

m~a ~e d~sti!~ci6n ae utiliz1 con bast~nte frecuenci1 la line~­

rizt.ición por mcrl io le exo..inaiones en series de Taylor tom11n'10 

sol~Lmente los términos lineiil•.:s, siendo esta aproxim.J.c16n v¡í­

litla p1rci oequeüa.s desviaciones del est.ado estacionario. Pos­

teriormente se. ved en ·n4e detalle este aspecto. En ¡¡ran can­

tirl"-d ele textos de dtná1üc.i y control se sigue este procedi -

:i1iento para evalusr lu respuesta rle estos sistema.e cu:1.ndo son 

perturbidos, ñe t.ll modo, que permita viau~lizarae en form.i 

lnalític:i su co:nnortarniento, por e_iemplo, Douglas (1910), 

Franks (1972) y Luyben (1g:11) d«n una diecusi6n bastante pro­

fund.i sobre este tem~. 



1 .. 5 P:~utas a segui.r en el "'er:..lrrollo del "tr.1.b.~,io. 

En este- tr.lb::ljo ei: perturb:1r1 1.t con.centr-J.ci6n d~ 3.li:nent.1-

ción '! el ret'lu,i::>, ee7"1e?"'.1Li-].ose que: ..t p'.1rtir ~:e los result\ri:is ob­

tenidos por est'JB ef~Ct')s :..;e :rm~d l ~~'1Cralizir .l los ~:lsos .:lonC.e 

se involunren otrie condici :ncs ·:;e o:)er1ci6n. 

Del modelo de c¡uinto nivel eot~ulecido se ooten4rin l·.•s oxpr~ 

aiones partic1.ll 1res p:.rJ. 0-"-'l..:i u~o de loa CJ..sos 1. tr . .lt·.i:c: ;.J.tT;.:in -

que 'J est ido eei.'.l.Cion~t.rio oé rturb.\do. 

P:<ro. el o.rNnt¡ue "' li·1e.cr¡,.,rJ b~jo 11 su os:.ci6'1 c;e vol,t1-

li·:.1dcs c:ercan·ls 3. la. u:i.idad y/'J c::mcentracione~: 11er.utaJ.e. :~sto 

nos ne?".:litir1 cubrir r;1nn;on C.e vlli''~?. r ~!1·.3e un:.:. o l.io ~~os c·Jn­

dícionee J.nteriores s~ s~t1sf~r'~~n, o~te:-¡ienC.o .-sí un~ .1·.f'Jr ex­

tensi(·n. 

Par1 el est..tr1? f"!St laion-irio '.1crturb:J.Co se line·1riz-·1r.f n.1..r\ 

condiciones cer~n.nus o en 1...1. vecin1~d del cnt.H~c estJ.ci'.Jn;\r10, ex­

p...in.:aien"!:o en series de T1ylor '{ tntr.c tn1o h Lst.l 10s tér:-:1n.:::>s !ir;e_!. 

lee. De eat·i m t!'ler_l. es Co!no s~ procede o :rrie::te.:lente en ~l '!:stu­

dío din~mico de ~s't·)B siste::l.i.s. 

El estublecim1ento de los r nf;os de V·~liú~z ;e 106 E.il.~te;'1:ls 

line·J.ríz1.doa se h:lr~ '"!::t~;i.; :!t~-"'o el ~rrJr r~l.ltivo f.~.:l VJ.lor ob­

tenido de l~ soluci6n -~·n~ri~.\ ~e los ~1;~!los no lin~~les. 

La idea. de est'! procer.ü:iient.o es p:irtir de- lo :nis Sé .. Cíilo Pº-: 

oible, '{ c1e los res'.l.1taG ~S oot~;·:1i! ~S, ~onoluir oobre lo m.~s CO:l­

;>lo.Jo, 

19 
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C ~ P I T U L O 2 

2. l Jlodelo eimpl ificaco para el arr:inqub 

A partir del :nocelo simple ces:J.rrollndo, e cs. (l.4)-(1.d) 1 y 

S3.bienrlo que en el 1.rNnque se tr:>bJ..ü a. reflujo tot3.l (V=L 1 

,?;:'.)), se llega. .~1 si¿;uiente si.stem·:3. de ecuo.cianea diferenci.:1lus: 

Conf.e'!"l.s:.ldor: 

(2.1) 

Plato n: 

Hd,{if dt = L'!n-l - Ltn + L.{n+l - LXn n=1,3, ... ,11 

l!ehervidor: 

(2.3) 

que junto con lJ. ecuación de equilibrio (1.9) constituye el sis­

tem> total. Co<Jo cor.dioi6n i'1icial se tie.oe: Z:
0 

= /.in = composi­

ci6n inicial ; t=~. 

Si el sistemJ. se :J.dimencionaL.Z'• haciendo: ~·~Lt/H, P=ll¡/ií y 

,.[::1t/H, se obtiene: 

Corn:'!.enG.ldor: 

(l.4) 

Pl'.l.tO n: 

d.<if dT = Yn-l - ·en + xn+l - xn (2.5) 
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rtehervi·~or: 

T:') 

2,2 Obtención de modelos •nalíticos. 

Si se reemplaz-o\ l« ecu'.lci6n rle equilibrio (1, 9) en lil.s ecu"­

ciones (2,4)-(2.6), de tal modo que se tenf'"d. el sistema solo en 

funci6n de la co'!lposic16n del lÍcpido, 1 si l<l vol'J.tilid3d es 

cerc:ina ..L 1.1 uni,!a.d y/o l:·l cor.lposición tlS muy nequeria, se obtie­

ne un co•1junto de ecu-1cionee lineriZ.3.d:is: 

.Condensador: 

(2.7) 

Plato n: 

dlCn/dT = Xn+l - Xn - o:.<:n + cxi(n-1 (2.8) 

Rehervidor: 

(2.9) 

¡,~ai1iJ.nte el Uf:'O ñe 13. tr~nsfor.:r.~aa r.e Lap1ace, el sistemJ. (¿.7)­

(¿.g), se siM'.')liflC::\ ·'1 un con,iunt~J de ec1u.cionas en ñit'erenci.~a, 

que en princiT>iD es filct1ble de resolver: 

:< - ( ~+c:t.+l) in + aJ. 
:1-l 

-t., (2.1.)J 
'1+1 in 

Condicionen ' la fro·nter1: 

"'i1r+f (PS+l)~+a : -P.( in n:N+2 

7 (.is+ ex)\ -;.;.<in n"l '2. 



Se obtendrí.1 l'i s·,1uc16n er. funci6n O.el ?Ur.l.:netro S de la trans­

fonn'lcL1, nur-.=l. de::ipués Jlro::ecler l. ~i¡üic.J.r l'_s. ni1titrJ.~sf<Jr,n,ca. y 

obtP!ner l=t flr:iLtci6n en fun 1~i6n de T. Por eni;e pro,Jedir:lier.to ae 

h:tn encon~rtñ:i s:ilucion9!S '."-lra ~·tsjs de :J.b.sorb·~!lor~s y extrc1cto­

res (L'1nidus .Y ,;;ninds.n (1950)), f.on~e l•s condiciones de fron -

{er.i son const•mtes •. \quí el problern'.l. se c0mDlic11, Y"- que las 

ccndicio!1es de f~ont~r.:t son funciones • .;, t:'intl rle cuent:l.s, el 

?roblr=r:r.i s~ reduce a e·.¡ .. lu..1.r los v.,J..ores propios de U..'1 sistem.L 

~e ecuiciones, como se proceder! ~n el m~to~o vecturi~l (~av1son 

utro !)asible ul-!.ntean iento consiste en a9roxim""'r tér.ninos en 

•iiferenci~s por aiferenciües, usM.o por J.iCrl:son f ?i.;;ford (19':o) 

1 Osborne (1971.). Los !'-·imeros ooticnen s·.lltcionea p •r"- C.iCOs 

donde el re 1.lcrvir!or tiene cJ.p.lciC.u.d i.:ifi_ni.. t-1 o :aeque!Lt.. Jl ::~ ~·'.t."1-

ño htce eRte ;il:inte ·:niento nJ.r~ din4:nic:l r'!e col=Emts de ~estila -

ción r1n 1 tic·J·l:'ú'lente, rn.13 ~om;>li0a.do que el que nos interes:i. y 

que ll final de caent:i.s se resuelve , otra vez, numéric·-1mente. ~i 

se h:i.ce esta uproxi'!laci6n en J. •s ecuaciones (2.7)-(2.9) nor medio 

Je las si.n:uientes ~x:--resiones: 

o2~an2 ·= x - 2x + xn-l n+l n 

aX,léln X - X , n n-J, 
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se obtienen l·l.s si?,'"Uientes ecu..1.ctonef:i, !1r3Vio re lrrH~lo de túr­

minos: 

¿ l 'O J/~n - (o:-1Ja(,{(1-.{)/(l+(tl-1).<)J19n = -a.<,1'QT (¿, n) 

·Jondiciones a. 13. fronter3.: 

'dX/9n - (ot./(l+(ci.-1).<)-1).< = -P3t/aT n=:!+l (2.l~) 

~.</~n - (O:/(l+(«-l).<)-l)l 

Li01e"riz"ndo bija voHtlid;<des cerc""nis • l • unid3.d y/o concen­

tr~teiones muy peoueñ ts, se o:Jtienen 110 sif\Uientes ttX!Jresiones: 

¿ 2 
'a x;an - (o:-1}'3X/'an = 'aJ/3T (< .14) 

Conrliciones .i l.i frontera.: 

(¿,lól 

Por :nedio de le\. tranbfonn.i.d l. de L..i.~ol3.ü~ y re i,~ru¡i1n<lo tár.:1inos: 

iX;dn2 - (r.(-l)dX/dn - SX = -.e 
1n 

Condiciones t Lt front•.3r.q 

1 
n=J 

('..17) 

(< .lil) 
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d1/dn - (d-1-P:J)l = p,cin ; r- i..-2 (2 .19) 

Resolviendo pira U..'n ecu'.lci6n dii . .'erenci.1.l Orr}i.1.:irv.1. d"'! se~u~~o 

orr1 en con coe ficientos consi;.1ntes, si! tiene: 

Soluci6n ho~ogene;: 

:;, = c
1

exp(m1n) ..- ~2 exp(m"n) 

Solución pirticulir: 

:X:P = xin/s 

ci_nstnntea a ev.1.lu;ir de las c:ondiciones de: 

c'rc:·.tera. 

r'•ÍCes del polino:nio e ir:.cterfotico. 

(lll-li( (OC-1) 
2+ ~S) l/2 )/2 

Si s• sustitu7e E.=lt-1 en ltt ecuación (2.17) ·r en las oo'."l~icio­

nes de frontera (2.19) 'J (2.19), se tiene: 

-t.. 
in 

(2 .2)) 

d'(/cln - (E+l.!S):i: = -·~Xin ; n=l 

d1/cn - (E-PS)i1. = nin ; n=ii+2 (2.22) 

La. soluci6n quer1'.:l co::io sir;ur.: 

(2.23) 



Sustitu7ondo (2,24) en las con~ícionea de fronter.:> (<.21) y 

(2,22)¡ ju!1to con l:i ecu;.oi6n (J.L3): 

25 

(2.25) 

+ .\1,/S) + P.<in ; !!=!!+2 (2 ,26) 

~hnipul:i.nllo l"e ecu·.•oiones (¿,27) '! (2.26), se obtienen L1s 

siguientes exnreslonea par ... .;. c
1 

y :J
2

: 

(2.27} 



. (;;'• ( : ' € ·:, ( J.,_-E-·. Ji,'• 

- E:_. ( 1.-(+:·:)• :~\ \( .-:.);,'.; 

? 1/2 
"1_-E-.!S =-E/¿ - .,S • (C/4+5) 

2 - es 

2 l/2 (m.-h:?S)(mz-E.-.;S) = aS-bS(E. /4+S) 
~ . 

- cs2 

26 



e = P~ 

sustituyendo los 1nteriores <lesirrollos se lleg:t ._, l•t sir,Jien­

te expreei6n: 

27 

1 = ·\/S + f.{in((E-G)/(M-0) + (S-ol)/('(-Z)) (2.29) 

2 1/2 
donde: E = (-E/23-~+(E /4+S) /S)exp(m2n) 

G 

¿ l/'' . 2 
(aS+bS(( / 4+S) "-os ) exp(m~N) 

o 

s 2 1/2 
(-E/25-~-(E /~+S) /S)exp("'J.n) 

• 2 1/2 
(-~2S+P-(E. /4+S) /S)exp("'J.n+m2 (1H)) 

'{ 
2 1/2 2 

(e.S-bS(E: /4+S) -es )•XP("'J.n) 

z 

·\ntes de llevJ.r a. c,1bo la -'ntitr..1nsfor"r~11'> de (¿,¿~) 1 es nece­

SJ.rio sirnplificJ.rl 1. ··tÚn m ~o:. Consider..lr~ 1:0 que é. e~ muy pequen.o 
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2 1/2 
dando: 'O = (-E/23-..:+(E. /üS) /S)exp((n-l)m2-(a-l)~) 

G = 2 i 1· 
(-E/23+l'+(E /4+S) / </:>) exp( (n-l)m

2
) 

;¿ 1/2 
ti= (-E/25-'~-(E. /•+S) /S)exp((n-ll}m1 ) 

2 2 
¿ ~ :iS-bS(¡; / 4+S)-cS 

Des:irrollando en fracciones ;r.<rci.llee el ceno:iinador ~o tiene: 

(2.)1) 

En i-, obtenci6n de la antitr·nsform «h "" utiliz•.ron l.<o si­

gu ienks fór.nul-"s: 



-2 l '2 
S exp(-kS / ) 

f(S}g(S) 

-kerfc(k/( •t) l/ <¡ 

T 
;>(x)G(T-x)f.x 

o 

A.rlia,indo l.!s ·..!nt~r'iorer1 f'ór::i.ul .,s se obtien~n los sir.;uH~ntes 

des3.rroll,)s: 

rlcnde: S ~ Dexp( (n-N)é:/2) + <lexp( (r.-l)é .. "2) 

2; 
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G ~ ((x+(n+N-2)
2
/2)3.E/2 - (c/°l. - Eb(n•::-2)/2 + ~a+ 

c/('lfx) l/2) exp(-(n-t:) 2 /~x) 

H = ((x+(n-1)
2
/:<)it/2 +fc/2 + !b(n-1)/¿ + Pa - a(n-1) 

S = ((x+(n-~'i) ';2)i!é/d - Ec/2 - Eb(n-D)/< - Pa -

l; ¿ ' l/¿ 1 ,, + b ( .x/rr) ' + !'e ( ,,_;; 1) ¡ ( 2 ('Trx- ) - ) _ ro/ ('11":<) I ¿ 
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T 
D = ~ B(~ + M)dx 

J 

T 
t = )

0

B(rt + ~):x 

2a(x/n-)l/2 + c/(~x)l/2 
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:. 

+ b)nfc((:i+l)/(~r.)l/<) + (€1(':,1)(;:.-ír)l/:! -

s = ((a(x+('l+2)
2
/2)/2 - t.c/2 + (b(ci-<·2)/2 - Pu.+ a(:1+2) 

b
2 

+ ~~e = (l'+':') 
2 

+ ; ( ( ;-P)/2 -1) (I\) 



De lo '.n'terior rt!:iult. (;Ue jJ:.r.i. F:...: 1 .C:=O y ·..:_:.r lo t,...1nto: 

r!;s '.ecir oue rn.r.:i. el c·.~so P=;~, el ·nodelo .:>l~inteado no predice 

vari3.ci6n en l~ com"osici6n inici3.l. 

B!l l'J.S •nteriores ecu,1cio:1es intervie!'len funciones err.)res 

C')i:lple:nento, P tri I!·: 11u.trlas S'! ohtuvo 0~ -1.bra::1o•·ntz y Ste;:un 

(1972) l:i sieuien~e iór:oul:i. ::tproxim:\d 1: 

l/(l+px) 

p 

3. 
1 

0.)L.3)212 

ª2 -1.095"79~ 

ª3 = 0.701':56 

e(x) err·Jr 2.5x1:>-5 

33 



P.'.r-1 l • evaluJ.ci·h de l·; inte-cral se utilie.1 el m~tod o de 

b 5 f(x)dx = (h/3)(f0 + ~t1 + 2!2 + ~r3 + 

!l 

;... continu-lción ee d-" el pro11r-...1.:ia para C~\J.CULlr Á/Áin en la 

c~1cu1·1cora HP-llCV: 

01 L'IL TBit 19 .é:·,· S:~·~ 37 o/S 
02 L'JT, 01 2J ;-j'i'O ó9 38 .. c1 óg 

03 1r:1 ~2 21 JTO+ ó3 39 STO+ ó-3 

a~ .~:L 53 22 GTO 01 LO GTO )1 

05 X,(:f? 23 L~L 03 u !ff'N 

06 Gi:i1ü 02 2~ d1.JL G7 ~2 E:rn 
07 GTO 03 25 ~ 

r¡,3 L:IL )2 2.6 -'le 

09 H% 66 27 i.iCL ó3 

10 !GL 53 28 

11 + 29 "' 
12 STO 53 j) + 

13 :(.-;;·;, ;:;~J 31 iF!L ó9 

H STO+ 67 32 -
15 :1::1 ó6 33 :t~L 5ó 
16 RC!, ~~ 3~ *' 
17 + 35 3 
J.8 STO 53 36 f 

34 



UtilizJ,:ido un :~1·1:·~te ... ;:11'.;nto V~·~tori.~l ¿>e l.:.!) ec·.l lCionen 

(2.~,i-(¿,ó), se tie¡¡e: 

d:</dT = ;\:'( (2, 3~) 

donde: -iSI« l/;¡ o 

Kl -(1+1.:2) 1 1) 

o K2 -(l+K
3

) 1 

K:-¡ -(l+K!i+l) 1 

J <isi+/P) -1/P 

Desarrol~:1ndo la secuenci-l ª" o•.1linomios re~1resent . .J.dJ. p0r 

d"t(I-M'), se tiene: 

PO(~) ·= l 

pl (il.) (-iS/Q-f.)P1(>,) 

P2().) (-(l+K2)-),)Pl Ol - K/Ql'O(i>.) 

P3o.l (-(l•K, \-/,)!'.,(~) 
~ ~ 

- KlPl(?,) 
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:-<r 1:' oue ~xistirfn ;+¿ ·11.l.Jl'e~ re.:.lc:s .... i. ~!: -ln~.1z.: i, ::;e­

cuencn 1 ;::.ro~ el c_ieo ~=): 

p 
n 

( 1) :1.1 - 7 'f , -
- 7.:ln.-.•.• •h.., 1/ ..¿ 

'- .+. 
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P.~ri el CiQ') (10::·.ie Ki=ct, ecu.tcio~~s (¿. 1)-(, .9), 11 "".11triz \ 

qued t e· ·ao :.:. i. ·ue: 

-Qi¡ ,, 1/.: 
-(l+o:) l 

-(lt«) l 

-\ = 
-0.+0() l 

G1/r -1/r 

iü :~e ri irro ~lo en ;').'"ilino:1ios ñel ,;etC\-Aii es: 

P~(}.) ·= l 

J'¡ (f.) (-(X/ ,-).)1')(;1.) 

P2(}.) (-(l+Cl.)-t.)r l m - «/',P0(>.l 

P
3

(t.) (-(1+0()-;i.J;\Y..J -c(Pl(?,) 

p.1+1 (~) 

(-1/i'-}.)l'.¡+lm - ri/Pl' (;!.) 

Je nuevo ~'H'l el c.\so ~::::), lt. s!!cu~nci, ~s: 
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p) ~ 1 

~{ . : 
~ -(1/P) (-1) (e('/)) (-C(+ct) = •) 

s~ vuelve a re.oetir (!Ue p\ri.. ~="), PH+~=), y·1. que este es ur1 

c·1ao pl..rticul·lr ae1. ~~5 ·~ener:tl, 

L·1 soluci~n ~e i: ec_,\ci6n (2.34) es: 

u.:>5) 

donde: Ü ·rect ,.r 1•e e ~i;e:-itru~i.On"!s. = 1/lin 

Üin "= v~ct:n· de r,').1C"!ntr ci..:.r.i:::?c Lnici lle s. :<in/Xin 
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Por f!nul l dt 3;rl ·1e ste r: 

tr·ir los Vilores pro:ii_c•J {uno ·Je ellos es <~~ro, Goma -ra. S•! "li.6 

·tnteriomente) ne,c;-1tivos. ~.proveclunc!o 11 ex:nnsi 'n .:n polino­

r.:iios ya est-1.blecid.:::i. 1 el ;:irobl.e-::: i. ':!e reC:uc~. :-.. ev.-üu.~r l.L !'.'.ÍCes 

Cel polinomio glob--ll ?·r+
2

• '.':'.l :.:ét·Jc1o d":" busr¡ueri l dt r-~íc~s Ce 

1'uller, t.s el utilL: 1r10, ·: ~~'!! ~ -~ .J. -~c:::.tL~:l-l.ClÓi1: 

l. D·>.r tres .1proxir:l!l.C]ones :-t.l cero rJr~ un-::. fttt:~i6n f(x): 

4. C •lcul lr: ~·l+l = -Ui (l+¡\~)/r 

5. 

6. 

r = •: .. ±(r/-it. (l+A'.);\'.(r.-r. 
1
-;1 (i. 

1
-e .. ,)))1/

2 
1. l l 1 l l 1- l. l- 1-c. 

e llcul 1r: X 
l+l X l +hiA':+l' h 

l+l 
~ hi A':.1 • 

" -l~u: <!': 1
i+l 

f\x . ) ' ~1l.t..' nT- i ~!l "· 
l '" 

lo. sig-.J.i.entes C!"it.eri.os: 

" (xi-xi-1) / (:\i <E, 
o. f(x

1
) (t¿ 
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El progr .. \~.1 en /0:(1~.t~:r utili.?.~-idC' ~1 lrt. ev-.lu.~.r ~.os v:.l3rer:; rr=>­

nios · s el si~uiente: 

e 
nn:::>NSIO:~ ..C(DO) ,G(lJ')) ,l::!(lJJ) 'H(l'J.)) .~V(l 1·J) ,DL(luJ) 

p,!l'lT'4-/ ,N, \L ~I, PK, 'S 

;=-(l. +->L!'.) 

'-=-1./PK 

C=ILF c/PK 

D=l./<K 

E=-11~\hK 

X(l)=l. 

X(2)=2. 

lU) =3. 

r.n.LL E ;JX:(H, •\L.?\, 'PK, '~K ,A,~ ,C, n, ~ 1 i(l), B:?(l) ,I1l,3':/) 

r.:;r,;, EJ~<('i,.'1.L!'.,IA,,~:\, \,~,G,D,r;,.{(¿) ,B.?(¿) ,M,E::"I) 

'1(3) =X(3)-X:(2j 

DL(J) ='!(3 )/( .{( 2)-.r ! l)) 

DO 1'>0 I =3, 100 

G( I) =(l. +2. tflL( Ii ) .. í:-; !( I )- .;,'( I-1) )-'lL ( I)~tt 21!( ·oi( ;-l)­

E t( I-2)) 

GS=G ( I)~"'t2-L • ..-:; i'( I )* (:, +DL(I) )*:lL( l) *\ ~¿'( 1)-¡,J( I-1)­

lDJ,( I) (;;.l(I-l)-';,:•(I-2))) 

I?(~S.LT.J.} ~3=1. 



T~1~·J ( I) + ;,:; 

':.'.2=}(1 )-«3 

Il(l,S(~Bl).13.~~S(GR2)) 10 TO 401 

t~(I•l)=-2.13!(I)•(l.•DL(I))/G~2 

::o ro 5JJ 

4J) DL(I•l)•-¿.1\!(I)•(l.+DL(I))/1~1 

5·)) .<(1+1)=.{(I)•'!(I)•llL(hl) 

"!( I+l) •o!( r}itJl.( I• ! ) 

J \~c. ¡,; !':<(N' \L!;..,PK, .,K, \. :i,a ,D,E ,.<(hl) ,l>t( ÍH) ,M,:::'I) 

I!(l!S((.<(I+l)-.<(I))/.<(I+lJ).LT.l.H-7.Dd. 

l\•s(St(I+l)).L1'.l.o:-7) •;o ·ro ~)J 
l'lJ •iOiTlílJ'; 

)ll SV(i)=X(I+l) 

l) JITr/, 11 i~1·1·1 \L 11 ,X( I+l) t 11 r~II}"' .~t( I+l) ' 11 rr·• ,I 

oO'l .;,,..., r ·•:n 

sro:--

"''.UC:Nsro:: P(lO•)) ,é:V(l·D) 

P(l)=Z-~ 

P(;·) =(.l.-X)<!P(l)-,\.L!\Cl 

'JO 2<r ;;'.=3,'1Tl 

2•)<) P(K) =( ,-X)l!P(K-1)- .L!.,ttP(K-2) 

P(~+2)=(!-!)rr(n+l)-C•P(U) 

n(1.:.~_.1) 'º ~o 9JO 

DO 2Jl J=l,i.!-1 

:¿ ll P(!·i•2)=P( :1+2)/(X-';{(.T)) 

9JJ ,;,'=P(ii+¿) 

,¡:.;711 _1 ¡ 
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.:.iemie, en l:t ecuJ.ción (~.35) ee requiere ev"11u ... r Lt r.:i.:ttriz 

id iU.'lt1 de (,\jI-A), p·ir.• ello es "ººº" irio •1etermin->r 13. m1-

trü de cof 1c~oree CS) áe (;>.j!-X), oienao l:l m·1triz tr•ns 

puest1 de )i¡ ('!t) 1-.< :ntriz <d.iunt'.1 de bterée, El dee:i.rrollo 

,nr·i 11=3 ee el sieuiente: 

1 

fj 

- o: 
(~ji-X)= ~ 

') 

~onde: 

42 

p;ra ev·üu'.<r cad~ uno de loa cof<ictores !l~j se necesit3. deearro-. 

ll"-r los deter!llin-.<nteA correepondientee . .\provechando l·~ exp:'ln­

~ión ~n serie de polinomios de Sturm rnr! rnitrices tridiuf;on:i -
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lee, ee obtienen los siguientes reeult~dos: 

=-(h .f. .-'1'/P)O(f. 
~ ,] 1 



=-n .«(e. r. -1(1 ·.J) 
J J J 

=-(h .fl. .-«/P) f. J. J j 

2 
=h .e< r. 

J ;¡ 
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-•j,, =h .P. ; P. =-P.
1 

P_,=-Pl P
1

=-l/'.¡ 
·~ .] j j " 

=-f. 
1 

,, -f' 
• 1-- i 
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=l/:~ 

-Ir 
P.<rJ. u5, los único a elementos -' consiC.or.''r de l!¡ son los del 

ronr.l6n 5, por lo que l:< expresi6n queii--' c~oo si1;ue: 



Sieuieníl.o U.."l. deelrrollo ~imil·~r J>9.r:~ :"J=9 1 los eler!lentoe ~I, 11 
de l~ expre3iÓn correeponnieute eon: 

~1~ 1 11=-"'n_/p • F ,..,, • • P ,., .,,.,. '! 1 9=-..., 3 '·" • ' 1 =-..,, 

~ j ==«Y e/"? -2,11 . P9~«P<'l ; ... ; Pl=t.i 

di.gf /P 

,j --O:P /'' "'3,11- 9 • P9=-o:.P] ; ... ; P;¿=Dl1-~:. pl =fj 



ll;, 11_,_«J'9·/p ; p 9=-«Pa ; '•.; p 4 =v,,iP 3-o:P 2 ; • "; p 2=gj P1-~'~ 
P1=fj 

3~,11=~g/'P ; P9=-«P3 ; ••• ; P5=gjP~-«P3; ••• ; P2=gjPl-~Q 
P1=fj 

~~,11=-«Pg/'P; P9=-0(P8 ; ••• ; Pó=~jP5-o:P4 ; ••• ; P2=gjPl-l(,/Q 

P1 =fj 

3Ln =«Pgl'P p 9=-00'3 ; ... ; P7=1>;,P5-ot.1'5 ; ... ; P2=g/1-Ct/Q 

; pl =f j 

=oc3(e;j?6-0(l'5)/P P5=<:/5-l(l'~ ,. • ., P3=<:.iP¿-~.i 
P2=;:jfj-O\I·;¡ 
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!ltll~lci:;.11'7-0(?,¡l/P P7=G/,;-«P5 ..... P3=e;P2-0:f i 

1 1

2 =1.ir.i-«/:~ 

= (g/3-0lP7)/P; P3=g/7-QU>6 ; ... ; P3=•·12-0(.fj 

P2=¡;/j-~/~ 

Loa :-.mterioree desarrollo e noe perr.oi.. ten genenli.z:1r la. oe­

cuencin. p·t~ cu:.ilquier N: 

? 3=!:/ z-O:f j 

l'z=s/j_C(/~ 
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ll j _ .. ::-5 ( p _..,., ) ¡,. 
'7,'i+2-... "J 5 ~,, ,. F5=:o;.íl'~-0(?3 ; ·••i F:~=~jP2-C(fj 

P¿=•'.'./j-~~ 

pk-2=gjP%-3-«I'k-~ ·; ••• 

P3 =r.jP~-«fj ; P,=gjfj-IVQ 

p?r-2=p,jP~l-3-0(PN-~ ; • • • 

P3=·°'/[0(fj ; ='2=1;_;fj-O(/';: 

p;·¡-f=;r.j 1"3_¿-C(L';1-j '' •• 

P3=gjP[C(fj i 1' 2=glJ-«/'l 

P:1=".Jp!'!-l-O(PN-2 ; ... ¡ F3=gjP2-«.fj 

P 2=~jfj-'l'/C: 

La ~cu:.ici6n gener...1.l pin UN+ 2 ae puede eBta.blecer con l·l. ;J.n­

terior secuenci-i, qued:tnño co!:1.o air;ue: 

+'lkj •¡ ¿+• • • +l\~ 2 •¡ 2)/ Tí ( hj-; ) 
,l+ .1+ 1J+ if;j "i 
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3uet i tw1 end o: 

~ '( 1 l/ 'l-1 
U:¡ 2=..::;. (e>:)A.T)(o(+ /P +o<· !./P +e:( (i;;

3
.fJ.-W:l/P + 

.+ .í=l "'j J 

+- ••• • •• + 

!':._¡>! 1T <111-?.1.) 
' Hj , 

Pari N=3 l" ecu:.ci6n (2.36) que<'·• como si:;ue: 

(2.37) 
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ll 1-J o 3 
u11= ~ (•X;JA;''')(eC /P + t>:'f./P + « (::.t.-a/¿)/P + 

j21 ., J J J 

+ O:?(;_t/2-0:fj)/:P + o:º(r,/
3

-0:1• 2 )/P + 

F3)/ Tf (~ -" ) 
i=j J 1 

se h~icer. l 1.a suatitu~io::.es ae l:!.s pr s: 

:\ t-Z . 'J ·l ~j ii-1 I' _¿ 
U,, 2 = z (e:-qii\:r)(C( '/? +o:·p1/P +O:; ?,/P +O("- PJ_/P + 

.•+ j=l J " 

.,. P .. 1 l/TI (A _,, ) 
.1-r i::fj J 1 

(2.3~) 
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(i.37) 

(2.38) 

¡[.¡.."i 

u:; 2 "' ~ex~>{f-.T)Sj 
. + j=l J 

(é..36) 

"i+l 'l-(k ~) 
3.={(~~· -- .P,_l)/.P+P.¡ ll/Tf(~.-~.) 

J ~=>l . . • i•j J 1 

5 
u

5
= ~ exp(A . .r}:;. 

j=l J J 

ll 
u 11 ~ :f. e;q>(Í\.'f)J. 
-- j=l J .J 



Los v ·.lf)ree nro-:">ioe ~e 1 "! ·-:atr:!.z 

J1:uller .3. p:irtir del rJei:urrollo ~11 =1:.JllnY::i..::a d~l ~~ete~l:i.1nte 

de (A-i\I) •• d<n en lc<S t"bl'1e .2,1 :r ~.< • 

T3.bla 2.1. '/tlore!'! nro:~io~ e'.'! A -pt!'J. J:;3 ¡ P.::r=3 • .J ,:1.:r.t rlife­

renteG v1lore"' de«.. 

« 1.•)}J'Jl 1. J'.l ll l. )01 l.JJ5 

i\ },) ,J,0 o.::i '),) 

;>..¿ -0.152~737 -·).152i lJ5 -1.1529.t95 -i.15:,25'\ó 

'-3 -),'ió19,;¿7 -'.J. '-ó5'} 116 -J. ·\ó'i39J9 -), 1G'IL29 

;>..l -2.1.~.J~11: -2, l ~J569l -2.l'll55J.:i -:!,l !59115 

¡,5 -3.1.ó·r:923 -},AÓ i5-i }A -3 • .'.?llll:l -:l.'.77 l.;12 

« i. ll 1. ¡5 1.1 l. 5 

¡¡_ o.o ),J J.() 

'·' :~ l 
i\. -1.1::.30512 -J.157Jí5¿ -).l.51·~5.Ji - '· 21"12 3;; 

< 
i',, -J •. ~G;2')::.~ - J. 11-:.·i !•.!.~ .1 - ) . ~., 1) •¿' -1.y:\9172 1 

?.:. -~.19135" \ _¿. 2~ l 3·,1 4 g ->.~hlY.5 _,,. 7175 ;5.1 

1 il.5 -j.~'.l5ó9·;¿ -3. 55.1¿¿~¿ -3.~l)lll9 -4 .¿97~974 
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11\~bl:..! .2,G. V .lore?!I 1ro"i.o~ de .;. ni.r;. N=Y ¡ .P=,-'=3~·J ,u·ir• ó.ite­

rentt s 'I tlore ~ ~·e et. 

o: 1. ):J)Jl l. )J.)l 1.\J ll l.'))~ 

i---· 

\ fJ.'.) ),J ). J ),) 

f..¿ -1),:: :.>un -J.J~Sll>l -J,J•iól)ll -·). ).! ..,¿¿;~4 

"A3 -J.5'.J)Jl.oJ -).2J4o-Jl9 -J,¿J,¡-¡7~¿ -J.2J5l'l'/j 

'.).~ -). 939¿-<.¡9 -J.5J2A i'l7 -J.5.J3695~ -J.50;7059 

As -) • 2-J4ó72 7 --J.9)93n3 -J.9}9!5JJ -J. 94bJ1¿ 

i\ -l.479 ;5 :9 -1.47.:d¿:_i:, -1.43)5~15 -1.4 3:,552,; 

"-, -<, l7u J742 .. 2.n;1ó?o _¿. 1711')1 l -<. )'!·l253ó 

!..,¡ -2.ó?lllló _¿. ·0712311 -e .G7"·1337 - :.67777?º· 

'-9 -3. 2)7.1¿15 -2 ,¿'J75o59 -j,¿.17))90 -~'¡. ¿i:· ¿J¿ 

A10 -j ,,;3¿;504 -2. :)jJ J.1.39 -3 . .j)4b..;. ).¿ -j.6H9J9¿ 

'-11 -}.9)59315 -3.9%l·J7j -3.9Jlió0 -3.915~?J9 

« l. ')l l. )5 1.5 

),. l .) ,) ·) ,:¡ ),0 

i\2 - ). ~•03597 -J,J471:1¿7 --J.1,).)4~63 

7', -1, ;,0571¿ 5 -J.2ll219J -J.:..!9155J5 

t.: -J.5059757 ->.5103973 -J.659';•\72 

f..,, -).'J439'17,; -J.:;:oój J3)2 -i.19.;3~ >l 

!.~ -1.4 'P255'.1 -l.51?' 1 731 -1. "',!,) )2·~ ·~:·. 
~ 

'-1 -2, )'l\i/.A<4 _,, 127'.Jú•) -¿.591572u 

AJ -, .. ó:.14449 _¿,7'.J7oo.J¿ -3.3<1J347 

7..9 -3.<;!34273 -3.2)7¿lo9 -2. 97 J:0~03 

AlO -3 .ti5·)9 l'.19 -3. 7¿~15¿; -4. ~ ')9Jl~ 5 

"u -3.925U79 --~. jJd9: Jl l -4,'\)é, ·_,;7 
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•: \ !~e 

, 1 .nen:!_,,,::; t .. bl-~~ .;..~:- .. o. 

T•bl·< 2,3, Jn~•tor1·'" (Sj) de L\ eccnc'.'n "i,:,7 

1'=.=.?..J r:on r"i.t'ere::t~~ •r.lor~u !X.. 

- . ,----

C( l. })'.))l :.J Ul l. ) )l 1. J.:: 

·-j 

sl l. J) ¡¿¿ l.·1))2 l. J 1¿ l. ).)9~i .i 

s~ -··, •Jxl·)- 5 -J."]):)¿ -). 1)1~ ;·:,, -.)._))~.·~.le. 

33 ·_, ,óxl1 - l 
-". r xl > 

- ~-. <..':i:l )-7 }:.:l·)-J ". 
.ji, - ), :¡ ))~ -1.;,xl)-o -l.· ::.-~·)-5 - J. -,:<.l J -

. -1·) -1) Loxu-> : .1,,:1) -~5 -<,oxl'l -¿ .4xl0 

C( 1.01 1. :)5 l.l l.) 

:¡l l. )19.¡5 l. )gy7, i.19,¿9 1. \) 

s~ -), 119~2 -), :)9 \39 
-J.191,31.; -J. -2~· ·;7\; 

s) l. 5xl'.l-S ·),)JJ3ó 
•), JJ1431 l. ')~177 

-1, J, xl )-A -),·:)')J•o9 1 
.).{ -G.'l'll•'l9 l - J. \') :. .~ 'J 

-o 
l. \xl J- 7 !, ,l.r.l'.) -" 1 

:.15 i.1x1~L~~ 
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I''.lbl:~ . .:-.• 4. Ju.:n tori ·2 {:Jj) O.e l ~ ~~·;,;.ció:: .~ ~~ :r._ ::;: ! 

!'-:::·.i-=3 .O ::!O?l • i.i.~!!re::te~ v .L ~·re:: 

l.} }>l l. ))1 ' l. i)5 l 
i___J 

,__~l __ ,___l_. -.)-) -11-5--+--l-. )_)_J_5_-+-l-.-)-,-=--+-, l. J~ 5 J7: 1 

3~ -~.~xlJ- 5 -J,,J011J 

s
3 

-l.5>:11-<.> -1. 5>:1J-S 
-ª _-1 s

4 
-2,JxlJ • i.nxll 

'.;
5 

-1. 7xl0-1J l. Jxl J- 9 

9, -•.•xlJ-11 -1.~xll-lJ 
o 

-.i -7 
3
7 

-.: , 9Xl0 -< .8xl·J 

s
8 

-l. 7xlJ-lJ -.'.. 9xl'J-ll 

s
9 

7 .4 xl\J-ll l. °l:,;lJ-lJ 

s
10 

-l.7xlo-7 -1.6r.10-5 

0 
' ' i0- 9 -' ,J'xlO-~ "11 -., .'JX . • 

;-; 

l. Jl 1.05 

1.)51252 l.~55•16 

-J,)~~743 -J,¿51óll 

-).1Jl5ci-' -J.)'),:,)) 

J,JJ)dO 

1.al<J-5 

l.?xlO-o 

. 9xl'J- 5 

j .lxlJ-'7 

¿. 9xl0-~ 

-o.on1>1 
-4 .JrxlJ-o 

J,'JJOjd 

-" <, óxl) 

-J. ))Jl'J7 
-o 

i.nll 

.j,o;lJ-7 

-.J. ')JJ0"Jó 

-• ,.'.xl'J-~ 

-1. JJ4 1~2 

-·}, ·}') )1 5A 

.lxlJ-6 
., 

l.éXlJ- 1 

l.7xl'J­

-.:.üxl)-o 

3.0xlJ- 9 

l. JxlJ-9 
. -5 

-1.oxU 

-t,.•xu-7 

-J, J<·L5." 

- ) • ).JJ775 

5.:::.x1J- 5 

:, .1xu-" 
.!,};:U-7 

-l.4Xl)-5 

7.?xlJ- 1 

-"l.Jxu- 5 

-...:.2xl.J-o 

-" 7. )Y.lJ , 

1.5 

-J. J.:?5lo 

J, N3l~ J 

J. J5óTJ3 

J,)).506 
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j) 

/.! 

!) 

e;_ l. )Jl l. Y>·JilT-'' 1 ll 

l.'JtYl¿ló ¡ 1:_J_J_.l-~-~7--'--+--l-.-)Ji:J.)~1 
l.})').'..'.l!J l.f}J~_-·l l. 1 .1l91? 

l. ).) J ~9 l, l. J)1~3J 

j_. J) :..:' ~ J 

'.J.) 1. ·i ~' .l~O 

1 1) 1 " l,J)d) 

~. )J5 

l. ) )7 ·;..} 

: ~u 1 · 1 ¡ " ---r----t----'-,-----+--

~ : ::, j 'j ~ ' :: é 1 :~;-'._5 7-, .-, -, -+-~-~ :-:-)-.!-r,-._-,---l 

1 <J 1 l. HC.J'2 1, 1. ""''';. ¡
1 

1 .• 1·11u~7 
l. .i1975¿ ·i. J·.I ·35 L.l0.:777 

' 1 .:.1 

i l 

') 

U' 

1J.) 

U> 

1 ~:~~~~)~ . ~:~--~~: 
! .L • ·n ~J':_1;~ 9 : .• YJ -.7¡_~ 

l.)_-_,./¿J 

l. ·,i9:; :71 

l. 7•YiY•' 

l. 7:;(;·9~-!9 

i. oJ 1 J•J J 



,· '.bl-~ ..:..ó .. 1 -~orc-~ dC" .(/.(i~'l :-:.-=='.~+-2 ::-:~r .• t'.i: . .'er~ ü.-:~ -¡ ~.'11·~0 

deT, i=Sr·¡:t'..::.=2.J. 

C( l. i})ll l.) ))1 l. l)l 1 l. Jl5 
1' 1 

1 

1) 1,)))019 J .• )))1~5 l. ))19~5 l. ) 1'J7;. < 

J) l. )J)Jj·l l. ))):,79 l. 1'13791 l. ¡;_ ·::)13 

:1 l.1)JJ45 1.·J)J!,5~ :. ):H5d ' l.:.: J J) 

Ti l.)J))I ·, ~.J))l,·H 1. 1·)4 'lll L ).:.: 119 

;.n l. :J'lJ)l.) -· )'})., ·:2 l. ))4 9"7 L }.:::,, ... ;;.t 

11') l. JJ >-'Sí J..))J')/3 - . ;,.~ '.;¿:'. 

i;.') ~. ) ) ).'. ,, ' l. ')).!)01 l.. k5 ll3 

15) l.)))~ )9 l.•).): 9'" l 

171 l. 10'.í ))1 

l9J 

2.:) l. )•)JJ5.J l.) 1)5 )') 

~ 1.11 l. :5 1.5 
T 

l'.l l. 11963 ~ -:..199icil 1 
¿ .11'.J:J;_,7 

2•) l.•130999 1.151597 i ¿•'.JO': 7~1 
1 

q LJ4"ó?l l.¿l 'Jó7 
1 

~ • (_,~) .. ; 7 ;J 'l 

o) l.0'7253 l. 2-~ J957 ~. ?S' J 1;t3.¿ 

11 l.J<9"Jl7 l. 2~. 977? .::. 9S'.JlJ.:i 

1')0 l.'lf,9·l19 l. :<5 :•ló·) ¿,g99:)91 

12J l. >5•) Jj5 l.2~-''.4JJ 2. 99'o935 

1-'.1 1.05·¡¿.¡ l l. ¿51, 9o3 2,999991 
16) ¿,999999 
¿,)) ;.')')) ,.)) 
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2;1 l~:: t-ibl .. :. ~ • .\- .• .J. t-~ ,.., !•·r··.¡. '.l~ "!'l \º lr.:i!' 1~e 3
1 

:::::.J r~~-

"fl·J~f!e •!. v:.1.lor C''.lc •'1 quie !'~ '":n • ~11 r:'o T tl~~ e l1f~~t-

tn, ::~te V-1.lor ·~ el =1 ~.x.i -.o ~·.U'! ::e 

z:~ lJ. e.:it.lbili .. '.d ,;el :tor.elo. ~n :.. ~ ".: .. :L.1. • 7 !!!: r" .. • lo~ v L -

T tbl•\ -¿,7, V ~l:ires íle 1' e~1 loe GIJ.f;: 3t! • .i.c.i.n~.1. ) ' 1 ";Ll't ,: it'e-

r"ntee (( 

:1=3 

o: l.') ).J)l l. )).Jl l. ))l i l.) \5 

T 7') 91 l)) ll•J 

,__ -· 
CI. l. Jl l. l5 l. L l.~ 

>----

T 12) l}) l}) 1 JO 

'!=9 

C( l.•))lll l..) )Jl l.J)l l.) J5 

T 2¿) ~u 171 13-> 

-----------··· -- ·--------- ··-
Q, l. ll :,, J5 l.~ 

-·1 ! 
T 1 _¿) i::1 1 1 :JJ i _ _J ____ ~·----_J_ 
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ci(Jn :ir:-,orcior. .i·.t. .... -.r J.os ·:o-ielos no line.lle;; ;\ ·.ri •1er (•l com -

"'lnrt ~.'liento "'in~·1i~o en ·Jn • form'.l :1,{s ex:1.ct--t / t-st iblec~r los 

l'-':'lr,'OS de v llir1 ez de los '":'lo·· ... lo~ line·Ü1.;e, ;.;J.. :nltodo i ·.tttli.~·..,.z· 

:J 1r.t i • ~v.tlu t0i6!·1 n··.~n.!!·tc.1 ~o el C.c .(unce-iCu.,t-.t-Giil, que es 

t.tn'IJ~O n1r.1 f:e~e :1~:i ::t.i s1stemrn ~-or 0sbon1e l1::'!l) 'f ,.:iz·mo, et 

•l (197~). ryel sistem> 'e ecu.cione• (¿,1)-(¿.~) v sustit~yenjo 
l.! tcuaci6n de c'!uii1~2·10 (l.~) se ~b~iene: 

+ 0:.tn_/(l•(O:-l) .{n-1) 

(~.4J) 

(2.41) 

que constítu;re un siste!'!l:i ;11~ ecu·io1ones diferenr::id.lcs orc.inc~rias 

no line:iles ele .)rimer orden. ~1 se d.in 1.'ls cvndicio:rns de vol:.tti 

rJ·tden cerc.tn°1s 3. l.1 u.11·:""'d ¡/o co:wontr.tcionea ~uy neque~1 H1 1 ad! 

r:d.s, si se :1:to;e l~i. suC.otitu0 1.ó1 Un=X:/Ain' se tiene: 

Con<li.ci.6n iniclll: U =U. n in 

c~.42> 

~;.'1 1..1. 1.!V . .:.l U.Ci6ii. !1U:n~riC.i, lOS r.1n~OS ae l.1:J Yd.ri~bles qUE: Si! in­

VO.lUcr·~n rlt:Je.-!1 -1b ... r~ ·r C0?1~i~iones en l..4~: qtH: se: ba.o .. n lls 01,.!1';"-d._! 



fic~cio~es, ~:r lo t¡~to, ~st,2 son 10s que _ utiliz~roz1: 

T J-lJJ 

.1 _;,9,19,2~.39,19 

CI. = l.JJJOl,l. JJJl,L•JJl,l. lJ5,l. l1,l.l5,l.l,l.5 

\n = O.J5,.J.l, l.15,J.~,J.25,J.j,.J.:05, J.~,J.4.51J.5 

J.os 7"1'lE::>s del ::iét:ido C.e itunge-Kutt:i-Oill son: 

Los T1roe-r1m·H~ '!n tl''':{~!H:~ utiliZ'.iÜOB rr~r·1 resolver loa ::icd2los 

noline:ll 'f lino 11 en P.l ar·r"1:111ue son: 
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e 

e 

e 

UL,f:l!>.1I0:1 X(l20} ,x:Kl(l¿Q) ,:0::1¿(120) ,.0::<3(1<0), 

l\Kl(l2J) 1 \K2(12~) ,AK3(120), ·K~ (120) 

'JO 2J N=9,~9,ll 

no io xo=1.05,o,5,o,J5 

P :tI!lT•/, '•, \L ?A ,,<'l, D'':1T t 

J.'1.(1) =XO 

M=::+2 

DO 200 J=2 1N 

20·J D(Ji=.U(l) 

T=O.O 

TI=J.O 

DO 700 T=l0,100,10 

80') T l=T I + '.l,·;LT.\ 
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AKl(l) =(;a( 2)-( \Li\":.U(l) )/(l.+( •L!\-1. )«U(l)) )"':i:wr:./3, 

:oa.( 1) =.0.(1) +•Kl ( l )/2. 

110 3'.)0 J,1=2,:l+l 

\Kl (Ll) =( Xl(J,1+1)-( l.+ iL 1'A/(1. +( .i. !'.-l. ),..:U(Ll)) )•Hl( Ll) 

l+( 1 ! .•Hl(ll-l) )/(J.+( .1,•:1-1. )H.1(11-1)) )<t:lc'.L'ri\ 

)'JJ 1.Kl(Ll)=.Q(Ll)+,!'.l(Llí/l • 

. ;.r.i( ·i+2) ~(-Xl( •:+¿) + ( .u· .,,n(:; +l) )/(l.+( .. ¡," ,_l. ).i.o.(::+1J l )* 

lT:L'I' -.¡;. 

,{,>(l ('!+¿) =Xl(:;+-<) +,¡a(.; ,.;e¡ /2. 



J 

'ISTl=l./S~.!T(¿. )-) • 5 

J;!~\=L-1./s .. ,tT(2.) 
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>.K2(l)=(XK1(¿)-( ,1J,•.O:l(l) )/(l.+( •.L?..\-1. )•.(Kl(l)) )11:i:::1T\j) 

.<IG.2(1) =:U( 1) +3~? "' ,t.J.(l) +'s:.:.; ..... K2(1) 

DO 00 12=2,:i+l 

~K2(12)=(.0::l(I,¿+l)-(l.+.\H·./(l.+( 11? •-l. )41.(ll(i,2)) )• 

L<Kl(1L) +( ,¡,! <*.Y.l (i,<-1) )/ (1. +( •.1! 1-l. )•.ü-'.l (12-1)) )-<t;J!.:1T; 

~ lO :0-..'1.2(12) =J::l.(12) +~::T.'I• \1':1(12) +·J:.;.'.:.• IK2(L¿) 

'.K2 (!i•2) =(-.<'.Kl(J+¿) +( .Ll'•.<Kl( .l+l) )/( 1. +( ,1 t ·-1. )~ 
lXKl(::+l)) )•n¿1T ,¡3, 

:O::l2(H+2) =.U.(;h2) +7\!:'E \• •Kl(!l+2) +G ;:1:A+ 1K2( ·1+2) 

i>T,=-l./J'<•ü'(2.) 

7::0=1.;-L/:;;,,¡:;.•(2,) 

.\K3 (1) =( lK12( ¿)-(.i.1! >tt-.Y.12(1) )/(l.+( •L!f,-1. )*.(i(l2(l)) )+ 

lD::LT './3. . 

Ai:2~ ( 1) =.<l (1) +r;r 1• .K2(1) +1'i::C•:cK3 ( 1) 

DO 5~0 13=2,l!+l 

\K3 (13) =(.GC12(L0+l )-(l.+ •L,'"/( l.+( ;1!\-1.) *.<Kl2(L3)) ),. 

HK12(13) +( IL! ""CiC12 (13-1) )/(1. +( IL lA-1.) •il.12(13-1)) )* 

500 .<K23 ( L3) =i'.l (L3) +:·:T '" .. K2 (¡,}) +T,;~*IK3 (L3) 

,z:3(;;+2) =(-.<KU(:~+.e) +( •Li"••.(}(;12 (:l+l) )/(l. +(.1.L! 1-l. )• 

HK12(¡;+l)) )•:r':L? ./3. 

c:Y.23 (::+2) =,Q(:;+¿) +ST • ... d-::2( '1+2) +TEG*\K3( :<+2) 



e 
. K~ (1) =( ·:Ad(<)-( ·.U:. •.o:.23 ( 1) 1/ (l.+( •Lll-1. )•Md ( l)) )• 

l:l:;L'l1A/J. 

H(l) =.U(l) +( ,t;l(l)+ ,¡¡:i (1) )/o .+H·: ·• '-K<(l)/3. ~·1;;J• .K)(l)/3. 

DO óJ) 1~=2,N+l 

-tK~ (LJ) =(-<U3(L' +1)-( l.+ ".L l •/ (1. +( ..:id .. -1.) • .G:¿J (1')) )• 

l.l'.Y.23 ( L~) + ( •L ?.\~ .cK23 (L• -1) )/(l.+ ( \.L ~· •.-1.) •Ao'.23 (L~-1)) )~ 

1D::LT'-

6J.J TI(L' )=.Q (J,4) +(;.Kl { ¡,;) + 1...1(~ (L') )/o. +(J ,¡.t,•.üC2(L~ )/3. + 

lT3~•úK3(!..<)/3. 

\K~ (:1+2) =(-XJC¿3 (:'1+2) +{ \Lc•A•UK23 (!'+l)) /(l.+( .11 .-1. )<1 

1XK23(•J+l)) )~DELT l/3. 

Il(N+2)=.Q ('l +¿) +( ~Kl ( ,i +2) +-'.K~ (:; +~))/u. +G\!,'.".• >K2( 'i+d)/3, + 

1T~C•\K3(;1+2)/3. 

U=.Q(:·r+¿) 

I~(TI.LT.T) GO TO 81J 

I'ilIWC-.:/,1•,·¡3 

70 J Cf·~i'rI:rJE 

10 ·~ü:l'~FHJ' 

20 CO!l'I'I:~UE 

STOP 

E:m 



e 

e 

e 

JH, :r~·;51c.; Ul(l~ )) ,;.:n( .2 i) 1i::a2(1¿0) ,UK-3 (1-< J), 

l.,f.1(1,• >), .K,!(.L •), .. :.~(.c2 l), .¡;..(L;; l) 

.t•:r\.'9/ ,.:.t~n.,1=!111 ·\ 

'.'O 2·) !1=91 ~9. l') 

Prl!""lT *,/, :1, \L?'.., :l ;,l,oT.\ 

Ul(l)=l. 

!,i=il+2 

DO 20') J =< 1l: 

:no Ul(,T) ~u1(1) 

T='J,·) 

TI=),') 

'JO 7'1 T=l0,100,10 

1310 TI=TI+"l!~LT,\ 

·\Kl(l) =(1!1( 2)-( ,1! ,•lJl( 1)) )•'l';LT"./3, 

UlO.(l) =Ul(l) + ,k'J.(1)/2. 

DO 3'.JO 11=2 1 X+l 
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:.O(Ll) =(ül(i..l+l)-(1. + ,L? ,)~Ul(Ll) +( ,LJ'<•Ul(Ll-1)) )11'J:;1T; 

3JO UKl(Ll)=Ul(Ll)+'Kl(Ll)/2, 

.\Kl(i1+2)=(-Ul(~1+2) +(ALi:' «·Ul(:i+l))) •D::1T\f3. 

UK1(:l+2) =lll(:l+2) + \;.::l(!l+2)/¿. 

" CA!,GULO il!1 K2ll 



() 

u·r •=l./!:V~llT(". l +J. 5 
G '.)l\=1.-1./::> ¡:(T(2.) 

\¡(¿(l)=(UC(2)-(IL?\•UKl(l)))•, L·r./}. 

U7.l2(1) =ttl(l) +•cT,\<I .n( l) +1,t: •. K2( 1) 

DO ~00 L2=2,:l+l 
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\K2(12) "(TJin (L2+1)-(l. + \Ll:•)*1J4l (i.2) + .1 ! .•UiQ. (12-lJ J•U~L't, 

00 UK12(L2)=Ul(L2)+:ET-1.*,;Kl(L2)+'h.L« \i:2(12) 

,\K2(:l+2) =(-UKl(;I+?) + \L.',;":UKl(r;+l) )• ;¡;:1•r,,/:i. 
Ul0.2 (1f +2) =Ul(!1+2) +~:>TA•L\Kl (11+¿) +}U.'.·* "K2 ( '1+2) 

e1'<1=-1./:;•¡:C'(2.) 

T3,~=l. +1,/ J:;1(1'( 2.) 

'd0 (l) =( UIQ2( 2 )- .1 l\'llUh.'12 ( 1) )• D::L·< 1/3, 

flK 23 ( l) =Ul (l) +·:·~'" \K2 (1) +';' :~*-,K3 (:) 

DO '.•0(1 L,3=2 1?/Tl 

,;c3(13) =(UK1Z(L3+l )-(l.+ .1e; )*UXl¿(L3) + '.L;'A<tUK12(13-,l) )* 

500 u¡.:¿3 (13) =Ul (13) +:;TA•.;::¿(L3) +i•::::r .. ·K3(L3) 

:,;:3 ( ti+2) =(-UK12 (:l+¿) +\1!.«•UK12(:; • l) )«J~LT.\/3, 

UK23(il+2) =ül(:>' ~) +;;-¡• ·• ,JCl(.i+2) +1'_;; • \K3 (:<+2) 

'K~ ( 1) =('fK23 (;;)- \L ~ .~UK23 (1) )"< :J3LT,\/3. 

Ul(l) =Ul(l)+( UG.(l) + 1KHl) )/ó.+G 1Ml~.'.!C2(l)/3, t 

lT'!'J"',~K3 (1)/3. 

no ó >O L~:2,!1+1 



. .;K~ (1~) =(UKd ( L~ .. 1)-(l. + \LJ.,)•U,;,.:3(1~) +.-Ll.~*UK23 (L~-1) )<1 

D;O:LT'< 

óOO Ul(L') =Ul (LA)+( ·,i.<1(1~) + ·.KHL<) )/6. +oJ \M\• •K2(L~ )/3, + 

11'3C •~K3 (LA)/:·, 

•K< (:;+2) =(-UKd:_> { ~1+2) .. \1~ \~U.t(~J (:1+1) )• 'l!!LT.C./ ~. 

Ul(ll+2) =·.11( '!+2) +(.\Kl(;i+2)+ '.K< (ll +2) )/;. +r,.;.¡.;·,,. >K2 (N+2)/3. + 

lTil,Jtt-\i(J ('1+2)/3. 

U !=Ul('.{+2) 

I?{TI.LT.T) oJO TO 8·J.J 

P;!I'lT•/ 1 1',U'' 

7JO co:1n·ns 
"º ce 1Tr ru;, 

STOP 
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Ti!.bla 2.s desult><dos de .<;¡+t (Xin=J.3) obtenidos P-'r" diferentes 

N en !o!l J.rr.J.n.que, rlonde se observ.J. que p t.r.L H>.)9 s~ d:J. 

aproxlmJ.da.mente el mis:no resl.llt.,cio que l"r" N=39. 

CIC.=l.Q))Jl 

T N=9 N=29 !1=39 11=49 

10 o. J)Q.) J4 l 0.3J))')41 0,3JJ0141 ) • ).).) ))41 

5J 0.3JJlJ95 Q,)'))•)125 0.3JJJl<5 J,3)J)l25 

100 0.3000114 •),))')')lfl'l ), 3JJ)l91 J.3 )))191 

et. =l. 111 

l) 1). 3'1041% 0.3) l413J 0.3JJ•!l3'.l 0.3004130 

50 J.3l'J94JY 0.3012475 o. 3Jl¿484 o.JJ1¿464 

l•JO IJ,3:JU399 J.30l 'ld55 J.3JJ. 142 J. 3'Jl 91 '/<: 

CX.=l.l 

-· 
10 ¡). 3414655 o.34n7'l4 l.34Jl7J4 ) • 34 J77 J4 

50 ),3933197 :J.427,;:;31 o,4,_7,11~ •J,4273¿z2 

100 . 0.4014ó41 •),4953d8 J,499 l5c>9 .] • 5 J/))~52 

e( =l. 5 

10 o. 4/J51574 •J.4 ~74515 o. 4-374 5ló '). 4374510 

50 o. 67J2773 J. )331270 (), )34519J J,1345.;33 

10) o. 6733')5•) 0.94óó¿J2 J.9ó-<2334 'J. 9ó4a59J 
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70 

20 

00 

<O 00 00 

T 

Flg. 4. Tiempos de arranque para diftrentea condlclOl'lll. 



~-1 
100 N: ~ 30 
161 t..:---l---J-----------; 
.~ 

16' 

1d> 

o 0.1 0.2 O.l o.~ 

Flg. 5. Reglones de validez de la Mloclón de propon:ionalldad y dfl rnod1tlo 
liMar!zodo, abajo y a la lz:!Jlierdo de ICI! Untos. 
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\ ¡n.rtir de 1.. ·.n{l'\.~ie l'.\e l ! infon.1·Lci.~!l r.r~'1orcio:l .í\)t p·Jr 1-1. 

•OlUci6n d•l sister.n no line ll {<'ol" ¿.'\ f hrur"-' 4 ) ec ob-

~"I'V-.1 que el sietc.1~\ ei.~ue w .. n'):l.'l.')rt i,11Le :to nro~10rci0rdl de 

.:.i.cuerdo ='· l:i. :;i' ..... üente rel 1ci6?"".: 

(le,, , - :e )/(.e ,- x. ) ': (ex.- 1)/( rx- l)' 
.1+<'.! in .,+¿ tn 

(, , A 5) 

donde: inr1ic i conúici6n de reforenci.J., c;ue corrcepm:­

de J. u...,-:i. ~01uci611 conocid~L i!entro c1e 1'1. reB"i6n 

·e C:Jmport t::tiento li ~e;.l, e~ta es, -~·1d.t. un·\ r!2., 

luci6:i íJ.1.r'1. U:.J. e ~so p \.rticul . .:.r se puei~e deter­

:n.inlr l ·1 de cu·\l<1Uier o tr.~ !li tu ic i6n. 

Este co:!loort.t.mi.~nto es :...ine:il y n.o es v·~lic"!o e:1 ."':c.1cr:l. Brr.Q. 

res rel':itivoe menorc3 que i~-; 3C obtieneil .:i:-~r ... Cf. < 1.1 .1 

(in ( 'J,5, 11 rer;i6,; lle vüidez o• ilustr., en l• firura 5, Los 

reeult1do:5 A.e l i. ficur-1 4 pueden ser us.J.dos p ~r::;. predecir so­

lucio~1es 1 otroe Vdlores d-.? o:.. ,~!'l lJ. t·.-tbl-t ::.9 31.: ñ1.~1 loe e­

rrores de predicci6n -p¡in diferentes situn.ciJne3. 

T<tbl9. 2,9, 3rroree relüivoo poroentu •les ue predicci6n de 19. 

relaci6n de nro:iorcion"liri,1d L\
11
:).5 'f T=l'lJ). 

C(, H=3 :1=9 :1=19 :-1=39 

1.0)5 ·), 2~ó 1.25~ 0,260 o.<02 

L.05 2.55ó 2.952 3 ,! ~o 3, 693 

1.1 5.233 6.?6ó -1. 'l j~ 9,712 

1.5 -~9. 991 61.470 112.100 12ó. '"º 
·-~-----··-
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: ... ·iemis úel i:: ~.~::.:)::lrt !.!Oi.ento nrY;rci::ir .. --1, !.:"~ )be~r~··-. c:u~ ": ·.1·.;. 

!"l cuvor que 39, el tier:r"Jo f.I! ·J.rr'.i::.r.ue e~ i·:-.u.l c:u'! ·:-nr .• 

:l=.39. F:n l i. fi.'"':ur:i. l; !"!:' 11 :...:. 1.-..~ cur.".~L ~-~rr~n:Dn::i~nte!! ;>_;; 

r.l :l :OJ.for que 39, i:.:J.1fundiém:oec ~0:1 l·l ::.~ 39 .. ·~::-\ li tJ.bl< 

2.-; ~!:· obser1<1 que lo:; r~sult:~::~os a·otc:-ür:os :i\r1 :~::.l.9 svn 

nrtctic-1:nunt~ los ."11~~-10.!' nu:? ;1 lr1 :¡:::.9. 

io::?·:, tr.- .~e es:::cr:.re'!, <!l ~J·'elo 11. ,.:~riz..1.C.o (ecs. 2.~¿ 

-2.-44) tie:-.e u;'!.·!. rel...!.ción ue ~ron)rCion·~lid.d se:ie 1 :r..te J. 

11 ecu:lc1Ó:1 2.45, eata es: 

(«- l)/(et.- 1) 

Je nuevo, se r.eceeit1 un·i ~oluci6r:. de refere·~cLi ;nr~ ev·_\ -

lu:lr J. otms condi.ci-:ine:'.3. ~J.mbién, se cu·:rnle q·.H~ l:J. soll'.~i6:1 

-rn.r! 11::39 '!'5 L1 :'lierr11 que p::!ro H m.iyor que 39. Errore!! me -

nares que 10;~ ~e obti.e'1.e!"l n1.r,10:, (l.5 y :.Cin< ).1, lo que se 

ilu2tr.1 :-ne-i or en l:.. fi . .:--:ur.i 5 y en l~.i t'.1bl ~ 2, :i.i). 

<X. 

1.1)5 

1.05 

l. l 

1.:; 

r.ioC:.clo lir~e,.i.r1z . .iÜ'J :i~rt el :!.rr ..... n ue (i.in"=l.5 y 

·r=ln). 

?1=3 :·,=9 :1=19 j:::j5 

l')C) •) 'C'Jl.l 1 :02. s Uc .. 5 

l L:. J llJ.J ll.7. l lJ 3,'/ 

l')li .1;. ~:-..;i. 7 l·~ 5. 7 1 )5, 1 

J.l'·. ., l•,)'J. i~n. :, c:~;,.2 



'-•'• 

:'.l':lO f'l se h .b-L.t e~t.t.•leci·!o ~revL1mente, l;.t sitn?lif'ic;.t.­

~iSn :e 1.6r.:ln•Js en •ii:'erenci\!' n11r ~iferenci.Lles Jrir:in:i 

·1n 1. e:Jluci..0!1 :..1.-t!'.L el caeo P=...: en 1 11 que no oe nreCice v·1ri:1.­

ci-Sn ~n l t cc:n.,osici!in in1ci 1, 1:~r lo uue su uao '."'rO".'.'Orcio-

:'11 r·e~Ult'l.rlos r.1u_v -ile; ulos de los oue M obtie·,en 'l!erli•nte 

l' soluci6n numéric:i. ''el :no·'elo no line . .ll. 

:•:e~i~nte el '.llM\te•.:!liento vect,rb.l (•e, ~.34) oe obtie­

ne u:ll s .. lucién senci.11-. ·r comn«ct:i (ec, 2.3ó), cura dificu:J:. 

to.d ·vlicion i.l consiste en lJ. ev,ilu!1ci6n r1e los v;o.l:Jre~ nro -

n1os de l..L m"triz "7. ::n l'-'3 t"bl!" 2.11-¿.~J "'' obEerv..1 aue 

los result1C.:i,a obteni<loa ?·;reste :nétor1o s~.m nrJ.ctic.t:nente 

los .niem'Js que lou cue se ubtienen mee i.:.nte l..i aoluc i.1Jn nu 

méric.l riel modelo lino:.tl, r1or lo C¡Ue l'JS' í'1.n:i:oi:s Ce 1:J.li.C.ez 

son los mls'l!os, 

F-:n 1:1s tabl.is ~.11-:!.¿-J ·r t'i:.:u1ua ó-15 '!orreariondientes, 

se t')nó cn·no soluci6n ñe re fe rene id. l:.l º' teni<l.i ,1 «. =l •JJOl, 

p·1ra c1lculo ne otr..i.e cor:dici1Jnes con 11 rel•Lci6n r1e ;Jropor­

don'..lli:hd (ec, '.',-'5). L:i rer,i6n !le valicez e~ m1tt .Lmpli:>. 

que 1·1 ,:el .!\!')delo line: .. 1 1 sel{Ú.n se 'lueñ.e a.preci.1r era 1.1. fi­

,o:urci 5, 

le 1·1 non•i.\r-Lci6n •ffe los re~ult'1.•1r)!5 '1el ~i~tern':l no lineJ.l 

n<J.r..< diferentes v.tlores de .<ln' •~ 111recb t1r.1bi6n un'l rela­

c:i.Ón 7JOr este efecto _;tura vol..itilirLJ.dt!s cer·~atl.iS '·L la unidarl. 

Por lo tm~to 1 1-L eculci6n ~.45 riuede ~er extunr.!io.1.i 1 Li si­

guiente: 
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(U.
1 

"-1) =( (ct.-1)/(a.-l)') (U.
1 

.,-1) 
1 

-(Ol-l) (Xi /X'. -1) 
, te;. ~ +,,_ n in c~.47l 



donde: (U ... -1)' 
.1+¿ 

' (e>:-1) J ·\,¡=), )5. 

"'.)e e~t..i m:i~en, b.:..stn con c:ue :.ie 8::.l:.ule :-¡u..::éri.c3.·:iente :·ieGi..1.11 

te el noielo no lrne ü un1 soluc1ón de referen.oi . .l (o:-1) -r 
' .(1n='J.'J5 rur:J. diferentes VJ.lnres de T, y se pned::t ,~enertr 1-l. 

eolución JJ~\r...1. otr..:.e conCiciones de C( ¡ A .• P·lrJ. el cJ.so jJ.-.r-
1 in 

ticul-'-r c!e interJs o»n (c.:-1) =8,üJOl, L,. ecu-icí6r. "·'7 quedJ. 

(U. 0 -l)=l)})Q(o:-l)(U, .-1)'-(o:-l)(d.C -1) 
;~+.:. 3 ;-¿ 1n 

(<,.,:l) 

Pa.r.1. el mo.~elo l ine~tl no ~e to::u .. er, cnent:.1 el efecto (:e l i 

cnn~entr ... r:ión inici.~l (ec. :~ .. ~6). 

tori ·.l. 
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Tit.bla 2.ll. deeulUc!oe obtenidoe con los diferontee métodoe 

)>:ir.> U:i+Z .i ex. =l.O,JOl y N=3, 

T DH h!L li!:IL 1.::11 

Xin=0.05 ;(in=O.l Xin=0.3 Xin=0.5 

10 · :.·) · l.0101569•1,'.l00149l·l.O'.l01412·l, l'.l)l093·l.0.1J'l785 · 

20 1.0 l.JJ0190ó l.J)Jl3ll l,J)017ló l.1JJ1335 l.1Jll953 

30 i.:i i. JJ'.ll979 l.JJJL3'll L·JJ011a2 l.JJJ13-ló l,'JJ.) >99:> 

40 l.) l,1Jll995 l.JJ0l'l96 l.0)01795 1.1)01397 l.JJJ1º98 

50 l. J l. J'.l'11999 l. 1•J.Jl399 J..JOQl 199 l. l11l399 l.OO·'J1999 

60 1.0 .. 

70 " 

80 " 

90 ,, 

100 .. 

T PV 

l.00019)0 l,.JOOHJ,l l.O•J014·Ja l.Q01l0:J.J 

RP ¡¡p 

xin=0.05 Áin=l.l \n='J.3 .(in=J.5 

10 l. '.J00::.5o9 · l.00'.>1491·l.0001412 · l.00,11093 ·l. O.JJ l7.'l5 · 

lO l.OJJ1906 1.0001811 l.OOJ17ló l,0001335 l.00'.l0953 

3J l,OJ:Jl979 l.0001~81 l.J001782 l.'J0013% l.JO·J099') 

40 l.'JJ•Jl9'95 l.'.))'Jl,}9Ó l.')J'Jl79ó 1.'.l()')l397 l.)}1J99'l 

50 l.)101999 l.'.l'.l1l~99 l. >001799 l.1001399 l,)000999 

óO l. ')•JOl 90'.l l. J0Jl80J l. JO'.ll4•)J l. 0001·'.lO'.l 

70 

80 

90 

l'.J:l . 
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77 

T"bl.> 2 .12. ~o,.ul t·:.doe obteniilo3 ~on los di:cre--itee métcdoe 

p·lr.:i u!'Íh! 1 O:. =l.OJl 1 r;=:... 

T nu hiL ¡,¡;[L :1;:!L l•l'!L ,ru1 
\n='.l.05 !... ='.l.l 

l.n 
,(. :.) • 3 
in .<in=J.5 

10 1.0 l.0015692 l. J)l4907 l.J014l!.2 l.·))lJ9 l<! l. ').JJ7343 

20 " l.O'.Jl9'J63 l. 1JOl3llO l. JOl 715:) l.'.l)l3342 1. ):)]952.; 

30 " l.1H9793 1. )01'\ 'l)J l. JOl 7 113 l.•)Jl3353 l. )1)0<;1394 

40 " l.O'.Jl9951 l. '.))13954 l. OJl 7956 l.'.lll39ó4 l .J01)::)~73 

5:) " l.')0199-lci l,()l)i89~6 l. )Jl 7~il6 1.J·Jl393 l l .)0 l9J9J 

60 " l. '.J119993 1.001899] 1.0 Jl 7993 l. JJ13993 l.'.)})9994 

7'J " i..O•ll9995 1.001 .¡995 l. 'JOl 7995 l. 1)013994 l. J'.)09995 

f\O " 
9·'.l " 

100 " 

T P'l i!P ,¡p ,¡p ,¡p 

xin=0.05 ¡;in ='.l.l .(in=')· 3 xin=0.5 

10 l. )015597 l,Q1Jl49l:J 1.0014120 l.01JlJ9g l.00'1785 

21) l.O'Jl91ti7 i.Jonu l.'lOl 732 1.001335 l. l0J<;53 

30 l.IJ01979i3 1.0·)1.'l!ll l. JJl 7°-2 1.0)138.5 l. )•))9~J 

40 l.'.l01995ci l.001896 l. Q·Jl 79ó l.'J•Jl39'/ l.JJ.J993 

5'.l 1.0019990 i.101a99 l.·111799 l.iJ'.Jl399 l .OOJ'J99 

á1 l. 1019997 1.001900 l.'.)'.)1!30'.) 1.0()14 )'.) 1. )'Jl·'.lJ'.l 

70 

80 

90 

lOJ 



Ta.bb. 2 •. 13. Xosult'loos ohtenirlos oon 103 diferente" :nétodoe 

oari u
11

+2 a. O:.=l.0?5 y ll=3. 

T lll! lllL !l!iL )~11 

Xin=0.05 Xin=O.l ;<it1~J,3 ;::in=0.5 

10 1.0 l.0078453 l.Jl74513 l.J070575 l.Ol54~40 1.0039134 

20 " 1,0095257 1.1091443 l,J0d57?3 l.10oó610 l.OJ4754ó 

30 " l.0'.)939,17 l.0?93929 l.•l03:l972 1.0Jó9156 l.OJ4937'l 

40 " 

70 " 

80 " 

90 " 

100 " 

T 

l·J 

2.) 

3'J 

41 

50 

óJ 

7J 

30 

9l 

1.0099671 l.0194574 l.0039ó79 1.0069710 1. 004 9~54 

l. 0099''4 ·} l. J·)~:4 '335 l.OB9332 l. )0ó9d30 ~ .')049.950 

l"l09':H77 l.OJJ4370 l. J089oo5 l.0009:l53 l.0049363 

l.0099Ji:l4 l.0194d73 l.00-39972 l.00ó9 l6·J l.i))/;9372 

i.0199·330 i.0094379 l.O·l'l9:J73 i.oJó9a6o i.0049374 

PV rtP nP tU' ll.P 

xin=l.'15 ;(in =·l.l Xin=0.3 ,{in =J. 5 

1.007.3465 1.007455 l.?0706 1.01549 l. OJ3925 

l.0095n•i l. J09J55 l. 0085'l l.00'5675 1.•}04765 

1.009.390) l. OJ9405 l.•)0391 l .Oló930 l. 114950 

1.0)99634 1.119443 1.0J.193 1.0)6935 l.:J04991 

l. 1')99153 1.J194 95 l. JOG995 l.')06995 l. )04995 

l • .ll9~l'9 l.J095Jl 1.009·)0) l.·J·l70)) l. ·J l5i)').J 

1.JJ9S'397 " 
l.1)}9J99 " 

78 
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T-1bll ¿,14. i!eo11lt"<loo obtenido" e .n 102 diferentes .r.étoi!os 

;nri UN+2 u 0:=1.15 y H=3. 

T 

10 

20 

3.J 

4J 

5J 

Ó) 

70 

8·J 

9J 

lJ') 

T 

10 

20 

jO 

40 

5) 

o) 

71 

)D 

DI! 

1.0 

.::¡, r'.:lL 

;\n=J. )5 

1.0782569 l .. J74132 

1.0944;37 l.O'lgó ló 

l.J97j342 l.·)92 'lh 

1.091535~ l.'):!349':l 

l. 0936'l 19 1.19303 •j 

l. 0937112 1,:JSJ3ó5-J 

l. 093717ó l .·193-.l ,,~4 

1.0997189 l. i93.;·:.; 

l. J317191 
,, 

'.'V .il' 

·\n=.),:J5 

1.0732577 LJ7455 

l.0Sl4ó44 l.'JYJ55 

i.on.3349 L.J·]<j)lj 

l. J9'l5359 LJ34'3J 

l. J?'-ó 317 l. )94-9::: 

l,·J>.37120 l.J95)) 

1.19")7:;,}; 

1-. J?·P19.S 

1.0'/l7l:i\! " 

Eü 

.<in=) ' 1 

l.J7 }l<Ó 

l. }l4 7ó} 

l. )'J7 029 

l.J?3473 

l.) l3ó J3 

l. J33ó3ó 

l.0 .\%4< 

~. Hiló43 

¡{? 

''in=.l · 1 
i.:Jno 
l. ) 353 

l. J :;31 

l. ) ;9 J 

l. ))99~i 

l. l9))) 

::!iL :•d1 

Á-;_n=).,3 -'in=J. 5 

i.J5n;;¿3 l. J3 i"ó-32 

l.Jó55lJ3 .L. J4·j4ó3J 

1.0ó7~5J,) l.04 32ó')Ó 

l. Jóó4ó9ó l. l48;i45¿ 

i. io35 )Ó 1,048 /_;4 

l. )Ó loJ40 l.J4374ó4 

l. )o'lóU3 1: '.l4 375 )4 

l.Oó3jl03 1.041751<! 

¡¡p l{? 

xin=o.3 ,{in='J.S 

l. .)5:: 9 1.12925 

i. }'.)Ó','5 l. J4T~5 

l. Jo93) l.·)!, 9;-,) 

l.')J~j5 l. -"49':U 

l. 10::35 1. '" 9':15 
l. )71 J) l.J5JJJ 

ma n:sts NO nnt 
SlUI Dl U R\IUOtECI 



T-cbl'- 2,15, rlo.,\llt>''O• obte1oi<los con loe diferentes m4todos 

;>O.r'.l u:l+c '.!. ct~l. 5 '! :1=3. 

T 1lI ~ iilL t:<L ~~IL lf.NL mlL 

\n=1.05 -<in=1.l .<in=.),j .{in=J. 5 

lJ 1,:) i.7079¿99 l.óci1~¿4 l.ó2U48 l. 4ó427~ l. 3·J93ód 

2'.) " l. 7~97)93 l. 751·35ó 1.7U3>Jl l. 54ló02 l.37U402 

31 " l. 79 l l49~ l. 7ó17ló l. 721428 l. 554 939 l. 3 )1956 

40 " l. 7993714 l. iólB4 l. 722751 l. 556927 1.33.\118 

50 l. 7999:\56 l. 7.;¿0;;2 l. 72291 7 l. 55'12<9 1.314522 

6'J " l. 79999~3 l. 76?03'3 l. 72293 3 l. 557277 1.38459'3 

70 " l. 799999ii l. 7ó¿.04J l.722941 1.5572'34 l.314ól2 

8J " l. 7999999 ' 

9J " 
!'JO " 

T PV rlP ,¡p !U' .'il' 

.<in=J,J5 Á. =).l xin::i:0,3 '\n=0.5 1n 
10 l. 7J79<9•J 1.7455 l.7Jó l. 549 1.39<:5 

2) l. 7:397193 l. 9055 l.~58 l. ó675 l.47ó5 

30 l. 793WJ3 l. 94)5 l.891 l. ó930 1.4950 

4'l l. 7999714 l. 944;¡ l. ;39g l.ó985 l.499) 

50 1.7999'356 l. 9495 l.d935 l.ó995 l.4:J95 

60 l. 7999913 1.9510 1. 90);) l. 7JJ') l. 5 )1) 

7'J 1.799999'3 " 
8J l. 7999999 " 

91 

10') i. a 1·> ')'.)) " 

80 



81 

T..ibl·1 2,16. desul t""º" obteniooa con los t:irerentef. métojos 

p.•r--' uil+..: a et.=L n:n ., !1=9. 

T DI? )IT1 r.: .L rt:r1 : :·¡¡, ~UIL 

Xin=J,05 X:in =l.l .(in =J • 2 ··in=J · 5 

10 1.0 l.) l'.ll955 l.00Jl353 l. J:JJl 7ov l.OJll:;og 1.1))1973 

21 l. JOJ30il0 l. 000~927 l. )))¿773 l. )112156 l.'.lQJl54.J 

30 l. 0003739 l. D036JO l. )0()3411 l.JJJ2o53 l. JJJ1 ci95 

40 l. ')):)4237 l. J'.l:J,;025 l. J JOJ 113 l.J.)J¿9áó l.'.)))2113 

50 " l.·J')J45l ~ l. ')j)~292· l.•))).'. ló7 1. JJJ3lo3 l. )•))ú59 

óJ l.J)).1á96 l. )'l/4462 l. j'.))4227 l.J•JJ3d~ l.OuJ234 3 

70 l.O:l'J4-3J8 l.0Jíl45o 3 l. JJ045ó~ l.J JJ3366 l. J)'.)¿404 

80 1.JXJ4 179 l.O:J'.l4ó36 l. l0'.J4392 l.0JJ3416 i. oon440 

9'.J 1.0))4924 l.OJJ467~ l. '.l 104432 l. l) JC\4·17 1.0JJ<4ó2 

100 " 1.010495< l. 0)')4 705 l. '.)'104457 l. nJ34ó6 1.0))2476 

T n ¡¡p ~p ,¡p ~p 

X:i
11

=0.05 l. 
in 

=1.1 xin=J.3 Xin=-J.5 

10 1.1001955 l.0)31 >5) l. l0117ó0 l.'.l:J'Jl3á9 l. JJ.))971 

20 1.0103180 l.0)029<7 l.0)'.)2773 l.QQ)¿¡55 l.'.)J'.Jl5!¡0 

3•J l.'.J1J37~9 l.'.J:JJ}610 l. '})03411 l.uJ.)¿ó53 l.JJJ1)95 

40 l.O'.JJ4237 1.00'.Jt..J.::'.5 l.JJJ3ll3 l. J)-)2966 l.'.)'J)lll8 

51 l.QIJ,J4519 l .')'.l0429) l.·J1040ó7 l.JJJ3ló3 l.'.J)J2¿59 

6·) l. '.J'.l'.l4G9ó l. )0J4462 l. ·HJ42¿ í l.0J)j"'l3 1.0))2 -.43 

7J 1.0104·3'.l'l l.·JJ045Ó·~ l..) )J.)5ó3 l.•J 103 Jóó l.()) ).·4'J4 

8) l.0JJ!,) i9 i. 1 J'J.16Ja l. '))14~0.~ l.•) JJ341'> l. J )'.)241¡.J 

91 l. OJ],: 92·1 l. .\'.JJ4o7·1 l.'.JJJH32 l.0.).))447 l.:)JJ2'1o2 

10'.l l. Jl )4 952 i.JlJ4'1J'J L ·-iJ0,;457 l. ))JJ 4:56 l.)H.47o 



T~bl< 2,17. :lesultJ.r!os 'bteni'los aLn los diferentes :nét·~ilos 

nira U~+2 1 O:=l.Tn y N=9. 

htlL i•J'fL 

xin=),05 xin=J.l ·\n=·),J ·\n=-J.5 

io l.o l.Jo:95ó1 1.011~582 l.JJ17úJ2 i.0113óo5 l.JOJ~170 

20 .. 

3J " 

4J 11 

5J ti 

tiJ 11 

7) 11 

8J 11 

9') " 

11)0 ,, 

T 

10 

2') 

jJ 

40 

5) 

ó'J 

l~ ).)3:)3¿5 i.0029¿31 l.')02'1737 l.00215ó3 l .')015194 

1,1)037922 l.OJ36J22 1,0034122 1.0026527 l.JJ11938 

1.0042396 l .. J04J<?< 1,003"14.3 l.00<9ó56 l.J•J<ll72 

1.0045¿17 1.00429~1 l.JJ41ó36 1.00Jlo3'J 1,0)~2~~¿ 

1,0046995 1.0044&41 l,OJ42¿86 l,OJ]¿374 l,JJJ347J 

l,)041116 l,0)457J6 1.0043195 1,0)33657 l.0Jo4J30 

l.JJ4l~26 1,0046331 1.0043~34 l.0034153 1.002(3~4 

l,OJ49271 l.OO~ó3J¿ l,00'4334 1.0034163 l.JO.~ó~ó 

l,OJ49551 l.11J7J69 l.004450S 1.0034660 l.)Q¿4¡4~ 

PV 

Xi
11
=l. J5 :cin=:.J.l 

l,OJ19561 l.'JJll53 l,001761 

1.0130~25 1.00¿9¿7 1.00~7/J 

l,))3792. l.JJ361~ l. JJ}411 

l. ).'.142396 l. )'.J<:J¿5 l. )JJ313 

1.0045~17 1.004293 l.004J67 

l,OJ4ó995 l.1J44d2 l.J04227 

xin =0 •3 

l. J013ó9 

l.'))d)ó 

i. ·in652 

l. :)02966 

l.OJ31S3 

l. J.JJ21~ 

t:.. ='J.5 
in 

l. JOJ<,7d 

l. '):)154) 

l. YJ1395 

l,0•)<113 

l.')J"259 

lo') J¿J43 

71 i.000111 L'JJ.:5o' l.:J'.l43d l.J033óti i.J0.:4•1,; 

al i .. 10.::i123 l.J'J45J6 l.J'J439l i.1i3~1ó i.·J·J2,:l.J 

90 i.0049¿,9 l.0)!,Ó7·l l.:J'l4•i32 l. J03447 l.'))~4~.: 

110 l,OJ49550 l.OJ47l5 1.004457 1.013460 l,JJ?476 

82 



T 'lL' i•!L 

xin :} , '.)5 

10 l.O 1,0097979 i.0093.12 

20 11 1.0154517 1.01467 

¡.~¡1 

lin=J.l lin=l.3 

l.11 1 119 l.0}6139 

,:in=·J. 5 
l. }'J4,l75 

1.01.3391 l.Jl•J779 l.)'}76'32 

30 l.11JH2ó 1.0Hl5 l.'Jl7)91 l"Jl3261 l. JJ945J 

4) 1.021¿55'{ 1.02,)13 l.0191}7 l. Jl4 l:!ó l.')1)565 

5J l.022óó ló 1.·J¿i5¿__ l.tJ,,JJ7J l.115 il2 l.'lll2o·l 

Ó) 1.) l.0?25535 1.)22Jóó i.0¿1173 1.:Jió434 1.111711 

70 " l.0~41191 l.0229J) l.l~ló~2 1.015125 l.J11991 

8·} " 1.0244734 1.0'J23ó l.'.J22lll 1.117173 l.012b8 

9J 1.02~695¿ 1.123446 l,J_¿2Jl 1.017.¿9 l.J1¿27d 

100 " 1.024~35J 1.023530 l,J¿23~ó 1.)17325 l.l1234d 

T 

10 

2'} 

HP 

\n= J,•J5 

l.')197979 l.'l'.>929 

1.0154517 1.014635 

,¡p 

{, =).1 
111 

l,fJ.J3'lJ) 

l.Jl3"ó5 

.U' 

\n=J,J ,{ín=J. 5 

l,))Ójt,¿5 1.104391 

1.J1J73J) l.Jl770J 

30 l.01~)126 1.01•011 l.Jl7055 1.0132~~ l.0J9475 

40 l,0¿12557 l,J¿J1¿5 l.JljJG5 l.~14331 l.11J59l 

5l l.O<¿ó6~o 1.0.1405 1.020335 l.Jl5~15 l.Jll•95 

Ó) 1.02355'!5 l.l.'231') 1,)21135 1.016!4') l.Jll74J 

1'J J..·V411o'J l,:')"¿341 1.J2b4l l.Jlo.i3J l.Jl2'Jd 

BJ i.0244720 l.0•3l~J 1.021960 l.0111~J l.J12¿JJ 

')} 1..J24ó94!¡ l,;Jc}39'.J 1,:)2,¡.j) l.Jl7d5 l.Ql¿Jl) 

1)1 1.11~~344 l.0•3525 l.}~•235 l.Jl733l l.0123lJ 

83 



,:.'lL .. ~;1 

.{in=:J. ¡ 5 ·'in=J.l ''in="J. 3 ·\n=J.S 

11 l.l l.0~91Sl5 l.J~4~•4 l.0lJl275 l.OS7~73ci l. ~~~4ci 

n 1.1535n5 i.149_;,;4 i.1:11'J29 i.u741.;; i. i75J4o¿ 

3l l.1952·~20 !.l·V, '~2 1.1/Jll);:J L.13<1~53 l. l9225S~ 

~') '' l.2l~·JS75 l.¿ lol42 l.1Y413t.5 l.147u..íl3 l.1J3J7?·J 

~! 1.-J¿2J1J l.¿1943¿ l.iJ57791 l.l~G53l 1.1191793 

:iJ 1.<:419.;:;7 • .2n7t,6 l.214643~ 1.lo341C Lllt.153l 

7> • l.246•J24 1.232910 l.219535J i.1j7¿043 ~.110338l 

81 1.24~7~5~ l.2~ul3l l.2'<5~i5 l.l:iS~i5J 1.1115314 

3J l.¿5ll71J l.23lll'l l.2c44756 l.171J5)o l.1195'l14 

10) " l.<53165) l.<39352 i. .. e.:50491 l.1719l43 l.l¿Jd5.;c 

~·¡ :ti' 

.e =l. "J5 
:n 

l.099Jd15 l.l~29J 

.(in= l.l 

L·)'JJ'JJ 

.'(]' 

,(. .::J. 3 
tn 

l. ):) 1425 

,( =J.5 
in 

l. 14 ;~) 

20 l.15'l5975 l.14ó35 1.13 ló5 1.ll7 i·lJ l.'J?N:J 

3'l 1.19'2%.i l.l'lJll l.17155 i.13;:ó51 1.J'J475 

co i.2rn1¡;75 i.2·1L.5 i.1~1,;s Ll4'l3JJ i.1059-; 

50 1.2322113 i.2l~b5 l.2J335 1.1531~) l.11295 

~J l.¿4J9S67 l.~~3ll 1.21135 l.lo~4lJ 1.11740 

7J l.24ó!l2.1 i.2:d4J 1.21641 l.lol?,'I) l.12J2J 

8J l.¿497733 l.¿3130 1.21961 l.17l3JJ l.1~2JJ 

91 l.251Ao37 l.23390 1.22161 l.17235J 1.12310 

lJJ l.25316J1 l.¿55¿5 l.2¿215 1.173311 1.12321 
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T '!l!l ;.¡¡, :.J\L !::L .::r1 :.t;1 

.{í.n =1. }5 (. =),l .<ín=).J ,(in= l. 5 in 
10 1,.) .'.lló·3153 ¿ .')222dé l. 9316-l'l 1. ól 7191) l.:; 77¿ '·25 

20 .. ¿. 66479,0 2.544490 2 .. 4224~2 l.9516395 i,5ci;2s12 

30 .. ¿. ·l765'b3 2. ~s"71.:,2 2.ó3371i ¿, 12)42.!J 1. 0;:,7573~ 

40 ,, ¿. 954 7oói 2,-l39f.75 ¿,71'lJ79 ¿ .199·1j1:5 l. 7l l53?-' 

50 " <. si33431S <!.d7)i9} '-. 75 )')79 ". d•l 257 3 1..1.137¿,¿¿ 

é') " ¿,';)939.)19 ~. 1'!11~6 2.763531 ¿. ~4 ';1005.5 l. 755963< 

70 .. .: • 99777 7ó 2. 'l 1ól92 2.7ól395 L,25o3t,S·) l. 751359¿ 

8J " ¿. 9991911 2. ,.:¡j7 j¿•) ¿. 77J2ó9 2,259«\t,; l, ló4óY52 

9:) " ¿. y9g7 J34 ¿. 33'3424 2. ?7J9-l3 ~. 25 )1i '333 l. 7ó:iJ4 lG 

100 " 2. 9991913 2,d3'i652 2. 771257 .: .<oUl6ó l. 7óóó352 

T PV ilP .tl' ,¡p ;tp 

xín~J. ;5 l. 
in 

~1.1 \n= 1,3 ·'in=J.S 
10 2.11·53%~ l. 929} l. )"}O} Ló'l4<5 1.439'.l 

;,o 2.ó647310 2.46}r5 r..B,;s 2,07'll'1 l.??n 

31 2. fl765'13'l ?.::io.n ? • 7J65 <:,3265 l. 9475 

40 ¿. 95476óq 3,,)125 .: . 3Jó5 ,;,4.330 <.')590 

5J 2. 933~31:1 ).14o5 3 ,'.l:' 35 <.5ill5 2 .1235 

63 :'.9929319 },¿3¡,) 3 .1135 ¿. ó44·) ¿,1740 

7J l. 9977776 3.2140 3.1~40 ¿,ó~3v ¿,2J20 

8J 2. 9991 ló) 3.3l'lJ 3 .19ó) ¿, ?J·~l .',ú!):) 

')) ?..99~7'.l!9 3.}39'.l j.¿lciV 2. 7235 ~.¿:no 

111 2, Y9Jil<J:J1 3. 55¿5 J.a;i5 <.7330 ¿ .2) 1') 
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C A P I T U L 0 J 

ESTADO ESrAaIONARI.l PERTURBADO 

J, l Modelo si~plificado. 

A partir del siete~ de ecuaciones (l.4)-(l.9) y substitu­

yendo las sig-lientes variables adimencionales: T=Ft/H, =L/F, -

v='I/?, P=Hc/H, Q=H/H, se tiene: 

Condensador: 

(J,l) 

Secci6n de enriqueci~iento: 

dXjdT = VilXn_/(l+(a:-l)Xn-l) - v:i::</(1+(a:-l)X
0

) + !Xn•l 

-~X0 .~ fn; n=f+l,f+2, ••• ,N (J,2) 

Ali'nentaci6n: 

dXrfdT = v1<.Xf_1/(l+(~-l)Xf_1 J - v«X.r.1(1+(~-l)Xf) + fxf+l 

(~+l)Xf + ;{F ff (3,J) 

Secci6n de agota~iento: 

d.(,/dT = va.Xm_/(l+(ot-l)Xm-l) - VotX:i/(l+(oc-l)X~) + 

- (R+l)im = fm; ~=1,2, ,,,,f-1 

Rehervidor: 

QdX
1
/dT = -vOlX1/(l+(~-l)X1 ) + (t~lJX2 - (~-v+l)X1 = r

1 
(J,5) 

Condici6n inicial: X= l.
9 conc. de edo. est. T=O 

n n 



les, res1.tlt..1.: 

iJo:rdens.if.or: 

(3.ó} 

('Of, /· @L 
1

) : VC,l(l+(c<-l)X,
0

1 1
)¿ 

.t+ "~-t 8 • + 

(~. 7) 
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i'tlimf'nt 1c ión: 

(j,J) 

(~f Ja.e,) = ,;:,-x~ f" l. s ~ ¡,• 

3ecci6n 4.c .i.;,ot~i..:ii.~ntc: 
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(3.10¡ 

a ond~: a 

Si a~ sustituyen l~n ~xpresio~es ptr~ l~e deriv~c~~ p·¡r~i~les 

(3.11) 



iteher'lir!or: 

. s 2 
(~+l)U 2 - (i.-v+l+v«/(l+(o'..-1).CJ_) )U

1 
+ 

Con<hci6n inici:il: U =D T=O 
n 

90 

(3.13) 

~l iguü que p"r-' el ~rr¿mque, el aiste:n de ecu<ciones (3, 

ll)-(3.l5)puec;e ser tnt:;.do en la misma fonn•. Prit:lero, si se 

".!.pliC'1. l?. tr:insfor:n:i.d3. de t:i.plnce, re aul ta un aistem l d~ ecu3.-

c Lones e".1 diferenci-:t2 fi!~irJ.,e. A "?lrtir Cel siste::a:i. Ce ecu:ici¿¿ 

r.os (l.l)-(1.9): 

Secci6n Ce enriqueci::iie"_to: 
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(J .ló) 

dando: D = do~til·1ro. 
R = rel~ci6n de ref"ujo, L/D. 

Dividiendo entre R y euatituyendo 11 ecu::.ci6n (l.9): 

11.Z /(l+(llC.-l)Á )) 
n n 

(l-(l+l/R)~/(l+(llC.,-1).{n)) -

(3.17) 



1.prox1::i ~ndo términos ('¡:n t:.ir'er.:?nci:.?.e p.:>r dir'erenc1ales 

y ~t («-.!.)~e 

(H/(D:l))'CA'l'at = ~2 X.''an2 - ((l+l/R) -:Rlél:V'(ln 

Multiplíc·l:>co por J 1 dividien:o entre (?+¡n): 

92 

(3.18) 

(3.19) 

~usti tuyenrio i ... e cu.te i..Sn {l. 9) y reurresl:ot:--'.do tér.:nnos: 

+( 1- ( rl+l) D/( ~+rtD) oS' ( 1 +(CX-1) X ) ) X m m 

-(l-(R+l)D/(?+RD)llL'/(l+(a....1)xm-l))Xm-1 (3.21) 

'\proxim,;.nd•i térunnos en llif~renc1::ie fin1t:ie nor diferenci·t-

lea :r Gi (a<-1) ~e : 

(3.22) 

Pluto de iliroent.cci6n: 

(H/D) dX¡:lt = (L/D) ( lf+l-.<f) + (V/D)(!f_l-l f) + (t/D}(X1-¡¡f) 

(3.23) 



(H/D)dX/dt = rl(Xi+l-Xf) + (;<+l)(i'f-l-'{f) + (!/D)lX?-.{f) 

(3, 2i) 

Dividiendo entre y sustitur<ndo l.• ecu'.ci~n (l.;): 

(j. 251 
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3i ~-1)~0 y· :iprox1.1J:i¡,_do tér:nin~s en Uifere:l.Ci~s 'JOr dife­

renci1lca: 

( 3. 2ó) 

De m:iner:J. semeja.nte p··LrJ. el C-·ndens.J.C.or r el reher'v"if.or: 

!l /(D(a+l)JiX/~t = -íl!./'dn + (cr.-l)X ; n=:-1+2 e (3.27) 
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.\ f'i.'1•l.l il.e cuent LB 1 se es't·.1.blece U."1 siete m:i. ce deis ecuscio­

':'le• ~iferenciüee co,1 l3e eii;-uiente11 condiciones: 

Secci6n de enri~ueci.~iento: 

('l/D.lJ'al/'Ot '" a2 
Á/'On

2 
- ((l+l/i!) -rt)'<ll/an (3,13) 

Condicionen a l:> !rentera: 

H/{D{Ml))'aA;/'3t = -H/an + (C1-l)X ; n=N+2 (3. 27) 

{f!/(Di!))-aA;/at = '<1
2A;!an2 

- ((l+l/d) -ll'H/an -

(l/(Di!) )(.<-x,> ; n=! (3.2ó) 

Secci6n de agot·•miento: 

{l!/(1+ilD))'aA;/'at = al,y'-an2 - (('1+l)D/(i'+nD)-1)aA;/an (3,¿2) 

Condicionee " l t frontera: 

¿ 2 
{H/{Dai JaA;/at = 'b t/an - ({1+1/d) -1)a,\/an -

U/(Di!))(x-r1J ; n=! {3.2ó) 

!i/U+n)'a,\/at = '3l/"an - D(!!+l)/{i;>+D!!){«.-l):.C n=l 

(3.26) 



Como ee observ1 1 este oistem-i Ge ecu.:t.cio~ee c!.1.ferenc1..1.les 

ti~ne un ;;r.ldo de co:1olejid9.d sujerior -11 del ·J.rr:J.n~ue, por 

lo que intentar wt.J. solución impli .:_i efectu;1.r drtstir: .. e sifü­

plifi~acione e, lo oue origin.LrÍJ. un..l eoluci6n 'Tl'.lf p."Jbre. L .1 

di!icultaii m-ts gra. ..... de st encue!".tr.J. en 1~1 co:r3ici5n de fron­

tert represer..t id:t !Jot· :·3 ecu.i.ci6n dif'~re::cL~l :!e segu:.do º! 

den (3.2~) .,1 el 1Jl~to de "liment--ci6~. quo es ~hultdne' -

t:into p;ira la z.:ma de enriqueciruie!ltO cuma 1:u.n l:::i. de i,got~ 

miento. La Mluci6n obtenida pctr:i el arr:i.nque fue bast,nte 

laborioa~, por lo que ~~ra este c~eo se co~~lica tremenda­

:iente '{ no tiene C''lSO h1~erlo por los reeult>do!! obtenidos 

anterior.nen te. 

Tdmbit!n, el eistem! de ecu:.cior.es difre.:ci1lee licieu.les 

(3 .11)-(3 .15) pue<le ser trat<do en forrad. voct ori:il, d'1ndo 

i.1 i:ür,uiente ecu-Lci6:i.: 

dÜ/dT Xü + ii (3.29) 

donde: u1 

u2 

u3 

ü = ur 

UN+l 

u!1+2 
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¡ = 

<~1+2--)i.1 l (~-ll 
o 

ªn ª12 

"21 ~22 "23 

"32 "33 1 3• 

96 

ªfl+l,~ "11+1,N+l "':1+1,:;.~ 
ªr¡....2, N+l ªu+2, :~ +¿ 

o = .l+l m=l,2, ••• ,f-1 n,m+l 



:n=.2,3, ••• ,~..-¿ 

r-... =f.,.11 •• 1 ,:,'+l 

r:.=f t ••• .:.; ... ¡ 

-v 

La soluf'!i61i de i·1 ·1:'1.t~rior ecu'.1ci6n '!S: 

donde: o 
.1 

ü 

•) 

) 

__ ,_H+2 . _ _ _ 
1 

~-1-
' ·b eirn(i\ r¡ ,oi(r(.f-.).'íf ,?, -?. ) - \ ·o 

j-=l . ;i . .J i-::j :i 'l. 

De :-t'.l~vo, l:. ~oluciÓl 11·,1~_-;t ~ncy1t~··r 101..1 •. , .. -_ores -roDios 

rle \., J..og c1.i.,les se ?Ut:·:e:-: ·1:~t., ... !!r s.1 ~~1 ::ii...~uierlt~ rror,r·l"'!.1. 
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e EV.'l.LU«CIO!l Di:: 103 "/.GOtl.~3 L-!01'IOS n:: L\ J\.\T¡(r¿ "•\" DEL 

e .i'.QT):,O;¡,Q V'lJTCl.U.c;:. l::~ ::lIST¡¡11.; ~,Jo Pi::rl'l'Urt~ñJIO:l 

!lI:0:Etl510.i l(l·J:l) 11}(lD) 1 3/(l-J:>) ,H(lOO) 1llV(lJ:l) 1DL(l00), 

lUIV(lOO) 1 XS(51) 

dE~L LK 

INTEGoil ! 

D·\T\. :1 ,ALi\, VK 1LK, l ,XS/10 ,l. 5 ,l. 75, l, 3125, 6 1 
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l. 212535,. 269779, ,321535,. 3óó213, ,.tngsó,. 02435,.' 5934. , 

l .495330,. 54222io,. 6Jl39!l,. 672960,. 755297, 3 Ho .o/ 

lM'.D/ 1 PK,QK 

P1U:-ITi/,:1, lL!, 1 ?K 1 «K 1 Vi{ 1LK,l 

DQ.6)0 M=l,N+2 

X:(l)=J.5 

X(2) =-0,5 

X:(3)=0.0 

c:,11 olX(H,.\!,?,\,l'K,QK,\11{,LK, F,XS,X:(l) ,EJ(l) ,lñ,U) 

CALL UX(r1,·\LJ:..,l'K,(;K,VK,LK,J,.rn,..C(2) ,El(2) ,M,BI') 

CALL o~.{(ll, ;1J.\, I'K, c.¡K, n:,LK, l, .<S, ..C(3) ,EF(3) ,M,EV) 

H(3) =X(3 )-.{( 2) 

DL(3)=H(3)/(X(2)-X:(l)) 

DO 100 I=3, 100 

G(I)=(l,+2.*DL(I))*(EF(I)-El(I-l))-DL(I)~~2.¡¡{E~(I-l)-

l!H(I-2)) 

GS=r:i( I)H2-4 ,-\'-.'; !( I )*(l. +JL(I) )'IDL(I)-lf(8!( I)-U( l-l)-

1DL( I) *(3!(I-l)-E?( I-2))) 
!/(GS.LT.0.0) GS=O.O 

GE=SQi!T(GS) 

11U=G(I)+1E 

GC:2='1(I)-1'E 



e 

I!(~ft3(GE1),GC,\!S(G~2)) 10 10 l)J 

DL( I+l) =-2 .•!::!( I)-lf (l. +:JL( i) )/n2 

GO TO 5JO 

IJO DL(I+l)=-2 .... E?(I)~(l,+DL(!))/G31 

500 X(I+l)='<(I)+f!(I);!DL(I+l) 

ll( I+l) =Il( I)lfDL( I+l) 

ª'cL1 ;.,;n:(N .n~.1,l'K, (<K,VK,1:<, .f,.(S, .<:(I+l) ,E?( I+l) ,M,EV) 

!?(\?IS( ( :<( I+l)-X:( I) )/:<(I+l)) ,1T, l.E-7, OR. 

l'~S(ll(I+l)),1T,l.E-7) ~0 10 3J0 

l·JO CCN'i'INU3 

EV(M)=X(l+l) 

300 l'iUNT/ 1 "EI':lVAL", X( l+l) 1 "l'OIG" 1 C:J(I+l), "IT", I 

6J'J CO~T INUE 

STOP 

E:.ID 

Sll~:lOUTI:iE EH( 'i ,A1n,PK 1
1.,¡K, 'l'l. 11K, !, .':S, .<,E?, M,EV) 

ry¡;.f;lN3IOló l'(ln) ,EV(H1) ,DIV(l')O) ,.(S( '. J) 

1'(1) =-(1K+l.-VK+Y-i:•t\1?;/(l. +( 11?;-l. )-lfX:S( l) )H2)/(K-.< 

1'(2) "(-(1K+l.+'l'i:<h1 !./(l.+( '.H·1-l, )o;<SU) )1.-!':2)-.iC)l\-F(l)-

1(1K+l. )/QiC1lVKit:.1J.\/ (1, +( \L? .. -l. j 11;.{S( 1) )-1;f<2 

DO 30 Ll=3,? 

99 

1'(11) "(-(LK+l.+VK.ot.UdA/(l.+( \1?!.-l. )11;,<:;(Ll) )*1';2)-X)it 

11'(11-1)-(LK+l. )*'IK.fl'.L?;/( 1. +( ,¡, ~ ,-1. )-1\-.(S(i,l-l) )-l<.ot'2"1;1'( Ll-2) 

30 c:1_;;!TI'llJE 

DO l·J 12=?+1,!l+l 

P(L2) "(-(1K+'IKlt'\LJº,/(l. +( ,LJ'-1, )-!1-.<S(L¿) )H2)-X)1'1'(L2-l)-

11K!!-'l'E.!l\1~;/ (l.+( ,1 h-1. )lf<.<S(12-l) )it.*2<1-l'(J.2-2) 



?(.' •¿) =(--rK/Ft.-C}*!'(''+l i-lit"!Tt:/?K-t;,L~A/( 1. +( .1•' c-1. ).¡¡. 

HS{°i+l) )l\~2..-?(~;) 

!!(:.:.;;.,1) % r•.' ~.10 

fl(~.E~.2) gr TO ~Jl 

•10 TO S)2 

9)') DI'l(l)=l. 

'!O TO ~13 

9'.ll DIV(<)=f.-:W(l) 

GC' TO 9J3 

YJ2 :JI'l(?•:)='.lIV(!!-2)*(;C-EV(l"-l)) 

9)3 l'(!:+2)=P{'.'+2)/::JTV(M) 

Bl=P(>1+2) 

.1G':·U~:·1 

;;:¡;¡ 

100 
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A1ernfn ~~ l·· ev:lu1c1d~ de l?s v~loz·~~ ~ropioe ~e ¡, s~ 

reou1e1·e :ri.r,, r .... _'.·trroil1r 1-, cc·J.~ciór~ {2.::11 .!!r-.contr,!.r l,i. in­

verso. de X y 1·1.. -:.djunt .. t de (r....í--:) .:i.(; u:.· in·t:1erl se11eiJ.ntc 
J 

que ptr1 el ·lrr1noue, esto es , 9~ necesit.1
• CTtl'.l-:r 1-te ex-

"Presion~s rr:tr~.l los cof:1ctoreg de e ·id 'i ur.:i. C:c l Ln r.i. 1.trices. 

L'.l. i!lvere'l. de A re obtien.e C'!l 1,.:. 2i.p;'.l::..C!nte ecu·~ción: 

:-
1 = A.djI/ aet c::i O . .:21 

Sn i--. o1'itención de l'.t e:x.nresi6:-~ ;i.:.r~ U~i+.2 r.·Jlo se requier~ 

ev:ilu'lr lo!! cofuctore~ de l.1. Úiti'.:l_¡. c~lu.:.1.t de (~jl-~}, en 

c~mb10 p:~r·! :=: se requieren torlos los col .1.Ctorct.. PJ.l'.1. ::=lJ, 
(i\..Í-A) es: 

J 

f j -(~n +l)/~ 

-w1 G~ -( ~. +l) 

G~ -~ 
o s 

-VllJ 
j -~ ~11 a 

-w1/P u. 
J 

e onde: 
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Los cof·ictor~ a de 1 ~ 1.Í.l 't im 1. colu~:m. • d!! (~. I-X) µ...:.r i. !i=l:J oon: 
.J 

~ 1 _,.. "/ .... ,j¡'? 
- ó, ¡2-"11 "lJ'. "'ó' 5 

aj j pj •1 O pj 
_,-11=~11 1)-'10~~ 9 
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íieneriliz·ndo ?;~r. cu•.lr.1.ii.er :: 

!l.i -'ll .,, ... ..,.i /P 
f+2,H+2- H+l r( • • "f+2- f-+-1 

I'.=-f 
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n,,,2,3, .•. ,~;+2 



donde PH+l :¡ PN', eet~n <,e-teI"'ni..,~dos con l .. i.lteriór eecuen­

ci i de !JOlino'!'l.ioe des,1rroll~i.do.. 

Si se h-tcc l 1 ai.~uiente euatituci6n: 

Se obtiene el 01r:uie.:te de~1rroüo p trt Ul!+¿: 

.'i+2 

+ ( ~b, ·'\ •r 2 )J/P71 2 K=l K <,. + . + 
(3.33) 
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¡ ... t···re.~ ::r~r- 1 .borio:' • c-:-:-.r:ti.sc;e e~ l ·. r-·1 .l.!t lCi ~n de los e.le­

' ~tntos uk, y~ ~~e re~ui~re l· evll~1~i6~ ~e to~oo los 80f~c-

toree de~. L~ n~cu~~~i.1 o~r: cu1l~uier ~ e3: 

' º~ 
::+2 

:.~>· ~k 2 
ic=l ~ 1 

' '1+2 

UN+2 = ~>· 3· 'l 2 l{=l tC iC 1 • + 

Los cof1ctores p~rt J~lO de ~ º'~ lo~ siruienttE: 
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'1
1 11

=-(h7,.
1
-J. w

1
./F)w0 , ,,w1 

' 1 s J. ,¿ -

"s l'~-(he:11-~ .,, ,/?)w .... ... ,_;·, 
' •.J 9 ;...l. .;¡ ? ' 
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n = •. ,r:/2 
'J '~· 

-:'14•9= • , .w~P) 

5,9 • •• w5l'J, 

-ló, 9 ... wciP5 

•'7 ,9= • • .vr7J'ó 

-_'.\1,9;= "'5P7 



' 1 ' 

?10~-··:.lF·i+-"\ i~;J!~?7 ' ' 
; 1 T'".j=(~l)·:~.-··'-:~sii7 
77:,/7 .•. ''1 

1 

l'7='1r · · ··:."~ 
1 

P7=W7• • ··•t,!I·'3 

' f'7;"°7' '• '''5 ,.e 

' 'F o=i·:'..l. • 'w2? ¿ 



-ll1n,7=(h'S_1-w11~/P) ~;pó 
4 

311,7=-h~/5 

' 
? j= .. 16'''5~'.:. 

' } =P­, o 

ll'.l 



]}15 =-!1P~0-w11 ~P/P ;; •• ; P~=-¡¡9P~+w7 98Gti:~ ' 

P6 =(1~7a . .;-wóR~)P4 ; P4=w4 ··•'\ 

' 
p 4 =P4 

; ••• ; P;=-f,9P;+weL~CR3+lk7P4 
P7=( 6:i'!:7-•''7 ks) (Re +l)P 4 
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112 

\1 5=-h(( 1_ ,.~)P, 
- 1 • :::! .., 

' 
l'_;.=w3v1¿;\ 

¡ ••• ; 

; ••• ¡ 

; ... ; 



'llJ ,=(i11•.1-"'1- j.JP)(( t+:)2;._ 
'"" .1. .l - . •J • 

3 = "' ~~ 

; =w w 2 2 1 . 
p ,=·•: }', 

'- " 

P ~=-c7:? ~+w6k, ( i" +l)\l' ¿ 

p5 =(G/•5-''/5 (Q" +:)) (X" +l}? ¿ 

¡ .•. ¡ 

; ... ; 

; ... ; 
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1 1 

P • =-'15?3 +w~ (.(º +lP3 '\ 
% 

3
=(él ~li:-w3 < R

5 
+1) ¡.,1 
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; ... ; 
; ... ; 

~51 := ~ ••• ; 

" ,ó( n , , 5 1 .. 
- ·12,1::.\~_; ..\~.+).} I • .. 



116 

v b_.:;, 
.l. ... ,,. 

1 

u,; ... " br'\','!+¿ 

JustitU'¡enrlo: 

:i '" <t:
1 

ex,1(7'./H! - ., f,.;+)1 P:;+¿ (3.34) 



.3e ~.n.ilit.:-~!l ~:rn ~:t.1-\c1, ne.:.. ~.~rL:-tsr¡_: ~···.e :::.. .. r l ~ ai;,u1611te 

infor::i <c1.Sn: 

.J-\~O l 

n .Ll c5 

i!/!1 15.) 5,) 

'!/H 15.'l 5, J 

V l. 75 l.u 

R l. 31L5 ),:i 

. .: ! 1,45 ·J ,,¡ 5 

O( l.5,2.5,3,5 .:.,5,3.5 
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(1:,t~:1i~.\ e:: .~:r.n ~:.rte.:.~ l~í.. .. --:.!"',..::, tt 'tl (197~), CO!'lsi•1erín­

~rys~ 0ue ~o, ell: re nue~e cu~rir el efecto ~e l~a ~iferen -

'\.t:Ll ., trf""letroa i:1v::.ilucr.:.:.aos. 

?~r-~ el estici.O ~st".Ci.on . .:.rio los t~minos de .1.c1J:n.u1 .• c16.1 

se ""ul·!n e.1 el siete-u" O.e ecu:.cci~n•s (~.l)-(3.5), ootenit!n­

dosc: 

a :im: e nsa.~ o r: 

(3.331 

Sección de enrioueci'1iento: 

l. -n+l 

o n:::f+l, !+2, ••• , l'i 

\liment 1cdn: 

~ecci6n de ""ºt L:niento: 

!0=2,3, ••• ,f-l (.3 .36) 
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i!ehe rvido r: 

-vllC<¡l(l+(ot-1).~) + U+l).<¿ + (~-v+l)\ O (; .;?) 

Resolviendo el sistern1 de ecurtciones de eat.:.:'!o eBt .:.cio·-;, '-I'io 

con l<Je· d -.to3 dados i.nt- -·10nente, !ie tienen los siguientes 

result'ldos _pr~::1ent'.t•.~os e!'l ll!? t•.hl1a1 y 2. 

T.ibl'.' l. Perfil de co:!l:po s icione s de ostt-do est .:.e ionario pc.r.< 

11=10, 

Etap;i °' =3. 5 OC=·'. 5 IX=l. 5 

1 0,023520 ),0l051') 0.212535 

2 o. )ól558 Q,l}321J4 i),2Ó)779 

3 ),15245) J,H-:1153 '), 321535 

4 •J,293775 0.2391'11 ·J.3óól32 

5 J.45 .714 l),JJ 2 ~,.; :1.to299.; 

o 0,571.,71 •),Lj l22J ).0~435 

7 ),7ó5454 0.555 ·'.; 7 },~5'J~4'r• 

~ 0.393223 O.ci3J.93' ),495}3J 

9 0.956521 ) .. \'JJo32 'J,5U.:4'.J 

10 0.9'l34ó2 o.i'.70ól oJ,ó0lj9o 

11 J.99Hnl '),943¿¿5 0.o729óO 

12 0,'J9'3JJ J.9'.jll\9 .), 75529? 
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T~bl~ 2. Perfil de cooposiciones de es~~do est~cio~irio 

~1r:i H=25. 

::!t::t;n :<=3. 5 O(=<. 5 

1 0.033350 o.091ó10 

2 J,132H3 0,160296 

3 ·'.). 305'.J30 0.23029'.l 

).409l23 .J.3069ó' 

5 o.n~·J63 •J,3¡,¿791 

6 •J.505ld '.l.Ol'?J 

7 J.519369 ·J.~25097 

3 0.5257ó7 •J.HJ'33 

9 0.523192 º·~''i773 

10 0.529179 J.t53Hl 

11 o. 5295dJ ·:>.~suo3o 

12 o. 5297~2 (),~ 575¿) 

13 0.5293·)~ ),l 5:l312 

H o. 52933~ ·J.~5.37-47 

15 0.5ó2920 0.473963 

16 ·J.71'599 <),i 95913 

17 0.%1H5 ) • 5265óó 

13 0.933339 '.l.56706 

19 J. 9ci9312 J.ól-l9'3 

20 J. 9l5J71 ).ó79•)•)1 

21 0.992331 '.l.H3239 

22 •), 99ó5 35 J4 8)óJ3 / 

23 0.9:··33~7 J .8ól997 

2~ o. 9992~ 7 0.903)29 

25 0.999553 J.90442 

2ó o. 939'l5• J,9o93J7 

27 ), 999~5:¡ 1.937J92 



<!e .. :uller, oe d::n en l• tc•.bl-l },l,o~ V<loreo :jj y U11 ~/U/ je 

i·-1. ecac.ic16n 3. 3t!, ).·-rt ;!:::l '), se d~n en 1-·~e t .tbl~i.3 4 y 5, re e­

-;lecti •td .. Jente # 

T>bl" 3, V«lores p1·opio,. je 1, ::i 1triz ;ur .... 'l=l). 

3,5 <:,5 1.5 

l -J.)12519:3 -). Jl52'.lU -:).0255-3J4 

2 -J. J792772 -).Oó543 73 -J.J433199 

-'.J. ¿515256 -1.1754533 -0, 21, r>'il 7 o 
4 -IJ.479;))4¿ -ú.·l~?dl72 -'J.59J'1l'J7 

5 -0.933299ó -1. 152 lci19 -1.25-)·lo)) 

o -l.ó.351055 -l. 'l7393 l7 -~.)133715 

7 -2. 312)¿ i4 -~.od419t5 -¿. 94 ;;9L>·1~ 

:3 -2. '.'l9JJ429 -3.~·)~3~1,G -3. 9'.195 >4ó 

9 -3. 3915415 _,., 1716~. 73 -4. 7719702 

10 -4. 117¿352 -5' 172,:¿33 -5.50464<)6 

11 -ú. 7¿5 ;_~5·¡ -7 .165J551 -..í.571JJ99 

12 -10. 197ód-J -9,4¿5¿ó5'f -7. 391710':1 

T:<bl'l 4, Valoree '" de l" ec. 3,34, o :.r~i. ·•=10. 
J 

sj 1(=3.5 C(~2.5 O:=l. 5 S. '1:=3. 'i 
.1 

l -),0~735 -l.76:i¿4 -l·J.5 iJ6 7 -·J. J()J23 

2 0.00946 a.3Jl~7 ¿,4Ji51 8 6~11-5 

3 O.IJD54~ .),09933 1.325'.)3 9 ·). )J)4J 

4 -J.~0199 -J,03123 -1.22.;23 lJ -lxl1-" 

5 -0.1005¿¡ -),OJ4'.)1-).J794o11 -sxrn- 9 

ó J,<):JJ5ci .J,JJ75·3 ·J.147JJ 12 5xl1-9 

a=2.5 O:=l. 5 

:}, )})l.J _,J,:JJIJ53 

-l.JJJd9 -J. ll243 

-·). Tl05•J •J, J lóJl 

-.3xl ;-5 -J.:>J117 

-3xlo-7 -o.JJJdl 

7"1·)-9 -5:<1J-ó 



T 

<)) 

lO 

¿) 

3) 

4) 

5.J 

::¡) 

7J 

ªº 
~o 

l'):) 

12Cl 

140 

16'.l 

180 

<:Q!) 

j.5 

) .•)')) J) )() 

J. J n4,;97 

'.). 011059 

).Jló3714 

) .J¿,)i951 

I) • .i¿4 9~): 

J.1);175d5 

'.).)j45-l75 

J.037,)165 

:).041<4'.l) 

J.044474ó 

J.04·19535 

l.05J4 797 

l •. 15b~79 

1. J5¿~¿9~ 

·]. J53313J 

1.053c}7jÓ 

1. )5d:.1)) 

l.0?5.i43 l 

·). JjJ•J))8 

> •. )¿45')~9 

J. H2 l4)!, 

J.14~9'.>3~ 

"). :~1¿ó')43 

1.,7157·;3 

·1.3,;7 >175 

J .4 Jo¿3o9 

.J.44 )·J~')¿ 

l. 4¿33) J4 

l. 51GJ :d 

). ?5 bó7ci 

0.57o2Q4¿ 

) • 595 J5l') 

J. ::¡')~9532 

'J.ó19¿193 

'.). 6267913 

i. o3<377 1 

a .. j3o4998 

). J3 J54ll 

1.5 

J. JJ lO) l'.) 

O.'J';!Jl745 

·J.42735 H 

), 557 J'.)19 

l.o.j2954'J 

·J.74';'¿j37 

'). ·il~ 2 i5'.1 

J,-iú/3J59 

J.:J9¿¿'.)5 

:l.]421175 

) .:¡:; lJ3J7 

l. Jlóll94 

l.1331323 

l.J434173 

l. "l4';iol93 

1. 153j5 ,7 

l. _¡;,55973 

1.)5ó945'7 

l. 1577552 

l. J5~¿41-l 

1.15'.l9a91 
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'.Je m.=i.nerl s1:"!1l·-tr, D'!.r .• •.;l ·~i.so _ .. :v~0;: ~ele :?e per~urb.t el . 
reflujo, loe e1e:ne!·.tDs t:~ q:;..sa.·~n C·.:~.o si,:'.le: 

y 

;;uetituyen•!o en li ecutci6n 3.33, l'- ex::iresión otr"u,1+2 ee 

eLn~lific t ·1: 
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Lo~ v •loreo ~ '!u .. j(Q-9) de l·• ecu·<ción 3,35, cune•pon-
.1 .1+ s 

di.e:1tes '.l 11 ,,erturb.<ci~n del reflujo, se .::;n en l "' tJ.bl:ie 

o J 7. 

T ii.>la. ·S. ·¡ •loree sj de le ecuac i6n 3,35, p'..1.l'l 7·i=l0. 

s j 3,5 2,5 l. 5 

1 -.),145¿á94 _¿ ,1,33.;2.)5 -11. 771950 

~ ), J5247ól o ,441ó393 5 .114~·46J 

- l.'132:3394 0.·1~34771 i,193.; H3 

4 '.). )21)3~ )¿ -J. J5 39345 o,.JJ46ó1~ 

5 -J,:JJ5'i3i.lú ·) •. )¿91941, 0,0257•\44 

6 •), JJ19¿ 74 -'.l.01555<;1 -0.')J.~o4ci3 

7 -J. )')')9<59 J.')16~357 o.n9.n34 

d '),Q•JCl5747 -J. '.l')-\ol 79 -J ,iJl¿")')ci3 

9 '),JJJ370J Üo')013l25 J,JJ07619 

10 7.9:ü0 -6 -O ,.JJIJ3556 -1,'l•l<5o?4 

11 -J¡lXl') -8 9.4xlO 
-o 0,'.).1)3175 

12 8.?xtrJ-9 -:<,lxlo-7 -l.3r.D- 5 



T:i.bl'.l 7. Vllores ele U:i+/<2-R
5

J tle l l ecu1ci~n 3,35, n:n 

:~=10. 

T 

00 

10 

20 

30 

40 

50 

6') 

7'l 

80 

91 

100 

120 

140 

161 

180 

20'} 

22'.) 

24) 

2Ó') 

2ilJ 

3JG 

3,5 

0.0000001 

0.0016ó73 

o.·,J049UB 

-J.Ol•JS094 

0.0174017 

1),.)242398 

•). 030.;593 

o. 03b49·13 

0.041'/295 

J.O•i<j}3J9 

0.05·J5011 

J.0573612 

o. oó27,1'12 

0,0ó637n 

·) .'J701139 

.J.072ó37ó 

J.•1740024 

0.'J761319 

•).')77~~.26 

J,,J7(¡¿49; 

r) ,07~9712 

o. 'J .115074 

2.5 

') .OJ'.lJ•J.JO 

o .0445496 

o.123aJn 

o. 21257~d 

r), 29 l3'344 

).3763269 

o.44oó3J9 

0.5<J7343~ 

0,5ól074:) 

J,0071356 

o.ó4ó-17óó 

), 7l'J5524 

:J.757034') 

1). 792)994 

) • >ll8157'> 

J. 1369915 

•). 15·J96¿0 

J. ·lÓ127J) 

J.·l744il5 

'), !7'\ódl 

1.5 

),'.l)JOJOJ 

1. J9oi.l5'l5 

:J,a?5012 

r), .i4 ·i26~3 

J.4 5'14<23 

) • '5'.l9959 

O.u~932o4 

•J.ó93717ó 

rJ,7401701 

'.l. 7il l33ló 

'). 322')153 

), 3~9924) 

'),13996708 

o. 9179350 

J,929Jón 

•l.935 i1j7 

J,9393954 

·.). 942354¿ 

),J<\3:i339 

1. ~44 U35 

.J.945257 J 
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Pir.l determin LI' l!Jfj rt!1.:':.JB d~ 11.li~ez del e1ste~!l-1 li·:.~;1.riz:l­

C.o, se tr\b'l.ié CQ·; 1("13 si! ... uient'!o V:'.:i.Oles rl~ oerturb.ci:S:1 1 -

t~~to ~n l~ co~centr\ci6· ~e l~i.~~~t .~t6n co~o ~:1 ~l reflujo: 

126 

U~=~-.P ),·10111, '.J,'.JJJl, ·'.J, J)l, J, 'J5, 1.01, J,.J5, D.l, 'l.5 

Utiliz·1ndo loe . .:i:1t1Ja C.e eot:.i.do est.L.::1ona.ri.o, se resol··ieron 

los aiote~•s no line1l (3.1)-(J,5) y line•l (J,ll)-(J,15) por 

el método ee Hu_·,r:e-Kutt.J.-Gill, -,.1 mencion'.ido ~nterior·:ic:1te. 

Los pr0Gr..lm1s e:-1 len ~U'::ije .. ~01tr.r~!l se d..1.n a continu .c1i)n: 

e DE'.>TIJ,,\CIC''I ~r:a.tr'. 'P..TO L \ . .-:no:·J !JE U.'L\ P:i.CUiL~.\CIO:J 

e E'r JA ~íl~f-'OSI:.!I(l~.; ~l6 ~1r..s T\·'JIO'l (,/0 ~-f ~r, :G.~LUJO 

e 
DI'·'D~IO:I U31(50) ,USK1(5'l) ,US!:l<(5·J) ,usK¿J(5'.Ji '<Kl(5'.J)' 

l\K2(51),lt:3(51),~K~(5J),{Sl(50) 

iE ,iJ/D :LT\, \L?\ ,U!,LK 

,E<L J,K 

iJ\T\ r', VK, PK,QK,H, .C.d', .<:Sl/ó, l. 7: ,15., 15. 1 lJ, .45, 

l.!12}.520,. Oó~ 55°3, .15215J,. 29 J77~, ,45 3714,, 571071,. 7ó'il ?•, 
l. 393¿¿3, .95o5~1, .9l3fo<, .9941>1, ,99533.i,J~,<,),c)/ 

lf :-: ) • ) 

:-JO 15 LL=l ,;: +2 



15 U3l(!.L)=O.J 

DO 700 T=l, 11 

a}) TI='!'I+')~L'r ·, 

C J\L~ULO lE !Clrt 

e 

J.111 rt;<;'lE( IL >1, ''!::LT\, U: ,V: ,>;:K, ·11-'.l( 1), •:Sl, USl) 

USKl ( 1) =UJl(l) + ;Kl(l)/ 2. 

D(1 30 11=2. ~-l 

30 USKl(Ll)=U~l(11)+,Kl(11)/•. 
C\LL :.11~:( ~.L} ., ... J.~:,-r:\,tJl,,(l,li(,Li\,:1, \:(l(.:?) ,.·:31,USl) 

USKl ( t) =!131( !) + •Kl ( J)/ ¿, 

DO ,,) 12=1+1, :1+1 

1) \11 ~::1 i!I( 11 .'\. :i-:1·~1. 'l!C, LK, 1Kl(Ll) ,11. ,{Sl. u:n) 

~O USK1(12)=lJSl(L2)+ .Kl(12)/2, 

C.\LL ':():::>( '.Lf-,,"HI.T\, l'K,LK, '.1,PK,·\Kl(1i+2) ,Á31,USl) 

USKl(:I+<!) :UJl (el+.!) +.KJ..(,1+2)/ ¿. 

,~;r" =. 2·J7l J5 '? 112 

G \lt\=. 292893<1B 

~:,t¡, •IE'!E( 1Lh,n;;;:.T.c,'fK,I.K,\,;i(,M.JC2(1) ,:rn1,U.31\l) 

U3Y.l2 ( 1) ='J.'ll ( 1) + •.;;;'r \-l4- •ll.l( l) +:r -_¡,:-..•hK2 ( l) 

DO 5) 13=•, i'-1 

IJ.\LL •\GOT ( \1!·\,1nr.-2 \. VK,LK. 'ü\:2 (13) ,13. :rn1. USKl) 

5'1 U~Kl2 (L3) ~usl(L3) +~ET'* \Kl(L3) +1.\!fr•HK2(L3) 
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e 

J\11 \~ !. :( ,L!\,. ?:LT\, U!',.(~, P: ,u:,!,. ·:2U), .(Sl, USKl} 

USK12 ( !') =:J~l ( :!) +~·Er·\"lo "Jel (!) + < d•: \~ ·~'i'.2 ( !) 

JO 6J Li:t+l,S+l 

J.\LL ·;·ur ( '·L !:, ''J.>LT.\ ''/ ,C 'LK' .\.K¿ ( Ll) 'Ll '.(Sl 'USr.l) 

óJ US!.l¿ (L') =USl(L~) +~ilT ,4;,Kl(Ll) +GA/.'.:.~·,K2(Li) 

J·\LL ·:ti:1'.l( 1.1!;, >ELT«, 'IK, LK, 'l, l'K,AK2( :1+2), 1:fll, USKl) 

USK12('1+2) =US1(!1+2) +•.3T\HK1(~+2) +'} <,,¡ dhK2(:l+2) 

ET 1 =-.7J711~7812 

'.l'E'J=l. 7l71J67il0 

a 111 .'!E:fü( \1H,!J~LTA' n:, LK' \,K' '<l'.3 (1) '.(Sl '\1SK12) 

USK23 (l)=Un( l) .,:·rl.*\K<: ( 1) +TEJHK3 (1) 

D0 70 15=2, i'-1 

CA11 ~Gar(-\1,>.\' •%T \ 'VK,1K' ,\K3 (L5) ,15' .<n 'U!:HG.2) 

7J U3K¿3(15) =USl(L5)+;.;·¡''l*'.K2(15) +~K3 (15)~SJ 

'J\11 l.1IM( ..Lii'.'.,DELT.',,UJ,;c.>;r.c,Li<,!,.l..K3(l) ,.rnl,USK12) 

USK23 ( ?) =USl( !) +ET Ulo\K2( ?) +TE'.:-1.'JC3 (t) 

DO 8J L6=J+l, il+l 

~\Y,1 s.·l1U( \1!A,'.li::f,T.\,V.C,LK, ;;:J(Ló) ,1G, . ..:31,USi'1¿) 

81 USX:23(L6) =USl (Lb) +ZTW 'K2(1ó) +TEJ-tbI:3 (1ó) 

c.~.LL -::0:·1J( '•L ~.\ t 1F.!.T ~, '11:., LK, .i, PK, \K3 {~!+2) t ISl J USK12) 

USK2J (:l+¿) =U31 (:l +2) +:lT '.l•".K2(:1+2) +:'EC.,,,.'.K] (N +2) 

·~;..11 11EH;~( \L H, CJELT\, VK,1K, ~K, AK~ (1), 131, USK<3) 

USl( 1) =ü~l(l) +( \Kl(l) + J<~ ( 1) )/ó .+,:;~;¡ .,¡U:2( 1)/3. +'!: EC-rt 

HK3(1)/3. 
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DO 90 17=2 1 ?-l 

:\LL ·,<;CT( \L.'A, '.l:~LT',, VK ,LK 1.'.Kl (17) ,17 1 .C>l 1USK23) 

U31 (17) =USl (17)+(:.n(L 7) + ;f.<(L'/j )/ó. +s ,¡; .~ .;:2(17)/3, 

l+T'l]11;,;:3 (L 7 )/3, 

9'.l Jo:;n ·'UE 

T\LL .\LIM( ~L'!l.,D8LT.~,o~,.{!,'IK,LK,!,-'l~(t) ,1:s1,USK¿j) 

USl( l') =USl ( ?) +( \h."l(?) + ·,y;4(l) )/ :i. +J '.l'.\ .. ,K2 ( .')/:. + 

1T".']'1\K3(?)/.?, 

:J '~¡,1 H~:{JI( .L ~'\ 1 :r-::LT \' 'IK, LK,.'1.l.i. (L :) t 13' .{Sl 'tJSK.?:) 

U31 (L ~) =U3:C( Lo)+ ( \Kl(L~) + ·.K1(L3) )/ó. +G:.n'.'* .K2(L8 )/3. + 

1T3•].t,;K3 (Lll )/3. 

95 •Jo :n:ruE 

·~.\LL ;c:::J( -"..L?\ ,J:SL'.i'.\, 'IK, LK, N, Pl 1 ·\t:l. ( '.í-t-2) , :·.Sl, USK23) 

129 

Uol(:r +2) =USl ( :1.2) + ( ,¡[!. (:;.2) + Y.l (:1+¿) )/». +l}M\ .... \K2(:1+2)/J. 

l+T:-:c..f \r:3 (•1+2)/j. 

US.'=ll!>l(l;+¿) 

I!(TI.1T.T) GO ro ~)0 

DO 19 L:>'.=l,N+2 

STOP 

:)~.!?. il~l.i.' t·:.s dE:-!S(,\l,?'. 'n:.1/.r ·, '~rr..,L~(, ~~: 1 ;.:~' LS, lJS) 

C¡F .'iSirHC ,:s(5J) ,US(5J) 

;K=J->LT ·/ccK<1( (LK+l. )'\(U~( 2) +(S( 2) )-(LK-'/K+l. +VK<l-\1~'-/ 

1(1. +('.U·\-1.) "'(US(l) +1..:.;(1))) )it(US(l) +.'5(1))) 

:GTu¡¡;¡ 



nw~~lSIO'I .{S(5)),US(5J) 

\K=(Y!:~ \1 ! , ... ( (l'3(Ll- l) +:::i(Ll-1) )/(l. +(;,1 ! ·.-1. )+(U:i(Ll-1) 

l+IS(Ll-l)))-(US(Ll)+!S(Ll))/(l.+(~L!~-l.)~(U3(Ll)+ 

lx:S(Ll))) +(17.+l.) +( ( l'S(Ll+l) + w(i.l+l) )-( \:3 (::.1) + (S(:.l)))) 

·-;n 

:n;,J~'l:EG.i .{S(5J) ,US(5·)) 

.'.K=D:::1 I' · ->1( {K<I J.,>A-<\( ( US (i'-1) +,(S ( ?-1) )/ (l.+ ( .J .. i .-1.) 

1*(1:JS ( !-1) +XS(!-:'.)) )-(US( !) +i3( !) )/( 1. +( 11? ,_l. )+(U3( !) 

l+;G( !) ) ) ) +LK.¡;('J'.J{?+l) +JCS( !+l) )-(;.E+l. )-"('JJ( !) +1.J(!) 

l+XSP)) +(U i!+I.!)) 

l+(é:.>(12-1) -t- ;J(i. '-'-) 1 )-(t:S (12) + \:l(J,2)) i(l. +( ,L?-,-1.) 

1-i!( '.i.i(!,2) +.':.S(12) ·,)) +'.,;:.¡¡( ( IJS(L2+1) +I'.;(L2 +l) )-

l(:.íS(L2)<C:J(L·:-~);,) 

1 1 · 
-" 



1::- E :-:re:: .CS(50) ,•;s(~1l 

·,;c:'J;:;J,T '*'11</PK-11( -'.L·" •(US(:l+l) + •:S (:~+l) )/(1. ~ ( '.L?\-1.) 

l+(U3 (:l+l) + <S('l+l)) )-(Us(:I+¿) +.<:S(:l+ 2))) 

'.-BTU:-LI 

~ n~J'j_1 Ilr\·J(O'{ -.r~\~u·\ •.;,\ro t:~ ,JCIOH DB U.H ?E:au.1•\::10~; 

E:t J/-. !j('~!!JC"S!·] IO'i D~ .\L!_.3•;11 1. :no:~ C/O L~i ·.;L ,{St~TJJC 

IJ {~.,.STE~>. LI'<:n.~IZA.no) 
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'H :3:··no:< IJ:il( 5·J) 1 USKl ( 5 l), l'SK12( 5'.l), U~i'.<3 ( 5 J), \Kl( 5·)) 1 

1iK"2(51), '.7.3(5J), ~7.4 ( 5J) 1 1.51(5 J) 

I''H2:'J.::.t .! 

!L'J:'.. ~, { 1~ 1 ~!~, 1',~ t ;.!;(t ;, .(t,.{51/5 ,l. 75, 1.3125, 15. ,l~. 110, 

l.45,.0¿3520,.l64558,.1524~1,.293775,.453714,.57lb7l, 

l. 7ó5A 54, _._,932¿3 1 , 950521 1 • 9.>34ci2 1 , 99H'll,, 9983)0, 33·0.0/ 

T'iU~:T~j, :l, \L'J\, D::LT\, U?,.(!, VK,LK, 'JK, ?K, l?, JLK 

T=l. '.l 

TI ='l. ·.J 

15 UJl ( LL) ='l,) 

DO ?'JO ·r =2, D, 2 

8J-1 TI=TI+1 ·:LT·\ 



a 

e 

·J-..1°1 >ti'~'"í~( ·.L?·.,'.·J . ..:l,1'··,l:.,LiC,')L!\, .~ 1 .• Ll(l), ~31,USl) 

U~l:l(l) ='J31 (1) + ·.t:l( l) i ¿. 

vo 3J 11=¿,l-l 

3) usn (11) ='loH U.l) + c;:l(ll). e. 

USKl ( !!') =0Jl( !) +.tf'.l ( !)/ ¿. 

DO •0 12=!+1,J+l 

.(') TJ.líCl(L2)=TJ:;l(L2)+ .Kl(I,2)/•. 
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·]\.LIJ :~o·FJ( '·Lt...l.,)b~!..T:-.,v . ...:,1:·:,DLt:,.i, ?,{, t.ll( :+¿) ,.c.n,~TSl) 

11'3!:1 ('.1+2) =U3l( :1+2) + dG ( :; +2)/2. 

·~¿r t=. c.'J7l·Jo?·jl~ 
}\j,} :;.;2j2~93¿1?)) 

·J:,Lf, iill:G ( \.LJ?.;, D:~LT ~, 1:~, LP:, !J:.i(, .. ú(, .:.K¿ ( 1) , .(31, U.'iKl) 

U::il.12(l)='j31(1)+• ::1 ... \Kl(l)T'J",J,; .->' ,f:2(1) 

DO 5) 13=2, r-1 

']\JiJJ \G' ... '(\lit~.D~~ .... r: .. ,vv ,iJ:, ··L·" 1 .K2(13) ,LJ,:(31,U: :1) 

5::> !Jclcl2 (13) =USl( !,j) + ··;1 ·.~'.Kl (LJ) +•;.,;.'. ·* '.K2( ~3) 

·~ U.i'L 'LI:.í( 11 ?";, ,7l:.:0T ~ ,T.J~~, ::~, 'rr., :,·( ,lL~: 1 ~1 , -\?.:2( J) , . ...::a. u::.;::1) 

iJSv.12(,')=U~l( _l)+~·:j',~~-K!.( ') .• ;._;.;-.+•.K2( ') 



e ~ <.L ~u:.o 'l:: K2 ,, 

~=-.1JiJ :t:rm( <lJ!', ,,~;i, ~ ., vt:,1íC, ·1Li:, ·,,.r:, .1.i\2.(1), _i:s1 ,us~.-:-1 d 
USK23(l)=U~l(l)+ .'i' .. K2(l)+T'~ .i{j(l) 

DO 70 i.5=2, J-l 

7J UJK23(l~;=U~l(L5)«;¡:,. :l:~(L5)+TEG d{3(L5) 

USK<:)(!)=U5l(!)+·:i:A :f.2(!}+T::·; ,f.)(?) 

DO ~O L6=!+l, :; +l 

::~;,1 E'N dI( ·.L ~'.. n ~Ln, 'ft:, ¡,;: ,:i1r.' .• . .-::i (Ló) 'LQ' .(.51' lJSK12) 

80 USK '3(15) =USl(Lti)+'l'L '.K2(Ló) +'i'SJ .Xj(Ló) 
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c.1,.11 ·:0:111( ~tr~, P31T\, 1 r:., ~tr., THJj·:, ·1, rK, "J·:3(:: .-2}, (Sl ,usx12} 

U3X2](~+~)~'Hl(1+2)+i~A .K2(J+2)+TS~ \K3(~+2) 

') \1':U1C 'J'-; KL .t '( U . u,;·¡; 

U3l(l) =USl( 1) +( •r:l(l) +·i.K~ ( l) )/o.+~ \.!i ,;{. ( l )/ ~ .. + 

l'fiG ·•K3(1)/5. 

DO c,J L?=¿, !-l 

].'~LL : .. ·t(•'r( ·~1! ... ''J.::ri·r \ 'Vh,LK, 'JLtZ, -.KJ, (L 7) ,L7' .. :~1, 1J3!~~3) 

USl (i, 7) =1l3l(i, 7) +( .Kl(L 7) +.,;.::r, ( L 7) )/6. +~ ,·.:, ,¡(¿ (í,?)/3 .+ 

l \KJ(!,7) r,;:J/j, 

9J '"!':'"' I '.\!'·'. 

-.:~.iL· \l.1 !( d.!.:...,J ·~/.:.'·,,'_1.", ~~'tf'.,L.(, i~r:,.~,ü{l(~?),.ca,H:"JK¿3) 



USl (!) ='151(:>) •( ,::i(!)h!':• ( !') )/v,+r¡,\f.¡. .~K2(,')/3. + 

lé'C:~ ;¡:j(.>)n. 

DO ':15 Lo=.'-·l,'l+l 

U3l(L3)=\;Sl(L3)+( ci.l(L3)+•.K4(L3));·o.+•;;;,¡. ·K2(L~:/3.+ 

l'l:>C ·K3(L3)/::. 

95 C0.1il u:; 

USl(:i+2) =USl(i: +.2) +( \Kl (ii+¿) + .!:l (:;+2) )¡ ó, + 

l'H!i'. \K2(N+d/3.+?,::; •l\3(:i+¿)/j, 

US~=USl(:>+¿) 

I-'(TI.Lí:·.T) ,,, ·ro Ó)) 

C DO 19 LX=l,~ 1 +-~ 

19 F,tr:IT / ,T, ('il(!. ·'.) ,ll:il(L{) 

p,a1n /,T,tJJ." 

7'}) -;e ·1 rr:;u,; 

DI'-'.',~ISim1 .c:;(5J) ,'fS(5J) 

,,K='.;3LTA (VK -.11, US(!-1)/(1.+( \Lh-1.) i.J(!-1)) 2 

1-US(;')/(l.+(1¡.~,-l,) .\SU)) 2+1K US(.'+1)-(LK+l.) 

l u:;(.')+U,'+(~;;U+l)-.rn(F)) DLK) 
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SU~rl0UlJ!l::; ;f~::~~( ·L.~.,J.~l;r·.,·!!:,:..¡~,1:.r, .::, .!-:. (:;,rts) 

:-JV'.::.1;:.;rr::; Ll(5J) ,: .. :..i(51/ 

cK=!EL·f .. /::Kt{ (l,f'.+l. )•·Uc(") -(LK-VK+l. >'fi.·/p:.JV'(l, + 

l(<L ~A-1. ),11.(5(1) )'< "'"" )*'jS(l) + \ .C( ¿ )-.($(1)) ~JL;{) 

!1H':ll'.>IO'.l ;(S(5·J) ,U~(5·)) 
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'.K=!J'lLT.\'~( (LK+l. ).f<!JS(Ll+l )-(Ll+l. +'vi.JI cL.' >/ ( ~, +(.<Lt.:.-1.) 

U-.(S(Ll) ),..# )ifcS(Ll) +'/K~ .V ,.,;'JS (i.1-1 )/(1, +( \L?,-1.) 

1-H:,;(Ll-l) )1-..-2+( .:~(Ll+l)-.(!:i(Ll) ).;<.J;.f.) 

su~;wu~·r'r· :·:::.~r{ ._L~·, , .. i :L:.'.~,vr:,LK,~)L.:, lt:,1¡2,.-.:::;,'Js) 

11·::~':;:no~¡ ;:3{:1)},Ll3(?)) 

'K~DE!.T "''( V;:.:·>1..? •RJ3( U-1 )/(l.+( ;;,,,',-1.) it c.; (Ld-1) )/t'k¿ 

1-IJS( L2 )/ (l.+ ( e:..·! -l. )-l(.\.3 ( L¿) )h~+Li:*('J~(:..¿+l)-\;:J(L¿)) 

l+(_(~(J.2+1)- {J( ¡,¿)) ~.)_,¡;:) 

,r-;:·r¡.¡-¡ 

~:n 

·~·:!: :.:;~: .:; P-"~i .·:5 ( ~· ) ) , '};; ( 5.)) 

. : o;J%'j',\-ñFJ(¡ y,.:1\{,U,! .+.IJ'.l( i; l)/( l. +(.ci..':.-i.) 

l<':.'..l (:: >l) )o;,.,;2-;;:; (': ,¿)) 

¡¡-;;¡¡ , .• 

... -.;·¡ 



T 

¿,) 

4J 

),;·J·)24 '),'.)),i47 

J,01637 0.~1555 

!f(NL 

U -'J-4 1- ... 

J. D931 

i.::TL 1011 

UJ=), )11 U_,=·J.<H 

J.lJ702 ),JJ~49 

•). Jl 7?u ·J .. n54·) 

:.r.;r, 

u .. =). l 

),') J '4 7 

'J. ')J'i 54 

óv J"J2495 º"J25l'_• l.l3)JJ 'l.·J2~'!.;1 ·J.n15:3 •J.11141, 

8·J J. l3175 •J,'J3Uo J.J3754 o. JJ¿'/; ·l. J¿5'.ia J,uJ l'! J 

l)J ),J37Ji J.03717 0.0429~ l.03713 J.J221¿ ),)Ji7~ 

l¿) 1,JC~47 J.14~52 ).15JCj ').JM42 },)J116 ~.))) G 

18J J.()4395 ),)4)91 ),'l5fi11 lo'l47J3 1.J32)5 J,,)d4 

220 ,,·J5léo i.1s16~ 1.i5'.:3 J.'J49~4 1.i3259 1.1J<:J,1 

201 J,15331 J .. i5332 J,05n9 .1.·1511J J.J3¿J<J i.JJJa4 

J')) ),•15431 •), l5431 l.)5953 ).J5175 },)J295 J, !') ·J4 

T'1bl<!. 9, SoluciSn obt~ni'l L con loe dtrerentes :nétodoo :'?.r\ 

'Jh/(Q-t
0
l - P:.=2.5 ¡- :;.~11. 

T ;,w ;.~fL 

,).<Jl ·J.1 

2J 0.10491 J,JJ913 l.01135 J.0J955 ),),J¡5 J.JJ533 

4) J.01740 0.01931 ),J¿33~ 'l.J2'l¿3 ),Jl775 0. )JJ57 

6J O .03%5 1. :J276J 'l. JJ¿O J. J2'359 1 .023o3 J. l J:JJl 

8J 'l,'l41'i2 <l.13Hl 'J, J3952 ),03491 J,J¿'i3v l.Jl9'5¿ 

lll ), l5J5J 'J.J:i919 j, l44'19 J,,)j~ó4 J,,J2~·¡4 ),J)'.'5::; 

14'} ),)J¿'/) '), J4j<2 l,)521J ).145 \5 ), l3~21 ·1,))~61 

1>30 l.'l'lll 'l,')5J49 ),J5od 1.04933 ),•J~,:41 ),Jl9o« 

:'2) J.014~·) ),'J5J)l J,'J5 :69 ),')5131 J..J:(i91 :),))9~2 

.26:) ).)7732 ), )5d•o4 J.Jó)Jg J.J52~ l J,:))413 J,'J)96<; 

}'JJ J.l7'·;:1 l.J555:J J,IJ619l 0.053l.i J.l342.i :J.'ll9:i¿ 
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1' ;.:·¡ ;,J, :,:{L :,é·11 :':.{L ;: ;1 

u ~~1. ¡)'}Jl J. ·¡c)l ), Jl J,1 

20 .) • ) 'J;¿o4 o.) 7 . .'.i4 ·), )7<b J.).,, )7') ·), J7 ;¿4 ).•J5 l ,3 

40 ) • 2l¿Q') J,2.1969 ),ÜJ')l J,¿l_l9~ ).2)Jj¿ ).li5/ó 

o'J ) • 3¿¿;¡¿ ·J.31~9~ ·J.3a J.J 1.JL4::'.2 ),¿9~30 J.l4i¿} 

q¡ ).l;)ó¿3 ).4)·17j ) ,.¡ >:54< J.4J73u .J. 3J l3'J o.1?15: 

i)) L .. ~s::JJ ).4:i 'U ). i J ·,5 
'· 46 

q_: .l •• ·~ l'.Jil J.1. ~,57,J 

14.) 1. :15 ~Jo l. 55 Jlo '). 54 7'!7 ) • 5.; 51 :l ) ,!. 5·~ >~ ).15 q ) 

131 ) • 59~))5 J.59•l72 ). 50 )")4 ).5'559 J.•+ :.:;;5¿ ). :;..5 )J:i 

2~) ).ul921 J,6"..;J'J.\ ).·01¿39 J.:J):)j:j J.<:9.D2 ).l~1_<l~ 

¿:j) '). ::i223 7 J.oj"23 '· J.d!;..?5 ),ul1)7 .l. 5.)JJl ).15'.}J.·] 

3J·) ).63954 J.,394-i 1). oJJ55 ) • .)¿397 ). 5 )~75 ). J.5~~) 

T ¡,¡¡ KL ;¡;rL :.~nj ;:.;.u :.~¡¡, 

t-~~=) .. )').)l J. )')~ J. 11 J • .L 

20 r¡ .123'):) J. llj ~ ::! ).1),, ··:) J.:!. );jJ l, l ll ;5 J •. 17:~.,2 

•f') ),¿9J33 ).i324'L ) • . : 3¿ . .)9 ). ;¿3 55 ·! J • _ _¿_ Jo:;l J.12JH 

6) ) .L:4ció3 1.3353·5 ) • 33·_)2? '). 33 ·!.l 'í ) • 30~~·) J.14'l33 

81 'J. r,.,117 ) •. :1:,:;2 ) • 4-..i 9) J. U 5 J2 l.]>'195 J.15óJ2 

ll') J.::>46 n ).L -,133 ) ''7"'t )g J.1t '199 J.111'.'5 i.16·1:) 

l·;'.l '). ';'~·''ó3 '). ~ ~s1.1 J. )i_, ·,-; : • ,_-.. ';le:,!, '.) • ''. r. ~ :j 1. l J.-::) 

l?l) } • :~l -~ 15 ), r¡ - J _ 1 .~dl '" j. :·: 7 ~.21 ) , 1t -11j.~ J. l•J;;,'. )) 

2.'.) '), j!j')'.:Jv 1. j )) JI J.!JJ¿.O ) • ?':-io i J.1,~¿,,5 ) .16.:: 3<J 

¿ó) ·),,Jó :, )7 ). -J¿111i "ó13•J1\ J. óJ794 J.49751 ,) •. lv<91 

- J 1 ), .:1 ;02 J,0;:77¿ '. Jl ng ). J 1335 ) • 5 1) 15 J.1<>¿92 
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T ";.'.{ :;:-1.J ~~iL !LiL ~::CL ;.~:;1 

u.'~).)) 11 '.),')Jl ).Jl ),1 

¿) ,) • .::Ú i05 ) • .::.v 1:..>0 ·l,}d44 J.277'.L ). 2'/)Ó :; ) • 25 Jj~ 

o 1. 557ó9 ) • 5:"i69 '•u:'.. ,j )) J. 5 !l<:4 J. :·~17 ):. ) • 5 J25'l 

¿)·) J. 747¿:; ), '4 '/ ¿_?, ), ;¡~321 J, lóJ·~ 7 J. ·1·42·~1 J. 65'~5 1t 

~) J • .,5·;31 ), .\.) 1-2.) J • .;:~s-5 l. •-JJg:; ) .. ,5~: '; ) • 7 5 .1 J5 

lil J.94211 .J.94¿11 l. Jo23 7 '), 9552) ), ~312) ) • ·JJ4.J J 

L4) l. Jlóll ' 11612 l.1411 i l.)t.517 l. "J)l:.ii ), 3S5~ -

ia i l. 14341 l. JL}41 l.l:i~il l. J54 o2 l.J< ;27 ), l7 ¿4j 

2.:U l. J5335 l. 15335 1.17'.!99 l. lo442 l. 'l3v40 ), j':' }25 

2ó) l. J5ó94 ~· l55•j4 i.1530" l. i.J'/"~.:) l. 139~5 ), ~ ') j 2 ... 

311 l .'15; ~.tt l. 15 ,¿4 l.b4<J-. l. JÓ:,i ):; i.J~ )~¿ ) . ',j) " 
Tabi. ·1 13. 5-:>luciéri obte;i.ida. con 1-,,. e iict·entee 1;tCt,(1COe, i.r: 

u.,,/O-l
0
l '< ll:.=l. 5 1 •l=l l. 

T :,r¡ .·lr :~-iL .. ~iL ;1:'\L ~:;¡L 

R - R, = J • )) n •), l)l .), Jl l.l 

2J J. 2.~550 ) • ¿.J;;i ·l ) . :.ol.33 ].~14.,¿ J. ¿fJ<i5•\ J. lj..llj 

41 ;,45·;4.< J.~i'/5 J, 11-j'.;.. J3 ). :, "145 J.3 i.113 :), 3'.· ! 17 

ó1 ·¡ •. j293¿ J.4 ~44) '•5 J.'7'1 i.4~klll '.), 4 .;5')1 .J.~..:>Jl(! 

81 ),74oli J. ~,~ Li5 l .o:J~l'.:; .L5o3L~ ). :..51.1:) 'J.:_,:.:~ '.1J 

lJ) ), -,¿~ 11 ) • ~· sii::::t, J. 71153 l.0 )~ )j J.5~1J3 i.5o5c0 

14 J J. ~99ó·' ) • o) )~4 ·,, ~,5~.:. ~ ) • .>4 j 1) ) • J3l25 l, ·) )).J J 

18) ),9¿9J6 ,,,4:,43 l, 77157 ) • •.)5 ,2) ) ,.;.'.5 i.J ·).Ó2 J'J9 

¿_) ), 9:19 ,~ ) • o5 )o' ), rn:i·1 ) • :.>63}'1 '· j5J~:O ,). .)¿ó ~4 

2o) ), ,:·;3 .tj ) • ó5c~, ). 779.;4 .') • .,:.)5¿3 J.05¿J2 ),.,¿9.) i 

:o; ), _1 .. ¡525 ;.~:1J21J ). 1· Jl ! ),ÓJ5i9 .. ó535) J,;:¿991 
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:;!) 2.lJx.1)-~ ).J.;73J ), ))t.91 ,. 7:.xu-·· :.. • :>5JC1) 
-4 

l'l.l "'. 2·1 Y. i_ )-
4 
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-u 
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De acuerdo u las tablas 8, 10 y 12, la solución ~ue se 

obtiene con el :i:odelo vectorial es pract:ca:r.ente la Tisma -

q•1e para el modelo no lineal, en el caso de una nerturba -

ción en la co:i:posici6n de alimentaci5n. Lo anterior no ocu­

rre cuando ee perturba el reflujo, existiendo diferencias -

entre el modelo •rectorial y el lineal, 'se¡nl.n las tablas 9 1 

11 y 13. 
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Como se observa en las miernas ta~las, existe una rela.­

ci.6n de proporcionalidad tanto rara el caso de una perturt!! 

ción en la composición de ali" entación como del refl•1io. Pi!, 
ra N=lO, esta relación se da para volatilidadas en 0eneral, 

no as! para N=25, donde solo se da pura volatilidades de 2.5 

e inferiores. Estas relaciones se cumplen solo para nertur­

baciones peq·~ei\as e inferiores a 0.01. 

Las ecuaciones que rigen las relaciones de proporciona­

lidad se dan a continuación: 

u ¡u' N+ N+2 

donde 1 = indica solución del modelo lineal. 

Las abreviaciones dadas en las tablas 8-17 son: 

lilV=modelo vectorial 

.1;L=modelo lineal 

MNL=:todelo no lineal 



CO!l:JLUSIO!I 

Se puede decir que el arranque (reflujo total) const¿tuye un 

sexto nivel de aimplificaci6n, 'll cull aún •s posible ev.tlu<r 

modelos ;n'ilÍticoA linearizando los modelos originiles no li­

neales. Para otros :üveles m1a coopliC·'.ldos, esta tlrea se 

vuelve muy difícil, si no imposible. Por lo te1nto, los mode -

loa linearizadoa solo serln de utilidad para fines cualitati­

vos (predicción de comportamiento y estabilidad din1micos) y 

no cuantitativos, J"'l. que como se vi6, su rango de v'\liocz es 

ba.st1<nte estrecho. La mejor 'lltern:itiva p.lr.> fines Ct< inti ta­

tivoa ea el anÍliais de la infonneci6n proporcionada por loe 

modelos no line~les, observando el efecto de los difer~ntes 

parámetros sobre el comportamiento dinámico, paro. después 

proceder a determinctr "18Wl"< relaci6n existente entre ellos. 

En este traba.jo, por ejemplo, se tletermim<ron reldciones de 

proporcionalid"d entre la composición 'f la vol:~tilidad rel•t­

tiv3., que abarcan rangos de V·.llitlez conairler;ible"1ente más 

~ran1ea que las predicciones ele los sistem'l.s linearíz:<rlos. A 

pes~ir de que requieren ile ur1'1. e•1.11u,1ción nu:nérica, disminuyen 

~rundemente el trab·J.jo cor:tput!'.ícion=t.l. 
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Not!lci6n. 

A matriz del sistema (ar·:anque o edo. est, perturbado), 

F flujo·m!aico de alimentación, 

f funci6n cualquiera. 

H retenci6n líquida, 

H
0 

retenci6n liquida del conjensador, 

Hr= retenci6n l1quida del rehervidor. 

h entalpia. 

L fl~jo másico liquido.~= I/F 

P H/H 

Q H/H 

s parámetro de la tr911sformada de Laplace, 

T tiempo adillencionalizado. 

t tiempo. 

u = energía interna. 

V flujo de vapor másico. v = V/F 

X concentraci6n líquida o vector de concentraciones. 

Y = concentraci6n de vapor. 

Letras griegas:. 

d.= volatilidad relativa. 

Subscriptos: 

f plato de ali'llentaci6n. 

i componente i. 

in= inicial. 

m = plato en la secci6n de ag~tM.iento. 

n = plato en la secci6n de enriquecimiento. 
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