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INTRODUCCION

Los hidrocarburos btienen gran importancia en la economia de
nuesiro pais, ya que actualmente son la principal fuente de
ingreso de divisas, ademis de ser el enérgetico de mayor demanda y
materia prima para diversas {ndustirias. Debido a esto, nuestiro
pais tiene wuna fuerie dependendencia de las reservas de
hidrocarburos. Como los hidrocarburos son un recurso no renovable
y dada la creciente dificultad para descubrir campos nuevos, Se
hace necesario aplicar técnicas de explotacidn que permitan
obtener una recuperacidn Optima de los yacimientos que se

encuentran actualmenie en explotacidn.

La evaluacién de las técnicas de expliotaciédn tendientes a
optimizar la recuperacién de hidrocarburos puedan ser evaluadas
mediante el uso de modelos de simulacién numérica de yacimientos,
Esto se debe a que una recuperacidén optima de hidrocarburos soélo
se puede obtener con varias predicclones del comportamiento del
yacimiento, Ubajo diferentes esquomas de explotacidn, a fin de
elegir el mejor desde un punto de vista técnico-econdmico. Sin
embargo, es importante sefalar que la aplicacidn de los
" simuladores numéricos carace de utilidad si en éslos no se
repirésentan en forma apropiada los mecanismos de producclién del
yacimiento;, o bien, si ne se cuenta con infornzacisn suficliente y

confiable para su aplicacién,

En este trabajo se presentan el desarrolio y la operacidn de

un  modelo numérico  bidimensional L{X~Y) para ~ stmular el



comportamienta primario de un yacimiento de gas seco. Se presentan
en forma detallada los desarrollos de los modelos matematico y
numérico. Se presentan también la validacidén del modelo y un
ejemplo de aplicaciédn a un caso real.

Los resultados que arroja el modelo son: la distribucidén de
presiones en el yacimiento, las presiones de fondo fluyendo de los
pozos, los gastos acumulativos producideos total y por pozo, la
recuperacidén, la presién media del yaclm.t‘enho y el error con un

balance de materia.



CAPITULO

DEFINICION DEL PROBLEMA

La simulacién del comportamiento de los yacimientos, bajo
diferentes esquemas de explotacidn, es la solucién que
tradicionalmente emplea la Ingenlerfa Peilrolera para reolver el
problema de optimizacidn en la recuperacidn de hidrocarburos. Una
de las formas de simular el comportamiento del yacimiento es
mediante el empleo de modelos fisicos, de los cuales Sse puede
obtener informacién bastante confiable, pero adolecen de muchas
limitaciones, supociones e inexactitudes, debido a los problemas
de escala que presenlan, a la imposibilidad de representar la
heterogeneidad del sistema roca-fluidos y a la suposicidn de
regimenes de flujo exclusivamente permanentes, Otra forma de
predecir el comportamiento del yacimiento es con la aplicacién de
la Ecuacidn de Balance de Materia (que en realidad es una ecuacidn
de balance volumétricod, la cual por sus hipétesis simplificantes
no permite representar adecuadamente el movimiento de los fluidos
a través del medic poroso. También se han empleadoc modelos
matemiticos para la prediccién del caomportamiento del yacimiento,
pero para resolver estos modelos se tienen que hacer diversas
suposiciones para simplificar el problema, dentro de las que
destacan l1a de considerar constantes las propiedades de los
fluidos y la que considera despreciables los términos al cuadrado

del de los gradientes de presién.

En este trabajo se presaenta el desarrollo de un medelco



numérico bidimensional para la predicciédn de comportamiento
primario de yacimientos de gas seco. En este modelo se pretende
superar algunes de los problemas que se tiene en los métodos de

simulacién mencionados anteriormrnte.



CAPITULO Ti

CARACTERISTICAS Y DESARROLLO DEL. MODELO MATEMATICO

En este capitulo se presenta el desarroilo de un modele
matemitico para la prediccidén del comportamiento primaric de

yacimientos de gas.

II.1 DESARROLLO DEL MODELO MATEMATICO

El modelo matemitico se encuentra constituido por ecuaciones
que represaentan el principio de conservacidén de masa, @)
movimliento del fluido en el medio porosa, en este case gas, y una
ecuacién de estado que reprezanta el corportamiento
Presidén-Volumen-~Temperatura C(PVI) del fluido, A continuacién =e
prezentan las ecuaciones que sp ulllizaran en el desarrollo del

modal o,

1X.1.1 Ecuacién de Continuidad.

La ecuacién de continuidad describa & principic

de conservacién de masa. Esta scuacidn ezlablece gque:

Masa que entra Masa quo sale Yasa que se

- = lacumula en

al sistema del sistema ol sistema

Para oblensr 1a epresién matemitica que representa el
principia de conservacién de masa se considera un elemento del

madin porame, auyan dimensiones mon AX, AY, y AZ; existiento flujo



en todas las superficies & Lravés del elemento, como se muestra en
la Fig 1.

Reallzando un balance de materia para un pequefio intervalo de
tiempo, AL, el flujo de masa por unidad de superficie es igual a

la densidad del fluido multiplicada por la por la veloccidad, Cpuvd.
Si se mullipiica el flujo de masa por el Area transversal al
flujo, se obliene como resultado la siguiente ecuacidn:
PUA = pq . < 1

fLa masa de fluido en el elemento del medlo poroso, al tiempo
Lt es ifgual a:
AXAYAZC$pd . Cay

En ol tiempo t + AL la masa de fluldo on el elemento de medio

poroso seci:

AXAYAZ(#:)"AL . Lo 2

Lta adicién o extraccicn de masa del elemgmtc se

puede representar coma W(X,Y,23.

Aplicando @l principio de conservacidn de masa y considerando
positiva lax enirada de masa al elemento, y negativa ia 33lida de

masa del elemento. se Liene:



FIG 1.- BALANCE DE MATERIA

PV ar
o q




Mo - Cod \ TAYAZ + ALICED =~ CoVD, IAXAZ 4
*AMICMD, = Capd  TAKAY E WX, Y2 =

- ANAYAZICHRD , -~ (#02) . (S

Dividiende la Ec 4 entre AXAYAZAL se obtiene:

_ va)”Ax - va))‘ _ Cpu)y‘Ay - Cp»)y _
AX AY
- va)“h - (pv)‘ . WX, Y, 2 " “’”’wm' (¢p)t

AZ T axavszat at

Tomando i1imites cuando X+0, Y+0, 240 y t+0, ¥y de la
definicidén de 1a derivada se tiens:

& Cpudx 2 Cody & L{endaz & Cop)
- - - T WA YD - (4>}
2 X &Y a2z A%
La Ec O se pusde oxpresar de la siguiente forma:
»
qp o (Ppd
v'va):to—v—oT—--—-—W—. <

La Ec 7 es la ecuacidn que representa el principic de

conservacién de maxa.

11.1.2 Ecuacién de Novimiento dal Gas.

El movimlanto del gas en un medio poroso ze pusde representar



por medio de la Ec de Darcyi" sin considerar efectos

gravitacicnales ni capilares:

K
v-..._“....vp [

I11.1.3 Ecuacién de Estado del Gas.
En el modelo que se va a desarrollar se considera la ecuacidn
de estado para el comportamiento real del gas, a partir de la cual
se obtendran las ecuacicnes para la densidad y la compresibilidad

de éste.

Partiendo de

PV = ZnRT [ - 2]
donde:

n o= e— ’ 10

sustituyendo la Ec 10 en la Ec O se cbtiene:

m
PV = Z —~ RT , €110
M
como:
m
[ T . a2

la ecuacitn de la densidad queda de la siguienle forma:

PM

p = ad
Partiendo de la definicién de compresibilidad y con 1la

11..‘3 referencias se presentan en la bibliografia.



ecuacién de la densidad del gas. se puede obtener lLa escuacliédn para
la compresibilidad de d4ste:
1 dp

Cro — —

P dP

(S X5

»

sustituyendo la Ec 13 en la Ec 14 se obtiene:

dpP az
ZRT MZ-—;‘P:;— s 1 az
Cm o [ SR WP as
PM RT z P z o

Para el caso del gas, las propiedades del fluido y las
permeabilidaden a 4vte se conmideran como funciones unicamsnte de
la presién, debido a que la temperatura del yacimiento se

considera constante.

11.1.4 ¥Modelo Hatemitico.

Sustituyendo la Ec B en la Ec 7 y tomando en consideracién la

saturacién de gas se obtiene la siguierte ecuacidn:

K "o 2 C4SEd
V- Cp— P> % D e 1o
H vol at

Suponiendo gque ol medio poroso es incompresible y que la

saturacién del gas se mantiene constante por la expansién del

msmo, 1a Ec {8 zo puesde escribir de 1la siguiente forma:
-
K qe 2 p
V- Cp—P) = = ¢S a7
H vol at
Sustituyendo la Ec 13 en la Ec 17 se cobtiene:
PM K q PM ] PH
¢l —IP) t ——— 3 @S —— ( > BN e
ZRT vol ZRT ot ZRT

10



como MCRTD es una constante, la Ec 18 queda de la sigufiente

forma:
K q'r 2 P
YV C—— PVP2 % o ¢S ——— C(~—D [@3+3]
HZ vol Z at 4
Desarrollando:
3P a2z ap 2Z OF
¢ Ly EFmectae  favoPaEree
oy 2 z z*
P 1 1 o2 aP :
e [Core e ) LN 20
2 P 2 3P ati

sustituyendo la Ec 18 en la Ec 20 se obtiene:

o P &P
(—) = C — catd
ot 2 z ot

Aplicando la ecuacién de estado para el comportamiento real
del gas, expresada en funcién del gasto, a las condiciones del
yacimionto y a las codicionss ostindar se tienes:

Py q‘
Zy R Ty

P, 9

< ce
n " ———, 23
Zca R Tew :
igulando las Ecs 22 y 23 se tiene:

Py q’ Pes qee

Zy R Ty Zcs R Tes

b33



despe jando

q.Py qea Pea Ty
- . (=7 5]
2y Tea

Sustituyendo las Ecs 21 y 24 en la Ec 1@

se obtiene:

K qes Pco Ty P 8P
Vel PUP) # o = $SC — cam
HZ vol Tew z 2t
Definiendo al potencial de los gases reales como®:
P
P> = 2 ~dP . eed
HZ
La derivada del potencial con respecto al Liempo os:
2 (P> 4 (P> ap ap op
- [p— . (415
% ap 2t uZ AL
El gradiente del potencial ex:
ap
WP & e P, e
HZ
Sustituyendo las Ecs 27 y 28 en la Ec 23 se cobtiene:
1 dqes Pca Ty 1 g P
Gl KTCPD) & e = . ASCu . (421
e vol Tea 2 a
Muitiplicando 1a Ec 29 por 2 se tiene:
2qce Pes Ty 8 XP
V- CKVXPO) 2 = PSCU e €300
vol Tew L

La Ec 30 es ol modelo matemiticoqque reprsenta el movimiento

del gas en un medio porosc.

ia



Las ventajas mis importantes de emplear el potencial., en
lugar de la presidn, para determinar la ecuvacién de flujo de gas

en madios porosos son las slqulantes::

1) No se despreclan los términos de gradientes de presién de
segundo grado, que generalmente son despreciados bajo la
suposicién de que son siempre pequeffos en el sistema de
flujo. El despreciar estos términos conduce a errores muy
fuertes al calcular la distribucidn de pre=ziones en el
yacimiento. Esto se debe principalmente a que la suposicidn

mencionada genera un error de balance de materia.

2) No se supone que las varlaciones de las propiedades del gas
con la prosién son pequeflfas, lo cual conduce también a
errores bastante fuertes al calcular la distribucidén de

presiones en ol yaclmlento,

Como se dijo, la permeabilidad es una funcidén de la presidn,
exta dependencia se puede expresar mediante la expresidén de
Klinkenbarg; sin embargo, la dependencia de la pormeabilidad con
1a prosién os generalmente despreciable para lax condicliones de
presidén normalmente asociadax a yacimientos de gasz.

La Ec 30 es una ecuacidén en derivadas parciales que describe
el flujo de gas a través de un mwedio poroso. La ecuacién es no
lineal, esto se debe a que la compresibilidad y la viscosidad del
ge= zon funcionas del potenctal. El factor de compresibilidad del
gas no aparece en la ecuacidén debido a2 que exti {nvelucrado en el

potencial y en la compresibilidad del gas.

13



Para resclver la Ec 30 es necesario considerar las condiciones

inictal y de frontera en funcidén del polencial.

La condiclén inicial sera la de preslédn inicial uniforme en el
yacimiento, que expresada en funcién del polencial seria de
potencial inicial uniforme en el yacimiento, el cual se expresa de

la siguiente forma:

mCPY> (x,¥0} = kPO . 31D

tzo
La condicién da frontera serd de no flujo en las fronteras
del yacimiento, y se expresa de la siguiente forma:

& P
=0 , caz

on

donde: n es la direccion normal a las fronteras del yacimiento,

IX.2 CARACTERISTICAS ¥ SUPOSICIOHES DEL MODELO MATEMATICO

El modelo elaborado tiene las sigulentes caracteristicas y
suposiciones:
1D El flujo de gas se representa con la Ec de Darcy.

No se consideran efectos gravitacicnales ni capilares,

20 Se supone que la composicién de gas es constante.

3D Se considera el comportamiento real del gas.

4D La saturacidn del gas en el yacimiento es constante,

14
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73

22l

12>]

100

113

i2

El medio poroso as hoterogéneo, ant sétropo o

incompresible.
El flujo de gas es on dos direcciones (X-Y). Sa supcne que

el flujo se realiza a temperatura constante.

La presidén inicial es uniforme en todo el yacimiento.
No existe flujo a través de las fronteras del yacimiento.
El fluldo es homogénec y existe una sola fase.

No existen reacciones quimicas entre el fluide y el medio

poroso.
Ho existe efectc de Klinkenberg.

La permeabilidad no es funcién de 1a presién ni  de la
Lenmperatura.

19



CAPITWLO 111

DISCRETIZACION EN DIFEREMCIAS FINITAS (MODELO KUMERICO)

Como se dijo en el capiflule anterior, la Ec 30 es una ecuacidn
diferencial parcial no linezl que no es posible resolver en forma
analitica, debido a esto debe solucionarse empleando la técnica de
diferoncias finitas™*.

11X.1 DISCRETIZACICM EN DIFERENCIAS FINITAS

La transformacidn de una ecuaciédn diferencial parcial
continua a una discreta se realiza utilizando el método de
diferencias finitas, que consiste en sustituir las derivadas de la
ecuacién por su equivalente en diferencias finftas, las cuales
puaden obtenerse al expandir el Polinomio de Taylor . 2l resoclver
la ecuacién ya discretizada permitiri determinar los valores de
las variables dependientes en puntos discretos de espacio y
tiempo.

En simulaclén de yacimiento la discretizacién en espaclio se
realiza al dividir al yacimiento on un ntmero determinado de
celdas. La discretizacién en el tiempo se realiza al tomar
intervalos del mismo para cada uno de los cuales el problema sera
resuelto. De esia manera, los valores de la presién se determinan
para cada una de las celdas que componen la malla con que se

aproxima el yacimiento en intervalos especificos de tiempo.

i6



ITX.2 DISCRETIZACION DEL MODELO HATEMATICO
En este caso se utilizaran diferenclas regresivas para el
caso del tiempo y diferencias centrales para el espacio.

Desarrollando l1a Ec 30 en las direcciones X y Y se obliene:

] 2 mCP> a a mCP) 2qcaPcaTy
CKx D> 4+ CKy D =
a X ax Y ay vol Tea
& mCP)
w PuCS 33
a X
haclendo
& mCPD
U=k ——m o, . 34
a X
tomando diferencias centrales:
au Wietrz,j - Ui-tr2,j
- R s
a X A X
dondes
& mCP)
qu/z.j = Kittr2, jrermme—es N €30
a X X
ivtrz,§
y
Q0 mCP)
U‘_‘n‘, = Kind/2, jommm——— . €372
o X
t-trz,j
Y
I (P mCPYies,j - mlP,j
- . 33
2 X . AX
Letrz,

17



a mCP) mCP,G = mCPOi-1.j
B — e {300

X i=tr2,j ax

Sustituyendo las Ecs 38,37,38 y 33 en la Ec 33 se obtiene:

au b3
= — [Kivsrz, ,CmCPYLes,j = mCPILD +
2 X aX
+ Kigr72, KmCPYi-1,j - mCPIL,DY . 400

Siguiendo el mismo desarrollo en la direccidn ¥ se obliene:

evu 1
" [Kijs1/2CmCPIL,jse = mCPOLD 4+
a2y AY
+ Ki,j-1,20nC P ij-s ~ mCPILP) 41>

La derivada del potencial con respecto al tiempo, en términos

de diferenclas finitas, queda de la siguiente forma:

N+l n
o mCPd mCPYi,j - mCPIL,j
= . a2
at At

Sustituyendo lax Ecs 40, 41 y 42 en la Ec 33 se tiene:

1

3 [Kittr2, KmCPIies,j - mKPOLP +
CAXD

+ Ki-trn ol Pi-g,i — mCPILPT +

1
+ ——— (Kijet20mCPILjrs — mCPOLD +
CAYD
2qcaPeaTy
+ Ktj172CnCPILj - mCPILD 12 =
vol Tce

i8



nat

mCPli.j ~ mMCPIij

= S € > 43

At

Multiplicando la Ec 43 por el volumen de la celda CAXAYh) se

obtiene:

h AY Kx
CrCPYivg,j ~ mCPOL,D +
AX . .
ir4-2,j
h AY Kx
e CnCPli-t,j ~ mCPILD +
ax t~1,2,}
h &X Ky
—_—— CmCPILjst - mCPILD +
AY .
t.jrar2
h AY Kx 2qeaPeaTy
—_— CmCPIijm1 - mCPILD ¢ -
AY Tea
Li-tr2
n+d n
mCPYi,i — m(PIi,j
= AXAYhguCS ¢ . €440
At
IXl.2.1 Calculo de las Transmisibilidades.
Las transmisibilidades se definen como:
AY h Kx
Tx = . . 4%
AX

19



AX h Ky
Ty = 48>

aY

Esta forma de evaluar las transmisibilidades resulta
inadecuada cuando existien camblos draisticos de permeabllidad yso
tama®ic de las celdas cercanas a la celda en la gue se estan
calculando las transmisibilidades®, debido a lo cual es necesarlio
calcular dichas transmisibilidades con un promedic arménicoe. La

forma de obtener este promedio se presenta a continuacidén:

Para la direccidn X se tiene:

Ki+1-2, j+1-2hi jAY L ,§
Trij = B
CARL, j + AXisa, D2

€473

donde Kidszijterz es la permeamilidad que se obtlene con un
promedic arménico:
AXi, 5+ AMies,j AXt3 AXide,j

. . R €48
Kivirz, jetrz Kij Kist,j

Despejando Kiessz,j41/2 de la ecuacién anterior se tiene:

CXi, 5+ Xiea, jOKi, jKisg,j
<40

Kist/zjetrz = .
Ki,fKies, § + Xisg, i,

Sustituyendo la Ec 48 en 1a Ec 47 se tiene:

2Ki, jKiss jhi, jAYi, §
Txi = . [@=20]

AXL, jKisg, j+ AXies, K

20



Siguiendo el mismo procedimiento, pero en la direccidn Y se

obtiene:

2Ki, jKu, jesht, jaX4, §
Tyij =

(425 ]
AY 1, K, jes + AYi, j+1Ki,j

La Ec 44 expresada en términos de las transmisibilidades

queda de la siguiente forma:

Triegrz, KoCPIiss,j — mCPILD +

+ Tai-1/2,KmCPIi-,j — mCPILY +

+ Tyl jra20mCPli,jer = mCPOLD +

2qcaPeaTy
+ Tyi,j120mCPIi,j~t = mKPILD 2 o =
Tee
n+t n
mCPOi,j ~ P L,j
= AXAYh¢uCS € D . 92>

At

factor{zando se obtiene:

Tritar/2, ARCPI 192,02 + Taiet 2, XmCPI-1,)0 +

+ Tyt pprar2CmC PO, je2d + Tyij-2-2CmCPI,j-4) ~

= CTxiesr2,j+ Txiv1/2,§+ Tyl 04,2+ Tyl, j~14,22CmCPILPD =

neg n
2qcaPcaTy mCPIL,j - mCPYi,j
-3 + AXAYHGUCS € o3

Tee at



I111.3 ESQUEHA DE SOLUCION
Definir un esquema de solucién consiste en establecer a que
nivel de tiempo se van a evaluar lcs términos de flujo.
El esquema de solucién que se emplea en el modelo numérico es
ol que e conoce en la literatura® como mixto; es decir, las
presionen sSe evaluardn al nivel nuevo de tiempo (n+1d y las
transmisibilidades se evaluaran al tlempo concclde (nd. La Ec 53

expresada con este esquema queda de la siguiente forma:

net ne

T xietr2, ECPI e, D™+ Trioer2, K mCPYi-0, +

ntl net

+ Tyijetr2CmC P L ™ 4 T L e 2 P L0 ™ -

= CTienrz,j+Tui-1/2,j+ Tyi. jo s 24 Tyl  j-1 /2D " emePd 144,52 A

nes n
2qcsPeaTy mCPo,; - mCPOL,)
+ AXAYh@uCS €
Tea At

=F

> BN 54

I1I.4 TRANSFORMACION DE UNIDADES
La Ec B4 se encuentra expresada en unidades de Darcy, por lo
que e necesario expresaria en  unidades précticas. La

transformacion se efectua de la sigulente forma:

Variable Unidades de Darcy Unidades praclticas
h cm m
AX cm m
AY cm m
Kx Darcy mDarcy



Ky Darcy mbDarcy
mCP) at.mz/cp C kg/cmsz 2/¢:p
q cm’/seg m/dea
Pcs atm kg/cmz
Ty °r °F
Tes °R °F
@ fraccién fraccidn
g cp cp
cg 1satm cem®xgd "t
Sg fracclédn fraccidén
t seg dias
100cm 100cm Darcy kgz atm’
e > m b) 2C—¢C >t
™ m 1000mD em 11,0333 kgrcm
* A m
100cm
mC J cp
m
, 1000000cm”
am” (g
m kg atm
" —C 2) * B +
80400s cm 1.0333 kgrsem
diac 2]
dia
100cm 100cm 100cm
mC Dl >] 2]
m m m 1 1,0333 kg/cm'
* <p . »*
B88400s kgrem atm
dfal——n=D
dia
atm
Ckgrem® > — e >?
1.0333 kgrem®
" * C,

cp



donde: A es sl término que agrupa a las transmisibilidades,
B es el término fuente o sumidarc y ,
C es el término que agrupa a los polenciales.
Realizando operaciones:
0.08374 = 2011.20110B + 11.2011C ,
dividiendo la expresion anterlor entre 0.0937 se obtiene:

A = 239.18908B + 119, 5948C

Utilizando las constantes de conversidn de unidades la
Ec 54 queada de la siguiente forma:
T"xlﬂ/!.}(n\(P)lox.j)h“ + 'IJ‘)('\-UZJ(!!\CP)L-A.}JM‘ +

+ T 2P L0 ™ T aleC PG ™ -

- CTxtesr2, P Toi-tr2,+ Tyt jrt 24 Tyl a3 " Crt PO e, ™% =

qesPesTy
=¥ 230.1888

Tes

N n
mPIL G - mKPO,j

+ 118, 5949 AXAYhepS < S N [4::>>]

AL

Suponiendo que exdsten sdlo pozos productores y haclendo los

siguientes cambios de variables:

Pcs
= 0.8861 ,

€y = 230, 1808
Tes
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Cz = 119,5849 AXAYh¢uCS/AL
la Ec 83 se puede oxpresar de la sigulente forma:

st 2, ECPIL D™ + Tt 2, mCPY -0 2™ +

+ Tytjet 28mC PP ™ + TV 20 mC P L™ -~

net
= (Twit12,f+ Ti-1/2, 4 Tyi j+1,24 Tyi 1 24C20 ™ CREPILee, ) =

= ~CiCqesTyd + C2XmCPOLD . [4=55)

Al aplicar la Ec $8 a cada una de las celdas en que se divide
el yacimiento se genera un sistema de ecuacliones lineales, que al
resolverlo proporciona los valores de la presidn al siguiente

nivel de tiempo,



CAPITULO IV

METODO DE SOLUCION

Siempre que una ecuacién diferencial parcial se expresa en
diferenclas finitas, al aplicarla a2 cada una de las celdas que
constituyen la malla con la gque se aproxima el yacimiento, da como
resultado un sistema de ecuaciones lineales, Este sistema de
ecuaciones generalmente forma algun tipo especial de matriz, para
el caso de flujo d= gas en dos direcciones el sistema de
ecuaciones forma una matriz pontadiagonal.

Para la generacidén y solucién del sistema de ecuaciones,
genoeralmente se aplica un programa de cémputo, por lo que aplicar
algan método convencicnal, ya sea ifterativeo o directo, conduce a
un gran desperdiclo de memoria y ademis, el programa de cémputo
que se ulilice requeriri de mucho tiempo para resolver el sistema,
esto se debe principalmente a gque para la ut{lizacién de ecstos
métodos ex necesario almacenar valores en todo el arreglo de la
matriz, ya que el programa opera con todos los elemshtos de la
misma. Para solucionar este problema so opté por utllizar un
método especial para resolver sistemas de ecuaciones que generan

matrices pentadiagonales.

IV.1 KETODO DE SOLUCION DEL NODELO NUMERICO
El método de solucidn que se selecciond es el método conocido
como LSOR CLine Successive Ovsrrelaxauon)d'v; el cual, es uno de
los mis aficientes pars 1z zolucidn de sistemas de ecuaciones que

generan matrices pentadiagcnales. El método opera de la siguiente



forma: a partir de una matriz pentadiagonal se genera una matriz
tridiagonal, la cual s=e resuelve moediente la ulilizacién del
Método de Thomas C(ver Apdndice AD, a los valores gque se obbienen
se les aplica la relajacién para obtener la solucién definitiva.
Esta solucién se compara con la oblenida en el paso anterjor, si
coinciden con una tolerancia predelermidada, esta sera la soluclién
real; en caso contrario se aplica nuevamente el mitodo.

A continuacidn se muestra la representacidén asquematica del
mé¢todo mencionado:

sea el siguiente un sistema de ecuaclones:

RO AE 1AS ™

AW AO AE AS m

AW _AC AS m

AR AGAE AS w
AN AW RO AE AS a m{ =

AN AO AE AS m

AN AGAE Y

AN AW AO AE m

AN AY AO m

donde:
AW son los coeficlentes en i-1,j do la matriz de incédgnitas,
AE son los coeficientes en iv1,j de la matriz de incdgnitas,
AN son los coeficientes en t,j-s de la matriz de incédgnitas,
AS son los coeficiaentes en {,je1 de la matriz de incdgnitas,
AO scon los coeficientes en i,j de la matriz de incédgnitas,
m ex ol vector de ilncégnitas, y
TI es e)l vector de términos indepandientes,

el procedimiento LSOR transioria = la matriz de la sigulente

forma:
AL Gy Vi Us
Bt Ax Cz2 = Va = § Uz
Bz As Vs Us



donde:
At, Az, y As son matrices tridiagonales,
Bt, Bz, G+ y Gz son matrices diagonales,
Vi, Vz y Vs son vectores de incognitas,
Us, Uz y Us son vectores de términos independientes.
Despejando Vi, Vz y Va:
Ave" = ~Cavz + UL,
resolviendo por el Métocdo de Thomas y aplicando la
relajacién se obtiene:
Vet o ov™ ¢ C1-ve
Azve" = -Bav™! - Cavs + Uz,
resolvienda por el Mitodo de Thomas y aplicando la
relajacidn se cbtiene:

ned

V2™ o Ve ¢ ct-wve

AnVa. » —Ba2ve™t

+ Us
resolviendo por el HMHétodo de Thomas y aplicando la
relajacién se obtiene:

nes

va™t . wVa® + C1-wVa

Si los valores de Vi, V2 y Va coinclden con una tolerancia
predeterminada, estos serin la solucidén real; en caso contrario se
hacen las iteraciones necesarias hasta cumplir con la tolerancia.
Para este caxo en particular se utilizé una tolerancia de %0
Ckg/cm')'/cp. este valor correspondes en forma aproximada a 0.1
kg/c:mI a la presidn mis baja, con polencial diferente de cerc en

la tabla de presién contra potencial.



CAPITULO V

PROGRAMA DE COMPUTO

El programa de computo se disefio siguiendo los principlos de
1a programacidn estructurada® y procurando que fuera partatil; fue
elaborado en Lenguaje Pascal (version B.5 del compilador Turbo
Pascal) por considerarse uno de los mis eficientes en el uso de
computadoras personales, Las variables utilizadas en el programa

son las propuestas por la seE®.

El programa se elabord en forma conversaciocnal, las unidades
enh que se deban introducir las variables se indican al momenio de
pedir su valor. Para el caso en qua z2 lLenga que dividir al
yacimiento an un ndmero muy grande de celdas es convenisnie carrer
el programa con las opclones para trabajar con archivos ds datos y

resultados, lo cual facilita su operaciodn,

A continuacidn se presenta la descripcidn detallada del
programa de cémputo. y en la Fig 2 se mustra un diagrama do

bloques de éste..

Y.1 DATOS QUE REQUIERE EL PROGRAMA

Los datos que requitere wl programa son los sigulentes:
1) Nombre del yacimienio,

2) Geometria de la malla:

- Numero de celdas en la direccidén X.
- NOpero de celdas an la direccidén Y.



FIG 2.- DIAGRAMA DE BLOQUES
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FIG 2.- DIAGRAMA DE BLOQUES
(CONTINUACION)
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- Longltudes de las celdas en la direccidén X (md, en casoc
de ser variables se supone que para una posicién en X
todas las celdas en ¥ tlenen la misma longitud.

- Longitudes de las celdas en la direcctédn Y (md, en casoc
de ser variables se supone que para una posicidén en Y

todas las celdas en X tienen la misma longitud.

- Espesores de las celdas (mD.

Para el caso en que el yacimiento presente una geometria
irregular, se deben proporcionar valores en todos estos parametros
y a la porosidad en las celdas que nc forman parte del yacimiento,
y se debe dar valor de cero a las permeabilidades en las dos
direcciones, esto controla a la rutina de impresién y la solucién
del sistema de ecuaciones en las celdas que nho forman parte del
yacimiento.

3D Datos petrofisicos:
- Distribucién de porosidades Cfraceciénd,
- Distribucién de las permeabilidades en la direccién X
CmDd.
- Distribucién de las permeabilidades en la direccidn Y

CmDd,

40 Informacién adicional:
- Presién inicial del yacimiento (se supone uniformed
Ckg/cm’).
-~ Temperatura del yacimiento Cse supone constanted ¢°C.

~ Saturacidén de gaz (se supone constanted (fraccidnd.

32



~ Densidad relativa del gas Caire » 1 3 a condiclanes
estandar.

- Tiempo total de simulacidn Cdiasd.

- Incrementio de tiempo Cdias).

- Namero de pozos iniciales en producclidn, asi como sus
posicliones, namero, gasto de produccldén tm®/dtad a2
condiciones estandar, radio (m> y el coeficlente de flujo
turbulento (m sdLad” .

- Namero de perfodos en los que se va a mantener constante
la producecién de los pozos ( #n caso que se considere la

declinacidn natural de los gastos de preduccidén en los

pozos2.

V.2 PROPIEDADES DEL GAS

La ohtencién de las propiedades PVY del gas se hizo con el
emplec de correlaciones, Se opld por manejar las propiedades del
gas an forma tabular, ya que el calcular los valores de éstas cada

cada que ze requieren consume un mayor tiempo de cémputo,

Para obtener la tabla de propledades del gas. el programa
genera un vector que contienn cincuenta valores de presién, entre
1y CPL+50Y kg/cm‘. El valor de } kg/cmx se escogid para ulllizar
una presion de referencia Cen la eveluacidn del potenciall) menor
que la presién més baja que llegue a terer el yacimlento; el valor
de Pi+50 kg/cm’ se escoglid para tener un valor mayor a la presion
inicial para las interpclaciones que se requieran al obtener las’

propiedades del gas a diferentes condiciones de presién.
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A continuvacidén se presentan las correlaclones utilizadas para
la elaboracidn del programa de cémputo‘o.
El factor de compresibilidad del gas se calcula mediante el

emplec de la siguiente correlacidn:

Z = CAL+AZ/Tpe+ha ToeDor + CAGHAS Tprdprs + CAsADe D /Tpe +
o

2
+ CAZee T A Tpr ™I L +anpr B0 AP L g 57>

donde: A1=0. 31508, As=-0. 0123,
Az=-1, 0407, Ac=-0, 10489,
As=~0, G783, Ar=0, 8B157,
A«=0, 8383, As=0, 884486,

Tpr os la temperatura pseudo-~reducida del gas y se obtiene

con la siguiente scuacidn:

T+273.18
Tpr = e, <5
Tpe
donde Tpe s la temperatura pseudo-critica y se calcula por medio
de la siguiente correlacidn:

Tpe = CC1O7+3160.67pg)~48201.8 + 273.18 , (45~ 5]

donde yg es la densidad relativa del gas producido.
Ppr es la presidén pseudo-reducida del gas y se cbiiene con la

siguiente ecuacidn:

. (44 05]

Ppr =
Ppe
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donde Ppc es la presién pseudo—critica y se calcula con la

siguiente correlacidn:

Ppc = €702.85-B0pg)/14.223 . 4.5}
pr se obtiene con la sigulente ecuacidén:

pr = O.&7Ppr/CZTped . cez>

El procedimiento que se utiliza para calcular el valor de Z

es el siguiente:

1) Supcner un valor de Z Cen el programa se asigna un
valor inicial de 1D.

2) Obtener el valor de pr para el valor de Z supuesto,

3> Calcular el valor de Z con la 57.

4> Comparar los valores de Z supuesto y de Z calculade, si no
colnciden con una tolerancia de 0.001 (|Zc~Zs|<0.001)
regresar al paso 1 asignando el valor de Z calculade a 2

supuesto, en caso contrario el valor de Z es el calculado,

El factor de volumen del gas se obtisne mediante la
definicién de éste y utilizando la ecuacién de estado para el
comportamiento real de los gases:

Vg € cy

Bg = . cead

Vg @ co

sustituyendo 1a Ec G en la Ec 83 se obtiena:



Zey ney Rey Tey

Pecy
Bg = ' [4.%5]

Zca ncs Ree Tea

Pca

como R es constante, Zes €% uno, la composicion del gas es
constante Cney = need y utilizando los valores de 289.7 %K <820
°R> para Tee y 1.0333 kgrem” C14.7 1b/pg®> para Pcs, la Ec 084
gqueda de la siguiente forma:

0.00382 Zey (Tey + 273.18)

Bg = . cesy
Pey

La densidad del gas so calculd con la sigulente ecuacidn:

1. 2230y
PG ————— [4.1.5)
fig
La viscosidad del gax sxe calculéd con la sigulente
correlacién:
Y,
Ug = CO.0001d> K oXFurtoomn | e
donde
80
X * 3.9 + e +0, 2897yg cosd
€1.8T + 4620
Y =24-~02 , [4-.5>]



4.5
€9, 4+0.5794yg)C1, BT+462)
K = . 70>
200 + 550.4yg + C1.8T+462

La compresibilidad del gas s¢ obtiene mediante su

definicidn;
1 1 dz
€% oo e —— . [$1-5)
P 2 dp

El valor de 1a derivada del factor de compresibilidad can
respecto a la presidn se calcula utilizando diferencias finitas.
Para el primer valor de eosta derivada se utilizan diferencias
progresivasC(Z2~Z0D/CP2-P1)), para el Gltimo valor se utilizan
diferenclas rogresivas  (CZ2n-Zn-9) 7CPn=Pn-23, y para valores
intermedlos se utilizan diferencias centrales

CC2ne1~Zn-1) /CPn4s~Pn-13) .

El potencial del gas se obtisne con su definicidn:

P
P = r —_—Pr . cam
Pr  uZ

El valor de la {ntegral =e calcula con la férmula de
integracién de Simpson 1-3''. Los limites de la integral son la
presién que se utilizé como referencia Climite inferlor) y la
presién de interés a la cual se quiere determinar el potenclal

Climite superiord.

V.3 CALCULO DEL YOLUMEN ORIGINAL DE GAS
El wveolumen original de gas se calculd con en forma

volumdtrica con la sigulente ecuacién:



G = Z&XAYThgS/Bg . C71)

Y. 4 GENERACION DE LAS CONDLCIOMES IMNICIAL ¥ DE FRONTERA

La condicién inicial que se tiene en &l modelo ex la de
presidn inicial uniforme en todo el yacimiento, la cual se
representa con potencial uniforms en el yacimiento, y se genera
asignando el potencial correspondiente a la presidn inicial a
todas las celdas.

Para que el programa opere en forma adecuada s necesario
inicializar otroxs pardmetros como son los  gastos acumulativos
producidos de cada pozo y total, asi como los gastos iniclales.
Todos estos pardmatroxs se inicializan con un valor de cero, esto
con el fin de eliminar errores debidos a que algunos valores do
estos pariameiros se pudieran sncontrar almacenados en la memoria

de la computadora.

La condicién de frontera del modelo es la de no flujo en las
fronteras del yacimiento, la cual se generd asignando el valor de

caro 2 las transmisibilidados en las fronteras del yacimiento.

Y. 5 GEHERACION Y SOLUCIOM DEL SISTEMA DE ECUACIONES

La generacién del sistema de scuaciones se realiza calculando
los elementos de las bandas de la matlriz que {forma ) sistema de
ecuaciones.. Para soclucionar el sistema de ecuaciones el
procedimiento LSCR e programé con una rutina que vectoriza el

sistema de ecuaciones.
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Y.0 ACTUALIZACION DE LAS CONDICIONES DEL YACIMIENTO

El sistema de ecuacicnes estA planteado tomando como
incégnita el potencial, debido a lo cual se requiere transformar
la solucidn 2 presiones, Como se tiene una tabla de prosién contra
potencial, para realizar dicha transformacién sélo se requiere de
una interpolacién Cel procedimiento de interpolacién se describe
en @1 Apéndice B). Una vez transformados los potenciales a
presicnes se procede a la asignacién de leos nueves valores de

presién para cada celda.

V.7 ACTUALIZACION DE LAS CONDICIONES DE LOS POR0OS

El programa cuenta con una rutina que permite abrir y

cerrar pozos de producclén, asfi como cambiar gastos de producclén.

En este procedimiento se calculan también los gastos
acumulativos producideos por pozo y total, la recuperacidn y el
error con un balance de materia, este error se calcula con la
sigulente ecuacién:

G - Gr
Error = i -

[ <72y

donde:
G es al volumen original de gas € a cs.
Gr es el volumen remanente de gas en el yacimiento € cs, y

Gp es el volumen acumulativo producido € cs,
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En este procedimiento se calculan también las presiones de
fondo fluyendo de los pozos. La presién que calcula el modelo para
cada una de las celdas, es una presidén representativa de aexa
regién del yacimiento. P-)aca;ﬂan'z propusc una ecuacion para
calcular una distancia, a partir del nodeo central quo. representa a
la celda (malla de nodos centradosl, en la cual se considera que
se tiene la presién calculada por el modelo (radio equivalente o
efectivo de flujod, ¥y a partir de la cual se pueden calcular las
presicnes de fondo fluyendo de los pozos con una ecuacidn de flujo
radial que considere los efectos de flujo turbulento, A
continuacién se presentan las ecuaclones para calcular e}l radio
equivalente de flujo y la presién de fondo fluyendo de los pozos:

Radio equivalente (o efectivo) de flujo de la celda que

cont.iene al pozo:

/2,42

CCRy A 2AXE + CRuKydYZaYD
ro =0.28 N <73
Ky K0 4+ CrekyIV

Prosidn de fondo fluyendo del pozo:

2 QUZTCInCrosrvd + D
Put = CPLj ~ 0.1362318 508 74>

Kh
La declinacidn natural de la produccidn en los pozos se

calcula por medio de la siguiente ecuacidn:

Qes ¥ CoCmCPY - mCPvI) <7
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donde m(P) es el potencial a la presién media del yacimiento y

mCPv) es el potencial a la presién del pozo.

f.a Cp o= una constante que se calcula en el Oltimo perfodo en
que se mantiene constante la produccién de los pozos, Se supone
que en este periodo ya se alcanzd el régimen semli-permanonte de
flujo. El valor de Cp se calcula cuande se alcanza el régimen
semi -permanente debido a que la diferencia entre ol potencial
promadio del yacimiento y el potencial del pozo es constante., Una
vez calculado el valor de Cv so puede calcular el valor del gasto
correspondiente a una caida de potencial. El valor de Co depende
de la geometria, temperatura y permeabllidad del yacimiento, de la
distribuclén de los pozos, de 12 longilud y posieldn del intervalo
de explotacién de lozx mismos, de las caracteristicas del gas y del

sistema de unidades que se utilice.
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CAPITULO VI

EJEMPLO DE APLICACION

En este capitulo se presenta un ejemplc de aplicacién para
validar el modelo desarrollado (el modelo que se utilizd para
comparar los resultados es un medelo analitico, se presenta en la

Referencia 13); asf{ como 12 aplicacién del modelo a un caso real.

V1.1 VALIDACION DEL MODELO

En 1a Fig 3 se presenta 1la malla con la que se aproximd el
yacimiente, La malla se calculd para que los pozos existentes en
el yacimiento quedaran en el centro de la celdas que los
contienen.

La informacidn que se utilizéd para correr el modelo es la
siguiente:

~Yacimiento con 1850 (m) de espesor.

-Yacimiento homogéneo con porosidad de 0.1 (fraccliénd.

~Yacimiento isélropo con permeabildad de 10 CmD),

~Presién iniclal del yacimiento 300.000081 Ckgrcm® abs).

~Tenperatura del yacimiento 70.83 C%3.

~Viscosidad inicial del gas 0.02 Ccpd.

~Compresibilidad inicial del gas O.00480 Cgremb™,

-Factor de compresibilidad inteial del Qan 0.855

Cadimensionald.

~900 dias de simulacién, con incrementos de 30 dias.

~Saturacién de gas de 0.8 Cadimensionald,
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-Densidad dol gas producido de 0.6 Caire=id.
-El gasto en los pozos se mantendra constante durante 12
poriodos de simulacién. La demds informacidn de los pozos se

presenta en la siguiente tabla,

Pozo |Q ¢mm n® |Posicién |Radio del prto*
X Y ipozo Cm Cm"/dsad”"
2 0.3 4 |a o.2 1.8218
2 0.38 4 |e o.2 1.8288
3 0.48 7 | o.2 1. 0240
4 .2 10 | 4 0.2 4.1874
5 0.38 iz |4 0.2 1.8128

donde D as el coeficiente de flujo turbulento.

Las correlaciones quo se utilizaron para calcular las

propiedades de los fluidos se calibraron con los valores iniciales

de éstas, ya que se d xeon los demis datos PVT,

Las comparaciches de los resultados que se obtuvieron con el
modelo propuesto y con sl modelo que =e utilizé como referencia se
muestran en las Figs 4 a 9. La Fig 4 muesira la comparacidn de las
presiones medias calculadas por ambos modelos, Las Figs S5 a 0
muetran las comparaciones entre los gasics ¥ las presiones de los
pozos calcul adas por ambos modelos,

En 1la historia de presién de cada pozo se logré un buen

ajuste; sin embargo, el ajuste en lox gastosx de los pozos no fua
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tan satisfactorio, ya que en los Oltimes periodos de la simulacidn
laxs diferencias en los gastos son bastante fuertes; aunque wol
error maximo en los gastos calculados fus de 7.8 X . Se aclara que
el modelo agui propuesto se corrid con los mismos datos que el
modelo que se utiliza para la validaciédn, sin cambiar el valor de

los parémetros del yacimiento.
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Yi.2 EJEMPLO DE APLICACIOM

Con el objetivo de aplicar el mcdelo a un case real, se
compararon los resultados del modelo con  los  resuliadox
presentados en la Referencia 17 para 1la predicién dsl
comportamiento primario de 1la arena W4 del Campo Arcabuz,
localizado en el Distrito Frontera Noreste de Pelrélens Mexicanos,

En la Fig 10 se pressnta la comparacién entre la presién
media del yacimiento calculada por el modelo y la reportada en la
Referencia 17. En las Figs 11 a 18 se presentan las comparaciones
entre las presiones de las celdas que contienen pozos. En este
Caso No se compararon las presiones de fondo de los pozos debido a
que estos resultados no se presentan en ia referencia antes
citada.

A continuaclién se presenta la informacién que se utilizd en
la corrida del modelo:
Nombre del yarimiento: Arena W4, Campo Arcabuz.

Geometria de la malla

Nimoro de celdas en 12 direccién X = 12
NOmero de celdas en la direcciédn y = 13
Longitud do las celda en la direccién X = 500. 0000 (x>
Longitud da las celdas en la direccién Y = BOO, 0000 Cmd

Temperatura del yacimiento = 110.57 °c
Saturacién de gas = O.8400

Densidad relativa del gas Caire = 13 = O.B500
Tiempe total de simulacidn = 2768 Cdiasd
Incromento de Liempo: variable
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CAPITULO VII
RESULTADOS Y CONCLUSICIES

Al analizar los resultados oblenidos por el simulador en los
ejemplos de validaciédn y aplicacién se uana.n los siguientes
comentarios:

En las Fig 4 se puede observar que se logréd un buen ajuste
para la presién madia del yacimiento. En las Figs 4 a4 © se observa
que se logréd un ajuste casi perfecto en la historia de presiones.
La diferenciaxs en los gastos calculados por el modelo propuesta y
por el modelo que se utilizé en 1a validacién se deben a que ambos
emplean diferentes métodos de solucidn; lo que conduce a
diferencias en las presjones calculadas por ambos modelos, y
consecusntemonte conduce tambidén a diferencias en el cilculo de la
constante de declinacién de la produccién de los pozos. Se hace
notar que pequeffos cambios en la constante de declinacidn conducen
a grandes diferencias en los gastos calculados.

En la Fig 10 se obzerva el ajuste que se logréd en la
aplicacion del modelo a la arena W4 dol Campo Arcabuz. En las Figs
11 a 18 se puede observar un ajuste bastante bueno para las
presiones calculadas en lax celdas de loxs pozos; a excepcién de
los pozos 13 y 10, en donde probablemante existe algin efecto gque

no fue representado en forma adecuada &n w1 GAslc.
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COMCLUSTONES
Los resultades que se obluvieron en los ejemplos de
validacioén y aplicacidn =zon bastante satisfactorios, por lo que se
considera que el modelo es confiable para 6! osztudioc dsl
comportamiento primario de yacimientox de gas,
Por lo epuesto anteriormente se considera que se cumpllié con
e} objetive planteado en la definicién del problema.
El modelo desarrollado en el presente trabajo se puede
utilizar para:
- Calcular el volumen original de gas seco.
—~ Predecir el comportamiento primario de yacimientos de gas
seco.
—~ Evaluar el efecto del ritmo de explotacién socbre 1la
recuperacion,
~ Predecir el comportamiento de yacimisntos de gas bajo
diferentes alternativas de explotacién,

—~ Finmes didActicos, ya que se presenta el desarrollo
detallado del modelo.

— Modelar el almacenamiento de gas.

El simulador puede mejorarse si se le adaptan rutinas para:

— Configurar en  forma  estricta el yacimiento  al
discretizarlo,

—~ Graficacién de resultados finales de la simulacién.

~ Representar el flujo de gas en tuberias verticales, lo que

permitira determinar la presién en la cabeza del pozo.
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maxa.
Paxa molecular.
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Himero de moles.
Presién,
gasto.
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Saluracidn de gas.
tiempa.
Temperatura.
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SIKBOLOGIA GRIEGA
Densidad.
Velocidad.
Incremento.
Porosidad.
Viscosidad.
Densidad relativa.
Densidad del gas.
Coeficiente de relajacidn,
SUPERINDICES Y SUBINDICES
Condiciones estandar.
gas,
Siguiente intervalo de tiempo.
Condiciones de yacimiento.
OPERADORES
Der{vada.
Deriada parcial.
Gradiente.

Integral.
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APENDICE A

METODO DE THOMAS PARA RESOLVER SISTEMAS DE ECUACIONES QUE FORMAN

MATRICES TRIDIAGOMALES"®

Sea A una matriz tridiagonal

bt ct
az bz c2

an-1 bn-1 Cn-t
an bn

La matriz A se puede factorizar coms el

matrices, A = LU, donde :

o
az oz
L =
an on
Yy
LIS
U e
1 fins
i

73
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LU seri igual al

Entonces, cada elemento de la matriz
elemento respectivo de la matriz A, esto es

o4 oufH
az aafliter oafi
as asfizecn aafds
= A

LU = . .
an-1 an-tfin-z+cm-1 an-1fin~1

an anf3n-t+on

es decir :
o = by,

aifi = ci, para §{ =1,2,...,n"1;
aiffi-1+toi w bi, para i = 2,3,....n;

despejando al ¥ A del conjunto de ecuaciones anterior se tiene :

o = by,
fi = cisai, para i = 1,2,....n-1;
oi = bi-aii, para { = 2,3,...,,n;

que sonh las expresiones para las a's y (3's de las matrices L y U.

Entonces un sistema de ecuaciones AX=F puede expresarse como

LUx=F.
el cual se

Haciendo UX=Y sxeo obtendrd el sistema LY=oF,

resuelve en forma directa por sustitucidn hacia adelante:
Yt = Firau , ¥

Fi =~ aifi-s
para {(=2,3,....,n.

Yi =
at
Una vez ralculado el vector ¥, 55 pusde ovaluar el vector

en el sistema UX=Y, por sustitucidén hacia atris:

Xn=¥n , ¥y
1.

Xi = Yt - BiXiet , para i=p-1,n-2,
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APENDICE B

19,46

APROXIMACION POLINOMICA SEGMENTARIA

Uno de los métodos mas utilizados para la representacién o
aproximacién de una funcidn es el ajuste de un polinomio a dicha
funcién, La naturaleza oscilatoria de polinomios de grado alto
puede producir fluctuaciones severas en los valores de la funcidn;
por lo cual la aplicacién de los polinomios es de uso restringido
cuande se aproximan muchazs de las funclonss que surgen en
situaciones fisicas reales.

Una alternativa para la aproximacidn de funciones consiste en
dividir el 1intervalo de interpolacién en una coleccidn de
subintervalos y construir un polinomic en cada uno de ellox. A
este procedimiento se 1o conoce como  aproxdimacién polindmica
segmentaria. La aproximaciédn polinomial que se uliliza en esle
trabajo se baza en el ajuste de pclinomios clbicos entre parejas
suscecl vas de nodos (Spline Ctbicod.

Un polinomio cGbico general involucra cuatro constantes, por
lo que el procedimiento del spline ciubico puede garantizar que la
funcién interpolante es continuamente diferenciable en el
intervalo y que tiene también una segunda derivada continua; sin
embargo, no supone que laz derivadas de la interpolante coinciden
con la funcidn, ni adn en losx nodos.

COMSTRUCCION DEL SPLINME CUpilo
Dada una funcidn f definida en {a,b] y un conjunto de

nimeros, llamades nodos, a = Xo < X1 ¢...< Xn = b, Cver Fig B-12



un spline cdbico, S, para  esx una funcién que satisface las
siguientes condiciones :
a> S es un polinomic cUbico, denotade por Sj en el
subintervalo [Xj,Xj¢) para cada J = 0,1,...,n;

b)Y SCXH = £CX)P para cada J = 0,%,...n;

c) SplXped = SKX + 1D para cada § = 0,1,....n-2;
d) S'CXp1) = S'CXpO para cada § = 0,1,...,n-2;
) S''HalXjet) = S’'KXj+td) para cada § = 0,1,...,n-8;

) se satisface una de!l siguiente conjunto de condiciones de
frontera :
1) S*'CXe) = S''CXn) = O (frontera libred;

11) S'CXa) = £'CXod y S'(Xnd = £°CXnd) (frontera sujetad.

En general, las condiciones de frontera sujeta conducen a
aproximaciones mids exactas, ya que incluyen mis Iinformacién de la
funcidn; sin embargo, para que esta condicidn de frontera se
implemente es necesarioc contar con los valores de la derivada en
los extremos del intervalo, o una aproximacidn precisa de estos
valores,

Cuando se satisfacen las condiciones de frontera libre ol
zpline se conoce como Spline natural Ceste es el que se utiliza en
este trabajo) y su grafica se aproxima a la forma que tomaria una
varilla larga flexible si se forzara a pasar por cada unc de los
nodos dato (CXo,fCXo0d) . (Xt fCX1DD,. .. CXn, £CXndD),

Para construir el spline cubico para una funcién. se pusden

aplicar las condiciones de la definicién de los polinomios

cabicos:
SKX> = mj + bEX-AD + cKX-XPT + diXX-Xp* 813
para cada § = 0,1,...,n-1.
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Se puede observar que :

SKXH = aj = fCXP cB-2>
aplicando la condicién Ccd :

Aj = SpCXj) = SKXjed = aj + bLXp1-XD + cilXa=-XPT+

+ dEXpa-XPp® cB-3>
para cada § = O0,1,...n~2.

Haciendo :

hj = Xps = Xj <B-4>

para cada jJ = 0,1,....,n-1, y definlendo an = f(Xnd), se puede
ver que esto implica que la scuacidn:

ajet = aj + bjhj + c;hzj + djh'j B-%)

se satisface para cada § = 0,1,...,n-1.

Definiendo bn =S*'C(Xn), observamos que:

S'KXY w bj + 2eA-XP + 2dKX-Xp* 425
implica que S'KXj = bj para cada j = 0,1,....,n-1. Aplicando la
condieidn Cdd:

bjst = bj + ejhj + 3dih’y ¢B-7
para cada Jj = O0,1,...,n-1,

Otra relacidn entre los coeficlentes de Sj se puede obtener
definiendo cn = S''(Xnd/2 y aplicando la condicién Ced. En este
caso:

cjra = ¢j + 3djhj (B-8>

para cada § = 0,1,...,h-t.

Despejando dj de la Ec B-8 y sustituyendo este valor en las
Ecs B-3 y B-7 se obtienen las siguientes ecuaciones:

apt = aj + bjhj +#C1/3007K8c] + cped . B~
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bjss = bj + hiCcjtejrtd ¢B~10>
para cada § = 0,1,...,n~1.

La relacién final que involucra a los coeficientexz se pueds
obtener resolviendo la ecuacidn apropiada on la forma de 1la
Ec B-9, primero para bj:

bj = Ci/hplaja~aD - Chi/Ad(2cjtcjerd B-11>

y luego, con una reduccidén del indice, para bja

bj-t = (i hj-1dCaj~aj1) ~ Chj-2r3D(2cj1~cpd . B-12>

Sustituyendo estos valores en la ecuacidén derivada de la Ec
B-10, cuando el {ndice se reduce en uno, se cbtiene el siguiente
sistema lineal de ecuaciones

hj-1cj-2 + &Chj~t-hdej + hicppt = (3-hPCapd ~

- (3/hj-2Caj~ai1> CB~13

para cada j = 1,2,...,n~1.

n
Exte sistema tiene como incédgnitas s=dlo a (c;‘)‘m. ya que lox
n-4 n
valores d: (h)’no y {a[)"=

nodos (X Ju

° estin dadox por el espacio enire los

oY los valores de la funcién en lox nodos.

n
Notese que una vez que se conccen los valores de (t:)“m
et
encontrar las constantes restantes (bp;m‘h la Ec B-11 .
n=f L

(dDjmda la Ec B-8 y construir loe polinomiozs cGbicos (S‘Dj-o o

una cuestidn sencilla.
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