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P R OL 0 G O

FRESENTACION DE LA TESIS: GEOXETRIA ANALITICA

Desde siecpre he sido consciente de la dificultad en el apren-
dizaje de las materdticas que sufre una gran cantidad de estu-
diantes. Muchos raestros piensan que los alumnos deben captar

de una ranera inmediata les conceptos y teorias matemiticas, ¥
por lo tanto, no es necesario dar mayores explicaciones en sus
clases.

Desde mi puhto de vista es al contrario, la responsabilidad del
maestro radica en explicar con todo detalle, los conceptos, ée-
finiciones, teoremas y corolarios que expone diariacente, para que
de esa nanera sus alumnos capten integramente sus explicaciones
¥ adquieran firmemente el conocimiento matemético.

Claro estd que el maestro tiene también la responsabilidad de
inculcar en el alumno el hébito por el estudic, la inquietud
"por la investigacién Y el gusto por la matemdtica en geheral.
Sik embargo,est Wltima, es una labor gue considero muy gmbi-
ciosa, debido a que la gran mayoria de los estudiantés elude

& las matemdticas y todo lo que se relaciones con ellas. Este
rechazo se debe, en gran redida, & la instruccidn deficiente que
impartén los profesores desde el Jardin de Niﬁos y Primaria, due

es donde a mi juicio, se genera dicha aversién.



Desgraciadawente esta problerdtice, por derds interesante,

sale del espacio de tierpo que tenercs para laintroduccidn

de esta tesis.

Pero es precisarente tal problemética, la que me irpulsa a

a elaborar este libro; en &l cual re propongo elirinar muchos

de los vicios didécticos, tanto de profesores como de autores

de materdticas, dedicadosen este caso, a8 la ensefanza de la
Georetrfa Analitica.

Dentro de mi darrera provegional, de casi ya veinte afios he
tenido el privilegio de ensefiar las matemfticas en todos los’
niveles educativos, desde Jardin de Nifios hasta profesional;
también he tendio la oportunidad de escribir doce libros de
_mateméticas para los niveles primario v secundario. Todo esto ha
hecho que mi interés por la ensefianza de las matemiticas, a-tfé-‘
_véa de un libro de texto, continte hasta bachilleréto,rgscribien—
do en esta ocasibédn,un libro de texto para la materia de Geonetris
Analitica.

Ias cbnicas son el material esencial del presente libro.

la forra de presentarias, es & través de su definicién, paia rasar
posterior#ente a los teoremas} g dg éstos, a los problemas, A di-

- ferencia de otros texto3. muestro al alumno, con lujo de déta]le,




el andlisis y resolucién ¢e los probleras expuestos. Con ésto,
trato de disminuir la dificultad de rwehrc alurnos para enten-
der la georetria analitica.

As{ nismo, los ejercicios estidn planteados con la risma comple-
jidad que los resueltos, ya que cuando se eleva su dificultad,
la gran mayoria, al no encontrar la formade rescolverlos, se
frustra, generéndose asi la aversidén hacia las matemdticas, a
ia que nos henos referido anteriormente.

‘TPanrbién se incluye la solucidn de los ejercicio para que ‘los

alumnos puedan evaluar su aprendizaje.

Atentamente: Ratl Lbpez Garcia .
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CAFITULO I

NUMERACION

La Georetria Analitica trata on nireros, por lo tanto tie-
pes que conocerlos y distinguirlos,

'y
N

n

NULERCS NATURALES. Son los prireros nimeros que usé &l hombre:
1,2,3,4,5,.44

%= NUNEROS ENTEROS =u.4,=3,-2,~1,0, 1, 2, 3, ... , e

3)

z* = ENTEROS POSITIVOS = Kimeros Naturales

4) o
Z" - ENTEROS NEGATIVOS =...,=3,~2,~1 R o

W=ENTEROS NO NEJFATIVOS = Nimeros Naturales, incluyendo el cero..
6) |

M= ENTEROS NO POSITIVOS .= Enteros negativos ingluyéndd el cero.

Coro observards el conjunto de los Nafurales estd conterido en
el conjunto de los enteros. Con gimbolos : RCZ

?) | S
Q= NUMEROS RACIONALES. Son todos ios nimeros que se& pueden- Lo ';E

expresar coro el cociente de dos nireros enteros, con el de-. -~ .. |

nominador diferente de cero.

Ejemrplo: -g y

G T
I
&



-2 -

Ios nimeros naturales y enteros son subconjuntos de los racio-

nales, pues se pueden expresar como el cociente de dos enteros.

Ejemplo: 8=8=16= ...
1 2
-9 =9=_18 = ...
1 -2
 Con simbolos: N Ze @

Por medio de diagramas de Venn,

Q

8) NUMEROS IRRFACIONALES.

I= Irracionales son los nimeros que no son racionales. Es decir,

los que no se pueden expresar como el cociente de dos enteros.
- » : _ R
Ejemplos: V2, T , N4 , ... : , o

. Observacién., Los racionales en su forma decimal siempre con-

‘ducen & un perfodo. ' ' B o e o

Ejenplo = ' Rt
Jenp ’3 = 428571 (la raya‘indica que el grupo de ciffaa,i

i
N

- "1428571" se Tepite indefinidamente).
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Este resultado se obtiene al hacer la siguiente divisibn:

428571, ..
7 | 30
20
&0 '
40
50
10
30

.
.

En cambio los irracionales no tiene perfodo en su forme deciral.

Ejemplo: 2 = 1.4142135 ...

9) Nimeros reales.
R= Reales. El conjunto de nimeros reales es la uniénm de los

conjuntos de nireros naturales, enteros, racionales e irracionales.

Ejemplo. -2.3, 8 , T ,Y¥7 , ... son todos niimeros reales.

7

‘R
Con sinbolos R= NUZUQUI '

Con diagramas de Venn.

LSt o

Observacién. Los nlmeros irracionales tnicaments son subconjunto dé
los- reales.:

10) REPRESENTACION DE I0S NUWEROS REALWS ER LA RECTA NUEERICA

pa A a . X " b A A L " >
& L] .7

6 -5 4-3-2-101 2 3 4 5 6
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En esta representacidén, a todo punto de la recta pgumérica le
correstonde un ninero real y vicevefsa. Al cero se le llara
origen.

Los nireros mositivos van a la derecha del ori}:en; los negativos,

a la izquierda.

11)

ORDEN DE LOS NUMEKFOS REALES EN LA RECTA NUMERICA. Un niimerc real

"a" serd menor que un nlmero real "b" si "a" estd g la izquierda

’

de "pb". Y mayor, si "a" est4 a la derecha de"B",

Ejemplo . .
0 a b

a meénor gue b, con sirbolos!a < b

i

c a 0

d mayor que ¢, con simbolos;d} ¢

I\ b i

h 0 m

h nenor que m, h < =m , o bien,
L mayro que h, m .7 h

12)

VALOR, ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL.

la definicionjdel valor dsoluto de un nfmero a , es:




- 5 =
a, si a7 0
el =
-2, si a < 0

Notese que el valor absoluto de un nfimero real, geométricameute/es
la distancia del nirero (punto) al origen, en la recta numbrica,
Ejemplo: [8{ =8,
5 5

13) LEYES DE 1LOS SIGNOS PARA 1AS OFERACIONES FUNDAMENTALES.

-§.|= 2, vl av

1) Para sumar nlrefos de igual signo, se suman sus valores
" absolutos ¥ al resultado se le antepone el signo comﬁn}

Ejemplo (-8) # (-5) = -13, 1, 2 _ &

2 2 2

2) Para sumar nimeros de disti-nto signo se resta al mayor

vabr absoluto el menor, y al resultado se le-antepone el signo
del numero con rayor valor absoluto. '
Ejemplo  (~3) + (5) = 2, (-16) + (9) = -7

-2 + 2 = 8 .
4 4 4

%Y Para restar ce le cambhia elrsigno gl sustraendo,y'se suma al .. .

minuendo. o
Ejemplo. (-8) - (6) = (-8) + (=6) = ~ 14 T
-2 ( -6 ) -2 6 4
- - -— - -— + -— = -
5 5 5 5 5

n) Para multiplicar (dividir) dos niimeros con el mismo signo, o
"se-multiplican {dividen) sus vslores absolutos y al resultado,f
se'le antepone el signo positivo (+)

‘Bjemplo (3) (8) = 24 , (- 3 )( < g)= 6 ' 16

= = 5, ==2
5 6] 30 - 5



5) Parsg multiplicar (dividir) dos nimeros con distinto signo,
se multiplican (dividen) sus valores absolutos y al resul-

tado e le antepone el signo negativo (-)

Ejexplo: (-3) (9) = -27 , ( ?_](_ 2) .-
5 7 35
26 _ _y & - £ _ -5
-9 ! 5 ) +40
" 4)

LIYS3 D8 IOS TLPOWIHTES. Sean I ¥ n enteros jositives

1) 8% g.gvnnen.a ; a=base, n=exponente
n vecesg
5 2
Bjemplo. 372 3.3.3.3.3 , (-&\ =<*:‘i}(:it)
6 6 [2)
2y g% . o - P * 3
Bjeuples. 87 . 87 - 872 | ;% Ht . 4®
3) at . "0 '
a
8 8-5 3
Ejemples. ?2.75_5 -2, 2 =2 w2
53 22

4) (am)n = Rmn ) V
. ‘ a5 5
Ejemplos. [‘(—6)8) = (—6)4O ’ k 4} ,( ?.) 20

n

~31

5 (@)% a" . b



5 5
2 3 2 3
Ejemplos. ( 3.7) 2 32 . 72 7 (7) ( §)] :(7) (-9_\

“) s

Ejemplo. oy - 6 i) P
= =) = TF
8 8 9

~—~ m

w




6.

7.

-8 -

PROBLEMAS RESUEITOS.

Escribe S nfimeros naturales
a) 8 b) 2874 ¢) 900082 i) 1 e) 1050026

Escribe 5 nOmeros enteros.

&) -2 b) 64 ¢) -10028 d) -500 e) O

Escribe 5 nimeros racionales

a) =3 b) 27 c) 8 d) -9 &) .26
5 360

Escribe 5 niimeros irracionalss.

Ve WYT T o¥F e

Escribe 5 nimeros reales.

a) 0 b) 186.25 ¢)/ 9 &) 7_1‘3 e) -49
o

- Bsoribe el simbole ( ,ng ) segin corresponda:

a) N& R Mag 2 IRLI
) IC R eYad I

Escribe todos los norbres posibles comunes a los ele-ﬁ
mentos de los conjuntes de nimeros. : R e,

a) {1,2,8,5569}- Naturales, enteros, racionaies, reales,

b) !.0,9.25} Enteros, Enteros no negativos, racionalas, Teales
c) {2, V?; :ﬁ_, -3 Reales

d) { 0, =50, -20, —9}- Enteros no positivos, racionales, reales
Escribe dos diferencias entre los nimeros racionsles e irra-
cionales.

a) lLos racionales se expresan como el owciente de dos nimeros

enteros con el denorinador diferente de cero y los irra~

cionales no.



b) Los racienales, en su forma decimal, conducen a un periocdo
y los irracionales no.

9. Iocaliza los nfimeros -2, 4 , 1.42, 3 en la recta numérica
5

(aproximadamente) .

1 . 1 [l 3 H 1
} t

o 0 1 1.42°

2 3

o) 4

4
5

10. Escribe el simboio { >, < ) segfin corresponda,.

4~ + +- + }
m t 0 r o]
a)m £ t p)r > ¢ c)py m

1l. Encuentra el valor absoluto de los siguientes nfimeros.
CORM ) & ) SRS Y B A R ols4l =54

12, Realiza los siguientes cperaciones de potencias.

I 62 b 89°=8"0 o) 7 _ .2 | )
- . ] - 3" R
5 _ o5 5 ' 3 3 '
a) (8.9)° =8 . 9 e) g) = 9
(10 10°
= 1,51, (3% -2

13. Realiza las siguientes operaciones.

b) (-8) + (-6) = -14 b) (-4} (-5) = 20

R s d) (-8) - (-B) = -9 + 8 = -1

e) t=5) (1) = -35 £y o-a0 . R
- 8

Ejercicio 1.
1.1 Escribe 5-nfimeros naturales.

&) b) <) a e



- 10 -~

1.2 Escribe 5 nlmeros enteres.
a) b) c) ) e)

- 1.3 Escribe 5 nlmeros racionales.
a) b) c) d) 8)
1.4 Escribe 5 nfimeros irracionales
&) b) c) d) e)
. 1.5 Escribe 5 nimeros reales.
a) b) c) a) e) _
1.6 Escribe el simbole ( <. ’ c;i ) segin correspdndi /
a) N__ 2 b)) I R e) Q I
i) q R )7 ____Q )% R

1.7 Bscribe todos los nerxbres posibles comunes & todos les

elsrentos de los siguientes conjuntos de nimeros.

a)fo.s.laz

’h)§-32,-a,c§

1.8 Escribe la éiferencis entre los nimeros racionales e

irracionales.

G RNC

1.9 Localiza los nimeros -8, 4 ,"Tr y v”IB/
7

s

; - 4
en la recta numerica.

o —t

0

e 1.10 Después de observar la recta numérica, escribe el simbole



- 11 =

( 2 ., £ ) segln corresponda

3 ] 1 |
L v T 1 1

P r 0 t m

a) p m b) t r c) r m

1.11 Encuentra el valor absoluto de los siguientes nfmeros.

a) iTT1 = b)\— %\ - c) \-.28\=

1.12 Realiza las siguientes operaciones de potencias.

; 1
R |
. 3* \\o

a) (95}8 - ‘c)):(7)(—.5-j4 = o n’ -

1.13 Realiza las siguientes operacimes.

a) (-6) + (=5) = b) (6) + (9) =
c) (-5) (~10) = a) (3) (—g) -
5 7
el 40, .= I I S S

-5 -3

S
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CAFITUIO 2

Sistera de coordenadas rectangulares, Gréfica de una

funcién.

15% El1 sistema de coordenadas rectangulares es usado, principal-

mente, para localizar puntos y graficar funciones.

Ejemplo:
o I ¥ I
-5
Lgy
] ~3-—— ——— — --_—T B
H=(x,y) Lo M’= (593)
|
5] !
i A 1 3 1 i A 'L 1 I .
=5 =4 =3 -2 - 01 2 3 4 5 R <
LT '
)
. -3 , S
J=(=5,-3) " YR =(3,-4) SR
PS -  )
II1 , v
fig, 1

El_sISTEMA estd rormado'p§r dos‘rectas de nlimeros reales (éjes'
XyY), perpendiculares entre si, cuya interséccién es el
cero'forigen). Observacién: Este gistema divide al plano en cuatro
o cuadrantes y todo punto de &1 se localiza por medio dg‘sus'codr4.
:deﬁadas (x,y), donde la "X" recibe el norbee de'abscisa y la ﬁy",.
' . de opdenada. (fig.l) Eagmp;os M=(5,3), H=(x,y), J= (-5,-3) '

.345 cecordenadas del punto K son: 5y 3.
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Las coordenadas del Punto H son: X,y

Ias coordenadas del punto J son :=5 ¥ -3

A todo punto del pdano le corresponde una pareja de coo rdenadas y

viceversa.

16) Ala parejm de coordenadas (x,y) se le llana par ordenado,
pues (x,¥) # (¥,x)

17) Existen mwagnitudes que dependen éntre sf.dada alguna relacidn.
Por ejerplo elperimetro de un cuadrado depende de la medida
de su lado. Ia ecuacibén que establece esta relacidén estd dada
por la expresién P=41 . Utilizando las varibales usuales X3¥s
poderos escribir la ecuacibn de 1k siguiente manera: y=4x,
donde“y"representa al perimetro y 1&"xga l1a magnitud de los ‘lados.

Esta relacién la poderos tabular asi:

{x{1]2] 3] 45
ly |4 8li2]16]20 | |

Las magnitudes relacionadas se expresan dé variasmaneras:
usando p#réntesis, rediante una gréfica, o bienﬂ ﬁediahte |
16 misma tabulacién , vedroslo: ' :
(1,4) ,(2,8),(3,12),(4.16),(5,?0)

o bien; mediante los ejes coo'rdenados: R D

ﬂh

20 _‘——r—‘—'——"""‘
i
6 +—-———— -t |
2 Loy 1
g8 4+ ——¢ l ! :
L

4 e
I B
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‘Para generalizar la r'lacién entre estas cantidades,, s« usa la
notacién funcional:

Y= f(x) = 4x.

Esta notacidén significa jque & cada ragnitud x, se multiplice

por 4, para obtener el perinetro y.
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PROBIEMAS RESULITCS

SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGUIARES
l. Localiza los puntos: M1 = (=3, 5), M, = (0, 0)

My = (-6.5, -2.8), Mysiy gy

74

M,

MZ = \XV

.. ' : S Sk

Mg

2. En las siguientes parejas ordenadas éscribe una "a" a la
. abscisa y una "o" a la ordenada.

a) (-8, -0) b) (0, 7) o (T, J8)
a 0 . a o0 a - ; Q

3. ¢COmo se les llama a la abscisa y a la ordenada juntds? Cw

N o8
- ) - - 3

coordenadas o pareja ordenada

0
L

4. ¢ En qué cuadfantes estan los puntos (3, 5), (-2, 5), (-2; 7S)y"'
(2, =5) ' ' ' ERT

" R: lo. 20, 304 40. cuadrantes, .respectivamente:
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5. A tedo punto del plano, éNué le vorresponde?

R= Una pareja de coordenadas,

GRAFITL DE UNA FUNCION
6. Decir si los puntos: & = (0,0), B=(1,3) y C= (6,36) pertenecen
a la gréfica de la funcidén F(x) = x°

,

Solgcjén. El punto A si perteneee a la gréfica de la funcidn, pues
0=0

El punto B no pertenece a la créfica de la funcién, ples 3 ¢ 12
%1 punto C si pertenece a la gréfica de la funcidn, pues 36 = 62

7. Encuentra la tabulacién de la funcién f(x) con los sigulentes

datos.

£(x) = 2x5—8, para x=-2,-1,0,4,5

Solucién

x | 2 | - o | & 5
y =f(x) =24 \ -10 -8 \ 120 242
Oreraciones
£(-2) = 2(-2)°- 8 = 2(-2)(=2)(~2) -8= 2(-B) -B = -16-8 = -24
£(21) = 2(-1)%- B = 2(<1)(=1)(~1) -8= 2(-1) -8 = -2-8 = -10
£ 0) = 2( 0)°- 8 = 2( 0)( 0){ O) -B= 2( 0) -8 = O-B = - &
£O 4) = 2( 4)%- 8 = 2( 8)( 4)( 4) -8< é(eu) -8 = 128-8- 120
£0.5) = 2( 5)%- 8 = 2' 5)( 5)( 5) ~8= 2(125)-8 = 250-8= 242

8 ¢Cudles son las variables indevnendientes y dependientes (o k
infgenes) en la tabulacidén anterior?

Soluciéﬁ , Independientes: x= ~2,-1, 0, 4, 5



Dapendientes o irdreneg: y= -2&, =10, -/ 120 , 242
€, FEncuentrz el doririo de las sipuientes funciones:

5) f(3) = x| b)) £{x) = VE' y €Y f(x) =

solucienes:

a) Todog los nlmeros reales, pues a todos los nimeros ¥ se les puede
elevar al cradrado

b) Solanente los nlneros recales positivos y el cero, Tues los
nimeros negativos no tiene raiz cuadrada.

¢) Todos los nimeros resles menos el 3, pues si x =3 entonces

£y = _1 . i Y esta evpresién no tiene sentido watemético.
3-3 0

En otras palabras, la patemitica no considera a los guebrados con

denorinador cero.
Ejercicio 2
SISTEMA DE CRORDENADAS RECTANAUTARES
2.1 Localiza los puntos : H = (vQB,ﬁ) ; ﬁ = (5,~7)

R= (0,0) y T = (0,7)

\I'N
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2.2 En las siguientes parejas ordenadas escribe una "a" a la

abscisa y una "o" & lz ordenada,

a) (-6, 4) b) (9, -B) e) (0, 5) (-7, -4

2.3 lQué nombre se les 44 a la abscisa y ordenada Juntas?
‘R:

2.4 ¢En qué cuadrantes estdn los puntos (-3,4) , (8,-7),
'(—29'3) Y(51“9) ?

R:
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2.8 iCudles son las variables independientes y dependientes
(o irégenes) en la tabulacidn anterior?

Solucién:

2.9 Encuentra el dorinio de las siguientes funciones

3
&) f(x)=x", b)Y f(x)=_ 1 , e) £f(x)=x
F

. C

Soluciones:
a)
b)
e)




T

CLPITULG 3
CQVOCIMIENTO Y APLICACI(N DE FORMULAS DE GEQMETRIZA
ANALITICA.
Distancia entre dos puntos. Divisibén de un segmento en una ra-
z6n dada. Inclinaci®n y pendiente de una recta, inclinacibn y

nt

e
pendiente de rectas paralelas a los ejes. AngulcQ dos rectas .

24) DISTANCIA ENTRE DCS PUNTCS.
La distancia entre dos puntos, se encuentra aplicando el

teorema de Pit&goras, veamos: 1os puntos B1 Y Bz:en el siguien-

te dibujo.
Y
b B‘ :'(Xb Y:)
b A R
d
Bf[M
P R
; : :
. ! 1 i
E 4 . - x; Xl s /X 4

>F-—i} Por el teorema de Pitfgoras gque dice: El cuadro de lavhipctenusa

es-igual-a la suma de los cuadrados de los catetos, tenemos : :
. 2

‘ 2. 0,0 . 2 . . . S

d = (xl Xy ) +,(y‘_.713 o

{se sacdH raiz cua-

‘drada a ambos miem=

bros de la ecuacifn)



1
ro
%]

i

y con esto hemos encontrado el siguiente Teorema: la distancia

de un punto B;. = (.\:l Yy

a= S -x )2 4 (y —y )°
1 2 1 2

(BSERVACION. No importa en gué cuadrantes se encuentren los dos

y, } & un puntc-82 = ():1 v, ) est& dada
2

por la farmula

puntos, ni cu&l se tame camo B B,
PRCBIEMAS RESUEITCS.

I. Ententrar la distancia del punto M = (a,b ) al punto P =
(e, d).
Solucitm. Sea M = Bl y P =

a=x1,b=y1 c=x2,d=y2,entonces:

/

2
a = (x = x )2-1- Y, - : - .(O\-c)z_\.(b.-c&)
! 2 (l yz) : ’

Y - »~ E
-~ - - . -

<

OBSERVACI N. En este caso se queda indicada la rafz, pues no
sabemos de qué nfimeros se trata. | |
2 Encontrar la distancia del puntb

H= (-3, 4 al J= (-2, - 7)

Solucitn. sea H = B, , J = B, (puede ser al'revés)

-3=‘xl , 4=71 ,-2=x2 ,—7=y2;entmces_

d = G )2 * Tyt = /7-'3:—2))2 + (4-(-1)) 2
s JEr 2 +r s n?s Jen? s ufsfrvan =fin
o sea,,d =.J122




1. Encusntra ls disgtancie del vuntc U oF (m,n) &l puntce

R =4 N, U

2. Encuentra lg distanciz (=2
3. Encuentra la cdistancia ci
bu-c

¥ = (h,t)

25) APLICACIQN DE 1A FORMULA DE DISTANCIA ENTRE DCS PUNTOS  EN
PROBLENMAS GEOMETRICOS

- PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostrar que el punto R = {4,3)  es el punto medio del
segmento cuyos extremos san: H = (2 1) v J =(6, 3)
Scluci®n. Para gque R sea el puntc medio de dicho segmenteo,

necesita tener lia misma c

w0

Langila al punto b yude al J. Veamis

la distancia del punto H al

E‘R=/(2—4)2+(1—3) .

Anora la distancia el J al R es

2 2 2,2 ~
JR = J(6 - 417+ (5 -1)° [ =fi e s = 5

Ia distancia del puntc R al B vy &l

il
1
n

4
o
}

Ca
&)
[
M
[
&1}
3
¥
tn
]
21
Mo
o]
a
[
o]
t
'
3
rr

J
)
By
1
%]
o
n
+
—_
}
18
-
(g8
it
£
y
N
i
,
'a



R ¢ es

2. Dem

(o3

strar gque los puntoes: R =
s los vértices de un tringulo
Sclucitn. Un tri&ngulo istsceles

e lz mi

h

sma medide, ror lo

[

e los

Q
£

itud

el

adcs y ver si

distancia del punto R

2 2
V/Q4-7) + (3 -6)" = /(-

distancia del punto R &l Q es

La

RQ =

la distancia del punto T al Q es

(7 - 1002 + (6 - 3% =

Dos lados tienen la medida
Nota: Puedes simplificar/l8 como

™ =

{4 /3)J T = (7
isBsceles.

es el gue tiene dcs lades

(-1% = ,/ F

m / /36+of

18, por lo tanto si es 1sosce1es.

3/2

3. Encontrar el perimetro del polidono cuvos vértices son:

=5,-3) My = (4,4), M

= (8

S 2V, My = (7, -2),

J

Solucitn{ Tenemos que encontrar la magnitud de todos sus lados

oy sumarl

zs. Ver figura 2

M M, (-5 -5)% 4 (4- (=31 )2

/mfr_r

u/9 + 7

(4+ 52 + (4 +.3)°2

=
]

(4 - 8% + (4 -2) =/(

;4)

(2)2 =y16 + 4 = \120

<4
S
[

i

{8-7)2+(2—(—2)2=/12+(2+2))2=J:.,;42
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my= (-5 =12 4 (3 - (2) 2 NP+ (s .

\l(—12)2 + (-1)° =\[1a4 +1 =~x145
Perimetro: V130 ¢ V20 +¥17 + Y145

= 11.40 + 4.47 « 4,12 + 12,04 = 32,03 ( resultado aproxi-

mado & centésimos)
4, Demostrar que los puntos: A1= (=23 1) , A2 = (-2,~3) Yy
A, = (6,-3) son los vértices de un tridngulo recténgulo y encon-

3

trar su érea.

Solucién. Trazéndolo, veros que,si tiene Mcara" de tri&ngule rectdn- f

gulo. A a0
W

X

\l
. ha ta,r -5 hs.((q; -3)
Para demostrarlo teneros que usar el teorema inverso del teorera

de Pitdgoras, esto es, ver si las longitudes de sus lados cumplen.
con el teorema de Pitégoras, para entonces afirmar que se trata
de un triédngulo recténgulo.

Vedroslo: .
A:\/(-Z-(—Z) 2 +(1—(3) \/(2+2) +(l+5)

o2 L2 T -

Aphs= JE;2 -6)2 * (=3 '(‘5)) 2 \/(-8) + (=3 + 5)2 =

R
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ABA]. = \[(6 - ('2)) 2 + (’5 -1)2 =J(6 + 2)2 + k-“)a
=\§82 + (-0 «\Jeu + 16 =\lBO
En caso de que el tridngulo fuera r:cténgulo, el segmente ABAI

debe ser la hipotenusa por ser el de mayor longitud.

Noétese que:
80 =(J90)2 - 42, 8

por lo tanto el tridn:ulo AIAZAE si es un tridngulo recténgulo

El 4rea es base por altura sobre des . Apoyéndonos eh el dibuje

tonamos como base al segmente A2A3 ¥y como altura el A1A2_.

7A2A3= 8, AJA= 4 ; por lo tanto su 4rea es:

8 x4 32
2 2

5. Ia longitud de un segrento esV29.

Si uno de sus extremos es el punto ( 1, 1) y la abscisa‘dél

otro extremo es 6, encuentra su ordenada. ( dos soluciones).

Solucién. Los extreros de este segmento son lospuntos (1,1)

¥y (6,y) por lo tanto deben satisfacer la férnula de distancia, .

Veanos:

: 2 2 ,
d=\/(x1 = X)7 4 ((yy- Ty) » sustituyendo!
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—
U 1 -62 4 1-32 (52 + (1oy)° =y25 + (1 - )2
Elevando al cuadrado artes extremos de la ecuacién tenemos:

29 = 25 + (1-1)2 , de donde 4= (l—y)g.ﬂ + 2 =1 -y ( recuerda
que una réiz cuadrada tiene dos soluciones simétricas), + 2=l==Yy,

rultiplicando por (-1) ambns mierbros: ;2 +1 =y. De aqui tomamos

lasg dos soluciones:

241==1, y_=2+1=3 Y
y - = - = =
1 ’ 2 (‘0,5)

figura.
Lyt

Ay
L4

\ X

(L, -1

~Como te das cuenta se traja de dos segmentos. -

6. BEncuentra la ecuacibén que fetermina el lusar'geométriéo de
todos los muntos que equidistan de los puntos ¥ = (2,.-2) y
~F= (5, =5). Da tres puntos que pertenezcan a dicho lugar

geor trico,



Solucién. Cualguier punto P = (x, v) gue tawemos de este lu-

-

gar geom@trico su distancia a los puntos M y F debe ser la -
nisma, o sez.

MP = PF, aplicando la fbérmula, tenemocs:

Vi -22 4y - =% = -0+ (v 4 2)?
y/x2 -4x + 4 + y2 + 4y + 4 =/x2 -4x + y2 + 4y + 8

pr=yf -2 4 v -5 = i 37wy + 52 '

=/x? -10x + 25 +y% + 10y + 25 =Jx2 - 10% + y2 4 10y + 50

B

i

]

Igualando, tenemos

/x2-4x+y2+‘4y+8 =\/x2—10x+y2'#10y+50

Elevando al cuadrado ambos miembros (para quitar las raices);

x> - 4x + y2 4 4y 4+ 8 = x° =10 x 4+ y° + 10y + 50 , de donde
. X » . . : A

x2 -4x + y%.4y + 8 - x2 + 10x =~ y? -0y - 50 = o

Simplificando

Bl

6 x - By - 42 0, dividiendo ambos miembros entre 6 queda

¥ -y -7=020

Esta ecuacidn es la gue determina los puntos del planb gue . per-

- l ) - -

tenecen al lugaf geométricq, y son aguellos cuya diferencia de
la abscisa con la ordenada es igual a 7, para gue después al - :

restar 7, el resultado sea igual a cero.
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Para encontrar los rurtos que pertenezcan al lugar geométrico

hacenos lo siguiente:

Buscamos punitos cuyas cooordenadas curplan la condicidn x-y-7=0

por ejemplo, BI;(l,-6), pues 1~ (=6) =7 = 146-7= 7-7=0
BE= (0,-7), vues 0-(-7)-7=0+7-7=0

By~ (8,-15), pues =8=(-15) =7 = -8 +15-7= 7-7=0

s

Otra forma de encontrarlos ss la siguiente. Se despejé la "y"

Y se tabula, dando los valores gque se quiera a la x.

Y:x—? X "-5 -'2 0 4

y|-12| «2{-7 -3

Y los puntos serén: (~5,-12), (-2,-9),(0,-7),(4,-3)

El conjunto de puntos (x,y) que satisfacen x~y=7 es infinito.
¥ A : ) ;

:Siendo el,sé mento dibujado, parte del lugar geométricp.
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Ejercicio 4

4.1 pemuestra que el punto B = (5, 4} es el punto medio del

segmento cuyos extremos son: H= (2,1) vy J = (8,7)

n

4.2 pemuestra gque los puntos: ¥ = (5,3), T

4,8, 8= (9,7)

son los vértices de un trifngulo isbsceles.
4.3 Encuentra el perfmetro del poligono cuyos vértices son:
Ty= (2,4, T, = (~3,6)

I3

Ty = (-5, -4) y T, (3,-2)

4 s
4.4 Demuestra gue los puntos: Ry = (3,4, R, = (5)2}y Ry= {9,6)

son los vErtices de un trifngulo rectlngulo y encyntra - su 8rea.
4.5 1a longitud de un segmento es JE“E.

51 uno de sus extremos es el punto (2,6) y la abscisa del otro
extremo es 1B, halla su ordenada (Dos soluciones)

6. Encuentra la ecuacién que determina el lugér geométrico de
todos los puntos qué equidistan de 10s puntos T = (31—2)'y J‘ _—

(—6} 7). Dar dos puntos gue pertenezcan al lugar geométrico.

26). DIVISION DE_UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA.

Teorema 1.51 Ml = (xl, yl) y M, = fxz, yz) cson los extremes

de un MM, entonces las coordenadas de un punto P = (x,¥)

gue divide a este segmento en la razbn

~, - . - S

Y = M,P
P‘M2

estdn dadas de la siguiente manera.

x=  Eptmey o RV T 0 RS o

1+ r ’ 1+7r
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'Nota. ILa notacién m]m§ Denota un segmento dirigido, con punto

inicial Ml Yy final ME'

COROLARIO 1. Ias coordenadas del punto medio P = (x,¥) de un

segmento dirigido MM, , donde M, = ( Xy Il) s My, = (Xe; 32)’

estén dadas de la siguiente ranera:

x= 't % y= Y1t 7 e :
2 2

FROBLEKAS RESUELTOS.

"1, Demostrar el teorema 1. (Razbédn de un segmehto).

Selucién. Sean M. = (xl , yl) s Ma = ( x,

1 v 7, ) les extremos del

segmento M;M, Y y

v;Pbr_geométria sabemos que los tridngulos formados por las,lineaé
" punteadas (fig. 2) éon‘semejétes es Aecir: :

ArkilQPNAMlRME (~ sermejante), y por el teorema de Tales de.
““Mileto que dice: Al cruzar uha serie de rectas paralelas a dos
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dos rectas converpgentes, los sermentos formados son proporcionales;

tenemos:
1) MlP HlQ
IMz ‘Q R
pero Mlq =X =X, QR= xz-x, sustituyendo en (1) tenemos:
X-%
, ¥ coro esta expresidn es la divisién de dos nimerocs reales
xe-x '

cuyo resultado e¢s un nimero real tambi#n, podenos escribir lo
‘siguiente.

X—Xl

X -
X

de esta ecuacidén despejamos & la "x". ) : T

1+

Para encontrar la ordenada'y’), telo dejamos como ejercicio, que

se hace 3e la misma manera.

OBSERVADION. Comc estamos trabajando =con segmentos dirisidos,
la razénvr, puede ser positiva o negativa, Por ejgmplo, si*él,

punto P estd fuera'del segrente MiME , -entonces 1a razén es



negativa, pues

M2

M

los segmentos dirigidos M1 P yP M, son de sentidos opuestos.

2. Demostrar el corolario 1.

Solucidn.
Sabemos que r = * ~ *1 © PEro
Xy — X

en-el caso especial de que P sea el punto medio del segmento

"M, M,, tenemos que x - x, #X=X , por lo tantolr = S T
X2 - x
Sustituyendo r en x = X, + IXy gueda; x = Xq + (1) (x2)
1+ 1+.1
X1 + X, N .
o2 T T : oo

. Ia-demostracibn para 1la ordenada y es similar, te—la,dejo.como

ejercicio.

3. 81 M; = (-3, -2) y My=(2, 3) son los extremecs de un segmento
M

'dirigigo M

1 My enceontrar las coordenadas del punto P= (x/ y)
Lo - _ M, P
que divide al segmento en la raz@ln: -3 = 1
' R P M,

Solucibn. Como la razdn es negativa, el punto de divisi6bn, P, es -

externo, como veremos al encontrar sus coordenadas.



= =72 =% -4
1+ 1+ (~3) -2 =2 2
y= Y Ty, _m24(-3) () =288 -1, 11 g
1+ 1+ (-3) -2 -2 2
Yo oop
Trazo:
== M
pa N -
/ . (
- . ) -
M,

4. Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento JK,

“donde J = (-8,,-3), X = (6, -2)

Sqlucian. Aplicando el corolario 1, tenemos !

x=xl+)(2=-8+6=—2=_1
2 2 2 o e
Y = yl + Y2 = -3+ (—2)= ,-; -2 = _-_5. = =2.5 ‘ L s A"yv
2 2 2 2
0O sea P = (-1, - 2.5) -
Trazo: o -
AN
‘; N
Fa
o i IR
J R




5. Encontrar los puntos de triseccidn del seamento cuyocs ex-
tremos sai:

T, = (-2,5) y T, = (3, -4).

Sclucitn. Triseccitn significa cortar en tres. ¢Cual serd la

raztn? Veamos un dibujo para facilitarnos el razomamiento,

2 . Ty

-

El primer punto By de triseccitn, camo nos podemos ‘dar cuental“
divide al segmento T, T, ' en la razén 1 : 2 , o sea l es a 2,

o bien 1. Aplicando el teorema 1 podemos encontrar sus coordena-

2
das.
1 3 -1
x=:~:l+rxz-=—2#5-(3) =—2+2=i=_.2_=_£
o+ r 14 1 3 3 6 3~ IR
‘ ooz 7 2 2

Y = yi+r-y2 54 1/2(-4) 5 - 4/2 672 .12

Py - = 2
1+ 1+ 1/2 3/2 3/2 6
JER
donde Bl‘ = -3' ’ 2)

Bhora para el ‘gegundo punto dé triseccibn, tenemos:




i
Q
L
[t
sl
5
3]
“
b4
+
0

(3]

2
o]
-,
<
oS
e
o

m
fot
/43
13
ol
3
W
3
+
o]

Aplicando el teorema 1 podemes encontrar sus cocordenadas.

X, +oTEs -2+ 13} 3y 2+ 6 =4
o= 1l + r 1+ 2 3 3

v, + r. Y2 5+ {27 (=3} 5 -8 =3

1 -1
y = = = =T =

1+ 1+ (2) 3 3 :

donde 32 —. {4/3 , -1)
Trazo:

82

-

T

6. Demostrar analiticamente gue los puntos anteriocres: By y 5, B

. son_los puntos de triseccidn del segmento T, T,

Soiucién. Mostrando que las distancias TlBl s BBy Y

52'1‘2 son igﬁales ¥ que la distancia del segmento Tl T2 es

igual .a la suma de las distanclias de los tres segmentos Ty B4 N

™ 3=y [oR : -
Bl B:_, Y B, T2/ habremos demestrado la trisececifn.

Ty B = /-z S -3 s - n)? =,/(—z +1/3)° + 3

'=/(~5/3)2 + 9 =/25/9 +81/9 = V106/9 =106
' - 3

]




- 37 -

2 2 2
By B, = /(—1/3 - 47304 2 - (-L)) = /(-3/3) 2+ n? =

ﬁ5/3)2 + 3% = /25/9 i 9 =j25/9 + 81/9 =/106/9 =L/_1_'35_é'

=/({13_— 3)2 ) \/(% l

[ s 2. .2
—/( §)+3

)2 + (—1+4)2=

wiw

N
)
r

/106
3

2hora la distancia del T1 T2

rd

LTy T, = V/(—Z —ﬁ)z + (5+4)2 =5/25 + 81 =106 , de donde vemos

1
que efectivamente se cumple lo senalado.

7. El1 extremo de un didmetro de la circunferencia de centro
C = (3,1) es el punto M = (-2, -1). Encontrar las coordenadas
=, y) del otro extremo P del difmetro.

Solucién. Tomando el radio MC como nuestro segmento de partida,

vemos gue el otro extremo P, del didmetro, es exterior al segmen-

to,déndonos una razbn negativa.

/

Ver figura 3

. T —

Yy = Eg - 1 - i ILL C I"
PM. =2 i 2 . . X -

Fig. 3

‘IApliéando el teorema 1.



5 N 13
¥ o=oxg o+ ory, 34 (-3 (-2) 3+ % 5 16 - 5
1 1 1 2
1l +r 1+(-?-) 1"2 5
1 3

y. + Ty 2y -,y 1427 7 6

Y = 1 2 2 = 3
= T L T = ; :
14 r 14 ¢ 5) 1-35 2

donde P = (8, 3)

Trazo:

8. Se llama mediana de un fri&ngulo al segmento cuyos extremos

son el puntd medio de un lado y el vértice opuestd. Ejempio.
- bl

-
-

mediana

las tres medianas de un tridngulo, se cortan en un punto comfin

llamado baricentro. Demostrar que las coordenadas del baricen-

tro SOn:
_ xi F Xy +x3 ¥q + Yy +y2 - .
B= ( ———— 2, —_— .

3 . 3

Soluci®n. Tracemos: la figura!



A:C&’YJ

)/
= y X
/

Figura 5
Por geometria sabemos gue el baricentro de un trifngulo
estd sobre el segmenﬁo gue une al vértice con el punto ﬁedio,ée i
su lado opuesto, afg- de) vértice y a un tercio del punto medio,

(verfigura 5)

pP . 1 .
Tomando la razbn PR - 5 tenemos:
Férmulé ) Sustitucibn
l | .
w= ¥t T¥di +oFx T T PO T
rd -~ = . - A -
¢ 14 1 +% -___,E_______E_ 30
3
2

De la misma manera se encuentra la 'y". Ver ejercicio 5-1.
EJERCICIO 5

5-1. Encuentra la ordenada respectiva al baricentro de un trifn-

gulo,
5-2. Demuestra gue la ordenada del punto medio de un segmento es
v ¥y +Y2

2

5-3. 81 J. = (-6, - ; T . ‘
: Sidy3=(-6, -7) ¥ Iy = {3, -8) -son los extremos de un seg-~



prm———

mento dirigido Jy le encuentra las coordenadas del punto

P = (x ,y) que divide al segmento en la razbn: -5 = "1

PJ2

5.4 Encuentra las coordenadas del punto medio del segmento FP,

donde F = (-7, 2), P (6, -8)
5.5 Encuentra los puntos de triseccidn del segmento cuyos.extreJ ‘
mos son: '

My = (3, -6)] My, = (-8, -9).
5-6. Demuestra analfticamente que los puntos anteriores (que en-
contraste) son los puntos de triseccibn del segmento M, M,

5-7 El.extremo de un dié@etro de la circunferencia de centro
- )

- - -

- C = (4, -8) es el punto N= (-2, 5). .
Encuentra las coordenadas { x ,y) del otro extremo del diémetro.

27) INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA.

Inclinacidn. Se llama &ngulo de inclinaci®n de una recta al -

afigulo ( ©( )  formado por la parte positiva del eje x y la

- - .

.
recta dirigida hacia arriba, Y

el




"PENDIERTE DE URA RECTA. Se llaema penciente de una recta a la

tangente de su &ngulo de inclinacidn.

PRMIEMAS RESUEIT OGS

1. bemostrar que la pendiente de una recta gue pasa por dos
puntos; '
Hl = (xl, yl) Yy H, = (xz,yz) estd dada por la férmula :

tg © =YY,
X2 7%

donde X, ;é x1

Solucibn. Hagamos un dibujo para facilitar el razaamiento.

- - - - R e il .Hz'-“(?(z}y,).

I T
, € J‘ b epeeshs
! a‘\‘ Engu“:ea

/ X T x. %

L GV.' es el dngulo de inclinacidén de la recta.

Ahora aplicando la definicidn de tangente (cateto opuesto entre



- 42 -

cateto adyacente teneros:

= btEQ = C. Op 32 - yl

c. ady Xy - X
Gomo la matemética no considera fracciones comunes con d&nomi~
pador " cero ", ée debe pedir gue X5 ¥ Xy . Con le cual queda
dempstrado el problera. '
2. iCu4l serd la pendiente de las rectas paralelas al eje "x" ¥
lss paralelas al eje y ?
Solucidn: Analicemos la férmula de pendiente y los siguientes
dibujos.
.
y 1
C y:=C

fig. (&) . fig (b)

En la fisura (b) observamos que todas las “yes" (ordenadas) -

"de la recta son iguales a2 una consetante ¢, aplicando la férmulas,

tenenros: tg = Y2 - Yl ¢ - C 0

. = O
X2 - xl }?2"5(1 12-3(1
Es decir, gque la pendiente decualquier recta paralelé al eje "x*"
es igual a cero.
. En la gigura (a) observamos que todas las “equis",(abscisas)~

- son iguales a una constante h, aplicando 1a'f6rmula tensros:



Yp iy

Mo Ty h -h 0
carente de sentido mateméticdy

Es decir gue una recta paralela al eje "y" no tiene pendiente.

la,
3. Encontrar pendiente y el &ngulo de inclinacibn de la hipo-
_tenusa del trifngulo recténgulo cuyos vértices son: M'= (-2,4),
H= (3, 4, 8= (-2,6) YA
Soluci@n. Tracemos la figura B:éhd)
. I: 6
”~ M H__ ‘_____

Podemos considerar a la hipotenusa como parte de la recta gue’

pasa por sus extremos y apldcar la férmula de pendiente.

-

Y_z.—__l—. 1= 4-6 = :2. = _-_2.
Xy T oxy 3 -(=2) 3+2 5

tie =

El valor -2 significa que el &ngulo © es obtuso, debido a la
5

siguiente convencién ! Y -
5 c.ady
(2] <. ¥2
= 5
. _L - _7 X
’ o
/////"\\\\*Z\\\\\\J-Q

Por lo tanto para encontrar el valor de © , buscas en la ta-



bla el valcr del &ngulo o< cuya tancente es 2 = .4000
- +
y se lc restas a 1807 asi: Nota: 1)Se calcula el valor de ok
) porque en las tablas trigono-
= 180°- 21°48 rétricas no aparecen éngulos
negativos. -1
Desarrollo : 2)Calculando tan ~ (-0.4)en
-1 las calculadoras obiienes
of = tan (.4000) el valor de o<

o= 21745°
° \ .
& = 179 60 - 21°4¢" ) f
&= 15809 12
4. Encontrar la pendiente y &ngulo de inclinaciln de la rsctsa

que pasa per los puntes S, = (-3,-4) ¥ 52 = (6,1)

Solucitn: Tracemos la figura . i ’ S

i
i
{
i
i
{
i
i
!

R 1 - (-4) 1+ 4 5
m. = tg e = JREDA o = = = .
Ry T Xy 6 - (-3) 6 + 3 9 B

B = tg’l(i): tg'l(.555)= 29°2¢ STt
1 E]
Wota. Cuando la mendiente es positivg, no. €s necesario utilizar a
5. Demostrar que los puntes

Ry = (=5,-2), By = {1, 0) y R3=(4,1) Son colinéales.



Solucibn. Colineales sicgnifica que les tres deben pertenecer

a una misma linea, por lo tanto si la pendientc del segmento

Ry Ry es igual a la gel R2 R3 , habremos demostrado gue son

colineales.

la pendiente del Rl R2 es!
2

m=tg& =

1a pendiente del R, R3 es

m=tg 6 =

1
|

N Son colineales. .

OBSERVACIMN. También pudiste haber tamado los segmenﬁos

R1 R2 y Rl R3 para verificar sus pendientes. R

6. Una recta tiene pendiente m = 2 y pasa por el punto T = (<5,3)

La absc}sa del otro punto de la recta es 6. Encontrar su ordenada.
Solucioen: .
Substituyendo los valores dados en la foérmula de la pendiente,

tenemos i : -
ToYy,myy 3 -y
——

substituciones: 2 = =

Férmula: Com=
' X2 7 Xg

ya que: T = (~5,3) = (x2jy2) y (xl/yl) = (6, y)

Resolviendo 2 = 5 " Y , tenemos:
-5 -6
: 3 -y , =22 =3~y ;y=3+22;y-=25
2= P
To-11

-
Sy I

INDICACION. Realiza el dibujo y verifica que y = 25 és la or-

..denada pedida.

7. Encontrar la ecuacibn qgue 8etermina el conjunto de todos los.

. puntos P = (x ;Y) del plardo que pertenezcan a la recta gue pasa



por el puntc K = (-2, 0) y tiene pendiente m

[SAI KN

Solucibn. S5i el punto P = (x,y ) pertenece a la recta, enton-
ces debe cumplir con la fdérmula de la pendiente respectiva, ©

seq.

Férmula: m= —————> , Substitucidn:

Resolucibn de la ecuacién:

-

-4 (-2-x) =5 (0-y) ; 8+ 4 x=0 - 5y;

"4.%x + 5 v+ 8=0 - esta es la ecuacitn deseada.

8. ¢CObmo se debe entender la condicifn gque implica la ecuacidn

4dx45y+8=02? |

Soluci%m. Que para gue un punto del plano pertenezca a la.recta
determinada por dicha ecuacién, el culdruple de su -

abscisa sumada con el guintuple " de su ordenada mds 8§,

el-resultado debe ser igual a cero.

.

9. Encontrar tres puntos que pertenezcan a la recta Geterminada

por la ecuacibén 4 x + 5y + 8 =0

Solucién; Se despeja "y" en la ecuacidn y se tabula para tres

- -

. .
valores arbitrarios de :la "x ",

Despeje: y = —:g~:£§~~
" Tabulacidn: x -3 2 0
y 4 -16 | - 8
> 5 3

V



Operaciones:

Para x = -3

y= -8-4 (-3) _-8+12 _ 4
5 5 5

Siendo los tres puntos deseados !

) .o, )y (0, -8)

-16
5
10. Comprobar que el punto B = (1, -12 ) pertenece a la recta
5 J
determinada por la ecuacibn 4 x + 5y + 8 =0
Solucibn. Basta con sustituir las coordenadas del punto en la

hl

ecuacién 4 x +°5y + 8 = 0 , asfi: : P

”~ -

4 (1) +5 (-12)+8 =0
| 5
4-1248 =0

0 = 0 Quedd comprobado. Si no se hubiera

obtenido la igualdad, entonces el punto no hubiera pertenecido‘
a la recta. '
Ejercicio 6.

6.1 Demuestra que la pendiente de una recta gue pasa por dos-

puntbs My o= (a,b) y M, = (c,d) esta dada por la férmula:

]

d-»b ;€ ta.

m=tge
. c -a



6.2, ¢Cu&l es la pendiente ae las recta

mn

T
o
¥
m
—
m
1
n
[13)
v
bt
m
(.}
mw
e

y paralelas al eje Y?

6.3 Encuentra la pendiente y el &ngulo de inclinacidn de la
hipotenusa del trifingulo recté&noulo cuyos vértices son: P =
(-3, 6), 3= (-3, D)y T ={9,0).

6.4 Encuentra la pendiente y &ngulo de inclinaci®on de la rec- |
ta gue pasa por los puntos Fq = (2,5) y F, = (-3, -8)

6.3 Demuestra gque los puntos: Dy = (1,1),- D2.= (-2, -8)y Dy =
(0, -2) gon colineales. ' .
6.6 Una recta tiene pendiente m = -3 y pasa por el punto Q =
(-2, -6).

la abscisa del  otro punto de la recta es §. Encontrar su orde-
nada.

6.7 Encuentra la ecuacidn que determina el conjunto de todos
los puntbs P = (x,y) del plano gue pertenezcan é la recta que

-

.pasa por el punto T =.(—3,0) y tiene pendigﬁte m= -

N

6.8 ¢CObmo se debe entender la condicidn que implica la ecuacién
3x+2y+7=2¢07 B
6.9 Encuentra tres puntos que pertenezcan a la recta determi-
nada por la ecuacibn 3 x + 2y + 7 = 0.

. 6.10 Comprueba que el punto § = (0, - % )

' perteﬂece_a la recta determ&pada por la ecuacibnh3xk+ 2y + 7. = Q.
28; INCLINACIQNY Y PENDIENTE DE RECTAS PARALEIAS A.I;S EJES.
Hemos~hablaéo de qué ias_rectas paralelas al eje X tienenrpen;

_diente cero y que las paralelas aleje "" no tienen pendiente..

Sin"embargo se permite usar ciertas expresimes para dar un -



]
£y
ptad

T

significado & le pendiente, veamcs l10s siguientes

PROBLEMAS RCSUELTOS.
1. Encontrar la pendiente y &ngulo de inclinacidn de la recta
gue pasa por los puntos.

Hl = (-3,6) ¥ H2 = (5,6).

Solucidn.
v, =¥y 6 -6 0 0

m = ——— = = e—_— T — = 0
Xy = %y 5 ~« (-3) 5+3 8

© = tg 14 = e o .
2, Encontrar la pendiente y &ngulo de inclinacibn-de la recta:
gue pasa por los puntos R1 = (2,5)), R2 = (2,-4)

Solucidn.

Yoo ¥y - 45 . -8
m = ’ - -

Xy =Xy 2 2 0
- v o~ - -,
Nolo: « :

A la fraccidn comn -9 (que no tiene sentido matemitico) se: .
3 ;

le da una expresién provisional: ©© (infinito), indicando gue

la recta tiene una pendiente infinita y €l &ngulo © |Ccorres-
rendes 2 90° (En tus clases de c8leowvlce diferencial vas a verlo
con mayor detenimiento y entendimiento.

Figura Y

. . ] L R|:ur5)

-

Ny
x

Rz:(’?,"“)
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3. Encontrar lz pendiente v Enculo de inclinacidn de la recta

que paga por 1og puntos: Jl:(5,2) y J, = (3,2).
Solucibn:

Y =¥ 2 -2 0 =0
m = —_— I e .

Xz "X 3 -5 =2

S = tg—l 0 = 0°

Figura; Y

. Jg. Ju ~

4. Encontrar la pendiente y &ngulo de inclinacién de la recta

gue pasa por los puntos

S; = (-5,3) ¥y S, = (-5,4). . Ya
o Figura. ’ Yolse o~ [ -
, 1S,
v
%

Solucidn

Yo -y 4 -3 1 1
m. = 2 L = - = 0O

%y = %y =5-(-5) 7 =545 D
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Ejercicio 7

7.1 Encuentra la pendiente y &ngulo de inclinacibn de la recta
que pasa por los puntos:(Slz(-S,G) y G, = (1,6).
7.2 Encuentra la pendiente y &ngulo de inclinacibn de la recta

gque pasa por los puntos: Ay = (8,3) y Ay = (8 ,-4)

" 29) ANGULO ENTRE DOS RECTAS.

TEOREMA 2. Un &ngulo & determinado entre dos rectas, esté dado

P

por la férmula: tg .= T2 7 M
i T+m m,

con my my, F -1. ‘ ‘ ’ .

COROLARIO 2. La condicidn necesaria y suficiente para que dos
rectas sean perpendiculares entre si, es gue el producto de sus

pendientes sea igual a -1, o sea: mym, = -1
hd

<

PROBLEMAS RESUELTOS.
1. Demostrar el teorema 2.
Solucidn.

Tracemos la figura para facilitar el razonamiento.

)FY




Cbservado la figura podemos darnce cuenta de lo siguiente:
los &ngulos © iy 92 se han medidc en sentido posi-
tivo (en contra el giro de las manecillas del reloj‘ [t):l)
Para el &naulo e 1 su lado inicial es 1 y su lado
final es i 2 vy las pendientes T, ¥ M, de il y I2 son
pendiente inicial y final respectivamente. Calculemos cada uno
de los &ngulos eJ_ Y 92
Por geometria sabemos que un &ngulo exterior de un triéngulo
‘es igual a la suma de los angulos interiores no adyacentes a- él; )
Er) el trién.gulo FGH de la figura anterior vemos gue el &ngulo
*FGH es igual a 9 1, por ser opuestos por el v8rtice; toman- ]
do a = 2 como el &ngulo exterior, tenemos

c( 2 = X, + B,
de donde & [ Kp - X

Ahora aplicando la tangente al &ngulo &, , tenemos:

- tgo<é - tgo<l . L
tg' 8, = tg (X2 -1 = TI& T, 9 X, ST

Nota. Este resultado se obtiene de las férmulas de trigonome-
tria para la tangente de la resta de dos angulos.

Ahora co m, = tg X = tg N
mo My g 1 ¥ My T g,

7/
substituyendo tenemos:
- N .\'| - -
m, = m .
. 2
tgel= -——-———L»,m,zml#:-l C.Q.D
o 1+ m2 m, k



2. Democstrar el corol=ric 2
Solucién, A partir ée la forrula tm© - , veros
que si my Fy = -1 &)l cenorimader o oy

Se hace cern y tg@ oo

"

A e - tg"lccj

H

aje, lo cual irplica jue las rectags son

perrendiculares.

%, Encontrar el &n ulc apudo de inclinacibén entre las rectas;<>1

¥y 552 cuyas pendientes son: m1 = =3y nz = 8 , respectivarente
' ¥
Solucidn: jiz
tgf - T2~ ™ o738 _ -1 -1 1 L.\@
l4m, my 148(-3) 1-24 =23 23 Pendiere
imeiot
-1 1 -1 ”
= tg ( i )= t8 T (.u782)= 25° 3% x
23
Nota: Para aplicar los valores de las pendientes en la férmula
se concidera m2= 8 coro la pendiente inicial ¥ m1 = =3,
coro la pendiente fina’', para ottensr el 4dmgulo agudo,
4. Encontrar el dngule agudo ¥y obtuso que forran las ractas
gﬁ,l y ;( 2 que pasan por los puntos: Hy = (-2,5) , H = (3,6)
¥y Ml = (0,4), M2 = (8,0) respectivarente.
Solucidén., Encontremos las pendientes de:jzl ¥ :11 2.
’“1=y2-y1=6-5=-1- o

p.d ? - xl ' 3-("2) 5

mp= Y p- Y1 . 0=4 -

LS I

X2—xl 8 -0
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Aplicande la f6rrula de &noulo entre dos rectas

1 1 -7 -7
m, -m -5 - 7 = —
o - 21 5 .10 _ T _
- | —
1tm, m, 14 (- %)(‘5—) 1~ (1/10) 1% 50
7 af=1) - 0 _ 4oL
0= -F © o=t (75) 00 w(1)

179°60" - tg 1 (,77J= 179°60" - 37°50' = 142°10°

... El angulo dbtuso es 142°10' y el agwdo, 37°50°

5. E1 &ngulo formado por dos rectas _es/de 60° Ia pendiente ™ de
1 es 3 , encontrar la pendiente m, de 12.
) ) .
Solucifn. Aplicando la férmila del &ngulo entre dos rectas, tenemos:

Formla: tg & = mz-'ml '

1+
) “}b 3
Substituyendo: tg 60° = ——-—3———5 , O sea
1 +z'mz
3 Fod
L12- 214 o
1 3 ' despe;)andom2
tam »
. L - 3
3 _ _ 3 5.196 e e
1.732 (1 + T m2) = m, T 1.732 , =M, 4 ;
5.19 _ Y : ERE
. m, = m, = - 3 = 1.732 ; multiplicando-por 4 -ambos miem-
4 ; [ ‘ .
bros: '5.1%6 m, - 4m2 = -3 - 6.928;
1.1%6 my, = - 9.928 ; m, = -9.928 - -8.3
1.196
~ 6. Demostrar gue los- puntos: Rl = (-5,2),

Ry = (-3,4) y Ry = {(-1,-2) son los vértices de un tridngulo



recténguio.
Solucibn. Caiculando las pendientes de los lados del tri&ngu-
lo y multiplicéndolas dos a dos, podemos darnos cuenta de su

perpendicularidad si su producto es -1.

La pendiente del lado que tiene por extremos los puntos Ry Y R, es.

2 -4 _ -2

1 5-(-3 2 =1

La pendiente del lado cuyos extremos son Rl y~R3 , s
2 - (=-2) ﬁ_

my = “5-(~1) -4

La pendiente del lado cuyos extremos son Ry ¥ Ri‘, es

-2 -4 _ -6
B35 -12(-3) 2 © .

A simple vista vemos dos pendientes cuyo producto es igual a:—l.

son m, y m.2 » pues m, m, = (1) (-1) = -1.

. .+ Lstos dos segmentos: i Rz y R1R3 son perpendiculares.

R,Ry . Siendo el triéngulo, trién-

gulo recténgulo. . . . R

-
- -

Con ‘simbolos R4R, _l_

.

7. Multiplicar las siguientes pendientes de segmentos. para sa-

bexr cuales. son perpendiculares.’

a) -3 5 b) =1 6 c) 8 -27
_— = - - A -
4 6 3 9 24

2
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Solucibn.

a) -3 5 _ -15 _ .
-7 - 7 )f ! no son perpendiculares.
b) A, 8 . 6 . iy
5 3 P = -1 L sI son perpendiculares
c) 8 =27 _ =216 ; .
3 * 37 T T3ig S si son perpendlcular?s{

8. Encontrar la medida de.los tres angulos del triéngulo cuyos
vértices son: T, = (-2,-5) T, = (3,6) '
T, = (8, -2) h .

Solucibn. Tracemos la figura.

Y 4
6
: . o Teeatdl ~

“En‘base al ‘sentido positivo de los &ngulos para encontrar el

éngulb 691, tenemos que tomar la pendiente del segmento S, como )
T : " Encontremos €l valor de estas penéientes.
como m ‘ . DD . : -
Wy la -del S5 2



Y, - ¥ -2 -6 -8
m o= il - = ~1.6
S >.l g8 - 3 5
~ Yo = ¥q -5 ~ (-2) . =5 4+ 2 _ -3 - .3
m, = Z ) =
Xy Ty - 2 - 8 -10 -10
m, - .3 - (-1.6) .3+ 1.6
tg O1 = 21 _
1 +tmym, 1+ (.3)(-1.6) 1~.48
= 1.9
52 3.6
©; L4t (3.6) = 74°40" ' '

‘Para encontrar el &ngulo 692, tenemos gque tomar la pendiente

del segmento S, como m; y la del §; como m

1 2"
la pendiente del segmento B, es - l.6 = m,

Encontremos my de Sy~ . ) Co-
Y, <Y 6-(-5) 11 K
m = 2 1 - = o~ =2.2
1 X, -X
2 1 3-(-2) 5
5 M- ™ _-1.6-22 _  _-3.8 _ -3.8 . | 507
9 Fy T mm, 1+(-1.6) (+2.2) 1-3.52  -2.52 ‘

) - . : o 1
O3 =t (1.507) = 56" 27

Para encontrar =] 3, apllcamos el teorema- que dlce La suma

de los éngulos 1nterlores de un trléngulo es 1gua1 a 180°o sea -



€1 : © 2+ B2 = 180 substituvendo:

1
7640% + 56°27+ © 3 = 1800

O3

180° - 74°40' - 56 27'

i

i

179060'* 130°67' = 179°60' - 131°7' = 4BF57!

EJERCICIO 8

8.1 En base a la siguiente figura, obtén la fdrmula de

\ 1 . ..

«

8.2. En base a la férmula que obtuviste-en el ejercicio 1, ex-
presa la condicibn necesaria y suficiente para que dos" rectas

sean perpendiculares.

8.3 Encuentra el &ngulo © de inclinacidn cnhelas rectas
cuyas pendientes son: m, = -5y 'm, = 9

8.4 Encuentra el &ngulo agudo y obtuso gue forman las rectas
Jf y ;f; gue pasan por los puntos: M, ='(~3,6), M, = (5,7) vy

Hi = (2,0), H, (~6,-3) respectivamente.

8.5 El &ngulo formado por dos rectas es.de 80°¢ La penaiente



- 5¢ -

m, de ;f i €g 7, encuentre la pendiente n, ae ;? 2.
5

8.6. Demuestra gue los puntos: J, = (3,4), J, = (-2,-1),

Jy = (1,-4) son los vértices de un triéngulo recténgulo.

8.7 Multiplica las siguientes pendientes de segmentos para’

saber cuales son perpendiculares.

I o L =4

?

7 6 4 18 2 2

8.8 Encuentra la medida de los tres &ngulos del trifingulo cu-

yos vértices son: E; = (-3 -2), E, = (6,2), E5 = (~4,~8).

27 Bis. RECTAS PERPENDICULARES

Un caso especial del angulo entre dos rectas, es cuando sén
perpendiculares. Vamos a ver egél es la relacién'éntre las pen-
dientes de las dos rectas para que sean perpendiculares. Para

gue sean perpendiculares necesitan formar un &ngulo de 90°entre

si. Usando la fdérmula

tgeX = M2 ™M
1+ mg my
: o™
O v
tenemos que tg.SP = i_:fﬁghl , O.sea: ) | . .
‘ m
Vs 2 - m
‘1 +my -

"1



Para evitar trabajer con €l simbolo infinito (o0 ) usamos la
funci®én inversa a la tangente gue es la cotangente en la férmu-

la anterior

m, ~ m
tg 90’: _—g___._i
1 + m2 m1
° 1+ myMy (por ser inversa)
cot 90 - 2 = P
My ™™
_ A4 My ( ya gue cot 90°= O)
o= . . g
m, =my

Esta condiciéq dice que dos rectas saon perpendiculares si su
-~ <. .

«

producto-es ~1.:
Otra forma de esta ecuacidn se obtiene despejando

a m . m = -:]_-.
1 m,

Esta otra manera de decir lo mismo es: Dos rectas son perpen-

diculares si una de las pendientes es reciproca negativa'de
} . -

- -
- - ~4

la otra. N

-~

Para encontrar la condicibn de paralelismo entre dos rectas

observamos que el &ngulo formado entre las dos rectas es Cerd.
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Por lo tanto de la ecuacién

m, - m

tg & = 2 1l , obtenemos
1+ m2ml
m, - I

tg 0°= 2 1
1 +m 2ml

0 = m, -m1

myEm

Concluimos gque dos rectas son paralelas si sus pendiéntes'son.
iguales. ‘
Problemas resueltos.

1) Comprueba si las rectas

3x -2y +5 =0 y 6x -4y + 9.=10

son paralelas. - ‘ , S

" Resolucidn. Necesitamos despejar "y" de las ecuaciones y es-

cribirlas en forma de ordenada al origen:

3x -2y +5=0 6x ~ 4y +:9. =0
-3x -5 6x + 9
y= =2 y = 4
R S R - ex v s T
yo=, ’ Y=g ty

De la ecuacidn

y = mx + b

vemos que m= 3 op » o3 ; £l
’ 2 Y72 4

‘\asvréos.
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2) Comprueba si las dos rectas

4 x 4 5y - 1=

Resolucidn.

0 y =5x 4+ 4y + 2 = 0 son

perpendiculares.

Necesitamos despejar 'y " de las ecuaciones y escribirlas en

forma de ordenada al origen.

4 x +5y-1=
-4y + 1
y = 5
-4y + 1
y = 5 5
-4
m= 5

Vemos gque -4
5

Cumplen con la

Por lo tanto

3) la ecuacibn
ecuacidn de la
punto (3, 5)
Resolucibn.

la ecuacidn de

0 . -5x

5 _ =20 _ _
7 = 20 -1

-~

-
»

ajur

-

condicién "de que su producto sea igual a -1.

son perpendiculares.

de una recta es 3x ~y -1

recta perpendicular a ella

- -~ .-

una recta estd definida si

i

0,  encontrar la

Yy gue pasa por el

- -

sabemos su pendien-

te vy uno de siis puntos. En este caso sab emos gue uno de sus

puntos es (3,5), lo finico gue nos falta es saber su pendiente.

Para esto, sacamos la pendiente ‘de la recta dada y encontramos



su reciproco negative y vea podemos obtenex le ecuacidn.

Veamos:

-3z + 1
1= pendiente de la recta 3x -y -1 =0 esy = -1 J
y = 3x -1
m= 3

El reciproco negativo de 3 es -1
3

Por lo tanto la ecuacidn de la recta perpendiculaf seri.
Yy -y, = m{x - %y )
-1

Y- 5=-5 (x-3) -

-3y - 15 =-x+4 13

x+ 3y - 18 =0 Forma general.
Confirmacién Geom€ftrica. Realicemos la grlfica de las rectas

para ver si en‘-efecto son las ecuaciones requeridas.

3Xx -y« 1 =0 - _ x+ 3y - 18=10 -~
y=-3x +1 7 . =% + 18
-1 y= 3

y = 3x--1

X y X Y

, )

A -2 -7 C -1 3
B 2 5 p | 1 }%-




v
1
I
I}
—
Ed
1
'
[N
—

x+ By-af3+2=0 Ecuacidn

El trazado de estas rectas resulta aproximedc, debido a 1z .
dificultad de localizar nlmercs irraciconales en los ejes.

Por ‘lc ceneral trataremos siemcre <COn ecuacioneés cuyos coe=

ficientes sean enteros.

5. Los vBrtices opuestos de un cuadrado éon

2= (1,4) vy B = (4,1). Encontrar las ecuaciones de sus.cua-
tro lados.

An&lisis. Con los buntos dados, podemos enccntfar los otros

h g N i
dos: con éstos, encantrar "las ‘pendientes de sus 'lados vy asi

sus ecuacicnes. Y
Resolucidn ;
A
L 4 L ]
-]
L ] -
- ) -~ ) -~ ’
- . . .
.
Rl observar esta figura obtenemos los otros dos puntbsyc = (l}i)

y D= (4,4) del cuadrado.

Usando la f&rmula de pendiente






,”
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Yo =¥,
M & ————— , tenemos, peré 10s runtos
¥, - X%
-2 1
A= (1,4) y D = (4,4) lo siguiente:
4 - 4
m =
4 - 1
=3
™=
m=0

Es decir, la pendiente de los lados horizZontales es cero,
por lo tanto, usando la ecuacién y - y, = m (x - x4) para '

el punto (1,4), tenemos.

y-4=20 (x -1)
y-4=0
y =4

Qué simple es la ecuacibn del lado AD. La’cdndicién de. esta
ecuacidn nos indica que la ordenada"yude todos sus puntos

es 4. Con esta observacibn concluimos r&pidamente la ecuacibn

para el lado CB, que es y = 1
Para los lados AC y DB nos encontraremos con el siguiente - -

problema.

- - - - .

Sus  pendientes serian , para el lado ac

2 - Xy 1 -1 0 ’ Io cual no es una -

- expresibn matematica. Cuando el denominador es cero, decimos



gue la peniisrte c: infinita, o sez, n =00 (coro lo vimos ante-
riorrente)
¥ no peodencs usar lz escuacidn y - Y F W (x = ¥y }. Por lo

tanto, tcmamcs la caracteristica general de todes lcs puntos

del lado &L, chsesrvando gue su abscise x vale 1. Por lo tantc

Ejercicio B = 2 . Rectas perpendiculares v paralelas.
8a-1, Comprueba si las rectas 4x - 2x + 6 = 0

y 3 x - 2y'+~4 = 0 son paralelsas. ) .
8a-2,Comprueba si las rectas x + 3y + 1 =0 y -3x + f + .2 =0
son perpendiculares. B
8a-3,La ecuacidn de una recta es 2x - 3y - 4 = 0, encontrar

la ecuacidn de la recta perpendicular a ella y que pasa por el

punto (2,4). ?

-

Ba~-4,Dos rectas perpegdiculares se-cortan en el punto
(-3,5), formando una de ellas un &ngulo de 30°con el'eje -

Encontrar sus ecuaciones respectivas.
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CERPITULD 4
ECUACIORES Y LUGARES GEOMETRICOS.
Dos prcblemas fundamentales de Geometria Analftica. Inter-

secciones con los ejes, Simetria, Extensibn y Asintotas ,

30) IUGAR GE(ETRICO. es el conjuntoc de puntos del plano cu-

vas coordenadas (x} Y) satisfacen una ecuacidbn. Se 1llama tam-

J o

biéh, a este conjunto, gréfica de la ecuacidn.

PROBLEMAS RESUELTOS.
1. Encontrar el lugar geam8trico o gré&fica de la ecuacidn,
de las siguientes ecuaclones.

ay x =1 b) y =0, ) y=ax ,d) y=sx
. ‘ , :

-
-

SGLUCIONES.
é) E1l conjunto de puntos del plano gue satisface esta ecua-
citn es precisamehte el formado por puntos cuya abscisa sga:
igual a 1. _ | Y 4

Ia figura es i ‘ ) .
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Donde la linea ;f ec precicamente el conjunto solucidn, pues
todos sus puntos tienen su abscisa igual a 1.
b) El conjunto,<2 de puntos del planc gue satisface esta -

ecuacion es el eje X , pues todos sus puntos tienen su or-

denada igual a cero. N y

Y S P UMD WD SRS Jum— —
PO R S + + + zX-,&

M=(-9,0) T =(-1,0) P =(5,0)

c) Para darnos cuenta del lugar geométrico de la ecuacibn

Y = x2, necesitamos encantrar algunos puntos QUe pertenezcan
al lugar geométrico. Y¢|g Ag
Tabulacibn
A A A A A A ) )
1 2 3 i 5 6 § -
- ] - Ay L JAs
X -3 -1 ) 13 |4 ‘
Y 9 1 0 1 9 16
Ar Ay
S K
Ay L

El trazo de la linea contfinua representa parte de la‘'gréfica

- de’ la ecuaci®n, pues el dominio de ella como en las anterio-

res, es el canjunto de todos los nlmeros reales. (M&s adelan- .
te comprenderis mejor esto).

. : : 3
d) También necesitamos tabular la ecuacibn y = S para -

2



encoptrar algunos puntos pertenecientes al lugar cechftrico
Y poder trazar la gr&fica.

Tabulacién.

Al ]—;2 A3 24 AS PG 317
X -5 -3 -1 0 1 3 5
y [-312.5 |-67.5 -2.5 0 2.5 [67.5]312.5
4300 Az
A Ac
A
As AS > X
A, '
A + 300
!

Ingar geomftrico o crafica de
la ecuaci®n o conjunto de puntos del

pland que satisfacen la ecuacién
5% : .
5 ,

'y =

Ejercicio 9

9.1 Encuentra el lugar geom&trico o grifica de labecuécién,

3 PO
- - o -
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de las siguientes ecuaciones.

4
a) y = -1, B) x=10, c) y=x ,d)y-= —x3

31) DOS PROBLEMAS FUNDAMENTALZS DE GEOMETRIA ANALITICA,
PRIMERO. Dada una ecuacidn, encontrar su lugar geométrico.
SEGUNDO. Dado un lugar geométrico, por ciertas condiciones,

encontrar la ecuaci®n gue lo determina.

PROBLEMA PRIMERO.

Cemo hemos visto antériormente, resulta un poco diffcil tra-;,

zar determinado lugar geométrico. Necesitamos saber cierta;‘k

caracteristicas de este lugar geométrico para—hacer su trazo,
Por ejemplo: Sus intersecc;one§'

con los ejés, simetrias, extensitm y asintotas. -

32) INTERSECCIONES CN 10S EJES.

Y

M, =(x.0)

M2 = (0,y)

’Comé vemos,  la curva corta al eﬁe x cuando la ordenada eé
igual a ééro. Y corta al eje Y cﬁando la abscisa es iguai
‘a cero.

Para encontrar el valor de la &bscisa u ordenada carrespon-

- ) . - u . o
diente se substituye el valar 0 en la ecuacibn y se encuen-
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tra. el valor de la X o y segln se recuiera.
33) SIMETRIA
a) Dos puntos Ay B son simétricos respecto'a un punto O 'si

es el punto medio del segmento AB.

MNY

Ejemplo.

p4
>

b) Dos puntos Ay B son simBétricos respecto a una recta aT: s
€sta es perpendicular al segmento 2B en su punto medio.

Ejemplo - Y -

Y 4

A l B
c) Una curva ( es simétrica respecto a un eje de» simetria
Si para cada punto P'dhe -la curva existe otro P'., tamb.i_én‘d'e":‘
1a curva, tal gue es‘tospuntos scn éimétricbs: reépecto a

)’I

dicho eje.

Ejemplo.
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d) Una curva &: cs simftrice respectc & un centroc [ &e
simetria si para cada punto P de la curva existe otroc Punto
P", también de la curva, tal que estos puntos san simétricos

respecto a 0.

Ejemplo Y

) —> X ‘

Analiticamente lo anterior se ve asi:

34) SIMETRIA RESPECTO AL EJE X.

7 Una curva es sirpétri‘o-respecto al eje )(si al substituir, en
su ecuacibn, la variable y por -y, la ecuaci®n no se alfera.f
35) SIMETRIA RESPECTO AL EJE y.
Una curva es simétrica respecto al eje y si al substituir,

en su ecuacibn, la variable x por - %, la ecuacibn no se.al-

»-

tera.
36) SIMETRIA RESPECTO AL ORIGEN.
Una curva es simétrica respecto al origen si al substifuir,
en. su écuaci‘on las variables x,y por -X, -y, la ecuacibn no
"~ .se altera.
‘37) EXTENSI®N DE UNA CURVA,
- la extensidn @e una curva se determinz conociendo el démin'l:o :
. y__recofrido {rango) de la funcidn.: : .
© .38) ASINTQrA de una curva C es una recta I qué a medida
qu‘e' un punto -P de la éurva se aleja indefinidamente éel -

origen; la distancia de P a la recta decrece tendiendo.a
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cerc.
OBSERVACIONES .'

a) Una asintota nunca intersecta a su curva mas que en el
infinito.

b) sSdlamente tienen asintotas las curvas de extensibn infi-
nita. (El1 reciproco de esta afirmacibn es falsa)

c) Una curva puede tener una o m&s asintotas.

39) OBTERCIQN DE LA ECUACIQN DE UNA ASINTOTA VERTICAL'U'
HORIZONTAL. R

Para la asintota vertical se despeja. la y en la ecuacién y
sé.igualxa cero a los factores lineales del denominador.
Para la horizontal se despeja la x.

40) TRAZO DE CURVAS.

Para trazar una curva necesitamos aplicar los conceptos an-

terioresr Intersecbioges con los efes, simetrfia de la curva *

‘respecto a los ejes coordenados,origen; extensibn, asintotas

Lo cof )
Yy su tabulacibn suficientes puntos de la curva para trazarla. -

PROBILEMAS RESUEITCS.
1, Trazar .la curva determinada por la ecuacibn: xy-y-5=0

Solucibn.

.
- - -

é?'lntersecciones con los ejes.

Para encontrar la interseccibn de la curva con el eje X subs-.

tituimos y =0 en la ecuacitn.

%x(0)-0-5=0; ~5 = 0 jAbsurdo!

Por lo cual
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No intersecte &l eje

Para encontrar la interseccibn de la curva con el eje Y
substituimos » = 0 en la ecuacidn.

0.y -y =5 =20; -y =5; y=~5

Intersecta al eje Yeny = -5

b) Simetrias.

Respecto al eje X. Substituyendo Y por -y, tenemos:
x(-y) -(-y) -5 = 0 , obteniéndose

-Xy 4+ y -5 = 0, lo cual es distinta a la ecuacibn originafbf
.. .’ No es simétrica la curva reéspecto al eje X .
Respecto al eje yh. éubstituyendo X por -x, tenemos:

-xy -y -5 = 0,.10 cual es distinta a la ecuacibn oriqinaluf.
No es sim&trica respecto a; eje )' .

Respecto al origen. Substituyendo x por -x, y por -y, tene-

mos .

{-x) (-y) - {-y) -5 =10, o gea, _ ) oo
xy +y -5=20, lo‘cual es distinta a la eéuacién origi- -

nal .'. 7

No es simétrica respecto al origen.

¢) Extensibn. Despejando a "y" en la ecuacibn xy -y -5=0,

tenemos:
: 5
y (x ~1) -5 =0, y = % - 1
Donde para x = 1, se obtiene y = ‘2. = 0O |, 0 sea que,lé

% puede tomar como valor numérico a todos los nfimeros reales

“menos al 1.

Despejando a X en la ecuacitn



£
1

¢ para v = 0 se obtiene x = = o0

’

o) en

0 sea gue la v puede tomer como valor numéricc a togzs los

es x = 1 , pues para €ste valor de la x, la vy se hace infi-
nita. :

De la ecuacidn en donde se despeijd a la x

J
5 + v .
X = ——;—L , Se observa gue la ecuacibén de la -

asintota horizecntal es y = 0, pues para este valer de la y,

la x se hece infinita.

¢) Tabulacién. Ecuacidbn: y = XD_ 7 _
1 .
x -3 -2 -1 0 2 2 3 4
s s sl s | sie)s | 582
; -4 -2 - - z z
] |
£) Trazo.

(La figgra’esﬁé

en el reverso)
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Con un poco de préctica, se pueden unir los puntos con la
linea que verdaderamente representa la gr&fica de la funcibn,
y més aflin, continuar esta linea aungue no hayamos encontrado
ma&s puntos de la gr&fica mediante la tabulacibn,

. En éstaygréfica vemos que la curva viene desde menos infini-
to (de la izquierda) y se va hasta menos infinito (hacia -
abajo) para después aparecer infinitamente arriba e irse in-
finitamente d la derecha. : 4 .

En el pirrafo anterior que dice "vemos", se'supone gue mental
e idealmente estamos tomanéo todos los valores reales para

la "x " desde -~ ©©  hasta + ©© (excluyendo al 1)

Yy viendo qué valores va obteniendo la y.

2. Trazar la curva determminada por la eguacidn:

%3 +xy2 +y2 = 0.

¢

Solucidn.

é) Intersecciones con los ejes.

Para encontrar la intersecci®n de la curva con el eje >(,
substituimos y = 0 en la ecuacidn.

x3 + X (O)2 + 02 =0, o sea x3 =0, v.seax =20

.".. - 1&-cutva intersecta al eje.x en el origen.
" Para encontrar la interseccifn de la curva con el eje’'Y, subs-

tituimos x = 0 en la ecuaci®n,

03 + Oy2 + y2 = 0, o sea y2 =0,

0 seay = 0.



La curva intersecta &l eje Y en el origen.

b) Simetrias.

Respecto al eje .X . Substituyendo "y por "-y", tenemos:

¥ 4 ox (—y)2 + ()% = 0, o sea x> 4+ xy2 + y2 =0

obteniéndose la misma ecuaci6n.

Por lo tanto si es simétrica respecto al eje X.

Respecto al eje Y. Substituyendo x por -x, tenemos:

34 (-x) y2 + y2 = 0, o sea s —xy2 + y? =0

rd

(-x)

‘

obteniéndose una ecuacién distinta a la original, por lo -
tanto la curva .no es simétrica respecto-al eje Y.

Respecto al origen. Substituyendo x por -x y y por -y, tenemos:

3 2

+ (-x)'(-y)2 + (-y)2 =0 , o sea -x3 -xy2 + y° =0

(-

-~ . B - by

-
-~ . - : -

Obteniéndose una ecuacidn distinta a la original, pdr lo tan-~

to la curva no es simétrica respecto al origen.

c) Extensi®n. Despejandc a y en la ecuaci®n, .tenemos:

x +y2 (x #1) = 0, o seaky = ¢ O sea,

En esta Gltima ecuaciéq,a simple vista vemos que la x no pue-

de tomar el valor -;lpues de obtendria y = f,’oo‘l gue no



representa &leln nmero. " Tampoce la » puede tomar velores
menores a - 1, pues se obtendrian raices cuadradas de nime-
ros negativos, las cuales no tienen solucidn en el conjunto

de los ntmeros reales, por ejemplo, para » = -2, se obtiene

+
+
N
4
]
w

%]
fl
1
it
1
s
it
t

y /-8 no tiene solucidn en el cohjunto de nfimeros reales.
Tamboco la x puede tomar valores mayores gue cero, Pues -se
obtendrian rafces cuadradas de nlimeros negativos, por ejem-

plq,para x =0.1 , se obtendria:

y /-.0009 no tiene soTucidn en el conjunto de nfimeros rea-

“les.

Por lo.tanﬁq’la X solo puede tener valores mayores a -1y

menores o iguales a cero, con simbolos: ~l g ¥ %0

“Por-supuesto gue para hacer este anflisis necesitas tener cier-

~to dominio, , - .. Tt . - N

Cuando en’el denominador aparece alguna restriccidn (como

.-en este caso el -1) se necesitan tomar dos valores cercanos

@ la restriccidn -1, por ejemplo -.5 Y -1.5, substituirlos



solucionable

irresoluble, por ser

" negativo el radicando.

“Esto nos indica (se puede demostrar) gque para valores meno-
res de fl, la "y " no tiene solucibn. Por lo tanto nos gueda-
mos con la siguiente extensi®n para la x: “s1< x50

(Observa la grifica)

Ahora estudiemos la extensi@n para la "y"
Lomo el despeje de la x no fésulta_{écil, se aconseja anali-
zar-la misma ecuacidn y ver gué valores toma la "y" al reco-

rrer la "x" su intervalo de variaci6én -1 ¢ x £ 0.

Se ve que la y toma como valsr a todos los nfimeros rea]es'
cuando la x recorre su intervalo de variaci®n, ya que el do-
ble ‘signo (+,-), nos da los valores positivos y negétivos;'
eljcerojcuando la x :éle cero, y nfimeros mu}férandés cﬁando

la x se acerca a =-1.

d) Asintotas. De la ecuacibn



vemos ¢ue para x = -1 se cbtiene una asintecta vertical ya

Il
gue el denominader £¢ hace cerc.
Jerpidc & la dificultadé &e cespslar a la M, se acchseja darle

lz x en valor abscluto como guerames. For lo tanto no exis-

te asintote horizontal, va gue una de las variables debe -

tender al infinito.

e) Tabulacibdn. Ecuacibn: y =

Doninio de la variable independiente: -1 < x £ 0
h i
pando algunos valcres pard la“varlable independiente

"x", se obtienen valores para la varizble dependiente.

y |=22.7 | +i.6 +.73l+.5 +.32 | .19 +.1]+.03

£) Trazo

Asintota

(1= figura esté en el reverso)
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Observande la figura puedecs comprobar lo referente & las in-
tersecciones con los ejes, simetrfas, extensidn y asintotas.
3. Analizar y trazar la curva determinada por la ecuacibn:

2 2

x oy +3x -y =0
-Solucidbn.

a) Intersecciones con los ejes.

Para encentrar la interseccidn de la curva con el eje X, =

substituimos Y = 0 en la ecuacidn.

2 2 . :
xV (0) +x° -0 =0 ; x2 =0 r © sea x =0
La curva intersecta al eje X en el origen.
Para encontrar la interseccibn de la curva con el eje .y f
substituimos x = 0 en la ecuacidn.

-

(02) y + o* -y ==0; sy =0, 0seay =20
La vurva intersecta al eje y’ en el origen.

b) Simetrias.

Respecto al eje )( . Substituvendo y por -y, tenemos:

2

x7 {-y) + x2

- {(~y) = 0, o seq,-x2 y + x2 +y =0

" Obteniéndose una ecuacidn distinta a la original, por lo tan-

to la curva no es simétrica respecto al eje _)( .

Respecto al eje >/. Substituyendo x por -¥, tenemos:



2 2 2 2
(~>) y o+ (=x) -y = 0, 0 sea %" y + %7 -y = 0
obteniéndose la misma ecuacitn.
Por lo tanto sI es simétrica respecto al eje Y.
Respecto al origen. Substituyendo » por -x, ¥ por -y en la

ecuacidn, tenemos:

(=3)F (-y) + (07 —(y) =0, o sea ~ay+ ¥P 4y =0

cbteniéndose una ecuacidn distinta a la original, por lo tan-~

to no es simétrica respecto al crigen. ,

c) Extensi®dn. .
Despejando a y en la ecuacidn, tenemos: y (x2 -1y + x2 =90
o sen’ v o X x3
sea Yy bl = B 2
x° -1 b -x

En esta iltima ecuacidn en gue ha quedado despejada lay, -

L ad
vemos gue la x puede tomar-como valor a todos los nfineros

+ ] B
reales menos a - 1, puesto gue.en estos-dos casos se obten-

2
dria y =—=— = 0O
0

Despejando a x en la ecuaci®bn, tenemos

x2 (y +1) -y

y
Ty 1 - , sy + 1

Donde vemos que ‘la y puede tamar como valor a todos los nfime-

0, o sea

7

ros reales no negativos y a todo los nfmeros reales menores

a -1. Quedando excluidos los nfiimeros mayores o iguales a - 1



v mencres gue (, pues sc chtendrfan raficcs cuadradas dec ni-
meros negativos.
En la siguiente recta numérica lo vemos!

Intervalo en €l gue la y no puede

e obtener valores numéricos.

Como vez la recta de los nfimeros reales gued®d dividida-en -
tres.subconjuntos: (-2 , -1), [fll 0)y [p. =0 ).
Escoge élgunos nimeros pertenecientes a estos intervalos y -
comprueba lo dicho en el p&rrafo anterior. .

d) Asintotas.

De la ecuacibn y = X
1 - x

2

_dbtenemos dos asintotas verticales: x = 1, x = -1, ya que en

- -

3

estos valores el dencminador se hace cero.

—3

L +
e ‘la ecua =
De ‘1 cuacidn x = _ /[y 4 4

obtenemos una sintota horizontal: y = -1

e} Tabuwldcidbn. Ecuacidn: y 5—————7 - : : j;

. .Dominio de la variable independiente:
"R_— gl, —1} , quiere decir todos los nlimeros réales,menos'

el 1y -1
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s
o
1
[¢2)
]
o
1
o
H
¥
1
L A
1
H
2y
4
rofr
(a8

4 6]8;-}10

£
y | =1,010] -1os{-1.0t8]-10éc -1.33 '33[.m5 o l.o151.33 |-1.33 -Lo;tJ-n.ozs «LO(SJ-—Law

®x = -1 x=1
: _ £
¢) Trazo. Y
A
Xz -1
e ) ?) ‘g X=3
PR R R S S sz 45 4 v e . .
- > X
=
(esexvando la figura puedes camprobar lo referente a interseccionss, si-- P
L. - ! A ] . e . S
metria, ete. i ‘-
4) Trazar la curva - determinada por la ecuacidén: xzy *?y+‘x'=;,6 :
‘Solucibn. 8 <

a) Intersecciones con los ejes.
Para encontrar la interseccitn de la curva con el eje X, subs-

tituimos v = 0 en la ecuacibn.

2 o~ > - - . ~  -
x2°(0) ~2(0) +x=0; o sea, x=0C. :
La curva intersecta al eje X en el origen.

Para encontrar la intersecci®n de la curva con el eje Y, subs-

tituimos x=Oen la ecuacidn.
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La curva intersecta al eje Y en el origen.

b) Simetrias.

Respecto al eje X. Substituyendo y por -y, tenemos

Xz(—y) ~2(-y) +%x =0, o sea,~x2y+2y +x=0

Mteniéndose una ecuacidn distinta a la original, por lo tan-
to la curva no es simétrica respecto al eje'X. . o

Respecto al,éje Y. Substituyendo x por -x, tenemos.

('x)zy -2y + (-x) =0 j o sea, —x?y —g§ -x=0 .

Obteniéndose una ecuacibén distinta a la original, por lo tan®
to la curva no es simétrica respecto al eje y.

Respecto al origen. Substituyendo x por -X y‘&"pcr -y, en la
ecuacibn, tenemos:

(—x)2 (-y) =2(~y) + (-x) =0, 0 sé; ‘xzy ;;y -x=0, que muitiF
plicéndbse por -1 se obtiene la ecuacibn ofiginal, por lo,tan-

to la curva sf es simétrica respecto al origen.

c) Extensitn

- Despejando a y en la ecuacibn, teneﬁos: y(x2-2) +x=0,

- - L -

X N -

© En esta iltima ecuacidn en que ha quedado deSpejada la'y, ve-

‘"mos que la x puede tamar como valor a.todos los nfimeros reales



RMEenos & \rf y -\ 2, puegs se obtendria y =% o e
0
Despejando a x en la ecuacidn,tenemos:
Ecuacibn: x2y -2y + » =0 , o sea,
y>:2 + » -2y =0 , como es una ecuaci®tn de 20. grado en' x,
podemos utilizar la f6rmula:
+ /)2 1
= -b - b - dac
- 2a ‘
¢
’ i
Veamos, en este casg,a =y, b=1, y ¢ = =2y - S
ceox= =182 a2y 11 /1y 8y? , :
sy 2y o

En esta Gltima ecuaci®n en que ha quedado despejada la x;

vemos que la y puede taar como valor a todos los nfimeros

reaies menos al 0, pues se obtendria X = =1 -.'."\/l +-8 ’(0)2

’ 2(0)

1319

T e '

De las ecuacimes

o T W A 5 822 .cbtenemos . Toa T
y = 7 - = = o - . . B
2-x : 2y R S !

las  asfntotas siguientes :

X = v 2, X = - ﬁ y y.= 0, pues son 1los. valo-
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res de la veriable ¢ue al sustituirlos en las ecuaciones rec-

pectivas se dbtiene cano denauinador al niimero 0.

c) Tabulaciti. Ecuacitn: y = 2

Daninio de la variable independiente x:

b, =n- §-07 (71

X
. , 4
X |4 -4 o ¢ 4 ‘
bi 072 .28 o - _.28 —.072
£) Trazo.
g >
-4 14

5. Trazar la curva determinada por la ecuacitn:



!
4
1]
H
-~y

v

Solucidn,
a) Intersecciones

Para encontrar ls

con leos =jes.

interseccién 4e la curva con el eje x, sustituiroes

¥=0 en la ecuacibn:

2 2
BX -0 =§6

7

Ia curva intersecta al eje x, en x

2
i osea 3x" = 36

i

X

b

12

12y -

X = i\‘12

12

Para encontrar la interseccién de la curva con el eje y sustituimos

x=0 en la ecuacién:

300° - L.
. = A9
, 3

Y = «108

0 sea,

-y

36

y o= + f—lOB . Esta raiz nc tizne colucién en el conjunto &

nGireros reales, por lo tanto la curva no intersecta al eje v.

b) Siretrias.

Respecto al eje x. Sustitpyendo y por -y , tensros:

2 . (—y)2 =

3

ax

36; 3

-

3

Obteniéndose lz misma ecuacibdn, por lo

pecto al eje x.

Respecto al eje y. Sustituyendo x por

3(-x) . 57

36, o sea, 5x2

2

N

Obteniéndose la misra ecuacibn, por31o

- 36

tanto

=36
tanto

al aje y. Respecto al origen. Sustituvende x

si es simétrica res-

tenemos:

si es simétrica respecto
por -xX y. .y por -y tene-



t
m
(3]

1

> el
2 =T 2 v 3
-y < o -, 3 -
S (= = et e 2% - = = 36
3 (=) 3 = 36 ; c-sea 3
(btenifndcse la misme ecuacidn, per lo tantc sf es sinétrica
respectic al crigen.
c) Extensifn.
Despejando a y en lz ecuacibn, tensmos:
-VZ -2 2 2 2 2
e = 36 = 3X7 -y = 108 - 9x°; v© = 9% - 108,
3
+ 2 '
Yy = - ¢ x ~ 1908

En esta @iltima ecuaci®dn, en gue ha guedadoc despejada la vy,
s 2 168 . . o :
vemos que el radicando 9x” - 108 no puede ser negativo, ¢perc
. ’ .

-~ s s = N
para qué valores de la x el radicando es positivo o cero?

Para saberlc necesitamos resolvar la siculente desigualdad.

9x2 - 108 2 o0 Condicitn para el radicandoi debe ser
rayor o igual a cero,

ox* = 108 1zs desigualcaces se resuelven en forma

2 . 108 ) . .

X = v parecida a las icualdades. (Estudia el

2 . tema si- sario}.

x > 12 . na es necesario} .

.

- . Ty ) . S
1z desigualdad %~ 2 12 nos pregunta...:Qué nlimerocs reales,
a2l elevarlos al cuadrado su resultado es maycr o igual a 12?

Vemos que hay dos subconjuntcs de nGmeros reales gue resuel-



ven esta pregunta:

—
1) Todos los reales mayores o iguales a \'12.
2) Todos los reales menores o iguales a -~ y12.

En la recta numérica estos subconjuntos se ven asi:

Con simbolos: x =212 8 = £ - \/ 12/ o bien, X122

Despejando a x en la ecuacidn, tenemos
2

: Y
5 ; Y
2 =36+ Y 2 =——————-———-36; 3 i
3
2 2
2 : Y + [y~ + 12
x“ =12 tyg ; X = - 9

En esta filtima ecuaci@n en gue ha quedado despejada la 'y, -
vemos_éue la y puede tanar como valovr numérico al gonjunto
de todos los nlmeros reales, ya que al estar,elévada al cua-

drado el radicando siempre seri positivo.

d) Asintotas.

De la ecuacidn y = i \/9x2 - 108 podemos obtener otra
equivalente a &sta pero gue tenga un denominador en el gue

aparezca la va¥iable x. . - - ~ -

Veamos: y = f_ 9% (1 - -_1}225__) . o sea
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Ahove pndarce obcervar gque cusnde 1s ¥ zurente su valor
nunarice sirn lirite, ls t tiende 2} valor
Te lo vor & eccribir de la sizu ente ranera (indéebida) mientras
aprendes licites 2rn Cdlculc @iferencial.

El decir que la x crece ein lirive se "puede" escribir asi:

Y= o+ 3 /1 - 12 =+ 3xJ1-D, o sea
o

y= + 3X%X. Obteniendo asi la ecuacién de dos asintotas:
Y= 3%, ¥y = =3x ; que para gralicarle necestiae hacer uma tebulacién
2

e) Tabulacidén.Ecuacién: y = +./9%x ~ 108

Dorinio de la variable independiente: Dx = {1'6.3 / x Z12. 6

x é w\/12 (quiere decir: todos los nimeros reales tales que, son

mayores o'iguales a/1l2 6 menores o iguales a ‘V/IE Y.

x |- [-12 -9 | -7 -5 3.5 (-12|12 |35 |5 hu

Y (+40.7]+34.4 | 425 14182 +10.q +1.5 o} 0 +1.5{410.8 +40.7

I)Prazo

~{ en el reverso de la hoja)



X

«
.

-14

=



6. Trazar la curva determinada por la ecuacidn:
2

s Aoy =4

9

Solucitn.
a) Intersecciones con los ejes.

Para encontrar la intersecci®n de la curva con el eje x, subg=-

tituimos y = 0 en la ecuaci®n.

x2 + 4 (O)2 =4, o sea x2 =4 . ox="7 Vﬁ; .
9 - J
X = + 2,

la curva.iﬁtersecta alejexen x =2y x=-2

Para encontrar la interseccifn de la curva con el eje y,

substituimos x = 0 en la ecuacidn.

02 + 4 y2 =4 o sea y2 = 4(9)° ; y2 =36 _ g
9 . / T 7

y = i /E ,y =1 3. . - T

La curva intersecta al ejeyeny =3 yy= -3

b) Simetrias.
Respecto al eje x. Substituyendo'y por -y; tenemos:
x4+ 4 (-y)2 =4, 0sea,x>+ 4y’ =4

"9 9

- M - ~

. . R
- - Loty

- ~
.

(bteniéndose la misma ecuacibn, por lo tanto si és simétrica

. .

respecto al eje x,

_Respecto al eje y. Substituyendo x por -x, tenemos:



Obteniéndose la misma ecuaciéh, por lo tanto si es simétrica
respecto al eje y.
Respectce al origen. Substituyendo x por -x y y por -y, tene-

mos:

(—x)2 + & (—y)2 = 4; o sealx2 + 2 = 4

9

L

4
5

Chteniéndose la misma ecuacién, por lo tanto si es simStri-

-
ca respecto al origen.

c} Extensibn.

Despejando a y en la ecuacidn, tenemos:

N : YRR e
2 36 ~9x _H\Jq_x?.
) W2y, u20 3B =9x° 4 [TRTERc A4
R I L i T ‘«/ LR
vq e .

En esta filtima ecuacidn en gue ha guedado despejada la y, ve-
mos‘que el numerador del radicando no puede sef negativo,
¢Pero para qué valores de la x el numerador es positivo o
cero?

Para saberlo necesitamos resolver la siguiente desigualdad.

- - bl
ks . ; 4-X 20 Condicibon'.

X2 -4 Resolucibn




La desigualdad >:2 % 4 nos precuntea....Qué nimercs reales,
al elevarlos al cuadrado su resultado es menor ¢ igual a 47
Vemos que sb®lo el subconjunto de nfimeros reales mayores o

iguales gue -2 y menores o iauales gue 2 cumple con la res-

puesta a dicha precunta.

En la recta numérica este subconjunto se ve asi:

E—- -~ =- - - - -» pom e e - >
-2 2
Con s'imbolo:}: -2 % % ¢ 2, o bien: M & 2 ' p
Despejando a x en la ecuvacibn, tenemos:
3‘2=4'%y2 px=T 4‘%3'2 =tz '—T;‘z '

En esta (ltima ecuaci®n en gue ha quedado despejada la 'x,

vemos que el radicando 4 -~ %y no puede ser negativo, c¢pero -par?

gué valores de la y el radicando es positivo o cero? Para

-

e -saberlo necesitamos resolver la siguieﬁte,desiguald‘ad}
v
\'E;,' Zo Condicidn.
y ;
L2 - Resolucidn.
q
4
Y o<l
9
. yzf 9 ~, ol . .

.

La desigualdad y2 4 9 nos pregunta... (Qué nimeros reales

~al elevarlos al.cuadrado su resultado es menor o igual a 9?
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Vemos cue sclo el sunoend

o

nto de nmeros reales mayores o

iguales a -3 vy

El

enores © iguales & 3 cumple con la respues-

ta a dicha pregunta.

En la recta numéricz este subconjunto se ve asi:

€——- - === - - - >
-3 3

con simbolos: =3 % y < 3, obien,(ylf 3
d) Asintotaq. )

Debido & los intervalos de variacibn de la x e y (-2 * x £ 2z,

-3 i y £ 3) no podemos darles valores tan grandes como
gueramos, .. no existen asintotas. En estas ecuaciones no

resulta conveniente factorizar el radicando de tal manera
gue quede la x o y como denominador, debido gue al tender

cualgquiera de las dos variables al infinito, el radicando

se hace negativo. -~ N . -

Veémos lo:

Cuando la x tiende al infinitg £2 tiende-a ceroy el radi=-
. X ‘ ;
cando quedarfa 0 - 1 = ~1, por lo cual no sé le puede sacar

raiz cuadrada.



- - . - 2 - /- 3’ ?
gt Tabuliaciin. Zcusciin = 3 - O ko 4-x
! > _ (/ . 23y
/ 4
14
perminio de la variable indepenciente:
a=)5>&;l—:f.vfzf
<
: ’ i | | i ’ N
X w2z 11 3 § -t |-, 5 I o ,-‘.5{; [ 51 2
: L i | i / o
| | i+ o ! I
y oo o T feel1297115 ;fz.qlrzél_rzgo
" [ [ !
Z) Trazo
X
Ejercicio 10
10.1 analiza v traza la curva determinada por la ecuacidn:
Xy -~y +8=20
10.2 Analiza y traza la curva ceterminada por la ecuacidn:
S 3 ]
x3 - ®y" - yz =0
10.3 Analiza y traza la durva determinada por la ecuacidn:
5 ‘ .
X'y - x2 +y =0 - - - - -
o
10.4 aAnaliza y traza la curva determinada por la ecuacidn:

2

Xy -6y +'x=.0

e e o by s e



10.5 anzliza v trzze la curva ccterminade per la ccuacitn:
2 2

ax” - 16 ¥ = 144

10.6 Analiza y traza la curva determinada por la ecuacibn:

36 %% + 64 y° = 2304

PROBLEMA SEGUNDO. Dado un lugar geométrico por ciertas con-
diciones, encomtrar la ecuacién gue lo determina.

Problemas resueltos.
1. Encontrar la ecuacibn de la recta que sea paralela al
‘eje Y y pase por el punto H = (3,5).
Solucidn. Hagamos el dibﬁjo para una mayor comprensitn

y .
N

H|= (3,5)

N7
s

Observamos gue la condici®n que deben cumplir todos los pun-.
tos de esta recta es que su abscisa sea igual a 3. O sea que

-

su ecuacitn serd x = 3;. o bien x -~ 3 = 0. S

2, Encontrar la ecuacidn de las rectas gue sean paralelas

a la recta y + 8 = 0 y disten-del punto R = (2,4), 5 unidades.

Solucidn . Hagamos el dibujo.



~

Yo -8

De ‘la figura vemos cue las ecuaciaies de las rectas scay =8=0. .y

y + 1=0.

3. Hallar la =cuacin del lugar gecmétricc de todos los puntes ’ :

equidistantes de los puntos: N
- - . "’

A= (-3,4) vy B = (2,-3)

- Solucidn. Realicemos el dibujo-para aclerar el prcbiema.

yf

A3 7
‘ ‘e %(yﬁly) ‘ N ‘

A
K

f ¥ QCZ,-ED

‘Anali¢enos el éibujo. Los puntos que se han trazado tienen
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le propiedad indicdada en el textc del problema, es decir, tie-~
nen la misma distancia -cada uno de ellos- a los puntos A y B,
Se ha tamado a uno cualguiera, P = (x,y), trazandoc los seg-
mentos AP y BP, indicandc las distancias que segfin el pro-

blema deben ser iguales, es decir: &P = EP.

Aplicando la f£6rmula de distancia entre dos puntos, tenemos:

AP = l/():-(—3))2 + (y'—-l;i)2 = /(x +3)2 +(y—4)2

BP

u

S 2% 502 = Sen? 4 gen)?

Como AP = BP, tenemos:

EJ . . T

Ve + g-t1? - ¢Gx—2)2 + oy )2

- -

4 - e .

Elevando al cuadrado ambos miembros, nos.queda:

(212 + (y-1)% = x-2? 4 (yem)?
Desarrollando los binomios:

x2+6x+9+y2—8y+16=x2—4x+4 +y2+10y+25

Eliminando términos ignales: N

6x + O -8y + 16 = ~4x + 4 + 10y + 25
Pasando al der. miembros todos los términos:

6x+ O - 8y + 16 + 4x -4 - 10y - 25 = 0

Reduciendo términos semejantes:



10y - 18y -4 =0

Obteniendo asfi la ecuacidn del lugar geométrice indicado.
(bservacidén. La » e y de la ecuacibn, representan a las coor-
denadas de cualguier punto gue eguidiste con & y B. la con-
dicibn -~ seglin la ecuacidn - para gue un punto pertenezca

a este lugar geométrico, es gue al multiplicar la abscisa
por 10, la ordeﬁada por 18, restar los productos vy al resul-
tado restarle 4,scbtenga el nlmero cero.

4. Hallar lgiecuacién del lugar geométrico de todos los pun-
.tos cuya distancia al punto M = (-3,7) es igual a 4 unida-
des.

Solucidn. Realicemos el dibujo para aclarar el problema.

AY.

R Iy

hnalicemos el dibujo. Ios puntos que se han trazado'tienen

la propieéad indicada en el texto del problema, es decir,

la distancia de.cada uno de ellossﬁl punto M= (-3,7) es §e'
: 4yunidades.

Se ha . tomado & uno cualquiera, P = (x,y), trazando el seg-

‘mento PM que indica la distancia del Punto P al M.
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Aplicando la fdérmula de distancia e iguld ndola a 4, tenemos:

o= VQVX~G3))2 + (y—7)2 N desarrollandoL/¥2+6x+9+y2—l4y+49 = 4

Elgvando al cuadrado anbos rniembros:
X+6X+9+32—14y+49 = 16

Pasando el 16 &1 miembro izquierdo:

x2+ya+6x~14y+49—16 = 0, o sea, x2+yz+6x—14y+53 = 0

Siendo ésta la ecuacidn del lugar reométrico indicado.

Observacidén: Is x e y de la ecuacdn, representan & las coordensdas

de cualquier punte cuya distancia a N=(~-3,7) es de 4 unidades.
‘}Q condicidén para que esas coordenadas x e y pertenezcan a este

lugar geométrico, es que: lz abscisa al cuadrado, mds la ordenada

al cuadrado , rds es géxtuple da la abscise, menos el producto de’

la ordenada por 14 més 33, sea igual a cero.

5. Hallar lz ecuacién del lugar geometrico de todoes los puntos

cuya suma de sus distancias a los ejes coerdenadas sea iguwrl al,

cuadrado de sus distancias al oripgen,

Solucion. Realicemos el dibujo para aclara el preblema:



K

M il |

\(
x

Analicemos el dibujo., Agui se ha trazado un solo punto P,

en vista de la dificultad de ir trazando a los demés.

o

La distancia de P al eje Y es el segmento MP, y su distan-
cia al eje x es el segmento PN. Debido a las coordenadas del

punto P, sabemos que MP = x y PN = y.

la distancia del punto P al origen est& indicada con la letra

d, que por medio del teorema de Pitfgora sabemos gue d2 = x2 +y

-~ - -

2

«

Ahora nos resta Gnicamente traducir al lenguaje algebriico las

cmdiciones de dicho lugar geométrico.

-Condiciones: la suma de sus distancias a los ejes coordena-
dos sea igual al cuadrado de su distancia al origen.

. N
.- - - -
[N

5 . : 22 2
cTraduecidn: . x + y-= 47 ; 0o sea, x +y = X +y
“ Pasando al miembro izguierdo e igualando a cero:

‘X? _yz‘-}- X+ y = 0



& ecuzcibrn

o]

€l Jucar condirice indicadc.

-t

Siegndc €stea
Recuerda cue para gue un puntco pertenezca a este lugar
geométrico, sus coordenadas (x,v) deben satisfacer las con-
diciones de la ecuacibn.

Ejercicio 11

11,1 Encuentra la ecuacidn de la recta gue sea paralela al
eje Y y pase por el punto R = (2,7)

11.2 Encuentra la ecuaci®n de las rectas queé sean paralelas

a la recta y + 5 = 0 y disten del punto M = (3,5),.2 unidades.

11.3‘Encuentra la ecuaci®n del lugar geométrico de todos los

.puntos equidistantes de los puntos: F = (-2,3).y G=({ 6,—4}..

11.4 Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de todos los
puntos. cuya distancia al punto k = (-5,9) es igual a 6 uni-
dades.

11.5 Encuent;é la ecuacidtn del “lugar geométrico de todos,los

-

puntos cuya suma de sus distancias a los ejes coordenados

sea igual al cuadrado de sus distancias al origen.

v
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CARPITVLO 5

LINEE RECTA

41. Linea recta (Introdjuccién). Séneca decia que nc tenia
sentido entender el concepto deulinea recta" sin antes
comprender el concepto de rectitud. Nosotros podemos decir
gue una linea recta es un éonjunto de punto$, uno seguido de
otro, gque no cambian de direcci6n v cuya longitud (de la -
recta) es infinita en ambos sentidos. Este concepto de linea

recta se determina con precisidn a través de sus caracte-

risticas geométrico-algebréicas.-

42. Caracterfisticas de una linea recta.
Una linea recta estd determinada por dos puntos Bl:(xl'yl)
y B2=(x2 +¥,) que le pertenezcan. Ya que segfin BEuclides por

. : .
dos puntos solamente se puede trazar una recta. Veamos. ” .

Con 1a figufa aﬁterior y el concepto de tangente .de un -8ngulo,

‘podemos realizar trazos auxiliares y utilizar estos concep-

tos,



7

Y

N E A,
/ X, . Xa - ’ <4

/|

Con estos trazos auxiliares formamos el tridngulo rectén-

gulo B1 B,C,con el dngulo o de inclinacidn de- la recta.

Sabiendo gue la tangente de un &ngulo es.catéto opuesto so-

bre cateto adyacente, obtenemos:

B2 C

g X = B, C
- . : ) M

Al resultado de esta divisidn le llamamos pendiente (m), es
decir:
B2 Cc

Bl C

m=tgeX =

Esta ecuacidn la podemos escribir en funcidn de las proyec~

ciones a los ejes de los puntos Bl Yy Bz.



-

;hpor los puntos f§=; (2,3) y B’ = (4,5) »

[
.
i

e

Este ecuacidn define 2 la pendiente de una recta.
Con esto podemos concluir gue una recta est& determinada si
conocemos dos de sus puntos, o bien, su pendiente y uno de

sus puntos.

43. Con estas dos caracteristicas de una linea recta podemos

determinar su ecuacibn.

Yo ™ ¥y .

Usando la formula m = podemos pasar miltipli-

X, - X
cando el denominador y o%tener. . -~

Y'L-yl=m-(x2 —xl)

Pero esta ecuacidn es v&lida para cualquier punto (x,y) déi
la recta. Por lo tanto la ecuacibn anterior se puede escri-

bir como

Y - y, =m (x - x

) T ..

- 1 «
‘Siento-esta ecuacifn la de una recta-con pendiente m-y quei"

pasa por el punto (xl, yl)

Problemas resueltos.

1. Encuentra el valor de la pendiente de la recta gue pasa

-
- .
-

Resolucidn., (Siempre realiza el trazo).



%,
//
' Y271
Usando la ecuacidn de la pendiente m =—F—->- y subs-
2 Ty
. : _5~-3 2
tituyendo los datos, tenemos m= - = 5= 1 !

Nota. Es indistinto gue consideres al punto A como el primer f
‘punto o a B, pero una Vvez determinado su orden ya no lo pue-

des cambiar durante el desarrollo del problema.

4 ' .
Que el valor de la pendiente m sea 1, significa que la tan-

gente del &ngulo de ZInclinacidn (’C*: ). de la”recta es 1.

Es decir, tg <X = 1. Para encontrar el valor del &ngulo & -,

buscas en la tabla trigonométrica el &ngulo o< cu?a tangen-

te vale 1, y es de 459 o sea, o = 45°

(bserva que el valor de la pendiente '"m" estd dado en decimal
y el valor del &ngulo o< de inclinacién estd dado en

I T .
sexagesimal. ' - - » e

2. ¢Cuél es el &ngulo de inclinacidn de la recta gue pasa

por los puntos M = (-6,0) y N= (-2,7)?
' ‘ Yo = ¥y
Resblucidbdn: De la férmula m = —————

Xz'Xl
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se substituyen los datos se encuentra el valor de m,

que viene a ser la tan e, y se busca en las tablas tri-

gonométricas el valor del &ngulo &< . Veamos:

m= 20 7_= }=1.75

-2 —(~6) ~2+6

tg & = 1.75 y =tg " (1.75) = &0 1|5
Haciendo la figura observamos: _
1 Y
>X
3. Dado el valor de su pendiente m=% encontrar la

?

direccidén. de la recta.

Resolucidn. Si el valor de la pendiente de una recta es

m = % podemos dibujar un tridngulo recténgulo cuyo catéf
to opuesto mida 3 y el adyacente 4. ‘
Io podemos dibpjar a partir del origen yla direccidn de

la recta serd ‘l,a misma gue la de la hipotenusa de diqho

f:r_iéngulo recténgulo N

Pl




-

s - . - - . ’
Lhora bien, sabemos le direccibn de le recte, e€s decir que
tanto levantada o acostada estf, pero no sabemos cu&l es la

recta, pues existen una infinidad de rectas con esa direc-

14

L
G2

o B

Para saber cuil es la recta de todds &stas, necesita  mos

cidn, fijate:

’

. la
saber uno de€ sus puntos, can eso ya obtenemos. .

€S -
4, Trazar la recta cuya pendiente m = -2 y pasa por el pun~
5 ° -

to B = (0,7),

~ Resolucibn. Primero se encuentra la direccidn de la recta

‘por el método anterior, luego se localiza el pimto H y final-

mente se hace pasar una recta por Wcon la d:.recc:.on

encontrada. Velmosio. \/‘/ \e‘
' . H=C’°v7) Q k
; - - -
. -

.

- > X

)
.
n
%,
-2\
TS

-

-

5, Dar la eclacién de la recta del ejercicio 4.
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Resclucibn. Para encentrar la ecuacibn de la recta ante-
rior necesitamos su pendiente y el punto por el gue pasa,y
substituir estos valores en la ecuacibn y - y; = m (x - xlk

Veamos: y - 7 = =2 {x ~0)

5( y-7) =~2(x)
By - 35 =-2x

Solucibn: 2x 4+ 5y - 35 = 0

Edercicio 12.

Resuelve los sigulentes probiemas relacimados con 1é lin;a
recta. -

12.1 Encuentra el valér ae 1a pendiente de la recta que pa-
sa por los puntos M = (1,4) y N = (3,55

12,2 ¢Cu&l es el &ngulo de inclinacibn de la recta gue pasa
por los puntos R =‘(~3,D) y H= (-4,5) ? |
12.3 Dado ;l valor de la pendiente, 'm = é— , encuentrs -la - -
direcci®n de la recta respectiva.

) e3 -
12,4 Traza la recta cuya pendiente m = -%— y pasa por el pun-

to T = (0,6)

12.5 Obtérn la ecuaci®n de la recta del ejercicio 12.4.

44, Ecnacidn de la recta dada su pendiente y su ordenada en .
el-origen.
Aqui el concepto gue desconocenmos es "ordenada en el origen®.

Tu recuerdas que'un punto P en el plano estd determinado por

dos coordenadas x e y, que se llaman abscisa y ordenada res~



pectivamente. le abscisea €5 €l nlmero sobre el eje & v 1z
crdenada, scobre el eje Y. Cuando la abscisa esté& en el ori-
gen (vale cero) la ordenada recibe el nombre de '"ordenada
en el origen" y se denota con la letra b,

Y4
b = 3 (ordenada en el

origen)

/ M:=(0,3) : :
/ ° >)< » . . .

De la ecuacibn y - ¥y = m-{x - Xl) podemcs cbtener la ecua-

cibn de la recta con ordenada al origen, substituyendo los

valores de las coordenadas del punto M.

Veamos: y -3 =m (x = 0)
- y - 3 =mx .
- , . .
y =mx + 3

‘Donde‘ las coordenadas x,y, representan a las coordenadas de

cualquier punto de la recta. Queriendo decir la ecuacibn. |

y = mx + b, que la ordenada (y) es igﬁal a la suma de la -

ordenada al origen (b) con el producto de la pendiente. (m)
A ‘la abscisa (x). . - . - - .

Problemas resuélrto’s.

1. ¢Cuadl es 1la o.rdenada al origen de la reéta ‘que pésa péf

los puntos M = (-3,4) y 0 = (2,5)°?



Resolucibn. Tenemos gue encontrar l& intersecci®n de la rec-

ta con el eje Y.

Para esto, encontramos la ecuacibn de la recta y después

hacemos x = 0 para encontrar la ordenada al origen b.

Veamcs: Canc ccnocemos dos de sus puntos, encontramos su -
>pendiente y luego con la pendiente y uno.de sus puntos, la

ecuacidn.

Yo= ¥
m=2-4 . 1 ahora. usando la
2-(-3) 5 -
ecuaciﬁp y -y =m (x - xl) y el punto H,
tenemos: y - 5= % (x =2) ’ i
5(y=5) = 1 (x -2) ‘

Sy =25 = x-2

-X + 5y -~ 2§ + 2 =0.

-x + 5y - 23 =0
Ecuacién ‘ - (Sg accstumbra dejar po- -
_genefal de la x = S5y + 237¥ 0 sitiva a la x, pof la éﬁair
recta. se le cambia de sigﬁb a toda

ecuacidn)

Nota. Se hubiera obtenido la misma ecuaci®n usando el punto M.

-~

Ahora/para encontrar la ordenada al origen, hacemos x = 0
. - . - ) hE]

en . la ecuacidn obtenida:
¥ -5y +23 =0

0 -5y +23 =0

\0.»—1’
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En este casc la v toma el valor de la ordenada al origen y

Sclucién: b = 4.6

Todo esto en el dibujo se v€ asi:

>/f\

‘ N /M:(-BIA)/Ib-“ b '

- X

2. ‘Cbservando la figura, encontrar el valor de la ordenada

al origen b

Solucitn: b = -3
simplemente,bbservamos el valor de la'y en elﬂqﬁe_sé inter-

secta la recta con el eje Y.



3. Encentrar le ordenada el cricen de la recta cuva ecua~
cidn general es:
-3x + 2y -5 =0.
Resoluci€n. Lo gue se debe entender también es: Encontrar
el valor de y en el cual se intersecta la recta con el eje
Y. Para eso, hacemos x = O.en la ecuaci®n general.

=3x + 2y -5 =0

-3(0) + 2y -5 =0

2y -

b

Solucitn: b = 2.5
Para verificar geomftricamente y de una manera aproximada
el resultado, tomamos dos puntos de la recta, la trazamos y .

cbservamos si en realidad 1la ordenéda al origen vale 2.5

-

Veamos:. -3Xx f_2y - 5= 0 v
Despejando y, tenemos: y = 3x ; >
Tabulando:

: v,

y
1 EE
a-|-2 5 A
B 3 7
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Vemos gue el valor 2.5 de la crdenacde a2l oricen sf &g el va-
lor adecuado al resultado obtenido algebr&icamente, gue es
el exacto.

Ejercicio 13.

13.1 ¢Cull es la ordenada al origen de la recta gue pasa por
los puntos N = (-2,5) y J = (3,4)?

13.2 hservando la figura, encuentra el valor de larordena-
dz al origen b,

Y

V

13.3 Encuentra la ordenada al origen de la recta cuya ecua-
cidn: general es =2x + 3y =4 = 0
45! Ecuacibn de una recta dados dos de sus puntos.

-~ - °§.|
- he -
.

_Para encontrar la ecuacibn, substituyes el valor de la pen-

diente> )
. y - )Y
moe 2 1

en la ecuacidn
Xy T Xy

Yy =¥y =m (x - X ) ; guedando:




}’2 - yl
e vl = Do o ox . = o &
} ¥ %, = R, (% = 2y ), con 2y =% F O

Como viste, los dos puntos nos sirvieron para encontrar la
pendiente, y finalmente se usa la ecuacibn de la recta con

pendiente y uno de sus puntos conocidos.

¢Cudntos puntos de la recta aparecen en la ecuacidn anterior?
Veamos: (xl 'Yy ), (x2 ,y2) y (x,y) : Tres.

Pero cano (x,y)} son las coordenadas de éualquier punto, la
ecuaciby es valida para toda la infinidad de puntos

gue forman a la recta-.

Becuerda que la etuaci®n de un luggf geométrico nos da las

- condiciones para gue un punto (x,y) pertenezca a dicho lugar

geométrico.

PROBLEMAS RESUELTOS.

-~ . - .

1. Encontrar la ecuaci®n’ de la recta gue pasa por los puntos
M= (-3,-4) y H= (=5,0)

Resolucibn. Usamos la ecuacibn
Yy 7Yy

Y-y, =x2 (x —xl) y substituimos

las coordenadas de los puntos M y H de la siguiente manera:

M = (~3,%4) =(xl P Y)Y ? = (-5,0) =(§2., yz).'Por supues;

to gue se pueden invertir M por H, de todas maneras se obtie--

- ne el mismo resultado.

veamos: y - (-4) = AL - (-3

y+4er x+3)

=2 (y +4) = 4 (x + 3)



i’

Solucibn: 4x 4+ 2v + 20 = 0

2. la ecuacibn de una recta es 3x - 4y + 1 = 0, encuentra

dos de sus puntos que tengan comc abscisas a los nlmeros

-2y 2.

Resolucidn. Tenemos gue substituir los valorés Xy = =2, %, =2

en la ecuacifn y asi obtener las ordenadas respecﬁivas Yq 1Yo

Veamos para 31 = =2 ' 3x - 4y +1 =20 ‘
3(-2) -4y + 1 e

-6 -4y +1 =0

y='}.+§.
) -4
o~ . - _5 "
..y—_'4—
~ =5
y =3

. Por lo tanto el primer punto es (-2,%5)

Para Xy = 2 ) 3x -4y + 1 =20
' 3(2) -4 4+ 1=0
s geay 4+ 1=0 -
. =1 -6
y— _44
, = o1
Y. =Ty
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Obteniéndcse asf ¢l secunde runte: (I,

3. Comprueba si los puntos P = (2,5) y R = (14,8) pertenecen
a la recta cuya ecuacibn es 3x - 2y + 4 = 0

Resolucibn. Para gue estos puntos pertenczcan a la recta, -
necesitan cumplir sus coordenadas las condiciones de la -

ecuacibn, es decir, cue el triple de lz abscisa, menos el

doble de la ordenada y sumandoc cuatro, se obtenga cero.

Veamos: Para P = (2,5):

3Xx ~ 2y + 4 =0

3(2) - 2(5) + 4 =0
=0 .. si pertenece.
C =0 ’
Para R = (14,8)
3x -2y + 4 =0
3(14) ~ 2(8) + 4 =0 .

»~

-~ - - .
e 42 - 16 + 4 = 30 £ 0 .°. No pertenece.

4. Encuentra lasecuaciones de ias rectaﬁ que tieﬁen conteni-
dos a los lados del trifngulo cuyos vértices son A = (—2,94),
B= (2,3) y C= (0,5). o

.Resolu¢ién. Siempre es conveniente realizar el trazo.

7 Te

-




Para encontrar lag ecuaciones

-

petir tres veces la ecuaciin

[
H
s
1"

by '1)

X X
con las coordenadas de los puntos A,B Zy 1 ¢ respectivamente

2. la ecuacifn de unza recta =s -Ix -3y + 4 =0, encuéentra :
L ,
dos de sus puntos gue 2 lecs nlmeres -3,3. :

3. Canprueba si los puntos D = (1,6) y E = (3,5) pertenecen
a la recta cuya ecuacibn es 4x - 2y + 8 = 0.

4, Encuentra las ecuaciones de las rectas del problema anterior.

46. Ecuacidn de la recta dependiendo de sus intersescciones

L3 i

con-los ejes. ) ‘ - P
ia recta ticne otra escuacibn dependiendo de sus interseccio- o
nes con los e&jes,

Por ser situaciones muy especiales se obtienen estos tipos -

de ecnaciones, 5ur fn realidfad cor ci-rlemente una e -plifi-
cacidén de las vistas anteriormente. i . ‘ . 1 ¢
Veamos la siguiente figura.
h - > - hd - -
4y //// . .
/////
4 (O Ib) :

N 4
=

(a,0)




ura tomarncs cinmo (move) &fe, ), v ocome (.,va) e
2

i <

[

(O,bt, s.gubstiu yendo estos valores en la ecuacibn:

Yo 7Yy ’
y -y, = e (x -y ) obtenemos:
y - 0 = b 0 (X - a)
0 - a
3 =‘§- {» - a)

~ay = bx - ab
~bx - ay = -&b
bx + ay = ab (dividiendo-entre ab, te-

nemos)

Esta es la ecuacidn de la recta cuyas intersecciones con los
ejes x e y son a y b, respectivamente. También se puede =
decir: con la ordenada y la abscisa en el origen,

P

- - . e

PROBLEMAS RESUELTOS.
1. Obtener la ecuacién de la recta cuyas intersecciones
con los ejes son: @& = 2,b= -3

Resoluci®bn. Tenemos que substituir cr+or valores en la -

ecuacifn. .
= ER
. . = T 5 =1 , . .
Ecuacién % Yoo ipli : .
7 > o+ 5 = 1 (Multlpllcando_por e;
requerida "mem de 2 y - '3 obtenemos la

ecuacidn:

-6 (-’23 + _%) =-6(1)



Ecuacibn ageneral

de la recta' 3w - 2y = 6 = 0

2. ¢En qué puntocs intersecta la recta cuya ecuacidn es

- + ¥ = 1, a los ejes coordenados?

Andlisis. Tenemos que transformar la ecuacidn

- o .
2 4+ ¥ =1 a la ecuaci6n -

X Y =
a * b 1

Resolucibn |
-3

ciones son: @& -3, b = 4.

3. ¢En qué puntos intersecta la recta

2% - 3 .
gL A =5 a los ejes coordenados?
zn&lisis: Tenemos gue convertir la ecuacidn

- 3 = -5 a la ecuacién b % = 1

=+
a .

- e - - -
. .

Resolucidn: Multiplicamos ambos miembros de la ecuacidn

¢ -
LR .3_}_. = -5 por -—é— , obteniendo

SR Y =1 Por lo éual las intersec-
4 . : ) ‘



et

*
—
v
1
el
"
Vs

Fhora multiplicamos al numerador y denominador de la primer

fraccidn por —5 y al numerador y denominador de la segun-
ce fraccibn por 1
3
KRG 3 )
—1 + T - = 1 , guedando
5_ (20} 3+ (10} )

x o+ .y =1
-10 10
3

Donde obtenemos:@& = ~10 y b = 10
‘3

Verificacidn geométrica.

Despejando la ™y " en-la pripgera ecuacién: tenemosﬁ

?ﬁ - é;y_. = =5
4 2 ‘ y S
-3y - -2x 5
L2 4
-3y = %—’5 - 10
_—4x lQ 
Y= .12 T =3 .
=, —
x 10
= - + — )
Y 3 3

;,Vemos gue los resultados obtenidos

son’ los adecuados.



v
g
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Ejercicic 1%,

1, Obtén la ecuacidn d2 la rects cuyas intersecciones con los
eies son: .

a= 4, b =7

2. ¢En jqué puntos intersecta la recta 3x - 2y
4

= -2 a los

\n

ejes coordenados?

47, FORIA GRIERAL DT LA WCUACTIOR DE UNA RIDTA,

Todas la ecvaciones de las rectas que henos visto hasta ahora se
pueden transformar en una ecuacién que llarareros "reneral® .

Se llama generai perque abarca a todas las rectag, en cartio

a 1asvecuaciones anteriores se les podria llamar "particularesg", -

porque se refieren solarente a un tipo de rectas.

La ecuacién generla de na recta tiene la siruiente forwa:

Ax1 + By 1

pueden valer cerc, pero no al mismo tiempo; y la ¢, térrino inde-

+ € = 0, donie Jos coeficientes A y B de las variables,
pendiente vi.ede o0 no ser cero,

Ias ecuaciones anteriores se convierten a laz forma gensral quitando
denorinadores, paréntesis, resduciendo térrinos serejantes y pasén-

dolos todos al rierbhro izauierdo. Vearnos
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I ]

dientes problemes recsueltos
a) Convertir a la forma gencral la ecuacidn de la recta con

P

pendiente %— y puntc (-2,3) y -3 = %—(X'*z)

]
W]
"
] i
%
4
(]
P

by - 12 = x + 2
-x + 4y - 12 -2 30
-+ 4y - 14 =0

x-4y + 14 = 0 Ecuaci®bn general, -~

En esta ecuacibn general los coeficientes son: °

‘A =1, B = —47 c = 14.

b) Convertir a la forma general la ecuacidn dé-la recta que

pasa por los puntos (-3,2) y (4,3);

y -2 = 5. -2 (x~—<—3>)
4 - (-3)
Resolucidn:
y-2=222  (x-(-3)
4 - (-3) .
.3 . - T o
y -2 = 2 (x4 T

Ty~ 14 = 32 + 9
3w 4 Ty - 14 -9 =90

~3% 4+ Ty - 23 =0



Inm - Tn 4+ 23 =0 Ecuacibén concral,
En esta ecuvacidn general los coeficientes son A= 2, B.= -7
y €= 23.

c) Convertir a la ferma general la ecuacién de la recte cu-

vas intersecciones con los ejes son a = -4, b = 3;
4 Y

= 4 = 1

-4 3

Resolucidn:

Ed b in1i .

T, vt g o= 1 , multiplicando por 121

-3x + 4y = 12

-3x + 4y =12 = 0
Ix - 4y + 12 =0 Ecuacibn general.
Los coeficientes son A = 3, B= ~4yC = 12’

- . o . E
-~ ~ . - g v
. K

d) Convertir a la forma general la ecuacibn de la recta -

cuya pendiente €s % y ordenada al origen =3,y =v§ x_-3‘

Resolucibn:

5y = 2x - 3

-2% + 5y + 3= 0

"y - - - . - - . -

2x =5y - 3=0 Ecuacibn general,
los céeficientes son A=2, B=-5yC= -3

Ejercibio 16



1€.1 Convertir a la fornme cencral le ecu=zcifn de la recta
corn pendiente 1y punto (-4,7)

.5 ) .
16.2 Convertir a la forma general la ecuacibn de la recta gque
pasa por los puntos (-2,1) ¥y (3,4).
16.2 Converiir a la forma ceneral la ecuacidn de la recta
cuyas intersecciones con lcs ejes son:

; » v
a==-3, b=25; = + = =]

-3 5
16.4 Convertir a la forma general la ecuacidn de la recta

cuya pendiente es 5 y ordenada al origen -4 ! y = ®» -4
48. DISCUSION DE LA FORMA GENERAL.

Por discutir la forma general de la ecuacidn Ax + By + C =
de ﬁna recta, significa interpretgr las relaciones gue -~

existen entre los puntos de la recta y los coeficientes

- A
A, B y'C; adem@s de las relaciones entre dos rectas y los

coeficientes mencionados.

En primer lugar, para gue un punto (Xl' yl) pertenezca a la
recto Xty +C = 0, dele cunplir con log cuaficientes

A, By C, la condicibn Ax; +'Byl +C=0.

- - - .

’ Eh;segundo luéa}, para que dos rectas Ax + By + C =0,y

.

Alx + Ely teop = 0 sean paralelas, los cdeficientes, deben

cumplir la relacidn:

- = B , © bien, AB - AB =.0.
B {




En terccr lugar, oara cue GOF recias Ax o+ Ey 4 = 0y

fu
™

Alx + 51}'é» C [ 0 sean perpendiculares, lcs coeficientes
deben cumilir la relacibn:

rAr' 4 BR' = 0

En cuarto lugar, para gue dos rectas Ax + By +.C = 0,
Alx + Biy + Cl= 0 se intersecten en un solo punto, los coe- -

ficientes deben cumplir la relacién.

ok oz 8 , o bien, aB'— A'B £ €

A' B!

En guinto lugar, para que dos rectas se sobrepongan (coinci-
dan) la relacibn entre los coeficientes de las ecuaciones

debe ser 2 = KA', B=KB' y C = KC', con K # 0

PROBLEMAS RESUELTOS . o .

1) Determinar si los puntos A = (2,5){ B = (4; 2y ;7 peI_ S
tenecen a la recta -4 - 5y + 6 = 0 .
Resolucidn

'Para el punto A = (2,5)
~4(2) -5 (5) + 6 = ¢
-8 =25 4+ 6 = -27 , diferente @e cero,

Por lo tanto-no pertenece a la reqta N L

Para el punto (4, -2)

~4(4) ~5(-2) + 6 = 2

‘416 +°10 + 6 = 0 Por lo tanto si pertenece a la recta.



2 oDelernine la relecifn Ce paralelisn, purpenGicularidad
e interseccibn Gnice gue cunplen las siguientes rectas,
3x ~ 2y +4 =0

-4x + 5y -1 =0

Resolucidn:

a) Paralelismo A - B
2! B!
3 I . N .
3 - T ? , veamos 3 (5) = 15

- ~4 (~2) = 8

b) Perpendicularidad AA' + BD' = 0

*

3(~4) + (=2) (5) =0 ¢

.

-~

-12 ~ 1¢ = -27 * Diferente de cero por lo tanto nokson’.

perpendiculares.

¢) Intersecci®n en un solo punto.

A B
A’ ;ﬁ B!
- - ’ll
2 g 227, veamos: 3(5) = 15
- - ‘ ;
o © -4 (-2) =8



3) Determinar si las rectas

~3x + 4y -1 =0, -6x+ By -2 =20
coinciden

Resolucibn.

Coincidencia: 2 = Ra', B = KB' , € = RC'.

=3 =K (~£), 4 = K (8), -1 =K (-2)

}{:i _ :3.. - __J.Z
-6 B -2

=
]
LSTRE

Por lo tanto coinciden

Si son diferentes, por lo tanto se intersectan en un solo -

punto.

Ejercicio 17.

17.1 Determina si los puntos‘M = (-2, =5y vy J = (4, 0)

-

-pértenecen a la recta -2x - 4y + 8 = 0
17.2 Determina la relacibn de paralelismo, perpendicularidad
e interseccidn fnica, que cumplen las siguientes rectas.

-4%x. - 3y + 9 =0y 8x + 6y + 10 =0

17.3 Determina si las rectas

~6% + 2y -~ 8 =0, -3x 4+ y - 4 = 0 coinciden,

. - .
- oY . -
- .

49, DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.
Primero tenemos que definir la distancia de un punto a una_

recta y es el segmento perpendicular a la recta Axl 4.5y1+ C =0

que va del punto (xl yl) a dicha recta.
. / ‘



AN e N .
AN ya distancia
p

For le naturaleza de 14 foérrula de distancia definireros distancia

dirigida y distencia absclu*a,

La ecuacidn de 1a distancia dirigida es :

: Axl + By, + C (Su demostracién se la dejaros
+ V/A2 . P2 al lector cono traba.jo de
investipacién)

En donde el signo del radical se elipge de acuerdo a lo sifuiente:

a) Si 1a recta no pasa por el origen, d es positiva o negativa

seglin el punto A y el origen estén en lados opuestos o d=l misro

lado de la recta, respsctivarente,

b) Si 1la recta pasa por el oricen, d es positiva o negativa

_sggﬁnrelpvnto A este arrita o ahajo de la racta. respsctivamente.

Vedroslo en las simuientes figuras. V »
Y

a) N | -

7




b)

v
M

El signo del radical es po-
sitivo por estar el punto A

arriba de. la recta que

pasa por el origen

t

3 < = bl S o~y
1L ELINC el radical

(]
m
i1

[

cativo, pues:

Ia recta no rasa por el ori-

[fe]

en v

el punto &2 y el origen

14
n
it
41,1
bi
0

2l misme ledc de la -

H
n
e}
ot
w

El signo del radical es ne-

gativo por estar el punto A

-

abajo de.la recta que pasa
por =1 origen.

Cuando la distancia no es dirigida, es decir que noB intere-

sa si es de agui para alld o de alld para aci,

e e =

-abscluta. Tzra

[l

2

la. llamamos

—
'

fobad

vaLo Az _2T38

de la fraccibn de la fdérmula anterior, asi:

d(absoluta) =

PROBLEMAS RESUEITCS.

-|-ax, + BY

1+ ¢l

2
22 . 82

1. Encontrar la distancia de la recta



-2x + 4y - 1 = 0 al punte M = (-3, -2)
Anélisie. Tenemog cue trazar la reete
tituir los valores de A, B
distancia respectiva.

Fegelucibn,

Encontrando las intersecciones de la recta con los ejes, po-

demos trazarla.

)/ f‘\.

Sixn=20,y = %
Siy =20, x-~= l , 1
. ,2 -+

En este caso vemos gue el punto M gqueda abajo de la recta.
Para saberlo sin necesidad del trazo, se substituye Xy = -3 en
la ecuacibn de la recta, si la "y" resultante del punto de

la recta es menor gue Y. , entonces la recta esta abajo del

1

punto. Y si la y resultante de-la recta es mayor~gue Yl’ en-

tonces la recta esté arriba del punto.



In estec caso tenenos:

-2x + 4y - 1 =0
2y + 1
}1: s .
4
2 (=3
Pera x; = -3, y = 2(~3) 4+ 1
4 i
y = =6 + 1 .
4
- -5 -5
y = -7 , donde = > -2

es decir, y > Yy, o+ POr lo tanto la recta queda arriba dél'

‘punto.

Usando el criterio de gque la recta no pasa por el origen,
y €ste y el punto M estén del mismo lado de la recta, la

distancia ser& negativa.
)
.Para . saber si el signo del radical es positivo o negativo, =~ .
‘ ) ’

se sigue el siguiente criterio:

a) SiC# 0, res de signo contrario a C.

b) sic =0, B # 0, ry B tienen el mismo signo.

c) 81 C=B= 20, ry A tienen el mismo signo.

+
donde ¥ = A2 + B2

-~ - . L~
- - - - '
‘

Substituyendo. los valores A= -2, B = 4, C = -1, Y. = -3,

Axl + Byl + C
d .= , teénemos:

+ 2% 4 B

y; = -2 en




6 - & - 1 -3 _ =3
+ J4 = 16 -+f2_6 /56

|

= 2 =-66 (Aproximadamente)
47

-3
v20 4.

Haclendo coperaciones 4 =

'

Verific&ndolo en el dibujo vemos cue el resultado es apropia-
do..
El-signo menos de la distancia significa gue el origen y el

punto estin del mismo lado de la recta.

2. Encontrar la di’stanci;a de cada vértice del tri&ngulo a *

su lado opuesto yf\ A=(2,4)

/_ CV: (:4,2.) } |
. ’ X
Z '

’ B‘(‘AJ'l)

V4

-

1 - - . - -

2) Andlisis. El lado BB no pasa por el origen y el punto
C y el origen estén del mismo lado, por lo tanto, el signd
de la distancia serd negativo.

Resolucién. La ecuacién de la recta gue pasa por los puntos



i Axy * Byy 4 c
- y/;z 4 B° (el signe del radical es (-) debido a

G- SAs) (=61 (2) + 34 gue C # 0, por lo tantc r es

- ks 3

o 36 de signo contraric-a ¢)

R 20 ~ 12 + 14
a = paihaleb AL O

- /61
d = ¥ 22 = — 2.8} g :,

- 61 . :

la distancia es 2,81, ‘ S R I

v

El signo negativo de la distangia indica que el punto y el . .. =

.

origen est@n del mismo lado de la recta.

bi Anslisis. E1 lado AC no pasa por el origen, y 8ste y

el punto B estén del mismo lado, por lo tanto el signo de'1a>

distancia ser& negativo.

Resolucidn, La ecuacidn de la recta que pasa por los puntos

Ay C es-2x + 2y -~ 12 5 0", sacé&ndole mitad: x + y - 6= R

Las coordenadas (xl,yl) del punto B son {~4,-1}, el signo

del radical r debe sex ( + ) debido a que C # 0 y ne:5a£v°-



Axl + Ryl + C = 1(=84) + 1(=1) + (=B) = 416 =-11 0

+\,‘ k2+ F'? \/l + 15 \-‘FET j——E"

[~1
[

I distancia es aproximadarente 77, debtido a que al dividir entre 2

no se obtiene un nurero exacto, por ser infinita la parte deciral

de \/ET

-

&1 signo renos indica que el punto B y el orirgen estdn del rpisno

" lado de la recta.

¢) Andlisis. El lado RC no pasa por el origen, y el piinto A estd
arriba de la recta que pasa por los puntos By C, por lo tanto lar

distancia sard positiva (por estar el punto A y .el origen en lados

L amerd
opuestos a la recta RBC )

Resolucibn, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos By C

es 3x -~ 8y + 4 =0

Ias coo rdenadas ( Xy ¥y ) del -punto A& son (2,4). el girfno del

radical r debe ser (-) debido.a que C # 0 y positivo.

C _3(2) -8(4) + 4 _ 6-3244 22 2.58

A
—— ™~

AXx 1 + By %f
-/ A2+ B2 o faa '+(-8)2‘ iy L .’-f5§

La distancia eg aproximadamente de 2.58 unidades lineales,

d=
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Ejercicioc 18,
18.1 Encuentra la distancia de la recta -3x + 5y -2 = 0

c

1 punto M = (-4, -5)

o

18.2 Encuentra la distancia de cada w&értice del trifngulo
L= (-2, -SL B (3,4) v C = (4,-5) a su ladoc cpuesto respec-

tivo.

50. 2ZRTh DE UN TRIANGULO

vamos a ver la manera de encontrar el &rea de un tridngulo
en base a las cooraenadas de sus vértices.

“Este procedimiento involucra el uso de.los determinantes,

pues el mEtodo es el siguiente:

* ¥
A_= 2 X Y2 '
T 2 , debiéndose tomar el valor
absoluto del determinante.
- R -«Xl yl . e . .

Problemas resueltos.
1) Encuentra el &rea del tri&ngulo:

M= (-2, ~@ N= (2,5)yC= (4, -3)

Resolucibn.
) 3 - - .
: 5 s | o -2(5)+2(=3)44(=4)=(=2) (~3)=4(5) =3 ("4},
ham % 4 -3 P | |
- -4
= =10 -6 -16 -6 -20 + 8 _ - =50

= =25



Varificacidn ceométricsa,
\I A, N

Mi diends la base ¥C y multi-

plicdnéols por la altura del

tridnrrlo, sobre dos vemos que
” 25 unidsdes cuvadradas es el resul-
C tado apropiado del 4rea.

Encuazntra el 4rea de los siruientes tridngulos.

‘J\
Ejercicio 19,

1.1 Bl 4rea del tridnculo: K = (0,0), B = ( 3,2) y & = (4,0)
19.2 El 4res del tridngulo :R = (~4,-2) J=(5,-3) 3y @ = (0,-5)

51, FAKILIA DE RECTAS ( HAZ )

Sabercs que una recta esta Aeterrinada por dos datos aue pueden ser:
dos puntos, o bien, un punto y su pondiente. Cvando las rectas sola-
mente curplen con una condicidn constante para todas, se forma una

familiade re~ta, a la que llarareros hsiz de rectas.

a) Vearos el caso de que todas pasen por el punto (3,2)

La farilia seréd:



Esta "condicibn Gnica" aparece como constante en las

ecuaciones de las rectas gue forman a la familia.

a) Para el caso de gue todas pasen por el punto'(3,2), la

ecuacibn de cada una de ellas ser&:
Y-y, =m (x = xl]

Yy - 2=m (x -3}

mx. =~y =3m +.2 = 0

-

donde la pendiente m variar8 para cada recta.
' : A




b) Para el casc Gée cue todas tengan la misma pendiente

1 .2 .
m= 7 lz ecuacidn de cada una de éllas seré:

Para dar cen alguna recta en especial, necesitamos obtener
la otra condicifén faltante.

-
Por ejemplo:

-~ ,//,,/’///’ su ecuacibn seré !

Ly 4+ 2=5 (x4 2)

Problemas resueltos.
. ~ N
. - . .

Traza las siguientes familias 'de rectas.

Iy y-3=m (x +5)



Trazo

Ejercicio 20

Traza las sigulentes familias de rectas:

20.1 y-2=m¢{ x + B)

1

20,2 ¥y -y, F % (x - %)

PROBLEMAS " RESUELTOS.

. 1) Determinar el valor del pardmetro K 'de manera gue . 1=



'
(o
I
bt

[]

iaoaM o~ By o= = 0 cue le corresponda sca

(XN
f

recia e ol [S0908

s

percendicular a la recta 7s + 3y - 5 = (. Una vezr encontra-

édc ¢l valor del parédmetro K, escribir suv ecuacibn correspcen-

Im&lisis. En primer lugar Gebemos entender el cconcepto "pa-

¥

)

rémetrc", canc la censtante de la familia de rectas.

Para encontrar el valcr de este parametro nos ayudaremos de
la ctra recta 7x 4+ 3y - 5 = 0 sabiendc cgue entre s{ son -
perpendiculares.
Esto nos permitird encontrar el valor de la pemdiente de la

recta 4x - Ky -3 = 0.

Rescluci®n.

La pendiente de la recta 7x + 3y - 5 = 0 es m; =f%r . Por io
tanto la pendiente de la recta 4x - Ky - 3 = 0 seréd

.3 ) .
“ﬁ 7 / por ser ambas pfrpendiculares. - . .

" Pero la pendiente de la recta 4x - Ky - 3 = 0 incluyendo el

parémetrc X, es m, = 4 !

2 K
ronolo tanto ¢ 3 . . . 2B
}-(* -;' .. -'-—0-3 »
fina Imente la ecuacibn 4x - Ky - 3 = 0 seré 4x — 2%'7 -3 =0.
Quitandd dehomlnadores: v I2% - 28y - 95 0 . 7

©2. 1a @istancia de una recta al rnrirnen fs 4.

La recta pesa por gl punto (8,2) Encontrar su ecuacién.
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.

tnalisie ,  Gieprre ez conveniente rezliizar un didtuie piars darse

rejor cuanta de la situacidn, 4

\\!

e

A

/ LL‘IY;{)

A 1
Se trazén una circunferencia para indicar bodos los tuntos d21 plano

Aque es:tin 3 una distancia de & unidades, Por reoretris saberos gue
el radic de una circunferencia es perpendicular a la tangente en su
puntn de tancencia.

Veros gue son.dos rectas las que dehen currlir ccen la condicidn

del protlera,

Resolucién. De la figura podemos obtener las siguientes ecuaciones.
a) La ecuacidn general de la recta jue pusa por el punte de tangen-

cia ( X3» Y4 ) es Ax. + By, +C =0

1
b) La ecuacién de la recta aue contiene al radio y que pasa

por el punto de tangencia (xly1) ¥ es perpendicular a la recta

= es Bx_ =Ay. = O
Axl + Byl + C 0 1 yl

¢) Despejando y de (bB) y = Bxl

A

[ I

d) La relacién entre los coeficientes A, B'y C



Bove g timin.

ce lz recta que pasa po

-

(6, 2) « v v v 00w e Er+ 2B+ Cc=0

e) la relacibn de la dis-
tancia entre la recta
Ex + By + €= 0 v el pun-

to (0,0} . . . . . oo .o c=.4 /2" +B

A lc gque tenemos gue llegar €s a enccnirar los velores de

log cceficientes A, B y C, -

Para eso, tenemos que encontrar las relaciones entre las
ecuaciones anteriores para llegar al resultado deseado.

Veamcs:

'Relacionando (e) con (d), tenemos:

8A + 2B + 4‘/A2*Bz =0, . B
8A + 2B = -4//2° + B° )
64 2% + 32 AB +'4 B2 = 162" + 16 B°
48 2% + 3228 - 1287 = 0
1252 4 8B - 3B% =0
2o 82t/ 60 8% s 100 B
. A—— . .

S

A = .._-..2_@_1__3_3[1_3—_

‘ 6 ,
,A £ =2 - V/IE) B

6



Substituyendo este valor en (c) y =—§§‘ ;
Bx
tenemncs: y = :
' (-2 + /13) B
6
6x,
)l =

-2 7 /13 , de donde B = 6 y A = -22/13

Substituyendo estos valcres en (d) 8a + 2B + C = 0,
tenemcs: Para -2+\ﬂ3/ (=2 + J/13) 8+ 12+ C =0,

c =4~ 8 V/13. Substituyendc lcs valores de A, By C en

“Bx 4+ By + € = 0, tenemos:

(-12 + /13 ) x + 6y + 4 -8 /13 =0  Siendc &sta la -

ecuacidon de una de las rectas, la otra se encuentra consi-

derando-)- /13, obteniendo: (-2 - /13 )x + 6)/+ 4 +8 /13 =

Puedes verificar —estos resultados de las ecuaciones trazan-—

-do sus graficas.

Nota.Para resolver este tipo de problemas se necesita intui=-

ci®n, basada en la experiencia. Muchas veces estos problemas

tienen més de una manera de resolverlos.

3) Encuentra la ecuacibdn de la recta que pasa por-la inter-
'séccién de las rectas 5%x - 4y = 0, X - v + 1 =0y forma can

los ejes ccordenados un tfiéngulp de &rea 6,
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kndlicis, Fe conveniente hicer un éibujo pare slizar rejior el

-~

Encontraros gue las rectas se intersecta~ en el punto (4,5%).

De las tres rectas (farilias) que pasan por el punto (4,5), lae
inicas qu2 tienen posibilidad & formar con loc ejes un tridnculs

de Brea sels e-n jzl ¥ ;i 5 3 Y& que el Area del tridngulo
formado por la (farilia de ) recta jii sismpre sera mayor de 20.
4hora, los vértices, ror ejemple, (x,0), (0,¥) ¥ (0,0) de los trién-
rFulos forrazdces con las ractas ;fl h ;f2 sus coordenedas x,y
sienpre tendrin sirno difarente, 1luv cual conduce a qua su producto

tenza signo negativo. El &4rea de cada tridnzulo se encuentra multipli<

cando la base "x" tor la altura "y" entre 2. Segln las condiciones

del rpotlera,

Resolucidn.

Para encontrar la ecvacidén de las rectas solicitadas, consi-




ceramocs 1os puntos (x

00w (0,¥), cbservando que las pendien

tes de estos puntos con el punto (4,5) deben ser iguales.

Por lo tanto podemos establecer la siguiente ecuacifbn: -
e — = — , resclviéncdola,
{y ~3) (x - 4) = 20

Xy - dy -5% + 20 - 20 =0

Sx + 4y - xny =0

"~ Por otro lado, segfin las condiciones del problema, sabemos

que:
XY o g , de donde,
2
-12
xy = ~12 . % =__m;
- Relacicnando estds ecuacimes, tenemos:

5 ( _13 ) + 4y + 12 = 0 , resclviendo,
Y

.60 + 4y° + 12y = 0

2 R .
y" 4+ 3y - 15 =0, Al resolver esta ecuacidn cuadr&ti-
ca vames a obtener dos valores para la 'y'}lo cual era de’ -
esperaxse ya que serdn dos rectas. las que cumplan cos las

condiciones del problema.

-3 Y/ 3 ¥
e 3.1/ 60 3t Veo

:




~12 -24 -1% =24
L. — = oM. T - =TT
- -+ /G0 -3+ -3 -~ /6o i3
2 2
Ce 1 .
. Pareg verificar cue 5 b yl = 6, es Gecir, el valcr ab-

[

solute del semiproducto de la base par la altura, va gue e
&rea siempre es una cantidad no negativa, realizamos la -

operacién:

=24 -3+./69
—ijgg 2 -

1 1
7 ("1 71 fj" 3

Debe suceder lo mismo-para % ‘ Xz Y2 I.
Para ubicarnos en la localizacibn ge X Y1 i Xy s Y2, los
trazamos de manera aproximada en los ejes.

. 4 Yﬂ\
. L e

7] 5)-.

' o A

. . . . / h
X, = s LN NPT
‘ -3 + /69 5.3

-3 + /69 5.30
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Las ecuaciones de las rectas son (considerande los puntos

RIS

(4¢,5) ¥ (0,

2
-3 + /89 _ g
y -5 = 2 {x -4&) .
-4

iy s 20 = 23 +/69 -10 (-4)

-8 y + 40 = (-13 +/698) (x -4)
-8y + 40 = (~13 + /69) % - 4 (/69 -13)

.

(13 - /89) x -8y + 40 + 4 ( /69 -13) = 0

Ahora considerando los puntos (4,5) ¥y

~-24 ca
i (—'3'—76_9' , 0) para la otra ecuacibn

-5

y -5 = (X "4) :
: 24 ~4
3+ 69 | RS
y =5 = ot (» -4)

" 24 -12 -4/69

3 +/69



(12 -4/69) y ~ 60 + 20,/69 = -x (1545,/69) + 60 + 20 /69

(15 + 5./€9) » + (12 -4 /f69) y - 120 = 0
(on el siguiente ejercicio de problemas . :dames

por terminado el texa de linea recte.
Ejercicio 21. Problemas

1. Encuentra la ecuiacion de la recta cuya pendiente es 54'y
pasa por el punto de interseccibn de las rectas
4% 4+ 2y - 16 =0 y 3x -2y + 9 =0

Sol. dx + y - 10 = 0 _
2.”El punto ¥ de ordenada 10 est& sobre la,recta cuva pendien=
te.es'§ 'y pasa por el punto'B = (7}f-2). Calcula la abscisa
de M. 7

Sol. x = 11

3. Determina el valor de los coeficientes A y B de la recta

Ax - By + 4 = 0 que pasa por los puntos C = (-3,1) vy
D = {1,6)
. .2 . 16
sol. A .19 B = 15

ot
'

4. Encuentra la ecuacibn general &e la recta que es perpen-

dicular é_la recta 3x -4y + 11 = 0 y rasa por el punto

Sol. 4x + 3y + 13 =0



L, Incuentre ¢ &Snoulc ezudc fornedc i« Jas rectas
4y - Gy + 11 = 0y 3y 4 2y~ T =0

o3, BOCIE!
6. Ice vErtices Ce un trifnculc som
(1,1), {4, 7) y (€,3). Demuestre gué el baricentreo (punte

de interseccibn Ge¢ las moecdianacg), €l circuncentro (punto de

interseccidn dc ler medietrices) v el ortocentrce (puntos de

interseccibn de las alturat ), son colineasles. (Ve las definiciones

anteriores al problena 12)
7. Encuentra la ecuacibn de la recta que pasa por el purto

(3,1) y su distancia al punto (~1,1) es 2/ 2 .

Sel. x+y-4=0, x-~y-2=20
8. Encuentra la ecuacibn de la recta cuyos puntos eguidistan
de las rectas paralelas 12x -5y + 3 = 0+ y 12% =5y =6 = 0

-

sol, 24x — 10y =53 = 0 )
9. Encuentra la ecuacibén de la bisectriz del &ngulo formado
por las rectas:

X -2y -4 =20 Yy 45 -v =4 =0

sol. (V17 +4 /3)x -(2/i7+ [o=y-a/T7 -4 f5 = 0

10. Determinar el valor del parémetro K, correspondiente a
la recta de la familia 5x -12y + X =0, cuya distanciz del
origeh es igual a 5.vEncuentra la ecuacidn de la recta co-
rrespondiente.

Sol. 5x -y =13 = 0
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1i, Una rects pasa prr o le interseccidrn de les rectus cuyas zcuacio-

neg g0n: ¥ + 2y 4+ £ = D3 ¥ Px- Oy - 5 = O. Hallar su ecuacién

1

s:xtienfic que esparalelz ¢ la recta 6% - 2y 4+ 11 = O
Sol, %x - % 4+ 5 =0
Todo tridngulo tien= tree rediatrices, treg nedianas'y trecg alturas
Sus definiciones son las sigu:entes:

Nediatriz. Perpendicular del lado en su punto medio,

Nediana. Serrente que va 3el punto nedio del lado al vértice opuesto.
Kltura. Segmento perrendicular al lado (¢ su proloncacidn) y aue

va al vértice opuesto.

12, Encuentres las ecuaciones de lus rediatrices de cada une de los
lados del tridngulo cuyos vértices son:

A= (-4,5) B= (3,2) 3y C =(5,2)

Sol. 13x - 3y - 22 = 0, respecto del lado AC

?x - 3y + 14 = 0, respecto del lado AB
X =6 =0 , respecto del lado BC

13. Encuentra las escuacionss de las medianas del tridngzulo del
ejercicio 12. 7
821, 3x +y - 11 = O, respecto del lado AC

3x + 19y - 65 = 0, respecto del lado AP
3% + 10y - 38 = 0, respecto del lado ®BC

14, Bncuentra las ecuaciones de l2s alturas de 1 tridngulo del

ejerecicio 12.

Sol, 13x -~ 3y - 33 = O, respecto del lado AC o
7x - 3y - 57 = 0, respecto del lado AR o
X + 4 = 0., resvscto del lado RC ‘ '

n



15. Encuentra las coordenadas del circuncentro del tri&ngulo
del ejercicio 12.

sol. (6,183 )
16. Epcuentra las coordenadas del baricentro.

17, Encuentra las coordenadas del ortocentro.

Sol. -(~4, -28 % )

los tres puntos, incentro, baricentro y ortocentrﬁ, dé un
tridngulo son colineales. La linea que los une se llama -
recta de Euler.
18. Encuentra la ecuacidn de la recta d¢ Euler respecto del
trif&ngulo dgl ejerticio 42, -

Sol. 141X -30y ~-286 = 0
19. -Una recta pgsa por el punto A = (2, % y oy féfma con

los ejes coordenadas un trifngulc de perimetro igual a 12.

m

Encuentra gy covo~l

Sol. 4x + 3y ~ 12 =0 y 8x + 15y - 36 = 0

-~
- [N

20. Una recta pasa por la interseccidn de las rectas
T -2y = 0y 4dx -y - 1=0yes perpendicular a la recta
3% + 8y - 19 = 0.

Encuentravsu ecuacidn. Sol. 8x - 3y + 5 =20
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cromftrice, se
Circunferencia €5 el consunto 6o puntes 661 7lano gue

eguidistan de un puntco Jlamadc ce! 1z

irtancia c¢el

o

centrc 2 cualouiereg é¢ sus puntos €2 liame radio.
“ara encontrar la ecuecidn gue determine les condiciones en-
tre las coordenacdas (»,v) d¢ los yuntos del planq}que perte-

‘nezcan & lea circunferencia, s¢ use le delinicidéwn de la mis-

ma junte con la férmule pare le céistancia entrc dos puntos. b

Veamos como: Tracemos uné circunferencia de radio py centro

Cc = (h,k)

Y

AV

|
1
|

La diStancii/ el centro C = (h,K) v €l punto F = (x,y) esté / r‘ehﬁre

dadd por la formula r =l/[(x - h)2 + (y -K)2 . €levando . al

.

cuadrado ambog miembros, se cbtiene .

: 2 o 2 2 .
52 . ... - h)T ey - k) o= r , siendo
. - -, R . ~, . - v
&2tz le ecpacibn ordirariz de la circunferencie' de radio r,; 'y RS

“centre C = (h,k), & ndo el radio r no varia.

Si traslacdamos al centro de la circunferencie al origen, se
. . ] .
obtiene la ecuacibn caronice

53 . . ) ):2 4 )'2 - 2
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Nota. Se llara ecuacidn ordinaris de una curva, & la oue
sxprese de manera evidente las caracteristicas principsles
de la curva v se liama ecntcidn candénica de una curva 2 la
forra més simple de la ecuaciébn ordinaria, ’
PROELZNAS RESUERLTOS,

1) Encontrar la ecuacidén de la circunferencia cirnunscrita
en el tridngulo cuyos vértices son:

(-2,3) B= (1,0) y D = (5,2)

Andlisig. Primero tenenos que sabsr que "circunferencia circuns-

A

crita" significa que pasa ror los tres puntos A, By D, éel trién-
gulo. Los trespuntos del tridnrulo nos sirven para encontrar las
rediatrices y su punto de interseccidn serd el centro de la cir-

_cunferencia. la distancia del centro a cualquiera de los tres
puntos nos da el radio , con ésto ya poderos encontrar la eduacién
de lacircunferencia.

Resolucién.

Trazo de la circunferencia

Sy

A=(-2,3) | D= (5,2)

| | B0 x
..Ia.ecuscién de la mediatriz del lado AR ge encuentra asi:

Primero bbteniendo la péndiente m, de Kﬁ, despues la pendiente

‘méde’la mediatriz, y finalmente el punto medio de AR



i
m_‘ = s e - = =1
* -z -1 -2
- la pendiente de la mediatriz seré m, = 1

El punto medic del EE ¢«

e L -1 3 >
(-*ll )l) = ( - ' 5
5 ¥ el punto (x17 yl) podemos encontrar

.. la ecuacibn de la mediatriz

Con la pendiente m

3- ~1
y-= =1(&- -35)

2 2

1

Y"——X'l-i
2y =3 = 2x + 1 R
2% .2y 4 4 =0 : : T e :
X =y + 2 =0 - Esta es la ecuacifn de la médiatriz

la ecuacibn de la mediatriz del lado BD  ‘se encuentra Siwﬁk“*Mc“&??‘

m =20 _ 2 1
- 5 -1 e 2
la pendiente de la mediatriz~gerd m, = -1 ' . .

El punto medic del BD  es ;

%y = AF5 = & __;'3>,,y2_= O+.2 .20 ¢
2 2 - : 2 2

(xZ;YZ ) = (3,1)



Cor la penciente ¢, v ¢l puto
la ecvacibn ce la mediatriz |

y o~ 1= -2 {(x -3}

y -1 = -2» + 6

x4 y =7 = (. Isgta es la ecuacilin de la medietriz.
rhora la interseccién C de las dos mediatrices,
X -y + 2 =20 5 _
3 yr2=0 c (5 11)
5 A3 7T
2 4 y =7 =0 yo=z 2 3 3
- 3
3x =5 =0
1
X = .5_ y=—§];
3 i .

la distancia del centro C al punto

B

(1,0) nos daré el radio r.

2
5 .2 211 4 121
1 -2 - o= =/= Pt
/( 3 )+ (0 3) /9 g

Lo
]

La ecuacién de la circunferencia sera

' 5,2 i1 .2 _ RS
( x 5 ) + {y ‘37 ? = —ﬁf

. . -
- -~
- - - .
.

2) “Encontrar -la ecuacidn de la circunferencia cuyo centro

Tes el punté'(—é)-l) Yy es-tangente-a -la-recta 3x +k2y;—12—év0

-~



L = {=q,~1} DErXC nNCcs faitsa

conocer alguno de sus gunites para encontrar €l radio. Per

geonetria elemental sabemcs cue la recta tancgente a la cir-
cunferencia es perpencdicular al radic en el nuntc de tangen-

cia. Conceciendo la scovaciiln de la rsota gue contiene Al ra-
éio y lueco gu intersaccidn con la tangente, cbienemos un

punto de la circunferencia. Con €ste ya podemos encontrar

- . A - .
Resolucidn. Antes gue nada, conviene hacer los trazos gue

podamos: Y

Para obtener la ecuacibn de la recta gue contiene al radio
el
usamos- reciproco de la pendiente de la recta y el centro C.

la pendiente de la recta 3x + 2y ~ 12 = O es

-3 2
m= ~= .- Su reciproca es n =3
2 .

1a ecuacidn sera:

y - (=) =2 (x - (=4))
T -

Yy+1= (x + 4)

2
3 o :
. , ‘ (Continua al TEeverso)-

3y + 3 = 2x + 8 3 '

2k =3y +5=0 oo o IR



Para sncontrar las coordenadas del punto de tansencia obtenemos la

interseccidén de las rectas 3x + 2y -=12 = 0 y 2x - 3y + 5 =2 0

0

3x + 2y - 12
0

]

2x - 3y + 5

Multiplicando la primera ecuacién por -2 y la segunda por 3,

obtenemos:
-6x - U4y +#+ 24 = 0

6x -9y «15 =0

=12y + 39 =

[
o

Nej

y = -39

Pera encontrar la x;

2x - 3(3) +5 =0
2x -9 £5 =0

x= 9 -5 =4 =2
2
%1 punto de interseccién es P a (2 5)
El radio lo encontramos obteniendo la distanciag del centro al

punto de tangencia P

d= \/(-4 292 4 (-1 -5° - =\[36 + 16 =f52272
Iz ecuaecidén de la circunferencia sera:

(x + 4)2 + (y + 1)2 a 52
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o Inceontrar la ccu

-

g la circunferencia cuve centrce

esté scbre el eje Y vy pasa por log puntos

Anélisis. Agul nos éan dos puntos de la circunferencia Yy su

CEnRLIC.
Sabzmos por geomstria elemental que la mediatriz de una -
cuercga de la circunferencia - . pasa

por el centro.

Encontrando la interseccién de la mediatriz con el.qf,y sa-
Y

bemos las coordenadas del centro, y con este la ecuacibn de

la circunferencia.

Resolucibn. . Primero realizamos el trazo'ée todo lo gue
podamos. v \

Ax(z2)

L

No

SN N

A= (e B=(¢,-4) .

Para encontrar
I1a ecuacifn de la mediatriz, encontramos el punto medio del
AE ..y su pendiente. . RS

24 6

X3

P, Medio = (4, -1)



Fonws ente; Hos e——-e = — = =
[CIEA 4 2 ,
La recfprocaim, = z
3

La ecuacidn de la mediatriz:

vo-o(=1) = 2 (x4
.

(RN

2% -:By - 11 =0 ~

La interseccitn de la mediatriz con el eje

2x - 39 - 11 = 0

Interseccidn: (0, = ) =¢C

El radio mide:

N
o]
(Vo)

"

r= /Gb -2 )% 4 ('1%. -2y 2 '¢/; +

J

1a ecuacibn de la circunferencia:

S 2 =13, .2 _ 325
B T DR S 6 ( 71 )= T
2 11 .2 325 '

¥ (yo4

'J)l
[
Lij

\te]

4. La ecuacibn de una circunferencia es (x

+ 2% .



[ S

1

it

- S EG -

-4 -2 -6 -3
Tendzonte; ¥z i = —_— = .

[ 4 2 ]

el
La reciproca!ml = =
La ecuacidn de la mediatriz:
yo- o (=1) = 2 ({x -4)
K
y 4+ 1i=2 (» -4)
3

3y + 3 = 2x -8
2% -3y - 11 = ¢ -

La interseccibn de la mediatriz con el eje Y.

2x - 3% = 11°= 0

x =0
-1
Yy = ) .
Interseccibn: (0, _5% ):: c

© E1 radio mide:

]
w
[ L8]
ol

r= ¢Qo 292+ (H -? - ¢/4 + 283 /[

Ia ecuacidn de la circunferencia:

2 ~11, .2 _ 325
():"-0) *;(}"(‘—3'1)—--:—9- -
2 11,2 325
SRR R

N

4. La ecuacibn de una circunferenciaes (x + 2)

sty -3 25
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anlisis . CTomo tenemos la ecuacibn crdiraria, saltan a la
wista lag coerdenadas el cenero v la lerngitud del radic,
T2 ecuacidn de la tancenteé ila encontramcs cabiendo gue ecs

De la figura no. puuanus aar cuenta de gue van a ser dos tan-
. A ,

gentes.
Tomando el punto'(x,y) como punto de tangencia, podemos
obtener la pendiente del radio y la de la tangente, que por’

ser perpendiculares su producto tiene gue ser -1.

X + 2 X - 3 3

. b 72 \d 3 : ‘ ' B T
(y =3)7 =-1 {r+ 2) (x.~ 3} s e

{y —3)2 = —x2 + x + 6. Pero-la ecuacién de la circunfe-.

‘rencia es:

2
e+ )% vy -n? =3, de donde,



- - 5
(v = 27 = o = Ay = 3" Jouvalance (v - 33}
7

rnos guega:

2 -
- x4 + 6 =5 - (x+ 2)°

2 2
—xT 4 x + B o= L o~ XY o~ 4y -4
“xC 4 X 46 -1 4 wT o+ 4mo= D
5% + 5 =0
x = -1
Substituyendo » = -1 en
(v ~3)2 25 - 3% <4y -4, Yenemos:
fy-= 3) 225 I+ 4 -4 : T
2

(y -3)" = 4
y-3=%"12

+

y =~ 24+ 3, yl:S, Yoy =1

Por lo tanto los dos puntos de tengencia seran; (-1,5) y‘f’

(-1,1) ‘ ’ -

Lz pendiente de la tangente que pasa por (-1,5) es;

3 -5 -2 -1

= = = = por lo tanto su
3~ (-1) 4 2 :
ecuacibn serd : y - 5 = 2 (x + 1)
2
2y = 10 =.-x -1 . -

B4 2y -~ 9=0

La pendiente de la tangenie gue pasa por (-1,1);e55

+

1 :§§_ = 5% = —% , por lo: tanto su ecuacién

g
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:._\ G = x =3
X - &y + 3 =0

CEJIRIICIC Zo

22,1 Escribe la ecuacidn de la circunferencia de centro

o)
n
[
2
U
Lt
H

adio B.

o

22.7 Encuentra la ecuacibn de la circunferencia cuyo centro
es el punte C = (7, -6) y pasa por el punto A = (2,2)

Sol. (x =M% 4 (v + 672 =89 i

]

22.3 Una circunferencia tiene su centro en el puntb C
(0,-2) y es tangente a la recta

Si - 12y + 2 = 0. Encuentra su ecuacibn.

Sol. x2 + (y + 2)2 = 4

22.4 Respecto del trifngulo cuyos vér?ices
Son Az (-1,00, B =€, 8 ) ycC-= (5,0,

resuclve lo siguiente: *

22.4n Encuentré la ecuacibn de la circunferencia.cﬁyo:éen-
tro es el vértice A y es tangente al lado BC.

Sol.(x + 12 + v2 =

Nk
U

22,4B Encuentra la ecuacibn de la circunferencia circunscri-

ta al.tridngulo.
= 625

2
)
3 64

sol. (x~2)2 + oy +.7
&

22.,4C Encuentra la ecuacién de la cixcunferencia inscrita
al trifngulo.

s0l. (x -2) 2 + {y _1)2 =1
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CarounIerentaa U pata

por lees puntcs medics de los lados del tri&ngulo.

2 , 25
sol. (x-2)° 4 (y - 25 )¢ = &3
¢ 256

22.4T Comprueha gue la civcunferencia del eldercicio
22-4D pasa por los pies de las alturas del trifncule.

22.5 Una circurnferencia pasa por los puntos A = (-3,3) v
B = (1,4). Su centro estd sobre la recta 3m - 2y - 23 = 0.
Encuentra su ecuacibdn.

sol. (x =2)° 4 (y+ 17 }° = 629

N

22.6 Encuentra la ecuacibn de la circunferencia cuyo centro
esté& sobre la recta 6x + 7y - 16 =0 y es tangente a cada

0.

tt

una de las rectas 8x + 15y + 7 = 0y 3% - 4y - 18

sol. (x -5)° + {y + 2)° = 1,
x =%+ (v + 2% =121 .
7- 45 . )

- 54, Ecuacifn general de la circunferencia.

Desarrollando la ecuaci®dn ordinaria de la circunferencia

(r~h\2 + oty - x)? = r?, obtenenmos:

X2+ y2 - 2hx - 2ky + h° 4 k? -#? =0, 1a cual puede es-~

cribirse en+la forme . e L.

2 2 -
%+ y 4+ Dx 4+ By +F=190

-en "donde



lo cual rerresentar& a una circunferencia solamente si
2

.
D+E=4F > 0.
Las coordenadas del centro scn: J————
; “ =
4 - . = " - iF
- - , ~t Y\ o=l raiiz r
- = ( = TJ 2

Este resultado se obtiene smzlzande ¢l método de completar
cuadrados v convirtiendo la ecuacién general a la forma ~

ordinaria.

-

Problemas Resueltos.
1) Reducir a la forma ordinaria de la circunferencia la

ecuacibn general 2% + 2y2 - 6x+ 10y +7 =0 , encontrando su.
centro y su radio.

Andligis. Debemos observar que en la forma general de la _ : 5

- - . . - - N .
circunferencia no tienen coeficientes los térm_lnos en

2 C e .
Xy y2 ; por lo tanto tenemos que . dividir entre dos- a la

ecuacién.

Luego complietar trinomios. cuadraccs perriectCs Yy pasar 0l miem-

‘bro derecho. . los términos independientes.

Resolucién.

2. .2 e P
2x° T +2y" - 6x + 10y + 7 =0 (Dividiendo entre 2):
X%y gl = 3x + 5y +7 =0

z
2



2 -
XD - 34+ y 45y = fL , (Ccompletando trinomio cuadrado

perfecto),

2 - e
x° =3x + % +y + 5y + %2 = =7 + 14 23
2 4 4
el
(x - % y - + (y + % )2 = 5 Ferma ordinaria.
Centro C = ( 3 -5
2 2 , radior = /E

2) Encuentra la, longitud de la cirunferncia anterier.

An8lisis. Con la longitud del radio encontramos ripi-
damente su perfimetro
;;solucién. p=20r
P=2 (3,14) (JS = 14.04
3) Demostrar gue las circunferencia$:
Cax? %'4y2 - 16x + 12 7+ 12 =0y
12x2 +_12y2 - 48 x + 36 y + 55 =0 scn concéntricas.

/

An&lisis. Concéntricas guiere decir que tienen el mpismo -
centro. Obteniendo la forma ordinaria de ambas ecuaciones
sabremos si tienen el mismo centro.

‘Resolucibn. Cbtengamos las ecuaciones ordinarias.

4x® + 4y2 - 16x +.12y + 13 = 0 (bividiendo entre 4);
2 ' :
X

+¥2 _ax 4 Iy + 13-4 (completando el trinomio cuadrado
-z P
perfecto)
2 3.2

(x =2)" + - (y + 5} = 12 2 2 =1 .
) == X" —lx+8+y 43349 =-13 9

4 T madians i

c




1ZxT 4 12yT - ZEw o+ 36 v 4 5h = D (Divicdiendo entye 17},
2 2 33
2yt -l o+ 3y 43y J 0
2 2 9 =55 g
¥oo- 4x + 4+ y + 3y <+ z = ot 4 + 7

-, 2 3,2 _ 420
{x - 2) + ('_} + 5 ) = 13

-3

Y = ——
¢, = 2,3

Vemos gque efectivamente son concéntricos.

~4) ¢Qué condiciones deben cumplir las circunferencias
) ‘

2 ,
x“ 4+ y" 4D X +EY+F =0y

2 4 y2 + D,x4E,Y +F, =0, para gue sean concéntri-

cas 7
2njlisis. Tenemos gue convertir las ecwaciones 2 su forma

-

ordinaria para obtener las coordenadas‘de 108 centros,
y asi,'descubr;r las condiciones necesarias.
Resolucibn.

x2 + y2 + D1X +E, v+ Fl =0 (Compietando trinomios

cu@drados perfectes) .,

)
E 0.2 E.°
x* 4 DX+ 012 vyl 4 Ey +d_%__ = —fl +,f‘-§ + ”l'f
._._.2_ dy ® 4):
Ax R
: 2 2 . ,
- "1 By ) : B,
Rl vy = = -F + 71 4
2% 2y : Xt 2

De agul obtenemos las coordenadas del centro



/
-D. -E

De la misma manera obtenemos las coordenadas del centro pare

la séguncda ecuacidn.

2 2
2= 2y

Para quc sea concéntricas, las abscisas yv ordenadas tienen

gue ser iguales ..

"Dl -D

—— = — Dl = D2 ¥,

2 X 2% N

_E_

I : .

2y s 2y. .t Ey 7 OE e -

Estas son las condiciones para que las circunferencias sean ..

concéntricas.

5) Demostrar gue las circunferencias

%24 y? 4 4x r 6y -23=0 y

- -~

wby yz - 8x - 10y + 25 =0 son tangéntes,

andlisis. Que sean tangentes las circunferencias significa
que se tocan en un solo punto. Esto a . su vez significa que
solamente un punto (x, y) del plano cumple con - las dos

ecuaciones,



"
x|

[ d

E“::*:ré*:s_c TeESCLVIEILDDT 38 QlE £ l2Clilnes £
te.
Resoiucibn
2 2 .
xT 4+ ¥+ 4y + by -~ 23 =0
t’ -
T =+ v -bx - 10w + I3 0
Regtandeo ia {2) de la (1) . tenemcs

3
LEXT O+ vT o4+ 4+ €y - 23 0= 0

2 -
-X - y2 + Bx +10v -25 =

12x +16y - 48 =

Sustituyendo en (1) tenemos:

4%+ 6 ( 53—1—3§>- 23 = @

X
o8 ]
4
P
s
[ o8]
N S
ll.d
x
"
[N
+

4
- 72 2 -
x2 144 72x% + 9x + 4x + 72 =18x 23 =0
4 18 4

16x2 + 144 - 72x + 9x% + 64x + 285 - T2x = 368

25%2 - 80 x + 64 = O

L -

- 80t Ssn? -4 (25) (64)
2 (25)

X

0



oo B0 eon - csne o oen B
50 Th T 5
12 - 3y iz - 3(5] 12 - %i
Por lo tanto’'y = ———== . _\5 = P =
4 ; 4
60 - 24
Vo= ——-*"—v5--'-~ = 3¢ —_ = 2
4 20 5

U

5 !

preobarlo necesitamcs substituir este punto en las dos ecua-

En el punto(g > est8 el punto de tangencia. Para com- -

.
ciones para ver si las satisface . Veamos:

2 2
(g) + ( g) + 4 ( g) + 6 ( g) 23 =10 2
64 81 .32 , 3 _p3:
25 25 5 5

Y 64 L 81 180 270 35 . Vedmoslo -
25 25 25 25 25

N

——
Ut oo

——
Ut |
———
N

]

[20)
TS
(SN
s

I

ues

o
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w o
i ——

+

[\

(1]
1w

o

g4 8L _84_ 20 + 25 =0
L oo~ 25 .25 5 5 ~. .
64 81 320 450 625

|
|
|
|

nN
[84]
[ 38 ]
(92
N
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1%}
ur
138 4
182
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£f cs el puntc de tancencia.
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Ejercicio 23,

23.1 Redure a la forma crdinaria la ecuaci®n ceneral

2 z
4x7 4 4yT- 12x 4+ 20y +. 146 = 0

23.2 Determina la ecuacidn general, ecuacibn ordinaria, genteo 'y
radio de la circunferencia gque pasa por los puntos
A=1{2,-2), B=(-1,4) yC =(4,6)

Sol. 6x° + 6y2 =32 x-25y - 34 =0 °

AN 33)2 2465
® 73 Y 33 = 143

=

23,3 Dos puntos siempre est&n sobre una circunferencia

12

’

g8 25) 2465 - ST
3 . ' '

Tres puntos no colineales siempre estdn sobre una
circunferencia.

¢ yadro puntos no colineales By= (x, 4 vy ), By = (%, , yz)/aaz(xalﬁﬁ“

Y Bﬂ = {X4 "y4 ) estarédn sobre una circunferencia
2 2 = . ) i .
ATy dx +ey + L= 0,30 por ernoSJ sus coordenadas

cumplen el determinante
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yz + }2 % Y 1
x2 + X 1
1 Y3 1 N
= 0
2 2
¥t Y, Y2 ¥, 1
2 2
x3 + Y3 %q Y3 1

Cuatro puntos se llaman conciclicos

si pertenecen a una misma circunferencia.

Usa el determinante anterior para saber si los puntos

(;lj ~1), | ZJ 8), (5,7 y (7,3) son conciclicos.

23.4 La ecuacidn de una circunferencia es

4x2 + 4y2 -16x + 20 y + 25 = 0, Encuentra la ecuacidn de la

/ - 3 s
circunferencia concéntrica a es#q vy gue es tangen-
te a la recta 5x - 12y -1 = 0

2
Sol. (x - 2)2 + {y + %) =9

23.5 Encuentra la ecuacifn de la cifcunfe:enqia gue pasa
por los puntos (-1, -4) , (2, -1} 'y cuyo'ceﬁtro eété,sobre;"
la récta

4 + 7y + 5 =0

Sol. (x'+3)2>+ (y —1)2 = 29




23.6 Una circunferencla de radic (fi: e tancgente & lea

circunferencia

%2 4 y2 -4x 4 2y - 47 = 0 en el punto (6,5)

Encuentra 3u ecuacidn.

Sol. (x =~ 8)% 4 (v =8)2 =13, (x - 4)° + (y -2)° = 13

23,7 Encuentra la ecuacién de la circunferencia gue pasa
por el punto (5, 9) y es tangente a la recta x + 2y -3 =0
en €l punto (1/1).

sol. (x -3)° + (y -5)% = 20

23.8 Una circunferencia de radio 5 pasa por los puntos
(Q,Z) y (7,3). Encuentra su ecuacion.

2

Sol. {x ~4)2 4 (y + 132 = 25, (x =3)% 4 (y =632 = 25

23.9 Demuestra analitieamente gue cuyalguier recta gue pase
por el punto (-1,5) no puede ser tangente a la circunfe;enf
cia x2 + y2+ 4x —76y + 6 = 0. Interpreta el resultado
geométricamente.

23.10 Fncuentre l2 ecuvacién de la cirounferencia cuyn con-

tro estd sobre la recta 7 x - 2y - 1 = 0 y-que es tangente

a ¢ada una de las rectas 5x - 12y + 5 = 0 y 4x + 3y -3 = 0

- .
-
= - - . -

. : 2 2 2
sol: (x ~1)2 4 (y -3)% = 4, (X- 33%) +(y - 333) = ,13:5
, 747, 247 747)

55. FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS,

Para gue una circunferencia guede determinada, se necesitan



i
[
-1
o

1

tres ccndicicnees Indevendientec:

Ja abscisa vy o ordenace de su centro, asf comc su radic.
Otras tres condiciones determinantes de una circunferencia
pueden ser tres puntos By By oy 83.

. condiciones y las otras dos

n

t

Cuando falta una de estes tre

cuedan fijas, entcnces se obtiene un parémetro K, cue al

ser variable conduce a una familia de circunferencias.

éQué tipo de familias de circunferencias podemos obtener?
a) Supcngamos que el par&metro K sea la abscisa del centro

de la circunferencia, entonces la familia seria: C =((, b)y

r = d, una familia de circunferencias

,1 Y .

aa e N
NN AANGY Qy_

s =
. —> X - .
cuyo.centro va a estar sobre la recta y = b , y de radio 4.
2

La ecuacidn de la familia sera: (x - K )° + (y - b)2 = d?

b) Supongamcs gque el par@metro K zea la ordenada del centro
'-dé la circunferencia, entonces la familia serfa: C = (a)k);

- a

'\

J
% 0 =(a,K)

r=d.

e

AN N Y
"

v
4



’ 2 2 .2
1T ecuacifn de la familia serg (v - 2}~ + (v = k)" =4d
T = §; en-
> X
‘Una familia de circunfereﬁcia}s concéntriceas.
: - ) - s s 7
La ecuacidn de la familia sera
2 2 L2
{x - a)” + (y -b)" = R" .
) circunferenclas
8) Ctrc cooo ImsTztanss Je familiazde scn las Tue
pasan por dos puntos A y B , por
ejemplo ! AY
~, ) - -
> X

;
B
i
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Geométricamente vemos gue los centros son colineales. Vamos

a analizarlo analiticamente. -

Sean Sus puntos de interseccibn

A = (xl ¥, ) y B8~ {#, + ¥4 ). Cualguier circunferencia

2y =y -y, = = (?x = Xy ~ %3} | Comprudbalo !

PROBLEMAS RESUELTOS
1) Encontrar la ecuacidn de la familia de circunferenciag k

cuyo centro es C = (5 , X } y radic = 8,

Andlisis. Teniendo las coordenadas del centro y el radio,
la ecuvacién resulta inmediata.
Resolucidn.

(x-5)24+ (y - k)% = 64

circunferencias
*2) "Encontrar la ecuacibn de la familia de - -cuyo cen=
"troes C = (6 , 8) y radior = K.
Resolucibn

x - 62+ (y - 8)° = k°




3) Encuentra la ecuacién de le circunferenciz Gue pasa pCr

las intersecciones de las circunierencias.
2 2 2 2

X4y T4+ Tx - 10y + 31 =0, x4+ y -x -6y +3=0
y tiene su centro sobre la recta x - y - 2 = 0.
knélisis. Eitienc su centro scbre la recta x -~y - 2 =0

entonces encontrando la interseccién dc esta recta con la
mediatriz del segmento formado por las intersecciones de

las circunferencias, encontraremos las coordenadas del cén-'
tro. Finalmente encontraﬁdo el radic obtendremos la ecua-
cibn correspondiente. '

Resolucidn ' : _ -

Primero tenemos gue encontrar las intersecciones de las

0

circunferencias. x2 + y2 + Tx - 10y + 31

-~ .

—x2 - y2 + 3% 44 6y -~ 3 =20 {(se cambib de signo?‘
8x - 4y + 28 =0
2% - y+ 7= 0 (se sacd cuarta)

2x + 7

]

y

22 4 (2 4+ )2 4 7% - 10 (2x 4+ TV & 31 = 0 (se subs-

tituyb en la primera ecuacidn)

x% e ax® 4 28 % + 49+ Tx - 202 - 70 + 31E 0 .
5%% +-15% + 10 = 0

xl.= -1, Xy = -2

yl=5., yz=3



loe cor puntos e interscccidn ot

(-3,5) ¥ (-2,3)

la ecueacidn de le mediatriz seré. . |

2y -5 -3 = it 2 (2 + 1 + 2), guedando ' ' |
3 -5

2% 4+ 4y - 13 = 0. (Ecuacidn de la mediatriz)

Encontrando la intersecci®n de lac des rectas’ sabremos lﬁs
coordenadas del’centro. L ) .
2% + 4y - 13 = 0

X =y =2 =0...(multiplicando por 4, se obtiene):

21X wdy 13206

4x - 4y - 8 =0

~Resolviendo este sistema tenemos!

-~
- -

= 7 = 3 o :
X= = y= - 7 : -
2 2 ‘

-

Siendo las coordenadas del centro C =(l o 2)
. 2 2

Encontrando la distancia del centro al punto (él,S)

‘obtendremos el radio.

s PG

Por lo tanto la ecuacibén de la circunferencia seri:

,J}

Y

N2 2 65
(x_z)‘.{—(y;%):*
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1 familia de circunferencias gue pasan cor la intersec-

cién de dos circunfersncias dadas. Consiste en incluir un

1 wrémetro K, evitande as{ ernccntrar rrimero la intersec-
1&n de las dos .

Veamos cdmo.

ﬁéan las dos circunfersncias cue &= intersectan.

Sabemos gue en-una ecuacidn, al multiplica;/ambos miembros /o
/

'or la misma cantidad, se obtiene una ecuacidn eguivalente.

Por lo tanto, si sumamos el miembro izguierdo de la primera

-2cuacidn por un miltiple K del primér miembro de la segunda
h g
- -

“tcuacibn, seguiremos obteniendo cero como resultado.

coed

Esto es:

A

-

x° o+ y2 + D, x +E. v+ F, +K (xz + y2+ D, x+ E, v+ F, ) =
i 1 1+ I 2 2 2

%

w(xz,_yz),~entonces amboe muntos cumplir@n las tres “ecuacio-,

- nes.  Reduciendc términos semejantes, obtenemcs:
J

24K+ Dyl (o +ED, ) x + ()

'_(x + 1) x N

sumar




frvidiends ontye o~ 1, shnarnemcs:
» “+ D b e v + ¥ F
3 7 Dl KD, Ey + KE, Fy ¥,
X o+ y o+ - x y o+ = 0 ‘
o+ 1 v+ 1 o1 :
E.-r F.ocemzien 12 condicién
[P L -

las ecuacicnes gean circunferencias,
. s - 4=Y,2)

caon dencominador ¥ o+ 1, cumplirin

P

_{Qltime ecuacibn sea una circunfe-~

rencia. El pard&metrc X pusede tomar todos los valores - !
reales menos, evidentemente, el -1.

Curiosamente en la penGltima ecuacidn al tomar K el valor

de -1, se obtiene la ecuacifn. : St

tDl - Dy) x4 (Ey~- E)) ¥y + Fy-F, = 0 e /

una circunferencie, sino la e una recta cue !

R
que no es la de
- R -

- '

P - .
pasa per los puntos de interseccifn de las circunferen-

cias, conteniendo a la cuerda comGn y siendo perpendicular. !

a la linea de los centros, se llama Eje Radical:

€¢ radical,

\_:naq ée \e;s C-‘e-'n"}"mk‘



) DTeterminar la ecuacilin de la farmilie

[o8

e circunferencias

cue pasan gor las intersecciones de la.:s circunferpncias
2 2

x2+y2+7x-101+51=0 Yy X +y -x-6y+3%=0

Encuentra también la ecuacibdn de eje radical .

snal

1

Ya sabemcs cudl €s la =scuaci®n, sclc necesitanos/substituir .

. encontra::
iocs valores ce los coelicientes Dy E v ¥, para obtener la -~ y

Y substituvendo ¥ = -1 en la ecua-
cién, después de quitar denominacdores, obtendremos la ecua=~

cibn del eje radical. -

.z

Resolucidn. Ecuaci

n de la familia de circunferencias gue

pasan por los puntos de interseccibn de dos circunferencias.

2 2 D, + KD, E, + X&, F, + K F .
X oty + L - X 4+ 1z y o+ = 2 0 4
K+1 - K + X +‘l

Substituvendo los valores de los cceficientes D

EZ . Fl Yy F2 ; Obtenemos *

Wop gt s LKy, Z10 -8K L 31 - 3K g
K+ 1 K+ 1 K+ 1

. IS -

" Quitando dencminadores y substituyendo el valor de X =v-1,

obtendremos la ecuacién del eje radical.
(K) %2 4 (Re1) yP 4 (T-KDX ¢ (=10-6K)y + (31 4 3K) = 0
simplificando obteneros: '

8x ~ 4y + 28 = 0/



[
1

ot

(3]
)]
-

e v+ 7 =0 Fouacibn del e€i¢ radical

Ejercicio 24.

b

2¢.1 Eegcribe la ecuacibn e la familie de circunferen-

clas gue pasan por el origen.
? > >

Soll » + y° = K

24.2 Encuentra la ecuacién de la circunferencia gue pasa por
el punto A = (-B,5) y por las intersecciones de las circun-
ferencias

< 4 y2 -8x -6y + 17 =0 ¥y x2 +y2 -18x -4y + 67 = 0

Sol. x> + y2 4+ 2x - 8y - 33 = 0

24,3 Demuestra que las circunferencias,

v

‘

2+ y2 S -6y +10=0y x°+yS -5 =0

son tangentes. Encuentra la ecuaci®n de la circunferehtia
tangente a ellas en su punto de contacto y gue pasa. por.el
punto & = (7, 2)

Sol. ¥°4 y° - @x ~16y + 35 = 0

. -
- - ~ -

N

24.4 Encuentra la ecuacidén del eje radical de las circunfe-

rencias. - : N :
¥ 4 y%e2x - 10y +°10=0 vy
éxz + 4y2 - 32 x -~ 12y + 37 =0




“56. Definicidn de pardbola,

Una parébole es ¢l luvar ceomfirice

ol
e

un punto P‘qﬁe se -
‘mueve en un plano de tal manera gue su distancia a una rec-
ta fija, situada en el plano, es siempre iguai a su distan-
cia'de un punto fijo del plano f quc‘nc pertenece a la rec-

ta,

El punto fijo se llama foco y la recta fija, directriz de

la parébola.

La definicién excluye el caso en que el foco esté sobre la

directriz.
~

"~ ‘Veamos la siguiente figura. . o C T

LY

PR o AR (. R+ B
-
he)

- . o ) \

En base a la figura anterior se definen los siguientes tra-

zog. asi:



a) Eje de la parébola. Recta gque pasa por F y es perpendi-

cular a ;f .

b) VErtice V. Puntolmedio del segmenfo AF.

c) Cuerda g;: . Segmento de recta gue une dos puntos cuales-
guiera de la paré&bola.

d) Cuerda focal CC'' Cuerda que pasa‘por el foco.

e) Lado recto LL'! Cuerda focal perpendiculsr al eje.

f) Radio vector o radio focal FB!
Segmento de recta gue une al foco con cualguier punto de la
3:3.4:94

parikzla,

57. Ecuacién de la parébola.

- -
- -~

Analizando su definicidn y aplicando 'los conccimientos apren-
didos, podemos obtener Ssu ecuacidn, veamos primero.el caso
‘en.gue el vértice esté en el origen y el eje coincida con

el eje X.



%

F:(r.0)

>0

De la figura obtenemos inmecdiatamente los siguientes da-

o

tos:

Coordenadas del foco: F = (p,O)
Ecuacién del eje: y = 0
" Bcuacidn de la directriz: x = -p.
Sean las coordenadas (x/y) del punto P cualguiera de la

parébola.

v
- 4 -~
- «

El segmentc PE perpendicular a la directriz, mide lo mismo
gue el segmenﬁo PF, por definicién, por ‘lo-tanto el punto

P debe satisfacer la condicibn geométrica.

[ PP = i PA| , es decir:

-~

| ¥Rl - = V/b:- p)2 + (y)2 (distancia entre dos -puntos),

e . -~

Ipal =[x+ p| .

2

——
. . b R ) N
/(x - p) +y = *x + p . elevendo al cuadradn amhos



fo

m

or
1

mienbroes, tenhencE:

> - )
{5 "P)d ‘," - (X_Tp)k
-t
-
N Xp o+ o4 y2 -x¢ =2xp - p2= 0
2
“4xp o+ yT = 0

y2 = 4py

Siendo £sta la ronAicidn germStrica ~ue Aebrrin cumplir Jas
coordenadas (x y) dé cualguier nunto P de 1A paridholad con
vértice en el origen. Demos este yssulta<o f"rm=lmﬂ,htp en

~l siguiente teorema.

Ter~rema. Lla acu>cibn e urna p~r*bota de vértice en el ori-
gFkn ¥y Pje fn el eje x, es
2
Y = 4;)}{

~ -

- -
-

en donde a1l foco ~s el purto (pJé) y la ecuacibn d~ la 8i-
vectriz es x = -p. 57 p 7 0, la rardbnla <e ahre Facia
lg ‘derecha; ei p ¢ N, 1= par8hol> se 2bre haria la izquier-

da

$i e! eje de una pardbola coincide con el eie ¥, y el vérti-

"ce estd en el origen, su ecuacidn es
~

x*= py,

en donde el foco es el punto (0,p), y la ecuacién de la -

directriz eé y = -p..81p7> 0, la-paribola se abre hacia
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arrita; si p ¢ 0 . la pardbola ée abre bhacia abajo.

En cada casc, la longitud del lado recto estd dada per el
valor abscluto de 4p, que es el cceficiente del términc de
primer grado.

Graficamente estos resultados se ven asi:

¥ A Y

.Recuerda que si p £ 0

L (o, P \ o io

2l sicno de p es negative, per lo

tanto el signo d2.~-p s2vd pesitive. es decir, -p > 0.

Prchlamas regug lF cs

1} Fncrentra las ccorderadss dol freco, la acu@cidn “e 1»



Resclucitn.

Ia forma de

i

te valor 2@

y la ecuacit

18 Longltul el

= Yz wmpi Ta

se va& oue l& paransdlz, O
e I ~ o = Y T~ '
su vértice en el cricgen

-
=

n dé

es y2= 4Px

Iz @cuaciln v'=11 %, por lo tanto, p =:3.

crmz Se =Bu o ecu
stfrs el ece
4
Con

‘,sfp lado recto

"COcrdenadas

Ecuacitn de-
Coordenadas
1a lengitud

de 4P, es de

- -

2) Enccntrar

en el origen

" Andlisis. Lo

IS

del foco, F = (3,0)

la directriz. x = -3

(3,0

i

del vértice YV = (0,

~

N

v
"

Sel laldc recte estd dadc per el valor absoloic

cir, [¢p| = |12]:

-

= 12

~
v

la ecuacibn de la var&bnla aue tiene vértice

y cano directriz la recta y - 5

= 0.

que nns va-a dar la pauta para saber si la pa-



rébola se ebre hacia la derechz, lz izguierda, errika ¢ ha-

cia abajc, es la directriz.

Resolucibn. Tracemos la directriz y - 520
v
directriz y =5
TN
0 x

Con estc sabemos mnue a psrSbola s abve h=ci= ab=jo v gque

su focn tiene roordenadss (N,-5), mor 1o tantm p v=le -5.

Ta parfbola gneda dihujada Asi:

/Y
- - - :
. - -~
> X -
4
F = (0 I_S)
Y su ecuacitn:
2 : .
X =4.(-3) sy , O cea, __— . o o
x2 = -20y
3) lna ruerda de'la parihola y2 -~ 4% =0 es un cegmento de

la recta x - 2y +'3 = 0,

Encontrsr sv lorgitud




nélisis. Tenemns gne encontrer 17 Iintcreecci?n de la
recta x - 2y + 3 = 0
2
con la par&bola v© = 4x.
Vamos 2 obtener dos puntos, su distanciz nos davé la longi-

tnd de la cuerda.
Resnlurién.

Para enccntrar la interseccibn de estas dos curvas, substi-

~ y 2 B .
tuimos el valor de x = i_ en la recta x - 2y +.3 =0
. 4
2
Y

- 2y + 3 0, multinlirando por 4!

J

y2 - 8y + 12

W -6) (y-2) =0

0, resolviéndnla ;

¥y, = 6/ Yy = 2, por lo tanto los puntos-de inteiseccién,éeﬁ

Tén: . T T ‘ ' ' i}
2 2
y ) v,
Y : ' —— v Y ;
1 4 2 )
{9, 6} ¢ {1,2)

la distancia entre estcs dos puntos es:

- Tk

/(9 1%+ (6-2)2 = Je4 + 16 : ‘
/80 = VEE?E} = 4 JE‘ , por lc tanto, -la lon-.

gitud de la cuerda es 4y5.

o
i



4) Encontrar la ecuacitn de la circunferencia gue pasa por
el vértice y los puntcs extremos del lado recto de la par&-

bola x2 - 4y = 0.

Andlisis La circunferencia pasa por tres puntos, con esto
ya est& definida y podemos encontrar su ecuacibn. Solo nos

falta encontrar los puntos extremos del lado recto.

Resolucitn. Con la ecuacibn de la paréibola x2 = 4y, podemos
- s
trazarla *
Y
(0,0 ,
— >X
- i -
- - y = ~1 " .

Analizando la figura, podemos obtener la ecuacién de la
recta que contiene al lado recto. Esta ecuacibén es y = 1
Substituvendc este valor en la ecuacill x2 = 4y, enccntrare-

"mos los dos puntos extremos.

2 2 + ' ‘ ,
7 =401, x =4, x=-4, w=%D, . s
Los dos puntos extremos seré&n. '

2,1y (-2,1)

Para encontrar la ecuacidn de la circunferencia cue pasa por



leos tres puntes: (0,0), (2,1) y (-2,1),
¢bservamos gue el centro de &sta se encuentra en el eje
de la parfbola. Por 1o tanto sus coordenadas seran (O,y))

con y» 0.

shora bien. la distanciz de este csunto a cualguiera de los

tres es la mism®, vean~s:
el 2
a. = y/(G - T =+ ly - GVTo= 22 =y ‘

vP Ty fa2y +5; -2y +5=0, y= %

La ecuacifn da la circunferencia serf entaures:

2 5
P + {y = - =
bd 3 2 )

(18]
w

Eiercicic 25.

25.1 Pneventra las roorderad=s éel frco, la-scu=cign Ade. 12

directri» y 1= lo~gi+ud “el laédn re-to de ‘la-ecuacifirl

X2 =12 v Solucién F= (0,3) y==3  IR=12
28,2 %Ver el reverso de la hoja)

25.3 Encuentra la longitud del radic vectcr del punto de la

pardbola y2 -9% = 0,6 cuya crdenada es igual a 6.

Sol. 25
z

25.4 Una circunferencia cuyo centro es C = (4,-1) pasa por



tancente a la directriz de la parébcla.

la ecuacibn de la

carébola con virtice en el oricen, se cbtiene la ecuacidn

Estos resultados les peodemos resumir en el siguiente -, ’
teorema. ) -
Tecorema. la ecuacibn de una paribela de vértice V = (h, ¥)

Yy eje paralelo al eje ¥, €s de la forma: ) .

(v -~ k)% = 4p (x -h) , siendo |p| la longitud del

segmento del eje comprendido entre el foco y el vértice. .

Si p > 0, la par8bolp se abre hacia la derecha, si

p< 0, ala

eje de la par&bola es paralelc al eje Y, su ecuacibn es de

e

izguierda. Si el vértice V.= (h, K) y'el-

la forma:

(x -2 =4p (v - X).

Si p > 0, la parsbola se abre hacia arriba; si p ¢ 0
hacia abajo.

‘58 A, Ecuacidn general de una paridhola
De la amisma rorma cue” obtuv1nos la ecuac1Qn general de una.

circunferencia, se obtiene la de la parébola. Analicemos el
siguiente teorema.
Teorema. lLa ecuacibn!

sz + cy2 + Dx + Ey + F =20



represente unz parébola con ede paralelc &l eje XN, si
=0, C# 0 yD#F C.

Si D = 0, la ecuaciln represcnta dos rectas cdiferentes
paraleles al edjeX, dos rectas paralelas ccincidentes al
eje X, ¢ nincln lucgar geomEirice; segln las ralces de

Cyz + Ey 4 F = D sean reales y desiguales, reales e igua-

les o conplejas.

si & # o, c= 0 v E.?‘: 0, la ecuacién representa una 4
parabola cuyo eje es paralelo al eje Y,
81 en cambio, E = 0, la ecuacidn representa dos rectas -
diferentes paralelas al eje Y, dos rectas concidentes para4
lelas al eje ¥ o ningGn lugar geométrico, segin las rai-

2

ces de Ax° + Dx + F = 0O sean reales y desiguales, -

reales e iguales o camplejas.

-~

Problemas resueltos.

1. Reducir la ecuacitn 4y2 -~ 48x% - 20y = 71 a la

forma ordinaria de la.ecuacién de la parébola v encontrar
las‘coordenadas del vértice y‘del foco, las ecuaciones de
la directriz ¥y eje, y la longitud del lado recto.
Anélisis. lLa ecuaci®n 4y2 - 48x - 20y = 71

féﬁrresponde a la forma A%t 4 Cy2-+Dx +Ey + F =0 donde’
A= 0, C ¢= O>y‘D ?5 0. Ia ecuacidn representa una.paré~

bola cuyo eje es paralelo o coincidente con el eje X.-



- 194 -

Resclucibn:

Completando a trincmio cuadrado perfecto en y, tenemos.

4v® - 20y + 25 = 46x + 71 + 25
y2 - sy + 2= 12m 4 24
2
_(y - é; =12x + 24 {Segunda forma ordinaria

de la par&bola)

(Y = %) = 12 (x + 2) </’//

Con esta ecuacidn podemos dibujar a la paribola.

‘///

\, :
X

N

De la figura y la ecuacitn, obtenemos los siguientes datos:

Vértice Vv = (-2, 5 )
2
5
Foco F.= (1, 5 )
Ecuacibn de la directriz:. x = =5

Ecuacitn del eje : y = ;

Como 4p = 12, p'= 3.> 0,
por lo tanto-la pardbola se”abre hacia la derecha.

Longitud del lado recto. l4 p\ = |12l =12

A it s st e



‘.

2) Lrncen
foco son

Econtrar

Anglisis.

demos dibujer aproximadamenteé,la parébola y encontrar

Lrar le ecuescifn de la peréhols cuves vértice y

B

los puntos V = (-4,3) v F = (-1, 3).
también las ecuacianes de su directriz y eje.
Teniendoc las coordenadas del vértice y foco po-

ila
J

forme de su ecuacidn ordinaria, obteniendo geométricamente

el valor

Resclucidn.

De la fig

de P. Y/

N

ura, obtenemos la forma de su ecuacibn.

(y-Kv)2= 4p (x - h)

Substituy

(y - 3)2

(y - 3)

"Ecuacién

“Ecuaci®n

3) Determ
tienen un

eje Y.

~ . -
-

endo valores, obtenemos:

= 4(3) (x - (-4))

= 12 (x + 4 ) (Segunda ecuacidn ordinariade la
parébola).

de Yla directriz: x = 7. - ' o D

del eje. y = 3

inar la ecuacidn de la familiz de pardbolas gue

foco comin F = (3,4) y un eje comfin paralelo al



2o

inElisis. Es conveniente, & travfés éc uné
cuenta de la forma Ge la familia de par&bolas, pars gue -
asf podamos idenfificar al parémetro.

Resolucibn y/\

> X

PR e \a parbole

Con esta figura nos damos cuenta de la forma de la familid

de par&bolas.

\émosque las coordenadas de los vértices
son V = (3,K), donde la K toma todos los valores reales,
es decir, para- cada.K tendremos una parébela distinta.,

También de la figura observamos que p = K -4. Si la parg-

 bola se abre hacia arriba 4 > X .'. P = K<h {0

Si se abre hacia abajo K -4 > 0. o

_Con esto ya obtenemos la segunda ecuacibn ordinaria de la’



el
m
™
on
=
o}
ot
o

(» ~3)" =4 (4 - K(y - K)
4) Demostrar gue la longituvd del radio vector de cual-

quier punto P,z (% Yl) de la parabola, (y —K)2 = 4p(x -h)

l’

es igual & »* -h + p]_

Andlisis. Sabiendc, por definicidn de par&bola, que la
distancia de cualguier punto de la paré&bola al foco y a
la directriz, &s la misma, daremos de jnmediato con la

demostraciotn. -

§g§gggpi6nl Tracemos genéricamente la-par8bola cuya eéué—
cibn es

ty - x)2 = ap (x - h) o
Z d,

Lad

VFz(hte,K)

'-'v=(bk3

X=\""F
_Sabemos. que dl =-dy, usando las férmulas de distancia -
respectivas, encontramos:

. Ia distancia del punto P al F, resulta inmediata:

.\/



Para encontrar la distancia del punto P & la directriz
, tenemoOs que encontrar primero la ecuacibn de la
directriz, cue es: x - h ¢+ p = O,donde A =1, 3 =0

'y C= -h + p. Substituyendc estos valores en la ecuacibn

d = 1 z , Obtenemos
a2+ 8%
. + (-h + p)
a L | =‘X.-k+9 .
1 2 2
1 + 0

Sabiendo gue las dés distancias son iguales, nos guedamos

con d es decir

ll
d = }xl -H + p C OD. {Con lo cual quedd demos=-

-~

- . _ tré?o)

Ejercicio 26.

26.1 Encuéntra la ecuacibn de la parédbola cuyosvértice y fo-
co son los puntos (3,3) v (3,1), respectivamente.

Encontrar también la ecuacidn de la directriz y la longi-
”fud de su lado fecto.

~, 2 - . . L
sol. {x - 3)°.= -8 (y -3)3y =5; B. . ‘ E

26.2 Reduce 1la siguiente ecuacidn a la segunda forma ordina-
‘ria de la ecuacidn de la pardbola, encontrando las coord€na-

das del vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz -



\Xe]
o
1

()

y eje, asf como la longitud del lado recto.

-

Ecuaciln. ex7 + 24x & TZyv + 1€ = @
4 2 -4 -4
Sol. m+t x) =-8y; (—=, 0 (—5.,-2),
y = 2; x = -z ; B
2
26.3 la ecuacibn de una femilie de parébolasies y = 9x +bx.

Encuentra la ecuacidn del elemento de la familia gue pasa
por los dos puntos (2,8) y{-1,5).

Sol., Y =g3x2 - 2

26.4 Encuentra la longitud del radio vector del punto de la

parébola y2 + 4x + 2y ~ 18 = 0 cuya ordenadaies igual a 3.

Sol. 5.



59. Definicidn., Elipse es el lugar geométrico de un punto
gue se mueve €n un plano ae tal manera que la suma de sus
distancias & cdos puntos fijos de ese plano es siempre una

constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.

Nota. La definicidn excluye el caso cuando el punto mdvil ' -
-

estéd sobre €l eje de la elipse.

Vef@moslo en la siguiente ‘figura: Pl

De: la definicibn resulta que

dl + a4 X
d3'+ da = K, .

Vdn+ Q"H') . =X

IN -

- o .
-
N

Describamos todas las partes gque aparecen en un elipse:




Focos. Son los puntos fijos F y Fl.
Eje focal. Recta ;Z,que pasa por los focos.
Vértices. Puntos V y V! en que el:eje focal éorta a la

elipse.

Eje mayor. Porcidn VV' del eje focal comprendida entre
los vértices.

Cengfb. Punto C del'eje’focal que es el punto megio del

-

-segmento que une los facos.

Eje normal. Recta ;f| gue pasa por el centro C y es per-
pendicular al eje focal ;f

Eje menor. Porcibn ij del eje normal comprendida entre
la élipse.

Cuerda. ‘Segmento BB gue une dos puntos cualesquiera de la-
elipse. . - . N .. -

Cuerda focal. Cuerda EE gue pasa‘por uno de los focos.
Lado recto. Cuerda focal IL' perpendicular al eje (Eviden-
temente la elipse tiene dos lados: rectos).

Di&metro. Cuerda DD' gue pasa por el centro.



Radic vecter.

guier punto.
60. Ecuacibn
gen,

Consideremos

sobre el eje

bre este eje.

mento F Fl ,

Po= (-c,0),

Secmente TP o F, P gue une ¢ unfoco con cual-

crdinaria de una elipse con centro en €l ori-

a la elipse con centro en el origen y eje focal
de las %, los focos F vy Fy estdn también so-
Como el centro 0 es el punto medioc del seg-
las cootdenadas de los focos ser&n F = (c, D)

siendo ¢ una constante positiva.

Vefmoslo en la siguiente figura!l

) YA

p(x,¥

F(‘l ©)/ ~

AI

‘Sea P un punto cualguiera de la elipse, por definicién, el

punto. P debe satisfacer la condicidn geométrica:

,Fl P, +iFP‘= K, desarrollando, tenemos:

. “‘/(x--c)2+'y2 C* ‘/(x+c‘)—? +y2 =X Jie I
' N2 2 : 2 2 co e
(x -c) +.y = K - (x + ©) + y relevando ‘al cuadrado -
2 2 2 2 2 2 2

. =2%c + ¢

2 ) oo
+y =K =2k (x+c) . +.y + %  42%c + ¢C +‘y2



- - .. ha
~4xc = K2 = -2K ‘/ (>:+c)2 +y2
o+ k2= AR . irado:
dvc 4+ k© = 2k (> 4+ 7 + ¥ , elevando al cuadrado,

> T, o
16%°c? + Buck+ P = ax” (%% + 23c + c? 4 y2 )

2 5 o
16%% ¢ sexck+ ®Y - ax? w2 - 8k%xe - 4x°c? -ak? yi= 0

2 22,2

(16c® - 2x% ) »% -4x

)
"
1
o
o
4
S
=

(16c? -4k ) x2 -4 x% v? = k% (4c? k2

i
=

stac? k% 1x? -axdy?= ¥ ae? - k9

2 2

2
1ac? —x? 1x? k3% %-

-

-multiplicando por <1, tenemos: ’ ) v

(k2 -1e?) %+ k% = k% kP -ae?) , | R
J2 2 4 2 a2
Como K>2€, K 24C ac’-k'20 y gP-aciso
Tomande K = 20, k° = 4a P substituygndoltenemosr

(432 —4c2) x2 + éazy2 2 2

(42 - 4c?y,

-9

oL

(4a%-4c?) x% +4a%y? = % ( 4a% - 4

Dividiendo entre 4, tenemos: T
(a2_C2) x2+a2y2 =.a2(;2-c2)
Tdmando az--c2 = b2, tenemos:
bzxz +a2y2: 32 b2 , dividiento por ézb2 ,vtenemosrk
x> 2 ' ‘
— + X = 1
‘al b2



Este resultado lo podemos resumir en €l siculente teorema:
Teorema: la ecuacidn de una elipse con centrc en el origen,
eje focal sobre el eje X, distancia focal igual a 2¢ y can-

tidad constante K = 2a , es:

™
o 1%
+
% I*
LS ~N)
it
-

o}

Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera gue las
coordenadas de los focos sean (0,c) v (Q—C),

la ecuacibn de la elipse es:

‘Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor; b, la

del semieje menor; y a, by c estan ligados por la relacibn

a2 - c2 = b2

También, parg cada elipse, la longitud de cada lado recto

»

'es‘2b2 , Y la excentricidad(e)esté dada por la férmula -

Nota. A estas ecuaciones ordinarias de la elipse: también
las llamaremos candnicas.

. R . -

Ia excentricidad es un nfimero mayor que O'y menor que 1, que = =

nos dice qué tanto estd achatada la elipse.

Problemas resueltos.
1. Encuentra-las coordenadas de los vértices y focos

la longitud de los ejes, mayor, menor y lados rectos, asi
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L. s, 2 -
ceme lg, emzeniricidad de la elizse Sx° +4x7 = €
mn&lisis. Dekemcs convertir la ecuacitn a su forma

canbrnica y los resultados se obtienen de inmediate.

Dividamcs entre 3€ 2 lz scuacién’ :
i
2 2 »
x° a 36 ‘
L & =22 ,
36 36 36 ,
2 2
o2 ol
it + e e =1
4 S -

De esta forma crdinarie de la elipse obtenemos:

B +
ya gue a” = b +c2, c = a2 - b2, C2 = 9-4, ¢ éyg

Las coordenadas de los focos son' (0, /3) . (0, - /g).

Los vérfices san (0,3) (0,=3) . La longitud del eje mayor

es 2a = 6. la.longitud del eje menor &s 2b = 4. la longitud

de los lados rectos es 2b 2(4)

g
i
it}
1)
¥
(
(RN e}
[

2. Encuentra la . ecuaci®én de la elipse quyos‘vérticeS‘son

- - - -

los puntos (4,0), {(-4,0), vy ,focog

‘los puntos

(3,0) y (-3,0)

lo Qu{
_podamos

Andlisis. Dibujand?/&os datos obtenemos la forma de la -
' ’ ‘ ' con



Ge -

[ S

elipse, y por lo tanto , de la ecuscidn

4.
i

s

A
|
!
|
l
|
|

Vemos gue la‘elipse tiene su eje mayor scobre el eje X, por
-
lo tanto la forma de 18 ecuacidn es:
’ 2 2
.3 -
=y 4 5 = 1 .
a
la ecuacién de la elipse resulta inmediata, después de
bt . . [ 2 2 . o v .
obtener C = a’ - b y b=Na'w ¢ =\/16-9 =\/7 PR
2, ¢
= + L = 1
16 7
3) Encontrar los radios vectores del punto (;‘% }-gue esté
. : ot 2 :
sobre la elipse 7x” + 16y~ =112 .
- .Andlisis. Los sadios vectores-de un punto de 1a~§lipsé -

son sus distancias a los focos. Transformando la ecuacitn

a su forma ordinaria y obténiendo C, podremos calcular los

‘radios vectores.

Resolucidn  Dividiendo la ecuacidn 7x2 + 16y2 = 112 entre




112, tenemos
:_)i + X = 1
16 7
PRpepo 4 g S . 2 2._ - —
De acul sahemos gue a” =16 y b™ = 7, por lo tanto, a = &,
b= Jn; . Con esto podemos calcular C.

Por lo tanto las coordenadas del foco son (~3,0) y (3,0).

Calculando las distancias del punto (3, % ) é los focos

obtendremos los radios vectores.

r - =4/ (3—3)2+ (:]4-. - 0) 2 = .22. = .7— =1..3-
1 16 4 4

r, =/(3’—(—3))2'_+ (%—0)2= '36+51*.g'=‘ B25 25 _ 1
: ; . . 16 4 4

4) Encdntrar lé ecuacibn de la elipse cuyos focos son (0,8)
Y (0,-8) con longitud del eje mayor de 20 unidades.

An&lisis, Con las coordenadas de los focos podemos obte-
ner el valor de C. Con este valor y la fbdrmula reséectivav

conoceremos el valor de a.

~~ . R .
Resolucidn. Trazando los fotos obtenemos la sigliente fi- -

YA
o

) s x

- gura.




De la figure, y los datos decl problema, obtenemos los

sicuientes valeres:

C =18, 2a=20,a=10
. 2 2 2
Usando la formula b = a° - ¢ ,
tenemos
>
L™ = 100 - 64 = 36 .7, La férmuls seré&:
2 2
x Y
+ =1
36 100

Ejercicio 27. .

27.1 Encuentra = las coordenadas de los vértices y focos, las

longitundes. de los ejes mayor, menor, y la de sus lados rec=
2
tos, y la excentricidad de la elipse 16x% + 25y2 = 400

Sol. Vértices (5,0), (-5,0); focos (3,0), (-3,0); 2a = 10,
3 .

2b=8, e = % ; longitud @el lado recto =

+
- . -

27.2 Una-elipse tiene su centto en el origen y su eje mayor .
coincide con el ge x.
~ Encuentra su ecuacibn sabiendo que pasa por los puntosA

(B, -1y (2, /D)

2 2

-
~ .

Sol. X, Y - 1
8 4
Nota. §i lo necesitas, resuelve el-sistema de-ecuaciones = - o

simulté&neas por suma o resta.

27.3.51 K es un n@mero positivo, demostrar que la ecuacibn
2 2 cqs Coa -
3%x" -+ 4y" = K representa una familia de elipses,cada una de

las cuales tiene excentricidad 1/2.




Nota. Recuerda que a una fraccibn se le puede dividir el n u-

merador y denominador por el mismo ntmero y no se altera.

61. SEGUND2 FORMA ORDINARIA DE 1A ECUACION DE UNA ELIPSE,

CON CERTRO FUERA DEL ORIGEXN.

Cuando el centro de una elipse estd fuera del origen, puede

tomar cualquiera de las siguientes formas:

Y1

AN g
|

- >X /’:\>><
N 7
P

- De la misma manera gue obtuvimos la priimera ecuacibn ordina-

ria de -la elipse, obtenemos.la segunda, adem&s de hacer un

traslado de ejes y transformacifn de coordenadas. Este resﬁl—

tado lo podemos resumir en el siguierte teoremsa.

Teorema. la ecuacidn de una elipse con centro en:el punto

C =.(h, KT v eje focal paralelo al eje X, esﬁé dada por 1a. |

segunda forma ordinaria: ’
x-m? L wext N

2 oo
a2 b2 _ ’

Siel éje focal es paralelo al eje*Y, su ecuacibn sera:

e

vt L oW’
7 2
b a
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Parz cada elipse a es le longitud del semieje mavor; b, del

"

menor; c¢,es la distancia del centro a cada foco, a, bye
7 1 1

estan ligados por la relacibn a2 = b2 + c2

También, para cada elipse, la lonaitud de cada unc de sus
2

- 2h" ;s -

lados rectos es . Y la excentricidad est& dada por

=
la relacién e = g- < 1

62. Ecuacibn general de una elipse.

-

Considerand®» la segunda forma ordinaria de la ecuacipn de

una elipse

quitando denominadores, desarrollando lbs‘cuadrados de'—‘

-

binomios, igualando a cero y ordenando términog semejantes, -
*-cbtenemos:

’ 2 2

AX" + Cy  + Dx + Ey + F =0

en dande A = b2 , C = a2 , D= —2b2h,

E=-2a°kyF=b°h’t a? k2 - a%p?

-

BEste resultado se -resume.en el.siguiente teorema’
. . ..




Teorema. S1 los coeficientes A v C gon del misme sicno,
la ecuacibn
2 2 )
Ax” + Cy" + Dx +Ey + F =0
representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados,

© bien un punto, © no representa algGn lugar deométrico,

Problemas resueltos.
. . 2 2
1. Reducir la ecuacibn x~ +4y~ -6x + loy + 21 = 0
a la segunda forma ordinaria de la ecuacibn de una elipse;
determinar las coordenadas del centro, vErtice y focos?
las longitudes de los ejes mayor y menor, y la de cada
lado recto, asi como su excentricidad.
Anélisis. Tenemos que completar trinomios_éuadrados perfec- -

tos para adecuar la ecuacién.a la segunda forma ordinaria, .

ya con esto, los resultados saltar&n a la vista.

ggsolucién Completando trinomios cuadrado perfectos, tene-
mos:

x2 —6x + 9 + 4y® + ley + 16 = =21 + 9 4 16

X - 6x + 9 +A(y? + 4y + 4) = 4
Cxe3) 2 ey ? =
2 Segunda forma ordinaria de

s R ) L

4 -1 la ecuacibn de una elipse.



[N

De esta ecuacibn obtenemos los sicuientes dates:

2" = 4, b" = 1 Con estos datos obtenemos los siguientes:

]
1
B
o
™~
1
o
L%}
i
Fal
1
[
]
A

e = = , 2a = 4, 2b = 2
a
. 26 21
© lado recto: = —— = 1
' a 2
cC. = (3r"2)

Con estos datos podemos dibujar £&cilmente 1la elipse.

Yy

-1
iy
B\
N
w

A
ral
=<
<
Y
v
'

Cﬁn esta figura se nos facilita encontrar las coordenadas

_ de los vértices: V = (5,-2), V, = (1,-2) y de los focos
R o= (34 /3,70 ) _

"'F;.:—- (3 - /3, -2). e ) )

2. Lps'focos de una elipse son “los puntos (-4,-2) y (—AJ'—G);
la 1ongitud‘de cada lado recto es 6. Encontrar la ecua- .

cibn de la elipse y su excentricidad.



anglisis. Con las coordenadas G 1os f0COS nos Gamos cuen-

ta de gue el eje focal es paralelo al eje Y, también con ellas
obtenemos las coordenadas del centro de la elipse y consecun-
temente €1 valor de C. Con todeo esto la obtencidn de la ecua-
cibn resulta inmediata.

Resolucidn. Tracemos los focos para observar la forma posi-

ble de la elipse.

¥

~ . . .

«

" De la figura obtenemos itos siguientes datos:

C=1(4 ,-4) ,c=2
Con las formulas 222 y 02 = a2 ~b2
a : .
obtenemos lo siguiente:
2
2h _ . 2
= - 6 I b” _ 4,
c2 = 32 - b2
4 = az'- 3a . 32 ~ 3a -4 =0
a; =‘4, a,



Eliminamos el segundo valor de a por ser necativo.
L 2
Sabiendo que a = 4, b” = 3 (4),
b= JEE. Con esto ya podemos obtener la segunda ecuacibn

ordinaria de la elipse:

( + 4)° yra®
12 * 16
A C oA _c _ 2 1
-Siendo la excentricidad e=2 = 37 = 3

3. Encontrar la ecuacibn de la familia de elipses que tienen

un centreo comfin (2,3), un eje focal coniin paralelo al

eje X, y la misma excentricidad e = %

Anglisis.
Al decir "familia" significa que debe estar incluido un pa-

réﬁetro K en la ecuacibn. Sabiendo que el eje focal es para-

-

I

lelo al eje X, podemos encontrar su forma.
Resolucibn. ‘Como el centro comfin de la familia de elip-

ses es (2,3) y el eje focal comln es paralelo al eje X, su

. - 2 2
ecuacidn serd de la forma: (= -h) + (y =k)~ _ 1
2 2
a b

.Sabiéndo gue la excentricidad es igual a %‘ . tenemos

- - - d
- - -~

pIn

et
fTz

Pero debemos tener cuidado y no apresurarnos aligualar

- ] y afirmar que: c=1, a =’2, va que

N
(o]

-~




[
wn
1

kS
2

1o gue podemos afirmar es gue

C - K (1)

= T Ry 4 G RY

a = 2K, para algfin par&metro K.

- 2 2 2
Ahora usande la férmula ¢ =& - b~ , tenemos:
2

K2 = g% - b’ L b2 o= 4k - k? = 3K2

Con estos valores y los datos del problema, obtenemos la

ecuacibn de la familia de glipses.

-2, @w-»® _,
2 3k
4 . 3K

Donde para cada valor de K, obtenemos un elemento de la

familia de elipses.

.

-+ -~

4, La ecuacibn de uha familTa de elipses es ax? +9y2 + ax +by-11=0 "
" Encontrar la ecuacitn del elemento de la familia que pasa.

por los puntos (2,3) y (5,1).

Andlisis. Vemos gue los parametros son a y b. Como los
puntos (2,3) y (5,1) pertenecen a la elipse regueridga, -

entonces cada uno debe cumplir con la ecuacibn igneral. Con
=

he -

eSto obteneﬁos dos ecuaciones linealeé con a y b como incég;_
nitas éudiéndélas resolver simulténeamente. 7

. Resoiucién. SubstituYendo los valores de las coordenadas

de los puntos en la ecuacién general de la familia de elip-

ses, Obtenemos:



Para el punto (2,3), teremos:
4(4) + 8(9) + 2a + 3b -~ 11 = 0O,
2a + 3b + 86 =0

Para €1 puntc (5,)) , tenemos:
4(25) + 9(1) + 58 + b = 11 = @,

58 + b + 98 = 0

Resolviendo estas dos ecuaciones simult&neamente, tenemos:
2a + 3b + 86 =0

52 + L+ 98 = 0, donde. a = =16, b = -18.

#  Conociendo los valores de los parémetros a 'y b, encon-
tramos la ecuacibn general de la elipse de la familia
gue pasa por dichos puntos:
Dicha ecuacibn es: s o . fi-: ‘  ;f}

Cax? oyt - 16x - 1By - 11 =0, . . o

5. Desde cada punto de la circunferencia x2_+ y2 ~6x -2y + 1= 0,
se traza una perpendicular al diémetro paralelo al eje
X

. Drecontrer ¢ identificar el lugur geoméirico &e ios puntos -

medios de dichas perpendiculares.

b e
T « - . - - -

andlisis. Tenemos que dibujar la circunferencia y trazar
algiinas de las perpendiculares con sus puntos medios para

observar. qué pasa.



Resolucifrn . Completande trinomios cuadrados perfectes en

la ecuacibn anterior y simplificando, obtenemos:

2_.. i = - -+
X2 6% + 0 4y 2y + 1 149+ 1
R
- 1% 4 vy -1} = 9

Se trata de una circunferencia con centro C = (3,1) vy radio
r = 3. YT

Tracémosla: ;

'C = (3,0

Al trazar las perpendiculares al diametro paralelo al éje,"' : i

X y sus puntos medids, obtenemos; : ol

MANEENIS R
)
Sy - - - x « - L

"_Observéndo los . puntos vemos gue posiblemente se trate de una
elipse.

Suponiendc gue se tratase de una elipse, observando :la



'ple con la ecuacién de la.élipse?

(x -~ 3)°

y =‘/9 - (x —3)2 + 1 (consideremos como ilustracibn la

Hh

icura, verfamos gue tendrxiz su centrc en

C = (3,1), sus vértices V, = (6,1), v, = (0,10,
_ 3 _ - _
bz & c= /9- 9 = [36 -9.[Z7 _JZI
g i -7 - T2
J27
_ c 2 -\/2_7.
& - T %
a 3

Sus focos:

Fo= 3+ Y2y yFZ:.(B-‘/Z——--le) -
6 6
5 ci6 3) 2 y -1)°
u ecuacibn : (x~3) : ( -1
9 9
K

Esta ecuacifn efectivamente es de una elipse, perd{ctbmo

comprobamos que cada punto del lugar deométrico indicado cum-

Cualguier -punto del lugar. geométrico lo encontramos . sacan-
do el punto medio de la perpendicular que va de la circun-
ferencia al di&metro.

1as coordenadas de este punto medic se encuentran de - la -

siguiente manera:

De la ecuacibn de lz circunferencia

1,

"y

"

2 + (y --l)2 =9 se despeja la

parte superior de la circunferencia).



Lhore encontremos la semisume G eeste valor con la ordena-

da correspondiente al diémetro, y = 1,
i
y' = Ve - (x-3)" + 1 4+ 1 Iy '2 -
= X+ b Y
2 2

PM = (x, 5

. o . .
Para saber si este punto corresponde a la elipse, substi-

tuimos el valor de la ordenada del punto medio en la ecua-

cibn de la elipse:

(x -3)2
9
. 2_ ) fXé%éxI
e AU
(x -3)° y® o 4
+ g q
9 - :
4
o 32 ~6x .+9 —xz +6x _ 9. _ 1 - . -
. . o 9 9 + +  Queda .
. - . - ' ~,
. : o 2 2
- demostrad® que la ecuacidn de la ellpge (%=3) + (y-1) -1
o o 5 5
4

corresponde al lugar geométrico descrito en el problema.




Ejercicio 28,

. . 2 2
28.1 Redufe la ecuacibn 4x7 + 9y~ 4 32x ~18y +37 = 0
a la segunda forme ordinaria de la ecuacibn de una elipse;
determina las coordenadas del centro, vértices y focos; las
longitudes de les ejes mever v menor, v -la de cada lado -

recto, asi como su excentricidad.

! 2 2
Sol. 3 i .
ol %Z5i~il liz_il =1, C= (-4,1),

S
<
it

i

L = L1y, v, = (=7,1), Fy o= (-4 + 5,1,

&)
fl

2 (~4—f5-,l),2a=6, 2b=4, I_;R=% '

el
3

28.2 1a ecuacibn de una familia de elipses es sz + 4y2 +

6x -8y -5 = 0. ~- . -

- Encuentra las ecuaciones de aguellos-elementos-de la-

familia gue tienen una excentricidad igual a % .

Sol. 3x° + 4y° + 6x -8y -5 = 0
2 2 :
16x" + 12y + 18Bx - 24y -~ 15 = 0

28.3 Encuentra e identifica la ecuacibn del lugar geométri4,

s . . el .

co de un punto gue se mueve de tal manera gue su distan-
. cla del eje Y es siempre iqual al doble de su distancia,aiq

- punto (3,2).

Sol. 3x% 4ay? —24x - 16x + 52 = 0



-

28.4 Desce cade puntc de la circunferencia

2 2 - .

x” 4y” =6x =2y + 1 = 0, se trazz une perpendicular al dié&-
metro paralelo al eje Y. Encuentra e identifica la ecua-
cibn del lugar geométrico de los puntos medios de estas

perpendiculares,

Sol. 4x" +y” =24y - 2y + 28 = 0
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CAPITULO 9

HEIPEREQLE

63. Definicidn. Una hipérbola es el lugar geométrico de

un punto gue se mueve eh un plano de tal manera gue el valor
abscluto de laz diferencia de sus distancias a dos puntos fi-

jos del plano, llamados focos, es siempre igual a una can-

tidad constante, positiva y menor gue la distancia entre

105 focos.

'Nopa:'Aplica la definicibn y ver&s gue excluye el caso en
que el punto mbvil se mueva sobre la recta que pasa por los
focos a excepbién del segmento comprendido entre ellos. -

Ios focos y el punto medio de este segmento no pertenece al

lugar geomftrico.




risticos de la hipérbola.
Focos: Fl y F2
VErtices. vy ¥y Vv,

Centro : C. Puntc medio del eje transverso.

Eje focall CJD. Recta que pase por los focos.

Ko

it

Eje transverso: V¥, Porcibn del eje focal comprendido
entre los vértices.

., i
Eje normal: éze + Recta perpendicular al eje focal y gue
pasa por C,
Eje conjugado: AA': Parte definida del eje normal.
Cuerda: EE;. Segmento que une dos puntos ctalesquiera de la :
hipérbola, ya sea de la misma rama o diferente. ‘
Cuerda focal. EE'. Cuerda gue pasa pdr uno de los focos.
Lado recto. EET. Cuerda focal perpendicular al eje focal.

(Sor dos ladog rectos).

-

Didmetro: DD'. Cuerda que pasa por C. ‘

Radio vector. FP Y £pI, Segmento gue une a cuélquier punto

de la hipérbola con alguno de los focos.

4. Primera ecuacibn crdinaria de la hipérbola.
Consideremos, camo ejemplo ilustrativo, a la hipérbola

con_centro en el origen y.eje focal sopre el-eje X,

.
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F, = (c.0)

Sea P = (Y,y) un punto.culquiera de la hipérbola, las

coordenadas de los focos F, = (c,0) ¥ F, = (~c,0)

Por la definicidn de hipérbola, el punto P debe satisfacer

la condicibn geométrica:

(De una vez escribimos 2a en lu-

FiP - F,P = 2a gar de K, como en el caso de 1la
B - ) elipse) ~ ;-
Q>0 y 2a . 2c.

'

o Cuando.P est8 en la rama izquierda, se cumple: F.P ~Fa P>

“P- ¥, P | - Flp - F,P = 2a,

= Cuando P est8 en la rama derecha, tenemos: FP-FaP 20O v

o — ' .
P-FaP | =P AT P e 28, 6 sew: FP-FPe-2a

Encontrando distancias, tenemos:

F

R : F£P= \/(x~-é)2'+ y2

F,P = V/(x +«c)2 + y2 , por definicién.

V&x - c)2 + y2 -V/Qx+‘c)2 + y2 = 2a (para p en la fama

izquierda).



NAS S c)2 + yz - \/(x + c)2 + yz = ~2a (para P en la

derecha) .
Después de eliminar rafces y reducir términos semejantes,

obtenemos, de cada una de las ecuaciones:

2 2 2.2 2
(C2 -a ) x7 - a’y = 52 (c —az)

Donde ¢ > a, ¢ -2a" > 0

Sea b2 = c2 - a2 , entonces la ecuacibn anterior gueda asi:,
b2<x2 - a2 y2 = a2b2 , 0 bien, .
2 Primera
}_\ - XZ = 1
a b Ccuaci®tn ordinaria de la hipérbola.’

Nota. Como verds solo se distingue de la ecuacibn de la

elipse en el signo menos. .

P

Este resultado lo reéumimos en el tégremaréiguiente:
Teorema. La ecuvacidn de la hip&rbola de centro en el origen,
eje‘focal sobre el eje X, y focos (c,0), (-c,0) es

2
X S
bZ

a

. 8i el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las
cOoraenaéas“derlos focos sean {0,c) y(O: -c}, su N

ecuacion es



Para cada hipfrbola,Zz es laz longituc del eje transverso y

2b, la del conjugado; c,la distancia del centro a cada
2 2

foco; y a, b, c estén ligadas por la relacibn c2 =a + b

hdemé&s, para cada hipférbola, la longitud de cada uno de sus
217 . .
lados rectos es = y la excentricicdaa (e) estd& dada por

la relacién

Nota. la posicifn de” una elipse con relacidn a los ejes -
coordenados puede aeterminarse segfin los valores de a y b.
éin embargo, este método no se puede aplicar-a la hipérbo-
la, ya gue se puede tener a > b, a { b o a = b.

La posicidn de la hip&rbola se determina por los signos de

los coeficientes de las variables en la forma canbnica de

v

su ecuacidn. la variable de coeficiente positivo torres-.
. . .

ponde al eje coordenado gue contiene al eje transverso

"de la hipérbola.

Problemas resueltos.
1. Encontrar la ecuacibn de la hip&rbola.cuyos vértices son

los puntos (1,0}, (5,0[,y la longitud de su lado recto e§

. - ~,
igual a 5. -
‘An&lisis. De los datos del problema obtenemos los valo-

res de. a, b y c.

Con esto podemos trazar la hipérbola y encontrar su ecua-
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cibn.

Resolucidn. Trazando los datos del problema, tenemos

Y

<
)
=
J.r

Bhora bien, de la figura obtenemos el valor de 2a = 4}
por lo tanto, a = 2

2
Del dato 2b"= 5, obtenemos el valor de b = Jﬁg . De la

a

2
relacibn c2 = a2 + b", obtenemos el valor de ¢ = 3.

Con estos resultados podemos trazar la hip€rbola, dar su

ecuacidn y encontrar los valores de los otros puntos.-

G

Ecuacibn: %2 2



%
L]
3
~1

H

Fl = {6,0), F2 = (C,0) e

#
win

!
Nof

2., los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los
puntos (9,3) y (0,-3) y la longitud de cada lado recto es
6. Encontrar la ecuacifn de la hipérbola y su excentrici-

dad.

Anflisis. Con los extremos del eje sabemos el_Valor de b,
y con el valor ‘de los lados rectos podemos encontrar el de
- e

a.

Con a y b éqccntramos ¢,-y por lo tanto, la ecuacibn y la

“excentricidad.

2
Resolucién: b=3, ?i;- =6 .°.
2b° 2(9) > 2 .2 '
a = =220 -3, ¢ =a® + b, c= /18 =32,
6 6 S o

12 - iz = 1 ‘ = . o3/2 ‘¢3 :

3. 8i K es un ntimero diferente de cero, demostrar gue :

1a ecuacién'3x2 ~ 3y2 = K representa una familia de -

: hipéibo%es de excentricidad igugl a WV 2.

- -

.

- Anflisis. Convirtiendo la ecunacién a su forma canbnica,
‘obtenemos el valor de a y b; con estos valores obtenemos el

‘de ¢, y con éste, el de la excentricidad.
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3x% - 3y? = &,
2 2 _ K 2 2
¥ -y =3 ' RS =1, .
KR
3 3
i
a":}i =b2
3
. 22 2 2
De la relacibn c“ = a“ 4+ bj obtenemcs c = [= K
‘ 3 i
c
Ccmoe=a , Obtenemos:
- K -
e =J2, cod

" 4. Encontrar las 1ongitudés de los radios vectores del

punto (6,5) de la hipBrbola 522 - 4y2 = 80

Anglisis. Convirtiendo la ecuacibn a la forma canbnica,
obtenemos el valor de a'y b; ¢ estos valcores encontramos
el de c; con éste, " las coordenadas de los fo- 7
cos, k. finalmente calculando la dis}:éncia entxre }os ‘focbs Y

-

el punt'o, encontramos la longitud de los radios vectores.

B_e_solucién. ~ De la ecuacibn 5x2 - 4y2 = 80, dividiendo
) 2 2 .
entre 80, tenemos : X Y =1

1% - 20 7




e &acul chtenemos: a2 =16, " = 20.

ol

-
De la relacibn c’= a® + b° obtenemos c = 6. Con estc -

podemos trazar la par8bcla y observar gue las cocrdenadas

ée los focos san: (6,0) y (-6,0). . ’
¥ ’y4 / P=(5;5)

&
X

la -lengitud’de los radios vectores la encontramos usando. la

- formula de distancia:

PP, =/(6 6%+ (5-0° =5
PF, = \/(s+6? + (5~ @)% T3t T

Ejercicio 29

29.1 Ice vértices de une hipfrbcla so los puntos (0,3)
y {0,-3}, y sus focos los puntos (0,5} y (0,-5). Encuen-.
tra la ecuacidn de la hipérbola, las longitudes'de sus -

- - -

i RN O
- - N -
ejes transverso y comjugado, su excentricidad y la longi-

tud de cada lado rectec.

Sol. 2¢ =10 , a =3, b= 4, 2b =28,



29.2 Encuentra las ccordenades de los vértices y focos, las
longitudes de los ejes transverso y conjucado, la excentri-

cidad y la longitud de cada lado recteo de le hip€rbole

Sol. Vi = (0,2), V, = (0,-2) ,
F,oo= (0,V13 ), Fy= (0, -J/13) , 228 = 4, 2b = 6,

29.3 Los vértices de una hipérbola son los puntos (Z,0) y‘: :
(-2,0), y sus focos son los puntos (3,0) y (~3,0). Encuen=- -
tra su ecuacidn ¥y su excentricidad.

2 2 '

Scl. R 4 =1, e =
4 ‘5

N jw

29.4 El. centro de uné'hipérboia estd en él cmig%n Yy su -
.eje transverso est& sobre. el eje Y. Si un foco es,ei‘punto’r7
(0,5) y 1la eicentricidad es igual a 3, encuentra la ecua-
cidén de la hipérbola y 1la longitud de los lados rectos.i .

sel. 72 y? - 9x% =200, 22 - 80

e - - . o .-

29,5 los vértices de una hip&rbola son los puntos (0,4),
(0,44),,y su e¥centricidad es igual a % . Encuentra la

ecuaci®n de- la hipérbola y las coordenadas de sus focos.



sci, % - 2% =1, F,:2(0,6), F, = (0,~6)

29.6 Encuentre e identifica la ecuacibn del lugar geo-
g g

métrico de un puntc cue se mueve de tzl manera que su -

fol)

istancia del punto (6,0) es siempre igual al: doble de su.

distancia de la recta 2x ~ 3 = 0.

Sol. 3x2 - y2 = 27

65. ASINTOTAS DE IA HIPERBQOLA.

De la ecuacibn ordinaria de la hip&rbola:

b . . R
= - Y =1 , vemos - .

que el miembro izguierdo es una diferencia de cuadrados, por

lo tanto podemos factorizarlo:
3 LS A S T A T
a b a b " N -

Cbservamos gue al estar igualado a 1 el producto, entonces
cada factor debe ser el inverso multiplicativo del otro.
Tomemos el caso mis simple en gue cada factor sea igual

~a la unidad; X L o=01

Camo ejemplo ilustrativo, tomemos solamente una de las ecua-

‘ciones; quitando denominadores, tenemos:



“wb + ay = ab , cue es le& ecuacidn de una recta; para
saber si esta recta intersectaz a la hipérbola, despeja-

mos la x de la hipérbola, % = a 14 Xj y la subs-
b

tituimos en la y despejada Ge la recta, &si:

2
ab - xb ab - a 1+3_2 b,

b

‘}v:— - N

a a

y = b - bz-i—y2 . y - b =—\]b2+y2

Elevando al cuadrado, fenemos:

y2 - 2yb 4+ b2 = b° 4 y°

- = ’ = » ke

2yb 0 .. 3% Dl}aqfsb # Q B

- -
. . -

Para estos valores de x, y, la recta intersecta a la hip€r-~ -
bola. En general para cualesguiera valores inversos

multiplicativos de x + Y y X _Y se obtienen
a a} a b

‘intersecciones de las rectas con la hipérbola. Veamos gug& .

sucede si el productq;lo igualamos a cero:
i.{,.}_f. Z.-—X = 0
a b’ a b

Entonces X% Y



. - . ~ s - Y w " Py -
Haciendo la misma substituci®n de x en la vy despejada de
estas ecuacioes, obtenemos:

~-bx

b>:+ay=0,y=a— PR

2
b (a1 4% 2,2
_ ey 1 4,20 b 'y , elevando

n.

e e e e

a

al cuadrado, tenemos:

,
o2 = b2 4yl

o
n

0.4'b =-0 iContradicéibn, ya que b # 0 ! Por 1§
tanto, para las rectas bx + ay =0, bx -~ ay'= Oj

no existe punto de ‘interseccifn con la hipérbola. Estas

rectas pasan por el origen, tienen pendientes m = i 15)
y reciben el nombre de asintotas de la hipérbola.
- &
W -~ -
- N . .
4 -
7X

Gémétr'icamente se dice gue cuando la variable x» tiende 'a
_"1' o0, la gréfica‘ de la hipérBola se acerca. a las-asfn-

"totas, pero nunca las llega a tocar.

Estos resultados los podemos resumir en el siguiente teore-

‘ma:



1
LS4
8]
£

1

2 2
Teorema, lLa hip€rbola »" vooo_
R
a b
tiene por asintotas las rectas bx - ay = 0 y
bx + ay = 0

Nota. §i la ecuacién de la hipé€rbola esté dada en su forma

. x® . - i ;
canbnica = - L= 1 , las ecuaciones de las asin-
a b

totas se obtienen factorizando el miembro izgquierdo e igua-

l&ndolo a cero.

Problemas resueltos:

Encontrar las ecuaciones de las asintotas de-la‘hipérbolaﬂ

9x® - 4y = 36.
Anilisis. Necesitamos convertir la ecuacidn a su forma

canbnica, para factorizar. su miembro izquierdo e igualarlo

v -~

- - - . Tl

a cero. .
' . e . 2 2

ngoluc16n. Convirtiendo la ecuacidn - 9%~ =~ 4y~ = 36

: x2 z2

a su forma canOnica tenemos: 7 - g = 1 , factori-

zando el miembro izquierdo e igualando a cero, tenemos;

.oy [r oy v qut | S
‘(2 5 > (2 + 3>‘ 0, de agquf obtengmos las o
" . -

-~ . s - o

[}

ecuaciones de las asintotas:

CE oYX o= i © sea 3w -2y =0, y
2 3 ’ )

la otra:



'
[ %)
L
uy

1

+ L =9 , ©Csea, 3x + 2y =0
3

I

2. Encontrar la ecuacifn de la hipérbola que pasa por el
punto (6,2), tiene su centro en el origen, su eje transver-
so scbre el eje X, y una de sus asintotas es !'la recta

2% - 5y = 0.

Bn&lisis. Sabiendo la ecuacifn de una de sus asintotas;
podemos encontrar la otra. Con las §os'ecuaciones podemos
enéontra{ el miembro izguierdo de la ecuacibn de la hipér-
,bola, el miembro derecho lo encontramos substituyendo las
coordenadas del punto en el miembro izquierdo.

Resolucibn. Si una de las asintotas es 2x -5y = 0, la otra
ser8 2x + 5y = 0. Con el producto de €stos, encontramos

el miembro izquierdo de la ecuacibn de la hip&rbola, o -

sea: * -
4x2 - 25y2 , para encontrar el miembro derecho substitui~

mos las coordenadas (6,2) en 4x° ~25y2 , asi:
(4(36) - 25(4) = 144 -~ 100 = 44.
Igualando el miembro izquierdo con el derechc, obtenemos .7

la ecuacibn de la hipérbola:

4x2 - 25y2 = 44, su forma canbnica es:

" .
x2 2 b
S AR
11 44
- 25

Vemos que efectivamente la ecuacidn corresponde a la hipér-



L]

(%)

o
1

beole con centrc en el origen y eje transverse sobre el

eje X.

Definiciones:
Hipérbola rectancular Se llama a la hipérbols gue tiene sus

ejes transverso y cojugado de la misma londitud. Su -

‘o 2 2
ecuacibdn : X bl

2 "2
a

=1

Hipérbolas, conjucadas son las gue tienen el eje transverso
. igual al conjugado de la otra. Sus ecuaciones
son: x2 X2 X? xz
o - =1 - =, = 1
a2 b2 J b2 'a2

“Ejemplo ilustrativo:; Si gréficamente tuviéramos dos asin-

totas.

AY

W

- - -
- - - N
- N N

Gréficaménté obtendriamos -las hipé€rbolas conjugadas:



Una propiedad de las hip#rbolas conjugadas, es gue sus _

focos équidistan de su centro canin.

Problemas resueltos (continuacidn)

3. Si un punto P - (x1 ;Y. ) pertenece,arla hipérbola

1

2 2 ) . ' : o
iz - iﬁ = 1, ¢Qué condicibn geométrico

, debe cumplir?
expresada en la ecuacibn de la hipérbola.

Resolucidn. xlz y12
‘ —2 - Tz =1
a b
4. Si el punto P = (xl,yl) esté sobre la parte superior de
la rama izquierda de la hipérbola b %% -a? y2 = a? v,

demostrar que la.recta bx + ay =0 es una asintota de di- -

- - -

~cha rama.

Andlisis. Que el punto P = (xl,yl) estd sobre la parte su-

perior de la rama izgquierda de la hipérbola con centro en




el oricen .y €je transverso sobre €l eje x, sicnifica cue .
en particular, y x { 0 para todo x del puntc gue pertenez-
ca a dicha rama., Sabemos gque si x <« 0, entonces

]x]:—x . Despejando la y de la ecuacibn de la

nipérbola y sacando Gel radical a le x, daremos con el re-

sultado deseado.

Resclucién, Si la recta bx + ay = 0, se espera gue sea la
asintota, entonces despejando la y, vemos gue se trata de
una recta gue pasa por ‘el origen y tiene pendiente -b

a

Si despejamos la y de la ecuacifbn de la hipérbola, obtene-

mos:
2 1 1
-b "’2 + —'2 > r
y = p-4 a
_b ix) . .
y = Si hacemos tender a la
x hacia - ©2 , el radical tiende a £Z,= i ,
a ‘a
por 1o tanto gquedarfary = 2 axf , como x| = e
por ser <i 0, tenemos dgue la ecuacilnu y = :Eg

es la de una recta que pasa por el origen y tiene pehdiéﬁte

~b oo : - ' Vf

-

a . . - - : . : N

Con lo cual gueda demostrado.

5, Encontrar las ecuaciones de las asintotas de 1akhipérbo¥

<

Yy
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An&lisis. Convirtiéndola a la forma canbnica, factorizando
el miembro izguierdo e igualéndolo a cero, obtenemos las
ecuaciones de las asintotacs.

Besoluc_}_@. 4¥” - 5y =7,

Dividiendo entre 7, tenemos:

4 2 5 '2 . v2 y2 o
;L 2X o, 2 . Xu =1 (forma canbnica).
4 5
. : (Factorizahdo e igué— k
___.’:.c_. + ,L ._-2{.- - __Z. = 0 ’ ’ v
J‘l“ 7 J_7_- 7 lando a cero).
2 5 2 5

.
TN T [
: 2 5

a Foo
g

guitando denominadores y factorizando, tenemos:

x + —-y = . 207 x+y5 Yix =0
2 .

\/7(2.\_( +ﬁy ) =0, ,2x +J—5-y = 0. Ecuacibn dé{la’

asintota. -

Haciendo lo mismo, obtenemos la otra ecuacidn . de la

asintota: 2x - ﬁy =0




6. Encontrar la ecusciérn e lez hipérbola cue pasa por
el punto (3,-1), con centro en el oricen, eje transverso

sobre el eje X, y una de sus asintotas igual a

MnBlisis. Con los datos del problema, sabemos que la

ecuacibn de la hipé€rbola es de la forma x2 . X2 =
2 2 T T
a b

Sabiendo la ecuaciéﬁ de una de las asintotas, sabemos la
otra, éon el producto de ellas, obtenemos el miembro iz-
guierdo de la écuacién de la hipérbola. Substiﬁuyendo las
coordenadas del.punto en el miembro izqqierdo, obténemos
el miembro derecho, Con esto, encontramos la ecuacibn de

la hiérbola.

o~

Resolucidn : -
—

Una ecuacitn de la asintota es: 2x + 32y =0, la otra
sera 2x-3ﬂy=0.

Multiplicando los miembros izquierdos, tenemos:

2

4x° - 18y2 , substituyendo en esta expresibn las coordena-

das (3,-1), obtenemos el miembro dereche.
4(9) - 18 (1) = 36 - 18 = 18,

- - -
-~ Bt}
. E

Con esto ya tenemos la ecuacibn de la hipé&rbola:
4x2'-118y2 = 18, sacandc mitad:

‘2x2‘— 9y2 =9



1
1)
I

7. Encontrar la dis

rt+

ancia del fcco de lz derecha de la
. 2 2 ) R

hipérbola 16x~ - 9y = 144 & cualquiera de sus asinto-

tas.

Enélisis. De la ecuacibn de la hio€rbolsz, factorizando e

)

. ¢e lz ecuacibn, obte-

Al
q

igualando cerc el miembro lzgulerc

nemos las ecuaciones de las asintctas.

Usando la férmula de distancia de un punto a una recta,

damos con el resultado deseado.

-

Resolucibn. Factorizando a igualando a cero el miembro

. 2 2
izguierdo de la ecuacibn 16x - 9y - = 144, obtenemos:

{4x + 3y) (4x - 3y) = 0, por lo tanto, las ecuaciones de las
asintotas serén: |
4x + 3y = 0 y 4x - 3y = 0 .

-~ - - . - ’ - -

‘Usando la f6rmula de distancia de un puﬁto 3 ‘una recta,

daremos con el resultado deseado:

Axl + Byl + C

d = , A =4, B=
' JAa +BT

t

o
1]
]

W

oot s 0 20 , R
T pAl .

VAR

8. Demostrar que el producto de las distancias de cualquiérv,



puntc de una hipfrbola ecuilatera a sus azsintotas es

una constante.

Andlisis. De la forma ordinaria de la hipé€rbola equiléte-
ra se obtienen lazs ecuaciones de las as{ntctas, despu€s
aplicamos la formula de 1z distancia de un punto a una

recta y finalmente la propiedad de gue son eqguil&teras.

Resgluéién De la ecuacibn de la hipérbola equilltera, ob-

2 2 2
tenemos: X7 - Yy = a

las ecuaciones de sus asintotas son:

x+y =0, x -y = 0. Usando la féormula de distancia,

tenemos:
ax, + by
= 1 1 N .
a, = __‘;a , para P —(xl,yl)

a” + b2 - i
A }x‘-by " ahora el proé°=¥° A‘A‘t‘
1z e 4 @ ' ,
Vet 2.2 2.2
Jas AX. b . l-by| a)‘:l—byl
12

e Yoy 2, .2

ax

pero por ser equiléterds, a = b , por lo tanto.
2 2 2, . 2 2
a(xy V) ¥ oy
4y dy =~ . T - | por pertenecer
12 2a° 2 -

x,¥y  a la hipérbola, xl2 - ylz = az, por lo tanto.
) :

44, =

N{m
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Q. Encontrar la ecuacién de la hipérbola equildtera que pasa
por el punto (-1,-5) ¥ tiene por asintotas a los ejes coor-

denades.,

Andlisis . Una ecuacién de la hipérbola que tiene como asintotas
el caso particular de los ejes coordenados, es Xy=K, donde K es
una constante cualguiera difer.ante d2 cerc., Sustituyendo las
coourdenadas del punto (~1,~5) obtenemos la ecuacién.

Resolucidn. Usando la ecuacidén xy=K de la hivérbola gque tiene cormo
asintotas a8 los ejes coordenados v substituyendo las coordenadas

(~1,-5) en la ecuacibdn, tenemos:

xy = (1) (=5) = 5, por lo tinto,

"la ecuaciédn de la  nipérbola es xy = 5.

10. Encontrar las coordenadas de los vértices, focos y la’

‘excentricidad de la hipérbola ijue es conjucada a la que



]
()
ey
L

t

2 2
‘tiene por ecuacibn 9x - 4y° = 36,

ﬂiélﬁiﬁi Intercambiando los té&rminos en el miembro -
izguierdo de la ecuacidn dada obtenemos la de- la conju-
cadza.

Con la ecuacidn obtenids podemos encontrar répidamente

lo reguerido.

Rescluecibn. 8i la ecuacifn dada es 9x2 - 4y2 # 36, entonces.
la ecuacibn de la hipérbola conjugada- serd 4y2 - 9x2 = 36.

Convirtiendo a la forma ¢andnica, obtenemos:

2 2
b - X = 1 .
9 4
- 2 2
de donde a = 3, b= 2, c-= a4+ b =
e= Y3+ 4 =3 2T. 0 vp= (0,3), v, = (0,53
Fl = (0, V13,)I FZ = (0, ."V13 ' '>e = g = "1'2‘

a 3

11. Dpemostrar que los.focos de un par de hipérbolas con-

jugados estén scbre una circunferencia.

.+ mglisis. = De-las ‘ecuacilnes de leshipér bolas y de la =
relacidn de c con a y b, obternemos las ccordenadas de 105 o
focos.  Como el centro de las hipérbolés esta’'en el or(g;n

lo gue nos gqueda por demostrar es que;la’diétancia del ori~



gen & cade uno cde los focos es laé misma.

Resolucibn. las ecuaciones de las hipérbolas son:
2 2 2

% v v X _

—2 - «..2 = 1 . -_2 - _2 = 1

a b b a

c = az + b

Las coordenadas de los focos saon:

R R N L R

Py= (0,¥a® + b7 ) y R = (0, -Va®+ B )

la distancia del origen a cada uno de los focos es

L \/TfVaz+b2)z + 0~ 0= Va? 4 p?
LTI 2 2 2
dz = ({0 +ya + b + (0~ O) =ya +b

4. (0-0)+(o: '2) a? + bl
2 73 [ 2
4 V/(O - 0)° + (0 +ya® o+

Como vemos, las distancias fueron las mismas, por lo -

O
"

i}

fel]
L[}

tanto los cuatro puntos pertenecen-a la circunferencia de

centro en 21 origen y radio ¢ a2 + b™.

N -
- - - =,
: )

12. Demostrar que la distancia de un foco a una cualquiera

de sus asintotas de una hipérbola, es igual a la longitud

de su semieje conjugado.

-~



(%}

N

~7
1

En&licie, De la flrmula de la hipfrbola cncontramos las
cooraenadas del foco. Usando la fbrmuls de distancie de

un punto a una recta, obtenemos el resultado deseado.

L]
3

Resolucibn. Usemos le férmule

T
ry
o
L N}

Las ecuaciones de las asintotas so

bx + ay = 0 , bx -~ ay =.0.

3

lLas coordenadas de uno de los focos son (c,0).
Usando la f6rmula de distancia de un punto a una recta o

obtenemos:

jb(c)+a(0)+0‘=__}3£l_ = b, C.Q.D
i : , C.Q.D.

B y a2 + b2 c

o -

Para el foco (0, -c) se.obtiene el mismo resultado,

sabiendo que si ¢ > 0 entonces |- c| = - (-¢c) =¢

13. Demostrar gue si una recta es paralela a una asintota

o -

e la hipérbola, cuita a la carva sclamsnte en un punto.

An&lisis. De la ecuacibn de la hip&rbola conseguimos las
T '

[} - - . . -

ecuaciones de las asintotas, agregando una constante a
las ecuaciones de las asintotas obtenemos una recta parale-
la a ellas; despejando la y de la recta paralela.y subs-

tituyéndola por la y de 1la hipérbola, obtenemos un valor



ag curvas, sclc exixte

ot

nge g€ intersecten
una » del punto de interseccifn; por lo cual se afirma que

la intersecci®n, es en un soleo punto de la hipérbola.

Resclucién.
ol 115 128 5 5
- 4
= - PR X v
Ecuaci®n de ia higérbola: =ty =1
- - a b .
asfntotas:
bx - ay = 0, bx + ay = 0 , .
Tomemes bx .- ay =0, -

Una recta parzlela serd bx - ay ¥+ ¢ = 0

‘ N ‘bx + ¢
Despeiando la y: v = - ] - .

Despejando la y de la hipérbola, tenemos:

v o=
Igualando - , tenemos: IR _ 'W' m,-}i
O —— . T
2.2 2.2 . . : Lt
/ a b -b"x - bx + ¢ elevando al cuadrado
i : .
. a b~ b x 5 b x +.~§fx r.c . quitando dencminadores -
Py Y42 ' B :
2.2 2.2 2.2 2 )



- o - (L)
donde vemos gque para la crdenada comQn y, obtenemos sola-

mente una abscisa comln x. C.Q.D.

Ejercicio 30.

30.1 Si el punto P (xl,yl) estd scbre la parte inferior de

la rama derecha de la hipfrbola pox? - a2y2= a2b2, demostrar
gue la retta bx 4 ay = 0 es una asintota de la rama dere-
- cha.

30.2 Encontrar los puntos de interseccifn de la recta

2x - 9y + 12 = 0 con las asintotas de la hip€rbola

4x2 - 9y2 = 11

- sl 32, (3.1 - -

30.3 Encontrar la ecuacibén de la hipérbola gue pasa por’

el punto (2,3), tiene su centro en el origen, su eje trans-

"verso sobre el eje ¥, y una de sug zsintotas es la recia
2y = J7x = 0.
. -2 2 ~, L .
cosel. 4y - 1%t =8 . )

30f4 Demostrar que si las asinﬁotas de uné hipérbola son

» perpendiculares, la hipérbola es'gquilétera.
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30.5 Demostrar gue la excentricidad de toda hipfrbola

equilétera es igual a JZ.

30.¢ Demostrar cue dos hipé€rbolas conjugadas tienen las

mismas asintctas.

30.7  Demostrar que si una hipérbola es eguil&tera, su con-

jugada tambiér lo es.

30.8 Si las excentricidades de dos hipérbolas conjugadas

a N 2 + 2 _ 2 2
son e, y e, , demostrar que e, e, =ey §2

30.9 Demostrar gue el producto de las distarncias de cual-
quier punto de una hipérbola a sus asintotas es constante.

.
-
- -

66. SEGUNDA ECUATIQV CRDINARIA DE LA HIPERBOLA.

Cuando el centro de una hipérbola est& fuera del origen,
Yy sus ejes son paralelos a los ejes. coordenados, sus -
ecuacicncs pucden obtenerse ¢¢ una manera similar a la
primera ecuacién ordinaria vista en el articulo 64.

Estos resultados los resumimos en el siguiente teorema.

- - - e - hd

Teorema. La ecuacibn de una hipérbola de centro C = (h,K)

y eje focal paralelo al eje X, es de la forma:



Ry

Si el e€je focal es paralele al eje Y, su ecuacién es
2 )
v BT {(x = h}~ 4
a )
2 b

versc; la bk, ¢el semisje conjucado y ¢, la distancia

del centro a cada uno de los focos, &, b v c estén rela-

cionadas de la siguiernte manera: c2= a2+ b2. La 1ohgi—
2 .
- 2 ;. :
tud del lado recto es 2b y su excentricidad esté -
a )
dada por la relacidn e = % > 1.

66A. ECUACION GENERAL DE UNA HIPERBOIA

Cuandc la ecuacidn de una hipérbola est§ dada en su forma &

general, tenemo$ un aniZlisis en el siguiente teorema:

- L]
- .

Teorema. Si los coeficientes Ay C difieren en sigho,~la'

ecuacibn

representa tnz2 hin&rbhelz 4

iy
({3

‘nades, o bien, un par de rectas convergentes,

Problemas resueltos.
1. Reducir la ecuacién'x2 - 9y2 - 4% + 36y - 41 =0 :
a la segun&a-forma ordinaria de la ecuacidén de una hipér-

bola; determinar las coordenadas del centro, vértices Y

focos, las longitudes de los ejes transverso y éonjugadd,



[N

ur

o
1

ce ladcs rectos;

lz ewcentricidzi y las ecuacicne%/asin:ctas. / de las

lisis. Tenem2s cue completar trinomios cuadrados =

demics datcs usande las relacicnes indicadas,

Dibujando la hipé€rbola nos resultard nis

t

f&cil encontrar los vé€rtices y focos.

Resolucidn. Completando trinomios cuadrados perfectos,

obtenemos:

x2 - 4x - 9y2 + 36y = 41

»
1

dx + 4 - (9y° - 36y + 36) = 41 + 4 - 36

X, - 4x + 4 -9 (y2 - 4y'+~4) =9

x - 202 -9 (y -2 =3 o
2 i 2 - (Ségunda fqrma ordinaria “d@e
x-2% | yen® o, e
- 1 ‘la hipérbola)

De esta ecuacifn obtenemos los valores de: a =.3, b =.1,
a=2&, iy = 1 _
c=ya®+pf=yfg+1 =VIo,e =% =

LR = s =2 (=ea .
3 . .

]

El eje transverso es paraleloal eje X

vy = (502), Vy = SL2), Fy o= (24 Jfo 2), Fp= (2 ‘-~/—1_642’)v



Asfntotas: 2 4+ L =2 .

Wt
-

*®
Rt
1
!
hJ
L}
(o]
x
1
w
<
-
L
it
[w]

Fi)vl “(3,3\ Y,

™)
N
><

2. Ips vértices de una hipérbola son los puntos: (~1,3) v

- C s K i s ;
(3,3}, su excentricidad és 5 . Encuentra la ecuacibn de.

la hip&rbola, las coordenadas de sus focos, las lengitu-~

v

des de sus edies fransverso y coniugado, asf como la lon-

in

gitucé Ze su lade recto.

Anélisis. Ceon las coordenadas de los vértices encontra-

mos la longitud del eje transverso, y con é)‘ el valor/ ¥ la
excentri:

de C; con =llcs dos encontramos el vaior de b, ademis - cidad

de todas las demis caracter{sticas de la hipérbola.

Resolucién. Al trazar los vértices, nos damos cuenta ée
la forma de la hipérbola - y podemos éncontrar ficilmente

todos los valores caracterfisticos.



)Vl v,
/ | 7

La ecuacibn tendrd la forma
2 2
{(x = h) _ (y - K} = 1
2 2
a b

De la figura obtenemos:

3

a=2, comoe= 2 ’ ' ”

b = C -2 5T d = /5, = (1,3)
. R

2’ 205). 4 (x ~1)° v -3n°

a 2 4 5 =1

Fl= (4,3, Fy = (-2,3)

3. El centro de una hipfrbola ‘es el punto (2;—2) Y:
uno .de sus vértices el punto (0, -2). 8i la longitud de su
.-lado recto es 8, éncbntrarila 2cuacidn de la.curva, la

longitud de su eje conjugado v su excentricidad.

Andlisis. Con los datos del centro v uno de les vértices,
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encontramos las coordenadas gel o{rg Yy con estcvpcde~
mos darnos idea de la posicidbn de la hipérbola y encon-

trar todos los dem&s datos.

Resolucidn. Trazando el centro y el vértice, tenemos:

r

De la figura vemos que la forma de la ecuacibn debe ser:

2 2
(X - h ) - u = 1 , a = 2, V‘ =(4) -
2 2
a ‘b
Sabiendo que 252 : b2 - 2 : . KPR
abien g ZE = 8, g.._ = 8' b =g’ b=!§, 2b = 4 2
. a 5 v

Substltuyendo los datos en la ecuacidn, obtenemos:

c-2° | gra?
4 8

gue es la ecuacidn de la hipé&rbola; de la relacibn

[ =/4 + 8 —Jr—' obtenemos
c - T2 vﬁ? = V3 *

e = =
a 2

4. Bl centro de una hipérbola es el puhto (4,5) y‘udo de.




sug focos es (B,5). S1 la excentricidad de le hipérbola
es 2, encontrar su ecuacibn y las longitudes de sus -
ejes transversc y conjugado.

A_L_élz;_s_l_g Con los aatos del centro vy del foco pedemos

dar la posicibn de la hipérbolea y encontrar el valer de é,
con esto y la excentricidad damos con el valor de a, y

consecuentemente, el de b, por lo tanto la ecuacidn re-

-sulta inmediata. b4 \ /
Resolucibn : F.,/ 'C F

bPe la figura y los datos, obtenemos: . .
4 AP R
2 ’ - - e

por lo cual a = 2, b =|/c2.— al £/16 -4 =12 =2\r3—’ o

.¢c =4, por lo tanto, e = 2 =

2a = 4, 2b=4/3, i
x - 0% w-s? o
4 12 :

5. Encontrar.el &ngulo agudo de las asintotas-de-la -~
" hipérbola -

9):2 - yz'— 36 - 2y + 44 = 0

‘Anglisis. Tenemos que convertir la ecuacifn a la segun-

da forma ordinaria de la ecuacibn de la hipérbola, para



as{ obtener las ecuacicnes de las asintotes, y final-
mente aplicar la f6rmula para encontrar el &ngulo en-

tre dos rectas.

Regseolucibn. Completando trinomios cuadrados perfectos,

.tenemos:

2
9x - 36x + 36 - (y2 + 2¥Y+ 1) = -44 + 36 -~ 1
9(};2 -4x + 4) - (y2 + 2y + 1) = -9
9(x ~2)2 - (v + 1% = -9 7

-9 (x -2)2 + (y +EL)2 = 9

(y.+ 1)° (x - 2)°

{y+ 1) . o =x=-2
9 1

las asintotas son:
XFL o, X2 g Y414 3%-6=0,3x 4y ~5=0 .
3 1 ) : L : . L o

y la otra,

X—;——l— - x"12 =0, y+1-3x+6=20, -3x+y+7=0.

. -1a formula para encontrar el &ngulo entre dos rectas-es:

tg ©.. = r% - ml . Lo~

l+-mlm2

" "Dibujando la hipérbola con sus dsintotas, tenemos:



—ax Y+7=0

m, =3

v
S

6. Encontrar la ecuacibn del lugar geom&trico de un punto

‘que se mueve de tal manera que su distancia del punto - (3,2)"

es siempre igual al triple de su distancia a la recta

y +1=0.
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rrElisie, Veande las fCrmulas de distanc:

puntos v &¢ un punteo a una recta, damos répidamente con

el resultado deseado.

Resclucidn,

La distancia del punto P = (x,y) al punto (3,2) es: : 'E
g, = Vi - 9% 4y -2)? :
.La distancia del punto P'= (x,y) a la recta y + 1.= 0 es: é
d, = lo . x+ |. y + 1] |y + 1 - ‘ R "é

02 + 12 ST

Siguiendo las condiciones del problema, tenemos:

l/(x - 3)2 + (y - 2)2 = 3 Iy + 1‘ , elevando al cuédradb; 'f

9ty +'1)2 . desarrollande ;

i

(x = 32+ 1y - 27

22 Ex + 9.+ yl -4y + 4 =09y2 4+ 18y + 9

s ‘
x2 -8y~ -6x - 22y + 4 = 0 'Ecuacibn reguerida.
Ejercicio 31.
©.31.1 los vértices de una hipérbolakson los puntos
(4272) y (-2,~-4), y la langitud de su lado recto es 2. . e
Encuentra la ecuacién de la-curva, las coordenadas de sus i

focos y su excentricidad.

sol. (y +;;lz _ {(x + 2)

9 3




31.2° los focos de una hipérbolez son los puntos (4,-2) vy
(4,~8), y la longitud de su eje transverso es 4.
Encuentra la ecuacibn de la hipérbola, la longitud de su

lado recto y su excentricidad.

‘ (y '+ 5) (> -4) 2b
Sol. - —

1

it
[

1]
[&]
i

1]

N L

31.3 1os vértices de una hipérbola son los' puntos (-3,2)‘
y (~3,-2), y la longitud de su eje conjugado es 6.
Encuentra la ecuacién de la hipérbola, las coordenadas.
de sus focos y su excentricidad.
‘2 i 2
sOi,, % U ¢ S D R, 1, R

. . - : .

F,o= (-3, V13), F, = (-3, -V13) , e="‘%—3‘

31.4. Reduce la ecuacidn

Cax? - 9y2 + 32x + 36y + 64 = 0. a la segunda forma

‘ordinaria de la ecuacién de la hipérbola, determina las

coordenadas 8el centro, vértices'y focos; las longitudes de:

lbs ejes transversoc y conjugado, del lado recto! la -~

excentricidad y las ecuaciones de las asintotas.

: 2
sol. -2 - =+ _

2 g , C=(-4,2),

-
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vl = (-4,4), Vz = {-4,0), Fl = (4,24 Vl3)l
F2=("4:2_Vl3)1 2a=41 2b=6,

2b° J13

= =0, e = 5= , asintotas:

=

2% + 3y + 2 =0 y 2x - 3y + 14 =0

31.5. Encuentra la ecuacibn de la hipérbola gue pasa por
el punto (4,6), tiene el eje focal paralélo al eje X,
y sus asintotas son las rectas 2x + y =3 =0 y 2x -y -1 =0
2 2
Sol. 4x” -y - 8Bx+ 2y -8=20.
31.6 Encuentra la ecuaéi&n del lugar geométrico de un pﬁnto» T
que se mueve de tal manera gue su distancia del punto

P= (2,-1) es siempre igual al doble de su distancia de ’

-~
- - . L.

~la recta x .+ 2 =fb.

Sol. 3x2 - y2 + 20x -2y + 11 =0

31.7 La base de un trifingulo es de longitud constante,’
sus extremos son los puntos (0,0) y (4,90). Encuentra

la ecuacifn del lugar geomftrico del vErtice gpuesto

-~ -

 si uno‘ae'ioé énguloside la base ez siempre igual al doblé'v

del otro.

5 .
Sol. 3x° - y2 -16x + 16 =0, 3x -y2 - Bx =20
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