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INTRODUCCION

El sresente tranazg es una revisian imnliggrifica e la
matadolagl a desarrallada para analizar astadi sticasente qaras
direccionales.

En los cursas og estadi stica matemctico, gengralmente se
analizan datas gque por ser numericas, pueden sar graficadds a
lo largo del eje real; ejemplos dae tales datos san  las
pravenientes de poblaciones cuya distripucién  es Binamial,
Paisson ¢ Narmal . En el araesente trabaja, se nace referencia
al amalisis astadh sticeo oe adichos datos, cams: Estadl stica
linmal.

Se le da tal nomore deocion & gue l0s  datos  pusgen  ser

Qraficadons en una lines, el eje roaal F.

-3 -2 -1 o 1 2 a B

gxn1Sten, s pmaargo, ransmenas muva prancipal
manifestacion es un canjunca de  girecciones, estQ &8s,  ud
conjunta de (ineas o sentidos, sapnre lus cuales s& encamins o
dirige el aobjeto de estuaia.

Ahara, s1 se intanta graficar un canjunta de airecciangs
ant el eja real, sclo se puede facer en gos  direccianas &

santiang, a1 positiva ¥ 21 negariva, a NAarclr el cero.

3

- (=]

Parc ya na impartan ios numeras que B5tAn  represantanas
an la linea, s1na sola la nireccién. Este 85 U Zasa  muy
egpeci{ fica v 3& puede docit que €l mas triviar. Dada gue, par
ejempla, 80 wn plana & parvir del punca (U,U) pooemas
ancantrar un conjunta mas amplia de pesitlies direccianes v
aun mis en RY .



|

Esto puede dar una primera 1dea g que, al  tenar un
conjunta de direccianes, na se tieme un canjunto de davas
usuales de estadistica lineal. Es por esta que, se nha
desarrollada una metodologla  especial para analizarias
estadi sticomonte., Esta es, dado un conjunto  de direcciones,
detarminar cual es la direccion preferida, cuinto se alegjan ¢
lesvi an de esta las direccionis opservadas, etc. sienda el
prapésita principal ae  aeste  tracaja el mastrar dicha
matadalagl a.

Con este tin, ia tesis se divioe en cuatro capitulos:

El grimer capftula s=e dedica a las técnicas de
estadl stica descriptiva.,

En el sequndo capituiag sSe bace una revision de las
tuncianes de distribucidén de poblaciones direccidnales.

El tercer capitula se aoestina a las técnicas de
inferencira estad{ stica.

Finalmente, ¢! capi tulo cuarto muestra una aplicacion de

la metodologl @ mastraga =N las Arimergs tres caul Luiud.



CAPITULO 1
EstapisTicsa DeEscriPTiVa

1.1, totraguccidn.

A manera Jde motivacion en el greseate cam tuic s aefinag
a los datas direccionales.

Se da wuna clasa+icaciden de tres aistintas tipos de datas
dirgccicnatles y se meEacionan algunas de las areas cientd ficas
que los aestudian.

Siendo 4ste el capitula que se dedica a la eshkadistica
descraptiva, se examinan 10S métaons ampleadas para  ilustrar
graficamente las gbservaciones.

Se aencianan las gdistintas medidas de unitaages angulares
Yy sus relacionaes.

on e! prapsgita de oescribirlas aumericamsnte, sa
analizan las medidas de tendencia cencral, AEL cama  ias
medidas de dispersidn mas mpartantes.

Para vinalizar, se gresenta una graeve seccisn dedicada

al amalisig descriptiva de muegtras multinodales.

1.2, tgs datos direccionales.

Sa define a laos dotas dgirecciunales cama we conjunto de
direcciones, lineas g sentidaos que tama a sigue un  cierra
dh jeta de estudio.

lLag direccionss £ pueoen consicerar an el g2je real, a
partir del cerg, como direccldn OOS1Tive Stose  considera el
sentido hacia los numeras positivas, negativa 51 58 CONSiLoesr S
2l seEnrida nacia los numeros negativas. Entonces, en al eje
real, sola se tienen das oistintas direccranes, urha nacia

*adelants- y gtra nacia ’atras’.

~
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cn 8t plana, se rTiene una gama na s amplia ae

direcciones; nacia ’adelante’, hacia 'atras’, nacla ‘arriba’,

I
|

hacia Tawajo’, etc.

™
Fig “ t,
- d
~ -~ X
I3
Y se tienen sun mas en R . Da hecha pademas  escantrar

direccianes en cualquier dimeision aera  tas  aplicacigcnes
Aractlcas s& dan geEnaralonchnte @n 00s o treg dimensiones.

E1 material ge la presente tesis unicamence pgrasenca el
anzlisis para catos en cas cimensiones.

1.2.1., Clasiticacion ge o MER0S que Lpvalucy an

direccyones.
4N salo gdatc  direccianal, es una  onsarvacion 42 ia
direccisn gue siguie el agbjeto estudiaaca.

En ¥ se pueden anzantrar tras grupos distintos de datos
direccianales:

El primer grupo es aguel gque 1ncluye a fanomemas gue de
manera natural prasencan  ooservaclaies de  diveccaionlsi b
ejempia claro ge tales fenomenas, sz presenta en metearalagt «
al ohsarvar 1as direcciones dei vientao.

1 segundo gruga esta t+armaua par las aoservacionas,
liamadas ‘ohservaciones can  eja’, qenwda a gque sala  se
raglstra &l eja a linga que siguls, s1f cansiagrar gL seatiaqa
an gue 1o Mlag. For ejempiq sS1 si1gQuio el @je Narte-sur, Soia
imoarta sager que €1 oojeta de estudia, slguld dicna iLnea,
Sin impartar s1 lo nizg en direccilon del Narte o gel Sur.  Un
ejannla e tailes OoDServaclanes S€  gresentan an Geologl é,

cuanon se reallzan estudios de magnetismo remanente, para

~



determinar lgs distintas gesplazamentas del 8jae maghético oe
1a tierra a traves o2 103 &as.

El tercer grupgo de datos diraccianatas cansiggra uasae
gran  variedad o€ ooServsolones de rensmencs aue se
desarratian en €! tiempo. dionas renemenos gresentan un cicio
a periadicidau F1ja conocioa. wl  ejenpla anatlizada en el
cam tula cuartao, peErtonece a esta altime grupa o

Divarsas areas cienci +icas e interesan en  al Ok lisis
de datas direccicnales, entra las ois Lportances 1=
ancusntran la Biolagi a, la tconase a, ia Fleica, la Fsicologhia

la Madicina v las ya mencianadas Geolagt a v Meteoralogt a.

1.3, £} analisis gireccaonal ¥ S8 relatyon con ia
gstagi gstica domoraiptiva.

En @i analisis ge datos adireccionalas se arosentan las
miamas necesitdades ae arganizar, resumir vy aostrar oen farma
clara ifa infarmacion convenida en  una  muestra; ast,  para
camanzar ge analizan oistintas tecnicas empleadas para
repgraesantar datas dirzccianalas.

Bago que saio Se  anetszan  JRservaciones  dirsccianalias
que- 88 encuentran en w? as pasible graficarlos en el planag 3?;

Par ejemplo, =1 se anserva 1a  direccion  Noroste, se

pusge asociar el eje v , con el @@ MNorte~Sur, v 2@ eje

/ NORESTE

Ugste-Egte can el eje X.
N

Fig.

<

=

Entoncaes ia direccion Mragte se fuzog reprasegncar par
c1las caardanacas (1,1} & {£,2) o {2,3) etc. va qug fuaiquiera

oe elias son PUNTOS Gue rEGYCEENTARNT Ui vecoor  can le  flisma



direccion Nareste.

fitra +arma ge represantar aicng vectar es  cansiaeeyracda
@1 4ngulo a que forma con respecta a alguna de luos ejes, For
ajenplo, se puede macir el Anguia en amnmuts, coma  la hacen
los gesgrafas, esto es, z2 mide el acgula » & partar ae la
direccion Naorte en @) sentica ge las @anecillas del reloj.
N

NORESTE

ot

Fig.

s

Asi o = 45° as la mediaa en azimuts gque determina el

vectar de la direccion Npreste.

1.3.1. La direccén cerg.

En el PAnaligis e Datos Dirscolonales para graticar y
an geneaeral, analizar un conjunta g2 gatas oirecclianates  €s
neceEsarig seleccionar una direccien a la cual se ie llama
direccién cara. La direccion cera ouecs sar  alguna de  las
direcciones outanicas 2n la muestra a cualouier atra.

Este dirercidn es impartanie aebida a aue, & gartir  og

aila, s& le asocia wi anguls S a ceea una  gg las
auservacianes da la muestra.ta direccidn cera recibs estae
namora por asoctarse @l angula 6° = U0 a ésta.

Para asociar un angulo g¢ a ca0a una ae las
abservacignes en la muestra, se mde gi anéula e an gradas a
fpartir da la direceidn c@ro en  sentido cantraria a  las
maneaeciilas der relaj. )

For ejempla s1 se tiene &l sigulente  conjunta  oe
obsaervariones diraccianates: Sw, Norte, Sur, Este, Ueste

41 se desea tomar el cste como direccion cera, antances

las &4nguias aspc1an0s al conjunto  ae cuservsaciones



direccionales san:

N Uireccién  Anguio 8°
Sur 27¢e
Norte G0
< sur 700
\;
o E P22 -] e
Uasta 150
s

S1 se desea tomar el Ueste coma direccion cera se tiene:
N
Direccion Angula 8¢
Sur F0°

-

Norte D

o \ 7 E ’ Sur e
Esta 160°
= (este Qe

Las direccianes abservadas siquen siendc las migmas vy

sala depende de la direccién cero elegicga el valar del aagula

€° que s8 asocla & cada una de las gos@rvaclongs.

1.3.2. Representacién en giraaramas ag gatgs ng

agrupadas.

Fara graficar un canjunta de datas direccionales no
agrupadas 1niclalmente se selecclana la direcclon cerg. £5ta

U1recsion Se asocla al =je s aosliivd.

/.

Fag. ,\"

€l analisis ge datas direcclanales, solo se 1nceresa  en

ias girecciaones, si1n cansiderar el pesa, velacidad a fuerza

i



«an que can tamaagas, Una simple aQuservacion 5@ puage
reprasentar gar un vector unitarild y €. angulo que nhace  con
FESERCTA § e dareccion  cara es @l corregpanorente. 9
ascciado a ta observagion

Fara representar en fogrma faGlr Wi Conjuntg de  dataos
direcclronates, s diouza un circuio unitaria  y par cada

apservagien SB di1buja ol o cagia gael Dl rouia unitaria.

Fig.

ia gtra foarma alternativa, =5 representar cada data par
W AUNEQ 2n 1la CAPCWYErencla el Gl roulda unitarig, cuya masa
asigniada €5 la MISAA nara cao0a quservaclon. faies puntos s
geterminan par  ia Interseccion ael vectar unitario,

menclanada ancteriarmente, vy la circunterencia.

1.3.3. Fegrasencacinn an diagramas ge datas aaqrupadas.

Las gatas girgcclonales se puegen agrupar aggotanoa ias
MISMNAS pracE0l@ientags que an la :inea real. &) ranga en e
caso diraccionat de (Ue ,I4d+ ) se pueda diviglr en un numera
gago dE 1ntervains de clase y ia  frecuencla  carrespandiente
& caga clase se pneoe contar camo acurrs en @l £aso 1inealj
25 Jetlr S8 g9s5Coge un nunera dada ue C:ases y ta ijgngituo de

los intervalas ge ulase sg caicula cama 2n lgs aatas lineales

-
-



con la diterencia de aue an ei cas u Larsuiar pueca A3, 47

intarvalo tal coma 32330+ aus contiene sinuliinesmente  los

sngulas 359 y we, Los ‘angulos de  cada intervalao =siempre
sarin medidos en diveccisan contraria a  laz  amanecillas  del

relal.

1.3.3.a. E! tisroavams srvoular.

Se puedan representar ios datos &n un hilztogeana andiogo
al usado en la lipea: =ze tomd un  cireula unttaria vy
correspondigndo a cada intervalo, se €onsctruye un bloague  en
la cireunferencia, cuya area saa proparcional o la frecuencia

del intervalp correspondients v oul longrrud =1 la paze zea

tpual a la longitud dgel intarcalo de classe.

Fig.

3@ 2mplaan an 1a

S1 3@ considera las miEmaz

iitnea, se pusde construlr

N3 1w AL TOUrEERCAGIENT2 A0l 40N
de frecuencra, al marcer los puntos wegioz de la farsa alta
de cada blogue y untendolos cans2cutivamanse 2 cigne la

raepresentacicn Circular de diacne suligona,

Fia.

.‘uu -



1.3.3.b. El histogeams tineal.

Otra representacidn usual es nacer un carte en  la  basa
dal histograma circular tenienda ast un segmenta de  asolitua
J&Ue . E1 punta de curte se pguede selecoignar como ms
canvenga. 91 las datas CrEnen W direccinn pre+cErida es
decly, una moda divreccaaonal, es rocamendable hacer un  carte
tal que ai extender el btaistograma circular, el centro  gel
fistagrama iineal carresgonda apra:simadanente a esta maca. Un
carte cerca de ia sooa, pueda dar una mEreswn erronea de
las datas.

£1 histagrama lineal para datos direccionales, wiia e
puaeda considerar despuss de tmaginarlg  dibuiada alrededar de
la circunferencis de un  circula. €0 tal  regresentacion el
final de lag ajes avicte =olo coma una Cconvenienclia vy  para
enfatizar este factor g1 prismer blooue del  correspondience
mstagrasa ji1neal g repite al €final.gl mistograma lineal  ws
preferida al civcuiar, debioo a la gimilitug gue ctiene con
las nistodramas de estaol stica lineal, hecha que facilita su

intararetacion.

Fig.

1.3.3.c. El dragrama o2 rgss.

La ultima regresaentacion gra+ica 0B gatas girsccionales
agrupacos es et diagrama de rasa circualar.

Carrespondiendo a caga iftervalo se canstruve un | sectar

en farma ug “pay"” con centra en el origen cuya 4nguia seas

13



go= J&Ue/t , donde k es el numerc de intervalas; ta  langitud
del radio es propgreoianal 4 ia Precusncia de cada clase.

El drea de cada secror en un g1agrama dg rasa  varia  aa
acugrda al cuadrada de las frecuencias. S1 sa  desean  nacer
praparcilaonatas ias argeas & las #raecuancias cos2rvagas. 25
recamendable grarFicar @i diagrama de rasa on base a la ralz
cuadrada de las frecuencias en lugar de ias frecuencias
mismas, a este ultimg diaarama se le llama diagrama oe rasa

aqul—a raa.

Fig.
Las nistagramas lineales canservan areas en Farma
matural vy son comparativamente sumples de construar., £l

diragrama age rasa, <1 histograma circular v el paligano  de
frecuencia san an acasitones o@scritas camae diagramas palares

og ananica.

1.3.4. Retacion gntre gistintas uwoicedess de medidas

angulares.

En la seccion 1.3.1 sa vio  quea una aasarvacion
direcciana: medida en gragos se dencta par S°., v renresenta
el angulic hecna por ei vectar con respectg & ta direccion
cerag elegida, cansideranda la direccién cantraria a  ias
manecillas del reigj. 3in enmoargo, Aara grapesitas tedricos y
pracricas ss necesarxd canvertar, €l angula ¢ en grados, al
dngule 8 en ragianes; la cual se@  lagra uwcilizanaa  la

siguiente 1gualdad:



- raoe (€
8- = 180 [/n]

= 2 =0 [ 60/180"]

S1 el ranga da #° as u < Fe < J4U°, el ranga de & sara
Qg <8 < Y. Esro es, 51 un arca de un crcula can radig
unitario suntiende un angulao de A gradas en €l centra dei
el rcula, entances la langitud der arca serda 5.

En algunos  cas0s  las  observacianes direccianales  se
pueden cancentrar en €l ranga (0°,180°) o (U< ,7d°).51 se
tienen observecignes en el rango (0°,180°), estas se pueden

convartir al ranaa (0°,5&0° ) domlando & nacienda doble cada

anquia, es deciv,calculanag Qe = £n  general el rangao

(e , 3400 /&) e puede canvertic al rango (O,2x) par:

ge= FTO°,
18U

En al casa ae abservacilanes periadicas sSa puegen
realizar canvarsiones de tiempd, al reducirias moauiad  algun
periaca  ean angulas. ta longitug del gericaoa de tiempo  se
asgcia con Sade ., Far  =jempla, un periodo ae 24 naras
carraspunde a una vuelta camplece de 3aue, entances, se pusae
comparar ufa nara can un angulao de 3460e /24 = 180 vy ia mivad
del ot a con 18U°, etc.

Entre 1os pariaaos de tiempo s usuales, s2  encusntran
un of a © un afio para un periada dg riampa mEnar a un aia €1
t¢s1mo ai a se puede transfarmar a angulos por la relacion:

e = Néwte e
3ab

fara €l periodo de | &g, Si Se desea clasiflicar  en
meses, los intervalos de clase y los puntas medglos, S8 puecen
calcular usanoa i1a antericr relacién, sSin  embarga, as
necesaria llevar acaga un  ajusce en las fracuencras

carrespondientas a cada mas geniaa 8 que 1la langitug real de



las meses no @s la misma para  Lodas. AR 51 IL ag ia
frecuencia absearvada, carvgspondiente al (-esimo fes y n, al
numera de dias del (—¢toimo aes se  cansidera @ la’ nueva

frecuencia ajustada, r; comas

1.4, MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL.

El analisis de datas direccionales tampien consioera
algqunas menides numdrifas que permiten describir, Bravemente,
& las agservaciones de una Muestra. &0 esta  secclon, s
analizan las medidas de tendencia centrai, entre itas cuales
s€ encuentran la madia, la mediana y la maga. Estas medicas
san andliogas a las de estadi gstica lwneas.

Iniciatmente sz analiza la forma optima de  calcular 1a
media de una musstra,

Se na visto e la seccidn  anteriar que  es pasibie
asaciar a lag direccianes Jn angulo &°; entances, si se tiena
ia s1guiente muestra farmaca por 3 direcciones

6; = 45 6; = e v 6; = Z4e
Y s€ desaa determinar una direccildn meoia & dngulo wedin ae

estas $ ogservaciagnes. Se puede calcular la madia aritoerica
Y [ao +Bs + o2 ] =1 ( 450« 2me + 35C\=]= 1aae
a 1 z 2 E]

se pueden graficar las 5 Angulos auzstrales vy el angulo meagio

que resulta ge aplicar la mad:ia aritmrtica

240 0, L
8
z

(N

fig.

&
3

S gueda aaservar gue @l anguleo aobtenioa, no proporciana

l&



un  angulo que oescriba lo direccion meEdla - de las 3
ouservacianes. Por atra parte, s1 se reemplaza 350e par el
anguia ~10s, que es equivalentsm, y se calcuia de nueva la
meara aritmetica

’/3[ 45¢ + 2T — 1t ] = 200

Graficande el nueva anqula medic

Se puede apreciar que el rasultaco chrenida es un anqulao
media ¢ direccion media mas adecuada.

Si e intenta ce nueva pero ahara can 4 angulos, es
decir, s: se tiene la sigumiente muestra:

ge =FQe e =120 e =190 v o =ZZ0e
13 a 4

9 go®

2
1

Fig.

La media aritmética sera 1257 . Si se reemplaza 320 nar
—-4%, el resultado sera d0° y si adams 1900 es reemplazado
pAcEr -i70° la media aritmética se reauce a ~10° .Ue mooo, que
depengera oel manejo de 1as datas el resultada que se
obtenga, entancas, se puede dar el casa da cotener ms de un
rasultada aceptanie lo gue lleva a tener ampiguedades, y par
iQ tanta,no es canveniente utiilzar el catculo de la media

arivmetica para buscar un dnguic medio o direccion media.

‘_
-4



1.4.1. La dirgccidn media o anquig media.

S1 se graticen los vaiores ge una wmuescra aleatoria de

tamaiio n , de una pohlacion de variables aleatorias
direccianales, en dicho diagrama, se llama e al  vector
y

unitario que representa al AaAgula 6+ y P es el punta en
i v
la circunferencia del circula umitaria carrvespandiente ai

angulag 8¢,
s

Fig.

A cada P se le asigna una masa de igual valar y s

encuentra, entonces, @1 centra ae masa ¢ de éstos  puntas

tamoién llamada centra de gravedad.

Fig.

S1 este centra es distinte del arigen, la lhinea ac

defing una direccion a la cusl se le llama gireccien masia de
la muestra.
Los vectores unitarios 5 €,y @ renny

ubicacion de cada FLen el cdrculo unitaria,

@ fijan la&
"

Par defiricién ]el[ = 1 para todda 1. ..n
Se calcula el vectar resultante R
R=we +a +a@ + .., T e
1 2 k] ™

Sga m el vactor medio de la muestra m=R /n vy sad

1g



LR = I R l la laongitug del vector resultante; entaonces, la
langitua del vectar meaiq ¢ direccion @megia r es,
r=LR /n

La siguiente +igura ilustra &l gracedimienta para  la

muastra de tamafio I.

= 250

N
T
wo

9: = 4%n Be = 2o

5i g2 cambia 8; gar —10° sa aotiens at misma resultado,

El cenura de masa < puede tocar la circunferencia  del
ol reula unitaria, pero sbla en casos  excepcianales,  cuandg
tadas ias masas sg gncuentran juntas en un sgla punta.

Entances

0 4= LR <{=n v Gox= o K= 1

Pajo este principio, se encuentra  la direccion media
utilizanda las coordenadas cartesianas de cada PL H

Primeramente, uwtilizanaa un sistema ae coordenadas
rectangulares can 4 v Y ejes y arigen 9, sa grafica un
angula f¢ anservada ast caoma e el carrespandients vectar

P

Unidanriu,.

Fig. —3
N
Sean X v Y las  coordenadas rectangulares de €

o : 19



entances gor definicishn ge sana v COSeEna.
Y= cas 8 Y = gsan &
A 1 1S L

can 6“ al valar del anqula ¢° convertido a radianes,

De asta forma g1 centra de masa de £stos auntas es

n ~
- 1 3 5
¢ = /n me /nZCGSH\ Y
\=1
n i2]
= i
S—/nZYK /nZ'sené‘
ve1 =

=1
Qua estan aeterminanda las coardenadas cartesianas dal

it

-

i

vectar medio; nuevamente LR es  la  langitud der  vectar

resultante P cuyas cogroenaftas san

[zccsé' N Esenr‘dt]

entonces
- " 1
2 2 E
LR = [ [ chs C—*L) + [ Zsen 6] J
3
LiEe =g
Cama LR = nr GrTtonces s Tiena gque
n hal 1
z 2 =
1 2
r=~[[ansE]+[Zae’n9] ]
n .
LEL v
r o= { Z z + § z la/?
Se pueds aar el Casu en que S =a Y S =a entonoes
r =g, y 4i vectar mediq B a5 1gual al  vector cera;’ pero

fuara oe este casa , <21 vector weSdio btiene un QlEn definida
angula medida a partir de: gje positiva £ 7; a sste anguiio sa
le llama Angulio medic de la muestra v lo denovaramos por x: 5
al cual esta datél‘mlnauu par la salecadén  ge las ecuaciones
sigquientes:

€ =r cos x v 8 = r senx

Entances, €5 converignte calcuiar:

a0



arctan (E/E] S1 S0y
x = n + arctan §/E ) g1 € < 4
° —_— —

4+ arctan (S/C) si S (O vy

Casos ercepcionales son s

F0e si € =u s
;. = 270e si C=u s
indeterminado 51 C = Yy s

Como una revisien en  calcuius, S pueagen

farmulas siquiences:

cas x, = Cfr sen x, = S/r

1.4.1.2. La direccidén @media vs. camblog de

cera

Coma el centra da sasa se define 1noepeadien
urt sistema de cocrdenadas entonces, la  langitud
media ncx»depencn: de ia direccion cero. Supangase g
la direccidn cero al angula p antonces las dnguids

a la muestra 9’, ] 83,...,r9r se canvigrten en
.

z!
8: = (at-p)mad:_’n w=1,2,. .0

£s pasible calcular el corresponoiente  ve
dadas las nuevas anguios 6° i=1,2,. . ,n,
L

Far med:o de loas estadi sticas siguienctes:

ny
v
<

[}
o

usar lag

direccion

temente de
del wvectar
ue se rata

asac1adas

ctor  medio



dados los nuavos angulas &7 1=21,2,. . 0.
L

Por madio de las estadisticas siguientes:

8= /n sen 47
(114
Entonces
r ocos x) ¥ S'= r gen x|
dange ;: = (;ce—-m mad
2.4
Y pros et Y

congervandose 1la longitud r , del vecror wmedis, invariante.

Esto es pasible comprabarlo algebrailcamente analizanda r°
. z
¢ gt o= (Z\:as 3 - ] + [Zsen @ - ]
= {Z(ccs L" £Os o v sen é“ seng)) +

S 5 = 3
+ ‘sen 9 gos p ~ <oz & zen p)
(e,

[\/i

~

[ Z= -5\.} ':zcxszrp + [ ans ‘.‘_‘] zsenz»p
= [Zzzus 9‘}2 + [Zsen 0‘] 2= <+ 50

For lo tanto rr =r

2
-] cns por [Ysen 8‘] senzp +

€ decir, 1A longitugd r del vector a2010 permanece
invariante Da)n cambios de la direccion cero.

o



1.4.1. 5. Caleulo de la diveccisn media para datog

agrupados.

Al iquai que en estaat stica lineal s1 se cesea  calcular
la media a partir de gatos agrupacns, Se supane que  ias
datos, pertenacientes a un @isma intervala ve clasa, puecen
ser gentificagcs par el angula medio del ifmte suger:iar @
inferior aal intervalo de clase. Anara, s1 se liama k¥ al
Aumera de 1ntervalos oe clase, y A a la longitusd de cada

intervalo de clase enconces

po=I Sk ) A = A0 /X
Si ¢91 ,82,. .. . San los puntos medios de las k. arcos,
megilaas en readienecs, v o ,..0 las +recuencilas

L 2 +
Carrespondlentes a cada 1ntervalay entonces:

n =t + L 4.0
t 2 13

es gl tamalia ge ia muestra.

Calculanao lags cempongntes gel  vector dmediga woae  la
sigulente danera,

- 1

[ic059+t oS &, t ... *tcquJ]
1 t k3 2 14

wi
"
i

[tsen9+f’sene * ae. * f sen 2
1 t 2 2 3

T

Para caicular la longitud del vectar media r vy el angula
meolo X, se 4tilizan los msnds gracecsiuiERtos aue en datas
no agrupacas, CcOnsSlderando Los nuevaos comounentes det vector

medigo m gue se& nan presontadg en esta Secclon.

1.4.1.¢c. Propiedages ge la gireccidsn sedaa.

Algunas araniecades impurtantes de x5, coma medida de
Tengencia central carcular, se anallzan a continuacion.

FPrimerg, S8 considera la sigulente 1gentidad criganamé-

23



tricas
sen (g -x_)

e

sumandc decde

n

Z'sen (6‘—x—d }

=g
ast
n
Zsen (8 -x_3
At
=3
entances
ia cual ,

=1 hasta n

sen 8 cas X - COs 9 s58n X
1 A 19 -

amtios ladas de la i1gualdad

]

”

= Z [gen 9‘ cas x: - tos 6‘ sarn %
=1
" n
= cas x_ eren & 7 sen x Zcus Bt

€S analogo a la gue cdcurtd can la gouacion,

= Q.

thl—f )

an ei casa de estadt stica lineal.

Cansideranaa
si1guientce:

cas (8 -x_ )

y sumandao de nueva desde v=1

8 -x_)

W e

{
i

(& -%

8,-%,)

anara, la lgualadadg Triganand

X

cas 6\ cas X, +  sen 6‘ sen
hasta n, se ciene,
"

}: [cas 8 oem@sx, + sen 2 sen x
'

=

trica



eantances

- = =z n oz
cos(B-x)=D—\C +'S ) ==
e - r
=1
n
par la tanta cas (8\»;‘,) = nr

AL-1 1
Ahgra, s1 se oivide entren , se¢ multiplica par -1 y s&e

le suma 1 a amoas lados oe la expresion sa tiene:
, i L
que es igual a by (1~ cus {(B-x_1) =1 —r

n
multiplicanda par 2 i Z 2(1 = cos (6%, )1) = 201 ~r)

para para desviaciones (8 - x_ ) pequaias, se cumple que

8 =, V¥m 201 ~ cas (@ = ))

BN cuya caso as pasiole aaraximar la sumararia,

Que camo se anaiizara 2n la sec. 1.8.&. e analoga a

F i
-
]
-

en f1 anallsls estadistica lineai.



Resumienda las anaiuq as se tiene:

ESTADISTICA LINEAL LSTADISTICA CIRCULAR
Al Lal
Z (::-;) =0 Zsen(éﬂ'{‘) = Q
8 \
=4 v
=) ® 2{1-cos(e -x, )}

n La)
1 Z(»—I}z =g P Z 2(1~castd -x, 1) = Z(1-r)
n + n 18
A

(11

Tales analagias, ayudan a encontrar giversas mec:oas

estadl sticas para varianles direccionales.
1.4.2. La mediana gireccional.

Si se tiene un canjunto de aaservacianes  direccianaleg
91’ 92, ...,9“ Z@ puede calcdlar una medicién anmalaga a  la
madiana de la estadistica lineal. Fara este propysita se
divide el circulao aor un diametro tal qua la mtan ae los
puntas muestrales queden situados en una mitad del circulo y
en la atra mitad quede &l resto de la muescra.

51 denoramas los esctremas del diamecro par P Y Q
asignanda P al axtremo en que se encuentren mas concentraoos

los puntas muestrales, entances, al vectdr OP sa la llama

vectar ae la aireccidn modions 40 1A muestra.
Fara caicular el anqule se proceoe igual gque en las
seccien 2.2.1. en el calculo de x , cansiderando las

compan=ntes carresgondiences al vector _OP.

31 se tiene una distribucidn simerrica, la mearana se
encuentra on 2! a9je de sime@tria. La mediana puece na o ser
unilca, 10 emdArga, tooa distripucidn unmimacal tiene una

mediana unica.



1.4, 2.a. La MEgilana cirecclonal para gatgs aqrupaoos.

Y1 se tienen gatcs agrupadas, se aguede calcular las
companentes ae La mediana direccienal, empleanda
pracecimientos analogas a ias ae astadistica tineal.

Frimerg, Se determina €) 1ntaervalag dg clase en sl cual

SE Zncugntra la mediana olrecclanal y ge calcula

= B -
ML o /x‘[uL LL]

Donde L as el llaaita inferiar del intervalo que
cantiena = lai mediana, U_ el limite supariar del intervala
que contiene a 1] mec:ana, j €l Aumero de agservaclanas que
aun faitan para aicanzar la wedianae una vez gue S b
alcanzado ei M amite (pfertiar ogl intervalo gue contiene o la
magiana vy f\ la fracuencia del intervala gua contieng a ia

LS
meairand.

1.4.3. La direccizn maaal.

La moda 22 un Ccanjunta de ahuservacianas gireccianaies se
aefine de i1gual manera que en estaaistica lineal, cams la
direccidn o aqgunta =0 &l crcoculc gque acurre con | @mayar
+recuencia. Llamesa a este gunta M, , entances aﬁu es el
vactar carresaoondiente a ia direccisn madal.

Fara el caiculao ge la mada de datos aqrupnados; ésta  se
agrermina Je acuerco a las - frecuenclas da clasa,
aotentenaase, 21 igual que en estadl stica lineal, la clase
magal, al anservar la clase cuya frecuencia de clase sea

mayar .

1. - La i1@zriza empleada es andloge a la de esladi stica
lireal, Esto e debe 3 Fue dentro de un wntervale la

desvinnion op t2= pequefia fue 3o pueds considerar limeal.

t



1.5. MEDIDAS DE DISPERSION.

Las medidas de tendencia central gue se han  analizado,
para uwna distribucién unimogal nas  pueden  wndicar una
direccién preferida, pero oo contienen ninguaa infarmacion de
que tan dispersos a concentraons @ encuentran ios  datas
alredegor de esta glracclen, la presante ssEcCidn Ge dedica af

analisis de distintas medidas de dispersion O variaclon.

1.5.1. Una meaida o

cancentracidon.

Se menclana en la seccidn t.4.1. el casa extremo en gue
todas los puntas muestrales caen en el misma  punte del
o rculo unitaria, es decir todas las abservacianes sefialan ia
misma direccion. Este es el casg de maxima concentracién y la
longitud v del vector media, es igual a t. A medida que la
concentracion disminuye, @i valor r se reduce. Si no hay
cancentracién alrededor de una direccion especi fica, r taoma
el valar de cero.

Entances, si se tiene una muestra unimodal, se2 cuenta
€an una medioa de cancentracion en LA longitud ¢ del  vectar

media.

1.5.2. La varianza direccional ¥ la desviaclon astandar;

direccional.

La longituo del vector medio, r, puede cer - utilizado,
tambien, para canstrulr una medida ce dispersién. Oadao que
decrace de 1 a cero cuanado la gispersion aumenta, entonces es
natural considerar {l1-r] caomo una medida de dispersion.

Ahara. recordanda las analogi as analizadas en la seccidn

1.4.1.c.

n

n
L Z(KL-';IZ =g 1 Z Z(1~cas(e % }) = 2(1-T!
L

n




Z2(l-r) es una mediga de disoersién andiloga a  la
estadistica 52 en al casg lineal; entonces, se define cama

. . . 2 .
varianza direccional a <%= Z(i~-r]y,

1
\4 a s =(2(1-r] } & can r = é 2: cas(e‘-xcl

cama la desviacion estandar direccional' la cual esta mediaa
en radianess si se desea tener 21 valor en gradas se realiza
ta correspondiente conversién.

Esta ultima medida na es la unica que se aprosdima a  la
aesviacidn  estandar en farma asintética, existen otras
pasibilidades, como por ejemplo:

s, = (-2 inr )"/2
que es parapuesta par Mardia (L971); para valares de v
cercangs a L , s y s, difieren muy poca, perd s1 r tienda a
cero, s_ adiverge a infinitao mentras aue s permanece tinito.

1.5.3. Qtras medigas ge gispersion.

Para el casa ce muasttas grandes es gosible considerar
el ranga cama atra medida de dispersian.

El ranga en €l analisis de datas oireccicnales, se
define cama la langituo e arco mas pequetfa que cantiene a

tadas las puntos aéEStrales.de guece ootenar ge la  siguiente

manera.
8L B y & s eengy H san  las estamsticas de

N 1) <2 i

arden para 8‘ » 8, ...,6“ con (0 £ eLs Zn) se dafinen

las meoidas de longitudes ce arcas enctre puntas adyacentes;

T =98 - i=1,. . ..n~
+ [N ] eu.) e et

T =21 -8 +6
n ) - )y

E! ranga circular esta dada gor s

4.~ Esta medida fue propuestic por BDatschelet (1081



W = 27 - man {T;"Tz""‘T».)

Fara distribuciones circulares contifuas @l saparte  es
usualmente (0.2n), ast que, en estos casas el ranga es Ir.

Una aitima medida de@ gisparsien, que s€ puede  utilizar,
g5 2l rango intercuarti lico, 24 cuat se gerine comn la  suma
da les langitunes ge dos arcas; i grimara de gllos sae
datermina, midiendo a parcir de ia madilana,en sentidg
contrarto a ias manacillazs det reiny, €L arco tal que
cantieng una cuarta parte de Las ODSErvaciones: el sagundg
arco sa detecrmina de la misma wmangra <@alo que se  mige

siyqumianda el sentido de (as aanzcilies del ratlaj.
1. 5. HUESTRAS MULTIMODALES.

Tadas las estadl sticas prapuestas hasta el  amomenta, ya
s8an meEdidas de tenoencila central ¢ medidas de dispersion,
aesCrinOLran agecuadamenta el camparTamienta  de las
agservaciones s1 #atag presentan una distribBuCion  unimudal.
Gin emparga, en diversas aplicacianes, la distriboucién  aua
tienen las oasgrvaciones s aultimodal: presentinooose aunaosn
a esto, el necno de tener las madas a 160¢ g8 segaracion  en
2l casa de ser bimodales v a 90° de ssparacion en el casg qae
sar cuatrimofales.

Un aierpio o8 datos que  S1empre  groporcldiad  uUestrasg
mmgaales, san los datos cen gie aenciunadas en o la secoion
1.2.1. |n 105 que sS40 drteresa ogservac €@ angulag as
tncianacion del eje, si1n 1mpgrrar Su direccisn, razen por ia
cuaL, ér gGraricarios an un diagrasa clrcular, obtenemgs  aas
PUNTAS GPUESTOS pde Caga  ogmaervacloft,  Jicno diagrama  toma
entances, la forma de una figura simetrica centralmente. La
posi1ci6n 02 U8 QR eStas auservaciones guede  ser  fi1jada sl
slo cansiogramas su posicisn en el crango (Os 1807 ), aada que
sU pOSs1cen €n @i rangg (180, 3407 ) se& pusce  daterminar  a
nartir ge ta grimera. Para  pooer  anailzar  estaol sticamente
este tipa de datos, Se@ procede de la siquiente  manera:  daoa

i3



distribucién es multimodal, con ¥y madas, se modi fica

multiplicando cada angulao por v,
val, v@z, ] vE'h
Una ver wmodificada la muestra, se roduce madulo 3Jé9e,
con lo cual se abtiene una muestra unimodal, Yy se puede
trabhajar emplieando 1as modiciones de la= secclones
anteriores.Fdra diztinquirlas de las mediciones hechas a  una
muestra no modificadga 2! vector medio., se denptars por m, =1

ingulo medio por x, »1a longitug del vector medio por r
S e

v la desviaciin eztandat anguler por s .

S1i =& geseara obtener x_ en laz medidas opriginales,

simplemente se calculas

x = x v

KRR

ton lo cual abtenemos una de las v direccicnes medias. si se
desean obtener las (v—1) restantes unicamente es necesar:io

sumarle a R el factor 2n/fv en forma sucesiva para

-
obtenerlas.
Si se desea tener la desviacion estandar, tampien en las

unidades originales, se calcula

z
s =1 = (=g 'Y
1 v



CAPITULO 2
FUNCIONES DE DISTRIBUGION

2. 1. INTRODUCCION.

£l objetivo principal al analizar una suestra de datos
direccionales, == obtener informacion sobre la poblacidon de
la cual fue obtenida. PFara describir el comportamiento
pablacional de variables aleatorias direccionales, se han
desarrollado modelos matemiticos analogos a3 las de
estadistica lineal. En  este capitulo se presentan estos
modelos.

Inicialmente se estudia la funcien de distribucidn
circular y su funcidén de densidad; s2  presenta 1a  {funcién
caracteristica y su importancia en el desarrollo de
funciones de distribuctén circulares; se analizan laos
momentos trigonamétricos v para finalizar se presentan
algunos modelos matematicos que, analogamante como ocurre en

estadistics lineal, describen distribucicnes poblacionales.
2.2. LA FUNCION DE DISTRIBUCION.

Sea Z una variable aleatoria que toma valores en la
circunferencia de un circutlo unitaraia, xz + y2 i, del
planoc Zz ;3 se puasden identificar ios posibles valores de Z
con angulos ¢, medidos en radianes, a partir del ejz X en.
sentido contrario a las manecillas del reloj, de forma tal
que, el ansula ¥ representa ) punto  ( cos 9, zen & ., con
9 9 < 2. z

e

/

i

Fig.

=2



En base a esta representacién, se define la funcicn ae

distribucien de la variable aieataria Z par la ecuaciin:

F(E ) =Frr(ux<zZie ), U LB E
-
Esta prouahilidad se aotigne,  al 1Gual que an
estadi stica lineal, calcutanda
5
(a0 2 % 8y = J dF {u}
o

Daonce la 1ntegrai, es unda ntegral de Ladesgue
HtlEleE.(“

Un contraste gue surge con raspecta a las funciaones  de
discribiecaidn uneaies(,z’ es @] hecha de que Bt ranga de &
siempgre a@s +inita, lo gue 1molica que ai ranga En gus F(vi’l
axistae as tammen fimta.

£1 rango mis granoe que se puede tener, s  aaual que
camprende la caircunferencia  del cof rcula unrtaria por
campleta {U,201). Es pasitle tenmer una funcilodn [a]=]
gdistripucien circular cuya ranga sea un sudgcanjunta  de
€0,91) en cuya casg so@ tviene un rango mAS pequeia, pera  na
eyisten ranQos mavoras a (0,31 . )

t.a funcien ge aistrbucion circular tiang las
Si1julentas prapgl 2dadest ’

iy FA(A1) = 1lim F(g}) = 1
& s2n

1}y F(O) = i1m F(g) s Q
G
iii) F(&) as una +uncion manc Tana na decreciante.

vl F(6) e&s una tuncidn contifua par la gerecna.

Las propiedades 1) € 17} marcan la dependencia de la

funcion ge distribucion circular caon resoecra a ia gireccion

10 - Rudin (19g0b.
2. - Funetares de distribucton  usuales da. | Estadlstica

lineal, como la Normal, Binomial., etc,

33 .



cera elegida, razon par la cual, S1 se desea considerar a &

en el ranga -1 <& ¢ [1 entonces la direccion e 85 71 4 Y

es necesaria afiadir la constante:
a=rFr( 1< = a) =r dF {ul
-7

a la funcion de distribiucisn F(&) para que ge cumplan las

prapiedades :
1) FOily = lim Fa) = 1
2 o 1
ii) F(-fi} = 1lim F(e) a O
& -

2.2.1. La funciopn do donsidad caircular.

Sea 2 una variaole aleataria contlnua que tama valares
en la circunferencia de un circulg umitarig, s1 esiste  una

+uncidn £ tal que :

F(ey =r dF (u) =r fiu) du (A I 1]
[+] o

Entances la funcién de distrigucien F(F) da la varianle
aleatoria Z se dice gue 29 una tuncidn  absolutaments
cantf nua.

Definicidns

Al 1gual gue en estadl stica lineal, s2 aefine a la
Funcien da dsnsxéad da la wvariable aleatoria 2 coma la

funcion £ tal que:

F(l?):rF(u) [=1%] g de £m
[

Si existe la +uncion de densidad F(8), &5 posiole

gotenerla a gartir n0e la funcion de distribucion,

calculando:

d F(9) Fo+a8) - F(6-08)
FO) = —=—foEie = Lim ——SIese— ST T
=24 A+ o Zhs
De dande 2AFFEY) L FEtag) - F(e-a8) asi , ta



prapagilidac de que 2 este en N pgequefia 1ntervalo  que
cantianag al vaiar ¢ es aprazimadamente 1gual a (&) veces la
langituc del intervaia.

Las tuncirones ae densidag aue gescriben al
compartamento de poaliaciones direcclonales deoen  cumoiir

can las siquientes propledgades:
i) ey 2z ou G e s a

2r
11} J ey af = 1
o

€5 posible pansar en variaules aleatorias circuiares

discretas, oera en la practica son dificiles de cnconte
para estas variables la caorrespandiente funcidn de
dancidad es

AMey=F (Z =a) , Ol <@

vy la funcién de distrinucion

Fi® 1 =Fr{ o «2Z <8, e g in

2.3, LA FUMCIOM CARACTERISTICA.

Una narramienta opartanta o0 ia Toorm A aa 1a
pgrapanilioao que es weri an @l estudia e convergecia. en
aistribucionas as 1a funcién caracteri stica., En la  presente
sSeCc1dn s@ analliza la funcion caracterl SsTica 0e  VAariaolies

aleatorias direccionales.

Definiciont
Gga # una variabnle aleataria asoclaoa a una

distribucion circular F ., La esperanza oe ta varible 6  ce

define en farma analaoga que en escaaql stica lineal cama:

il
in



27
E () =J' & dF(g)

o
Artes de gefinir la funcion caracteristica circular se
analiza primera a la wvariatbie ateataria expiit®}, la cual es
paosaihle reescrigiria coma:

e\"8 = cas{ts]} + I sen(te)

Eue es una variahle aleatoria compleja de modula unas

} &9 ] = cos®(te) + sen®te) )Y = 1

Calcutlanogo la esperanza ge =2sta variable aleataria se
tienea:
21T
é g
EC &' )=J ' ors)
a
Dange F{P) es la runcion d& distrigucion asgclada a ia

variable aleataria §.
ve (e + g

Si s@ calcula t( e b} se chtiene,
- - -2 1T e -,
£C Eu(:i+:n))=] TR~ oF 18
Jo

Cuanda t pertenece a los Enteras, ( &t <= 2) . esta
Ultima expresidén se reduce &
o114 . 2n 2 -
J Eué ST ey = @t t?N J oo oF t&3 =j' L
a o 3

dada qua ez

= cos(tdm) + i gen (t) =1 =1 t el
‘Entonces, consideranda este necho;, se define la funcion

caracteri stica para variabies aleatarias circuleres camo:

2n L pd
#(R) =j g' "7 gF(s) p= 0z 1,2 2,,..
0

Se puege reescribir de la Slguientae ganera,




27 o 2T
Pp) =f e ™7 dF () =j (casipd) + i sen({p?)) dF (9)

o

21 21T
= j cas(pdy aof (&) + 1 j sen(of) dF(8)
Q «

luega,
2ip) = £C <ost@?) ) + § E( seni{pd) )

finalmente s1 se namara

up = EC cas(p?) ) b4 l?p = E( sen(pd) )
entonces
= e i1
plp) r:'p + Ilp
Es sencilla comprobar gque o =a v 1= 13
P - P I3

2.3.1. Propiecades g8 ia runcion caractelr sStica.

1 g =1
i) o} = @(-p)
iy | #tmy | = 1
Dem. | @y | = | EC&'PH) | s EletTY] =1

) Unmicioan v ei Leur

A1 igual que en La iinea, una funcion oe
gistripucion F(€) esta decerminada en farma unica par sU
Funcion caracteri stica ¢18) & inversamente, conaciengo la
+uncidn caracteristica se puede, en  agrifcipio, conocer la
rurcion’ @ glistribucion.  Exlstan una  gran  coteccion  oe

+armultas de nveErsion, pera en ila firactica, estas no san

faciles oe aplicary aun 2n el caso lineat., Sin  emnargo, Las
tunciones catracteril sticas en general, san un cass aspac1al
e las transfarmactas de Faurier. en espacial, las namerocs

Znp(n) san 105 coeficienctes de  Fower—-stiel jes ge F(E) v



agema s,

dF(E) @ e
Qe - [/'m ] Z"””’E
ps-m
Dande ¢{p) es la funcien caracreristica gsaciaga a 1a
funcion de distrigucien F(@). 3i la serie z ]fp(p}[z es
canvergents entances la variable aleataria p~‘9 tiene una

dansicad la cual e=ztax  definida casi dande gquiera  [ars

faid

1 - pl

Oy = [“/ij Zw(n)e vd
pE—t0

Yy 85 pasible reescrioirla de La sigumente manara,

0
1
F(9)=[H] 1. 2 [~:ncasp9+‘isen')
/= A N P
p=2
¢, lnuegendencla y convalueion,
Sean 5" v ] daos .variables aleatarias

2
tnggpengientes, Cuya funcion  caracteristica conjunta  esta

definiaa por:

#lr,q) = B¢ Pt T 1892 n, gs 2

Gean #(pl v (g} lag funciLanaes catacteri sticas
marglnalas de -.ax ,32) entances, &l  igual que en el casa
Lineal, (p,q) = ¢(olH(g). cste resultacga se  generailza
para el caso de n variables aleatarias inoependiences,

Anar s, sean =4 Y 4 das variahles aleatarias
indepenalences, encances, ai  1gual que en  ia  ifneEa, la
tuncion de distrioucidon de [ = (& + ¢ jmaddt  estéd  daga
part

211
F() =J aF ({3} aF (9)



S1 una de las variables tiene una densicad, ia
convalucign también tiene una densidas. Luando 8 vy £

tienen ampas una densidag se reduce a

21T
F L) =J F’(E—e) 1:2(6! dg
o

2. 4. MOMENTOS DE LAS DISTRIBUCIONES CIRCULARES.

tas distribucianes desarralladas en estadi stica lineal
puaden caractérizarse también por sus momentos. EL pramer
momento a esperanza de la variabla aleataria x proparciana
la media de la pablacion u .

<
E ()= j x Fiv) dx = p

-m

Y se define g sequnod mamenta par

W
=

w
€ ():2) = J- ¥ OF(x) dx
-

Una vez calculadaos amhos momentas se aootiena ila
varianza poblacianal = E (xz) - (E(,\'))2

Para definir atras medidas S€ urlllzan momERtos de arden
superiar, y se calcula E( I ) k= g2, ...

En el estudia de distripucianes cilrculares tambien es
pasible calcular momentas para gager describirvias. 3in
embargo, las momentos empieacas en  estadistica  lineal aa
puaden ser aglicados a« las distribuciaones circuiares denlda a
la periocoicidag gue se presenta en astas. de define un  fueva

tipo de mamentas 1iamacas maomentds triganom@tricos.

2. 4.1.Pramar momenta trigonomegricd.

Si g@ tiene una funcién de distribucidn circular F(O)

con funcion de densidad F(O), 0K 8 = Zn ;5 entonces, para

I



cada & gs posible asocirar un vactor unitaria con componances,

M o= ocas 8 N Yy = san

tuega para cada pareja fv,vl, defimida ast, se la tieng

asignata un valar ae #é).

Fig.

Es pasible calcular el valor medic ge = e y par medio

de lag ¥formulas,

3 27T et
o o- j x FE) o J cos 8 F(8) &
o Q

™

3
-
g
)

211 21
g = j v J sen § £(8; &
s o o

Las valores medias a‘ ¥ (?1 son las companentes  del
vector media que determina la media direccional.lbeniga a tas
funcicones tyigonometricas que sa tienen  baja €l sigha  oe
integral, a este vector se le llama eomeEnto origonoss Leico.

o
H o= :
1

ral

Este mamenta trigonométrica se define cama el  prioer
mamenta. Es posible canvertirla a cogrdenadas palares,

L [ P‘)

can p = (a+ g, i

441



arctan(s3 /o ) sioa >0,

t 180 + av‘ctan(ﬁ‘/at) si o <0.

a en casas exceptionales,

9Ge st a =0 vy, >0
n = {270° st oo =0y 3, <0
inueterminadao si a, =0y ﬁ‘. =03

Fel
1
medic. Entaonces M1 groporciona una direccidn media y ademis

as la longitud del vectar medio vy H, ooEes el angula
una medida de concentracién alredecar de la gireccion megia,
io gque muestra @l necha de gque los momantas trigonometricos

cantianen mis 1nfarmacldn que un mamenta ardinarid.

2. 4. 2, Mgmentos trigqonomdtricos de agrden mayor.

Para abtener el sequndo mamente triganametrica Mz aa
nace dable cada angula, es decir, para cada angulo & se
calcula 6 = 2% . tas . angulos & garesentan una nueva
gistribucion.

& &, 5,

Fig. ‘——7— 2

La nueva distribucidsn tiene su propio vactor media

41



S opem
aange o =j cas DI RO} o
o

2n
1?2=}- sen 5 FEr o
o
Al  wvectar medic Nz se e lLlama seguncoo mamenta
trigonometrica; es gasible catcuiar Mz—“-(p2 ’“z) ae  la misma

farma en que se hace para M‘.
£ general, los mamentos trigonametricas o8 CuaiguieEr

oroen sa definen oar:

M = " A= 1,2,3..
210
dande o= I cos v 8} B
£314
R_= f sen ng Fe)r o

51 se cambia la n por p ¥y Se reEscribe o vy (Y oe la
[ P

siguiente manara, ay: Elcas p3) (3F= E(sen pd) se puade
recardar da {a seccion &.3.1 la  gerimicidn de la funcién
caracteri stica plpy = ;«p-‘- :(JP [= SRS PO U S
Entances la sucesion de momentos triganam: triegs gueaan
daterminadas par ia +uncion caracteaeri stica.
Cansecuentemente, taaas las resdaltados  de ila +uncaisa
caracterigrica & aplican & 10s mamentus Tragoname tricas.

2. 4. 3. flamentqs trigonometricos cantrales.

El p-é¢sima momeata trigonomrtrica central se define

cama

s .
M = BTN s a o+
v



o = - = o~}
donde ap £( cas p(@ “'.] b pp cc\s([.xp PR

ﬁp

£( sen p(e—;.lt N = pp sen(p; ~PHE )

€n particular paran = 1

)

= EC c:cxs.(éf—;a!1 2]

i
L)

1

i
=]

A, =EC ser(@~u 1)

Con la cual se detine la varianza circular coma
v, = l—pl
V, = U s1 y sala s1 la oi1stribucién se cancentra an  un
sala punta & = H - Esta propiedad es similar a la de oz en
ta linea. Si V__ = 1 , se dice que la distribucian tiene una
variacion MAKIMA Y @5 tal diSpersa gue na nay concentracien

nacia sunguna direccidn an particular.,
2.5. FUNCIONES DE DISTRIBUCION CIRCULARES.

En esta seccien se presentan  algunas funciones e
distribucion circulares. Se tes llama circulargs debida a
que al arnilisls de direcciunes se restringe, en el presente
trabaje, al casa de poolaciagnes en  dimenswan 2. Las
distribucianes de este tipao de poblacicnes se rearesentan en
el glana cartesiano, tamndose cama base L& circunterencla
de un cLrcula unitaria. So pusde tener una 0ea 1ntuitiva de
una oistrioucidn circular oi ausgrvar s sciguiente grafica

ae una funcion de densidad F{6) en cogrdenadas nulév-es,

ppre s
- el

! SN

0

SR

F1g.

l“"“'»—\ .:7-«'"”

e e

.)?‘

K#
A, ,«4‘”
i S

4z



En  contraste con las funclanes  de  distripucion en
estad! sti1ca lineai, el ranga ag las distribucanags clurcuiaras
as sigmpre finitg, slempra esti entrae Uy Shur o gn ragianas
de O a J1. Par 1o general, las distrifuciangs circularges
cesricas son cantinuas, 26 dEclr, @X1ste una tuncldn conl aua
aal sdngqulo 9. La funcicn de oensidad es  siamare  pasitiva o

cara v la inregral saore ei ranga comoleto as igual a 1.

2.5.1. Bistribuc1ones S10@ CiT1Cas.

Definicidn: Se dice gque una tuncion de distrimeon es
simétrica alregedor ael angulo § , s1 su tuncidn de densidad
cumple caon la siguiente igualdad:

FEHB) = +H{+9])

G2 egto ocurre, tamplen se dice gue @5 siaetrica
alrededor del angula ¢ o+ 1. .

Las distribucianes simeTricas unimogdales tilenen  la
mgda, 1la medra y la mediana direccianal dgererminadas por una
msma direccidn.

Los moagins de dalstribucianes  circulares aue se
gresencan a cantinuaclan et su aayoria  sa trata ae

Cdistrifucianes Simetricas.

2.5.2. hodelas circutares.

las mooelas circutares gesarvallados para  poclacignes
direccignales, san en cierta tarma analogas & igs  madelas
Lineales. B0 e-la seccion se aresentén los modelas discretus
de ia gistripbucian FPuntual, Lattice vy Unitorme discrata;
ast camo las modalus ge cuatra distripucianes continuas @ la
gistrigucon Unifarme, 18 Carciode, la Triangular y  la
disnribucidn  van  Mses.
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2.5.2.a. La distrioucion puntuai.

S: sala unma direccidn, en el
prapagilidan 1, @s decir, s1

plano, es escaogioa  con
P(O =u ) = 1 ,entonces la
distribucidn que produce sg tlama distribucion puntual.
4
3
Fig.

s
-~

-
",
“hrron).

ta funcién caracteristica de esta distribucién es,

olp) = aFF.

= cas pe, + J sen py,

S1 s calcula el primer mamento central,
casa en quae

se tiene el
B 1 , consecuentemente v, = 1= = O que
1ndica una cancentracldn mxima.
2.5.2.b. Di1stribucidn Lataice.
$1 un conjunto discireto de direccldnes  equldarstantes
s0n abservadas, Nag nedesar Laasita oon

la miema pravatilidad,
Se define a 1a distrioucidn LAtice par,

P( 8 =

2 tiene entonces unta distribucion llamada Latice.

veonr/m )} = 23 1= 1,2, gveagm—1e
can

Esta arstribucion pugde sar tmaginada cume

concentracianes en las verticas oe un paligano regular de m
.

Lagas.
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PR

i *
2 3
Fig. 4 - ?
kY £
s &
-‘;'
et
Si se tiene al casa en gque pr=1/m sa  le 1lama
distribBucién discreta umfarme. Fara V=0 ia funcien

caractar! stica esta dada gar:

Mg

. 21rpt fm
plp) = Z pa /

r=g

2.5.2. ¢, La digtribycion unltarms,

Si 8 se distribuye omifarmemence saore {0,F1),

funcién de prabavcilivad de & , maedida en radianes es:
F(F) = 1f2n Qe
Esta funcidn es canscante soare la crrcunferenca

ctreulo unitaria.
La funcion caracteri stica e@stad daga por:

zn
einy = ['/zn ] } Pl
[
entoncas
1 s p =0
Pipy = 1 ‘.Eznm B 1] en otra casdg,

2np |

44
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.

Fig.

Se puege cansiderar como centro de slaetria el
al valar

Lama ao existe una direccion preterioa,
= 1,

cera y consecuentemente k:: l—px
concantraci1on nacia ninaguna direEcclon an particutar.

Gl

ot
St sin

ae

as decir,

2.5.2.d. La aistrioucien caraioiga.

arigen.
p, @&s
na hay

Esta gistribucion esta determinadga par la funcién

e

can
La representacien

cardiaioe.

S

ey
‘

W

z&m"’[x + 20 cos(g-s, )]

lel </

palar de esta censigaag es

B e LTV
o,

TR e,

o,
gt At ™

unxfarma.

La distribucion as simetrica y unimodai.
En  esta

reduce a la aqistribucion

v V= lep .

=R TR

a7

una

curva

Fara p=u0. se

distrinucion



2.5.2.e.La distribucion Lrianquiar .

Se digce que una variabte aleataria & tiene una

distribucién triangular si su funcion de densigag es

e = ‘/aT{ 4 - e + Me|n-s| }

.4
can G <y £ s p = P

€sta distribucidn es simetrica Aalregedar c& O=Jd, su

reprasentagcidn grafica es la siguente,

Lawmrmoerisie,

Fig.

-
L

5i p=0 se canvierte en la distribucion unitorme.fara
P . F=3 2 B
aesta distribuc: o = o = -1 3 =i,
bucion op 3, 2ot /{2p-1) Yy B,

2.5.2.f.La gistrioucidn van Mises.
La variable aleatoria circular ¢ tiene una distribucidn
von Mises s1 su funcisn de densidad estd dada onrs

£O) = (21 (k) e im)
Q<6 < s k>0 Yy @S u < 2.
aande [ {k} &s una +uncien de Jessei modificaga e

e
primera clase ,

1 2n ©
I, k) == J & cas s oo =Z(r!)_2(‘/2 %)=
Q
r=o

La funcidn de censiaad von flses tiene gas oarametras
k2 0 y u . La funcion toma su maxime valor en 7 = pu
entonces +, @s SU MDA vy pOr SEr SEMErICA con respecta & su

1. ~Mardiait9?2) Apéndice 1.
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moda, p, es también su meaia dgireccional. El parametro it es
una mecida de cancentracidn, si k es granoe la distribucion
estd mas cancentraga alredeaar de la megia ¢, , St K = G la

distribucion van Mises se caonvierte en una distrigucion

untforme. s
,\‘l‘“’l..
¢
H
\ L
Fig. T
5
) wt
ETTONNT
La longitud del vector media asta determinada por

p = A(K)
La funcién A(k) es un caociente de +uncianes de Bessel

ey
de pgrimera clase de arcen una y cerc.

= ___Ia k3 kzu
I, 1{k)

La funcion A(k) es mondtamenta creciente a partir del
valar A{Y)=U en adelante. Alcanza el valar } asintdticamente

Alk)

cuando K tiende a infFinita.

La distribucién van Mises es frecuentemente usada v
tieng una importancia similar a la distripucion Narmal en
estadi stica linaal. Esta distribucion fue 1ntraducida  oor

Von Mices en 1934,

2.5:3. Uxsty ibuciones Envueltas.

t.as distribuciones envueltas son transfaormacianes de
algunas maodelas de estadistica lineal.
Dada una diatribucién en la linea es posibie sovalverla

alredaedar de la circunferencia de un circula de radio

1. -Mardia1o?2y Apfndise 4.
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unitaria mediante =1 siguiente procedimienta: a partir ge un

punta fija @n el clrcula por ejempia 9=U, sa hace coincidir

la madia de la aistribucion lineal, luego se dan vugltag

en sentido positiva y en sentida negativa, v se  cargan las

distintos sectores del clrculo can ia

probaoilidgag gue cae =n cada vuaalta.

i
3 %
Fig. H
: et
-.“‘}-.
i
&
.“
ks
Fig. z
i

e
e

La distribucién resultante es circular vy
"Bistribucion envuelca®,

densioaq ae

se. le llama

Matemiticamente, s:1 » @s urna variable aleatoria en la

ii nea can funcién de distraioucidn Fox), entanc

gs 1a varianle

aleataria x, de la distribucion envualis asia dada por:

3 = y{mogdn]
-

La Ffuncion de distribucldn envueita e5tad daoa pars:

w©
F_ i) = Z(F(&+2‘nk) - Flnkl <

-

& £ Zn

81 x viene una funcion de gensinad, la corresganagiente

funcidn de densidad de %, es :
w
# 8 = ZF(G?ZXU‘.) [ERENS

hzetn



% oe distribucién envueltas cumolen can las

tas. funcilane
si1guleEntes pragiedades:

1) @{t) = g(p)
dande ¢(t) es la +uncién caracteristica ae la
funcion de densidad lineal e Pl es la funcion
caracteri stica de la carresgendiente funcion envueita.
Dem. ©
elp) = r"e“‘a oF_ (9} = J&mh;h’s aF ()

o
kze=m

B J“’ e P¥ aF(x) = prtg.
-

21k

1i) 51 ¢(t) es integraoie entances x tiene una densioag
w
P | 1pty
A = bz z¢(p)e
pE-0

111} £1 praceso ge desenvalver una dastribucioon en el

ci reulo no da lugar a una distribucicen unica en ta Unea. Bl

pracesa de envaltura na es raversible,

Z2.5.3.a. La discribucion Poissan snvuelta.

La funcidn Faissan esta definica par

= 0, 1,2,.0.

Plgh) = e WX fut

s detvine pars

La distribucion ge Foissan anv
f=

P(g=2tr/m) = ZP(H-km;:\)

k=0

m  i1ndica el numera

ro= U 1,2, 000 ,m=i

al entero dge puntas en ta
circunferencia gue se cargardn can  la oracan:lidsd.  For

ejempia s1 m=% su grafica as:
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Fig.

s L
TR e a7

£l punto 8=@ tiene la sigquiente probabilidad,

b w
Ple=o) = ) PISKiM) = Ze"‘x"‘/(smz
k=0 k=0
Plo=0) = ™ + e“'\,\”/ss N LT .

El punto & = (2n/5) tiene la probapilidad,

@ @
~A, eSSk
PlE=2n/5) = TP(I-%S‘:;)\) = ‘qe A VAR =10
L, L
k=0 =0

= e+ E~KA°/6! + e_lel/llt E

Estas funciones son funciones decrecientes de r.

ta funciodn caracteristica de 6 es

@ipl = enp(-An + xeznp‘/m)

2.5.3.b. La distribucién MNormal epvuelta.

Sea x que se distribuye N(@.cz), la funcidn de densidad

de la distribucion Normal envualta estd dada por,

o
T, e = (2naz)q/7§:expi-te + lnklz/2oz} @ & = 2n
oy
2t = expi{- ;tzoﬁ entonces #{p) = eup{- ipzuﬁ
donde « = exp{— fngﬁ Y 7= G,
P 2 P



Usanow ta representacian e ~(2) aresencaga 2n 0 la
secctan 2.3.1, §se aatiend 1A Sig. reprIsgntacilca aa ia misma

densidag . »
4oUEy = (1 v Z Tp’" cas p8 }/(2.'!)
v
Fet
o s In g op g i,
conae
- . P lag ¢ .
v YV, =1

wiimcdal v Simbtrica aleeceoor oa
2 = i, Cuanda o~ - U la funcien dg densidad  tiehde &
+uncidan de vensidad Unitaree. S: 0 = | la distritucien  se

La distriguc:ion &S

cancentra an un solo suntc. La gratica @s similar A ia

grafica de la distribucion van thses.

Fig.

2.5.3.¢c. ka

Howzal =
Qfa+x"y
de ansiaad oe la distribucion Lausnv

wE la runoan an
a4 nnEa. La FUNCION CAFacteri STica corraspondienta es,
Aty = aenn{-altf}

gnronces Lt1lizango al misna  arocedimiesnta ae 1a

saccon &.3.1, S8 gerine a 1a d15Uribucisn Sauchy anwviksita

< thypy o= (I [ 1+ ZZF)F cas »J':.‘J



e’ N Vo= ey

[

dande .p

i

@iy = plp‘ ., @ pr' N l‘j“ = O

Cuanda 2 -+ 9 la distribucion xiende a la distrigucicn
unifarme vy cuanao 2 -+ 1 58 Concencra 80 un saia punta,

“n,

Fig.

i
|
|

i
‘
.
!
}
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2.5, 4. pistripugiones daltimodales.

grstrihuciongs

Algunas expeErimancos asn fugar a
multimodales un @jemsic  scph 1as obhsgrvaclones Lan &3ae [ATRE3
se nambiran en is  segcioa t.2., eft tas  cualies, =T8I 1=

anserva la posicien ga ias @jas, oreando una glsteibudien

bimadal con aooas a (18de dge  SERaracion.
Para describar v smodetar
aes aulvimonal se ha recurrida y mezclar ias DISTrYOUL LONes

poslaciangs cuva disteinuceon

unimadales. 4 continuacion S8 aresanian a0s “Ormas 01sSTINCas

de crear una dqi=erisucion auiiimopgal.

Hi sE mTieEng una 21E6rinucidn himaaal Slrcuiar, Cuyas
modas astan A l80° 8o sefaracind. 8e pusde gescriniy oo 8
funcicn.

o (AN |

gUuHY = ARG ¢ (L FE L, [

Dance A2 &s wna  tungicn ge QENS1ICAu C1rauLar
unimadai . Jura torea de orear una distribucisn multiaodar 85

reailzanon ia ctranstgrmacion de 108 anguias

S



Con esta transfarmacidn se cotiens una aueva goplacis
cuya distribuci®n que es umimooal y es  pasible  ajustarie
cualguiera de ios mgdelas vmimodales.

Un ejempla de una agisteibhucion meltimadal de la  farma
van Mises es

AeY = (n L, () euplkcas vig -}
Donde v denova ei aumero de meagas aresente en la

distrigucien multrmodal.

e
et
Fig. ¢
Mg " o
N, PN
Srncha s s g
2.5.5. Repgrasentacidn arafica en coardenadas

rectanqul ares.

£n ganeral, las graticas en coordenadas balares, der lag
funcironaes oe densidad, san auy  comunes pera tambisn as
posiple gratvicarlas en  coordenadas rectangulares.

rara elabarar una gratica en coordenadas rectangularves
g5 necasari elegiv  un punta ae corre ae la grafica
circular, 4na verz €leglaa se orafica & Sertlr ge  Bse punta
1& corresogondiente graxtica en coordenacas rectanjulares.

A coftinuaclion =8 muestran  ctres distincas puntos  de
corte dae uta misma gratica circular v las carrespangientes
graficac en couraenadas rectangulares.

RN

s

P

oo 180 °

95



Fig.

Foomc s hme tm e f e ¥ et
as P 180 ° 2706

Fig.

LI
e

Fig.

| LT TTE, ST RS S,

-0 ° o [~ I} tho ®

Como se puede spreciar con la peimera grafics lineal,
es pousible praducir graficas pargcidas & las de estadistica
lineal cuya interpretacien se puede realizar en  farma
analoga a las graficas de estadistica lineal.

Ahera al abaeErvar las otras dos graficas s posible
notar que se tieng una dezventzja, el punto  anieial  en la
line. &8s arbitrario vy este hecho puede causdair confusion  al

interpretar la grafica. Sin embargo, conotiende e@ste riesgq

se pueden elabarar grificas epn  cpordenagas rectangulares
teniendo cuidado de selecciognar un punto de corte tal que &l
extender ia grafica el centro de 45ta coincioa
apraximadamente con la moda de la distribucién. Del mismo
moda, para el caso de distribuciones multimodales el punte

de carte ze puede controlar y seleccionar como mas canvenga.



CAPITULO 3
INFERENGIA EsTADISTICA

3.1+ INTRODUCCION,

€1 analizar una muestra de datos direccionales se hace
con @l propdédsito de resumir la informacidon que ésta
contiene; este resumen se obtiene calculando las estadisticas
analizadas en el capitulo f.

Una vez que se ha resumidao la informacién, se pretende
encontrar un modelo que describa el comportamienta de la
poblacidn de la cual proviene la muestra.

En ol capitula 2 se han presentado diversas funciones de
distribucién circulares, las cueles zon  determinadas  por
algunos parsmetros. E1 presente tapitulo sg dedica a la
gstimaciéon de parametros V4 ajuste de funciones de
distribucion a una muestra de observaciones direccionales.

Siendo importante comprobar si la estimacidn yso  ajuste
son  aceptables se presentan algunas de  lss  pruebas  de

hipédtasis aempleadas en el analisls de datos direccionales.
3. 2. ESTIMACION DE PARAMETROS.

Sea 2 una variable aleatoria circular, con funcidn de
distribucidn “onocida Fiz;é), de la cual sédlo se desconoce el
valor del parameics $ ontmnces. al igual que en estadistica
lineal, as pos:ble 2stimar 21 valor del parametro descooccids
£i s& cuenta con una muestra alearoria de valores
LR P obtenidos de la poblacion cuya funcion de
distribucién es Ftz;é).

Esta estimac:ion puede gser de das formas: puntual o por
intervalos. En este cap:itulp se presenta la aplicacidn del
método de estimacion puntual, usada en estadistica lineal,

llamado metodo de maxima verosimilitod.



3.2.1.Estimacion puntual maximavereosimil.

El principio de maxima verosimilitud empleado en la
estimacion  puntual de parametros en  estadistica lineal,
también es empleado en el anilisis de datos direccionales.

Este método consiste en seleccionar como estimadores
adquellos valores de los parametros que maulm{zan la +funcidén
de verosimilitud.

La funcion de verosimilitud se define como la funcidn de
densidad conjunta de n variables aleatorias
K‘..K(x‘,xz,...,xn;é)
considerandola como una funcién del parametro desconocido &,

ésta se denota por L&Y,

Las funciones de verosimilitud en general satisfacen

condiciones de regularidad y la sclucien de la scuacién
d L{o)
d4é

es el estimador maximaverosimil, si éste determina un maximo

Q

de la funcidén de verosimilitud y se denota por &S.

tas funciones L(&) ¥ log L(S) alcanzan ambas su
maximo en el mismo valor de 3_ Siendo mas facil encontrar el
maximo de la funcidén log L(&), suele wutilizarse écsta cen
mas frecuencia. A continuacidn se aplica este método rara

estimar los parimetros de una distribucién von Miszes.

. Lta funcidén de densidad von Mises con parametros by p
es:
~1
U8 = (Zn 1 _(Kk)) “exp{kcos (8-pl}
Fara estimar los parametros, con el metodo de maiima
verosimilitud, se considera una muestra aleatoria

Proveniente de una distribucion ven Mises y <=e evalua la

funcién de densidad conjunta de la muestra.

0 b, )

+(e‘,82,....8n;k,y) = .

L E]



o
Entonces L) = £48 5k, es la funcion de
. L
verosimilitud. =

Lik,u) = (2n Iqtl;))'ne::p{kcns (8‘—].1)}...E>1P{I4CDS (en-u)}

{2n Ia(lﬂ))_nexp licos (Gt—,u) +...+ cos (9n~u)}

calculando  {n Lik,u)
n
n LU = -ndn Zn - ndn 1 (k) + I:chs (Bl-u)
1=1
Para obtener los estimadoras asiimo verosimiles se
obtiene la derivada de {n L con respecto a k y u.

n

4 In L
bl N -
E LL‘sEn(B‘p).A.....‘....(l)
=L
@ in L i
‘3‘?“ = - L;(k)/Iﬂ(k) + :os(st-y) PO $<3 ]
i=1
Igualando a cero la ec.{1}
G n
—a'—“"— =0 -> ZSEFI (9‘—[-1) = Q

ing
~ -

Esta wltima igualdad se cumple cuando M = X como .ya
se vid en la seccion 1.4.1. del capitulo 1. Por lo tanto el
estimador marximo verosimil de el parametro de una
distribucion von Mices ec el angulo medio muestral -°

Para calcular el estimador masimo vergsimil del

parametro k, se i1guala la ecuacidén (Z) a cero.

n

a tn L - " . -
i Q- Xu(k)/IQ(K) =2 Zcos(al—i-l)

1=



En la seccion 1.4.f.c. & vid gque
= ‘—cas(el—p) =r

1=t

Sea la funcién

ALk = 17k /T (k)

Entonces A(?:) = ;: ¥y por lo tanto P‘ = A"(:)

La solucidn de esta ecuacidn es obtenida numericamente.

Algunos valores de la funcidn A(E) ¥ A“(E) se dan en
la Tabla 1.

Para comprobar si los estimadores encontrados s0n
maximos sg aplica el criteric de la segunda derivada. La
funciéon n L{u, k) tiene un maximo en (;;.t‘) si  cumple laz

siguientes dos condiciones:

1. f o v Y [ 0% tn Lo 9% tn Liu,i "> o
a ke J a %k ou
2 PN
II. a° in Liu,k)
<0
a ,uz
Entonces se calculan las segundas derivadas
3* tnt. TYIT (k) — 1700174k
— = -n— Z — “na’ (k)
4k 12 un
Ftat |
" = ) sen (8 —u} =8
ak du L i e
t=1
8% tn L . . . o
= ~k )} cas (8 -u» W =~k on Alk) = ~knr
g u® L ‘ Heu

=g
La segunda cbndi:ién del criterio de la segunda derivada
S& cumple puesto gue (ko r <9,

Ahora checando la condicion 1. se tiene que

&9



C-n A GD)(~k nALK)) - © > @
Dado que“)

O < Al 1 Y W o<oat{k)y < 1/2
entonces tambien se cumple la condiciéen I.; de esta forma se
ha comprobado que k ¥ ; san  los estimadores maximo
verosimiles de los parametros k y ¢ de una distribucion von

Mises.
Para el caso de distribuciones multimodales que se basan

en la distribucidn wvon Mises es pasible estimar sus
parametros por el misan métedo wblenienoose,
~ 1~ -
= = ) =r
H v * a v

Donde v es el numero de modas, p el angulo medic de
v
la muestra de &ngulos 8*= v (mod 2n) y r, la longitud del

. *
vector medio de la misma muestra 6 .

3.2.2. Intervalos de cenfianza.

En la seccion 3.2.1. <e han calculado estimadores
puntuales del parametro de concentracidn k y del 4sngulo
medio g de la distribucidn von Mises. En la presente seccion
s2 ve que al igual que en estadistica linsal es posible
obtener intervslcs de contiranza de #stos parametiros.

Estos intervalaos se construyen en base a una tecnica
desarrollada por Stephens (1942}, Brown y fMewaldt (1948), 1a

cual fu¢ publicada finalmente por Batschelet(1972).

3,2.R.Aa. Intervalos de confianza para Me

Fara estimar el intervalo de confianza para u sa
cuentan con dos distintas mapas. El primera Fig. A ayuda a
determinar los limites del intervale con un coeficiente de
canfianza del 994 , el segundo Fig. B esta elaborado con . un
coeticiente de confianza del 99% .

1.- Do acuerdo at aApéndice A en J. walaon(ioat)

b1



Estos mapas fueron construidos suponienda que se  cuenta

con una muestra unimodal con o = @, Se gratico para un
tamafio de muestra fiioc n , considerando un R s Y un s o
con valores fijJos, se determina el valor de C de la ecuacion
siguientes Ra = (S; + cHYE

& de manera equivalente para un valor fijo R = Ra se abtiene
el correspondiente vslor de € con ayuda de la ecuacion vista
en la seccién 1.4.1. @ c = R, cos & 4 [ BESNC RS %H

con la cual, si se mantiene fijo R y se varta C se

obtiensn distintos valores del 4ngule 6 , con el cual

finalmente se calcula el intervalo de confianza para g

utilizando el siguiente estimador de los limites del
intervalo: ;u F 6
La Fig. A vy la Fig. B proporcionan  los valores

correspondientes de &4 dados r vy n que sSe calculan 2n
basg a la muestra.
T

Fra. .- Mapa arc sblanprs rntagvolae

de ccn?t anzh dolFHs5 Fara Ya ‘(ro;moéd

media M.

Lntarvals 4o econflanza

L] a0s.95%
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1\
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L \'§

30 0 39039 23 I

—
L7

i

Desviacion
+ & tarades
| —

L1
e
7

tengitud dsl vectar medis I

I. - Ropreoducids ds Batuchelatitonay .
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Longitud del vecteor medio T.

1.~ Roproduztde do Batschaletuiostd.

3.2.2.b. Intenrvalo de confianza gara k.

El intervalo de confianza para k tambien es calculadgo
en forma numérica y su resultada se presenta en forma de un
mapa de graficas. La Fig. C y la Fig. D proporcionana laos
limites de confianza Ua‘, kz) tales que: ‘

P(l:‘<k<l:2)=l-—cz
donde (1-a) &s &! cosficiente de confianza.

Es nécesaric, calcular la longitud del vector medio r
de una muestra aleatoria de tamafio n para consultar los
limites del intervalo directamente en la Fig. € ¢ 1a Fig. D
dependiando del coeficiente de confianza que se desee

considerar.
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3. 3. PRUEBAS DE HIPOTESIS,

Al igual gue en estadistica lineal, 1la euperiencia de
distintas investigacianes o el desarrollo de la teortiza del
fenomena de interes dan luzar a conjeturas a hipdtesis. Estas
hipotesis es posible, en algqunos casos, verificar s1 se
cunplen a no. La teorta clasica de Neyman~Fearzon se aplica
igualmente a la hipdatesis circulares, vya que tampien se
consideran gos hipotesis; la hipotesis de interss o aula v la
hipotesis alternativa. Se tienen presentes las dos tipos de
errores que se pueden cometer, el error tipo 1. gque consisie
en rechazar la hipdi=sis nula cuande esta s cierta y el
error tipo 2 que consiste en no rechazar la haipotesis nula
siendo que esta @s falsa.

Se cuenta, al isual gue e@n estadistica lineal, el nivel
de significancia «a que indica la probabilidad de coneter el
arror tipao 1.

Dependiendo del valar « y de la hipdtesis nula e

construye la region critica o de rechazo.

3.3.1. Pruebag de hipoiesis sobre los paréametros o y K.

Es pasible usar los intervalos de confranza para  prabse

hipdtesis respecto al parametro  , por ejempla, S1 e dessa
prrobar 51 el Angulo o difiere significativyamente 4ge uana
direccién fija dada por el 4angulo 2 para realizar la

hipdtesis se determinan los limites de confianza x_ % <., =3
@, cae fusra del intervalo se concluye gque al 4ngulo u
difiere del angulo y ©% decir gue la  prueba fue
significativa, &n casa cantrario se concluye que la prusba no
fue significativa.

Del mismao modo. €1 intervalae de confianza para el
parametro & "tambien puede ser usado para realizar pruebas
de hipotesis. Si por ejemplo, una hipdtesis nula establece

que k » 2 se checa el limite superior de confiamnza de k&,

b6



si &ste limite es menor gue T se rechaza la hipotesis nula;
en caso de ocurrir lo contrario se concluye que no hay
evidencia suficiente para probar que la hipotesis nula es

falsa.

3.3. 2. Bruebas de unitormadan.

En el analisis de datosx direccionales las pruebas  de
hipdtesis mis frecusntenente usadas son las pruebas de
uniformidad, €s decir, aquellas &3 que la hipédtesis nula
establece que la poblacidn s& distribuye unifgrmemsnte
alvededor del circulo unitario.

Se presentan dJdos  pruesbas  de  unifurmnidad: la prueba

Rayleigh y la prueba Hodges—Aine.
3.3.2. La prueba Ravieigh.

Fara aplicar esta prueha es necesario'tener una muestra
aleatoria e‘ N Ez PR ah de datos direccionales. Se
pretende probar si la poblacidn de la cual  fue obtenida 1a
muestra presenta tendencia a seguir una direccidn  preferida
es decir si difiere significativamante de tener una
distribucién uniforme.

Entonces se puede escribir, (cosiderando f1ja o= G )

g b =0

s

H. :t k= O
Se utilira el Lema fundamental de Neyman~-Fegarson para
encontrar la ~sstadistica de prueba con la correspondiente
region de techazo.
Bajo H ~ la fimcidn de verosimilitud es:
L, = 1/¢2m”
Bajo H‘ se niega 2! hecho de gque se tiene una
disteribucidn uniforme y se propone como funciasn alternativa a
la distribucisn von Mises. Entonces la funcion de

verasimiliud sobre (Q es:

&7



L= q2n I (0} " expln kv }

Dande e o= A(E) s £ o=0C7 o+
La regidn critica es X < K

Caon @™

o= ~ P
@ I (k1) Texr(n k r)
Reduc:endo esta expresion
~ n ~
A= (I ) exp( Cnokor )
Se analiza el! compertamiento de éste  cociente
obtener una region de recharo mas sencilla. Se calcula :
e A o= n fn 1 k)~ (n K AWK

Se deriva con respecto a b

dien ) 1200 . .
——— = af{ =~ LAk - A

dk 1 ¢k

-

Usando el hecho de que I (k) = Ii(ki
d(in A) ~
———— = A L)

dk

Entonces dln X)

dk:
ya se mentionoe en la seccion 3.2.1 ATCK)Y =2 O,

para

es negative dado que k 2 © y come

Ast que, s2 puege afirmar que ) e8s  una funcidn

decreciente de Kk , mientras que A‘'(k) es uwna funcidn

mondtona creciente de r v la region critica Lo K
reduce a ? > K.

Donde r o= la long:tud del vector ascedic calculado
base ala muestra, Los valores de K se pueoen consultar
la Tabla Z.

Fara n gqrande se usa el estadistico de prueba Sn;z
tiene wuna distripucidén Ji-cuadrada con tres grados

libertad,

1]

se



Intuitivamente esta prueba esti basada en 1la longitud
del vector medio r, basandase en el hecho de que las
muestras provenientes de poblaciones cuya distribucien es

uniforme presentan valores de r cercanos & Cero.
3.3.2. b. Frupba Hodges-Ajne.

Se tiane umad  guestra aleatoria de observaciones

direccionales 8‘ N 82 veenmy sn y se desea probar si la
pablacidn de la cual proviene tiene una distribucion
uniforme.

fara aplicarr esta  prueba se gratican las n
observationes de la muestra alrededor del circulo unitario.
Se dibuja uno de los diametros del circulo, al cual se la
liama ( . El diametra ¢ divide al circulo en dos arcos
iguales: entonces se rota este dismetro hasta tener el minimo
de observaciones en uno de los dos arcos del circule. Se

denota por »n al numero minimo de observaciones.

1

Fig.

Si el valor de n »s mvyw nequals con F2CR2CNS Gl HURETO

total de aobservaciones, entonces se dice que la  ouestra
presenta una direccién preferida sobre las demas.
Sea el una gbeervacion de la mue2stra. - se realiza 1la
trans formagion,
*

g = & (mod M Q
v ¢

£ Zn Y I ® 1.200e0an

. *
Se define 8" I 0= 1,2y00a,0 cama los
v

*
correspandientes valores ordenadas de 9. . .
i
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definido

de la siguienta2 manera,

1 si =] = para alquna j
[§¥} 3
z = -
v 1 51 a = a- 1 para alguna j
(1 )

Obteniendo entonces el vector 2Z = (z1 12, ,...,zn) con
ayuda del cual es posible saber cuales observaciones caen  en
cada arco, dependiendo de s1 se trata de un L o un —1i.

Rotando el didmetro ¢ se producen Zn valoree de 2. Eg
posible obtener los distintos valores del vector 2 producidos

con cada rotacidn si1 se aplica el operador

[ Y4

2n veces.

tZ2) = (= PR 4 -z
I Y N
Sea X , r = 1,0,...,2n el nunera de  veces que
3
sparecid el numero -t dentro del vector 2 al aplicar por
r—ésima vez el operador F(Z), entonces
= i K ¥ PR @ = = -
n min “\ Ky Zn) v n n
Kr cumple las siguwientes propiedades:
K. =¥ o+ z
et v T
K:. = - Iin-L . 1= 1,204
Si se calcula 5 == + Z + ... + z
v 1 2 t
K = = (n -~ 8§
1 1
Kl.‘ = 1= 1,2,...,n~1
K
n+t
Luego envonces la siguiente
manara:
1 1 1
"= Zn - mar {- ;Sn +  mas SL B ;S - min '§
o%ign " ofin N
Que

Pln 2

1, -

£y = 2

tiene la siguiente funcién de distribucien®

r

(n - 2t) Z Vi, ~k)

k=0

De acuerds a Mardia1pT2y
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donde
n

ViE T = [ t~kfn ~ zn]

N n
con 4 < =< 3 ) r = b/(n - 2t
Fara t < 2 s@ tiens que (a ~ 2ty > g y ¢ < 1.
51 este s ®l caso la {funcivn de distribucién de 75 se
s
reducs a.
P(n:t>=z"‘“(n-2t)[’t’] s te?

ta hipdtesis de uniformidad e rechaza para  valores

pequefics de 1 . Se puede escribir la regién de rechazo € como

T o= { 8l nsm, }
dande el valor de p,  se puede consultar en {a Tabla 3.

3.3.2.c. Pruasba Hodges-Ajng para datos aqrupados.

£n el caso de datos agrupados se pueden considecar las
frecuencias camo si estuvieran concentradas en  los  puntos
meding de tada intervalo. 8i N(B) es el numerc total de
frecuencias en el arco (&,n+8) se tiene que

N = min N(8)
oL8szn

3i ce tienen intervalos de clase de igual longitud

con frecuencia fL (i = 1,2,..,r) dondo § = 4

i+r L

entonces si se calcula

ﬁ’= f\ﬁ P M SR
(=X 8
se timne que 7 = @min (K ) Yy A+ A = n
3 H itk
¥
Se define B = maxn ’R - A , ¢ entonces,
. ] j+k
i

.- D@ acuerdo a2 Mardiaupv2r
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- B =max |A& - (a - A = max {n - 26 4, 28 - n}
i ) J i 3 J

Coma n = min A Yy (n = 7)) = max h] entonces es
i

3 1

posible reescribir B de la manera siguiente:

B = max {n ~ 2¢a-n)y 2(h—p) — n} = man {—n + 2mn - Zn}
entonces
B=n- 2n

El valor de B es importante debido a que forma parte de
la estadistica de prusba en el caso de datos agrupados, dada
par: n = B/V;

Bajo la hipStaesis de uniioewidad B praobablemente  tomara
un valor pequefio en cuyo casao la regién de rechazo es

g=4{2|nzn, ¢}
Solo se cuenta con dos valores de p Las  cuales  fueron

calculdos por David y Newsll (1963).

Para @ = Q.05 n, = 2.53
o = 0.61 n, = 3.09

3.3.3. Pruebas de hondad de ajuste.

f.os modelos tedricos desarrollados para describir a  las
poblaciones direccianales se intenta gque sean la mas simple
posible, mientras que los fendmenos aleatorios que se
estudian son en general muy complelos debido a la gran
variedad dé factores que influyen en su acurrencia. Al
ajustar un modelo a una muestra nNo se pusde esperar  que la
distribucion tesrica cpincida exactamente caon la "verdadera"
distribucidsn del fendmeno; sin  enbargo debe ajustarse una
funciodn que en general, no contradiga €l comportamiento de la
distribucién presentada por la muestra.

En esta seccion se analizan algunas pruebas de bondad de
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ajuste empleadas en el andlisis de datos direccionales.
3.3.3.a. Frueba Ji-cuadrada.

Esta prueba se aplica en estadistica lineal y se ha
aplicado al an4lisis de datos direccionales con iguales
resultados.

Dada una muestra aleator:a de ohservaciones
direccionales 61 y 8: yeenmy c’?n se desea probar si la
distribucién de la muestra pusde ser descrita por  una
distribucion teorica dada.

Fara esle proposito se agrupan los datos en intervalos o
grupos no necesarlamente de igual longitud, con la dnica
restriccidén de conservar f’ 2 4 . daonde 6‘* es la

trecuencia del intervala 1.

La hipdtesis nula y la alternativa son @

H, : La distribucion poblacional! coincide con 1a
dictribucion tedrica propuesta.

H1 + La distribucion poblacional na coincide con la

distribucidn tedrica propuesta.

lLa estadistica de prueba es la misma que se utiliza en

estadistica lineal:

3
T = Z(f.l-eL)z/ e,

dande
Ie @s el numero de grupos
¥ es la frecuencia de 13 muestra en el intervalo i
s la frecuencia esperada dentro de el intervalo i
{la cual se calcula en base 'a la distribucisn

teorica dada).

La distribucidn de T es Ji-cuadrada con (k-1) grados de
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libertad. Si algun parimetro de la distribucien dehe ser
estimado se resta un grado de libertad a la distribucién, al
igual que ocurre en estadistica lineal.

La regidn critica es :

{ L -t
g:Lng, x?l:-t) }}

Valores de la distribucién Ji-cuadrada se dan en la
Tabla 4.

Esta prueba también puede ser usada para probar
uniformidsu; si se considera que la distribucidén de 1la

muestra es uniforme.
3.3.3.b, Prusba ge kuiper.

Esta prueba fué concebada por Kolmogoraw ¥ es
frecuentemente usada en estadistica lineal. Kuiper en 1960
adaptsd la prueba a 1as condiciones especiales de las
distribuciones circulares.

Al igual que en estadistica lineal se define a la
funcion de distribucion empirica :

S (@ =:: & = & 5 @ s RO

[ Cieg)r

con =] =0 y =] = 2
[{+3] {n+13

funcidn de  dJdisiribucion empivrica

]
5N
n
-
2]

.05 pesul tado
en la linea son  lgualmente validos para la funcién de

distribucion empirica circular.

Las hipdstesis nula y alternativa son :

H : F(8) = F (&) vaE. H‘: Feg) = F‘(S)'
Fara una funcién de distribucién F (&) dada.

Al igual gue on el caso lineal se definen los valores D:

y- D por:
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+ = -

D, = sup {S (&) -F_ (& }
=]

D = SéL;P { F i) - sn(a) t

+ -
Tanto D como D dependen de la direccion cero que

n n
se escoja. Kuiper en 1960 definid, en base a @stas una nueva

estadistica de grueba:
+ -
[V +
n Dh Dn
1a cttal es independiente de la direccién cerc que se escoja.

Mardia en 1972 considera una representacién alternativa

de Vn , 8n la cual se tiene que
+ i
D = max Sup = - F_{8)
n o<i<n 6<9 <@ n
ti (R3]
+ i :
D = max - - int F (e
n osign { " 9 .50 <o
[2%) (Legy

i

+
entonces D
n

L}
o
A3
P
e
3
ey
31
)
<
-
(S

donde U =0 N U = F ) = 1,2, 00040

° v 33
Con un razonamiento igual es posible obtener D~
n

- (i=1)
Dn = max u - mi;-—
ofiln

De esta forma se tiene que =

Vo= max - v +  mhx u - otEsie
o<iZn t 0Lign N

Kuiper en 1963 calculda la funcidén de distribucidn de la
si1guiente estadistica de prueba
_ sl2 _ &2 + -
T —‘n Vn =n [ D + D ]

[ n
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Obteniendo la siguiente distribucién asintética:

@ w0 zz
o i_m z.2_ az_ z 2.2 ] —2m7; -t
F’r‘[T £ z ]— 1 _Z [4m 7 l]+[34¥n]§:m [-'hn ¥ ._;]e + O(n)
m=4 m=1

con ayuda de la cual calculd los valores criticos K{a) que se
utilizan en 1a regién de rechazo
e={e ]T‘)K(a)}

los valores de Ko} se pueden consultar en la Tabla 5.

Finalmente, la prueba de Kuiper al igual que la prueba
Ji-cuadrada puede scer usada para prabar uni formidad
considerando

F (&) = 1/2n

Las pruebas presentadas en esta seccien son las  mas
comunmente usadas en el analisis de datos direccionales, sin
embargo se han desarrollado diversas pruebas estadisticas
Para probar tondad de ajuste ¢ simplemente uniformidad; cada
una tle las cuales ofrece, va sea, mavor rapidez, facilidad de
aplicacion ¢ mayo~ precisicon. Siendo el objetivo del presente
trabajo dar -una visién general del analisis de datos
direccionales solo se han  incluida algunas de las  mis

importantes.



CAPITULC 4
EJEMPLO

4.1.1ntroduccicen.

En este capttulo se presentan un estudio en el dque se
aplica la metodologia presentada en los tres primeros
capitulos. Como se menciona en la seccién 1.2.1. del
capitulo 1, el an&lisics de datos direccionales puede sar
aplicado cuando se analizan fensmenos gque se desarrollan al
transcurrir el tiempo v que presentan una cierta
periodicidad conocida. Este e el caso del ectudio que se

praesenta a continudacién.

4.2. dnalisis de la precigitacion pluvial.

El estudic gque sSe presenta a continuacidn es un
analisls del comportamiento de la prec:ipitacion pluvial a
través del affo. Este se realiza en base a madiciones e€n
ml.de la precipitacisan pluvial a través de los dias de 44
afios, de 1931 a 1974. Ectas mediciones se encueantran
concentradas =n grupos de 3 dias formando un total de 73
grupos por aflo.En ef caso de afius bisieztcz o) vltimn gruso
es de zeis dias.’

El objetivo de aste estudio es explicar el
somportamiento del fenomeno aleatorio con ayuda del analisis
de datos direccionales. Para tat efecto se considera cada

wl. comc una acurrencia del fencmeno.

1.~ Do Szta forma  xe orcusntran  2rgzniades les dates

en lz tesis Jdo PFerozuot® ds la zual fusron tomades.
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4.2.1. Planteamientn estadistica.

La precipitacién pluvial es considerada un fencmeno
aleatorio que se desarrolla en 21 tiempo cuya periodicidad
es anual

Con el propéosito de estudiar este  fendmeno con  ayuda
del anilisis de datos direccionales se ha asociado el
periodo, de un afio, a una vuelta completa del circulo. Dado
que s tienen divididos los datos de cada afio en 73 grupos
{cada uno de los cuales representan las observaciones de 5
dias) entonces se ha dividido el circulo en 73 arcos, a cada
uno de los cuales seg asocia la informacién de los 73 grupos

de un afio.

.
-

32r. Jr-
L. Arigo

. ITURS
ier. “gripe
Fig. 73aveo. grupo
72avo. grups
.
De esta +forma se cuenta con una muastra  de 73
observaciones 6‘ , 82 4=y a*a determinada por los

angulos medios de cada arco.

La frecuencia asociada a cada arco o intervalo de clase
se calcula de la siguiente manera: Dado que se cuenta con
las mediciones de 44 afios, se procede a envolver las

mediciones de cada aRo en el circula.

—e

Fig.

El proceso de envoltura se elabora de forma tal que la
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éS?' m‘f-‘ M DEgE
W R minyey
frecuencia del primer arco corresponde a la suma de Tas
frecuencias observadas en los primeros cinco dias de  cada
une de los 44 afios. El segundo arco tiene asocilado  como
frecuencia a la suma de las frecuencias observadas en  los
siguientes cinco dias de cada uno de los 44 afios. Y de igual
forma se obtiene la frecuencia de cada wuno de los  arcos
restantes. Cada ml. medido de precipitacion pluvial se
considera una ocurrencia por esta razén se puede  llegar a
tener en algun grupo una frecuencia por ejamplo de 0.8 mi. ,
es decir, no necesariamente se trata de un numerc entera.
{La tabla 4.1.a. presenta el Angulo media de los 73
intervalos con la correspondiente frecuencia asociada a cada
intervalo, una ver que S& ha realizado el proceso  de

envoltura. TABLA 4.1, a.
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4,13, Analis1s estadisiico de los datos.

Una ver que se cuenta con una muestra de datos
direccionales se puede comenzar €] analisis estadistico
graficando las observaciones. La gratica 1 presenta el

Histograma Circular le los datos.

\

_ n

Este se gratic: considerando 21 angulo - como el punto
donde e! afifo empieza . se avania en sentido contrario de las
maneci1llas del rero) hasta lilegar al punto determinado por

el anqulo leve, en 2l cuwal se considera que el afio termina.
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La gratica 2 presegnta el Hi1stogarama Lineal

carrespundiente al anterior Histograma olrcular.

(2 PO 180 °* 270 -

Bl punto de ~or te del Histograma circular se eligen  en

gl sangule Ti%'le el cua}l corresponde al limite aneer 1o den

interr,aln Je . tasze No.6S, la frecuencia de clase de este

intervalo ze repite al final del Histograma Lineal.

En  ambas Qraticas es posible apreaeciar que las

observaciones eresentan una distribucion unimodgal  apre ima-
damente simetrica. La clase modal es la corraspondiente al

intercain de clase o, 24 guves itmites son

113225 3o , 11871718
que en término de dias se trata del periodo entre el dia 115
del afio v el d1a Mo. 120 gel afio festaos correspongen 3 Los

i La trecea2nals ae .

dltimoz cinco dias de! nes de abea
intervalo es de 104150 ml.

Fara encontrar la mediana direccional de los  gatoe ELS
2labore fa tabla 4.1.b. .En la primera Zolumna se anuestra 21

12 sequnia  colamns

limite supecrior de! intervaleo de :las

nuestra la trecuencia observada 2r el intervalol 1a fterce- a
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columna se muestran las frecuencias acumuladas. La primera
mitad de é¢sta columna se repite en la columna i.  Fara
obtener la columna S, se restan las entradas de la columna 4

. Asf la columna S muestra la

de las de la columna
frecuencia de los intervalos (8 -180: , 2) cuyos 1imites
. i

se muestran en la columna 6.
TABLA 4.1.b

LEECURISTA  FEELUCHS Im  §ECEUERC Tm  FELCLENCIn  PHTERWALO
BCORUHER . f1 B VIBORTL, 11 BT T Ay
7.2a
R
i
37
37
3
i
“

Uittt e b

i
i

& e
EERAENZOD 0 UEGEG

CEe L buitummiting




TABLA 4.1.b. (continuatidn)

e FRRTUEITIE  rmrpusera wme
QPG Pt

e ps enecenn
A:?, 109ET

T
C 2 aaliTaiedr
¢ raleo el
C RN ETdy.d

v
LAty

ginriiat

3
sy
s3arlag
rowalled

s

La mitad totsl de frecuencias ohservadas es E = 123462.%
buscando on la columna 5, este valaor se sitoa entre las
frecuencias correspondientes a los intervalos siguientes:

. (149,83 , Z20.85) vy IT. (i43.01¢

5

» 323.014)

Fig.
X .
Coma las frecuencias son mayores en of  intaervalo
{140,595 4 143.91) 85 en &ste en =21 que =e situa la amediana

direccional, que de acuerdo a la seccion 1.4.2.a del
capi tulo 1.



I62.72 — 1268%.95
M =140.55 + ““-—*;72755*‘—~—~— (143,01 - 149.55) = 141.97

fAsi la mediana direccional es 1(41°57'38°°, en termino
de dias se ¢rata del dia HNo. 144 del afio (el cual
corresponde al 24 de mayor.

Las coordenadas del vector medi1o son:

( —0.S04L , B3.4014 )

Fig.

/

De acuerds a log resultados de la seecisn 1.4.1. =l
valor del ianguleo medic es ;)= 14128711 que en termino de

dias se trata del <dita Mo, 1472 del afio tel dia

carrespondiente es 21 d& mayo? .

La lonqitud del vector medio €s 1T = 0.6444 , & < ¢ = 1
la cual es utilizada para caleuwlar la wvarianza presentada
en la seccién 1.5.2. s° = J0e44°SE .de acuerdo con la
varianza propuesta por Batschelet(l?79); en término de dias
e2s de 41.31 dias.

se calcula la varianza propuesta por

ARtan1sndose sf = 5724251 ' que en termino
de dizs es de S4.5 dias.

Dado que los datos preszentan una distribucion  unimodal
Y aproximadamente simetrica se ajusted la distribucien von

Mises, presentada en el capitulo 2.

Pe acuerds al eapitulo I los estimadores masiima

verosimiles de p y i1 son:



; =x, = Z.469 {en radianes)
k= At = At 0.6844) = 1,69
El valor de k se obtiene con ayuda de la tabla No.l .
Asi tenemos
FUO) =(2n1, (1.49)) gt OO 080 - 2400
De acuerdo a la seccien 3.2.3.a es posxﬁle'caléular las
intervalos de confianza de los parametros k y g de ‘una
distribucion von Mises. Utilizando la Fig. A de la- seccion

3.2.2.a. para cbtener el intervalo de confianza de » con  un

coeficiente de confianza del 95%% . Para r = .64 vy
n = 24726 se tiene que & = 9,
asi p & (¥ -0 , % *6) = (132.446°,130,446°).

Considerando que 21 maximo valor de n proporcxnnadb por
la tabla es de 200, en base a &ste se ha calculado el
intervalea de confianza; para un n  mayar el intervalo de
confianza se reduce, por lo que se puede assgurar  que el
intervalo gncontirade incluye al intervalo de confianca: del
957 de confianza. B s

Fara el cilcule del intervalo de confianza del FO%L para
el parametro k se utiliza la Fig.C de la seccien 3.2.2.b.
de nuevo r = 9.6444 ; dado que el miaiimo n tabulado es 209
Rs el que se considera.

fAst ko3 (1.4, 1.9} | nuevamanta se puede assgurar gua
¢ste intervalo incluve al intervalo de confianza dal FoX
para 1 parametro k.

4.1. 4. Fruepas de hipotesis.

Frueba 1 :

Re acuerdo al capitulw 3 o5 posible aplican  la Rrueba

de hipotesis Rayleigh para deterainar si la distribucion ge

las observaciones en el clrculo, es uniforme o no.
Una forma alternativa de esgcribir las hinéteg;s H o« H‘
a la presentada en la seccion 3.3.1.a @as: |

L]
H_ : La ditribucidn de las observaciones en el circulco

°

o
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es uniforme.

Hl: No H .

La estadistica de pruesba, dado gue n es grande, es:
Inr® = TUD4726) (0. 6344)7 = 08025

La regién de rechazo es:

P ~
z {9 | 3nr” o +
Entonces 2= {9 | TeBe2.E » 7.81i5} por le tanto
la estadistica de prueba cae &n la regidn de rechazo, es

decir que hay evidencia suficiente para asegurar que la
distribucién de las observaciones en el circulo no es

uniforme.

Pruasba 2 :
Una vez rechazada la hipotecis de uniformidad se aplica
la prueba Ji-cuadrada pressntada en la seccidn 3.3.2.a del

capi tuto 3.
La hipotesis nula a propar es :

H : @& ™~ von Mises con pardmetros k=l.&. = 1312747

La hipstesis alternativa es

H; : La variable aleatoria 9 no se distribuye ven Mises
con parametros k=l,4, u= 14127477

Para aplicar esta prusba se formaron 72 clases, debido a
que s& cuenta con unrna tabla que proparciona las
funcisn de distribucidn von Mises calculada en los  puntos
as=5n , n=L,2,..,72.

Dado gque los datos originales se encuentran agrupados en

grupos e calcularon las frecuencias correspondientes  a

los nuevos intervalos, suponiendo que los datos sa

distribuyen uniformemente dentro de cada uno de las 72



grupos.
La tabla 4.1.d. proporciona el limte superior de los
72 intervalos y las correspondientes frecuencias observadas,
la columna 3 muestra las frecuencias esperadas en  cada
intervalo s@poniendo una distribucién von Mises con b = 1.6,
H o= 181-27°47° ", .
TABLA 4. 1.d.
r}i;.n EBZH(!?L‘E:‘." TR

he 1=

ua
>

La estadistica de prusba que se obtiesne es : T=160B.57
La region critica est
Sz, =0t
8 = a 3 X
= ( ( T 1¥-1~01 )

Sustiruvendo los correspondientes valores ce obriene:
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€= {5 | 1608.57 > 0.5 } a o= W05
For lo tanto se rechaza H_ es decir, la distribucion
difiere de una distribucién von Mises con parametros k = 1.6
Yy #& = 141027°47° .
Analizando la tabla 4.1.d sa& bha marcado una Sa.
columna con ‘- los renglones en  que los valaores de 1la

cuarta columna son mayorss de 40 v en una 4a. columna se han

marcado los renglones en que las  valores de l!la cuarta
columna son mayores de k. QObservando estazs  dos  nuevas
columnas se observa que se forman dos grupns, esto  podria
indicar un defasamiento entre la distribuci®n tesrica y  la

distribucisn muestral.

)

Distr tbu\:l.On
muest ral

Para llevar a cabo una comparacison grafica entre la
distribucion tesrica propuesta y la distribucien muestral se
podria utilizar el poligonoc de frecuencias del histograma

lineal.

Y
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Pero es mejor s1 . se cuenta con una grafica mas suave

z1=)



de las misma distribucicn muestral. Fara abtenerla  se
utiliza una tecnica de estimacion de densidades por sedio de
distribuciones kerngl™,

fara lo cual se busca una funcion kernel o nutleo que
permita describir a la distribucidsn muestral en una forma
mas suave.

En este pstudio se utilize el siguiente nucleo de una

digtribucisn Neormal. k£
Fle) = Z ¢ ehue)
Ty '
Donde 9‘ es el punto medio del intervalo i-ésima y £

es la frecusncia observada en el i-ésimo intervalo.

Comp se puede notar este nuclecs esta formadoe por la
suma de 72 nucleos de distribucisnes Narmales, cada uno de
los cuales representa la informacién contenida en las 72
intarvalos en que esti dividida la informacidén de la
muestra. Graficando el valor de F(t) para 50 distintos puntos

del intervalo (0,2n) se obtiene la siguiente grafica

BT VAt ee s

e,

g

XTI 0 STIN e S TouR 1 )

R R T R A A R N R Y
PIC ENE FEB MAR ADR MAY JUN JUL AUGS SEP QCT NOV

ta tual, como se pusde apregciar es  una  representacion
mas suave, fue la que preporciona 21 paligono de frecuencia.

1. ~ Qood y daskins troBOR,
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Comparando

distribucion tedric

esta

grafica con la grazfica de la

a propuesta, von Mises,

{#

o

Thiorlitii
DIC ENE FED

T TR T O T e T I Tt v ht
MAIl ABR MAY JUN JUL AGS STIPF OoCT NOV

Es posible detectar 3 principales regiones que. producen
q

las diferencias mas
4.1.d.

grandes en la cuarta columna de la tabla

Estas tres regiones se marcan en esta grafica y

tabla 4.1.d como I,

debido a que el valor de la densidad muestral as

el de la distribuciéon tedrica,

DNV EE!
pIC ENE FER M

N A
AR ABR MAY JUN JUL AQS SEP OCT NOV

v

eyt F¥:Y

11 y 1I1I. Donde la regidn Il se produce
menor gque

y las regiones 1 y 111 se
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producen debido a gque el valor de la densidad wmuestral es
mayor al de la distribucidn tedrica.

Aun cuando se tiene una distribucidn unimodal, ya se ha
camprabado que la distribucien de 1a  amuestra difiere
significativamente de una distribucien von Mises, tambien se
han localizado las regiones en  las que difieren  ambas
distribuciones; ahora cabria preguntarse si es posible
ajustar alguma atra distribucidén teorica, y ia respuesta =25
S5i. Quiza padria ajustarsoe una conbinacién de
distribuciones, pera dado que se tiegne un nasero de
ahservaciones tan grande a = 24726 dividido en 72
grupes, mualquier prueba de bondad de ajuste se  torna ouy
sensible y ante la aas menima diferencia entre la
distribucidn  teosrica que se proponga y la  distribucisen
mugstral, se rechazarvs el ajuste. Por esta vrazén la onica
distribucidn que padri ser aceptada ss  la distribucidn  que
describa fielmente a la distribucién muestral, o en otras
palabras, la unica posible distribucién que describirid el
camportasiants de la distribucidn poblacional del fendmanc
observado &8 la distribucion muestral misma. Lo cual es
aceptable, ya gque el tamafio de la muestra es tan grande, se
puede considerar que la distribucion de la ausstra es  una
buena apraximacisn de la distribueidn poblacional.

Nétese que todns los valores estadisticos calculados en
el presente capltulo tales como moda, media, varianza, etc.
continuan  proporcionands  upa dosecripeoidn adecuada de la
distribucion, debido a que sge tiens una Jdizteribucisn
ynaimodal. adn cuando 4sta no haya sido von Mises.

Finalmente, e¢ importante hacer nptar que =] ha
conglderado cada ml. medide de precipitacién pluvial comd una
oocurrencia del fendmeno, =1 en  fugar de wl. se hubieran
considerado litros algunos resultados campiartan, en especial
los de lag pruehas de hipdtesiz empleadas. £st0 no es  un
prablema que resuelva el analisis de datos direccionales y se
presenta de igual forma en Estadistica lineal.

1



CONCLUSTONES

La estaatstica linzal, covo estudio y aplicacicn es muy

coman en 1 analisa de farananos aleatorios, presenita

"

limitantes al tratar con fencmenos aleatorios direccionaties.

Los fenemenns aleatorios direccionales poseean
caracteristicas que las definen y leos diterencian de los
fentmenos comunmente estudiados por la estadistica lineal.

El analisis de datocs dgireccionales proporciona wuna
teorfa estadistica y un conjunto de tecnicas  para  aralizar
¢stos fentmenos aleatorios, canservanda y considerando las
caracteristicas especiales gque los definen.

Su aplicacién gs 1mportante princapalmente en Biologia,
Metesrologia, Astronomia y 4Areas 1nteresadas en estudios
sobere la Tierra y el cosmos que 1s rodea, en las cuales es
posible encontran anilisis de fendnenos aue involucran
direcciones, cuyo ectudio desde un punto de vasta de la
estadistica lineal resultaria 91ficil. debido principalmente

a las diferencias existentss 2 las carscteristicas de los

entra
datps que pugden ser refprezantados en ol eje real; los cuales

son  los wusuales de extadistica lineal, 4 los datos
direccionales, cuya representacisn en general requiers al
menos de dos dimensiones.

La aplicacion da 4stas tecnicas en =21 estudic de
fencmenos que se desarrallan en el tiempo y que presentan una
periodicidad conocida 2= de utilidad para pader estudiar  su
compottamiento dentro del perioago conocido, pudiendo ’ asi
conocer  las momentos mas  importantes de  dicho  periodo,
teniendo el problema de no contar con pruebas de bondad de
ajuste aplicables a distribuciones cuyas frecusncias no  sean
conteas, comp fue el case del problema analizado en el
Copliula 4., siendo este un proolema que no es exclusivo del
snalisis de datos direccionales sino incluzo e ia

estadistica lineal.
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