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INTRODUCC! ON 

El flt'esente t:raUaJO es una n.?v1s1ón tlltJl1ogr~f1ca de la 

metadalogi a desarrollada para anal i 2ar estadi st:lC<'lmr.m'l:e aatos 

d1recc1on""les. 

E.n las cursas ae estadistica materrr.::.t1ca, gener-a.!mente se 

a.nal12an datas ctu:e por ser nunlér1cos, pueden ~er gra-f1c:adas a 

lo larga del eje real; ejcmp!os ae tples datos son los 

provenientes de: poblacx.ones cuya ó1str1ouc16n es B1nam1al, 

Po1sson 6 Normal . En el fH''"asente trilb.tija, :.;e nace referencia 

a1 a.ná.lisi5 e:stad1 st1cc ae dichas; d¿¡tos, cama: E.scaai.st1ca 

l 1nea! .. 

Se le da t:al nomor~ dCWH1C .:.. 41...1e las dat:os pueoen ser 

qraf.ic:'"·uJos; en una 11 nea, el 1'!.je real rP.. 

-· -2 _, 

sin emoarga, fen-~menas cuya pr1nc.t.pal 

man1f-estac1ón es un conjunta dH dir-ecc1ones, esta es, un 

ccnjunta de 11 nen5 o sec:'t1das~ sonre tus cuales se. encamine- o 

dirige el aajet:a de estuo1a .. 

Aho,·a~ si se lnteota gra-ficar un conjunto <:le airecc1ones 

en el ej~ real, salo se puede nacer en oos d1recc1anes ó 

sent1oos, ei pos1t1vo y el negativa, a o~~t!~ úcl cero. 

Q 

Pero ya no impor·t:.an !OS n1..1meras que est:i.n representaoos 

en la linea, sino sola la ai,.-ecc16n. t=:ste es un caso muy· 

espec:i fica y se puede dcCif- que el mas tr·1vlaJ.. Uada que, por 

ejemplo~ an un plano a pd;rt:1r del punca (o,1J) pacemos 

encontrar un conjunto mas ampl 1a de pasttJ!es d1rec:c1anes y 

aun más en [R
9 

• 
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Fig. Fig. 

Esta puede da.1- una pr1me1·a idea oe que, al tener un 

conjunta oe dJ.rec:c1ane~, na se tiene un conjunto de datas 

usuaies de e5taci st ica i.1neal. t.s por esca que, se net 

oesarrollado una metooalagia especial para analizarlas 

estaú1.st1c.:.rr.cnts. Estn RS~ d~da un conjunta ae dirEcc1anes, 

dete.rrn1nar cual es la cllrr:cción p1·ef-er1da, cLñnta se alejan ó 

Llesvi an c:ie ésta las d1n:?cc1ones oaservaaas, etc. <d1enda el 

prop6s1to p1·1nc1pal ae este t1·ao .. 1ja el 

metooolag1 a. 

mostrar dicha 

Con este t1n~ ia tesis se div1ce en cuatr·o capitu1as: 

El primer capitula se dedica a las 

estactl st1ca descr1pt1va. 

técnicas ae 

En el segunda capitula se hace una revisión de las 

+unciones de distribuc16n de poo1ac1anes d1recc1ona1es. 

El tercer· c:api tL1lo se aestina a las técnicas de 

ln.ferenc1a estadi st ica. 

Finalmente, el capítulo CL1a.rto muestra una apl icac ion de 

la metado!ogi a mas"'.:raaa •'!n 1as pr·1meras tres caui. Lu.i.u::.. 



CAPITULO 1 

ESTADISTICA DESCRIPTIVA 

l ~ 1. lntroaucc tóD ~ 

A manera de mut1vac1CJn en el presente cap1 tL1.1.a se oe+1ne 

a ias catas d1recc1onales. 

Se da una c:las1+ic~c1ón de tres aíst1ntos tipos de datas 

d1reccíonales y se mencionan algunas de la~ áre~s c1ent1f1cas 

que los es~ud1an. 

Siena o éste el capitulo que se oed ica u la: estaa!. st ica 

descr1pt1va, se e>:am1nan los l'Tl'-.:?-tooos emplettdos para ilustTat" 

grá+icamente las otJserv3c1ones. 

Se in~nciona,, las aisti.ntas medidas de untoades angulares 

y sus relac1ones-

t:on el praposita de descrtbirlos numet-l.Cúrn~mt:c, se 

analizan las medidas de tendt!ncia cent:ral, ~Sl cama ias 

medidas de dispersión rro..~ import:anr..es. 

Para ~1nali~ar, se presen~a una oreve secci6n dedicada 

al analis1s descrqn:ivo de muestras mult1moaales. 

Se de-Fine a los datos direccionales cama Llrt canJunto de 

direcciones, lineas a sentidas que tema a sigue un cierto 

CThjeto de estudio. 

Las d1r-ecc1011'2.;:; ~'9 oueoen cons1oerat· en e:.L eje 1·eal, a 

partir del cer-a, como dirección cos1-ci.vQ S' se considera el 

sentido hacia las números posu:1vas, negativa s1 se cons10~·-~ 

el sen~1aa nac1a los números negativos. Entan~es, en e1 ej~ 

real, sola se tienen das 01st1ntas diYec.c:1onE?s, una nacii.\ 

>adelante~ y o~ra nac1A ~aeras~. 



Cn el plana, se Llene una gama 11\..1-S de 

d1recc1ones; nac1a 'adelante·, hacia 'atras', nac1a ~~rr·1ba', 

F1g 

Y se tienan aun mas en [R
3 . De hecha podemos e=-:cantrar 

d1rec:c1cmes en CL1a1qu1e1· dlllh--:!n~1on nera 1a9 ao11cacianes 

El material ae la pr·esente tesis 1Jn1camence presen~a el 

aná.l1s1s para ca.tos en aas 01mens1anes. 

Un sala cate direcc:1anal, es una aaservac1on de 44~ 

d1recc1·~n que s1gu11~ el abjet:a estud1aaa. 

En !F:2 
se pLleden en·:ontrar- tres grL1pas distint:as •Je ddtas 

direccionales: 

El primer gr·u¡:ia es aquel qL1e incluye a fenomemas que oe 

manerA natural presentan atiservac:1anes ctP 11,_r~i::~::.cr;:t:~; i.ii1 

CJE!mp10 elata oe t'°'le!i fcn:_imenas, se presenta en meteoralagt a 

al absar-vd1· ~as direcciones ae1 viento. 

f:.l segLmda grt.1pa esw t-or·mc100 par las aoservac1ones, 

llttmadas "observaciarit!s can E!Je,, oea1do a que sola se 

rQg1scra el ej~ a J.inea que s1gu10, ~1n cans1aerar et sentioo 

en que le n1.:o. ~·ar· -::!Jemplo s1 sigu1.:l el eJe Nari:e-.:lur·, ::7J10 

imaorta saccr· oue el oajt':!t:O oe est:udia~ s19L110 dicna u nea, 

sin .!.mportar si !o n1::a en d1recc1on del Norte o oeJ. Sur. Un 

eJemola ae tales aoservac1ones se oresen~an en Uea1ag1a, 

cuanao se e·ea1 izan est1...101os de magnetismo remanente, para 



det:er·m1nar las d1st1ntos aQsplaz~'1.m1entos tHH eJt:? >n~gn*ttco Ot! 

la tierra a tr-a~s de 10-;:¡ arios. 

Ei ter·ce1· gr·upo de aatas d1t·a~clon~tes ~on~1aet·a una 

que 

desar·ro1lan en el t1empo. d:tcna5 l·e-nómr.::no!::; Ot".ft'.:.'5entün un ciclo 

o per1ad1c1aau f1Ja canac10~. ~l ejemplo ana11zsda en et 

cap.t tula cuarto, pe1·tcnac:~ a estQ 1...1ltu110 q1~upc.i • 

01versás .:iJe.:;,s cient:i +ica5 ~e irn::E!n-.!sBn eHi el anv.11$lS 

tmoo1·tunt:es 

enct.Jent1~0:n la Bio1ogi a~ li' t:.canano. ~~ l~ F1 s1c:i), lA J.-s1cologJ.. v 

la Me:dic.1na y las ycl. mene: :tonadas G~ologt d v Mf:?tS"twa1og1 ""· 

1.3 • .f_1 ~n~~ 01reec1ona1 

estadifil-~ ~u1pt1vrt. 

En EL!.. ano.lisia OQ datds o.1re?C::C:J.Of1ilLes se ur·cs~ntan 1~5 

mismas nac:estdades ae c:u-q.c."tni;:E11' 1 re~L.1m1~· y mostr.:~r en -forma 

clara la in-For-m¿¡c1on c:on1;f:!n1d.a a-n ur1u mue?st:t·t•; c.s.1, p<::ir.c.'\ 

t.:amanzar se ~nal1zan a.1.~t1nt~s t:oc::nicas C!mp!eadi)5 p<:lt·.::.. 

r-epra-sent:.ar dotas dir·~c:c:tona.le'!S· 

Uc::1c:10 que so10 s~ 0flé.·t~z.:1n .:iose1·vúc1onl.!s d1recc1onat.c:!S 

QLle: ·se enc:uentran en i.>'2 ~$ pas1b le ~Jra-f iC:'1t" t,;:)~ ~M el plana XY 

Por ejemplo, s1 SE! CJt:Jserva J.é:\ dir-acc:1cri No, :!~te, st:? 

pueoa asoc;i~r el. e.Je Y t t.:on el ~J~ Nortt?-S\.w. ·1 e1 ej~ 

rig. 

Entonc:E!s la d11·acc:1on Nare-at:ii :::::~ Pl..t>el:le. repr·esencar por 

J.ét? coordenaaas (1,!) c1 (:.:Z~.2} ·:i \'.;->..,;) ete. yi.) 4uc cua1qu1!?r4')_ 

oe ellas son punt:os oue 1·~;:..1 12.san--cz.in un v~t.:r:cr- c:on la m1smv. 



d1recc1ón Noreste. 

Otra +arma ae 1·ep1·esentar a1cho vector· es ccnstae1·anda 

el ángulo o. que -forma can respecta a alguna d<:~ ltJ.s r.::i.les. t..'.at· 

E!Jemplo, se puede meoir el á.nguio en a<:11nuts, cama la hacen 

los ge:::igrafas, e!:to es, !J;E! mide el .:..ngulo,..., a part:1r ae la 

d1recc1cn Not·ta en el 5ent11.lc1 oe l¿..<::. manecillas del 1·eloj. 

:-;ORES TI: 

1s 
As.i ce. ::::: 45° es la. med1aa en azimuts que determina el 

vector de la dirección Noreste,. 

En el Análisis oe Datos Dit'e:!:CC1ona1es µ¿=n-a gra~u:~t· y 

en general, ~nali=ar 1..1N conjtmto oe oat:os 01t·ec.c1anAies es 

necesar10 selec:c1onar LIOa d1t·ecc1c.n a la cual se ie llama 

direcc:16n cera. La d1rec:c1on ceTo o.ueoe ser- algLma de las 

di1·ecc1ones otlten1oas en la mLtestra a cualquiet· otra. 

i::.st.:. dir~r-c16n es import:ante aett1aa a OLIE:!~ ~ p~rt11· ae 

eila, se le asocia \.In tt.ngL1lc i=4o a c.;;.oa una. de las 

observaciones de la muesti·CA.La dírec:c16n cewo rec ltiC 1::u;;te 

namore oor asociarse el ángulo 8° ;::: fJº a es,;a. 

Para asac1ar un .:i.n9ulo $ 0 a caoa una º" tas 

obselvac1ones en la mues~ra, se m1ae al ángulo 8Q en gradas a 

par·t:1r· de la 01recc1on cero en senc1do contr·ar1a a lds 

manec1ilas det t"eloj. 

Far ejempla s1 '::ie tiene e1 s1gu1ente conjunta oe 

observ.;.::-i.ones d1recc1ona1es: Sut·, Norte, Sur, Este, Oeste 

d1 se desea tomr.r el. C.s"Ce cama d1recc1ón cera, entonces 

los J&.ngu1os e-soc1aoas al con Junta oaser-v.:.c1ones 



d1recc1anales san: 

N LJ1 recc1ón Angulo r3° 

SLlr 270• 

Norte .:,·o .. 

sui· '270" 

E é.st.e •)' 

Oest.c 180" 

s 

51 se oesea tomar el Oeste coma d1recc1on cero se tiene: 

~\t.r 
D1r·ecc1e>n 1~ngulo tf• 

Sur "º' 
Norte 2./0" 

Sur 'ti)" 

Este lbO• 

Oesi:e O• 

Las d1recc1anes observadas siguen siendo las mismas y 

sala depenoe de la dirección cera elegioa el valar dei angulo 

8° que se asocia a cada una de las aaservac1anes. 

1. 3.2. Representac1on g[! d1aoramas .flli 

Para gf"af-1car un conjunta oe oatos 01t·ecc1anales na 

agrupadas 1n1c1a1mente se selecc1ana la d1recc1on cera. ésta 

u1t·ecc1on se asocia al. eJe '· po':21i..1vu. 

r J.g. 

El ana. lis1s ae datas a1recc1anales, sala se int:eresa en 

Las a1recc1anes, sin considerar el ¡:iesa, velac1oad a fuer=a 

j(I 



con que son tom.:\oas. Und simple ooservac ion -.:;e pueac: 

t·epresencar por· un vector· unit:iu-10 y el <1nqulo que nace can 

respect:a a 1a d1r·ecc1on car·a es ei cc1·r·espana1ente 8~ 

asoc1aoa a ta observac1-::-.n 

f'ar·a represent:ar· en fonna r ... ~c1 L Ltn .:.anJunra de: duces 

c11·culo unitaria y por cada 

aoser·vac1C.'n se d1tluja un r·2HJlO ael •.:l r··:u10 un1car·10. 

La ocra ~01·ma alternativa, es represencar cada caca par 

tJri punta ~n l.:i c11"CL1n1c:t·t::n~1d ae1 c1 rcula un1tar10, cuya masa 

asignada es J.a 1n1sma aara caaa atJservac:1on. r.:ues puntos se 

aeterm1nan par· la inte1·secc 11. • ..,n oel vE!ct:ar un1t:ar-10, 

menc:1cnaCJo ant:er1onnent:e~ y ta c1rcun+er~nc1a. 

t=ig. 

1. 3. 3. 

Las oacas ai r-E!cc 1 on.:des :;e pLieaen ¿..grupa1· aoocn:anoo las 

1n1smas praceo1m1encas que en la tl nea real. Cl ranga en e.1. 

ca!:io du·ecc1ona1 de (0° ,::;6(J 0 J se pueae ..-:J1v-1ott· en un numera 

oa.ao oe inr.Grvd.1.as de clase y ia f-recL1enc1a correspand1en"te 

a caca e lase se ;--11eoe cant.;.r- cerno acun·e en el caso 11nei'l; 

t:s Llt:!C ir se escoge un nu111e1·a dado ae e .t. ases y 1 a 1ong1 t:Ud cie 

las a.ntei-valos ae ._1ase se calcul~ cama en J.os aatos 11nea!es 

ll 



seran medidos en d:i.1·ecc1•;..n contra1·1a 

reloJ. 

Se pueden represent?.il' ios .:1ó.ltos en LJn i11::=:togt·~ma análogo 

al usado en ia. Unea: se tomé< un circulo unitaria y 

corres:pond1endo a cada ln ter·,1a 1 04 $e i::ons tt'uye un b loquEJ en 

la c11•cunferenc1a~ cuy~ ~1·ea eea p1•oporc1cnal a la f1·ecuenc1a 

del intervalo correspond1entc v c:u1 ~·· lonq1 't.uJ .:on Ji'. base ::ea 

::.gu:?-1 a lR langihtd del inte1··.,alo de clase. 

Fíq .. 

11nea~ se puede const1·uu· :¿.;_1n:::n·.<-1·1 el ·-:crres:t:1cnd!'Ent<? Pol19ono 

de frecueric!a. al marcc:.r la-s ~_,unto:: •i•S!(llCS de L.~ ~~1·-::a al ta 

tier.r.:!. lo 

~1rcula1· de a:cno ou11g0no. 

Ftg. 



1.3.3.b .. fl hí-;:;t.,.g_q1et111.:t J...!D .. ~J..· 

Otra 11 epn:!sern::ac lón ui:;ua1 e5 n.3c:er un co1·te en la tJelSE! 

del. h1st:ograma ctt·cular teni.ertdCl a% un sagmcnta de .llT..P1ttua 

36ú 0 • El punto de corte se puede selecc1unar como m<JS 

convenga. 81 las elatas cu~nen un<l d1recc1on pret-er1aa es 

decir, una moda dit·ec::c1annJ, es r-ccomend.uble huct?r un cot .. t:e 

t~l que ai eHt~naer {.c?l M15to;:¡r-'°'m¿, ci1·cuic.r, el centra oel 

h1stogram,-:t i.1neai carrespandi.l opr-0::1madamente u esta maaa ... Un 

corte cerca de la 1naoa, puede d.31- una impres1an erronea cJe 

las di\t.cts. 

El htstogr·.).mil 11nertl par«:~, dato~ d1nacc1ana.i.es, sóia so 

puede con~nder<;H· aesOL~s de tmag1nm-10 d1buJado alr·edeoor de 

la circun-ferenc10 de un c.1 r·culo. t::n tal repn?sentac1on el 

f1nal dE! las eje-5 ~:n::tc ~.lo caina una canven1enc:1.~ y para 

en-f,91t1 Zilr e~tc Tacto1- el pt·imer bloaue del con·espanau:mt:e 

n1st:aqrama ¡ ineal se rep1 te aJ. -Fina! ~tl nt!::>t:ogrk•m~ 1 ::.nt:c)l t:?$ 

pre~c1·1dn al ci¡·cular, deb100 a la s1militua que tiene con 

!as histogramas ae e!:.'n:ao1 st:1ca 1.1nea!, nec:ha que -f~c1l11:a st.J 

tntar"pt·etac lOn. 

lOOº 0° 

Lu ultima reoresentacion g1·af1Cét de catos Cltrecc1onaLes. 

agrupados es el diagrama de rasa circular. 

Correspondiendo a caoa intervalo se canstr-uve Lln sector 

en forma oe 1'pay" con centra en el or19en cuya ángu10 sea: 

13 



€J 0
:::::. 360"/k , dende k es el nume1-a de intervalos; ta lcmq1t:ud 

del rao io e~ p1·apat-c 1an""1 -~1 ta. hºF.:!cuenr: l .O. de i:::dü<'• el ase. 

El :trea de cada sect::or en un d1ogr;:¡me1 t1e r·os;:~ var·1 "' de 

acuerda al cuadr-ada de tao;; í·recuenc1"-1s. Sl se desean nacet· 

proporc1onales las ar·E?as a la5 .f·t·ecLmnc1as oaser·v,~a.:;s, es 

n:!camendab1e grar=1car el d1aqramu do: 1·asa en base a la ral ~ 

cuadrada de las f-r·ecuenc1as en iugar de 1as -fn:?cuenc1as 

mismas. a este última diao1·ama se le llama a1agrama ae r·asa 

equ 1-~~ ret1. 

Fig. 

Les n1st.agramas lineales canset·van areas en -Forma 

natural y san compa1·at:1vamen'te s1mp ies de constn11r. El 

diagrama de rosa, el histogr·ama c11·cular· v el pol1gano de 

f-recuenc1a san en ocasiones CJesci-1tos cama diagramas polares 

oe aoan1co. 

1.3.4. Relació.o. ~ aist.J.nt.:is un1cad2s ..Q.g 1TIP-didas 

angulares. 

En la secc10n 1. 34 1 se una 01..Jservac ion 

d1rec::;c1ona1 mechda en graaas se denota oat· t°f". v reori=if:'!iPnt~• 

el angula hec:na por el vec"ta~· con resaecta a .ta d1recc.1on 

cero elegida, ccns1deranoa l.:i d1recc16n contraria a ias 

manecillas del re.Laj. 31n emcargo, para craoos1t:os tWr1cos y 

pract:1cas es necesaria convertir, el angulo 8" en 9r~dos, al 

ángulo $ en raa1anes: Ja cual st! logra Ln:111zanCJa Ja 

s1gu1ente igualdnd: 
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61 el rango de 8° e-5 u ·~ 9° <.. ::..6tJ 0 
, el ranga de 8 sera 

O <. e <. 2n- ~ Est:a es .• s1 un arco da un C1 rculo con r"ildla 

un1tar10 suotiende un ángulo de 19° gradas en el cent1·0 del 

circula, entonces lti longitud de1 urca ser;\ e. 
En algunC!:i c.:i:sos li\5 abserv.Jc1anes oirecc1anales se 

pueden concentrar en el ranga (1J 0 , 180°) o (Uª ,9(Jc) .S1 se 

tienen observaciones en el ranga (0°,180° ), ést:as se pueden 

canveri:1r al 1·ango (0° ,:.:.6U 0 ) daolando ó n.:lc1enoa doble caaa 

.:ingula, es decu·,calcul.:mda ~º '=78°. f.:n g!:!neral el rango 

~(la ,360°/l) se pL1ede canver·ti1· al ranga (0,'.JI) pm·: 

En el casa de aoservac1anes periódicas se pueden 

reaiizar conversiones de t:lEmpa, al reouc1t·i.as fll::lou10 algun 

peri aoo en d.ngulos. La lang1tuo del peri aoa de tiempo se 

asocia con :Scu 0 • t=°ar ejempla, un penado ae 24 noras 

ccrrespcnoe a una vuelta camplet:a de 3tJ\J"', entancas, se pueae 

comparar una nora can Lm .c..ngula de 360° /24 == l~ª y ta m1 t:ad 

dei 01 a can l3ú"', etc4 

Entr·e los pen aoas oe tiempo itlás usuaies, se encL1entran 

un ai a o un af'ía para un peri oda oe tJ.empo menor a un a)a el 

t-és1ma dia se pueoe transfarma.r d. angulas par la r-elac1on: 

l;}a = 

Para el peri oda de 1. afia, s1 se desea clas1T1ca1· en 

meses, las intervalos de clase y las puntas mea1as, se pueaen 

calcular usanaa La anterior relación, sin emtJargo, es 

necesaria llevar C\Ca.ao un ajust:e en las +recu~nc1as 

correspond1ent:es a caaa mes oea1aa a que la lang1tua real de 
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las meses no es la misma para todas. Asl. Sl ! \. es la 

frecuencia: observad.,, carTcspandientc al ~~~:nmo mes y r\ al 

n.Umera de di as del "-és1mo mes s>e considera a la nt.1eva 

-frecuenc1a ajustada, f; cama: 

f' . 3U -­
n, 

1.4. ~EDIOAS DE TENDENCIA CENTRAL. 

El anal1s1s de datas d1racc1onales tamoien ccns1oera 

algunas meo1d.:;.s nurret·1cas que permiten describir, oreve:men"t:e. 

a las abservac1anes de una muestr~. tn esta secc1on, se 

anal l:zan las medidas de tendenc1a centra1, entre las cua!es 

se: encuentran la tnt::!.ui.:i, la mediana y la maoa~ C~tas meoioas 

sen arta.legas a lc'.15 oe est:ad1st:1ca l1nea.1.. 

Inu:1a1men1:e se ene:.l 1;:a la fm·ma óptima oe CE1Jct.1Lar La 

media. de una muE:!st:ra. 

Se na visto en 1a sección anter101· que E!S pas1bJ.e 

asociar a !as d1recc1anes un ~ngulo ~º; entonces~ s1 se tiene 

la siguiente muestra -farmaoa por- .J, di rece: iones 

'3; = 45° 8; - '.25<> y e; = 3!J<J 0 

Y se Desea determinar una oir~ecc1ón meoia ó ángulo medio oe 

estas .:S coservac1cmes~ Se puede calcular la me.cita .arl.tnet1c:a 

se puecien gra+icar· las .::. ángulos mw~~tr.;\!es y el ángulo meaio 

que resulta ele üplic:.ar· !.a media a.r1tmt1ca 

f1g. "º8-ª, ... e 
... :z 

·. ~ 

e 
3 

Se puede uaservar que eJ. angulo ctJteniao, no µropcn-c1ona 
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un angula que oescr-1ba la dir-ecc1an mE!a1a dC? 1.;\S 

coservnc1cnes~ i=>ar at:ra parte, s1 se reemplaza 350" par el 

angule -100 • que es eqL11valente, y se calcL11a ce nt.tEVO la 

mea1a ¿11· 1tirét1ca 

'/ ( 45° + 25° - 1(1° 2(1° 
3 

Gra~1canda el nueva ~nal1!0 media 

Se puede apreciar que el resitltaao obtenida es un ángulo 

media 6 direcc1on media oos adecuada. 

Si se intenta ae nueva pera ahora can 4 ángulos~ es 

decir, s1 se tiene la s1gu1ente muestra: 

" 

F'1g. 

La media aritm?tica ser·a 1z5 ... Si se reem1Jlaza :-..~L.(1° par 

-4:;,, ei resultada sera 80" y s1 ademas 190" es reemplazado 

por -170° la media ar1trrét1ca se r-eouce a -10° .[Je maca, que 

de1Jenaera. ael maneJO de las oatas el resultada que se 

abeenga, entonces, se pueae dar e.t casa de aat.ener más de un 

resultada .:\ceataole lo oue lleva a tener amoiguedades, y por 

J.C! 't.dnto,na es conveniente ut1l1zar el cá1cula de la media 

a1·1trretica pa1·a buscar un ángulo media o d1reccu.")n meo1a. 
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81 se gt·a+:iccin las vaiores oe un~ muescra aleat:ar1a de 

tamai'ía n de una población de var-1ab!es a.!eator1as 

dit-ec:cianales, en dicha diagrama, se l lamc3 

unitario que repr·r:!senta al ángulo p 

' 

e al vector 
' es el punto en 

la c:1rcunfen:!nc1a del ci rc:ula un1tar10 carrespondi.ente al 

anguloª:· 

Fig. 

A cada P
1
• se le asigna una masa de igual valar y se 

encuentra, entonces, et centra ae m~sa e ae éstas puntas 

tamo1én llamada centro de gravedad. 

r 

Ftg. 

r,~ 
"•\~X 
~ 

Si este centt·a es distinta del or1gen, la 11 nea OC 

de-fine una ctir·ecc1on a la c:ual se le llama oir·acc16n meaia de 

la muestra. 

Las vectores unitarios e
1

, c
2

, e:i, .... , 

ubicación de cada Pi.en el Circulo unitar·io. 

Par de-fir~..:.16n par·a toda 

Se calcula el vector resul t:ant:e R 

R=e+e+e+ .... +e 
t Z 9 n 

f ijcu1 

\.=t ••• ,t') 

Sea m el vector medio de l~ muestra m=R/n y 

ltl 

j,;¡ 

sea 



LR = 1 R 1 la longitud del vector resultante~ entonces, la 

longitud del vector mea1a ó au·ecc1C::>n me!.Jla es, 

r=LR/n 

La s1gu1ent:e ~igura ilust1·a el praced1m1enta para la 

muestra de tamafío 3. 

Fig. 

ti• 
2 

Si se cambia e~ par -lú" se aat1ene si misma resultada. 

El cent:ra de masa e i:iueoe tacar J.a circun-ferenc1a del 

ci rcu1a un1 t:at·10, p~ro s::i la en casas excepc1anales, cuando 

todas la.s masas se encu~ntran juntas en un solo pLtnta. 

En toncas 

y IJ <.= r {: 1 

Baja este pr1nc1p1a, se encuentra la d1recc1on media 

ut:il i<:anda las coordenadas cartesianas de cada P\. 

Primeramente, ut1l1:anoa un sistema ce caaroenadas 

rectangulares can .i y y_ ejes y origen u, se gra-fica un 

angula e~ atzservüdo aSl <.:amo e\. el carrespondientE! vector 

Fig. 

Sean X\. y y 
'· 

las 

,. 

coordenadas rectangulares 

19 
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entonces aat· defin1c16n oe seno 'f coseno. 

X\-;:: cas ª~ \= sen e.._ 
con e" el vala1· del angula &~ convi;fft1do a radianes. 

De esta t-orma eJ. cent:ra cie m.=.sa de ést.os puni:cs es 

n 

e = 1/n I X l/,.¿ cas t9 y 
' ' 

n 

s l¡n I y 1

1º I sen ¡;¡ 

' ' 
1,..'::::1 

Que estan cieterminanda la.5 coardenaoas cartesianas de! 

vector medio; nLtevament:e LR es la longitud de1 vector 

resultante R cuyas c:ooroe:naoas son 

( 2 CC5 &, 

entonces 

LR ( ( f cos eJ 2 

+ (¿:en e.)') 

Como LR = nr ent:ancas SE! t:1ene qui;, 

n e.r + ( f sen e..)' ) r = .;, (( ¿cas n 

r .::::: e z + S z J1/~ 

Se puede aar el t~so en que C \J y s entonces 

r ::::u, y ~l ·.•i;::rctar medlo m es lgua1 al ve:c:t:or cera; pero 

+uaf'a oe este caso , el vect:or m~c:!n tiene un cien definido 

angulo ftledida a part:u· de.1. eje pos1t1va i:. ; a éste a11gu!c c:;e 

le llama ánqulo med10 de la muest:ra v lo denot:aremo~ por x., , 

el cual est:a determ1n¡¡.,oa por la saluc ión de las ecuaciones 

siguientes: 

e = r' ces: 7:
0 

y 8 :::: r St:?n ;c., 

Entonces, es conven1ent:e ca!cuiar-. 



{ 
are: tan <S/cl Sl <.: , •) y s ' o 

X n + arcta.n ( s/C. ) Sl e <: '-' 
2n + are ten <s/c¡ Sl s < o y e: > o 

Casos excepc1anale:. son 

{ 
'/Oo si e " y s > o 

X z·¡(Jo Sl e = •.l y s '· 1) 

lndetei-minaoo 51 e 1) y s = 1) 

Como una rev1s1ón en ca lcul\Js, SC! pueoen usar las 

+:ar mulas sigu1ent:es: 
-

= c/r s¡r cas x sen "º 

1.4.1.a. !::-ª ~C.!J ~ ~· ~ .Qg ~ó!! 

9ªLQ 

Cama el centro de masa -:;e de.fine inoependientemente de 

un s1stema de coordenadas ent:ances:o la long1"tud del vector 

media na depende de ia direcc1on cero. Supangase que se rata 

la d1recc1ón cero al angula 'P entonces las .:tngu1as asociados 

a la muestra $
1

, e
2

, e
3

, ••• ,er, se conv1et·ten en 

e: = ($l-ip)mad2n \.=1,Z, .. ,n 

Fig. 

Es posible catr:ular el corr-esponaiente vector medio 

aaelos las nuevas .:i.ngulas e: t=t,2, .• ,r.. 

F'ar media de lc."'S esta.di. st1cas s19u1en't'.es: 
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dados los nuevos dn9ulas e: l=1,2 •. 

Por medía da las estadistic:as s19u.icntes: 

Entone:: es 

e·= r e.os}(~ y 

donde x: (:< o-,,) inad2rt 

r' - (C".l+ S' 2).1/Z 
n 

y 

c:onset•vandose la longitud r , del vec'tor meci10~ invariante. 

Esto es posible comprobarlo alg:Dbraicamente analizi:!.ndo r• 

\ J 
, 

tcos •J cos •P + sen e si:::n " 
) + 

L ' ' 

+ [ I•.sen '3 cos ·p - \:OS e =:en ,,, l • 
'· J 

+ (¿sen ~J 

[ ¿ cos eJ • + ( L""" l\J , cz .. 

F·or lo t"ant:o r' = r 
Es decir, la longitud r del vector 1ne<J10 permanece 

tnvar1anl:e :Oa.10 cambios de la dirección cero. 



1.4.Lb. Calculo ~ li! ~ó.!J media ffil..!:2 .Wº-? 
agrupados. 

Al iquC\1 que en est:aai st:1ca lineal s1 se aesea calculat-

la media a p.an:11· de oat:os .:lg1·upaelos, se supone que J.as 

datas, pert:enec1entes a Lm misma intervalo ue clase, pueaen 

ser ioent1f"1C<::\Oas par el angulo media del 11 m1te superior o 

inT-er1or Oel lfftervalo de clase. Anora, SL se ll.:tma }:: al 

numera de intervalos CJl.O! ciase, y ,, a la iang1tuo cie caca 

intervalo ae clase encon~es 

i. =?n / k 

Si e 
1

. t?
2 
.... , 8k san los puntas medios de. la5 k arcos, 

meo1oos en retlll.o.nc!::, 

carrespand ie•1tes a caoa ' intet·vaia, en"tcnces: 

n :::t· 1 + f 2 +. · · +t k 

es el tama.:l\a 012 la mues""Cra. 

las +t·ecuenc 1 as 

Calculanoo las componen~es oel vector med10 m oe la 

siguiemt:e manera, 

5 := ~ ( f,sen e,+ f2sen e,+ .... + f~sen e,.] 

Para calcul.:iir la iongu:ud oel vec-car meo10 r y el angulo 

mt1010 x.,,, ':::ie ut:ili.=an los m1smas prcceuim.i.~nt:::: <J 1_u:s en aatos 

na agrupaoas, cons1oeranoo 1as nueves comaunentes del vei;cut· 

medio m que se nan pres~ntada en est.a seccion. 

Algunas prooieoades. importantes de x.~ , coma medida ae 

tenaenc1a central circular, se analizan a cant1nuac1on. 

Primero, se cons1oera la sigui.ente ioenttdad t:r1gonarré-
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t:r1ca: 

sen <e,,.-x~) =sen et cas x e.os &t sen x 

sumando desde \=L hasta n , ambos ladas de la igualdad 

n 

¿sen (6 -)( ) ¿ (sen "' ces )( ces e sen ;_) 
' . ' ' 

i,::1 

n 

¿sen (6 -x l 
' o 

\.=l 

asi 

n 

Isen ce_.¡- l 
' o 

entonces 

cas x 

(e Ir) 

n ¿sen 
t::l 

n 

¿sen e sen x ¿ces 
' 

nS- f;r) ne = 1). 

la cual , .¿s anil loga a la oue acur·re can 1a ecuac ion 1 

en ei caso oe esta01 st:1ca l 1nea1. 

e 
' 

Cansideranoa anara, la l:t' ¡ganamé t:r 1ca 

s1gu1en-c.e: 

ces (8._-x.,) = ces 8\. cos x., + sen $\. sen x 

y sumando de nuevo desde \.=l hasta n, se ci¿n~, 

n ¿cas (6 _.;- ) =I (ces e ces x sen e sen x~) ' . ' ' 

n 

Icas <el-x .• i C05 X ¿ ces 8 c;en x ¿ sen e 
' 

n ¿cas 'ª, -x. ¡ (e Ir) ne + (s/,) ns 
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en"Canc:es 

(€1 -x ) 
' . + $ 

par la tanta Icos (€1 -x 
' . nr 

Ahora, si se aivide entren , se multiplica par -1 y se 

le suma l a amaos ladas ce la expresión s~ tiene: 

n 

1 -
0 

Ices (t9
1
_-x 0 ) l - r 

que es igual a 1 - r 

multiplicando par 2 2(1 - r) 

pero para desviaciones te. - x
0

) pequeñas, se cumple que 

(él...;¡',,, 2(1 
' . 

en cuya casa es pas1ale aor·a:-amr..r la sumator-ia~ 

tJue cama se analizara .en la sec. 1. 5 .. 2. .. es analoga a 

- 2 
(>:t -X) 

en e1 a~~L1s1s estad1st1ca 11neai. 
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Resumiendo las anaJ.ug1as se tiene: 

ESTADISTlCA Lll4EAL 

n 

¿(\.-X);::: (J 

n 

- (X-><) 1 ¿ -. 
n ' 

l \ 2(1-cas(e -x-l l 
n L '" ,, 2( 1--r l 

Tales analogi as, ayuoan a encontrar" Clivet·sas meo1oas 

estadl '"='itici\s par.:11 var1acles ct1recc1on~les. 

Si se tiene un conJunto de aaservac1ones Clirecc1onales 

19
1

, ez., * •• ,-9
11 

se puede calcular una medie ion analaga a la 

mediana de la estadistica lineal. t-·ara este prap::isita !:ie 

divide el el rc~llo pnr un d1á.met:ra tnl que la m1tao oe los 

puntos muest:raies queden si.tuados en una mitad del o r-cula y 

en la a-era mitad quede el resta de la mues-era. 

Si. dtmm:amas los e;n::remos del diamec:ro par" p y Q 

asignando P al e:~trerna en que se encuentren .nas concentraaos 

los punLcs mues~rales, entonces, al vector OP se le llama 

vect:at· ae la a1rt-:!L1...1...:•1• •liL:d:..:::-:~ d~ irli muestra. 

igual que en l '°'s 

sec:c1on 2. 2.1. en el calcula de ,,;- , cans1deranda los 

componenl;:es corresoond iences al vector OP .. 

81 se tiene una d1stt·1bL,C1on slífl"~t:rico, la mea1ana. se 

eni.:ltt:!.lit1-u en e! ~je de si.met:ri a. La mediana oueoe ne ser 

un1ca, sin emanrga, t:Cdi\ d1st:1~10L1c16n un1maoal tiene una 

mediana un u:a. 
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~1 se tienen oatcs ag1·L1oados. se puedu calcular las 

componentes ª"' la mediana d11·ecc:i.cnül, empleando 

praceo1m1ent:cs am lagas a 1as ae este1cJi st1ca i inea!. 

Primera. se detet·m1na el interv.'110 de clase en el cual 

se encL1entr·a 1a meo1~na 01recc1ana1 y se calcula 

H 

Donde L. es el H 1TI1 tF! tn.fer1at· del intervalo que 

contiene .:.. ia mediana, u,_ el limite supet·iat" del inter·vala 

que cam:1ene a ia mea1ana, j el numero de aaservac1cnes que 

dl.Jn Taitan p,:.r.;.i dicc:tn4:~r id 111i:u1c:U1d un~ vez que si= lld 

alcanzad-a eL l!m1te 1n-ier1at· oe! intet·vala aue contiene a la 

mea1ana y f~ la -fro\:!cuenc1a del inte1 .. 1ala que contiene a la 

mea1cma~ 

La mad~ ·Je un canJunta de ooservac1ones 01recc1anales se 

ae.f!1ne ae ig1.1al mnner·a que en estacUst1ca lineal, cama la 

d1recc1ón o ountc -=n el c:.1 rcula qL1e acun·e can mayar 

+r·ecuenc1a .. Ll.:..mese a este ounta M.,, entonces 5H
0 

es ei 

v~c~ar correscond1ente a la d1recc16n mod~l. 

Far-a eL eéi.lculc tJe la meda oe dates aqruIJados; ésca se 

oe~et·m1na ;ie .acuerco las +n:?cuenc.1as de clase, 

a1Jten1enoose, at.l. igual que en estactlst1ca lineal, la clase 

moca!, al acser-var la clase cuya -Frecuencia de clase sea 

mayor. 



1. 5. MEDIDAS DE DISPERSIOH. 

Las medidas de tendencia central que se nan analizada, 

para una 01str1buc1on un1maCJal nas pueden indicar una 

d1recc16n preferida, pet·a na contienen ninguna inTormac16n de 

que tan dispersos o concentraaos se encuentran los datas 

alreoeoor de osta ou·ecc1on, la pr·u5eni.:e s2cc16n ~e dedic:a a1 

aná.l1s1s de distintas medidas de 01spers1ón o var1ac1ón. 

1.5.1. Una~ gg cancentrac16.!J. 

Se menciona en la sección 1. 4..1. ei caso extrema en que 

taoas los puntas muestr·ales caen en el misma punto del 

d. rc:ulo un1tar1a, es decir todas las abservac1anes setialan la 

misma dirección. Este es el caso oe rM..xima ccncentrac16n y la 

longitud r del vector medio, es igual a 1. A medida que la 

ccncentrac1ón disminuye, el valor r se r-educe. Si no hay 

cancentraci6n alrededor de unil direcc.1on espec:i -f1ca, r toma 

el v~lar de cera. 

Entonces, si se tiene una muestra un1maoal, se cuenta 

can una medica ae concent:rac.1on en ln longitud r del vector 

med1a .. 

1.5.2. La varianza direcc1onal y J..§j &esv1ac1on estanda•· 

direccional. 

Lt?<. long1tuo del vector medio, r, puede ser· util1zaoo, 

't.amoien, para const:ruu· una medida oe d1spers1ón. Oado que 

decr-ec:e de 1 a cero cuanoo la oispersi6n aumenta, entonces es 

natural considerar (1-rJ como una medida de d1spers16n. 

Ahora. recor·oando las analogi as analizadas en la secc16n 

1. 4.1. c. 

y - 2( 1-c:cs(e-?< J l 1 ¿ . -
n ' • 

2(1-r: 
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:2(1-r) es una medida dt! d1soefs1ón an.tt.logé' a ta 

estadi stica s2- en el casa 

varianza direccional 

y a 

lineal; 
2 

s.::: 

entonces, 

-:( 1-r}, 

n 

se de.fine 

can r = l \ cas(e -y.- J 
n L l. º 

cama 

en radianes: s1 se desea tener el valor en gradas se t·ealiza 

la correspondiente conversión. 

Esta Ultima medida na es la unic~ que ~e apro~1ma a la 

oesv1ac16n estandar en ~arma as1nt6t1ca, e~1sten 

posibilidades, como por ejemplo: 

otras 

s 

que es propuesta pat~ Mard1a ( 1971}; para valares de r 

cercanos a l , s y s d1-f1eren muy paca, per"a si. r t:1ende a 

cera, s
0 

aiverge a 1nf in1ta mientras aue s permanece i~inito. 

Para el caso oe muest:t·i'iS gt~andes es oa~able cc:ms1d12rar~ 

el ranga como ot:ra medica de d ispet·s16n. 

El ranga en el anal1s1s de dates airecc1analest se 

de.fine cama la lang1tuo •HÚ arca rms pequef'fo que contiene A 

todas las punt:o~ 1iiuc=.-::r~!r:>c:;.Se 01.1eae catener oe la s1guiente 

manera. 

Si e 
'" orden para & 

1 

l~s mecidas de 

$ 5an las esta0t.st1cas de 
'º' 

, $
2 

•••• ,e
0 

con (O < e,_:: Zrr) se de-finen 

long1tuoes ae arcos en-ere puntci::> ;:iidyacentes; 

i.::1, ••• ,1"1-1 

El ranga circular esta oaao par : 
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W::::: 2rr - má~ <:T ,T ,c.~.T} 
1 - z .., 

Para dístt·1buc1anes circulares cont1nuZ-\s el soporte es 

usualmente (ú .. 2n), aS1 que, en est:o5 casas el ranga es 2rr .. 

Una U1tima medicl"'' de d'is¡iers1C .. ·n, que se puede ut1l1zar, 

es el rango intet·ct1¿\rt1 1 ical el cu.::-1 se oe+inc coma la zuma 

de las lang1tuoes ae dos. arcas; ei ¡:u-1mE!t'O ae ellas ~e 

aetet·m1na, midiendo a narc1r <le l..:\ med1ana,en sentido 

contrar10 4 ias manscill~~ dPl reJOJ 1 et arca ta! que 

contiene un,~ cuarta p~rte de s.as ooservaciones; el sggCfldo 

.:.rea ~2 Oeterm1n<'.l da l.=.. misma manera salo Que se nuae 

.\.!O. MUESTRAS MULTHfODALt,;S. 

Todas l~s estadist1c~s propuestas hast~ el momento, ya 

sean med1aas ae tenoencia cent:t'"ni ó mecidas de d1spers10n, 

descrl.O i rfi n ~decuaoamen't:e el compcrt:am1ento de las 

oaservac:1ones s1 éstc.1s pres'2f\t:an una oistr1buc:1on unl.moaal. .. 

Sin emoarga, en d1ve:rsas apl1cac1ones~ la d1str1buc16n aue 

tienen las ooservttclanes es mult1madal; presenb.noase aunaao 

a esto, el nec:::no de tener las modas a 18'0" de seaar"lc1on en 

el casa de ser blmodales y a 90" de separac1on en eJ. caso oe 

ser r:uatr1mcoai.e~. 

Un ej~r.tpi.o ce dacas que ca1empre proporc1and1• .7::.!~sr-ras 

01moaa1es 1 son las da~as con e1e mencionado~ en la secc1on 

1. 2.1.. en 1os Que so..l o ill'Ceresa tJoservar el ~'lnguia o~ 

tnc11nac1on del eje .• s1n imoan:ar· su cJ1recc16n~ raron par 1.:l 

c.ua1, etJ. gra1-1r.~"lrlos en un d1agriH1t" c1rcu1ar, aotenemos o.as 

punt:as 1Jpuest:os par· evo.a aoser·vac1on, U1e;na d1agrama tama 

entonces, la +-arma oe una 1-1gun:s s1tretr1ca cent:ralment:e. La 

pcs1c16n oe una ae est:.)5 Oflservactoncs puede ser fijada s1 

s6la cans1aet"amas SLt pos1cton en el rango ((1°, 180"), oc.da que 

su pos1c1ón en el t~ango ( 180° ,36U" j se puE!oe de"t:erm1na.r a 

part:1r de ia pr¡mera.. Para pcoer anai. izcw esL:aai st:icAmente 

estE!. 'ttpa oe Cl~tos, se procede de ia siquumte: mam~ra: d.tHJa 
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distr1buc1én es mult1modal, con Y modas, se modifica 

mult1pl1canda cada :.ngulo por 

ve 1 , v61 2 ' ve 
Una ve~ 111od1f tcada la muestr::.... se t'f~c.Juce modulo 36(J 0

, 

con lo cual se obr..1ene una mue~t1·a unimodal, v se puede 

trabaJar· e1nPleandn mcd1 e i ene-=. secciones 

ante1·1or·es.P~1·a d1st1nqu1r·las de l~s mediciones hechas a una 

muestra no mod1 f1ca•.::ia i?l vectrn• medio. se denot.:1r.'i por'"·.- el 

ll.ngulo mea10 par X • lo:1 1ong1 tLta del vector medio poi' r 

S1 se aeseat·a obtener ... x ~ en med1das or 191nales, 

simplemente se calcula; 

lx_, vx" / v 

con lo cual obtenemos una de las v direcciones medias. si se 

desean obtener las (v-1) restantes un1camente es necesario 

sumarle a 
1
x., el +actor 

obtenerlas. 

en forma sucesiva para 

Si se desea tener la desv1ac1ón est~ndar, tamo1én en las 

unidades or191nales, se calcula 

s 
1 

z 
= 1 - C1-s )l/V 

V 
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CAPITULO 2 
FUNCIONES DE DISTí<IBUCION 

2.1.INTRODUCCION. 

El ob.1et1vo pr1nc1p~il al analizar una tnUestra de datos 

d1recc1onales. e=- obtenE:~1· información sobre la población de 

la cual fue obtenida. Para descr1b1r el comportamiento 

poblac1onal de variables aleator1as dlf·ecc1onales, han 

desarroll.:i..do modelos mat~m.:i.t1co:; an.:i.logos a los de 

estadistica lineal. En este capitulo se presentan estos 

I.n1cialment:e estudia la función de d1str1buc161·, 

c1rcula1· y su func1~n d~ dens1d~d; ee p1~esenta la función 

caracter1st1ca y su importancia en el desarrollo de 

funciones de distr1buc1ón circulares; se analizan las 

momentos tr1gonométr1cos v para f tnal i ;:ar se presentan 

algunos modelos matem~t1cos gue, cmálogam2r..te como ocurre en 

estadistic~ lineal, desc1•iben distribuciones ?Oblac1onales. 

2.Z. LA FUNCION DE DISTRIBUCION. 

Sea 2 Lln~ variable aleato1·1a que toma valor•es en la 

circunferencia 1je un circulo unitario. x 2 + yz~ 1, del 

plano rr ; SE PUeden ldent1f IC¿''>t' l0$ p05lblC5 /.aloreo;:; d~ Z 

con ángulos e, medidos P.n radianes, a pa.r•tir del e.te X en. 

sentido contrar10 a las manecí l las del reloJ, de -forma tal 

c:¡ue, el .a.n~Lll•:J 8 representa el punto \ c:os '::!, sen 8 J .. con 

Fig. 



En base a esta representación, se def-ine la +unc1Cn ae 

dist:ribuc1Cn de la variable aieat:or·1a Z par la ecuac1:-::n: 

f( e J = rr~ u < 2 ~ e J, 

Esta probab1l1dad se atJt1ene, a! 

estad! st:1ca l 1neal. c21J.cu1andc1 

""º(U oó 8) = 1: dF(u) 

Dance la integral~ es unñ intggra1 

St1eljes.'
11 

iquaJ. que E!n 

de Lnoesgue 

Un contraste que surge can respE?cta a las t=unc1anes de 

d1st:r1buc1ón !1nea1est,zi es el hec:no de que et 1·anga de 

su:impre es .f1n1ta, la que imol1ca que e.1 r;1nqo en qw=• ;:'('?) 

e~1ste es tamb1en ~in1ta. 

El ranga ms gt·anae que se puede tener, es aauel que 

comprende la c1rcunfcrcmc1a del c:i rcu1a un1tar1a 

comptetc (U,:dl) • Es pas1b!e tener una función 

por 

ª" 
d1str1buc1on circular cuya ranga sea un suaconjL1nta de 

<ú,2!1 J en cuya casa 50 tiene Lln ranga im.s pequé'ia, pero. na 

ex1st:en ranoos mavnres il (1J,:n l. 

La -func i6n oe 01str-1buc16n 

s1gu1entes prap1eaades: 

i) F(al) = l1m 
e -+zrr 

Ji) F (0) 11m 
;; -ti,/ 

F ($} • l 

F (19 J ::i (1 

c1rc:uJar t1ene las 

iiiJ F(i!) es una +unc1cn man::tcna no dec:1·ec1ente. 

J vJ F (6 l es una +une: i6n cant:.l nua car la oerechc'.l. 

Las prct:nedades i) e Ji) marcan la dependencia de la 

func1on oe a1st:t·1buc1on c1t·cular con r-esaect:o a la, cire.c:c1ón 

do d~strtb•.,ct.ón ui;:ualc.• Eat.:idl ~li..ca 

ltneal, <;omo la. Normal, 01.n~mlal. E>lc, 



cera elegi.da, raZón par- la cun L, 51 se de-:::a~a consteler.:u- .:1 e 
en el ranga -n <.. tJ ~ f1 en.i:onces; la i:ii.recc16n ccn·J es -n , y 

es necesa.ri.a afiadl.1- la can3t•"'.\nte: 

A = Pi-( -fl < ¿; S e) ) = l dF (u 1 
j _,, 

a la func1on de d1str1buc1,.)n F(8) para que se cumplan lus 

propiedades : 

,¡ F ( f! ¡ 

jj) F(-flJ 11m 
e 

F (8) D l 

F' (€') • o 

Sea Z una va1· 1aa le aleato1· 1 a. cont:i nua que toma valares 

en la c1rcun-ferenc1a de un el rculo un1'tar10, s1 e}:J.ste una 

+unc:16n r tal que : 

F(8) = r dF(Ll) = r f'(u) du (1 

E::n"t:cnc:es la +:unción de chstt·it1uc16n F(8) de la var1aale 

aleatoria Z se dice aue es una .función absolutamente 

canti nua .. 

De-fin 1c16n: 

Al igual que en estadist1ca lineal, se oe~ine a la 

-func16n de ctsns1dad de la variable alea"t:ar1a z cama la 

función .P. tal oue: 

F (8) = r flLl) dLl o 

Si existe la +unc1on de densidad r(e), es pasnlle 

o~tenerla a p~r~1r ~P­

calculanoc: 

F<e l 
d f(8 l ---;¡.:;---

De donde 2.48( rifl l) 

la +unción de d istr 1buc ion, 

F(El+.tl$) F'CEl-t>El l la 



praoaa1l1dao de aue Z este en •~tn peoue"ia intervu10 que 

contiene al valar 61 es aorax1madament.e igual a F(B) veces la 

long1tuo del intervalo. 

Las +unciones oe densidao oue a eser· 1 ben el 

comportam1enta de poalac:iones dtn'!ccionales deoen CL•mal1r 

can las s1gu1entes p1·op1cdades: 

l J rte > ?;: u 

lJ) J
zrr 

o FW J a7 ª t 

Es posible pensa1· en var1a1:1les aleatorl.aS c1r·cu1ares 

discretas, aera en la pr3.c-c1ci\ son di~i c1les u~ c:nccnu-.~ • .-, 

para estas variables la carresoond1en'te 

densidad es 

-F((j )= p ( z = "' ) O< 8 < 31 

y la Tunc16n de d1st:.r1auc1on 

F ~ 8 ¡ =- F'r ( lJ ... , z !;; e 1, 

2.3. LA fUHCIOH CARACTERISTICA. 

Una netTi:lmlenta importante ae 

-f-unc16n de 

de la 

prcaaail1oaa que es Llt:li en el estudia oe canve1-gecl.a en 

01stribuc1ones es 1a. -runc: ión caracter-1. st1ca. ~n La p1·esen'Ce 

seC.c16n se anal iza la func1":?n cari.lci:eri sL1ca ae varl.aa.1.es 

aleatot·1as d1recc1ona!es. 

De-t=1n1c 1.0n: 

Sea e una variatl!e alea.ter ia asoc1aoa a una 

di.stt·ibuc1on circular F • La esperanza oe 1a varible i;J se 

define en -forma aria lag a que en est:"101 st1ca l 1neal cama: 
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J
zn 

E C'-') = 
0 

e dF (B 1 

h.;-+-es de ce-finir la +:t.tnc:1ón c:a1-.:ic:ter1 st1ca c1n:L1lar se 

analiza primero a la variable a.teator1.01 expiit~), la cual es 

pa~1ble reescr1a1r1a cama: 

e1..lt1 cos { t'.:f ) + i sen ( tt? ) 

eü€J es una variable aleatoria compleja de modula una: 

1 e"8 1 = e cos
2 

(te ) + sen
2 

(te) )"" 2 ~ 1 

Calculanaa la esoeran:::::a ce esta variable aleatoria se 

tiene: 

"' J'" e EC e"·)= 
0 

e'' af(8) 

Dance F(8) es la ,.:unc¡on de d1sr:r1auc1c.n asociada a ia 

variable aleatoria e. 
E< et t (e + .:J< J ) se ctltiene, 

EC et t (6' ..,. Jr) ) = ,.zrr el'· (8 + :rr) dF' (6') 

• o 

Cuando t pe~-tenece a los Ent~ros~ 

última expresión se reduce a 

tt21T 
e df (él) = 

,,, t zn 
e J

ur -
dF~é'} :: o -:=t t& 

dada que e1..tzrr :::: c:as(t2rt) r i sen (t2rr) ::: 1 s1 t E:: 

af (8) 

Entonces, c:ons1der"'ndo este; necha, se de-fine la -ftmc.1ón 

caractenstica para var1ab.tes aientor-1a:o:;¡ c¡rculc:tres como: 

dF(él) p (I,!. l + 2, • • • 

Se pueoe reescr·1b1r ae la s1gu1ent:2 manera, 



1> (p) Jzrte, p$ 
dF (8) 

" J
Zrt 

(cos(p'3 J + i sen(p-31) dF (8 J ,, 

I
zn 

0 

costo61J aF(8) 

luego, 

.¡>(p) = EC cos(pfl) 

~1nalmente si se namora 

" = [( cos(pfl l 
p 

entonces 

J
ZIT 

i 

0 
5en ( 06' ) dF (8) 

+ i EC sen C pe l ) 

y (! 
p 

EC sen (¡;€1) ) 

.PCp l = " + ifl 
p p 

Es sene i l la comprobar qL1e 

l) 4' (0) 

i i) ;;¡¡:;¡ 
Jii) ,P(pJ 

,,, (-p 1 

y (1 
p 

Dern. 4,¡p¡ 1 = 1 [(e'Pe) 1 $ Ele'r"'¡ 

'41. igual que en la Hnea. Ltna +une ion oe 

01striouc1on F te j est:~ oet:en111nada en f.m·ma unic:a pat· su 

~l1nc1on caracter-ist1c~ tp\l:?J e lnversamente, conac1enoa la 

-func16n caract:en st:1ca se pueae, en pr· 1nc1p10, conocer la 

l-Lmc1ory ce 01st:rlt1uc1on. C:.>:isten una gt·ain ca1ecc1on ce 

tórmu1C\s de 1nvers1on ~ pera en La practica, estas na son 

+ác1!es oe ap11car; aun en eJ. casa 11nea1. Sin emoat·go, 1as 

t-unc1ones carac-cen. st:1cas en general~ son un ca.so espec1al 

ce las trans-farm~oas cie Four1et·. é.n especial, las númet·as 

2n,-P(o) son ias coe-fic1ent:es de Faur1er·-6t1el jes de F(8 .l v 



C\oemas, 

"' dF(EI) _ [¡ ) \ e 
de - /2rr L 1>(ple-'P 

p:::-oo 

Oanoe ~(pJ es la función 

función de d1str-10L1c1ón F(e}. 

Cilract:er-i s-c ica asee iaoa 

oii la sene I l1><Pll
2 

p:::l 

convergente entonces la variable aieat:ar La f":J t:1ene 

a Ja 

es 

una 

oens1nad la cual azt:.. :it?:firnda ca~1 danoe quiera oar: 

"' 
t'(e ¡ = (1/:z,,. ) L .p(p)e-·vº 

f':::-ro 

y es pas1~le reescr1a1r1a ae la s1gu1ent:e manera, 

"' 
f'(é> J = (11::rr J [ l ~ z¿ [ ·:•,ces P9 

p:::1 

UJ 1noeaenaenc1a y convaluc1cn. 

SP.an "' y e z das variables aleatorias 
1 

tnaepend1en"t:es, 

de'f1n1aa par: 

cL1ya +unción caract:eri st1ca conjunta est:a 

<¡\(p,q) a E( e'p91 + cq9z) p, q E 2 

Sean <¡\(PI Y p(q) las caract2r·i st icas 

mcu·ginalas de 16'
1 
~&2 l ent:cnces, ¿~¡ 1gual que en el case 

!.lnea!~ r/·(p,q) c,b(O)·t·(Q}~ Cste result:aoo SE! genera.liza 

para el cwsa de n var· i.:.bl~s aleacar1as inaependient:es. 

f.lharc., seiln das v.:u~1ables aleatorias 

lflOt:?µe11c.11ent:es, en'tonces, ai igUf'll que en la iinea~ la 

función de d1scr·1ouc: ión CH? = ( & + } mad2rr escá daca 

por! 

J
zrr 

F (( ) = 
0 

aF (~-<';) aF (¿¡ l 

·::E 



Si una de las variables t;:1enc una densidad, la 

canvaluc1ón también tiene una dens1daa. Cuando 

tienen amaas una densid~a se reduce a 

F (( l 

Z.4. MOMENTOS DE LAS DISTRIBUCIONES CIRCULARES. 

9 y 

Las distr1oucianes desarrolladas en estao1st1ca lineal 

pueden caracterizarse también por sus momentos. El primer 

momento a esperanza de la var1atlle .:ileator1a >t proporc1ana 

la media de l.a pablac16n µ • 

E ( x) " I oo ;.· f{.•:.> d>: ~ µ 
-oo 

Y se define e1 segunoo momento par : 

J 
ro 

E (J) " il r(x} dx = µ _.,, 

Una vez calculadas ambas mament:os se aotiene la 

varianza poblacianal <7
2 = E (x2

) - (((x))
2 

Para definir otras medidas se utilizan momentos ae a~den 

superior, y se calcula E( xk ) k; 1,2,!l, •.•• 

En el estudio de d1str1ouc1cnes circitlares 'tamtJtén es 

pasinle calcular momentos para pcoer describirlas. 31n 

embargo, las momentos empieaoas en est:adi st1ca lineal. na 

pueden ser aoli.caaas c:1 lp;; d:l<.::trihucicnes c1n:u1ares decido a 

la per1ooicidad que se presenta en éstas. Se aefine un nueva 

tipa de mamen-ces i iamaoas mamen'tas trigonamé'tt·1cas. 

Si se tiene una -func16n de _distr1buc1ón c1rcuia1· F ($ l 

can función de densidad F(éJ), O<. 8 .:f 2n en'Cance.s, para 
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cada. f!• es posible a§oc:i.ar un vector unitnria can componentes., 

ces tf:l 

Lutago para c.aoa pareja (x,y), dn.+uncta aSi, 5P- le tiene: 

as1gnacio un valer oe r(e l .. 

ts pas1ble C,:).lc1.1lar el valor medio oe )~ e y por medio 

d~ las ~ormula$s 

J
2fT 

" () 

J:" c:os e r(€1, <EJ 

", - J,,·"v s·" 1~ .... ¡::.¡& J cf:) :::::: o -aen e -t-{e j c8 

Los valores medias ~~ y ~1 son la$ componente$ d~l 

vect:Or' media que det:erm1na la med).a d1r~c:clona1.Dea:1.oa ~ Las 

~wncione$ tr1gono~tr1cas que se ~ienen Oajo el ~ignd de 

1ntegrC\l; a este vec:t:or se le l lam.;, memento 't.r 1gonf"1m!: t.r- lCOw 

K~t-"\] 
l (1, 

Este momento tvigonoMtrica $8 aefine cc:ima el ¡::w101i;r 

momento. Es pasible convertirla a caordP.nactas polares, 

11
1 
~ \p

1
, µ

1
) 
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{

arctan <!\/",) 
µ, = 180• + an:tan ((;/a ) 

' . 
a en casos excepcionales, 

µ = 270• 
{

90• 

1 

tnoeterminaoa 

Si " 
si "' 
Sl "' 

si a >O. 
' Sl et <O. 
1 

=O y fl, 
' =\J y fl, . 

=O y /1 . . 
.>Ü 

<O 
=t) 

p
1 

es la longitud del vector medio y µ
1 

es el ángulo 

medio. Entonces M
1 

praparc1ona una dirección medta y ademis 

una medida d2 cancentrac16n alredeoor de la 01recc16n mea1a, 

la que muestra el nechc de que los mementos tr1gonarrét:r1cos 

contienen 111.'.:1.S inTormac16n que un momento ord1nar10. 

Para obtener el segunoa momenta tr1ganairetr1ca M
2 

nace doble cada angula, e:~ decir, par-a c8d~ anqulo e 
se 

se 

calcula 6 

oistr-1bucion. 

Las angulas ó presentan una nueva 

F1g. 

La nueva distr1buc1ón tiene su propio vector meaia 

41 



aantie 

Al vector meo10 M: • se Je 1 lama se:gunoo momento 

tr1gcnometru:c; es po51ble CC).lcul.ar H
2 

:::.(p2 ,µ 2 ) oe la misma 

-forma en Qlce se ttace para t\. 
l::n general, los momentos tY igonam8-t:r ices de cualQUlt:'il:r" 

Ot"'aen se 

n = 

donde 

S1 se camtua la n om· p y se reescribe ci y 11 oe la 
p p 

siguíent:e manera, et ;:: E(cos p:1) {J P = E< sen pe) se puede 

oe-ii.ruc16n tte la función 
.. 

recordar de !~ secc16n 2.3,1 la 

caracter.1 st:1c~ 'i>"(P) =o + l(J 
p p 

Entonces 1a suces1on ae momentos t:r igananY-'.:- ti· Lees oueaan 

determI.naacs por la -func1on 

Consecuentemente 1 toaas las resuttados de la f.unc1ón 

caracter1s~1ca ~a ~p!ican a los momentos ~r1gonarm-tr1cas. 

El p-és1mo momento tr1gano~~tr1co central sg def1ne 

cama 
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donde o. 
p 

(1 
p 

EC sen p ¡e-µ
1 

)) 

En particular para n = 1 

(1
1 

= EC sen ce-µ
1 

l) = o 

Con 1a cual se det-1ne la vari.anza circular· cama 

v. = 1-p. 

V., =O si y solo s1 J.a 01st:r1buc16n se concentra en un 

salo punta e = µ
1 

• Esta propiedad es similar a la de el en 

la l 1n2a. Si V = l , se dice que la d1st:r1buc1on tiene una 

var1ac16n ~>urna y e:s tan a1soersa aue na nay co11..:cnt1·.:i.c1ón 

nac1a ninguna direcc:16n en part:1cula.r. 

2.5.FVNCIONES DE DISTRIBUCION CIRCULARES. 

En esta sec:c:1on se presentan algunas ~unciones e 

distr1buc1on c1rcul.:wa5. Se tes llama c1rcular·es deo1do a 

que el aná.11s1s cie 01recc1anes se resb·1nge, en el presente 

trabaja, al casa de pcalacianes en d1mens1ón 2. L.as 

distribuciones ~e este tipo de poblaciones se rearesentan en 

el plana can:es1ano, tomándose como tlase !a c1rcunfet·enc1a 

de un e!. rcula un1tar1a. Se pueoe tener una iaea int:u1t1va de 

una. 01strii::luc16n c1rcu1ar c1i w~~i:1 .. :.:::'"' !fll c;1gu1ente gt·afica 

ae una +une ion de densidad F(G) en caardenadas oolat·es~ 

_i¡······~"'·----·~ / \ 
f • 
\ \ 

--·)· -------- ., 

( J 
·~ / \,. 4\./., 

..... ~1.i.. ......... _....t.-> 
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€.n contraste can Las f\Jnc1anes cte d1str1ouc1on en 

estadistlC'-' 11neaJ., el ranga oe las d1sr:r1buc1anes cin:ui.are.s 

es siempre finito. sLelTIOT'e est:.~ E!ntre U" y :.:::6u~ o en 1·001anes 

de (Ja :2fL Par io gene1·dl, las dJ.str1buc1one:s cit·culores 

t:e:'.!ir1cas sen cont:inuus. fls: aecu·, e>:1sce una t-LmC1·:..n cont:tnua 

ae1 ángulo€!. L.ti función de oens1dad es s1e1no1·e ros1tíva o 

cero y la in~egral saore ei ranga comateto e5 igual a l. 

2.5.1 .. OistrLbuc:1anes fil.!!.é~· 

Oef1n1c16n: Se dice que unA' hmc1on de d1strib11c1ón es 

s1mé-tr1ca a1reoedor oel 4-ngu..lo ~ , s1 su +unc16n de a:ens1aaa 

cumple con la s1gu1ente 1guald~d: 

Sl. es1:o ocurre,. tamt:nen se d1ce que es s1m?.tr 1ca 

alrededor- del angula + n. 
Las di st1· 1buc iones s1ret;t· 1cas un 1maoales tienen la 

macia, la media y la med1anf:\ d1rec:c1onw.1 det:-erm1naoas por una 

misma dLrecc16n. 

Los mooeios de a1st:r1buciones circulares 

presencan a com:inuac:1~n en su mayorl a se 

distr1~uc1anes sirM-t:rtcas. 

2. 5 .. 2 .. Modelas cu·culat'"e_§. 

Que se 

trata ae 

Las mooe1cs c1r·c.u1ares oesat·ral lados part:'I pac.Laci.anes 

chrecc1onal.es, sen en c1er·ta f-orma an11. lagas a Los modelos 

lineales. En P~~d ~ecc1on se presentan los modeles d1scretus 

de ia: oistr1ouc1on F'unt:ual ~ t.att1ce y Un1+orme discreta; 

asi coma las moCalas ae cuatro díst:r-1t1uc1anes continuas : la 

d1str1cuc:16n Uniforme, 1a Card1oioe, la Triangular y la 

d1st:t· 1buc1ón von Mises. 
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Si. solo una dirección; en el piano, es esc:ag1oa con 

praoatJ1lidaa 1, es dec1t·, s1 P( 8 = µ
0 

J :::: ,entone: es la 

d1str1buc16n que praouce se 1lama d1st1·1ouc1on puntual • 

Fig. ~ 
;, 
'e 
~-··~ 

•'\. ...... , 

.•. 
""·· ."':\ 

'; 

La func:16n caracter-1 st:1ca de esta d1st1·1buc16n es, 

81 se calcula et p1·1mer momento central, se tiene el 

casa en qua µ~= 1 , consecuentemente V~ 

1nd1ca una concent:rac16n rmx1ma. 

2.5.2.b. ü1str1buc16~ Lat1ce. 

81 un conjunto discreto de d1r-ecc1ones equ1aisi:antes 

san acservadas, na nt=c.::~!: .. ,u 1d.1ii~íitc :::::m le rn1c;m"" oratlal:Jl.ltáaa, 

se tieme entonces Llna e11str1buc1on llamada Lat1cc. 

Se de~1ne a 1a d1str1cuc16n LAt1~e par, 

P( e = vt-'Jtr/m P, 

ccn p~(I 
r 

y 

t:!sta custr1buc1ón ser cumo 

concentrac1anes en las veort1ces ce un poli gana regular oe m 

i.aaas. 
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F1g. 

Si se tiene el caso en que P,. ::;1/m se le llama 

d1str1buc1ón discreta un1.forme. Para 

caracter.1. st1c:a esta dada oor: 

r/J(p) = L P,..e2TT.rpi/m 

r::o 

la -functOn 

Si e se distr1ouve 1..1n1for~memente sacre (0,21), la 

+unción de prab~o1!1oad oe ~ , medid~ en ~ad1anes es: 

Y:.(éJJ = 1/2n o-:: e"!!. 2't 

€.st:a fu11c10n es cans'Can-ce sacre? .La c1rcunferenc1a ae1 

c:.t r-culo un1ta1·10. 

La +une ión caracted st 2ca esca oaoa oor: 

entonces 

si p == 1) 

</>(p¡ 
en otra r:r:.sc. 
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Fig. 

Se puece considerar cama cent:ra de s1metri a el origen. 

Coma no ax1ste una airecc1on prei-er1aa, el valor ae E!S 

cera y consecuentemente V
0 

== 1-p
1 

1. es decir, na hay 

cancentrac16n nac1a ninguna d1recc1on en particular. 

2.5.Z.d.!:.!§!! a1str10L•Cló!J. caraio1ae .. 

E:=;ta oistr1buc1on esta determ1naaa por la +unc1on 

can 

L..a repn::!sentac1cn pelar de esta aens1aaa es una curva 

card1oiae. 
/' •"'"'"'~·~ .................. \\ 

¡ '\ 

t=1g. 

La 01st"r1buc1c:.in es s1ffl'?tr1ca y un1moda1. Para p=-(t se 

reduce a 1a a1st:r1tluc16n ur11+arme. i:.n est:a d1st:r1nuc1on 
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2.s.2.e.~ d1str·1buci•.'.:i!J l:r1anqutar. 

Se dice que una variable aleatoria 8 tiene una 

d1str1buc1ón triangular s1 su +=unción oe aens1oao es 

!'(él) = l¡a.{ 
can ú <. a :;:"; :J1 

- n' P + :Jlp ¡ n -e ¡ } 
p ,;_ 4¡n• 

Esta d1str1bución es s1~tr1c"°' aJ reoeaar oe tJ;;:u, sL1 

r·epresentaqc16n gr¿'f1ca es la s1gu1ente, 

Fig. 

Si p=O se canv1erte en 1.a d1str1buc1on un1·forme.t='ar·a 

esta distr1buc1on y {1 =(J. 
e 

La variable aleatoria circular €J t:1ene una dist:i-1buc1ón 

van Mises s1 su i=unc1on de densidad est:á dada nnr ~ 

/=($) = (2llo (k) )~1. ekeo~\~-µo J 

k > 1) y 

oande 1
0 

(k) es una -runc1on de .é:mssei mad1-F1cada ce 

primera clase11 ~ 
1 

2n 

l 0 Ckl ~ Lek 
ro 

c:cs 9 cte = L(r! i-->c1¡2 1:i"'" 

r=o 
La func16n de oensidao van 11ises tiene aas aar&.metras 

k ~ O y µ
0

• La -función tema su max1ma valor en fJ :: µ
0 

entonces µ
0 

es su moca y par ser s1n»tr 1ca con respecta a su 

1. -M<:ird~o.(1P721 Apéndti:o t. 



macia, µ
0 

es tamo1én su mea1a Clir·ecc1anal. t:.l para.metro 1:: es 

una meoida de concentrac1ón, si k es granele la ciist:t·1buc1on 

está mas cancentnwa aJ.redeaar de ln mE?a1a µ" , si. k = ú la 

d1str ibuc1on van Mises se canv1er-te en una distf·1auc1ón 

uni-forme. 

l) 

/ ,., 
.. ~.,_.,,,,.,,:,1"••º"'""r·'' 

a<:ib determinada par 

p = A(k) 

La func1én A(~) es un coc1ent:e oe ~unciones oe Bessel 

de primera clase de araen una y cero~'~ 

A( k) = 
1 (k) _, __ 
r. <kl 

La Tunc1on A(I:) es monótament:a creciente a parti.r del 

valor A(V}=U en adel.::mte. fHcanza el valar l asint6t1camente 

cuando k ~1ende a in~1n1ta. 

La castr1buc1ón van Mises es frecuentemente usada y 

tiene una importancia símilar a la d1s-cricuc16n Normal en 

est:ad1 st1ca lineal. Esta d1str1buc16n fue 1ntraduc1da cor 

V;::n Mi~c= ~n lqll-1. 

2.5.3. D1stt ibuc1anes Envueltas. 

Las d tstr-1buc1anes envueltas son transformac1ones de 

alounas modelos de estadl st1ca lineal .. 

Dada una d1str1buc16n en la linea es posible envalve~la 

a1rededor de la c:1rcunferenc.1a de un c1 rcula de radio 
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unitaria mediante el sigt1iente p1·acea1m1ento: a pa1·t1r ae un 

punto 'fijo en el circulo por eJemo1.-, B=1.1, se h·ice coincidir 

la media oe la aistr1bucion I ineal, lL1ego se aan Vlleltas 

en sentido pos1t1va y en sentido negativa, y se cargan las 

distintos sectores del ci rcu lo COíl Ja dens1oaa oe 

probao1l1aao que cae en cada vuelta. 

La distribución resultante es circular y se le llama 
11 D1str1buc1on envuelca". 

Matell'lit1camente, si x es una var1aole aleatoria en la 

linea con función de d1st:t"10uc16n F',N), entonces la v.;r1aole 

aleatoria x.., de la distribución env1_~"0!l'!:.::> 8":1Í..a dada por: 

J:\J ::: x( mco:2n J 

La -func1on de d1str1t:1uc1ón envue.1.tu. está aaoa par! 

"' 
Fv ce>~ [ir<&+2nk) - f(:J?klf O< e:!: 2n 

Y.::-m 

81 N 't:leme una -func1on ae aens1o~c, la carresocna1ent:e 

-Función de densidad de .>:.., es : 

"' 
L"iél~:.in .. ) 
b:.-00 
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Las func:1anes oe a1z¡tr1buclón envueltas cuma1en can las 

s1gu1entes prap1edaoes: 

1) .¡l(t) = .¡l(p) 

oande rp(tJ es la tunc:ió:n c:ar·acte,·ist1ca ae la 

función oe densidad lineal y es la -función 

caracterist1c:a de la c:orresoana1ente ~unc1on envuelta. 

Dem. 

I
21l $ 

tp(µJ == o etp 

[ 
•pX = e aF'(x¡ = \O(tJ. ,,, 

ti) Si ,P(t} es integrao1e entonces x tiene una aens1aao 

"' 
l/2n I:.¡l(p)e'pt< 

p::-1:0 

iti) Ei µreceso oe desenvolver una d1s~r1buc1on en el 

ci rc:ula no du lugar a una dtstr1buc10n 1..1n1ca en !a llnea. El 

procesa de envoltura no es reven:abie. 

G.5. 3.a. ~ d1st:r1buctó!!. Po1sson envuelta. 

La -Función Pa1ssan esta def-in1oa por 

.Y= 1),1,2~ • • • 

La distr1buc:1on oe Po1sc:;nn o::"!'!'/t!=-!t.:. :;;1:;: tie.,:1ne por: 

O) 

P(éi=2rrr/ml = ¿P(r+km;A) 

Jc=o 

r = u,1,.2, ••• ,m-1. 

ei entero m indica el numero oe puntas en ta 

c1rcunferenc1a que se cargarán con la arf'"JoaO! l 1dü.d.. ;:.·u,· 

ajempio s1 m=::. su grá.f.1c:a es: 
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/rr_,, .. ,.. ····~· ... '-,\ 

Fi9. 
.f Y,. 

El punto e=O tiene la s1guiemte probabilidad, 

CD 

L:P<5Y.;ld 
k::o 

"' = ¿.,-"-1.""/<5kl. 

k::.O 

P <8=0> = e -i\. + e-.\,\~ /5 ! + e -A:~.1º /10 ! + ...... 

El pun.to e l:!n/5) tiene lu probab1l1dad, 

P<B=2rrf5l 
"" 

LP(!+51q,\) 

k=o 

CD 

- \ -A,<1•!>k'/<1 ~1-¡• - L" ~ +..,, . 

l:=O 

e -A:\ + e-.\.~." /6 ! + e ->..A 11 /11 ! + ..... 

Estas funciones son funciones decrecientes de r .. 

La función caracterJ.stu:a de e es 

</>(p) = e>:p(-A. + A.eZITpl/m) 

2. 5. 3. b. bi!. distribuc1óo. Norm"'l envuelta. 

Sea x que se distribuye N<O,c
2 >, la func:1ón de densidad 

de la. distr•ibución Nonna.l envuelta está dada por, 

ro 
7. -1 ,.,.\ 2 2 

(2rro·) - ¿exp'{-~& + .2nkJ /2a·}-

k=-oo 

¡>(tl = e::p{- it'o'f 

donde 1..."tP = e:-:p{- ip"\)?:} 

entonces 

y (i::: o .. 
p 



s.ecct6n 2.3.1. se aa-c1ene 1-;.1 sig. t'~pn~sent::o::"lC1cn ce tt:1 rn1st11a 

dens1dau. .,, 
- ¿_:e cos p8 )/(2r?) 

¡::-::1 

iJ ;;:; p s - . 
oonoe 

-'' lag r-

µ"==ti V
0 

= 1-r-

~ = u. Cuando p ... tJ la f\..1nc icn de e1ens1oao t1enoe .<\ la 

t-unc10n de densidao Unt rm·me. Si p .::::: l li\ ó1st:r-1ouc1on 58 

concentra en un sola !JLlnta. La gt·,:i.t-1ca e5 s1m1 l¿er· a. ta 

gra.f1ca de la d1strítJt.tCl<.:1rf van Mises. 

H>:;al -.:o • #O •. "º 

ti'I u.nea. l.a runc¡an c:ar.:~ct:en.s:cica corresoand1en1:Q feo<=<, 

«.-(l¡ = eno¡-ajtlf 
Cnt:ances ut1l1zvnoo el mismo m·oced1m1ent:a ca:: ta 

secc1on 2 •. 3.1. se tJe-rine <l 1a a1:::Jt:r·1bLtc1on Cauchv envue1i:~ 

"' 
(2il) "

1 
( l "i"" 2f.!l cas ,J~ 

J:>=t 



donde p 

1' (p l 

-a 

" 
= •) 

Cuanoa p ~ u la d1stt·it:1uc1on t:1enoe a li!:c d1str1auc1cn 

uniforme y C.Li~noa ?J .... l se canc:encr·a e!n i...m saio po:..mt:o. 

Fig. 

a 

multl.modales. un ejemplo ser. l,.'\s 1Jt1;:;;c1··..-.:;c1ones i.:on AJ<Z. q~ . ..1e 

se nombran en .i.i'-1 sccc1r'..i:1 1.2. ~ en 1¿-¡s ct..ta.ic.5, ~w10 .:se 

aozerva la pasic1on Clt? .:.os S"!je-s, cr-e~noo una 015l.:t'l.::JL1c.t<.~n 

b1modai con moa.:\Si .:\ l8t)" OQ seT1arDc11...~.n. 

P~t·a; descr1b1Y v modeJ.i\r ooolac1ane'!:i C:l•Ya d1sl;:r1nl1C!Qn 

un1modC\les. A cont1nuacl.r..in se pt"Pt=;C;.;.;."'"'n aoG ~ 1.::wmas c;1s-c1r11:;1-:> 

de c:re~r una ct1e:;t?·iuuc1·:in multunooal. 

Si se ~1ene una 01~tr·1owc1ón b1maaai c1r·cu1a~. cuyas 

modas sst::t.r. ~ 181)<> oc seµ;H"ac1-:in~ Ge puede a1.~scr101t' oor- :.a 

+:um:ic.·n. 
l)<, 

ununodal. Ot:r.>\ --r-orma de crear un.El dl.st:Yi.nuci·:)n mul~:i.mada.1 sz 

read .. 1i:anoa la cr~nsf-ormac.1•.::in de lOG .:.f'!\;U1os 



Can esta transfarmac1én se aot1ene una nueva oanlac1cn 

cuya. 01stribución aue es un1maoa! y es pasLble a_,ustat·te 

cualquier" de i.os modelos un1modales .. 

Un ejemplo de una oisb-1buc1on mult1madal de la forma 

van Mises es 

f'(8) ~ (2'< !
0 

(l:J)-1 é!i:p{l;cos vW-.u)} 

Donde v denot:a el número de maa~"\s. cresente en la 

d1stribuc16n mul ti.modal. 

Fig. 

a.5.5. Representación 

rectan~~· 

c:oor·aenadas 

~n general, las gra~1cas en cooroenaaas polares, de las 

+unciones ae densidao, san muy comunes pera t.amb1~n es 

pcsiole gra~1carlas en cooroenndas rectangulares. 

Para elaborar t..ma gra.i·1ca. en ccordenaaas rectangulares 

es necesario e!.eg1r un punt:a oe c.an:e oe. ta gra.f1ca 

c1rcula1·, una vez eleg1aa se ar;:i,~Ji:~.;;. ¡:;¿..,•·t:.1r ae ese pun¡:o 

¡ü 1...orrescandient:e gr.:::.+ica en coaroen,µ;oas r-ectangt.11at·es .. 

A cant1nuai::1r.:in se muest:r~"'\n tres d1stlncas puo"Cos de 

corte ae una misma gra.T-ica circular v las ccrrespono1cnt:e~ 

gra-fica~ en cam·aenadas rectangulares .. 
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F19. 

Como se puede .apr~c1ar con ln primera !_1ráf1ca 11ne,;;l, 

es po5ible producit' 9raf1cas parecidas ~ las de estadist1ca 

1 tneal cuya interpretac1-!.·n se puede roal i=ar en forma 

an.ói.loga a las 9~'áficas de estadist1ca lineal. 

Ahora al ot-:.iervar las otras dos grafu:as ~s posible 

notar que se tiene una Uc.:;·.,~nt~.Ja. el punt:a 1n1c1al en la 

line:,1 es a.rbitrar:i.o :1 este hec::ho puede cause11' cnnfus1c.rn e;;l 

inte1 .. pretar la g1•áfica. Sín embargo, conociendo este riesgo 

se pueden elaborar gráf1cas en c:oardenaoas rectangul.~wes 

t~n1endo cuidado de seleccionar un punto de corte tal gue al 

extender la el centro de ésta co1nc1d<?\ 

.a¡:iPo~nmadamente con la moda de l~ d1st1·ibur::íón. Del mismo 

moda, para el caso de distribuc:i.ones rnultimadales el punte 

de cat·te Ee puede controlar ~ seleccionar como mas convenga. 
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CAPITULO 3 
INFERENCIA ESTADISTICA 

3.l. INTRODUCCION. 

El analizar una muestra de datas direccionales se hace 

con el propós1 to de 1~e5umi r la 1nformac 1ón que ésta 

contiene; este r-esumen se obtíene calculandtl las estadist1cas 

analizudas en el capitulo 1-

" Una vez 9ue se ha resumido la información, se pretende 

encontrar~ un modelo que Uescr~iba el comportamienttl de la 

poblac:ióri de la cual proviene la muestra. 

En el c""pitulo 2 s~ han presentado diversas funciones de 

distribución cir~cula.res, las cual~..:. ::en determinadas por 

algunos par.ti.metros .. El pt•esente capitulo se dedic.:i a la 

estimación de parámetros y ajuste de fl..mc.iones de 

distribuc:1on a una muestra de observac1ones direccionales. 

Siendo importante comprobar si la estimacJón y/o ajuste 

son ac:eptab les se presentan al9unas de las pr1..1ebas de 

hipótesis empleadC1o.s en el análisis de datos direccionales. 

3. 2. ESTIHACION DE PARAHETROS. 

Sea 2 Ltn.a var1at:lle aleatoria circular, con func1ón de 

distr1buc16n c.onoc:1da F<z;6l, de la cual sólo se desconoce el 

valor del par.J.mt=t.,·c. .!: ~~tnnr:es. al isual que en estadistica 

lineal, as ¡ios1ble estimar el valor del para.metro desc.u11ccid:: 

s1 sa cuenta con una mue~tra aleatoria de valores 

obtanido5 de la poblacion cuya func1ón de 

d1str·1bucion ~s Ft~;6>. 

Es ta e-:;; ti mac l ón puede ser de das formas: pun tua 1 a por 

intervalos. En este c.ap1 tulo se presenta lo aplic~Jr:i6n del 

método de estimación puntual, usada en estadística lineal, 

llamado método de maxi'mü \1erasimi 1 i tud~ 
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El principio de máxima ver·os1militud empleado en la 

estimación puntual de parámetros en estadlstica lineal, 

también es empleado en el análisis de datos direccionales. 

Este método consiste en seleccionar como estimadores 

aquellos valores de los parámetros que ma~:imizan la función 

de verosimilitud. 

La función de verosimilitud se define como la función de 

densidad conjunta de n variables aleatorias 

f (X ,}: , •. •, ;: ;6) 
Xe •e X i 2 n 

considerándola como un.:i. función del parámetro desconocido ó, 

tésta se denota por Ltó). 

Las funciones de ver .. osimi 1 i tud en general satisfacen 

condiciones de regularidad y 

~ ::-: (1 

dó 

es el estimador maximoverostmil, si éste deter·mina un m::..x1mo 

de la función de verosimilitud y se denota por 6. 

Las func1onet:i L(6) y 109 L<6> alcanzan ambas su 

m:i.xtmo en el mismo valor de 6. Siendo más fáci 1 encontrat .. el 

máximo de la .función 109 L<6>, suele utilizarse ésta. con 

más h·ec:uencia. A continuación se aplica este método Para 

estimar los:. parámetros de una distribución von Mises. 

La función de densidad van Mises con parámetr·os \': y µ 

es: 

Para estimar los parámetros, con el metodo de má::1ma 

verosimilitud, se considera una muestra aleatoria 

proveniente de una distribucion van t1is2:: y se ev;;lua la 

función de densidad conjunta de la muestra. 

f<B ,e , ... ,e ;k,µ> 
1 2 n 
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Entonces LCk,µ) :=TI f<t::\;k,µ) 
i.=1 

es la función de 

veros1mil1tud. 

LCk,µ) 

(211 I,. (k))-nexp k{c:os (8
1
-µ) + .... + cos <en-µ)} 

calculando ln. LO~,µ) 

n 

tn. L<I~,µ) == -nln. 2n - nln. l"Ck) + 1:,Ic:os H\-µ> 

i.=1 

Par-a obtener los esl.1mado1'25 .-nt..::1rno •1er11sl mt les se 

obtiene la derivada de lra. L con respecto a k y µ. 

O ln. L 

a µ 

a ~n. L 

a '' 

l<Isen <e,-µ> 
l=1 

n 

. . . . . . . . . . (1) 

-n t;<1<>/I.<kl + ,Ic:os<e,-µ> ..... <2> 
i.=1 

Igualando a cef'O la ec .. O) 

Q ln L 

aµ o 
n ¿sen ((;Ji-µ> 

'"' 

Esta 1Jltima igualdad se cumple cuando µ = x como ya 

se v16 en la sección 1.4.1. del capitulo l. Por lo tanto el 

estimador máximo verosimil de el parámetro de 

distr1buc16n van M1:es es el ángulo medio muestra! ~: .... 

P"'ra calcular el estimador ma.1:1mo 

par.:..metro k, se isuala la ecuación (2) a cero. 

a in L 

a k 
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En la sección 1. 4.1. c. se v16 que 

= r 

Sea la función 

Entonces A<k) = r y por lo tanta k 

La so1!..1c1ón de esta ecuación es obtenida nume-r1camente. 

Algunos valot•es de la función ACk) y A-.t tÍ;> se dan en 

la Tabla !_. 

Para comprobar los est im¿1dores encontrados son 

m::a.;dmos se aplica el cr1ter10 de la segunda derivada. La 

función ln L<µ,kJ tiene un mti.::imo en Cµ.k) s1 cumPlP !"a= 

s19uientes dos cond1c1onPs: 

II. iJ
2 ln. L<µ,ld 

< (1 

Entonces se calculan las segundas der·ivadas 

a• ll>L I <J<l l' '
0

( kl - 1 ·.c1:i I ·.<u 
lk;,;k = 

-n- --- -nA' (~) 
a k2 ¡~ (I; J 

a• ~n L 

" 
1 

ak aµ ¿sen <e1..-; .. d L=µ 
,, 

i.=1 

a• ln L -k[cos Lµ (@!,..-µ) -1< n A<kJ -knr 
a µ 2 

i.""1 

La segunda condición del cr1ter10 de la segunda derivada 

se cumple puesto que <-k n r) < ú .. 

Ahot·a checando la condición l.. se tiene que 
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(-n A' CU)(-k n 'ACkl) - 0 > ü 

Dado gueu> 

O < ACld ·.1 y O ~· A. <U l/2 

entonces tamb1en se cumple la condición ! .. ; de esta forma se 

ha comprobñdo que y µ son los est1madores md:<1mo 

verosim1les de los par~metros 

M1 ses. 

y µ de una distribución von 

Para el caso de d1str1buc1ones mult1modales que se basan 

en la distribución van Mises es pasible estimar sus 

parámetros por el r.iism11 mótcdc uLLen1endose 1 

µ~~µv ACkl=rv 

Donde es el número de modas, µv el ángulo medio de 

la muestra. de ángulos e*= vecmod 2rr> y r v la longitud del 

vector medio de la misma muestra e*. 

En la secc1on 3.2.1. se han calculado estimadores 

puntuales del pat'J.metro de concentración y del ángulo 

med10 µde la distribución ven Mises. En la pre::;ente sección 

se ve 9ue al ¡9ual que en estad1stica lineal es postble 

obtener in~~~r·:~lc:: d2 1..1.Jnf1an;:a de éstos parámetros. 

Estos intervalos se construyen en base a una tecntca 

d2'sart'ollada por Stephens <19621, Brown y 1·1ewaldt (1968) 1 la 

cu12.l fué publ1c:ada finalmente por Batsc:helatC1972>. 

Para estimar~ el intervalo de confianza para µ se 

cuentan con dos distintos 1napas. El pt"imera Fig. A ayuda a 

determinar los lJ.mites del intervalo con un coefic1ente de 

confianza del 95% , el segundo Fig. B está elabot"ado con un 

coeficiente de conf1an=a del 99/. 

.t. - Do acuordo ~l Apéndi.ce A J, W'at..,on<1PB1l 
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Estos mapas fueran construidos suponiendo quo se cuenta. 

con una muestra unimodal con /.J. = O. Se 9raf1co para un 

tamaRo de muest1·a f1Jo n , considerando un R y un S 

con valo1·es fiJos. se detet·m1na el valor de C de la ecuación 

s1gu1ente: R...:~ (S: CZ)J./Z 

6 de manera equivalente para un valot• fijo R = R
0 

se obtiene 

el correspondiente valor de C con ayuda de la 

en la sección 1.4.1. : C = R
0 

cos 6 

con la cual, s1 se mantiene fiJo R.,. y se 

obtienen distintos valores del ángulo 6 

ecuación vista 

o < ó ~, ~n 
varia e se 

con el cual 

finalmente se calcula el intervalo de confianza para µ 

utilizando el siguiente estimador de los 11 mi tes del 

intervalo: 

La Fig. A y 

correspondientes de ó dados r y 

base a la muestra. 
I 

proporcionan los valores 

que se calculan en 

~~[r~nz_i~~~~QdoLP~~ ~~~~nf~ '.3(r¿~i;~6~-:il~ 

L nl¡¡,rvat-:::- -:lo .:onfL<.:1.n;:a. 
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~:~~0e ~J. l ~~~~ d ~ fª~ 0~~;~1'1[ a'-t~ i. ~~~~[¿;gl~ 
i ntg.rvalo .-::10 <:onfv:in-;i:a. 

• f<ll--t--t--t\--'/ ·~C~-U"-' 
e • 

~] ~r--i~1-t-\-ti-\~t-\----l'•V'ffi--'<-1'---'<+---+--l•o 
.~ e 
~~•o¡---t--J:--'d--'1~-'k,---~~P<:"!:-"<~---j 
Q ., 

1or---¡--¡-°"-¡--"'1C-4'""':T<:-f"S~""''+-''t-l 

I. - Roprodu.:.do d.¡¡. Do.lschvlulUt>Dtl. 

3 .. 2. 2. b. Intervalo de conf1anza para t,. 

El intervalo de confianza para k también es calculaao 

en forma numéric.:i y su resulta.do SE! presenta en forma de un 

mapa de gráficas. La Fig .. C y la Fig. O proparc1onana los 

limites de confianza tk 11 k
2

> tales 9ue; 

PC I~ 
1 

< k < 1~ 2) ::: 1 - •;e 

donde {1-•.:l) es el coefic1¡;;nt~ dE confi'-in:::.:. .. 

Es necesario, calcular la longitud del vector medio 

de una muestra aleatoria de tamaf'ío para consultar los 

limites del intervalo directamente en la Fig. C 6 la Fig. D 

dependiando del coeficiente de contian;:a gue se 

considerar .. 

desee 
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~!~~ ~g~:~~~~º Pf~~~~:if f :l ~~r n ~?n~~~f~~g~gn J~. -:•.-nfwnzd 

La..!ii le -::lotermtnan ol ti müi;, tnfGnor. 

LOG k.1.
2 

d6l.,rrni.na.n .-il llmt to zuportcr. 

1.5 

K 

1.0 

0.5 

o 

VER 
MAPA 
DE 
A O AJO 

,1~1~4 

~ L.::ongi.tud 

90% 
1 

0.1 
r 
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f"lO. D. MO.~O. 1 
po.r-:1 dolormt nar un tnl•~rvo.l~ do .:.:.rdton.=o. 

do~l f~~ail'..:::ºde f:;r~~=~f~a. ~: nc~ncontr,;:ct-n k. 

Le.e; curvo.G k l :lgL.:irrnttvl.,.. .... i. ll rntlo -..nf erL.z.r. 

1-0.s curvas k :letormtnc.-. "l liMtl"' (iup<lr'..:.r. 
2 

K 
98% 10 

'º 

"º 

o 0.1 0.2 
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3. 3. PRUEBAS DE HIPOTESIS. 

Al igual gue e11 estadistic:a lineal, la eY.per1enc!a de 

distíntas 1nve~t1gaci.or~es o el desarrollo de la teorl.:i ctet 

fenómeno de 1nteres dnn lu3ar o:t conJeturas a hipótesis. Est8s 

h1potes1s es posible, en alqunos casos, ver:i.ficar Sl se 

cumplen o no. La teori.'1 clas1c:a de Neyman-F'earson se apltca 

igualmente a la hipótes1$ circula.res, ya que tamb1en se 

consideran dos hipótesi-;,.¡ l.:1 l11pates1s de interés o nula y la 

hipotesis alternativa .. Se tienen presentes los dos tipos de 

errores que se pueden cometC!r, ~l error tipo 1. 911"" c:::r.;;isLe 

en recha:::ar• 12' t11p6t<:::!>z.1S nula cuando esta es cierta y el 

error tipo 2 que consiste en no rechazar la hipótesis nula 

siendo que esta ~s falsa. 

Se cuenta, al isual c¡ue en estadist1ca lineal, el nivel 

de significancia o que 1ndic:a la probabilidad de cometer el 

error tipo L. 

Dependiendo del ·,¡alar y de la h1pótes1s nula se 

construye la región critica o de recha:::.o. 

Es pasible usar los intervalos de conf1an;::a para probat• 

hipótesis respecto cil para.metro !' > ¡::or ~Jemplo, s1 ~~ desea 

probdr s1 el ángulo µ dtiiere signific~ti~3mente ae una 

direcci6n fija dada pot~ el ángulo µ
0 

hipótesis se determinan los limites de confian~a x
0 
~e , s~ 

µ., cae fuera del intervalo se concluye ~lle el ttn'3ulo .!J 

difiere del ángulo µ
0 

es decir quP l..J. pr\.1t:oba fue 

si9nif ic~tiva, an caso cont1·ario se concluye que la prueoe no 

fué significativa. 

Del mismo modo~ el Intervalo de confianza pat·a el 

pat"ámetro k •también puede ser usado para r·eal i =ar pruebas 

de h1potes1s. Si por eJemplo, una hLpótesis nula establece 

que k > Z se checa. el limite supet~Lar de confianza de k 
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si ést~ llmite es menar que 2 se recha:.a la h1pótes1s nulo:i.; 

en e.asa de ocurrir lo contri!rio se concluye que no hcay 

evidenc1a suftc1ente pa,-a probar que la h1potesis nula es 

falsa. 

En el ant'1l 1s1s de dato=. dir·ecc:1onales las pf·uebas de 

hipótesis más f1·ecuent~mente L1sados son las pr·uebas de 

t.miform1d.1d, e~ decir, a.9uel las t:-n qu~ la h1p6tes1s nula 

establece 9ue la poblac1Cn se dlstribuye 

étl1·edcdor rt•.,l cirr:ulo un1tar10# 

un1-formemEnte 

Rayle1qh y la p1~ueba Hodges-AJne. 

Paré! ap l ícar es ta prueba es nece~drio, tener una muestra 

aleatoria 8
1 

, !J
2 

pretende probar s1 

, ... , e,.., de 

la. población de 

datos direccionaleca. 

la cual fue obtenida 

Se 

la 

muestra presenta tendencia a seguir una di1·ecc1ón preferida 

es deci1· si d1f1er~ significativaffiente 

d1stribuc1ón un1.forme. 

de 

Entonces se puede escribir, <cosJCJerando i1 Ja 

H k " 0 
' 

tener una 

,U 

Se utili::a el Lema fundamental de Neyman-Fi::a.r$Oli p¿it"a 

encontr.)r la .,::istadistica de prueba con la correspondiente 

región de 1~echazo .. 

bdJU U
0 

ta> . .f11nción de verosimi 1 itud e!:i: 

L., == l/<2n) !'"¡ 

BaJo Ht se n1e~a el hecho do 11ue se tiene Lma 

distrtbución uniforme y :;e propone como func:1::in alternat1va a 

Hises. Entone.es la func ion de 

verasltln l 1ud sobre O es~ 
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Donde r ::: A(k) 2 
r 

e::p{ n 

La re91ón critica es ;,_ K, 

Con 

\ 
(2n I,, <l~"J) -n e~:p(n L r) 

Reduciendo esta e;~pres1on 

.\ = (I 
0 

( k) )n e>:p( -n k r 

r 1 

Se analiza el comportamiento de éste cociente para 

obtener un~ 1"'e910n de recha::o mas senc1 l l.i. Se ca.lcul.a : 

Cn. A = n tn. l Ud (n k ACkl) 

Se di=r i va con res pee to a l. 

[ 
1; c.Í;¡ 

n - ---:-
1, <U 

- l. 1-)' <kl - H<U 

dk 

Usando El hecho de que r:cl.) 

d ( ln "-> 

di< 
" = -n k 

I Ck i 
1 

Entonces d ( ln. ,\) 
es negativo dado c¡ue k ~ 1) y como 

di: 
ya se menciono en la secc1ón 3. 2.1 A" CI~) 2: ú. 

Asi que, se pueae afirmar que ~. as. una función 

decreciente de I~ mientras que A' (k.) es una func1ón 

monótona creciente de y la region cr~Ltica ,_ K se 

reduce a r > K. 

Donde r P-5 la lon'J1tud del VC?ctor mi:::dio calculada en 

base ala muestra. Los valores de K se pueoen consultür en 

la Tabla "7' 

Para 
A2 

grande se usa el estad1stico de prueba 3nr que 

tiene una distr1ouc1ón Ji-cuadrada con tt"'es grados de 

1 ibertad. 

68 



Intuitivamente QSta. prueba 1:?-stá basada en lu lon91tud 

del vector· medio r, b~sándose en Ql hecho de que las 

muestras pro•.ren1cintes de poblaciones cuy.:i. d1str1buc:1on es 

uniforme presentan valot•es de cercanos ~ cero. 

3. 3. 2. b. Pru~ !·lodges-AJnG_. 

de observac l ones 

d1recc1onales y se desea probar si la 

población de la cual proviene tiene 

uniforme. 

se 

una 

grat1can 

d1str1bución 

las n 

observaciones de la muestra alrededo1· del c11·culo un1tar10. 

Se dibuJa uno de los diámetros del circulo, al cual se la 

l iama l • El d1ametro divide al circulo en dos arcos 

iguales: cmtances. se rota este di::tmetro hasta tener el min1mo 

de observ.:i.c1anes en uno de los dos ar•cos del circulo. Se 

denota por ·r¡ al nume1·0 m1nimo de observaciones. 

Fig. 0 
total de observaciones, entonces -se dice que la muestra 

presenta una d1recc16n preferida sobre las demás. 

Sea 8 una observac1on de la mue:tra. ;;;e realiza la · 

transformación, 

e~ 8 (mod n; o.:.e<2n i = 1. ~ ....... n 

Se define 87Ll 1,~, .... ,n 

correspondientes valores ordenados de 9* 

como los 
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Sea . 
~: 

Sl 
f)(1.J 

= ,, para alqund J 

z = . 
Sl t• ·- 9- [\ 

(i¡ J 

Obteniendo entonces el vector• Z ::: (z
1 

,z
2 

, ••• ,zn) con 

ayuda del cL1al es posible saber cuales obse1H1a.c1one~ caen en 

eada arco, dependiendo de s1 se trata de un l o un -l. 

Rotando el diámetro l se praaucen :.n va lores de Z. Es 

posible obtener los d1st1ntos valoras cjel vector Z producidos 

con cada rotación si se aplica nl operador ~ (Zl 2n veces. 

{tZl = (z
2 

,z
3 

, ••• ,zr-. ,-z
1

) 

Sea l(r , r 1,::, .•• ,:!n el num~l'O de '/eces que 

apareció el número -1 dentro del vectot' Z 

r-ésima ve= el opet,ador l; <Zl, entonces 

al aplicar poi' 

•(r cumple las siguientes prop1edaUes: 

V I', ·t- z , .. 
. 

5 -n 
2 

n - !'. i = 1,2, .... , n 

Si se calcula S"' = z.
1 

manera: 

n = ~n - m.i;: 

5\. + l<J. 

n - K 
i 

{
- .!.5 

Z n 

+ ...... z 
' 

i = 1,2, ••• ,n-1 

1.-:1 + s 

.!.s 
' z n 

Que tiene la siguiente función de dist1·ibuc:iónº 1 

P Cry :S t> 

r 

2-n+t. (n - 2t) ~ V<t,-k) 

k=o 

1, - De o.c:u.<nd.:. o. Mo.rd~al lt>721 



donde 

V(t,-k) 
n 

( t-k In - 2t)) 

c:on r • t/<n - 2t> 

F'.ara t <. ~ {n - 2t) !! 
z y í < 1 .. se tiene que-

Si este es el caso la función ae distribución de l) se 

reduce t 11 
a. 

P(¡¡::: tl = 2-n•t (n - 2t)( ~) 
LA hipótesis d¿ uniformidad se rechdZ~ 

t < ~ 
3 

para valores 

pequeftos de YJ • Se puede escribir la re9ión de rec::ha::o ~ como 

~ m r 81 R S TI } l . "' '" 
donde el valor de 'f) 

0 
se puede consultar en ia Tabla l· 

3. 3. z .. c. Prt.1eba Hodqes-Ajne para datos §grupados .. 

En el caso d~ datos agrupados <Ele pueden considerar las 

frecuenc1as como si estuvieran concentradas en los punto~ 

medios de cada intervalo. Si N<Bl es el número total de 

frecuencias en el arco <G,n+S> se tiene que 

-r¡ min NCel 
o::SS:Szn 

:ii =e tl.enen r intervalos de cl~se de igual lon91tud 

con frecuenc:1a fL Ci 

entonces s1 se calcula 

A l -+,+¡ J -(t, l, .... , r 
l 

l~t 

n m1n (/) ) y A + A -n 
J ' , .. se tiene que 

Se define B má~~ IA - A ¡•k 1 entonces. 
J 

1. - [Jq •:lCUQTdO •1 Mard1.a.t1Q7Z1 
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B m~:: {n ·- 2A J , 2A 
1 

- n} 

Cama T} mjn A 
J 

y (n - n' = má;< A 

posible reescribir B de la manera s1gu~ente: 

entonces es 
J 

B = max {n - 2<n-n>, Z<n-n> - n} 
entonces 

má~: {-n + 2.,.,, n - 2n} 

B = n - 27} 

El valor de B es importante debido a 1:1ue forma parte de 

la estadistica de prueba en el caso de datos agrupados, dada 

por: T/ • B/v';:; 

un valor pequerío en cuyo caso la re916n de rechazo es 

Solo se cuenta con dos valares de r¡g :.as cuales fueron 

c:alculdos por David y Mewel 1 (1965). 

Para ~). (15 T/, 

a = o.ü1 

3. 3 .. 3. Pruebas Qg_ bondad de ajuste .. 

2.53 

3.09 

Los modelos teorices desarrollados para describir a las 

poblaciones direccionales se intenta c¡ue sean la más simple 

posible, mientras c¡ue los fenómenos aleatorios que se 

estudian son en general muy compleJos debido a la gran 

variedad de factores que influyen en su acurrenc1a. Al 

ajustar un modelo a una muestra no se pu~de espe1".;;r• c¡ue ld 

distribución teórica coincida exactamente c:an la "verdadera" 

distribución del fen..!.meno; s1n t:?rnbcrqu debe aJusi:arse una 

función que en general, no contradiga el comportam1ento de la 

distribución presentada por la muestra. 

En esta seccion se anali;:an algunas pruebas dr.:- bondad de 
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ajuste empleadas en el anál is1s de datos direccionales .. 

3 .. 3. 3. a. Prueba Ji-cuadrada. 

Esta prueba se aplica en estad!st1ca lineal Y se ha 

aplicado al análisis de datos direccionales con iguales 

resultados .. 

Dada una muestra aleator1a de observac1ones 

direccionales $
1 

1 8z , .•• , $n se desea probar Sl 

distribución de la muestra puede ser descrita por 

dist1·ibución teórica dada. 

la 

una 

f'ara est.e propos1to 

grupos no necesaria.mente 

se 

de 

agrupan 

igual 

los da tos en in terva 105 o 

longitud, can la 1..ín ica 

1"estr1cc16n de conservar f " 4 donde la 

-trecuencia del intervalo l. 

La hipótesis nula y la alternativa son : 

La d1stribucion poblac1ona! co1nc:1de con la 

distr1bL1c1on te'.)r1ca propuesta. 

H
1 

<; La distribuc1on poblac1onal no coincide con la 

distribución teorica propuesta. 

La estadist1ca da prueba es la misma gue se utiliza en 

estadist1ca lineal: 

dan de 

k es el número de grupos 

-F1. es la frecuencia de la: muestra en el intervalo i 

ª1. es la frecuencia esperada dentro de el intervalo i 

{la cual se calcula en base lB distribución 

teórica dada>. 

La distribución de T es Ji-cuadrada con (k-1) grados de 
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libertad. Si algun par.imetr·o de la dtstribucic.n debe ser 

estimado se resta un grado de libertad a la distr1bLtción, al 

isuat que ocurre en estad1st1ca lineal. 

La región cri t lea es 

Valores de la d1stribuc1ón Ji-cuadrada se dan en la 

Tabla 1_. 

Esta prueba también puede ser Ll~ada para probar 

uniformidaü~ si se cons1de1~a gue la d1st1~1buc1ón de la 

muestra es uniforme. 

Esta prueba fué conceb tda por l·:o 1 mogo ro"· y es 

frecuentemente usada en estadlst1ca lineal. l(u1per en 196(! 

adaptó la pr~ueba l3s condic~ones espec1ale= de las 

distribuciones circula1·e~. 

Al igual que en est~d1st1ca lin~~l s~ define ~ la 

funcion de dist1•1buc1ón empir1ca 

e :s e s e 
(L) (L+1) 

i."e-0,t, •• ·'"' 

con e 
'º' 

y e 2rr 
< n+ 1 > 

en la linea son igualmente validos pi\ra la func:1en de 

distribución emp1r1ca circular. 

Las hipótesis nula y alternativa son : 

vs. 

Para una func16n de distribución F, <e> dada. 

Al igual 9ue en el caso lineal se definen los valares o: 
y por: 
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D~ 

Slip 

e 

sup 
e 
-

F (€l) - s <e> . n 

Tanto o: como D dependen de la d1recc1ón cero que 
n 

se escoJa .. 1-:.u1per en 1960 def ini6, en base a éstas una nueva 

estadist1ca de p1·ueba: 

V D: o: 
la cual es independiente de la direccion cera t1ue se escoja. 

Mard1a en 1972 considera una representación alternativa 

de Vn , en la cual se tiene que 

entonces 

dende 

Con 

o: 

u. 

má.;< sup 
o:s,,.:sn e :!e <e 

( \.) ( 1.+.U 

F <e > 
o t\.) 

inf f, <e> } 
a.se <o. 
( \.) 1 \.+l> 

i = 1,2, .... ,n. 

un ra:.onam1ento 19ual es posible obtener D 

o~ máx [ u - .!..':.~.!..!.} 
o~i.:Sn ' 

-
n 

De esta forma se tiene que 

V 
n u, } { ',_,' } u l. - --~--

l<uiper en 1960 calculó la función de distribución de la 

siguiente estadistic:a de prueba 

T = n
11

zvn = n
1
/Z[ o: + D~] 

75 



Obteniendo la s19u1onte distribución asintótica: 

00 

Pr[ T:;: ;¡ ]= 1-2¿ [4m 2 /-1]+[~~;;]I:n 2 [4m 2
,

2 -3]e-zrn 2

'

2

+ Q¡ñ
1

> 

m=1 

con ayuda de la cual calculó las valores ct·lt:1cos l~(cd c¡ue s~ 

utilizan en la región de 1·echazo 

-e = { e 1 T > K lol } 

los valot•es de K(a) se pueden con5ultar en la Tabla§.~ 

Finalmente, la prueba de Kuiper• al 19ual c¡ue la prueba 

Ji-cuadrada puede ser usada 

cansiderMndo 

para 

F
0
lel 1/2n 

probar uniformidad 

Las pruebas presentadas en esta sección son las más 

comunmente usadas en el análisis de datos direccionales, sin 

embargo se han desarrollado diversas pruebas estad1st1cas 

para probar bondad de ajuste ó simplemente un1form1dad; cada 

una de? l.:1.!.1 cuales o-frece, yA sea! mayor rapidez, facilidad de 

aplicación 6 mayo· ... precisión. Siendo el objetivo del presente 

trabajo dar una v1s1ón general del análisis de datos 

direccionales solo se l'\an incluida algunas de las más 

importantes. 
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4-.1. lntrodLlCC lCQ_. 

CAPITULO 4-

E.JEMPLO 

En este capitulo se presentan un es~ud10 en el que se 

aplica la metodologia presentada en los tres primeros 

capitulas.. Como se menciona en la sección 1. 2.1. del 

capitulo 1 1 el analisis de datos direccionales puede ser 

ap l icndo cuando se ana 11 zan fenómenos que se desarrollan al 

y gue presentan una cierta 

per1od1cidad conocida. Este es el casa del estudio que se 

presenta a continuación. 

El estudio que ~e presenta cont1nuac16n es un 

anál1s1s del compo1·tamiento de la prec!p1tac1on pluvial a 

tr~ves del ano. Este se r·ealiza en base mad1c1ones en 

ml.de la prec1p1tac1·:in pluv1al a través de los al.3S de 44 

arios, de 1931 a 197•1. E~tas mediciones se encuentran 

concentradas en grupos de 5 dias fo1~mando un total de 73 

grupos po1· a~o.En el caso oe a~u~ ~¡5iez:== ~! u!t~mn grupo 

es de ::;eis d1a;;;! 1
) 

El objetivo de este estudio es e:!P 1 icar el 

comportam1ento del fenomeno aleatorio con ayuda del aná.lists 

de datos ct1i-eccionales. Para tal efecto se considera cada 

1nl. come unu ocurr1?nc 1 n del fenomeno ... 

da.toe 
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La prec1pitac1ón pluvial es cons1derada un fenomeno 

aleator10 que se desarr·olla en el tiempo cuya per1odic1dad 

es anual 

Con el pt'opós1to de estudiar este ·fenómeno con ayuda 

del an~lis1s de datos direccionales se ha asociado el 

periodo, de un a~o, a una vuelta completa del circulo. Dado 

que se tienen d1vid1dos los datos de cada afio en 73 grupos 

(cada uno de los cuales representan las observaciones de 5 

dias) entonces se ha dividido el circulo en 73 arcas, a cada 

uno de los cuales se asocia la información de los 73 grupos 

de un af'ío. 

Fi9. 

De esta forma se cuenta con una mu2stra de 73 

cbServaciones e
1 

, e
2 

ángulos medios de c:ada arco. 

8 
73 

determinada por los 

La frecuencia asociada a cada arco o intervalo de clase 

se calcula de la siguiente manera: Dado que se cuenta con 

las mediciones de 44 afies, se procede a envolver las 

med1c1ones de cada a~o en el circulo. 

Fig. 

1Gr. 
z-=-. 
3or. 

El proceso de envoltura se elabora de forma tal que la 
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EStíi 
SIW~ 

frecuencia del primer arco corrosponde 

l"I nrr.ir IR Ut1)r, 

Ul f:IWUürEGA 
la suma de ias 

frecuencias observadas en los pr1meras cinco días de cada 

uno de los 44 affos. El segunda arco tiene asociado como 

frecuencia a la suma de las frecuencias observadas en lo::. 

siguientes cinco dias de cada uno de las 44 afros. Y de igual 

forma se obtiene lü -f1·ecuencia de c.,dn una de los .<?treos 

restantes. Cada ml. medido de prec1p i tación pluvial se 

considera una oc1..wrenc:1a por esta razón se puede llegar 

tener en algún grupo una Fr·ecuenc1a por eJemplo de 0 .. 8 ml. 1 

es decir, no necesariamente se trrtta de un número ent~1·0 .. 

La tabla 4.1.a. presenta el ángulo medio de los 73 

intervalos con la correspondiente frecuencia asociada a cada 

intervalo. una ve:':" que ::;;:= hci. realizado el proceso de 

envoltura.. 
,,,., .... :1.c 

•"9"'º """'<>I•·• 

TABLA 4. l. a. 

---------------------------------------------------------



Una vez que cuenta con muestra de d~tos 

direccionales se puede comenzar el anal lSIS estadist1co 

9r•af1cundo l.as obse1·v~c1ones. La gr.lf1cc;1. 

H1stog~ama C1P·cular je los datos. 

presenta el 

Este se ~1·at1c~ cons1der·ando el Angulo 0• como el punto 

donde el a~o empieza • se avan~a en sentido contrario de las 

manecillas del r·eiaJ hasta lleqar· al punto determinado por• 

el anqulo 36~·. en el cual se considera que el ano termina. 

8(' 



presenta "' H1stogr:Jma L 1nc:.-a l 

correspundiente Pl a.nter1or Histograma , l•'Cular-. 

~.l riunto ·Je ·n~ t.e ..:!el H1stoqram.:i. c.1rcula1- $e t!ilq~· en 

el .;.nqulo ·.¡:,•:.o el cual c:cwn=-sponde :\l 1Lm1te ir.te• ii.w de1 

intcir .. ~"\ll"J .:Je 1ase t.Jo.o5. la frecuencia de clase de e;:;te 

1ntet -,...a lo ,..~p1te al t1nal del Htstoqt·ama Lineal. 

En ;.ml.Jas c;u·.::. t le as pus1ble .aprec: ¡,:i1· que las 

observac.1ones or•esenti\n una d1str1buc:1on un1modal apr·".", 1ma-

damente 51m&t1·1ca. L~ clase modal es la co1·1·esP0ndlent~ al 

1ntei-·.·a1.--i •Je cldse fJo. 24 cuvos l1m1tes son 

( 1 1 ~ ":5 ~~I l J 8" :' 1 . J 8 

qL1e en té1·m1no de dlas se t1·ata del pe1·1odo ent1·e el dJa ti~ 

del ano ~ el dla ~lo. 12U del ano 1 estos co1·1·esponaen lo~ 

Jlt1mo.s cinc·"' ct1as ·::l!?l .nes de 3brtl 

xn~ervala es .:Je ti_,41. 7,(1 ml. 

Pat•a encontr::u- l~ •Tiedtani\ d11·ecc1onal de los dat.:·s. 5-? 

elabore Ja tabl~ ..i. I .b .• En lil< primera .:alumna :.e .m:s-st1 ¿. .e-1 

t1rñ1tc -:;upcr1or de! 1nte1"'.·3!0 ·:le> :!ase. !;o Sc.>'l\Jl"l"L::"' c~~1._1mP."' 

muestra la t1·ecuenc1a ob:;er·;ada er el inter· . .=110. la t.er-:e· ~ 
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columna se muest1·an la5 fr·ecwenc1as acumul~das. Ln p1-1me1·a 

mitad de ésta columna rt;¡p 1 te 

obtener· la colLtmna 5, se r·estan las ent1·adas de la columna 4 

de las de la columna Asi l.::\ columna. 5 muestra la 

frecuencia de los 1nter·valos ($ -180" , C\) cuyas 

muestran en la columna 6. 

1..P•lrl.: 
o;v<¡¡:i<nir. 

" :;:.47 
"_q_~ 

7. ~.-. 
9.ól .. 

¡:;.:::l 
l•.7\1 
11.:;:a. 
1•.1:; 
::.19 
:;: ........ 
:;1.1:;: 
:.'i. ::"1 
:;:. ... ~ 
::•.:::.: 
] ....... 
3~. ·= o.92 ••. ,.l 
.... r;::: 
·~· !~ ::1.71l 
:;•.:;::: 
:; ..... , 
=~. 19 
•1 • .t.• ....... 
···=º ........ 
11,:::1 
7],1T ...... 
711.'lo) 

!!:~: 

~~·~ 
Htn 
i~;: ;¿ 

TABLA 4. l.b 

7.:: .. 
1::: ..... ....... ,-; 
lll.¡ .. 

~·~ 
¡f,ij~ 
!lll-11 
·•~! ... .;..:. 

tt¡¡¡:¡~ 
=~~!~:i~ 

i~~~~: ~~ 

1 J.(1~<.;¡¡:1.,._ 1-

' '' · '""' 

r • ~"' 1:: ... 0 
49,.,::; .. ,.., .. 

l»•.1::: 
1::~.; ... 
1::11.:::: 

!~~J~ 
~g~~~ 
~~~: ~~ 

!UHi~ 
s:: 

~~LCLAHCJ.. ¡,,!$;f.·"'-º 
''º""'""'"""·l•.l" 

101ll:::. ~= 
lill>.i. .... :.;i 
, ...... ,.11 .. 
1""•7.7!: ' .. ~ •• -. ~= 
;u:;:4::,1::: 
:(•~., .. :::::: 
:u111. ~=­
:1.-.7:!,:!::: 
;1 ~ ...... ~~ 
.1 ... :: • .:::1 
,¡.:.,.:u . .,:; 
:.::;<11.u" 
;;~~ ... "' 
::2 ... 4.:::!. 
;::•~ ... "'" 
~~H!:r: 
ª~;~~:~~ 

~~~g~ ~~ 

limites 



TABLA 4 .. 1 .. b .. h:ont.tnuac1óni 

irnrn 
; .. " .. ,.,,, 
;..~,,·~.U• 
.: ~, .. , ~. l.J 
; ......... , .. ... ,.1 ... .: .. 
.:-\1·!1.t:\ 
; ... ; ... ~., 
"'"' 1:' . ..,., 
~~:i::~ 
.::.i.,.H.~.) 

?!l!j!íl 

mm~ 

ll~ 

"'"~C•.·r.•>ct­
ll•"""' 

.:1:: •. ;,. 
11~:\. ~,¡ 
¡;p~.thl 

=~·11. :11 
;1:1:1 .• -:; 
;i:~ ....... 
; .. ~~. ~!. 
:&•.1.:,) 
.: ... , ... ., 
~1 ••• :-. 
:~ .. J. ·~ 
, .. :.:1.1 .. 

!~~;: ~~ ... ""·'"" ::a ..... ~ 
::••"·'u 
~.<J:~. ~~ 

.. ..-:1'-'" .... , ... ~:. 
'P~.:;;,, 
r-.<>:;,1.J:. 
"1~1 ... :\u 
oJ~p .. .. 
.... :11., ... 
~~¡.;. ·~ 
h(,;.¡,., 

l~-H,. • .:::: 

!Illnl 
Hr!1~¡i 
:~¡~;=~~ 

:mn~ 

;;:~~ ... ,., 

imrn 
.:11:.,.;,, 
~ ""WV. "'" 
;., ... ~. ¡ = 
• .. :11.:·· 
;o1oJh-.1:: ,,.1 ..... ;:: 
¡.-... !.::\ 
¡-.;:O.-''.$' .~ .. 
, ..... ':,,¡:'; 

:mmi 

1¡¡1~ 
mm 

La mitad total de frecuencias ooservadas es !: = 12362 .. 9 
2 

owsc:antto i:·n la columna 5, este valor se s1 túa entre las 

frecuencias correspondientes a los intervalos ::ngu1entes: 

lI .. '143.01"' • 323-0l·q 

Ftg. 

Como las frC?cuencias son mayores ~n el inte1"1alo 

t14l~ .. 55 , 143 .. 01) es en éste en r:?l que se situa la mediana 

d1recc1onal 1 quG de acuerdo a ld sección 1. 4.2 .. a del 

capi tLtlo 1 .. 



M 140.55 + 
474 .. ~5 

(14.:.1)1 - l4Q.55) 141. 97 

Asi la mediana d11·ecc1onal es 141°57'58' en t~rm1no 

de d1as se trata del dla l'Jo. !44 del at'io tel cual 

corresponde al 24 de mayo1. 

Las coordenadas del :actor rned10 san: 

l -0.5041 ' 0.4014 ) 

Fig. 

De acuerdo a los resultadas de lú secc1•!in 1. 4.1. el 

valor del ángulo medio es x,= 141°28'11'' gu_e en té1·mino de 

dias se trata del i:;ia Mo. 143 del ai'io <el dl a 

correspondiente es el 23 d2 mayo1. 

La lon~1tud d~l ·;ecto1· media es r = 0.6444 , 0 S r S 1 

la cual es utilizada ~are calcula1· la 1ar1anza presentada 

en la sección 1.5.2. s 4(1°44·59 .de acueroo con la 

varianza propuesta por Batschelet { 1979); 

es de 41.31 dlas. 

Tambien se calcula la 

de dias es de 54.5 citas. 

término de dias 

propuest~ por 

que en t8rmino 

Dado c¡ue los datos presentan una d1st:r1bL1Cl.ón uni.madal 

y aprox1rn.;d¿¡,mente s1metr1c:a se aJust6 la distribL1C1ón von 

Mises, preEentada en el capitulo ..... 

De acuerd'.'.) al capitulo :; los ?-St1mado1 .. es m4:.: imo 

\~ son: 



2.469 (en rad1anesl 

k = A- 1 Cr) ::: A- 1 {0.6444) :::: 1.69 

El valor de k se obtiene con ayuda de la tabla· No.!. 

Asl tenemos 
·f($)==<:!rrl (t.f..9 )l-te1.d9 colit8 - z.469l 

De acuerdo a la sección 3. 2. 3. a es pos1b le· calcula1· los 

intervalos de con f ian::a de los parámetros L y µ de una 

distribución von Mises. Utilizando la Fig. A de la sección 

3.2.2.a. para abt2ne1· el inte1·valc de caníian::~ deµ con un 

coef1c1ente de conf1an::a del 95% Para 0.64 y 

n = 24 726 se t lene que 6 9, 

asi µE Cx~-o , x,. ... 6> = (132.46°, 150.46°1. 

Consider•ando que el má::imo valor de n pr·opo1·c1onado por 

la tabla es de 200. en base a G>ste se ha calculada el 

intervalo de confian::a; para un mayor el 1nte~valo de 

confianza se reauce, pot· lo que se puede asegu1•at~ que el 

inter•valo encont1·ado incluye al intervalo de confian:a del 

95% de conf ian=a. 

Par•a el cálculo del inte1··1alo de confianza de! 90% par•a 

el par~met1·0 l~ se utili=a la Fig.C de la sección 3.2.2.b. 

de nuevo r = 9.6444 ; dado que el má.::1mo n tabulado es 2(t(l 

es el que se considera. 

Asi k ¿ ll.4 , t.9> , nuevamente se puede asegu1·ar q~e 

ésta intervalo incluye al intervalo de confianza del 90~ 

para ei par.::.metro f~. 

Prueba l : 

De acuerdo al cap1tul1J .; es posible aplJcar: la P,rueb.=! 

de h1potesis Rayle1gh pa1·a detet•m1na1· s1 l~ d1~t1·1buc1on ce 

las observaciones en el circulo, es un1torme o ne. 

Una forma alternativa de e:cr1bu· la5 hiPóte~¡s H,, ._, H
1 

a la presentada en la sección 3.3.1.a es: . 
H : La d1tr1buc1ón de las observac1ones en el circulo 
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es uniforme. 

La estadlstica de prueba, dada gue n es gt•ande, es: 

3nr2 = ;.(:::4726) ((!. 6444)z = 30802.5 

La región de 1•echazo es: 

C = i e 1 :.nr
2 

,• ;\~~-~ ~ 

Entonces e = { A tanto 

la estadistica de prueba cae en la región de 1·echazo, es 

decir que hay ev1denc1a suficiente para aseguPar gue la 

distribución de las observac1ones en el circulo no es 

uniforme .. 

Prueba ~ : 

Una •:e= rechQZ..tLla !d h1pot:es1s de un1form1dad se aplica 

la prueba Ji-cuadrada presentada en la sección 3.3.2.a del 

cap! tul o 3. 

La hipótesis nula a pt•obar es 

H e~ van Mises con par~metros 1~=1.o. µ= 141'27·47·· 

La hipótesis alternativa es : 

H, La variable aleatoria $ no se dist!'lbuye ·ion Mises 

con parámetros k=L6, µ= 141027'47'º 

Pa1•¿; aplicar esta prueba se formaron 72 clases, debido a 

que se cuenta con una tabla c¡UE? proporciona las 

función de distribución van Mises calculada en los pLtntos 

Dado que los datos originales se encuentran aqrupados en 

73 arupab ~e calcularon las frecuencias corr·espondientes a 

los nuevos inte1"1:1los, suponiendo que los datos 52 

distribL1yen uniformemente dentro de cada uno de los 7-:, 
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grupos. 

La tabla 4.1.d. proporciona el limite superior de los 

72 inter•valos y las correspondientes frecuenc1a5 observadas, 

la columna 3 muestra las frecuencias esperadas en cada 

intervalo sépon1endo una distr~1buc:16n von Mises con f'. = l.6, 

µ = 141°27'47". 

11' 
!-':. .. ... 

11:. ... .. 
¡;"·"" 1::.,., ... 
¡: ...... , 

, .. ,.,.,,, 
1•:: ..... 
!!:"·'"' 1:.:: ... .. 
1 .. ::1 ... .. 
11., .... ) 
¡'::. •• - •• 

TA!3Lf'.\ 4. l. d -

.~ .... 
;,, .. 
... ! .. 
... (,1 

hl.14. ..... , 
l ... ¡¡,! ..... ; 
lll.43 

11 : 
,;:;:..•'•' ,.,..,,,¡,J 
l'ó'!I,(' .. 
;"'"·''" 
:.)~ ... ,, 
;-, ..... .. 
~·!<-••" 
~~.,. "" ::i:::. ... .. 
.!.l ..... .. 
:.:::::i .... . : ........ . 
:;;.t:.·"" ;:;.., .. ,,. 
1:.:. ..... 
;""·"" :;; .. :. ..... 
~~g: ~'.~ 
~10:.. '"' ;q"·"" 
,;¡~:. ... ... 

·~1-.~ 1 : 
.: ... ,. ... . 
:!.\}:l.•'" 
~JI) ..... 

~~~:::~ 
.;::'I,., ... 
:4.,_.-,, ·•:. .... .. 
!:. ..... .. 
~:.:. .... , 

:1~g 
.!.;:.J 

1:..,::-1•.•1 
~.11., 

La estadi st ica de prue0.3. c¡ue se obtiene es 

La re91on c1·1t1ca es~ 

~ ::: { 8 1 T ,~ ~~~~o } 

T=l6'i11).57 

Sustir.uyendo los corres:pond1entes valores se ob~1ene: 

Si 



l: = '€J 1 !6<•0.57 ; 9().5} Ct = • (15 

Por~ lo tanto se rechaza Hg es decit•, la d1str1buc1ón 

difiere de una d1st1·ibuc1ón van Mises con par·~metros I; = 1.6 

y µ = 141°27'47". 

Anali::ando la tabla 4.1.d 

col1..1mna con ·-· los r·ensilones en que los valores de la 

cua1:ta colLtmna son mavor·P.r; ae J.f• ·,; en qn~ At=l. columna ~e han 

marcado los renglones en que los v¿1lo1·e<,:; de !n Clldl"t"1 

columna son mayores de :.o. Obser·..-ando eslü~ cki;o; nuevas 

columnas se observa 9ue se forman des fJl'UPD~, estü podrta 

distribución muestra~!. 

D<•lntuctº" ·1 \ J ~·\ ,__,.---_"'°"i,º';'.~~.º'" mug.str.:t 1 • , \ " •_,, r -

F19. ~)V' 
1

1\~ 
p ~~ 

Para llevar a cabo una compar".?.Ción 9rá..fica ent1~e la 

distribuc16n teórica pr.opuesta y la distribuc1,...:-n muestr·al se 

podria utili::ar el paligono de frecuencias del histograma 

,9 
,s 
,) 
1 ,, 

111 1111111 111 1111 
OIC ENE' f"EB lfAR ABR MA\' JUN JUL AOS SEP OCT NOV 

Pe1~0 es meJor s1 se cuenta con una gr.lfica más suave 
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de la:; misma d:i.stribuc icn muestra.!. F'ara obtenerla s:.e 

util1ze'o una tecnic:a de est1mac16n de densi.dades pat .. medio de 

d istr-ibuc1ones kernel et}. 

Para lo cual se busca una func16n ket'nel o nucleo que 

perm1tí'I descr1b1r a la. distr1buc1ón muestral en una forma 

mtls su¿ive. 

En este estudiO se utilizó el si9u1ente núcleo de una 

d1str·1buc16n Normal. n 

Fltl = I: f, e-1'<t-e,> 
2 

Oonde el es el punto medio dQl intervalo i-ésimo y fi 

es la frecuenc1a observadu en el i-é?5imo int1:2rvalo .. 

Como se puede notar este núcleo esta. formado por la 

suma de 72 núcleos de distribuciones Normales, cada uno do 

los cucil.es representa la informac:íén conteruda. en los 72 

intat"valo~ en que está d1vid1da la informaci6n de la 

muestra .. Gra+íc:ando al valor de F<t> para 50 distintos puntos 

del intervalo (U,2n) 5E? obtiene la siguiE~nte gráfica 

... i ,··--~ 

...... _____ _ 

\ ·., 
···-·--.. ---J 

: j , l l ¡ ~ ! ! 1 ¡ i ; t ~ il l ¡ 1 1 i ~ \ ¡ l j 1 ! ¡ '. 1 1 ; 

DIC ENE f"EB J.!AR A.Dlt WA "( .JUN JUL AOS SEP OCT NOV 

La cual, como se puede Aprcc:iat• es una representación 

mas !iUave, que la 9ue proporciona el pol19ono de ft~ecuencia. 

1. - Oood y Oo.Gkt.n~ fl"OOI. 
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Comparando esta gráfica con la 9raf1ca de la 

d1stribuc:1on teó1'1c.;:;. proru~Gta. van t'hses. 

,. 

/ 

ji>i ·····--··----~ 
t ¡ 1 1 : 1 1 1 j ¡ 1 1 1 ' 1 1 j j : ¡ 1 i j l : 1 ¡ j !/ l ~ 1 ) 1 j 1 l l 1 l ! ; 1 ¡ 1 1 l 1 ¡ ; 

DlC ENE F"ED MAR ABR MAY JUN ,JUL AOS: s:-:r OCT NOV 

Es posible detc.::tz:r 3 principales regiones c¡ue producen 

las diferencias mas grandes en la cuarta columna de la tabla 

4.1.d. 

~~~j 
;;;;¡ 

~!1 
fll :. 

...-·?'::~.:~~ ·. 
, . ---:-...... 

1 

/1 

~~ ¿/' 
¡rql _,./' ·\~::::.-···--. l __ ,,,,.- ··- ----: 
~~7~(¡ 1¡11111 l ! ¡ t ! ¡ ¡ 1\il.1 ! t t ji: t 111l1!1 .-.-,-. 1 1: l 

DlC ENE YEB MAR AllR JdAY .J'UN JUL AOS SEP OCT NOV 

Estas tres regiones se marcan en esta 9raf1ca y ~'' li> 

tabla 4~1.d como I, 11 y 111. Donde la región 11 se produce 

debido a ~ue el valor de la densidad muestral es menor que 

el de la distribución teórica, y las regiones y 111 se 
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producen debido a ~ue el v~lor de le densidad muestral ~s 

mayor al de la distribución teórica~ 

Aun cuando SQ t1ene una distribución un1mod~lt ya se ha 

comprobado que la distribución de la muestra d1fiere 

si9n1ficativamente de una cJistribuc1ón van Hises, también o;;c 

han local1::ada ias r")91ooe!; P.n la~ c¡ue difieren ambas 

distribuc;ione~;; ahorn r.:abr1.'.:l prcgunt.:!rse sí es posible 

ajustar alguna ot••a d1ctribución teórica, y la respuesta 9s 

Qu1:::á pod:rta ajustar-=>e un.:. <!e 

d1st1~íbuc1onns 1 pt,wo ctndo que st? tiene un núf!lCro de 

obser-vaciones tan g1~ande n ~ 24720 dividido en ?2 

grupo;:;., r::u.:il.gu1et~ prueba. dC? bondad de O.Juste se torna muy 

sensibJ e y ante la 1ü..'.'...:: m1n1ma d1-ferenr::iu. entre la 

distr·1buc¡ón h'?'oru:a t.¡ua se proponga ;· l.:i distribuc.t6n 

muestralT se rech.:azar,,;,. el a.juste .. Por esta razón la un--.c~ 

d1stribución que podrá ser aceptada es la distribución ctue 

describa. fielment~ a la distribución muestral,. o en otras 

palabras, la •.mica posible distribución quf¿I describirá el 

t.omportam1cnto de la dlstribución poblac:ioniil del fen6memo 

observado es la distribuc:tón muf.:!-a.tral misma.. Lo cual es 

aceptable, ya que el t~mafto de la muestra. es tan grande, se 

puede considerar 9ue l¿¡ distríbuci6n de la muestra es una 

buena. cpro:n.m8ción de .ta distt"'ibuci6n poblac:tona.L 

N6tese que todos los va.lorFa-s estadísticos calculados en 

~l presente ~~~~tulo tal~s como moda, media~ varianza~ etc. 

c:ont1nuon propot"'c 1ona.ndo un.;i ;:!~c::;eripc¡ón adecuada de la 

r.H-5tríbuc1ón, debido .'.1 que '$e t1enc una 

1..m1moda.l, aún cuando 4~ta. no haya s1do vtm Mi.ses .. 

Finalmente, e~ lmportantrt hacer notar que se ha 

c:ons1Uer~cto c~da ml. med1do d-a precip1tacíén pluv:ial como una 

oc:urrenci<:1. del fenómeno, $1 en lu13ar de ml~ s.e hubieran 

c:ons1derado 1 i tros a. l9unon ,~esul tados cümD iar1 An. en espec1al 

los de la$ pruebas de hipótesis emp leadils. Esto no es un 

problema que resuelva el análisis de datos direccional~s y se 

presenta de igual forma en ~stadistica lineal. 
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CONCLUSIONES 

La estaO!.s't1ca l~r.c;:;..1 1 r:-11vo estud10 y ap1H::ac:ion es muy 

común en el anti.l'!st.;:: de f~l"'ámenos a1~atortos, ¡1res~1d.o. 

limitantes al tratar con iencmenos aleatorios atr~e~cionnt~s. 

Los fenómenos aleator10;; d1rec::c.:1onales poseen 

caracter1st1cas que los def 1nen y los dife1·enc1dr1 de los 

fenómenos camunmente estud1ados por la ~stadlsti.ca l1neal. 

El análisis de datos d1t·ecc1onales pt·oporc1ona 

teoria estadist1ca y un conJunto de técnicas para anal1=ar 

éstos fenómenos aleatorios, ctinservando y c:ons1deründo las 

caracterist1cas especiales 1ue los definen. 

Su apl 2cacién es tmPort<:i.n't:e prtnc1palmcnte en 01olo9ia, 

Heteorolo91a, Astronomla y .ir·eas lnteresadas en estudia~ 

sobre la Tierra y e\ cosmos c¡uE? lo r·odec"l, en lns cuales es 

posible encentran an.'.":l.l1s1s d(J fenónenos que:! involucran 

direcciones, cuyo ~~tut:110 rj~sde ~n punto de v1sta de la 

estadistica lineal re~uita1·!a c1ficilw debiClo pr1nc:1polir.ente 

a las diferencias e':1stantss entr·e las car•acteri~t1cas de los 

dat.os que pueden ser f'eP1'0:::::2::.:::iit:!.<:1n:.; t:>n ol e,1e real, los cuoles: 

son los usuales de estZ10ist1c::a lineal, los datos 

d1reccionules, cuya repr·esentac1-::::n en general requ1e1·e al 

menos de dos dimens1ones. 

La aplicación de éstas técn1cas en el estudio de 

fencmenos que se desarrollan en el tiempo y c¡ue presentan una 

per1od1c:idad conoc:1da es de ut1l1dad para poder estudiar su 

comportamiento dentr·o d"el per1000 conac1do. puchendo as1 

conocer los momentos más importantes de dícha periodo, 

teniendo el problema de no contar c:on pruebas de bondad de 

ajuste .a.p l 1c:ab les a d1E.tr1buc1ones cuyas ·frecuencias no sean 

conteos, c:omo fue el caso del problema analizada en el 

t.;ot--1 ~u!.:: •1~. c:;1endo este un proolema que no es e~clus1vo del 

analis1s de datos 01recc1onales 

estad!stica lineal. 
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