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1 llTROOUCCI ON, 

El presente t.rabajo est.á dirigido a est.udiant.es de los 

primeros semest.res de las carreras de Fisica y Mat.em.\licas. Al 

exponer la t..eoria de la int.egral, se profundiza en la discusión de 

conc•pt.os y result..ados, que generalmente no se desarrolla en la 

rna.yoria de los libros de t.ext.o ded1cados a estos niveles. 

Inicialmente se proponen varios problemas cuya discusión 

plantea la necesidad de realizar un análisis detallado de los 

conceptos y result.ados mat.e.U.t.icos involucrados; post.eriorment..e. 

al &bordar la discusión de los diversos t.eru.s se hace t.ant.o de 

ma.nera int.uit.iva como for1nal. 

En el primer capitulo se plantea una serie de problemas, 

desarrollando su solución. Esta, para t.odas ellas, conduce a la 

discusión del !rea bajo la gr•fica de una función. 

En el segundo capitulo se aborda el concepto de la int..egral, 

por tres vias diferenles. a partir del estudio del Area bajo la 

grAfica de una función. Se demuestra la equivalencia de estas tres 

formas y se concluye con la demostración de alounas propiedades de 

la i nt..eoral. 

En el tercer capitulo se abordan las condiciones necesarias y 

suficientes, en t•rminos de la continuidad, para que una f'unci6n 

sea integrable. 

Para finalizar. en el cuarto capitulo se desarrolla el 

estudio detallado del Teorema. Fundament..al del Calculo: como 

corolario se abordan el Teorema de cambio de Variables y el de 

lnt.~raci6n por partes. Finalmente, se discute el concepto de 

lnt.9Qral Impropia. 

Con el presente mat..erial buscamos recoger la experiencia de 

diversos profesores que durante varios semestres hemos impart..ido 

los cursos de c.\lculo Diferencial e Integral: proponiendo una 

ina.nera particular de afrontar tanto la discusión intuitiva como la 

discusión formal de la temática expuesta. Es de nuestro interés, 



por ello, que dicho mat..~rial s1rva t..ambittn como ma.ler1al didict.ico 

ut.illzable por profesores responsables de 1mpa.rt.ir los cursos de 

Calculo, sin menoscabo d& la discusión necesa~ia respecto al peso 

justo que debe da.rse a los a.spect.os formal e lnt.u1tivo. 



CAPITULO I 

Dedicaremos est.e primer caplt.ulo al plant..eamienlo y 

resol uci 6n de varios problemas de caracter1st1cas muy 

diversas. Abordandolcs directamente. a través de su solución, 

most.rarenos lo común que hay ent.r• ellos. 

Problema CtJ 

~ illu 9.!!. !.eá ~ pes.ados 

~Caen mas r¡p1do los cu•rpos mAs pesados? 

Sobre l.a c:aida. de los cuerpos, Arist.ót.eles osta.bleci6 la. 

con.jet.ura de que el cuerpo mA.s pesado es el que cae mls r.Apido. 

Posteriorment.e, ~ll.lao de.tn0st..r6 l.a f'alsed.ad de t..a.l conjet.ura 

medianle al siguJenl• razonamiento. 

SUpóngase que dos cuerp<::is W y w Cen a.usenct• do l& 

resJ.st.enc::i.a. del a.ir•) caen llbrernent.• partiendo del reposo y qu9 

t..i•n•n velccid.ados V y v respec::t.ivarnent.e, al final de una. unidad 

de tiempo. Entonces, da acuerdo con Aristóteles, dado que W es m.6.s 

J)9t•do que ~, V d•be s•r mayor qu• v. 

Pero se pregunló GalilDO: 

"~Qué sucede si los dos objet.os est..~n unidos?" 

Sea u la veloeid~d al ~iral de l& unidad d• t..i•mpc> del cu•rpo 

unido W + ~. Dado qu• w solo e~• ~s despAcio que W, la p&rt• w d• 

W + w debe r•tardar la cald~ d• la parte ~; de ah1 qu• u debe ser 

.,,.nor que V. Por ot.ro lado. como W + w as m.a.yor que .,., por la 

hipótesis de Arisl6leles. u debe ser mayor que V. 

Por lo tant.o,u es a la ve:z mayor y menor quv V; o sea., W + w 

ca& & la ve2 nias lento y mAs rapido que W; lo cual es un absurdo. 

~Qu• ha h•cho Galileo? 

No neg6 la exislencia de una posible W• soslenida por- una 

observación bastante d6bil. Sin embargo demostró la inconsislencia 

de la conjel-ura de Aristóteles y. por t.anlo. su inaceptabilidad 

p&r• la in.aL•~t.1 ca. 

Galileo se pregunt.6 .:,c6mo caen los cuerpos pesados?. Su 

pregunt.a ex1g1a. un.a. descr1pci6n precisa del f'enomano. Galileo 



dec!a que la calda 11bre es acelerada t.ant.o, respect.o al 

Ll.empo, como respecto a la dJ.stanc1a. Entonces •.:iocuál es la ley 

matemática que relac1ona a la velocidad con el t.iempo?, cuál es la 

conjetura más simple: .:i.es la velocidad del cuerpo en calda libre 

directamente proporcional al t.iempo? 

Es la úl Lima resultó ser la pregunt.a correct.a. 

Cómo verificó experimentalmente su conjetura Galileo? 

El problema de Galileo era deducir la ley que relaciona la 

dist.ancia con el t..1empo~ la cual es determinada por la conjet.ura 

de que la velocidad es direct.ament.e proporcional al t.1empo. Por 

verificación directa de la primera ley, 109raba verificar de 

manera indirecta la segunda relac1ón. 

~Cómo dedUJO la relación entre la distancia y el tiempo? 

Para facilitar la deducción, usaremos diagramas can ejes 

coordenados. 

Supóngase que un cuerpo pesado tiene una velocidad v después 

de un tiempo t de calda libre: entonces. l.a hipótesis de Galileo 

es que v es directament..e proporcional .al tiempo t; lo cual 

significa que u es un múltiplo constante de t. a saber 

v • const.ante .. ,(1) 

El valor númerico de la const.anle depende de las unidades 

usadas para medir v y t. 

Asi. expres~do algebraicamente. la conjetura es: 

V • k X t 
Por otro lado. la distancia S recorrida por el cuerpo pesado 

desde el reposo hast.a el t.i empo t. depende de t. Sea S una 

~unción d• t. aun no especiricada. 

S • /CD .... C2) 

El problema es cómo especificar S a /Ct) partiendo de que 

kt. ~Cómo lo r•solvi6? 

De la manera mas ingeniosa; concibiendo el tnovimiento 

acelerado como el caso 11mi te de los movimientos uniformes no 

acelerados. 

Considerémoslo. primero, como movimiento uniforme. Si durante 

5 segundos un cuerpo pesado cae a una razón fija de 10 m. /see. 

entonces rcorrerA una distancia total de 50 m, es decir. 



10 X 5 ~ 50 

De manera general, tenemos 

distancia = velocidad uniforme K tiempo 

expresado algebrAicamenle, tenemos 

$ = U X t 

donde u es const.ant..e. 

Considerémoslo ahora como movimiento no uniforme. 

La gráfica de la ecuación (1) es una linea. recta que pasa por 

el origen. con pendiente Jt fig.Cs). 

fig. (1) 

La caida de un cuerpo pesado no se da de la forma siguiente, 

por •J•mplo 

a O m/s~6 en el primer segundo 

5 
.. 10 

.. 15 

" 20 

" segundo segundo 

" tercer segundo 

.. cuar lo segundo 

" quinto segundo et.e. 

No obstante lo anterior. supongamos provisionalmente, que la 

velocidad en cada intervalo de un segundo es constante, y al final 

de cada intervalo se incrementa en una razón fija como se ilustra 

en la fig. C2) 

~I 
: 

¡-' 

!_¡-' 

2 3 5 

fig.Cz) 

En el primer segundo, el cuerpo se mueve a O m /Se8; después. 

inst.ant.aneamenle, con un brusco impulso, lleva una velocidad de 

5 m/S~6; después de un Segundo de caer a esla velocidad conslanle, 

hay de nuevo un salt.o. pasando a una velocidad de 10 m/se~; et.e. 

Asi las distancias cubierlas en los int.ervalos sucesivos. 
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ut.ilizando la ecuación C2) son las siguient.es: 

Par a el primer i nt.er val o 

Para el segundo 

Para el t.ercero 

Par.a el cuart.o 

5 = V X t . . Q X 1 = 0 

S=vxt=5x1=5 z z 

5 :s V X (. = 10 X 1 = 10 . . 
s,= v.x t 15 X = 15 

Y para el quint.o int.ervalo 

S=vxt=ZOxlmZO . . 
l-a suma t.ot.al dará 

S=S+S+S+S+S.,.50m.. 
' z • ... !) 

Ahora supongamos que los salt.os y los int.erva.los de tiempo 

son divididos a la mil.ad. Enlences para los int.ervalos de medio 

s99undo durante los primeros 5 segundos tenemos lo siguient.e: 

Para el int.ervalo CO.t/Z) la velocidad 

[ t/z.11 " 

t 1. 1/zl .. 

(t:V'z,5] .. 

5 

.. 22.!. 
z 

Por t.ant.o, la distancia cubierta en los inlervalos sucesivos 

S =- OCt/z - 0) + 2!.c1 -t/z) + 5Ca/z -1:> + ••• + aa!.c5 - 9/z) • z 
= 56. 2 ,,., 

Not.emos que ahora los salles de la velocidad son doblemenle 

frecuent.es. pero son de menor longitud. Los incrementos repentinos 

en la velocidad son de 6/2 m /se6. en lugar de 9 m /se6·· 

Supongamos que de nuevo est.os salles en la velocidad y los 

int.ervalos de tiempo son divididos a la mil.ad. Asi los saltos son 

cuatro veces ~s frecuentes que en el caso inlcial, pero sol•monte 

son la cuarta parle en magnitud. Asl los 1ncremenlos referidos 

la velocidad serán ahora de 5/4 m /se~. en lugar de S m /ses .. 

En general. cuando los intervalos son de l~n segundos cada 
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uno. con grande. los saltos en la veloc:idad se vt.Jelven muy 

pequenos: a. saber. de la.mano 5'2"' m. /se~ .. H.lentra.s fhi.s grande 

tomemos a. n. mas cerca estaremos del crecirru.ento suave de la. 

velocidad. 

As1.. al hac::er n suficientemente grande. nuestro a.n{lis1.s se 

convierte en una descr1pc:i6n de la veloeida.d incrementada •n una. 

razón constante, tan cerca. a la. r•a.lidad como queramos. Tal hecho 

queda ilustrado en la fig.C3). 

V 
1 

eo 
15 
10 

'' ., : : 
o 4 5 

íic;¡. CJ) 

A pesar del htteho de que el movimiento no ~ de velocidad 

uniforme'. la distancia recorrida está representada por el a.rea 

ba.jo la cur•ta de velocidad. de manera a.ni.lega al e.a.so del 

rnovimienlo uniforme donde es una constante. Pero en este caso. el 

i.rea bajo la curva es un Area triangular. de base t y altura /ict. 

AS1 

5 • !( t X ~t) , 
s • ~ ltt 1 

• 
A.si fu• como Galileo dedujo la. especif1C&C16n da la 9CUAC1ón 

s • ,, t) 

Esta es la ley que relaciona la dist...anc1a con el tiempo 

transcurrido. part.iendo de la hlpótesis d• que la v.loc1dad es 

direct.a.ment.e proporc1onal al tiempo. 

Problema i:e> 
Oet•rmioac160 sttl WA. 2AJ2. Y.O.A~ 

Consideremos una func16n cont.inua y • /Cx) definida en el 

1 f\t.ervalo e cs. bl. 

La curva y • /(X) y las rect.as x • a. x • ~ y y • O 

limitan una reglón del pl~no. ,corro det.erminar el .lrea de esta 

5 



r99ión? fig. C4' 

fig.C4) 

Apoyados en qua conocemos el i.rea de un rectángulo. podemos 

aproXi:narnos al área de la r~ión bajo l• gri..tica de la funcion a 

·través da ellos, corno se ilustr~ en la fig.0:9) 

fig. '"' 
~C6rao cons~rui~ est.os rect.A.ngtJlos? 

" 

Dividimos el intervalo Ca.bl en pequenos subint.ervalos y 

t.om.amos & éstos como las bases d• los r.et.~nglJlos. Enseguida 

elegimos un punto a.rb1t.ra.r10 en cada. subintervalo. evaluamos la 

funcic!in ahí. y dicho v•lor lo lomamos como la al•.ur.a del 

reclAngulo correspondiente. 

SUpongamc>s que el 1f't.•rva.1o Ca.bl lo dividimos en n 

subintervalos 

Eleg1rn:;s t, con \:t.z .... n t..al que !" e: t:\_ •• x\l. Asi, el 

lr•a de c•da uno d• los rec~4ngulo• estar• dada por 

Cic1 .- x1_,)fC{ 1) f1g.C!l) 

y lk suma de las Areas d• todos los rect.lnqulos ser1 

t fC{,'Cx,- x,_,, , .. 



o a x\_
1
e\x\ b 

r111. eº' 
En la medida en que las basas de t.odos los reet.á.ngulos las 

t.omemos mAs pequenas, Podemos acercarnos t.ant.o como queramos al 

.l.rea bajo la gril.fica de la función y • /C."<-J. En el caso lim.it.e, 

obt.•n•mos el valor da ésla. 

ProbL•m.a C3) 

Atracc1on GrAvitaciopal ~Y.DA~ 

Dados cualesqu1era dos cuerpos de masas 
11 y "" 

respectivamente, existe una fuerza de alracción enlre ellos; esta 

fuerza de at.racci.én está dada por la ley da la Gravitación 

Univ.rs~l; ••decir, 

F•~ r• 
donde r es la dist.ancia entre ellos y G es un.a constante. 

llamada la const.ant.e de Gravit.aciOn. en la direcc16n da la recta 

qua une los dos cuerpos. 

Es importante sena.lar que la aplicación direct.a de est.a 

fórmula se hace bajo el supuest.o de que la dimensión de los 

cuerpos as despreciable respect.o a la dist.anci.a. que los separa. 

Por ejemplo. la d1stanc1a en\.re el Sol y la Tierra Co cualquier 

ot.r-o P1anet.a) es grande en reiaci6n a la dimens16n de eslos 

cuerpos; en est.e caso. podemos considerar al Sol y a la Tierra 

como dos pun'~os del espacio donde se encuent~r-a concentrada. su masa 

respec'..i'tamente: asi, la fuer:::a de at.racci6n esta da.da por la 

(6r~ula ant.•rior. 

¿Qu6 sucede cuando los cuerpos involucrados no pueden 

considerarse como masas puntuales, debLdo a que las di.mens1ones de 

las mismas no son desprecia.bles respecto a. la. dista.ocia que los 

••par-a? 

7 



T-:::r.'lemos, pcr e;emplo, •.Jo.a barra de 5 metros de lor.gi.t..ud y 

18 K~s. masa dist.ribui.dos uni.formement.e en ella. ext.endi.da 

unidi.mens1onal fl\e'nte. A t..res metros del fi.n de la barra 

Cconsid•rando la dir.eci.6n iz:quierda-dereeha) hay un objeto 

¡:iequeM.o de dimensión desprec1able, con 2 Kgs. m.Asa. ver fJ.g.C7), 

¿Q.J• fuerza. gra.vita.cional •xist.e ent.re estos dos cuerpos?. 

6 mt.s. 
18 Kgs. 

1 3 rnts. 1 
2 Y.gs. m.asa 

fig. e>) 

lnt..roducimos un eje r, con ori.gen en el 1ni.cio de la barra 

Cext..remo izquierdo), d• tal modo que la barra se ext..iend• desde 

r • O ha.st.a. r • 6, y el cuerpo puntual se loca.li.:a en r o:: 9, 

(l.g, CEO, 

o e at..s. 
18 Kga. 

flg.Co) 

r 

a Kgs. mua 

Dividimos el int.erv&lo [0,0l en n subint.ervalos de i.gual 

longitud, denotados por [xL_,.x"l: por tanto, cada subi.ntervalo 

concentra una. masa de ~ Kgs. N.Sa. 

Denotamos por rl., con \. • t.,z •..• ,n los punt.os medios de 

cada uno de los subintervalos. Supondremos que la masa de cada uno 

d• eslos subint•rvalos se concentra en el punto medio, 

reepectiv&lhenl•, tig.CO), 

1 1 
o 

fig.(p) 

Se-gún la ley de Grav1t.aci0n Universal, la alracc1~n 

~ravit.acional del L-~slmo subint.ervalo sobre el cuerpo pun~ual de 

2 Kgs. ma.aa. •s 

C~)C2) 0<;) 
F•G--- •G---

CQ-rL)1 CQ-r.,:>ª 

De ahi que l~ fuerza de at.r&cciOn global e;erc1da por ~Qdos 

los subint.ervalos es 

B 



+ •••• 

Definimos ahora la función/: (O.el--. (R como 

fCr) • G c-6--) 
(9-r) z 

Por Lant.o. la sum& S" puede reescribirse como 

S • ~ /Cr )C!) 
" \.:.. l " 

n 

L=1/Cr1. :>ex\ - x"_ .. :> 

Conforme el nClmero de subint.erva.los crece. nos acercamos 

t.anlo como queramos a la at.racción que exi.st.e ent.re la barra y la 

masa pun• .. ual. En el caso lími Le, obt.enemos la a.tracción 

grav1t.acion&l •nt.re dichos cuerpos. 

Por et.ro lado es import.anl• observar que. como 

/Cr) • G c-6
--) 

CQ-r) z 

ent.onces /<r,:>Cxl-x\._
1

:>. represen~& el Area de un reet.ingulo bajo 

la gráfica de la función f y por t.ant.o 

n 

1: /Cr,)Cx,- x,_,) 
l•• 

repntsenla la su111& de las treas de lodos los r.cltn<;¡ulos bajo la 

grifiea d• 

(ig. (10) 

/, y ¡ •n el caso l i mi le obt.en•mos el •rea baJ o /¡ 

g 



Prcot~ma. C4.). 

Traba.lo realizado 2.2!:. !::!D..!.~ 

Cea.so un1d1rnens1onal y fuerza constante) 

Ccns1dere.mos un cuerpo en movimient.o rect1l!neo, supon9amos 

que dicho mov!rnianlo es •l rasullado d• la acc16n de una fuar:a F 
sobre itl, Si dicha. fuerza.. aclóa. pa.ralel.ament.e .a la t.r.ayoc•.ori.a y 

aderr~s es de magn1t.ud const...ant.e, enlences al desplazarse el cuerpo 

desde x, hasta x. la fuerza habr• realizado un lrabaJo• denotado 

por w. igual a 

W'•FCx-x), . ' 
donde x.- x

1 
• desplazarr..iento, ver fi9.C11) 

X . r-0 

f1g. e u) 

X • 
Ta.l hecho es cons.cuenc1a inmed1at.a de !a. de(;,.nl.cion de 

trabajo rea.liza.do por una fuerza. const.anle a lo la.r90 de • .. ma linea. 

rect.a.; a saber, como el producto punto del vector fuerza pcr el 

vector desplazam.1ent.c. De ah! que. para el caso 1Jn1dimen~acr.al. en 

el que co1nciden Las direcciones del vector fuer::a y la. del •1ttct..or 

despla=anuento. dicho producto se reduce a •Jn pr .... :!:..:'= 1.0 de n!.lmero!. 

,. ... 1 ••• 

Partl.cula.rmente. cuando los vectores ruerza y despla.zanu.ent..o 

en a O 3 dim9ns1ones lienen igu&l direcc16n. el producto escalar 

se reduce a.l producto de las magnitudes de estos vect..ores. por uno 

o menos uno. que es el coseno del ángulo que rorma.n ambos 

v•r:.lor•s. oº ó 1 soº. 

Restringi~ndonos a.l ca.so un1dirnens1ona.l. analicemos. a '.ra.v•s 

de un ejerr.plo, el ca.so en que la m&gni.t.ud de 1& fuerz• es 

va.riabl•. 

iJn eJemplo el ás1co de un& fuerza de m.1.gn1 t..ud v¿r i abl e y 

direcci~n const..a.nle es el ca.so de La. fuerza de res1stencia de un 

Tomemos un resorl• tal que en su posición de iequ1li.b;10 

na.t.ural. la. longitud del resort.e es AB. !1g.t:la). Toru.ndo -=omo 

criger. el p•.Jnt.o O sef"{a.la.do en la flg.i:.12). podemos verifi.car 

10 



exper 1 mental mente que cuando est.i ¡amos el resorte una pequef'la 

longitud x (esto es. sin deformArlo) el resorte e;erce una fuerza 

de reac:c16n ·7dirig1da haci.a el punto 0) proporcional a la l-:in91tud 

"'• •5 doc1r 

fuerza de resistenci.a = -Ju: 

donde !t. ::, O es llamada constante de elast.icidad del resorte. El 

signo menos se toma debido a que el sentido del vector fuer:a 

siempre es contrario al del vector desplazamiento. 

A 

8 

T 
X 

1 
fig, (U) 

Por lo tanto, para estirar el resorte una longitud x. debemos 

,aplicar una fuerza F que neutralice la fuerz.a de resistencia~ .a 

saber 

,. • lo: 

Hallemos el trabaJO realizado por esta fuerza. representad.a 

gri.f1c.amenl• en la fig.C13) 

l=1~ X 

fig. e"' 

Dividimos el segmento CO.xl en n parles iguales 

1 1 1 
o 
.'<X o l 

fig.C1c) 

Sean x .x •... • x con 
o 1 n 

0 =X (X (X< • .,(X• X 
o a 1 n 

los puntos en el eje X que dividen al segmento CO.:d en n 
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sub1ntervalos. 

Supondremos que para. etongar el resorte una lono1t.ud que est.é 

entre x\-& y tenemcs q1Je aplica.r una fuer::a pr.\-::t.1camente 

constante denotada por F'L; baJO la h!p6tesl.s de que la longitud 

del intervalo (x\_,.xLJ •s pequef'la. 

Sin p6rd1da de generalidad, podemos suponer qu~ la fuerza F 

en cada sub1ntervalo ( x¡_..
1 

, x ¡l. donde es prict:.camenl.;o ·::onstante. 

9Slá. de•.erminada por el valor de la fuerza en cualq•.J1er punto 

(L • [XL•l,xLJ, fig.C15) 

·¡~ 
ol x { " x x 

L • l L \ n 

Por tanto, el trabajo realizado en cada subinlervalc, serA 

y el lra.OaJo total 

)ti •.t FC{L)Cx"- XL-a) '., 
Tomando p&rt.icula.rrnent.e {" • xL-1. 

)ti •E F'Cx"_
1
)Cx, - xi-•) 

\:=1 

Dado que la fuerza es proporcional a la lon91t.ud x~ ec dieclr 

F • 1',x, entonces la fuerza en cada subintervalo está dada por 

FCxl.·&) <o:; "'-CxL_ 1) 

d• ah! que el trabajo t.ot.al es 

Ir' • I: "-C:\_,,Cxl- x,_,,, ,., 
X 

n 
V ~ • 1.1 •..• , "'• ent.onces 
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w· •.J: kCx\ ... ,)C ~ ) 
'-=l 

•k~J:Cx\._ 1 > 
'"' 

Tomando en cuenta qua 

"o . o ~ 
n 

X . l ~ . 
x._ ... 

1 
• C\-t.) : 

t.enernos que 

W • 1't ! I: CL-t.)C ! ) 
n i• t n 

l n 
• ll ~ I: Cl-1) 

ni \ •' 

F"in&lment.e. si ha.cerros n suficient.ement.e Qrande. tendremos 

in.is subint.ervalos de menor longitud y. por lo t.ant.o, los salt.os en 

la tuerza son mis pequef'ios. En el c:aso l!mi •.e obtenemos el traba.Jo 

reali:ado por la fuer%& a lo la.roo del seoment.o CO.x). 

Por t.a.nt.o W s lim I: FC~ i. )Cx" - XL-•' 
eo L :o:' 

SI 11m 

• !. >cxz • 
Por t.ant.o. el t.rabajo reali:ado por la Cuerza del resor~e es 
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lr'=-~1 .. .:~l • 
De igual manar~ que en el problema •nt•rior 

lt' = tr<~~)Cx.,- x,_.) ... 
representa la suma de las áreas de los rectángulos baJo la qrAfl=a 

d.e la fun.c:1on 
F • k•.~fi9.C1e!).) 

F 1 ' RK 
j • i ~ 

. : i; '. !; 
, t •.•.••. X X 

fig, CHl) 

't en •l CA.SO límit.e. obtenemos el .irea b•Jo la. c;rrS.ficoll. die F. 

Por lanlo. l&mbi6n en est• problema. s~ solución coincide con 

el •re& b&jo 1.a gr•ftcA de la función, en est.• caso d• la función 

F. 

Probtema C5:> 

~¡:~g,.~ 

Cuando teneDiO:s una distribución esp•cial de obJe~cs. ~ada un~ 

eon ctert.a masa. puede hablarse d• conceptos l&l•s como momento y 

~·n~ro de m&s&; ambos conceptos ruer~•nwnt.e relacionAdos •nt.re s{. 

To~a:aos un conjunt.o d• objet.os con ...sas "'-,•"'z·· .. •"'n 
respec:tiva.ment.•. sit.Uil.d.as •n l in•& riec:t.• a lo 1.argo de un •J•, 
llama.do X: siendo x

1
.x

2 
••••• xn las posiciones de ~ad.a uno d• lo~ 

obje~os r•speeto al or1gen. 

El moment.o d• est.e sistema. d• mas.as respecto al or1gen s• 

d•tin• como 

n 

~s~i + x!ma + x.~. +. ,,+ xnmn •k~Lxkmk ..... Cl) 

Ahora. si supusiéramos que todas las masas dei sistema 

•stuv1era.n -::oncent.radas •n un sólo punto,, d•nol.ado por · :.-. 

tendríamos que la masa ~otal est.ar!A dada por 
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m. + m + m . . . ....... + 

y el momento respe-ct.o al mismo origen. por 

x e ¡: "'• ) 
k=& 

El punto X que cumple con la condición de que el moment.o 

del s1slem&.Cecuac1on C1)) respec~o al origen dado eoinc1de eon el 

momento calculado bajo la hipótesis de que toda la. masa está. 

concentra.da en dicho punto. se llama centro de m.asa. De ahi que 

" I: x11:"\ 
X • 7-- . donde X ea •l cent.ro de masa. del &iat..ema. 

E"'• .. , 
¿Cdm:::i determinar el centro de masa. de una barra con 

dlslribuci6n de masa no hornoQénea? 

Consideremos una barra unidimensional de long1t.ud L. cuya 

dist.ribuc10n de mASa es no hotnoQénea, 

Fijando nuestro orioen de coordenadas en el ext.remo izquierdo 

de la barra. podemos considerar que la dist.ribuc16n de mASa es 

funci6n de la posición de x respecto a est.e origen. fig.Cl7) 

o L 
r1g. e l7) 

Dividimos la barra en n seg~nt.os· de igual longit.ud. 

denot.ando sus puntos extremos por 

con x
0 

".. x, < xz < ••. < xn 

Para va.lores grandes de n 

distribución de masa denotada por 

subintervalos generados es hort'IO'i1énea. 

O • x
0
.x, •...• x • L. con 

podernos suponer que la 

"".. en cada. uno de los 

Por otro lado,sabemc::is que para dist...ribuciones 

unidJ.mansionales homogéneas de ma.sa, la. densidad de dicha 

distr1buci6n. denotada por p, est...A definida pcr 

p • ma.iJa total / lontft."tud total 

A partir de lo an~erior. podemos aflrma.r que la :nasa 

correspondiente en cada uno de los subint.ervalos cumple con la 
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siguiente relación 

rn.1 • pCx\ - x" .. ,' 

Por tari.t.o, para e~da pa.rtieión el momento. denot.ado por ¡./,.., 

r•sul t.~ ser 

' 
H~ ªi.~t(\p\.Cx" - x~-•? •";,e.,i:<(~)Cx" - x~ .. , 

"º" ( . 
' 

" ' - ' 

La sumatoria anlerior se 1lustra en la fio.C19) 

~.P, L--1-r: .. ;: 
ol ' ' ! i : t 

fig. tu) 

En el caso l1mile obtenemos el momento de una dístr1buct6n de 

masa no homogénea, eon función de densidad p(x). 

Para obtener el centro de masa. denotado por 

segan lo dicho id.s arriba 

E ~\pC{l)Cx~ - x.,_ 1) ,., 
~ 

¡:,,ce,)tx, -x,_
1

) 

\Sl 

•. ' .•• ( 1) 

~, tenemcs. 

En el caso ll.nute, el denorru.nador de est.a. •xpresión 

representa la masa total de la barra: y el limtle de l~ expre~i6n 

i::omplet.a representa el cent.ro de masa de la barr.i., ccn 

dist.ribuci6n d• ru.sa. ne hornog,nea de lon91tud l. 1n1.cia.lment.• 

considerada. 

L.a sol tJcicSn de- este problema. lambi.'n t.ien• qu• ver eon el 

área ba.Jo la grifica de una func16n. tant..o el numer&dor como el 

denominador d• la e:<presión CI) pod•ftll:Js considerarlas como la s4ma. 

de las 1re~s de los rectángulos ~orrespond1entes; los rec~~ngulos 

del numer-a.dor son prec:tsarnent..e los que se ilustran en. la 

fig. C18),. y los d9l denominador. los que se eneuenlran ba.j"O la 

grAfica de la tuncion p. '/ •n el caso límite, corr•SF:-·onden al 'rea 



bajo la ;ráf1ca de las funciones correspondientes. 

Resumiendo. como decíamos al pr1ncip10 de est.e capl•.ulo. la 

so1'.Jci6n de todos estos problemas tiene algo en comdn. "t en efact.o. 

lo comón en ellos, es que su soluc16n est.1 determinada per el área 

bajo la gr•f1ca de una función. 

A.:sl como hemos most..rado que la soluc1én a est..os problemas 

tiene que ver de manera direct.a con el !rea bajo la grifica de 

una función. es de esperarse que la solución a muchos et.ros 

problemas sea t..arnb1én. el área bajo la QrAfica de una runc10n. 

En el s19u1ent.e capitulo, abordaremos con profundidad 

est• problema. (determinar el ~rea bajo la Qrifica de una func16n.) 

mostraremos que la soluci6n a el. nos conducirá a la noción de 

integral. 

17 



CAPITULO II 

2. 

En los problemas que hemos planteado en el capitulo anterior, 

notamos que la solcc16n de ellos radica en poder det.ernunar el 

área bajo la grAfica de una función. 

En esle capitulo desarrollaremos el eslud10 de la lnlegral 

preeis.ament..e a. pa.rt.ir de uno de los problemas que involucra e<:.le 

concepto: a saber. el área bajo la gráfica de una función. Sin 

embargo hay que tener pre~enle que el conceplc de la integral nos 

permite no sólo solucionar el problema. del área baJo la curva. 

sino que con esle concepto podemos resol ver gran cantidad de 

problemas relacionados con diversas d1scipl1nas Cfis1ca.~1ologi~. 

•le.), 

2.1. Propiedades basicas del concepto dtt a.rea que com.unmente 

mane 1amos. 

Desde nuestros primeros al"'íos de la escuela hemos 1.rabaJado 

con las áreas. Sabemos, por eJemplo, que el área de un cuadrado de 

lado (es t2, que la de un reclAngulo e5 base por altura, que la 

de un triángulo es base por altura sobre dos, etc. 

Pero si nos preguntan, qué es el Area, seg•Jrament.e no 

sabriamos qué contestar; ello se debe a. que en este nivel no 

contamos con una definición formal del concepto de área, sino que 

Onicamenle sabemos calcular el área d• algunas r~1ones 

particulares. Ne obst.anle lo anterior, antes de resolver el 

problema del .1rea bajo la gr.a.rica de una. función -lo cual ya 

involucra una generalización de nuestro actual concepto de área­

conviene repasar algunas de las propiedades bAsicas que 

tnluit.1vamente observamos cumple el concept.o de .irea qua 

comunmanle hemos manejado. 

Pr 1.:nera propl.edad., 

El área de una región R siempre está represenlada por un 

nümero mayor o igual a cero. 
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&.6"1.4~ p.rop,•dod. 

Dada el .1.rea de una región R y dadas las .1.reas de cada una 

de sus parles R
1
,Ra•·· . . Rn se tiene que el área de Res igual a 

la suma de las .treas de cada. una de sus partes. 

T•rc•ra prop(9dad,, , 
El .\rea de una región es invariante bajo transrorma.eiones 

r!g1das Ctranslación, rotación o reflex.ión. sin alteración de 

escala). 

Cuarta prop1.edad.. 

Existe una medida b.tsica de !rea. Por convención, tomamos 

corno tal medida. el Area del cuadrado de lado l, de!"inida como 
(". 

Podemos expresar resurnidamenle estas cuatro propiedades de la 

~ner& siguiente: 

Sea R una región a la que le hemos asigna.do área ACRl, 

•nlonees . 

D ACR:l > O 

n 
2) ACR:l • L~t ACR() donde R UR 

' 
con • 0 

si i + J, i • .1,a. , ••• , n 

3) ACR:l ~ AOl.•) donde R"" se obtiene a. par- ti r de una 

transformación r!gida de R. 

4) ACC) = r donde C es el cuadrado de 1 ado 

Partiendo d• estas cuatro propiedades senaladas, podemos 

demostrar que; cuando decimos que el !rea de un reclAngulo es base 

por altura 6 que la de un lri,ngulo es base por altura sobre dos. 

etc., nos estamos ref'iriendo al mismo comcepto. Para tal r1n. 
abordetr0s los siguientes ejemplos. 

Ejemplo CJ:> 

A.rea d• yn rectángulo. 

Si R • c=::Jb R Un r eclAngul o de la dos a y b entonces 
a 

ACR:l • ab 

Construimos un cuadrado cuyos lados sean a+b de la siguiente 
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~: 
fig. ''"' 

El •rea del cuadrado de lado Ca+b) es Ca+b) 1 entonces. 

Ca+b)
1 

• 4 ACP.J + Ca-b) 1 donde AC /?;) es el área del 

Ent.onces 

recl~ngulo de lados a y b y 

Ca-b) z es el área de R,. 

4CACR>:> = Ca+b)
2 

- Ca-b:>
1 

• a
2 

+ 2ab + b 2 
- a 1 + 2ab - b 2 • 4ab 

• •CACR:>) • 4ab 

• ACFO • °':b ., ab 

AC/O D ab. 

Ejem.pto (2) El á.rea de un lr1Angulo. 

Si R = es un lr-iAngulo de base a y altura b. 

•nt.onces AC 10 '"' ~ 
El área del lriÁ.ngulo se puede ver como la mit.ad del .irea del 

rect.Angulo de la siguient.a manera 

B'vl=s;:1D 
A B A' • 

rlg. Czo) 

En la fig. (20:> el lri.lngulo ACB es congruente con el 

triángulo ACB' y según la. prop1ediad 3) t..1entJn igual área. El 

triángulo BCAº es congruente con el t.r1Angulo CA'n. y por 3) 

lambidn tienen la núsma área. Por tanto concluimos que el 4rea del 

triángulo ACA' es la mitad del Area del recl~ngulo cuya base es 
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a y alt.ura b, en esle caso. 

Ejemplo C 3). 

El área de un polígono regular. 

Sea P un polígono regular de n lados, cada uno de longitud 

l. Trazando los segmentos de recta que unen a los vérlices con el 

cent.ro. generamos n t..riAngulos congruenles TI.. de base l y 

altura a Cdonde a es el apotema del pol!gono).Cfig.C21)). 

fig. C;u') 

De ah! que 

ACP) =nACTi.:> •n~cCn~)a ~ 

donde p es el perimelro del pol!gono. 

Los ejemplos anteriores, adem1s de demoslrar la consist.encia 

conceptual en la definición del <\rea de las figuras mencionadas, 

nos ilustra el razonamienlo a seguir para enconlrar al ~rea de 

figuras irregulares, susceptibles de ser descompuestas en un 

nóm11ro finito d• regiones de ~rea conocida. 

Sin embargo, al momento de considerar regiones acoladas por 

alguna linea curva, por ejemplo el circulo, sea cual sea la fer~ 

en que la seccionemos. necesitamos resolver a su vez el problema 

del ~rea de una región acot.ada por una linea curva: problema que 

at1n no tenemos resuelt.o. Por lant.o, necesit.amos desarrollar un 

nuevo procedimient..o que, part.iendo del conocimient.o del ~rea de 

las figura arriba mencionadas. nos permit.a resolver est.e problema. 

EJ•mpl.o e 4). 

Area de un circulo. 

El área de un circulo serA más pequena que t..oda regi.ón 

poligonal que conlenga al circulo. y ~s grande que t..oda región 

poligonal qu• esl• cont.enida en el circulo. 

Usando esta idea: si lomamos un¿ suces16n de pol!gonos 
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regulares circunscrit.cs con 4.B.10, ...•• vért.ices 

p" ~ p • ::::> p ld ::> ·' • • :> p zk ::> 

Y una sucesión de pol!gonos requlares inscrit..os con el 

eorrespondient.e ndrnero d• v•rlic•s. 

fig. C2Z) 

fig. Czz) 

Segón el ejemplo 3) podemos det.errninar el Área de cada uno de 

est..os polígonos. por t.ant.o obt..enemos 2 sucesiones monót.onas t..ales 

que 

ACP ) > ACP ) > .... > ACP k) > ... ,_._ - z-

y ACp•) ~ ACp
0

) ~ ... -~ ACp,k) ~ ... 

la primera est..A acot..ada inferiormente por ACp,) y la segunda est.á 

acotada superiormente por ACP,), por t.ant.o ambas sucesiones son 

convergentes y por t.anlo 

kl~ ~CPak) •kl::. ~Cpak) 

Supongamos que el radio del c!rculo es r 

~.~ 
Ir~ 

• 
fig. (H) 

L.a fig. Cu). ilustra. 

polígono regular de zk lados. 

Asi que el ~rea del pol!gono regular inscrito de Zk lados es: 

ACp
1

k) 111 ak r 2een !! kcos !!. 



• n 

• n rz 

n rzsen Cn/zk) cos Cn/z k) 

n/zk 

Por lo lant.o el área del circulo de radio r es 

El procedimient.o ut.ilizado en el ejemplo 4, ilustra la 

posibilidad de encont.rar •l área de algunas regiones acoladas 

por lin•as "curv.as, basá.ndonos en figuras de !rea conocida, y con 

el uso del concept.o de limite. Sin embargo, para regiones como la 

q~e se ilustra en la r1gura Z4, es dirlcil saber cu.i..les son las 

riguras d• á.r•.a conocidas que deben utilizarse, siguiendo el 

snót.odo ant.erior, para encont.rar su Ar•a. 

Teniendo present.e el concepto de runci6n, podelrios seccionar 

la regi6n ilust.rada en la fig.C24), de t.al manera que cada una de 

las regiones obtenidas puedan considerarse como regiones bajo la 

Qr!fica de una función; no import.ando que para ello ut.ilicemos 

localmente distintos sistemas coordenados, fig.C25) 
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Por t..a..nt...o, resolviendo •1 proble~ del Are.a. bajo la graftca 

de uila func16ri. involucrado. corno ya mencionamos. en l-odos los 

problemas d~l c:ap!t.ulo a.nt.er-i.or, r•solvvmos a .s;u vvz el probleTM. 

del Area de reglones en tR 2 .suscept.ibles de descomponerse 

s&ccionalmenle en regiones acotadas por curvas.que representan 

grAf'"ieAs de func1ones, !'ig.C28) y (1g.CZ7), 

n.g. cao) 

ACO • ACR
1

) - ACR,' 

(1¡;. ,.,, 

ACR> s ACR,) - ACR
2

) 

Independientemente del punt.o de pa.rltda.. problemas r.tsicos, 

problemas de Ar ea. et.cf J c:onsiderando lo GU• h.a.sta. a.qui hemos 

discutido. pu.cte va.lora.rse la importancia que t..iene, resolver 

adecuada y detalladamente el probl•ma s1nt..eliz~do en, •ncoo~r4r .i_ 

&rea balo la _grA(ica do una Cunción. 

Por \jllimo. es importa.nt.e sef'laliar que: el problema 

con~ast.ent.e •n earact.•riz:ar los conjunt.os d• R1 a. los cual•s. 

mediante un procedimi•nlo f'orm&lm9nle djsc;1..1lido., $• l•s: pu9da. 

~signar un nómero real¡ el cual co1nctda. para los casos 

part..icula.res que conocemos. c:on el .6r•a ya conoc1da. de d.icha.s 

regiones. no ha sido abord&do en •st.a discusidn. 

Tal problema. es mate~licanwnle de una compeJi.dad mayor a le 

aqu! disculido, y lrasctende &l obje~ivo del present.e trabajo. 

Resolver est.e problem.-a.. a manera de ejemplo, s.-.ber si puede 



asignarse un n6m9ro ~al. a r&Qiones como: 

co X º' n ([0,ll X [0,1]), CD X º' n CCO.ll X 10,l]), etc. 

fig,C28) y fig.C2Q)¡involucra el concepto de med1da de conjuntos; 

y& sea a trav•s d• la form.alizaci6n de conJunlos Jordan-H~dlbles 

o Leb•seu•-H•dLbl•s; proble~lica de una complejidad rrwt.lem~tica 

m.ayor a la discusión y objetivos del presente trabajo. 

((l X (l) Cl! X l!) 

o 
fiq. (za) fig. Czp) 



2. 2 Construccion de la inte.:-ral. 

Dentro de ledas las regiones del plano. vamos. a sol•CCionar 

aquellas regJ.ones que se encuentren acot.a.da.s por: un.a función f 

definida en el intervalo Ca.b]. el e;e x >' las rectas x • a y 

x = b. Ele91mos esl.a.s regiones ya que, de entre todas 1.a.s del 

plOlno, es a ell.a.5 .a. la.s que se re5lringe el est.udio de la 

integral. 

La d1scus10n sobre la construcción de la integral la 

desarrollaremos por tres vias diferent.es, cada una de ellas nos 

llevará a establecer una definJ.cJ.ón del concept.o de int.egral; 

desde luego qua 5l. ll9Q.a.mos a t.res definiciones;: diferentes sobre 

el mismo concepto.entonces estamos oblJ.gados a demostrar la 

equ1valenc1a entre ellas. De est.a manera adoptaremos corno 

definición de integral una de las tres defin1c1ones y dejaremos 

l.a.s olr.a..5 dos como condición nec:esaria y suficient• par& la 

existencia de la int.egral. 

En las distintas vias para la construcción de la inl•gral 

vamos a partir de t.res supuestos. 

l) Las funciones son acotadas en Ca,bl. 

(() El donunio de las funciones va a ser el intervalo cerrado 

[a,bl. 

LtLJ LAS funciones son positivas. 

Una vez que hayamos desarroll&do la construcción de la 

inleQral bajo estas condiciones. veremos que estos supuestos se 

pueden elim.J.nar, cosa que nos va a perm.ilir t.r&bajar con cualquier 

tipo de funciones en cualquier dominio. 

Por el momento D.2 vamos a' trabajar con funciones del est.i lo 

siguiente Cfig.C30)).Cfig.C31)). 

aJ Funciones no acotadas 
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)!\. 
. 

. 

a · b 

l'ig, Ceo) 

i\ 
l'ig.Cai.) 

b) Funciones cuyo dominio sea un inlervalo no acolado 
Cf'lg. C32)). 

fig.Cu) 

e) Funciones negativas Cfig.C33)). 

a b 

¡u 
fig. Cu) 

En los casos donde el dornin10 de la función sea el intervalo 

abierto Ca.b), y l A función sea acot.a.da en él. el anillisis es 

esencialmente el núsmo que hacemos en el intervalo cerrado (a,b], 

Clas rayas no aportan ilraa). 

Z.2.1 Prun11ra via <h c;onstrucción de la inteirral. 

La idea que vamos a utilizar en esta primera v!a es la misma. 

que desarrollamos para el caso. del circulo. Recordemos que el 

mecanismo consisle en construir sucesiones de poligonos inscrilo.sy 

circunscrilos, de lal manera que el área de estos pol1gonos se 
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vaya acercando a la de la región l~nto por rue~A como por denlro. 

Podri~mcs construir poltgonos como los que .aparecen on l• 

figura stgui•n~•: 

Claro, esto es válido. pero encontrar el Area de los 

pol1gonos resulta muy enredado. adsmAs de los problemas que 

encontrar1amos si trat~r.amos de generalizar este procedimiento. 

Est.o quiere decir que t.enemos que buscar ot.t"a forma de 

resolver el problema. y si queremos ret.oma.r el procedimiento para 

el caso del circulo. tenemos que garantizar lo siguiente: 

J) Const.ruir polii;ionos inscritos y c1rcunscrit.os para los 

cuales sea más fácil encontrar sus áreas. 

2) Const.rtJir sucesiones de pol 1Qonos de tal manera que al 

t.omar el llm.i t.e. las .irea.s de los polígonos tiendan al 

Are~ de la región. 

3) Poder geheralizar nuestros resultados, es decir encontrar 

una r~gla general para cualquier función. 

Una manera sencilla de proc:ed~r consiste en construir 

rect.ángulos inscrtt..os y ciscunscritos, sobre el inlervalo Ca..bl 

Cf1Q. (35)) .Crtg. C36)). 

lmn 
a b 

LJJ1Jill 
a b 

fig. ( -~' Cig.C•aJ 

La un10n de los recti.ngulcs ciscunscrit..os va a oenerAr el 

pollgono ciscunsc:ril.o y l.a unión de los rect.Angulos insc.rtlos 
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generar• el poligono inscrit.o. 

Observemros que, si al conJunt.o de puntos que divide al 

inlerva.lo [ a.bl. le vamos •gregando mas puntos C ver fig. C38)), 

•nt.onces, a.1 unir los rect.&ngulos, la región que se forma se 

pareciendo cada vez mis a la región original. 

El90imos esta. manera de aproximarnos a la regi6n bajo la 

gr.if1ca de la runc.ion. ya que sabemos c6rno determinar el Area de 

rect..lngulos CeJemploC1)). En este caso la base de los rciclángulos 

s•rá la. longit.ud de los inlervalos qua dividen al intervalo Ca,bl, 

pero, ~cómo delerrnina.r su altura? ~qué sucede si tenemos funciones 

cuyo comport.am.ient.o es como en la fig.C37). 

1 {'\_; / 

lJ_I_L 
O a X X b 

• z 
fig.(17) 

En el intervalo ex, ,x
2

1 la función no tiene m.lnimo.pero si 

tiene inflmo. Enlences si lomamos el intervalo Cx,.x2 1 como base y 

el infimo de la. función en es• inlervalo como a.llura, podemos 

con!:t.ruir el rec:t.•ngulo inscr"it.o. 

Si lomamos el minimo de 1.a función, nuest.ro anA.lisis 

queda.ria rest.ringido a las funciones conlinuas. y queremos 

desarrollar nuest.ro estudio en general para las funciones 

acot.adas, lo cual quiere decir que puedan ser discontinuas. Tanto 

en las funciones cont.inu.as como en las discont.inuas, a.l lomar el 

infimo aseguramos que la al t.ura del rect..Angulo siempre existe, ya 

que el !nf'imo siempre ex.ist.e si la función est.! a.colada: en el 

caso de que la función sea cont.inua el 1nfimo coincide con el 

m.lnill>O Cf1g.C38)). 
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' . 

a X X b . . 
fig.Cul 

Por tanlo la altura da e&da rect.~ngulo será el 1nfimo de l• 
función en cada subinterv&lo. 

Si dividimos el se~ment.o ta.bl en n st..1binlervalos podemos 

construir n reel.lngulos inscritos en la región Cfig.(39)). 

La int.ersece10n de les rect.Anoulos ady.aeentes, es la recl;i 

vert.ical. común ~ ellos. y est.as r•ct.as no a.port..a.n i.rea. .• así q\.te. 

podemos obtener el ir•a del pol1gono con la sum.a. d• l~s &reas de 

los n rect.•ngulos. 

De m.anera análoga construimos r.ctinoulos circunscrilos. es 

decir Lomamos l .a. m.i sm.a base .pero en tu.car de tomar •l 1 nr l mo de la 

func16n en cada intervalo como altura. lo~mos •l supremo de la 

!unción. y as1 eonslruimos los rect.4.ngulos circunscr1 t.os como se 

tlus~r• en la f1g.C40). 

1 r1INl 
d b 

fig.C•o) 
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P11.ra. precisar nuest.ra.s ideas, inlroduciremos la s1gu1enle: 

O./LrU:ci6n (t) Una part.iciOn del intervalo ta,bl. es un 

conjunlo f1ni t.o de punlos 

x
0

.x
1

, ••• ,x,.. tal que 

a • X
0 

( X
1 

( •••• ( X,.. = b. 

Veamos algunos •J•mplos de part.1c1ones: 

l:J<tmplo (t) El conJunlo C0,1) es una pa.rt.1ci6Jl del int.ervalo 

e 0.1 J. 

Ejemplo (Z) El conjunto <0,1/z,1) es una parlición del int.ervalo 

(0, 1 J. 

Ejemplo (3) El conjunto CO, &/p, z/p, •/p, ... ,p/p}; pe IN es una 

part.ici6n del intervalo t0,11. En par-t.icular 

para p • e 
el conjunto es (0, a/•, z/•• ...• •/e) 

EJ•m.plo (4) El conjunto CO, &/Zp, Z/Zp, ..• , Zp.l'Zp) p E (H, es 

una partición del int.ervalo C0,1). En particular 

para p • e 
el conj unt.o es <O, a/10. 1/10 ••••• zu.m/z11m). 

Ei•m.pto (5) El conjunto <a, aq, aq 1
, .•. ,aq~-t aqn > n • IN y 

q •nl"b7ci , es una partición del int.ervalo [a,b). 

Si las particiones dividen al intervalo Ca.bl en n partes 

iguales, las llamaremos homog,neas. 

HOTACION. Al conjunto de todas las particiones del intervalo 

[a,bl lo denotaremos como PCa,bl 

De/1.ntcton. (2) Sea f una funciOn acolada en Ca,bl y sea 

P
0 

a <x
0

,x
1

, ••• ,xn> una part.ición de Ca,bl 

d•finimos 

•t.C/) • inf (/(x); X E Cxt.-l' x, )) y 

Ht.C/) • sup </Cx); x • Cx
1
_l, '\ J). 'lttl l•t,z •••. •"· 

RttQresemos a la construcción de los rectAngulos inscritos y 

circunscritos. En particular si 
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R . R . R . 
a b 
X 

o 
X . X • x. X . " . 

tig.C•1) 

la suma de las areas de los rect&ngulos sera 

ACR
1

) + ACR
2

) + ACR
1

) + ACR
4

) + ACR~) • 

ex .. - x
0
)•

1
C/) + Cx

2
- x

1
)1a

2
C/) +ex.- x

2
)•

1
C/) + Cx,- x.)m

4
Cf) 

+ Cx
15

- x 14)•5 C/) =.E •"C/)Cx..,- x"_
1
). ... 

1 rflHI I] 
a b 

Ug. C ••) 

fig. (41) 

la suma de las Areas de los rectángulos inscritos sera 

,I: •,,C/)Cx.., - xi.-•' ... fig.C""' 

y la suma de las •reas de los reclAngulos circunscritos seri 
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1 rrrrríl 6 a b 

fig. (41) 

E M.C/lCx - x ) 
\=t 'l. \ " - .. 

rtg. C43) 

~/inición (3) Para cualquier parliciOn P = <x
0
.x, •... • xn> 

n 

de Ca,bJ. ~/,?) "'.E m"C/::>Cx'" - x\_,:> es .. ' 
llamada suma inferior de f en Ca,bl y 

I: M"'C/)Cx" - x"_
1

) es llamada suma superior .. ' 
de f en (a.bl. 

El procedimiento que seguimos para el caso del circulo 

consisl16 en lomar poligonos inscrit.os y circunscrilos, de t..al 

manera que el i.rea que deseabamos medir la rulllramos acotando por 

"d•nlro'' y por '"tuera'' con las .i.reas d• los polígonos. 

Reloma.ndo esa idea. en esle e.aso nec:esit.amos encontrar la 

~nera de a.proxiru.rnos a.l .lraa a. t.ravés de los rect.i.ngulos t.anlo 

inscri los como circun5cri tos, es decir encont..rar alguna r•laciOn 

entre la forma en que dividimos el intervalo Ca,bl y la 

&proximaci6n &l &rea. 

Por ejemplo si P y P' son dos particiones del intervalo Ca.bl 

y si el nómero de elemenlos de P' mayor que el nú1n9ro de 

elementos de p, no sucede necesariamente que: 

y tampoco sucede que 

~/,P'l ~ ~/.Pl 

Sc/,P'l ~ 5c.f,Pl 

Est.o quiere decir que si una partición tiene mAs puntos que 

otra no necesariament.e aproximamos mejor el Area que deseamos 
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medir Cen el caso de que ex1sla dicha area). Lo que s! sucede es 

que 51 P ~ P' entonces 

~/,P') ~ ~/,P) y 

Sc/.P') 5.. SC/,P). 

ilustremos eslo con algunos ejemplos 

sean P = <x
0

,x ... x
2

,x •• x,> y P'= <y
0

,y ....... ).',.> 
enlences: 

fig. ( 44) 

~/.P) es igual a la suma de las i.rea.s de los reclAngulos en la 

fig (44). 

.1 111111111 
a b 

YOYll ••• Y., y .. 

r1g. e 4!1) 

~/.P') es igual a la sum.& de las i.rea.s de los rect.i.ngulos en la 

fig,(45). 

Clarament.e ~/,P) > ~/,P"). 

Supongamos ahora que: P" :::> P y que P' t.1•n• un· •l•m•nt.o 

más que P 

s .... n P • <x .x •... ,x > 
O l n 
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lcran 
\-1 \. 

X... X 
o f'ig. {47') 1'\ 

Si y esta como se lluslra ~n la 

fig.<46), enlonc:es clararni:mt..e 

~/.P) = §(.,/.P') 

S1 y esta como se 1lustra en la 

fig.(47), claramente sucede qua 

'§f./,P) < '§f./.P') 

De forma an~loga, en las sumas superiores observamos que: 

Si y esta como se ilustra an la 

Cig.C4S).Claramonte, 

Scf,P) ?._ Sc/.P') 

ya que si la part1ci6n P' conliene a lodos los puntos de P mas el 

punto y, las §:f.P) incluyen al cuadrit.o C•) en la F1g.C48), y las 

§:/,P') ya no lo incluyen. Es claro que en los int..ervalos 

restantes los rect..angulos son los mismos. 

Antes de enunciar en general al resultado anterior. def~namos 

el concepto de refinamiento de una part..1c16n. 

Dej(.rücton.<4), Decimos que la part.1ción P'e Pca.bJ es un 

refinarnient.o de la part.ici6n P E PCa,bl si 

t.odo elemento de P es un elemento de p•es 

docir ? E p• 
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Observemos que P siempre es un refinamienlo de si misma. 

Veamos ejemplos de ref1namienlos: 

E:;emplo 6. - Sean p =<O, : !•·· • ·~) 
p• = <O,b, ;.;.~ .. " .;.;> 

dos particiones del intervalo CO,ll, enlences 

p• ;:, P. 

Si en particular tenemos n ~ B 

P •<o.~. !· ~·· .. ·~ > 

P'• <O, 7;¡. ¡.¡ .... * > 

en general t.odo elemenlo de P es un element.o de p•; si ; e: P 

V \.=1, z ••• n, entonces ~ E P' ya. que 

element.os que tienen numerador par en P'), 

!.!.. e P', Cson los 
an 

~Jem.plo 7 Ahora veamos un ejemplo de: dos part.ic1ones que no son 

refinamient.o una de la ot.ra y viceversa .. 

Sea P a (0, ;. ~·, , , , n~ 1 , 1) una partición del int.erv~Llo 

CO.ll y sea P'= <O. ~. 1) otra part.ici6n del 1nlervalo.(0,1l . 
..¡; 

Clarament.e no sucede qu• p s;; p• ni p ., p•. 

Anal ogarnent.e, si p a <o.¡. • 1 . 1> y ¡;• ¡;• ¡;• 

P'• (0, l • 1 . " 1> ¡• ¡• ¡• -. ¡• o 

t.enemos p '/. p•. p•¡I; P. 

En general, Si p a <o, l z n~l, 1) y -. . .. , 
n n n 

P' . <O,n:, .,.,:t.'' .. • n 
l) con -. n+l n+l 

n ~ 2. Podemos 

observar que 



Lema ( 1) Sea /: C ª• bl ---+ tR una función acolada en (a. bl s1 

p • P'e pta,bl 

() ~/.P) :; ';i¡./,P') 

t:i) $:/,P) ~ Sc¡,p•). 

y P' 2 P, entonces: 

Haremos la demostración de t). y dejamos al lector la 

detn0slraci6n de (O; a.mbas demostraciones son similares. Para. la 

demostración t) utilizaremos el siguiente resultado: 

L~ma ce> Sean A y B dos conjuntos de números reales, si B es 

acolado y A S B, en t. onces: 

t) i nf A ~ i nf B 
ll) sup AS sup B 

Oemoslraremos el inciso l) y el inciso iO lo dejamos como 

ejercicio para el l&ct.or. 

0.1n0•t.rac:Lón: Clem.a C2) ()) 

S.a a a A 
como A S B entonces inf B ~ a; 

es decir inf 8 es cola inferior de A entonces inf A > inf B 

Sea P • <x
0

,x, •... ,xn> , supongamos que P' liene un punto mas 

que P. Clo mas que puede lleQar a tener P' es un nOmero finito de 

puntos adicionales, de esla forma lo que hagamos con un sOlo punto 

lo podernos hacer con los reslant.es). 

Tomemos ,X.,.,. X) 
J " 

y comparemos ~/.P) y ~/.P'): 

" j-l 

~/.P) ·.,.:,•\.C/)Cx\-x\-l) =,:,•\C/)Cx"-x"_l) + rr.iC/JCxj 

n 

I: 11\C/)CxL-xi.-t) 
i.sJ + l 

-x ) 
j-1 

come t • (xj_,,xjl. •jC/) • inf C/Cx) ; X E CxJ_,.xJl> y 
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además C{ -x ) + Cx -{J • Cx.-x ) 
J- s J J J •• 

enlonce5 [~/,P) 58 puede e5cribir como: 
,_, 

~/.P) =,~ .. •.,C/)Cx~-x.,_,) + lCt -xJ·&) + CxJ-t)lntJC/J + 

j-' 
= .. ~,•,C/)Cx .. -x.,_,> + mJC/)C~ -x

1
_,> + •JC/)Cxj_,, + 

n 

I:"' Cf)(x. -x ) 
. \ ' .. - l ... J•l 

• ' 

o 

rectángulo j-ésimo Cfig.(49)) 

fig, ( UJ) 

iGwíl 
0 a { · b 

X • • • X. X .••• X 
o J•l J n 

fig. ''"'' 

Ahora sean o = i nf < /C x) : x e C x J _ , , ~ l) y 

fig.(50), 
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si llamamos A • </<xl; x e lxJ-l'Cl> 

A'• (/(X); X e ce .xJ n 

B -(/(X)¡ X E [X .x l> ,_, J 

como A S: 8 y A' s s. ent.onces por el lema C2) 

Cl • inf" A 1: "'J(f) ~ inf B y 

a'• int: A'O. ... en ~ inf B 
J 

y ent.onc•s 

por t.ant.o 

J-• 
i:: ,., 

1-• 
i.•~• • ... Cf)CxL-xi._,> ::S "!=' rn ... Cf)Cxi.-xi.-s.) + CIC( -xj-t) + 

n 
+ aºCxj_,, + t •¡,C/:>Cxi.-xi.-l) 

'-= J • t 

- :;¡c¡,p•). 

~/,P) ~ Si:/.P') 
q. e.d. 

Como podemos ver. el 1rea de los rect.ángulos inscrit.os crece 

ó se i:n.ant.iene igual al t.omar refinamient.os de una part.1c16n; 

mient.ras que el Area de los rect.Angulos circunscrit.os decrece o se 

rn.a.nt.ien• igual cuando se t.orn.a.n dichos refinamientos. 

tnt.uit.ivamenle es claro que para una partición cualquiera. el 

.lrea de los recl.lngulos inscritos es menor que el área de los 

rect.i.ngulos circunscrit.os; la int.uición part.e de que el infimo de 

la función es menor 6 igual que el supremo de la tunc16n en cada 

subint.arvalo generado por la part.ici6n. 
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Lema (3J Sea/: (a,bl---t (R: acolada en la,bl, ent.onces: 

mCb-a:> S '§!:/. P) ~ Sf./ ,P) S MCb-a:> 

donde•~ inf </Cx); x e Ca.bl) 

H a sup </Cx); x e [a,b)) 

a 

fiQ.C:11) 

O.moa t ro.el dn.. 

Sea P • <x
0

.x
1

, •••• xn> una part.ición de [a.bl. 

como </Cx); x G Cx. .x l> 
l- l " 

segün el lema C2) 

y enlences 

</Cx); x • Ca.bl>, 

si mult.iplicamos por Cx~ - x"_,) tenemos que 

a Cx"-x"-~ :S mlC/)Cx"- x"_,, :5 H"C/)Cx"- x"_,J :5 M Cx"- x"_') 

a.si que: 

n n 

E• Cx" -xt-•) :5 I:•"C/)Cxt-xt-l) :S I:H,C/)Cx"-x~_,) :SI: HCxl-x"_ 1) 
\.• l \ •l \.•& \e 1 

de donde: 

• I: Cx ~xt-a ... 

por lant.o 

s fil:./. P) s &.f,P) s M I: ex -;x 

a x -x • b - a, 
n o 

i.•I 

) 
t-1 

Cver fig. C91D 

..Cb - a) s ~/.P) s Sc/,PJ s MCb - w. 
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Con est..e resultado justificamos qu11 ~J. P) es menor o 19ual 

que~/,?). considerando siempre la m.J.sma par~ic10n. Ahora podemos 

pr~unla.rnos J¡qu~ relac16n existe ent.r• las. '9\,una.s: superl.ores e 

inferiores Lomando dlslint~s particiones? Es decir, si ? y Q son 

dos par~lctonas cu~lesquiera de ta.~), ~S6 segu1rA c~mpliendo ~ue 

';if:/,P) S S.,¡,f;CJ? 

Geomé~r1camente podemos ver que cada suma inCerior -es decir 

la sum& de las Areas de los rectángulos inscritos- a lo rná.s que 

"sube" es al .\rea. por debajo de la 9ráf1ca. mientras que cada suma 

superior a lo mis que baja es también al 1rea bajo la gráfica de 

la. función. 

En efecto, c::ualquier suma inferior es In.\$ pequef"la ó igual 

que t.oda suma superior. 

Sean P y Q dos part.iciones cualesqu1•ra de Ca.bl tales que: 

p • (X ,X , ••• ,X ) fig, C52)) 

(ig (53)) 
o • " 

Q • <yo,yt. • ..• ·Y,/ 

p 
a 

X X o • x. 
t1.g. Ca•> 

• Q 

Yo Y, 

f!o;¡.Cso) 

b 

X 
n 

b 

y )l .• ,,)/ '-1 .. 1" 

Construyamos la partición 

p" tal que P"• ? V Q. 

Es claro que P .. e P(a,bl y 

asl.o es, p" es t"efJ.narnJ.enlo 

de P y O y por el lema (1), 

se cumple que: 

Sf./,Pl S §?:/.P~l y 

9:¡,p") :s Sc/,Q). 

Ahora, por •l lema C3). concluimos que: 

,'. ~/ ,P) :!i §:.¡,Q) 

Es decir hemos demostrado el siguiente resultado: 
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Lema (4) Si P y Q son dos part.1cia'les cualesquiera del 

intervalo ta.bl entonces 

if,./.P) :!O '!!;(./.Q) 

Observemos que pa.ra ca.da. parlic16n de (a,bl podemos 

construir, con base en ésa part.ici6n. la suma superior y la suma 

inferior. Asi, si loma.mes t.odas l.as posibles particiones de Ca.bJ, 

podemos conslruir todas las posibles sumas inferiores y todas las 

posibles sumas superiores. Sean A y B est.os conJunlcs. es decir 

A u <::¡c/.P); p '"p[a,bl> y 

Be <Sc/.P); pe p[a,bl) 

Observemos que conforme mayor sea ~f ,p) en el conjunto A, 

mejor serA la aproximación al Area bajo la QrAfica; es decir, para 

diferentes nCmeros en A, el mayor es mejor aproximaciOn. Esto nos 

hace pensar que el Ar ea bajo la or áf i ca es el m!xi mo de estos 

números. Pero. ~A siempre liene m.lx.imo? 

Si esto fuera cierto, querr!a decir que hay una suma inferior 

que coincide exactamente con el !rea bajo la Qri.f'1ca de la 

func16n; pero en casi lodas las funciones, sucede qu• en cada suma 

infer1or siempre queda un "error", una diferencia con el .irea 

bajo la gri.fica. por lo cual para muchas funciones no ex.isle un 

elemento de A que sea mayor que lodos. 

Dado que en general no existe el valor máximo d• A Cni el 

m.lnimo de 8) analicemos qué olr.a.s propiedades t.J.enen est.os 

conj un t. os. par a que. con base en ellas, busquemos la m.a.ner a de 

deternunar el &rea bajo la gr~fica. de la runc16n. 

A) En primer lugar, observemos que A y B son conjunlos de 

nllmeros ~. es decir, sus elementos son números reales. 

8) De acuerdo al l •ma 

A • (if_/.P); p e p[a.bl) 

(4). podemos establecer 

est.i. acola.do superiormenl.e, 

cualquier suma superior es mayor ó igual que ~ las sumas 



inferiores. Por olro lado B..:. <Scf.P); Pe Pca..bl) está a.cotado 

inf•riorrnente, y~ que cu.alquier suma. inferior qs menor ó igual qug 

~las; suma..li superiores. 

C) Tan lo A comci 8 son d1 st.i ntos del conjunto vac!o: la 

ex1st.encia de las sumas inferiores y las sumas superiores está. 

g.aranti:z.ad.a por el hecho de que la función es acotada. lo C\Ja.l 

asegura la e)(l.stencia del 1nf1mo y el supremo de la. runci6n en 

cada intervalo generado por cualquier part.1ci6n. 

En suma: A es un conJunt.o de números reales dist.into del 

vac!o, a.cota.do superior-menle y por- l-ant..o tiene supremo. B es 

tarn.bien un conjunto de números re.a.les distinto del vacto, acotado 

tnreriormente y por t.anto tiene ínfimo. 

Podemos proPon•r al supremo del conjunto A como el ¿re.a bajo 

la gri;fica de la !'unción, p.ara que esto sea as:( debemos 

garantizar dos cosas: 

() Que cualquier nómero mA.s chico que el supremo IJ2 sea el 

4r•a bus;cada 

L L) Que cualc:p.Jier nóm.ro tn.a.yor que el supremo latnpoco lo 

Si el suprerro del conJunLo A fuera menor que el !rea bajo la 

curv& , podriamos const.ruir una part..1ci6n sufJ.cient.ement.e fina. 

con l~ cual la suina inferior resulte ser mayor que el supremo. por 

to cual dejar!& de ser el supremo. Veamos: 

Supongamos que sup A a sup <~/.?); P e P(a,bJ} es menor que 

•l !rea busca.da, es decir qu• el supremo coincide c:on un;a región 

que es un poco menor que el irea bajo la curva; supongamos que 

Ha dif•r•ncia. se conc:•nt.ra en un "chipotit.o'" C rJ.9. C64)); 

est.e "chi pot.i to.. lo podemos "des:p.a.rrAma.r" en una. !'ranjit.a 

sufici•nt.ellMlnte delgada, Ces: claro que ••ocupa. ospa.cio''' de lo 

contrario su ar•a seria cero). 
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b 
r1 9 . e~,) 

Con el auxilio de una lupa lo 

veriamos como en la. fig.C54). En 

ésa fran;a, podemos constru1r 

una poligonal. con la cual 

obtenemos rectAngulos inscritos 

en la reg16n que deseamos medir 

y. por último. con estos 

rect..Anoulos podr!amos conseguir 

una suma 1nfer1or. la cual seria m.l.yor que el supremo del con;unto 

de las sumas inreriores, pero esto Q2 puede suceder. Por tanto el 

supremo del conjunto A no pu9de ser m.nor que el ~r•a busc~da. 

En el otro caso.si el supremo fuera rr.ayor que e? Area, 

entonces ya no seria la ~s chica de las cotas superiores. ya que 

el Area por debajo de la curva en si ya es una cota superior para 

las su~s lnfer1ores. Por tanto tampoco puede suceder que el 

supremo de A sea mayor que el Area bajo la gráfica. 

As.1 pues, resulta natural proponer al siguiente con;unt.o: 

sup q¡¡c/,P); Pe Pla,bl> 

como el Area baJo la curva. 

El razonamiento que hemos desarrollado para las sumas 

inferiores lo podemos seguir para las sumas superiores y entonces, 

olra forma de definir el 1rea seria a través del siguiente 

conjunto: 

lnf <Sc/,P); Pe Pla.bl> 

De esta manera podemos est..ablecer el acuerdo de que cuando 

la región baJO la grafica de la función liene área. 



Dtt/inición.C~ Si /: [a,bl ---+ IR es una. funciOn a.cotada en 

[a,bl. Definimos: 

b 

J f • sup <~/.P); p E p[o,bl> y 

ª 
~ 
J f inf <Sc/,P); P "P[a,bl> 

Con est.a. def1n1c16n nuestro a.cuerdo queda.ria. en los 

sigulent.es t.•rminos: 

entonces la región bajo la gr•fiea de j 
t.iene área. 

Ejemplo 8. l.a función de Dirichlet. Crit;'.<59)) 

-
- { 1 si Sea /:(0,11----t ~ dada por: /Cx) 

o si 

x e to,11 n D 

xeto,11nc 

T---1 
fig. (55) 1 

n 

Como '§!,.j. PJ • i. !=, "\C/JCx\-x\ _,) •E OCx"-x"_,J ""O, ent.onces ... 
f / a sup <O> ~ O 

o 
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n n 
y como Scf,P) \~t.H\C/:>Cx,-xi--l) ~\~t.1(xt-xi.-s?- • 1, •nt.onces 

Ar-ea. 

~ 
f 1 • i nr <1> # 1 

Por t.ant.o. d• acuerdo con nues\.ra. convencí On. aqui no hay 

E:;emplo 9. - Sea/: (0,ll---. IR dada por: 

/C XJ • e con e ~ O 

y sea P = <x
0

.x,,, ... ,xn> 

Como ~/.P) = 

p E p 
C0.11 

•ni.onces f / • 1 n!' <e:> • e 

o 
b ~ 

Cfig.C56)). 

En este caso f f = J I y por tanto. según nuestra 

a a 

convención. aquí s1 hay Are~ y es i9ual a c. 

En la construcc16n de la integral hemos pl&nteado dos 

problemas: 

l) Encontrar el areA bajo la gr4tica d• la función. 
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ZJ Decidir bajo qué cond1cbies una region tiene área. 

Est.e S&Qundo probl&m.. lo hemos abordado en toda la d1scus1ón 

&nt.•rior. 
b 

Con el ejemplo 9, la función de Oirichlet, vimos que f I no 

~ 
es igual a f f . En par-ticula.r en este ejemplo se cumple que: 

a 
b !?. 
f r < fr. 

ª A.si que podernos prequnt.¿rnos:~Qué relación existe* en general 

b 

en t. re f I y 

a: 

!?. 
I I? 
a 

b ~ 

~Se cumple siempre que J / ~ f I ? 
a a 

Ant.es de pasar a responder estas preguntas veremos el 

siguient.e: 

Lema C5) Sean A y B dos conjuntos de números reales distintos 

d•l va~io* tales que 

O.mo.-trac(ón.-

X ~ y 1( X .. A y 1( y E B. 

si a • sup A y ~ • inf S entonces 

"~ (1 

Sea. y E B. como y ?: x • V x e A entonces. y es cota 

super-ior de A y ent.onces y ~ o. pues o: es la. ~s chica. de las 

cotas supariore-s de A. Como esto es as! para toda y E B, 

entonces ca es col.A inrertor de B y por tanto, o S (J. pues fJ es 

la m.ts granda de l•s colas inferiores de 8. 

Ahora, si tomatnO'S 
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b 

con Q • J / y ~ • J f 
¡¡ 

qu.cJa demos~rado el siguient.e lema.: 

Lema (6) Sea /: Ca.bl--+ ~. una función acot.ada en Ca.bl, 

ent.onc::•s 

b ~ 

f !Sff 
Ci a 

Ahora s! podemos enunciar una definición que nos asegure qu' 

r.¡iones Cdet.erm.1nadas por grif ieas de funciones) t.ienen ~r••· 

De/Cn~cCdn.(6> -s.a /:la,bl---o a; I aco~ada •n la.bl. 

O.C:i-=-s que / .. RL~-Lnt••rable 

si y solo si 

b ~ 

f I • f I 
¡¡ a 

En tal caso. defini9's la int.agral de 
Ri..ann sobre el int.ervalo Ca,bl como 

b b 

J I • f I • f f. 
a a a 

Al inicio de la discusión est.abl~i.as la condición de que f 
fuera posit..iva, .;..qu• pasa si la función .. negat.lva? 
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• b 

fig.(07) 

En t.al caso ~/.P) como Sc/.P) son nmnores ó iguales a 

cero. ya que y lo son Cfig.Ce?')), de donde 

inf<Sc/,P);: P • Pta,bl> y supC~/.P); P • Ptc,bl> son nllmeros 

-nor .. o iguales a cero, y por t.a.nt.o 

b 

I I ~o 
a 

De est.a aanera, el procedi-1.ent.o que hemos desarrollado para 

definir la int.egral asigna n01119ros posit.ivos a las regiones que se 

encuent.ran encilft& del •J• x, y ndmeros nei;at.ivos a las regiones 

que•• encuent.ran debajo del •J• x Cfig,(!18)). 

Muy pront.o nos V&llllC)S a dar cuent.a de que evaluar la int.egral 

1111rament.• por medio de la definición,r.sult.a muy problemit.ico. 

Es dificil evaluar la int.ergral de funciones, como por ejemplo 

la id•nt.ica en el int.ervalo tO,ll desde el moMnt.o mismo de 

considet-ar la part.iciOn arbitraria. Por ello V&JDC)s a ver un 

crit.erio que result.a ser una condición suficiente, para determinar 

la inievrabilidad de una función. 



Cuando desarrollamos la demoslrac16n de que el supremo de las 

sumas inferiores era el área baJo la gr~fica. nos dimos cuenta de 

que las sumas lnfer1ores se acercaban tanto corno queríamos al Area 

boa.Jo la graf1ca. Ce lgual ma.nera vimos que las sumas superiores. 

lamb1én se acercaban tanto como queriamos al Area bajo la grAfica. 

De aeuerdo con esto, una manera de garantizar que la función se"' 

lnlegrable consisl1rla en ver si la d1ferenc1a enlre 'St:../,P) y 

~/,?) la podemos hacer tan chica como queramos, ya que las~ y S 
tienden al area bajo la grAfica, si ésta existe. 

De esla manera podemos enunciar el siguiente resullado. 

T•orem.a. (!) CCrlt•rlo ~ Cauchy). 

Sea /:ta,bl----. ~. f acolada en (a.b) 

/ es inlegrable si y solo si 

V e > O 3 Pe e P ta, b l lal que Si:: f, PJ - ~f. PJ < e. 

Tomamos una partición del inlervalo Ca.bl, nos fijamos en la 

diferencia enlre las sumas superiores e inferiores~ oblenemos al 

~rea de los reclAngulos en la fio.C59). 

Entre más fina sea la parl1c10n,el &rea. sombreada en la 

figura anterior es mas ~quena. Al refinar la parlici6n las sumas 

inferiores "suben" y las sumas superiores "bajan". L."· se pegan 

entre sí. De est.a manera, si el &rea de las sumas superiores ·se 

parece al área de las sumas inferiores, podemos decir que. dada 



& > O t.an peque"ª como se quiera, podemos hacer que el área de 

los rect.Anoulos sombreados sea menor que e; de lo que se trata 

entonces es que para cada & hay que exhibir YnA partición que 

garantice que el área de los rectángulos sombreados sea menor que 

&, si est.o se logra p.ara cada & > O, entonces la función es 

integrable. 

Est.e t.eorem.a lo podemos ver como un caso part.icular del 

siQUient.e resultado, el cual formulamos para conjuntos de números 

reales. 

Lema C7>. Sean A y B dos conjunt.os de números reales 

dist.int.os del vacio, t.al•s que 

X < y V X E A, y e B. 

Sean o • sup A, 

entonces 

(l = inf B 

a = (J si y solo si V e > O 3 xe e A. ye e B 

t.ales que y& - x& < & 

O.mos trae i6n. 

Sabemos por el lema C !l) que o < (l 

A B 
(1~~SSWI (\'~'<'«~ 

a (l 

fig.Coo) 

•JSio•(J 

sea & > O 

A B 
l>'1'>'>'l>'>~SN"i 'N~~,,~~~<( 

a•fl. 
fig,(0<) 

como o = sup A ent.onees 3 x& e A t.al que x& > o - : 

como " . (l a inf 

Y,. < Cl + " • 
Por t.a.nt.o Ye - X 

& 

.. y - X e < e, 

" .. ) P.d. Cl . (l, i. ti • 

sea " > o 

B ent.onces 

< Ca + ~) z 

" & 
> o 
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3 Y,. e B 

- Ca - ~) 
z 

(l - " < o 

tal que 

& 

z 
& 

z = & 



por h1p6t.es1s !I X& E A. ye e 8 t.ales que y& - x&-< e 

pero x~ ~a, (J ~Y, 

por t..ant.o \n - al • n - o < y& - x, < ' 

enlences !fl - al <. & ••• n • o. 
La !.llt.imA 1gualdad se logra si ut.ilizamos: •l result..ado del 

siguient..• lern.a. 

Let""1 C 8) Sea a • R 

a • O si y solo si V & > o 

D.""°• t ra.c L 6n . . ) 
!al < "' 

• ) suponga~ qu• Q + o •ni.onces ial > o 

"' .l~I . 
por hipólesis ¡a¡ < l~I 

enlences l¡I < O ent..onc•s jaJ < O cont.radicci6n 

• o 

Como podemos ver la demoslraci6n del t.eoreru. Cl) queda 

garant.izada con el lema C7). 

Veamos la ut.ilidad del t.ecr•ma C1) en un ejemplo part.icular. 

E;empto CIO) Sea /•[0,bl---+ ~ 

/Cx) • X 

Sea la par\.iciOn [0,bl que se ob\.iene 

dividiendo el intervalo tO.bl en n parles iguales 



Enlences: 

t
0 

• O 

t • tCb/n) . 
t •• aCb/n) 

t( • íCb/n) 

fiQ.(dZ) 

Para usar el t.eorem.a (1) es necesario exhibir una part.ic16n 

P • PtO,bl para cada e > O ~al que Sc/,P) - ~/,P) < e 

no imporla si los intervalos son 6 no de igual maonilud. 

simplemente se pide !.ID&. pa.rt.1ci6n para la cual se satisfaga lo 

ant.erior. 

En este caso particular la función es creciente y continua y 

por tanto • 4 C/) • /C t"_,) • l ·-· y M" e/) • /C t 
4

) • t l en el 

intervalo Ct. t J. 
L - l \ 

VealDOS cómo son &. f, P) Y ~f. P). 

Por un lado Sc/.P) • I:1cti.)(tL-•- t\) • I: i b '"' ~ - Ci-1)~) • 
\ ., \ =t 

•J:i ~((~ - i~ + ~) = I:i ~(~) • ~ I: is ~Cn(n•l)), 
\:& L=t n

1 
\l:l n

1 1 



y por ot.ro lado: 

n 

~/.P"'J =";
1
1cti:l(t"-ti-a' :i::t.:,'tc:-i:> ci:c~ - Ci-,,~, 

Tomando la di(erencia tenemos que 

Asi bast.a con t.orn.ar una par-tición P" con n > par-a 

Para exhibir la part..ici6n. simplemente hay que ver qué 

número nalural cumple la des!gualdad anterior. y ése número va a 

determinar el número de elementos de la. part..ición homogenea 

de ta. b 1 que necesi t. amos. 

Observemos que est..e procedl m1 ento nos ha perm.i ti do demost.rar 

que la funciOn es 1.nt..eQrable, mas t.odavia no sabemos cual es el 

v•lo'I' de la int.egral. 

En general • par a cualquier función de(inida en un 

intervalo cerrado. Ca.bl podemos encontrar el valor de la 

integral en él• sin necesidad de tomar todas las part.iciones del 
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intervalo, lo cual podernos mostrar usando el siguiente lema. 

Lem.a C9> Sean A y 8 dos conjuntos de números reales dist1nlos 

del vac1o t.ales que "I x e A y }1 E B con 

X ~ y. 

Sean A'S A y B'S B s1 sup A'• 1nf B'• W 

entone:. es 

t>em.ostra.clón.-

,___A --¡--B--< 

1 1 111111 1 
A' W B' 

fig. ''"' 

1--A-f---B---< 

A" W a• 
fig. ,.,., 

sup A = 1nr B • W 

S&gúnellem.a. ce,, como A'S A y 

enlences sup A' ~ sup A. y 

como a· s 8 •nlonces 

1nf B' ~ 1nf B. 

Ahora. como W = sup A•• inr 8' 

entonces el inf 8 S inf B'= W 

= sup A':S sup A. 

De dohde 1nf 8 ~ W ~ sup A 

Ad•mis. como x :s. y, V x e A 

~ y E 9, ent.onces el 

sup A :s iri.r B. 

Por lanlo in~ B • W • sup A. 

Ahora bt~n. si A' es el conjunt.o formado por las sumas 

inferiores cor-respondie-nles a un subconjunto de particiones de 

Pta,bl' y a· es el conjunto forma.do por las sumas ~uper1ores 

,¡>correspondientes a un subconjunt.os de particiones de Pla.bl y si 

sup A' • inf' 9' 

entonces. ssgún al lema. Anlvrior 

Regresemos al ejemplo C10), P.ar,a conocer el v.a.lor de la 

inl•gral podemos usAr •l l•ma .ant.erior: lanlo para. 1.as SUIJMlS 

inferiores como pOlra las sumas superJores que h•mos construido, 



ut.1lizamos part.ic1ones hotnOQéneas~ as!: 

~,~, 
n • 

b' 
~/.P'"') e z Ct. - ~) Y n • fN 

el supremo d• ~/.P") •s 

o ~. - ~) $ 
b' 

V n •IN. . • 
2) ., « > 3 n '"IN • \.al 

b' - n~) ' 
b. 

o qu• ;-i:1 .- -
l>INltto•trQ.C:Ldn. -

JJC:omo1-~< V n e CH • 

' < ~
2

(1"\ s ~ - ;::> a .,. a V n E (N, 

2.> Sea e > o. ~
1 

C1 - ;;.) > ~z - ~ .. 

b 1 b'" l 
por t.a.nt.o s1 n > ¡¡ . ent.on.ces ¡--e' - ~) > b ... e. q.e.d, 

De 1gua.l manera pod•mos hacerlo p.ara Sc/.P,.,). 

b 

y entonces f". 



2.e.2. S~e-unda Vía de con.strtt.cCLOn de (a Lnte~ral. 

Es~a segunda m.aner~ de abordar el probl$m.a. es eas1 idénl1ca a 

la primera; la única diferenc1A es que la definición del área bajo 

la gr•fica de una función, no la est.ableceremos a t.ravés del 

As! que nueslro problema. es el d~ eneonlrar el •rea bajo la 

curva sin considerar el infimo de las sumas superiores n1 el 

supremo de las sumas inferior-es. La manera de hacerlo serA con 

Podriamos analizar el limite de las sumas superiores e 

infer1orBs cu~ndo n -t ~ Cdonde n •s el núm•ro de puntos de las 

part.iciones); peoro podria suceder que el número de puntos s~ vaya 

1. infinito sin que las sumas superiores e infriorers se aproximen 

&l ar •• bajo la gr~fica. 

Por ejemplo, en la fig.COS). podemos hacer n suricien~ement• 

¡ 
···· l 

a e b 

1'1g. (da). 

grande e ir a.e umul ando los 

punt.os de las part.iciones •n 

el int.ervalo la,cJ. A.qui el. 

número de punlos t.iende 

infinito pero hs su~s. 

1nt•rJ.ore$ Q sup•rior•s. no H 

~proximan al .i.reA. 

Seria nat.ural p•nsa.r 

en t. onces en no t. o mar 

cualesquiera. particiones. sino 

aquellas que dividen al 
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intervalo Ca.OJ en n partes iguales. As!, Sl 

b - a 
se va haciendo t..a.n chico como qu•ramos y, poi"' t.ant.o, las 

sumas superiores e inferiores tienden al area Cen caso de que ésta 

exista). 

Efectivamente, esla serla una soluc16n. pero tiene un 

problema: para muchas funciones resulta útil tomar part1c1ones con 

puntos equ1dlstantes, pero para muchas otras no, as1 que el 

problema se vuelv• rn.ts complicado. 

Es por eso que, a pesar de ser una sol uc i On par a 1 a 

construcc16n de la integral. en la pr&ct.ica. result.a ser muy 

complica.do para un gran nOmero d• funciones. 

Una manera de resolver este problema es pedir que l.ll 
longitudes Q!t ~ sub1ntervalos definidos QQ.C. l..A particion ~ 

!. ~· As1 pues. pedir que las longitudes se vayan a cero serla 

pedir que n-+ m Cal reves no es valido, como ya se most.ró). 

Enconl.r ar el 11 ml te de las sum.as l nfer lores cuando la 

longitud de los subint'9rv.a.los tiende a cero. es lo mismo que 

encontrar el limit.e cuando la lon9itud del intervalo ~yor se vaya 

a cero. V•amos est.o: 

Sea P • <x
0

.x,, ...• xn> una partición del intervalo (a,bl 

Cig.CBe). 

b 

"• 
Cig. (oo) 

Esta part.ici6n Qenera n intervalos, no necesariamenle de la 

misma longitud; eleoimos el intervalo de mayor longitud y con base 

en esta longitud definimos liA normiA de la p&rtici6n P, la cual 

denota.remos con 

IPI. 

SB 



a 

Deftni.c'i.ori C7J, Sea P .. Cx
0

.x
1

, ••.• xn>~ Pe P[a.,bl' 

t=-finimos la norma de la parl1c16n P como la. 

longitud del mayor de los subint.er-valos. 

Hagamos algunas observaciones respecto a esta def1niei6n: 

a.) Dadas dos pa.rt.1cion•s P y PM ~ Pt~.bl L•l•5 qua IPI S 1p•1 

no n.c•sa.ria.nwnt.• s• cumple qu• P es ref.tnamient.o de p•, 

b) Sl •PI S tP*t, no neces&riamenLe sucede que 

Pa.ra a.) S.an P • <x
0

,x
1 
.xz,x• flg. C67' 

Y p* • <y
0

.y,.y.> fig.C08), dos pa.rt.icion•s de 

Ca,bl. 

a 
p 

"'o 

flg. C<17) fig.Coo>. 

y siro embargo P !f P•. 



Para o) Sean 

1 
¡ 

1 1 
X X X o . . 
a 

IPI 

fig.(dP) 

fig, (70) 

p = <x
0

.x
1 
••••• x",> y p s: (yO,yt" •' ,y9) 

ílfl 
X x X X . . . d 

b 

dos pa.rt.1c1ones de [a,bl. 

Claramente Ccomo se ve 

las figuras C89) y C70), la 

inferior correspondiente 

a la part.iciOn P. no es menor 

que la suma. 1nfer1 or 

correspondiente la 

part.ic16n p• a pesar de que 

IPI < 1p•1 

Ya hemos vist.o que si una 

parl.1c16n t.ien• norma menor 

que ot.ra. no necesariamenle 

con ella el &rea de los 

1nscrilos se 

aproxima mas al &rea bajo la 

curva. Sin embargo si podemos 

arirmar que si tomamos 

part.iciones con norma cada 

vez más pequef'la. los rect.Angulos inscrit.os con es.as part.iciones 

~a cubrir mejor el &rea que dese.amos medir. Partte1era una 

cont.rad1cci6n. pero no lo es. Cu.ando decimos "tienden••, no nos 

rerer1mos a un comport.am.ient.o crecient.e; es posible que con una 

part.ic16n cuya norma se.a i:nenor que la norm& de otra part.iciOn. no 

cubramos mejor Ccon la suma inferior) el &re.a que dese.amos n.dir. 

Pero si seguimos adelant.e haciendo cada vez m.ás pe-quena la norma 

de la part.iciOn, las sumas inferiores no t.endran otra posibilidad 

que irse pareciendo m.ás y ma.s a.1 &rea b&jo la QAfica.. Cest.o 

na.turalment.e cuando dicha •rea ex.isla). 
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Est.e nu.smo raz6nam.ienlo lo podemos ul1l1zar en los 

rectángulos c1rcunscr1tos; es dec1r, en la med1da en que la norma 

de la part.ici6n tienda a cero, el Are.a. de los rectángulos 

circunscrit.os s• parecera mis a la regi.ón que nos proponemos 

medir. 

Por lant.o, vamos a poder hablar del area bajo la curva cuando 

estos dos l1mit.•s sean 1guales, es dec1r: 

lim ~/.PJ = lim Sc/.PJ 
IPl-t o IPI_, o 

Asl. pues, tenemos la siguiente: 

~/(n(c(on (8) Sea /: la,bl-> IR, f acolada en la,bl. f es 

i nt.egrabl e en [a, bl si y sólo si 

lim ~/,PJ = lim Se/. PJ. 
IPI_, o IPI-+ o 

b 

En t.a.l ca.so J f - lirn ~/,PJ • lirn Sc/,PJ 
IPI-+ o IPl-t o 

Al principio de est.a segunda vi.a. de const.rucción de la 

inlet;rral coment.a.mos que iba.mos a ut.iliza.r el eoncept.o de llmit.e y, 

•n erect.o, est.a. d•finic16n se basa en dicho concept.o; sin embargo 

conviene hacer la siguiente observación: 

La definición de limite de una funciOn dice: 

11 m /C xJ • L .. 'I & > o 
><--+>< 

3 óC &) > o la! que V x e DI 
o 

6 .. l /C X) - LI < & • 

por tanto, la definición CBJ, según la definición de limite, 

quedaria a.si: 

Bi 



lim :;¡<:/.P) 
IPI- o 

b 

= f .. 
V & > o 3 óC&) > o tAl que V P • Pla.bl con IPI < 6 

b 

J f - ;:;e f. P) < e. 

Cl 

Para t.rabaJar con est.e segundo 11mit.e con la rrusma idea que 

el primero es necesario hacer una pequen.a. extensión de la 

defin1c16n de 11nute. 

En el primer 11mit.e la variable es x • ºr en el s.gundo 

PE Pla.bJ" En el s~undo se t.iene siempre x
0

• O, y por tanto. la 

diferencia ¡x - x
0

f hay que considerarla coa.:> jlPI - o¡. 

Ant.es de demostrar la equivalencia entre la def inic16n C6) y 

la. definiciOn CS). most.rarerDOs dos result.ados que van a. ser de 

gran ut.1lidad para demost.rar la equivalencia. 

Lema Czo) Sea /:ta.bJ__, tR. / acotada en (a,bl; entonces 

exislen 11111 'fE./,P) y lim 5</ ,P) y 
IPI--. o IPI-+ o 

b 

lim ~/.P) • f / 
IPI- o 

~ 
y lim Sc/.P) • f I • 1nf e Sc/,P); p .. p[a,bl> 

IPl-to o 
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Demastraci:on: 

/J 

Por s•r J / 
ª 

se t.iene que 

/J 

V e> O 3 P, e Pca.bl lal que J / - f < §C/,P) ...... CtJ 

Dada & > O 

construimos P
1 

de la ma.n•ra siguiente: 

ª con base en P . 
Sea P

2 
t.&l que IP

1
1 e min <Cx, - x,_ .. ); i.=t.z ••••• n: x, e PI.> 

donde p • 
• Cyo•Y, •· •• •Ywi> • vec fig. (71). 

• b 

X X " X X nx o ¡• ¡· • ..... 
1 

• l 1 b 

1 1 11 111 1 1 1 11 1 1 1 
Yºl.I' Y, :¡¡, 

fig. ,,,,_ 

Observac tones: 

1) Por la forma en que hemos construido P aseguramos que 

cada. intervalo generado por ella contiene a lo mi.s un 

elemento de la p&rticiOn P 
1

• 

2:J Claramente ha.y un nUJn90 fintlo C:S n.) de intervalos 

generados por P
1 

que contienen elementos de P
1

. 

3) P
1 

no es refina.rnt•nto de P
1

• 

Ahora. bien. si tomamos P • P • 
refinamiento de P, y Pz, es decir 

P 2 P,. y adem.ts 

IPI S IP 1 . IPI S IP 1 • 

03 

claramente P es 



Tomemos un inlervalo Qenera.do por P z que cont.enQa. un elemento 

de P, Cho.y un número fin1t.o de est.os int.erva.los). Sea CyJ_, yJ) 

)1 ], 
J 

=I ~o 
1 y J-l)(\ y J 

fig.C11) 

X & p . . . 
lodos los rect.an9ulos como el 

En los intervalos generados por 

P
1 

donde no aparezcan •Lernenlos de 

P,. no hay rect.•noulo de •se 

t.ipo. ya. que el intervalo o•nera.do por P 
1 

es el mismo que •l 

Q•nerado pc,:ir P. 

El A.rea de •s.• reet.i.ngulo es ,_nor o ioual que CM--.>IP
1

1, 

pues la allura del rect.•n;ulo claramenl• es menor o igual que la 

diferencia enlr• el suprelhO de la función CM> y •l lnfimo de la 

funciOn C.U, mientras qu• la base es m4s pequena que la norma de 

P•' pues como x\ • ly
1
_,. yj], la distancia de xi a y

1
_, 6 a y

1 
m9ncr que la longitud del mayor intervalo generado por P1 ; y como 

hay un nUn.ro fin1t.o d• inlerv•los donde sue-.d• esto. entonces 

~/.P) - ~/.P8 ) < n CH - 11) IP
8

1. 

si a P
8 

l& escogemos d• lal manera que ademAs cumpla que 

IP 1 < --"--& &nl M-"'I 

•nt..onces ~/.P) - ~/.P1 ) ( n CM - IL> IP•I < n(M-m) t: • !, 
an(•-"") a 

&. • •• (J:) 

Por et.ro lado. P es un refinamient.o de P 
1 

&si que de la 

desioualdad Ct) t.enernos que: 



b 

b 

f f -

ª 
!. ( • 

y por i.ant.o J / - ~ I • p-;, < ~ • • • C ª' 
ª 

f f - :;?: ¡. p) • fi!: I • p) - ~ ¡, P •' < f • ~ • " 

d• donde 

y por t...ant.o V & > o ~ 6<&) > o t.al que V P
1 

• P!a,bl con 

IP 11 1 < 6 •• ~umpl• qu• 

6 • m.Ln < ª"'c:-MS 

b 

f f - :;!:/,P,) < 1:, 

ª 

.. Hm '¡i;:./.P) • 
IPI-+ o 

b 

f I 

ª 

donde 

Corolario et>. f es integrable en Ca,bl si y sólo si V t > o 

0.lhO•tracton. -

! 6'&) tal que Y P e Pta,bl con IPI < 6. se 

eunaple qu• 

Sc/,P) - ~/.P) < c. 

b ~ 

/ •• int.•grabl• en (a,bJ .. JI = J / 
ª 

ll5 



* lim 'ffj!:/,PJ • llm sf/,PJ 
IPI-. o IPI--. o 

* lim Scf,PJ - ~f.PJ O 
IPl--t o 

" V & > o 3 6Cc) > o tal que ~ P E Pta,bl con IP• ( 6 

cumpl• que Sc¡,p) - ~/.P) < &. 

OC:>servc..cion: El "r&greso"es Válido porque ambos limiles 

siempre exist.en, sea f integrable o no. 

Con el lemA crdJ y el corolario C1), la demoslrac16n de la 

~uivalenc1a entre las definiciones C6) y (8) se convierl• en un 

corolario d• estos resultados. Ve&moslo. 

Teoorema C 2) Una func16n / acotada en [a, bl. es i nt.egrabl.e 

sobre [a,bl si y sólo si 

lim ~/.PJ • lim §:/,PJ. 
IPI-+ o IPI--+ o 

Demos trae íon: 

~)Demostraremos que la definlc16n C~) i~plica l& definic16n CS). 

b ~ 

Por hip6lesis f I • I I y por el lema C9J 
¡¡: a 

lim ~f.PJ • J I 
IPI_,, o 

y li,. Si:¡ ,PJ • 
IPl-t o 

lim ~f.PJ • li• S\::/,PJ. 
IPl-t o IPl-t o 

I 1. 

ª 

"-'Demoslraremos que la definiciOn CB) implica la definiciOn CO). 

Por hlpót.esis lim ';;f./,P) • lim Sc/,P) 
IPl-t o IPl--t o 

00 



Y por el lema Czc) 

b é 
11 .. ~/.Pl . J I y lim Sc/,Pl = J f 

IPI-+ o IPI-+ o 

" " 
b é 
J I J I 

(1 a q.e.d. 

Con est.a. nueva herramienta que hemos desarrollado podemos 

delerlninar el valor de la 1nt.99ral para. cualquier función que sea 

i~legrable. d• ru.nera un Po<:o mAs sencilla. 

Veamos •l •J•mplo siguiente. 

- - - - -¡ 
1 

1 
1 

0 x0 x, x •... x 

fig. ''"'. 

dada por /Cx) • 
z 

X • y sea 

Pn < X
0

,x,. ••· ,xn> una 
parlie16n d•l int.ervalo t0,1) 

con x • L es decir 
' n 

P n • <O.~ • ; • ••• • 1> donde P 
n 

divide al inlervalo C0,1) en n 

par~•S iguales. Yer fig.C73). 

Donde x
0 

• O, x, • ~· x
2 

• ;. • •• , 

Como la función es cr.c:ient.• en el inlarvalo (0,1). tenemos 

•i.C/) • /Cx.,_,> = CCJ.-1) ~) 2 
y 

entonces: 
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n n 
§::¡,pn) • ¡: H,cncx,- x,_,, • ¡: /Cx )(x - x,_,> • 

.. . .. "... " ' 
n n 

•te!.>ª!.._!. J:i 1
• 

\•a f\ n n• ~·• 

Ctl+ 1 z,.. ..• + n') • -i- Cnn,.·U~lrt•il) 
n 

• 
• ~ Ct,,•&.X&r"l•'I) • ana + ~ 

•" •n •n 
..!.._ -• en 

D !. • ' . • • ¡;;- • •n 
U• !:C/,Pn> . u .. 1 • ....!. . ....!. • • 

IPI-+ o n-
.. In 

'"" • •• 
n n 

't ~/,Pn) • J: a"C/)Cx\- x ..... ,,:> • ~ /Cx., ... ,>Cx" - Kc.-•' 
\... i.•' 

• ~ e 1 ,, .. , , (".,a,""",,.,,> 
n• • 

lilll SX/,P ) • 11• ¡ - ~ 
IPftl--..a- n n ~ 

Es decir Hm ~'·" .. ' • !. 
IPI._ o • 

!. 
f 1 . f 1 
o o 

y li• 
IPI._. o 

• !. • 

Se.¡. pn) . • • 

ColnO •1 lim ~/.P) y 11a 'St../.P) siempre exist.en. 
IPI-+ o IPI.-. o 

p.ara obt.enerlos bast.& con t.omar una suce~ión de pa.rt.iciones t.al 

que IPI-. o. En est.e caso particular hemos elegido pArticiones q~• 

gener•n int.erv~los d• la misma longitud. y en la medida que n~m, 

la IPI__. o~ por t.ant.o el limite que obt.enemos es el mismo que con 

ee 



cualquier ot.r.a form. de hacer lender a cero la norma de la 

part.1ción, pues el llm.t.t.• siempre •X1st.e. 

Hemcs b.asado las definiciones d• la. int.eQr.a.l en la 

const.ruccton de rec:t.ilngulos inscrilos y circunscritos, y pa.ra ello 

ru• nec.s.ario t.omAr el infimo y el supremo de la runciOn en cada 

int.erva.lo genera.do por l.a p.art.iciOn~ una. vez que logramos •st.o. 

considerarnos t.od.1.s las pa.rt.iciones del int.ervalo y con base en 

ellas gen•ramc:>s t.odas las sumas, t.ant.o inferiores como superiores. 

con las cuales procedimos a desarrollar amba.s definiciones: por un 

lado a lravé>s del supremo y del infimo. y por el et.ro con la norma. 

de la. part.ición y el conceplo d• limile. 

Veamos qu6 sucede si, ahora, para la construcción de los 

rect.•ngulos lomamos cualgyier valor del intervalo generado por la 

par t.J. ci ón, •val uamos 1 a runci ón en 61 • y este valor 1 o lomamos 

como la allura del rect•ngulo en cada subintervalo Cfig.(7,)). 

f1g. , .. , 

es los nuevos 

rect•ngulos no serian co1DO los 

anterior ... 

Si queremos aproximarnos al 

•rea bajo la gr•rtca, aqu1 no nos 

apr oXi mai.os con rec:t.•ngul os 

inscritos y ciscunscrit.os, aqui 

no cri t.erio d• 

comparación. 

Para aproximarnos al •rea bajo la curva usando estos nuevos 

rect.Anoulos, tenemos la posibilidad de hacer pequen.as las bases de 

los rect.•ngulos. haciendo tender a cero la norma de la parl1c16n, 

y si el ~.a bajo la curva exist.e, entonces, al tomar el limile de 

las sum&s const.ruidas de esta manera. cuando la norma de la 



part.ic1on t.1ende a cero, vamos a determinar el área bajo la curva. 

Est.o es de gran ut.1lidad ya que para construir los 

rectángulos, no hay qua recurr1r necesar1amente al 1nrimo y al 

supremo da l.a funeión, pod•mos •legir cualqu1•r valor en los 

int.ervalos generados por la part.1c16n, evaluar en él la función y 

asl obtenemos la altura de cada uno de los r•ct.anoulos, lo cual en 

Algunos casos resulta ser muy practico. Veamos. 

El &rea de los rect&ngulos •s igual a 

n 

I: /C( i.:>Cx" - x"_') 
' .. donde ("• Cxi.-i''\l• Ver flg.C7:s) 

El conjunto <(,,(
1

, .•• ,("> •S llama.do conjunt.o da valores 

int.ermedios para. la part.ición P. 

X 
o 

' X X 
\- t " 

fig.Cn). 

De/inic Lon C9J 

b 

Usaremos la siguiente notac16n 

I: /C(i.':>Cx" - xL·&) • 5'/,P,'ZJ . .. . 
donde Z • <(,,( ••. · • ,(n> 

Sea /:[a,bl---t ~ / acotada en la,bl sean 

P • < xo,x, •• •• ,xn> • p(a,bl y 

S • <""; "¡• tx"_,.x"l. L • 1,1, ... ,n 

Dafinimc>s l~s Swnas d~ RLemann de / en Ca,bl 

comoi 

&/,P,:;;J • E /C{ )Cx - x ). 
Í. • l \ \ L - l 
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Si recurrimos a nuest..ra defin1ciOn in1c1al de la integral 

podemos demostrar que. si una funci6n es integrable, el l1mite de 

las S1.UhCH r.J. RL•mann cuando la. norma de la par~ición t1ende a cero 

ex1st.e¡ y viceversa, si est..e 11mit.e ex.lsle entonces la funci6n 

es int..-grabl•. 

Este resultado nos permite hablar de una. condiciOn necesaria 

y suficient.e para que una función sea integrable, o bien de una 

VIA ALTERNATIVA PARA DEF"IHIR LA INTEGRAL.. 

T•orema C3:> Sea/: Ca,bl--t IR acotada en Ca,bl. 

es integrable en (a,b] si y s6lo si eXist.e 

con ('\ 4il (;ic ' X] 
\•i .. 

y es el mismo limite para lodo conjunto 

~ • <{
1
,{

2
, ••• (n> de va.lores int.erRW'dios. 

En t.a.l caso 

b 

f I " lim E ¡c~.)Cx,- x,_,). 
1p1 ...... o i.=t 

" 
0.mc•trac\'.on: 

.., Por hipótesis fes integrable em ta,bl. Oemc:>straremos que 

b 

lim 
IPI_. o 

5(/,P,:;;J • f /, 

" 
es decir: 'tt/ & ) o 31 6 > o t.al que 'tt/ P e Pca,bl con IPI < 6 

b 

s• tiene que j5'/,P,:;;J - f I J < & 

a 

para t..odo conjunto ~de valores intermedios de P. 
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~)Como•"'''~ ¡e.e-.'~ H\C/) V {\E lx,_,,. X\] V í. t.z .. ~ .. n; 

o " I: • e f'Jr."' - x ' :s: 
..... \ \ \ ~ 1 

E /C~t)Cx,- x~·t' S ,., t M,Cf>CxL- x\•t) ... 

Entonces ~¡.n :S &/,P,ZJ :S 5'./,P) 

b 

Si restamos J j 

a 

'l.enernas: 

b 

" :::. 

b b 

~/.P) - f S &/,P.'E:J - f / :S Sc/,P) - f f .... C•) 
a a a 

Sea & > o. camo fes inlegr&ble. ! 6,. 6ª > o l&les que 

b 

J ~/ .P) - f I 1 < « .. 
a 

b 

• - " < :i=/,P) - f I < " 
a 

b 

V PE Pra.bl con IPI 6 1 • 1 §:.¡ • P) - f I 1 < e '" 
a 

b 

• - " < i!ft:.¡,p) - f / < "· 

b 

- " < ~/.P) - f 1 y 

a 

b 

iii:/,P) - f I < " 
a 

lo cual. considerando l& ecuación C•J. nos lleva A que 
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b 

- e < SC/,P,-;;:::> - f f < e 

a 

º "I & > o 3 6Ce) > o • V P E Pca.bl y "I Z conjunto de valores 

b 

IPI < 6 4 SC/,P,-;;:::> - f I 1 < c. 

a 

.-J Por hip6t.•s.is lim SC/.P.Z:, extst.e •• 
IPl--t o 

Damo-straremos que 1~ función es inl99rabl•. 

SuponQ&JJ'l:>s que el limite •s 1, es decir 

lim SC/,P,:E:> • / 
IPI-+ o 

•n~onc .. , •sto signifi~• qu: 

V~> o 3 6 > o l&l que V Pe P[a,bl' IPI < 6 • 

q.e.d. 

• 'SC.f.P,'Z:J - l l < e Y::: eonjunl.o de valores 1nt.ermedios. 

• - « < SC/,P.:::J - 1 < & 

sumando l •n la desiguald~d anterior tenernos 

l - & < SC/,P,Z> < l + "· ... e-¡ 

ó; en el in~ervalo 

_..,,,.-. Cx¡_ ... ,, x .... l elegimos ~" t.al que 

(recordemos que H,C/) • sup <rCxJ; x e (x .x l>). entonces 
1.-t ... 

SC/,P,::::> • t /C("')Cxi.- x""'ª) > ... 
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n 

i.~t.M"C/)Cx"- '\_,:> - b~a. '~1 Cxi.- x,_ 1 :> • Sc/.P) - &. 

y usando la desigualdad C••). nos qued&: 

Sc/,P) - e< S(/,P.Z> < l +e 

y como l&mbién se cumple que: 

a 

~ 
ent.onces ~/ ,P) - e 2: J f - e 

a 

de donde S Sc/,P) - & :S Sf./,P,ZJ < l +e 

a 

~ 
es decir ff-.:<l+c 

a 

- l < 2& .., & ) o. 

a 

J f > l no puede suceder, ya que si J / - l > O enlonces 

a a 

~ ~ 

1 

~ 
1 < 2e J I - l • lf 1 - l 

1 
y segun el lema. C7) si J 1 - l 

a a a 

~ 

• J f' - l • o ). 

~ 

J ! s r. 
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b 

O. igual m.a.nera, siou1endo un razonam.ienlo similar para f / 
;;: 

b 

obtenemos que :5 f I y 

;;: 

b 

f s 1 s f ... en 
a a 

~ b 

y seoün el lema CS) J / ~ J f , por tanto s6lo la igualdad se 
;;: 

~ b 

cumple en la relación CD, as1 que f f • I 1 • 1 

e 

a ª b 

f es inlegrable y f I • 1. 

E:)emplo CIZJ. SH 

a b 

fig. C7d). 

n 

l: /Ct.,>CxL- xi._ 1) • ... 

a 

/: la,bl---+ ~ dada por 

/Cx) e e, 

q. e.d. 

entonces SC../,P,Z> ;:m.t: /Cr._")Cxi.-xL_ .. > 
": t 

valores inlertnedios. 

n n 
I: cCxi.- x"_

1
) •e E Cx"- xL_,>.:. e Cb-a). 

\.' \. t 

y si loma.mes el limite cuando IPI-+ o 

lim cCb-a) = cCb-aJ 
IPl-f' o 
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/Cx) s ~ es integrable y f 
b 

• cCb-a). 

!;em.pto (13) Sea /:[a,bl --t [R dada por /Cx.) • senx; sea 

Pn"' <x
0

,x, •... ,xn> una partición de {a,bJ que divide al intervalo 

[a.bl en n partes iguales, es decir, si k es la longitud de cada 

b-a 
ent.onces n- = k 

b-a 
Cy por tant.o IPn• = --n-)· 

Cada elemento de Pn lo podemos escribir como: 

x • a , x • a + 11\ , x = a + 2k, 
o • • 

x\_
1

• a+ C\-&)k, x\ •a+ ~k, 

)\.,•a+ c,.,)J.;.,,. ,xn• a + M. 

Si nos ri Jamos en la expresión ,~ .. /C{\)Cx, - x\_,) con 

{ 1.• [x\•l o X,); t.OINlmoS { \ • X • Q + '"'"• ent.OnC:eS 

n 
SC/,P,:.::> ""E sen Ca + t>UC>U = ¡.. I: sen Ca+ t>U 

usando la igualdad siguiente: 

2sen A s~n B ~ cos CA-BJ - cosCA+B) 

y multiplicando por 

t.enemos: 

2 

lt 

2 ,.,.n ""'• 
lt 

2 1t,., 

I: sen Ca + (~ e: ... 
t 2 ••n. "1. /1 sen. e a. + \.IV • 

n 
!! ) ¡: (co• Ca . '" - - cos Ca . '" . • 

n 

c~ e lile 2 \ - l I 
J: [e os . a) - cos • z 
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+ cos e! + a.)- cos e!. Jt + aJ + •• . . 
+ cos c"-'z:-u +al - cos c"- 1 z~· 11 + a:>J = 

" Ceo• C~ + a) 
ckt z,..+,, 

a)) 
s•n )(/z 

- cos --- + . 
2 . z 

" Ccos C~ + a) - e~ + a)) 
sen it/1 

cos . 
2 • . 

como b~a • k • b-a • nJl 

Cb-a + ~ + a)) • 
-.-.-n--,,-

1
- Ceo• C~ + a) - cose~+ b)), 

---¡v.--

Cuando n _. a:i. l~I_. o. •s decir b~a _. o¡ o bien .k - o, 

Asl pues. a.l tomar el llmit.e cuando 1~1--to o de &/.P.:::> 

t.•neJrOs: 

lim st.¡,p,::J • 
•e•_, º 

lim 
,._... o 

---- Ceo• e~ + a) - co• e~ + b)). 
S•n lt/1 1 Z. 

~ 

El lim.it.e de cada uno de los términos existe. los dos últ.1mos 

por 

lim 
X--+o 

lim 

·~·--o 

la cont.1nuidad de 

~ • 1. Por t.a.nt.o: 
" 

la func10n coseno, y el primero porque 

scr.P,1:> = lim sen >Vz \ :_:m
0

cosc¡. + aJ - lim cos:C~ + º'j 
"-- o -;v:z- 4'-... lt-t o 

• 1 leos Ca) - cos Cb)l. 
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de dende lu1 &/.P.~ •cosa - cos b. 
IPI-. o 

n 

Hagamos las s1ou1ent.es observac1ones: 

a.> Claran.nt.• las SC/.P,Z> no son sumas superiores ni 

infer1or•s, f1g. ('N)), 

r1g. e 7•) 

b~ No podemos af1rm.ar que •l valor qu• hemos encontrado al 

calcular el 11m SC/,P.:::> es el valor d• la 1nt..gral. 

·~·-o 
Seria el valor de la int.eor.al s1 de antemano sup1•ramos 

que la func:16n es int.eorable, o si demostri.ramos que, al 

considerar todas las posibles forma.s en que la norma de 

la partición liende a cero y todos los posibles c:onJunt.os 

~de valores inlermed1os, el limile de 'Sl:../,P,'ZJ cuando la 

IPI-. o es el m.1.smo •n t.odos los casos. 

En general, con muchas funciones, vamos a enfrent.ar esl• t.ipo 

de problemas; por ello cr-mos convenienle. c:on base en las 

definiciones que hemos est.ablecido, demostrar algunas propiedades 

b1s1cas de las funciones int.ec;rables, las cuales permit..an 

del•rminar la soluc10n a est.e t..ipo de problemas 

Antes de abordar las propiedades bAs1cas de la..s funciones 

lnt.eorables, conviene hacer las siguiente observac10n: 

Hemos definido de tres maneras dist.lnt.as el concepto de 

inlegra.l y hemos demost..rado que son equivalentes. Por t.anlo 

podemos adoptar como definiciOn de integral cualquiera de el las y 

dejar a las otras como un criterio (necesario y suficient.e) para 

qu& una funciOn sea integrable. 
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ESTA TES 
SALIR DE IS N~ ~EBE 

LA B1BL1UfECl 

Teor•m.cz (4) S.&n a. b. e • IR: r:on a < e < b ; f es 1nlegrabl• 

sobre ta.bJ si y sOlo si / es inlegrable sobre 

Ca,el y Cc,bl. En lal caso 

b b b 

f I • f I • f I .. 
"-""'•t. rae L on. 

4V Sea & > o. como f es inlegrable en Ca,bl 4' 3 P' E Pca,bl 

tal que Sc/,P') - ~/.P') < &. 

Sea P s P'u < e • < x
0

, x.,, ... , xn>; es claro que P 2; p• 

Csi P' ya 1nclu1.a. a e, P' • P). Ahora, se.a.n 

p • ( . 
ent.onees: 

a•x .x , ...• x •e> 
o • J 

y p • 
1 

b > 

P, es una parlición de Ca.el y P
2 

es una part.iciOn de Cc,bl, 

.a.demis 

de donde: 

5c./,P) - 'iif;/,P) • C5c./,P,' - ~f.P," + CSc/,P1) - '¡¡:./,P1)) 

pero 

Sc/,P) - ';l:./,P) :S 5c./,P') - 'iif:/,P') < e 

por lo que 

Como cada uno de los sumandos es posilivo, enlences cada uno 

de ellos es menor que e. Por lanlo /es inleorable en Ca,cl y en 

le. bJ. 

f;:;.) Para demostrar el regreso podemos seguir casi pas'o a paso la 

misma. demost.raci6n anterior pero, precisamenle, "de regreso''. 
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Veamos. 

Como fes int.eorable en ta.el y en [c,bl entonces 

p = p u p • z P • P{a,bl' entonce~ 

§:/.P) • §:f,P,) • §::/,P
1

) y '$.f.n • '$./.P,) • '$./.P
2

) 

a.si que 

fes inleqrabl• •n Ca,bl. 

€ + ! 
z z 

Finalmente, s1 f es inlttgrable en (a,bl. ta,cl y [c,bl: 

tomamos las m.lsmas parlic1ones P, P •, y P z de la demost.rac16n 

&nierior y t.•nemos que: 

como f es int..grabl• 
b 

b 
J f :S Sc.¡,P,) • §:/.P

2
) • §::/,P) . 

~f.P) :S f.r :S §::f,p) 

Corno ~las dos relaciones se sa~isfa.cen para t.oda par~ición y 

f .s int..grabl• t.enemos: 

sup < '$./.P); Pe P[a,bl) • 1nf 

b e b 

f!•ft•ff 
a a e q.•.d. 
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Teor&ma. C5) Si f y 6 son integrables sobre (a,b) entonces 

/ + ~ •s inte9r.a.bla sobre Ca,bl y 

b 

f C/ • of) 

Antes de iniciar la demostr~ciOn del teorema (!:!) vamos a 

•st.abl.c:•r un 1•~ que nos ser• de ~ran utilidad. 

Lema ( rr) Sean / • 6 : (a, bl --t IR f'unciones acot.a.das en 

(a,b). entonces 

i) sup < f + lf > 5 sup < f > + sup < 1f > 
(a.bl ca.bl ta.bl 

i<) inr < f + ' > ? inr < f > + inr < , > 
Ca.bl Ca.bl (a,bl 

Demostraremos ii) y dejamos coino ejercicio para el lec:t.or la 

de.inost.raci6n de ~>. 

~mas trae ion.: 

inr /CX) :S /Cx) V x e Ca,bl 

inf S ,Cx) 't x e [a,bl 

entonces 

inf < /Cx> > + inf < ,Cx> S /Cx> + ,Cxl • C/ + ''"" 

eso quiere decir que inf </Cx)) + inf <$Cx)) es una cot.ainferior 

i nf < /C x) > .+ i nf < IS( x) > S i nf < C f + 6) 
1 
xi' 
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Dern.ostracLon cfs.L teorgnia C5) 

~ 
i 1 

+ g 

¡ 1 
1 

• b 

sup C/Cx) • s(x)) 5 sup /Cx) + 

~xk-•'xkl Cxk-a'xkl 

inf C/Cx) + s(x)) 5 inf /Cx) + 

[xk_,.xkl txk-t'xkl 
inf s(x) 

txk-'' xk > 

1't. •••••••• •"· 

1t•1, z, ... • n. 

Enl.onc•s Se f + d• P) S Se/• P) + Se,., P> ... CI> 

Y '[!{./ + 11.P) ?: '$! ,p) + :¡(lf, P) ... CID 

Ahora, para cada e> o eXisl.en parliciones P, y P
1 

lales qu• 

sea Q e Plu P 2 , usando la relaeiOn CI' l•nernos que 

b 
J ( f + lf) - & 5 °St. / + lf • Q) - & 5 !!:e;,/. Q) + si: lf • Q) - & ( 

b b 

f I + f lf 
4 4 

•nt.onces 
b b b 

f C/ + IJ) < ff+flJ+C 

Usando la relación C!l) oblenemos. por un ar;umenlo similar. 

que: 



por t.a.nt.o 

b 
fc/+ff>> 

b b 

f I • f " 

y •slo como se cumple para toda & > o entonces 

b 

f I • i< q.e. d. 

a:J Clar&Jn9nt.e el reciproco de est.e t.eoreTM. no se cumple; par 

ejemplo Si 

-{~ 
s1 X e Q n co.1¡ 

/Cx) 
s1 X e n [0,1] 

. {: s1 X e Q n [0, 1 l 
lf(X) 

si X e 0 n [0,1] 

/Cx + ,,, • /Cx) + tf(.x> • 1 

En este caso. la función / + ~ es inteorable. pero ni / ni 6 
lo son. 

b) ~Puede suceder que / sea no int.eqrable, ti si lo sea, y 

J + s t.&.mbi6n7 Cont.est.aremos a esta pr9gunla después de 

demostrar un corolario del teorema C~J. junt.o con un 

resulLado que enunciaremos ~s abajo. 

e) El t.eorema. anterior se puede extender a cualquier n'1mero 

finHo d• funciones~ es~o es, Sl f,,f ... ... /n son 

int.e9rables sobre [a,bl y 

b b b b 

f .. c1, • '· + •.• + f n) . f GI l + fGf z+ • I/n 
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Teorema C-6) S1 f se lnt.egrable sobre- e o..bl 

cualquier- numero c. la función e/ 
sobre ta,bl y 

b b 

J e/ • cJ f 
~ 

Ent.onc:es 

locu.ndo el limite cuando IPI--. o, t•n•mos 

IP!~ º&ej.?.:::> ·,p!:: o c"~'/C{\)(x\.- XL_,,. 

entonces para 

es tntegraDle 

b 

•e lim t ¡c",''x\ - "'" .. ,' •e f / 
tP• ...... o .,s, 

• • .·. J cf • e J / 
~ 

Un resulLado que se d.spr•nde de los teoremas C~) y ce) es el 

siguient.e. 

Corolario ce:> Sl. / y 1 son int.egr&bles •n ta.bl ent..onces 

I - 11 lo es y 

f - 6 1& podemos escribir como / + e-~) y podemos 

aplicar los teoremas anteriores. 

Ahora s1 podernos contesl•r lA preount.& planteada en l~ 

observaciOn Cb) dvl t~orem.a. CS): 
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Si consideralDC:)s h 9 / + ~ entonces f = h - 6· 

Si suponemos qu• h y 6 son 1 ntegr abl es. sa-9ún el 

corolario (2). / lambi.6n lo es. por t.ant.o no puede suceder lo 

plant.eado •n la pre9unt.a ant.erior. 

Teoreoma C7) Si la func16n / es no negat.1va y es integrable 

sobre el intervalo la.bl entonces 

b 

f f l: o . 
0.lftD•tracion: 

Sea Puna part.1ci6n cualquiera del (a.bl. digamos 

Cene la func16n f es no negativa y x;.- x\-& ~O, ent..onces 

cada t6rmino de la suma es positivo y por t.ant.o. la suma es 

positiva para cualquier conjunt.o Z de valores intermedios. Tomando 

el l1Jn1te de 'SC/,P,ZJ cuando IPI_,. o , tenernos 

llm &/,P.~ • llm I: /C{ )Cx - x ) l: O 
IPI_. o IPI--. o \-=t " " "-1. 

b .. s f l: o 

Corolario (3) Si las funciones f y ~ son integrables sobre 

[a,bl y si /Cx) l: IJ(X) V x e [a,bl entonces 

b b 

f f l: s IJ . 
D&mostracLon: 

Si /? 6 entonces f - 6 ~O V x e Ca.bl. as1 que 

b b b b 

f C I - IJ) • f f - f IJ l: O de donde f f 
b 

l: f IJ . 
En el int.erval o Ca. bl sobre el cual hemos const..ruido el 
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conceplo de inteQral, siempre hemos considerado a< O. Ces decir, 

hamos trabajado sobre 1nt.ervalos no degenerados) ~Qué sucede si 

a= b? C!ig.C10)). 

fig. (ao) 

Si el Area abarcada por un segment.o de 

linea es cero, enlences es nat.ural defin1r 

el concepto de integral en ese case como 

cero. 

De/LnLclon Cro) Para cualquier runc16n f 

definida en el punt.o a, 

definimos: 

Q 

Qué s1gn1ficado lendr-1a J / cuando a < b? 
b 

El anAlis1s que hariamos para definir el concepto de int.egral 

en est.• caso. seria esencialmente •l mismo que hemos desarrollado 

cuando b < e; nada mas que, al lomar los subinlervalos generados 

por la part.iciOn, •st.os est..arian orientados •n el sentido negativo 

del eje de las abcs1 sas. 

a b 

Por lo cual serla n.at.ural est.abl.cer que : J / J /. 
b 

De/intclon Ctt) Si fes inlegrable sobre {a.bl, definimos 

Q b 

f 1 • -f 1 ; a < b 
b 

Con las defin1c1ones (g) y C10). la igualdad en •l 

t.•or•ma. C 4), es dec1 r 

e b b 

f!•ft•ff 
se cumple para todo a,c,b; incluso si no se cumple a< e < b; Cla 

demost.rac10n se deJa para el leclor). 
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Dada una función f definimos ,. y f como 

{":' V x E Df lal que /(x) 2: o 
¡'ex> . 

V" e Df lal que /(x) < o 

{_/:X) 
V X e Df ld que /Cx) "' o ,-,,,, e 

Vx • Df l .. l que /(x) < o 

Si f es como en la fig. (91). en t. onces ,. y f 

las figur.a.s (H) y CH) respecli vamenle. 

o 
fig. ,.,, 

a b 
fig. e •z>. 

Evident.ement.e /+Cx) - /-Cx) • /Cx> 

¡'ex) + ¡-Cx) e l/Cx>I 

y 

I 

b 

rig. Cu) 

son como en 

b 

Teorema (8) Si / es int.egrable sobre Ca.b] ent.onces ¡• y ¡-
son integrables sobre (a,b]. 

O.mostracion: para ¡• 

Hip6lesis: f es integrable, es decir 
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ª"''' 

V & > o l! Pe P(a,bl la.l que S.:/,P) - ~/.P) < & 

Sea PE PCa:.bl, P = (X
0

,x ...... ,XT'I) 

En el 1ntervalo txL_t..xí.l se cumple que 

•¡ 

a X\-t. X. 1 

- - - - - _._I) 
b 

fiQ. , .. , 

1•rcaso: Si Mi.C/) > O y 

m\. e/) ) o e11tonces 

M\. e¡•) • H" C/) 

ª\e/•) • m\C/J 

.. H,Cf' - m,C/) • H,Cf•) - m,c¡•) 

eº ca.so: si H., C f"J ~ O y m., C/) 'S O entonces 

rest.amos Mi. C/J en el primer t.•rm.Lno de la d•sigualdad anterior y 

H"c¡•) en el~segundo. y obteneft'IOS 

mí.C/J - M"C/J s ra,c1•, - w"c¡·, 

multiplicamos por C-1) la desigualdad anterior y obtenemos 

H,,.C/> - mi.C/) ~ K'-c¡•) - mi.e¡•) 

•\et•> • m"c¡•, •o 

• M"C/J - mi.C/) ~o• o• H.,c/•) - mi.e¡•, 

por tanto •n todos los casos ten•TnOs que 

Multiplicamos por Cx, -x"_,J 

desigualdad y sumamos, entonces: 

ea 

en ambos lados d• la 



J: CMLC/) - •iC/)"JCxi.- x\._
1

) ~ ·t CM¡,Cf•) - m_i.c¡•"J)Cf - ~-s 
L•' i. • l . 

por t..ant.o. 

Como es int.eorable 'i!;(/,P) - fj!:/,P) < & 

.·. ¡• es int.egrable. 
q.e. d. 

Para / el razonamient.o es similar al ant.erior Clo dejamos 

colDQ •J•rcicio pa.ra el lect.or). 

Con base en el result.ado del t.eorema ant.erior podemos 

est.ablec•r el siguient.e t.eorem.a. 

Tfforema. (9) 51 f es int.eqra.ble en Ca,bl ent.onces también lo 

•• '" y 
b 

!ó J 11/ 

f /!/ 

• 

fig. Cu) fig. Ced"J 

Es evidente que f/f ., ¡• + /-. Cver Cigs.CH) y Ced)), Por 

el teorema. CB), ¡• y ¡- son integrables y por el teorema. (5) / f / 

t.atrlb16n lo .s. 
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b 
p.d. ~ J 111 es decir .. 

b b b 

flflSff 5 J 111 .. 
sabemos que - l/Cx) 1 5 /(X) 5 l/CX) 1 " X e (a,bl. 

como f y 111 son inleQr&bles. ent.onces por el corolario C3:> 

t.•n•mos qu• 
b b b b 

J 111 • J .. -111 5 J f s J 111 .. 
1(1 1 ~ r:111 q.e.d. 

Teor•lllD. (so) Se.a f una runciOn acotad& en Ca. bl, si / es 

no dec:rec::ient.e Cno erec:ient.•' en to,bl ent.onees 

•s int.eograbl• en [a,bl. 

0.'fftOstract:on.: 

p.d. f es inl1t9rable, .s decir 

V & >o e P • P!o,bl tal que °&/,P) - ~/,P) <" 

en t.. onces 

_Jíl___ j 
- - - 1 1 

1 

r1g. e•?' 

Como / es no dec:rec:ient.• 

en cada intervalo Cx ,x l 
\-t L 

H,Cf) • fC''.'· 

•i C/) • /Cxi. .. ,:> 

Sc/.P) - S[:./.P) ·,~.cH,C/) - •,Cf))Cx,- x,_,, • 
go 



n n 

i.~t C/CxL) - /CxL- 1) IPI • IPI L~t C/Cxi.) - /Cxi._ ,:> ::1 

• IPI C/Cxn) - /Cx
0
)) • IPI C/C<JJ - /Cb)) 

Tomemos IPI < /(bS ~ f(a5 Cen el caso en que /C<JJ + /Cb)) 

•nt.onces 

•~t.onces V e > o 3 P E P[a,bl t.al que 

Sc/,P) - ~/.P) < t: 

si /CaJ + /Cb) 

Si /Cb) ent.onces f es constant.e, y segOn el 

ejemplo C12) de la sección C2.2.3), es int...irabl•. 

f •s int.egrable q.e.d. 

Si / es no creciente la derrcst.ración es similar Clo dejamos 

como ejercicio para al lect.or). 

2. 4. Teorema del va.tor medio y c:t.t valor rMdlo e-•n.eral il:ado 

para ta i:nt•1rat. 

Recordemos que si t.enemos un n~rnero finito de valoras 

/ 1,/z•• .. ,/n• el promedio o ~ ~!J..sA de los mismos, as el 

nám9ro 

Si a.hora t.enemos un número infinito de valores /Cx) 

correspondientes a x .arbitrarios en el intervalo [a,bl, J¡como 

definir la n.dia aritm*t.ica par~ estos valores? 
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Lo mis nat.ural es considerar un numero fini t.o n de valores de 

f, diQamos /Cx,). /Cxz)' ... , /Cxn) t.omar su promedio 

post.eriorment.e t.omar el llmi t.e cuando n crece m.1s allA de loda 

cola, El valor de 6se limite, si exisle, depender.\. de como se 

encunlren ~spaciados los puntos xi en el intervalo {a,Ol. un valor 

definido para el promedio de J se 10Qra si dividimo5 el inlervalo 

[a,bl en n parles iguales, asi cuando n--t m, las longitudes de los 

inlervalos lienden a cero¡ y asi est.&ri&mos considerando el valor 

medio de / en el intervalo Ca,b]. 

si mull.iplicamos por 1 • ::: nos queda 

J: /Cx JCb-cü 
t =' " 

nC6-Ci5 

• _1_ E /Cx )( b-o >. 
b-a 1.•& \ n 

Tomando el 11m.il.e cuando n l.iend• a infinito: 

lim /Cx,) + /Cx•) + ••. + /Cxn) • _.lim 1 
- ~ 

n--+ ao n.-. o 

si la función es inl.•Qrable enlences 

lim 
n--o o 

es decir que el valor 
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puede s•r visualizado come> la "madi a a.r i t.rnét.i ca." o bien el valor 

a.dio d•l c:onjunt.o d• valores Cintinit.o) d" / en Ca,bl. 

Por otro lado sabemos que 

a ~ /Cx) ~ H VxiaCa,bl 

ent.onc•s 

• 
• Cb-a) s I f s H Cb-a) 

d• dond• 

aS l 
-¡;::a 

• I f s H . 
A.si pues herDOs demost.rado el siguiente t.eorema 

T•orema. Ctt> Sea /: Ca.bl_. lR.. f int.99ra.ble. Sean • y H el 

infimo y el supremo de / •n Ca.bl respeet.ivament.e 

ent.onc:•s il µ ent..r• M y • tal que 

l • 
µ. b=a I/ 

Obs•rv.mos que si f es continua en Ca,bl entonces / alcanza. 

su 1nf'imo y su supr•mo •n Ca,bl. de modo que ! a • (l • Ca,bl 

t.ales que 

/Ca) • • fC(D • M 

Como /Ca:> • • ~ µ :S H • /C(f), por el t.eorema del valor 

1nt.ertn9dio 3 ( e Ca,b) t.al que 

/C{) • µ ª b:a 
• 
I' 
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Tearvma CtZ> CDfiot valor ~lo para ta inL~d'rat>. 

Si / es c:ont..inua. en ta.bl ent..onces eXist..e un 

valor •n •l int..ervalo [a,bl t..al qua 

b 
I I • /C~) Cb-a) 

G 

Os•r"Uae i:on.s r 

a.) En el enunciado del t..eorem& e 1 ª' no pedi mos 

adic1onalment..e que la función sea int.egrabl•. No lo 

hacemos ya que en el capit..ulo siguJ.ent..e d~icaremos un 

ansplio espacio para demost..rar que si la función es 

cont.inua ent.onces es int...grable. No d•IJIOSlraremos esla 

propilPd.a.d antes del le-orem.a C1a:> en Virtud de que en 

al capitulo ai9ui.nia hac•MOS un d..-arrollo completo 

sobre la condición suficJ.ent..e y n~-saria para que una 

función sea inleqrable, en t..•rm.i.nos de la conlinuidad. 

b) El t.eorem.a as-oura la existencia de por lo menos un valor 

( en el int.ervalo (a,bl par.a. el cual /(~) es igual al 

valor promedio de /, aunque no di. informacJ.6n sobre la 

ubicación de l!. 

e) Por la desigualdad • S µ ~ M, y por la ccnt.inuidad de /, 

aset;uramos que el valor aadio de una función cont..inua en 

un 1ntervalo, pertenece al rango d• la runc10n,Cf1g,C8e)), 

H 

/CO 

• 
.. 

flc¡¡.Cn) 

Consideremos ahora un sistema de n parliculas con masas 

94 



•,·•a•··· ·•n distribuidas a lo largo de una recta: pensemos a la 

rect..a. COtnc:) una barra. cuyo peso podemos despreciar, ~de qué punt..o 

debe suspenderse la b.a.rra para que conserve la posición 

horizonlal?. Con el fin de conl•slar a la pregunt..a, escojamos un 

origen de coordenad.a.s sobre la recta, sea xl la coordenada de la 

m.a.s.a. •¡, y denotamos por µ el punto de equilibrJ.o que buscamos, 

cuya coord&nda denotamos por X Cfig.C89)), Ahor& bien, si la barra 

debe estar en equilibrio cuando se suspende en x. las diversas 

inas.a.s deben ejercer momentos con respecto a µ. que sumados se 

deben compensar. Cvease la definición de momenlo dada en el 

problema ceJ del eapilulo l) 

As1 el ~ de •L es •i. ex, -x); es le ~ t.iende 

a producir una relación de la barra en el sentido de las 

m'.anecillas del reloj si '\ esl& a la derecha de ~ Ceslo es si 

x, - X> 0); si xL - x < O, el lt'IOflWnto es neg.a.livo, lo que quiere 

decir que liende a producir una relación en sentido contrario a 

la• manecillas d•l reloj . 

• • µ. ·•¡.,• ·•n 
X xi. .. xn 

fig. , ... , 

Vemos entonces que la condición de equilibrio se da cuando la 

suma .a.lgebraic.a. de lodos los ~ es nula esto puede 

escribir•• •n la forma. 

resolviendo para X tenemos: 

x • •,x, + •zxz + ••• + •nxn 

•s. + ªz + • • · + •n 

En consecuencia queda determinada la coordenada de µ, que es 

llamado Ccoma. ya mencionamos en el capitulo I) centro de nta.Sa del 

95 



del stslema de n parl1culas. 

Si en lugar de lener n Part..1 cul as con n masas. t..enemos una 

función J definida en el int..ervalo Ca.bl, lambi•n podemos lomar la 

media ponderada de la funciOn f sobre el int.ervalo Ca,bl. lomando 

una función de ponderación P. es decir una función definida en el 

inlervalo (a,bl que loma valores posilivos y aclúa sobre / a 

lrav•s d•l produclo de P por f •n cada x d•l intervalo. 

En esle caso t.endriamos1 

Si dividift'.IOS •l int.ervalo Ca,bl en n parles iQU&les y 

mult.iplica~ ambos lados de la igualdad por la lonQilud de los 

•ubint.erv&lo•, obt.•n•aos 

de donde 

as1 que 

µ CPCxl) + P<x
2

) + •••• • PCx .. ?J 

b~a J • J: µ CPCx") 

".' 
b-a _,. 

n 

n b-a 
• " J: PCx.' e - ' 

".' ~ n. 

Al lomar el limit.e cuando n-t m. obtenemos la media ponderada 

para la función f •n el intervalo Ca,bl. Si P y f son integrables 

en ca;bJ entonces P/ t.ambi6n lo es: y como hemos dividido el 

int.ervalo Ca.bl en n parles iguales. al lomar el limite cuandb n 

linde a infinito. hacemos IPl-t o; por lo que: 



b 

• • f P/ 
f P/ • µ J p' ó . µe--.--. J P . 

b 

Coino pes positiva •nt.onces J P t.ambi•n lo es: por otro lado: . 
• S /Cx) S H V x e [a,bl 

• PCx) S /Cx) PCx) S H PCx) 

int.egrando 
b b b 

JaP :s JI p s JHP . 
&si que 

b b b 

•f P :s fl p s H f p . 
por t.ant.o 

b 

f 1 p 

• :S . 
:S H --b--

f P . 
En concl usi6n, si • :s µ s H entonces la ...:lia ponderada 

est.i. situada enlr• el minimo valor • y el rü.xJ.RD va.lor M de la 

función· en el int.ervalo Ca.bl y. con.:¡ / es cont.1n·u.a Csegún el 

teorema del valor intermedio para funciones cont.inuas), µdebe ser 

imagen de algt)n elemento de Ca.b) b.ajo la. función /: es decir 

existe 'f. • Ca,b) t.al que /C'f.) • µ. Asi hemos demostrado el 

•igui~nt.e teorema. 

T•or•ma Ct3> CVator IN!'dio 6•rt.eoratieado para ta inte6rat) 

Si / y P son continuas en el intervalo Ca,b) y 

adem.is P es positiva en [a,bl entonces exist.e un 

valor.~ • Ca,b) t.al que 

b b 

f P / • /CC> f P 
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Observa.z: Lonss: 

1) Con este resullado. el leorema C12' se convierte en un 

corolario de este últ.1mo teorema ct.1ando PCx) = 1. 

2) El teorema .asegura. la ex.ist..enc1a de por lo menos un valor 

C en el intervalo para el cual /({) es media ponderada de 

/, pero no da 1nform.aci6n adicional sobre la ubicación de 

e. 
Una sur;¡ereni:ia para el lect.or es que compare este t.eorema 

con el problema C5) plant.eado en el capilulo I. 
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z. 5 

probLe-ma.s resuot tos. 

Probtema. 1) 

Oemoslrar que: 

b b+c 
f /Cx) dx = f /Cx-c) d.x. 

a a+c 

Indicación: Toda partición P = (t
0
,t

1 
•••• ,tr,> de {a,bl) da 

oriQen a una p.;a.rt..ici6n P'= <t
0
+c,,t

1
+c, ..• ,tn+c) da (a+c,b+cl 

y viceversa. 

Vea.mes primero qué significa geomét.ricament.e,supongamos que 

e > o y f ~o, hagamos tfC.. x) = /C x-c). 

a b a•c b•c 
fig. (PO) 

La región o· es el result.ado de la aplicación de 'una 

t.rasl&ción horizont.al del& r.gión O Ces decir, n• es el result..ado 

del movim.1•nt.o rigido). Por lo t.ant.o el irea de O es igual al 

•r•• den· ••• d.eir 

b b+c 
f I = f 6 

a a+c 

Sea P una partición del int.ervalo [a,bl, P • <t
0

, t
1 

•••• tn> 

entonces tenemos que P'= (t
0

+c,t
1

+c, .. , ,t"+c> es una partición del 

in~•rvalo Ca+c,b+c]. 

Sean A "" < /C X) : X E [ t l - '. t \. ] ) 

9 :s (6(, X); X E ( t +e, t +e]) 
\.•1 \ 
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Si x e (t~_,.t,l y x+c e Ct\._
1
+c,t"+cJ, por la. f"orma •n que 

hemos toma.do a 6· tenemos que: 

/Cx) = erCx + e) a /Cx+c-c) • /Cx) 

ent.onc•s A • B 

de donde 

inf A = in!' 9, esl.o es, • .. C/) ;s •L (6) 

entonces 

~ C/,P) • ~ CIJ,P') .... CD 

SC/,P). SC1J,P') ...• CID 

Si / es int.e-grable entonces 

V" > o 3 P • P[a,bl ~al qu• 9:/,P) - '{i/:/,P) < " 

y seg(Jn las rela.cion•s Cl) y CII) tenemos t.amb16n 

V" > o !I P • P[a,bl ~al qu• Si:IJ,P') - '{i/:IJ,P') < " 

entonces - es int.eQr&ble. 

Por otro lado 

b 
J /Cx) dx • sup <'$./ ,p): P • Pta,bl> • 

a 

~ sup C:i(.g.P')~ p• • p[a+c,b+cl> • 

b+c 
• J /C x-c) dx. 

a+c 

b b+c 
J / dx • J /Cx-c) dx 

a a+c 
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Probl~ma 2) 

SUponoamos que /es creeient.e. la fig.CQ1) sugiere que 

,-· 
area del rect..~ngulo = b/-1Cb) 

b 

fig, (Pi) 

b , ... tb, 

J ¡-• dx a b /-1Cb) - a /-1C<V - J _
1 

/ dx. 
a / e~ 

a:J Si P • (t
0

, t, •... , tn> es una part.ici6n de Ca,bl, se.a 

por demost..rar que: 

Si J es crecient..e ent.onces , ... t..ambién lo es, por lo t..ant.o 

... e¡-''-= inr <¡-'en; t • Ct" .. ,'''-1> 

coincide con la funcción / .. ,evaluada en t\ .. ,' es decir, 

entonces 

n n 

~/ .. 1 ,P) •,~,•LC/- 1 )Cti.- t¡,, .. ,) •\.~1 / .. 
1
Ct\.-&)CtL- t\._ 1 ) 

De iQual manera dado que f es crecient.e, Mi,. C/) coincide con 

la función/ evaluada en tL, es decir 

101 



en t. onces 

as1 

• Í: t"c¡-'ct"' - /et"_,.,, ... 
;¡;.¡-'.P,+Sc:/.Pº' = Ei-'ct-._,)Ct"- t"-~' + ~ t"cj-'c',té-1-'ct¡,_,, 

L &l L•l 

b) Oemos~rar la f6rmula enunciada arri~. •s decir dernos~rar 

que: 

según el inciso (a) tenemos 
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:;¡:¡"',p) + Sc/,P') = b/- 1 Cb) 

tomamos el supremo en ambos lados 

""P <~¡-•,pn • s-up <b/-
1
Cb) - a¡"'ca::i - SC/,P'H 

• b/-'Cb) - a¡"'ca::i - in/ <Sc/,P') 

b 
= b/- 1 Cb) - a¡-•ca::i - J ¡. 

a 

SJ. demostramos el siguienle lema, el resultado anterior queda 

justificado. 

l..~ma (tZ) Si A es un conjunto acot.ado de números reales y e 

es un número constante y B =<c-x; x e A) entonces 

O.mas trw: ión. 

i)Primero demostraremos que c-ín/ A es una cota superior de B. 

S.a x s A , entonces x ~ ln/ A 

de donde -x ~ -ín/ A 

e - x ~ e - in/ A 
.. e -ín/ A es una col.a superior de B 

i.i.) Dernost..raremos que c-i.nj A es la m.ts chica .de las colas 

super 1 ores de 8. 

Sea & > o, 3 xc• A tal que x& i.n/ A + & entonces 

entonces para cada 

- X& -ín/ A - & 

-e - x& e - Ln/ A - & 

e - xe > Ce - in/ AJ - & 

& > o 3 e - x e B 
e 

t.al que 

e -x& > Ce - i.nf AJ -e 

sup.B • e - in/ A q.e.d. 
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b 
e) Hallar J "Yx"l dx para O < a < b. 

a 

Si /Cx) = 

b 

n x, ent.onces ¡-'Cx) ="-1.Xl , .asi que 

f ".,r,;1 dx 
a 

b ,- 1 
( b) 

J ¡- 1 
dx :i: b "--151 - a ".¡Ql - J _ • x" dx e 

a / 'ª> 

c"T(i'1)n•1 

• bn+a/n / ,.on• 1/n n+ t/n 
- a"•• n - L- "~'a ] 

s bn+l/n [t _ n~IJ _ an•t/n [ 1 _ ... :,] 

b "..,$1 a "YQ'l •n----n---n•• n• l 

Problema C3) 

supóngase que ¡ es integrable sobre ta.bl. DelIOSlr.ar que 

b 
existe un nüm9ro x

0 
4ii ta, bl f I ctx 

"o 
Demostrar, por ejemplo, que no siempre es posible elegir x 

qu• est.• en Ca, b). 

" b 
Sea s(x) = f / dx - f ¡ dx , 

a " 

X 

sabemos que J ¡ dx = rcx) •s una 
a 

función continua en Ca,bl si fes inleQr&ble en ta,bl. De la misma 

b X 
manera HCx) "" -J / dx • J f dx lambién lo es. Por lanlo 6 es 

" b 

una función cont..inua en Ca,b]. 
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Ahora bien 

a b b a 
IJ(a:l = J,.1 dx - fl dx = -J/ ( y JI dx 0) 

a a 

b b b b 
IJ(b) = J ! dx - JI dx fl dx e Y f 1 dx 0) 

C1 b a b 

por t.ant.o 6',a) y 6(b) t.lenen signos dist.int.os 

Por el t.eorema del valor int.ermedio exist.e x e [a,b] t.al que 

Pero 

Sea f como se muest.ra en la f'ic¡;r. C92). 

/ es de t.al manera que 

e b 
ffdx=-ffdx 

a e 

donde los llnicos punt.os que cumplen el resullado anlerior es en 

K •a y X "" b. 
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CAP! TIJLO II I 

En el capítulo anterior hemos definido un mecanismo para 

cuantificar el ~rea que hay debaJO de la grafica de una función; 

dicho rnaca.nismo es de gra.n i1t1port.a.nci.a ya que, por un lado, 

resuelve el problema planteado in1c1alment.e. y por el otro 

trasciende al problema del Area en sí; es decir. desde el momento 

en que t.rabaJamos sobre cualquier función, el tipo de resultados 

que encontramos tanto en el capítulo I! y post.er1orment.e el en 

capllulo IV no se rest.r1ngen al problema del :trea, arrojan 

1nrorm.a.ci6n adem.1s sobre las funciones nusmas. En mat.emAt.icas. 

en muchas ocasiones sucede esto, al abordar un problema y buscar 

su sol uc16n, se encuentran et.ros resul lados que no se esperaban 

ademas de la solución al problema, Co incluso sin lograr est.a) .. 

En est.e cap1 lulo nos proponemos encontrar una 

caract.er1zac16n de las funciones integrables en t.érm1nos de la 

continuidad, y con base en ello clas1ficarla.s: por un lado las 

funciones que son int.egrables y por el otro las que no lo son. 

Veremos que hay funciones discont.inu.a.s que son int.t;tgrabl•s. Y 

et.ras que no lo son, d•bemos descubrir entonc•s "que t.an 

continuas" deben de ser las funciones para. que sean integrables; y 

viceversa~ si las funciones son int.egrables "que tan discontinuas" 

son. Abordaremos el problema primero lomando funciones continuas y 

post.eriorment.e funciones discontinuas. 

Primera pregunta .)la continuidad de la función f en Ca.bl 

garantiza la int.egrabilidad de f en [a,bl? 

S.a / conl1nua en [a,bl 
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lm1 . 

. 
a X X b 

\ - l. \ 

fig. 'º'' 

Al ser J cont.inua, los valores de la función se pegan enlre 

si t.ant.o como queramos, al acercar suficient.ement.e los valores 

correspondientes de la variable: asi para part..iciones muy finas 

t.enemos que las áreas de los rect.ángulos Clos rectángulos 

"diferencia" de los ci r cunscr 1 los menos los inscrilos 

correspondientes) van a ser muy pequenas Cver fig.93); para 

dl!most.rar que la función es int.egrable necesit.amos que al sumar 

t.odas las áreas de los rectángulos. est.a sutr.A la podemos hacer t.~n 

chica como queramos. 

Es decir, para cada ~ > O surtcient.emenle chica, hay que 

eXhibir una part.ici6n muy f1na, de t.al manera que la suma de las 

áreas de los rect.ángulos ''diferencia" sea menor que &. 

Veamos enlences como const.ruír la part.ici6n P que g.arant..ice 

lo ant.ericr dada una ciert..a & > O. 

Como le que queremos es que el Area sea menor que e, podemos 

t.o:rn.ar :-a, y escoger que t.an pegados deben est..ar ent..re s1 

x"_' y x" para que el !n.1.YJ.mo y el m.lnimo de la función en el 

int.ervalo cx,_~.x~) dist..en ent..re si menos que b~a y por t..ant.c el 

Area del rect.•ngulo Cx" -x,_,) b~a sea menor que &, por t.ant..c: 
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~,+·:·.~ ¡ ¡ 
x, 

fig.Co•) 

Observ&ciOn: las Sc¡,p) y ~ C/,P) las const.rucciones en 

,base al supremo y al 1nt'imo de la función •n e.ad.a subint..ervalo 

oenerado por la part.ieión. En •sle caso la func10n es continua en 

el int.erv.alo Ca,bl y est.o garantiza que / s•a cont.inua en cada 

subinlerv&lo Cx,_,.x,l. V,. 1..z •...• n y por lant.o •l infimo y el 

supremo en cada subint.ervalo son alcanzados por la función. 

El prcblemA es que en unos lugares del int.ervalo (a,bl la 

dist.ancia a. la que deben est.ar x, _, y xi. para que el A.rea del 

rect..lngulo ''diferencia'" sea. menor que e, es una, y en et.ros 

lugares la dist.ancia que se requiere para. cumplir lo anterior es 

ot.ra, y puede ocurrir que dicha distancia tienda a cero y no haya 

una ... la mas pequer'Ea", que nos garantice que, si x,_, y x'° dislan 

ent.re sJ. menos que t.al dist.anci.t. Cest.•n donde est.6n x\-t y x'° 

en el J.nt.ervalo:>. sie1npre los valores correspondient.es de la 

función dist.•n •nt.re si ~os que la e > o cada (o la e 

multiplicada por una const.ant.• posit.iva que viene a ser lo mismo:>. 

Est.o nos hace pensar inmediat.anent.• en la idea de CONTINUIDAD 

UNIFORME. 

Si la funciOn fuese uniforme-nt.e cont.inua en el int.ervalo. 

t.endriamos que dada cualquier &>0 podrianos encont.rar una Ce) > O 

t.al que. dados dos cualesquiera dos punt.os del int.ervalo. est.6n 

donde esl6n en él; si distan entre si menos que 6Ct:) > O. los 

valores de la función disten entre si menos que la e > o dada. As1 

bastaria con tomar una part.iciOn P e Pca.bl t.al que la IPI < 6, 

de t.al manera que cuales.quiera dos valores d• la función en 

dos punt.os arbitrarios dent.ro de un mismo subint.ervalo ;enerado 
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por la partición disten en~re si menos que la & > O dada; de esla 

ma..nera podemos t.oma.r un.a p.a.rtic16n del intervalo Ca.bl que cumpla 

la condicton a.nt.erior. es decir. que IPI < 6. As1 lendrlarnos 

que lA suma d• las Areas de los reclangulos "diferencia•· serla una 

suma finita. y como el área de cada rect.angulo .. diferencia .. serJJ. 

t.an pequena como queramos. la suma finita de el Area de lodos los 

rectAngulos también lo ser~. 

A.si pu•s, p.arece el •ro que si suponemos que f es 

UNIFORHE:MENTE CONTINUA, no h-Ay problema. Observemos que est.o queda 

garantizado con tan solo pedir que f sea eonlinua en un intervalo 

c•rrado, eosa qu• •Sl~mos asumiendo. 

Oe hecho a qued.ado esbozada. la demost..ra.ción d•l stouient.e 

Leor•ma: 

Teorema Cl-4) Se .. /: Ca,bl--+ IR, si / es con~inua en [a,bl. 

ent..onc•s /es int&grable en Co,bl. 

P.moslraci on: 

Sea e > o, p. d. 3 6Cc) > o Lal que Y P e Pco,bl Lal que IPI < 6 

• Sf./.PJ-';if./,P) <e 

Por ser / continua en Ca,bl • f es uniforme1t111tnle continu~ en 

(a,bl • i 6C&) > o, tal qu• Y x, x'e Ca,b) tal que (x-x' 1 < 6 

• ¡¡cx:>-/Cx') 1 ' b ~ a· 

Sea. p E p(a,b) t.al que IPI ( 6 

p . ()( , X .... , X} donde 
o . n 

H, C/) • sup </Cx:J: X e ex .. _, .xi.]) 

"\ 
,,, i:1 int </C,Q: X .. (Xl-t .x\ ]) 

nos fijal!Ps en g C/,P) - :¡¡ C/,P) ~E CH,C/) - m,cf)nx,- x,_,, 
\JJl 
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como fes continua en ta,bl entonces f es cont.inua en txL_
1
.x"l 

V i.=t.z ••.•• n. en t. onces / a.l canza su valor rnAXi mo y su va.l or 

minimo en tx,_, ,x" l en donde 

fig. Coo) 

como t.01U..mos IPI < 6 V \.:t..z, ••• ,n y ( ~, ( i. e [XL-s. 1>\ l 

•nt.onc:es C:x :-x 
" \-t. 

) < 6 V i.•1.z ••• n y t.•n•mos que 

/C{:) - fC{") es mayor e igual a cero ya que •l mlximo de la 

función es mayor o igual al minimc> • la runc:i6n •n cada int.ervAlo 

V \.•t.,2, .• • ,n, 

Sc/,Pl - 'fii!:./,Pl • J: C/C(:) - JC(,))Cx,-x,_•l ... 

b~a Cb-a) s &. 

3 6C&) o Cla misma que garanliza la cont.inuidad uniforme) 

t.al que V P e Pca,bl t...i que 
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Observaciones: 

a) P.a.ra habla.r de la inle-grill asumimos que J est..á acotada en 

[cz,bl; y est.o no es necesario pedirlo adicionalmente en el 

enunciado del teorema, pues ya queda garant.iz.ado por el hecho 
de ser /continua. en el intervalo cerrado Ca,bl. 

b) Esle teorema .-st.ablece una condición suficiente para que / sea 

in~egrabl• •n el inl•rvalo [a,bl y no nos die• nilda acerca de 

cu~l es el valor da la integral. 

AnalicelDO'S ahora una función disconlinu~ y veamos si es 

inle-grable; si es verdad •nt.onces el teorema ant.erior resulta ser 

un~ condición suficiente ma.s no necesaria~ 

Tornamos una f'unci6n discont.inua, c¡ue t.eng& una 

discont.innuJdad. Pod•mos'*ncerra~el punto d• discontinuidad en un 

lnt.ervalo Cxo. ,xa•' d• lAl t'or~ que al construir el 

rec~Angulo, Cver fig,(90)) con la longi~ud del intervalo como bas• 

y, 1~ difer•ncia en\.r• el infimo y •l supremo d• la función en 

dicho intervalo, como alt.ura; 

Cxa .xa.) & l~ diferencia 

al A.rea que aport.e el int.ervalit.o 

y 
l'ig. ( "ª' 

Ma • StJ? (/CXJ: ·x • Cxa ,xo., l> 

ma • tnr <fCx:>: x e Cx
0 

,xa.l> 

111 

~f. P) sea menor que 

x ... - x .. ( & 
""b-Q 

Sean 

M • sup (/(>Ó' " . Ca,b]) 

m • in!' (/(>Ó' x• !a,bl> 



come ~ -ma < M - m enlonc:es el área del c-ect.angulo que se 

muestra en l.a fig.CQ7) t.iene COMO ba.se (x o.• x J y .altura 

CM0 - m.::a) ~s menor o igual qua el .i.r•.a. d8'l r•el•ngulo con l& mis~ 

base Y como altura la longitud del segmento Cm,!-0. es decir: 

fig.C1n) 

''a.fuera" del intervalo Cx
0 

,xOI) l& runct6n es cont.1nua. es 

decir, es cont..inua en Ca.x
0

l y Cx
0

, ,b) y t..ambién es 

uniformemente continua y por el teorema anterior en cada uno de 

ésos intervalos, podemos encontrar un& part..iciOn que haga lA 

diferencia ent.r• sumas superiores • tnfer.iores menor que +; ast. 

t.omando una partición que incluy.a los puntos de l~ part.ic:tón 

correspof'ldient.e .a Ca.x"'l y los puntos d• la. p.1.rt.ici6n 

correspondient.e a Cx
0

, ,bl, obtenemos una. p.arlieión d•Ca,bl 

par.a. la cuü Se/ ,P) y as1 f 

es inteqrable. 

En el procedimient.o anterior no usamos p~ra nada el hecho d• 

que la discont..inuida.d ••a removible, como ru• rnost.rado •n la 

fig.C97). sea como s•A la discontinuidad •n •l punto x
0

, podemos 

•ncerrarla en un int..ervalo Cxa ,xa,) como el ~nt.erior. M0 y m0 
exislen si•mpre -ya que / •s acolada- y Ma-m~ ser& siempr• menor o 

igual que H-m, cumpli$ndose entonces ~odo lo discu~ido m.&s •rriba. 

a) Tomamos x
0 

en el intervalo abierto Cxa ,xa,) para que x
0 

no coincida. con los extreroo-s dttl ln.t.ervalo, y quede asl 



garanlizada la conlinuidad de f en los intervalos cerrados 

(a,x
0

1 y (x
0 

•• bl y con ello la continuidad uniforme. 

b) Hay un caso que no quedaria ent.onces cubierlo~ cuando el 

punt..o de discont.inuidad x
0 

fuese a 6 b; pero en realidad 

est.o no seria problema, pues en t.al caso el subinl.ervalo 

a .. aislar" seria un sub1nt.ervalo Ca,x
11

1 Có cx
11

,bD que 

cumpliese la misma propiedad que el i nler val o 

CxOt,xOI,], Cexcept..o que a la part.ici6n correspondienle al 

intervalo Cxfl ,bl C6 Ca,"JI]) hay que .. gr.a.garle el punto 

a C6 b) según sea el caso) construido mas arriba, asi en 

el inlerv.alo Cx
11

,bl la f'unción seria 

lanto uniformemenle continua Cigual 

cumpliendo•• enlences lo anlorior. 

cont.i nua y por 

para e a,x(1l). 

Asi pues, hemos de hecho demostrado el siguiente: 

Tu'Wl>A. (15) Sea /: Ca,bl--+ IR , f acotada en Ca,bl. Sl f es 

cont..inua en Ca,bl, except.o en un punt..o. 

entonces f es integrable en (a,bl. 

Oetn0oslraci6n: 

SuponQamos que x
0 

e Ca,b), fes discont..inua en x
0

• 

Se.a & >o 
sean X 

"' 
e Ca,b) tal que x

0 
E 

como f es continua en Ca,x
0

l 

cerrados, f es unirormement.e 

y Cx
0

, ,bl, y como son int.ervalos 

continua en ellos. Por ser f 
unifor'nwmente continua en (a,xal y Cxa' ,bl entonces existen 6

1
, 

t..ales que 'Y 

¡x-x' I , 6
1 

V x, x•e Cx
0

,,bl con lx - x' 1 
si lomamos 6 = min <61 6/ 

con 

.. l/Cx')-/(x) 1 < e y 

6
2 

se llene que l/Cx')-/Cx) 1 < 6 

:. V x, x' e Ca,xal 6 x, x' e lx
0

, ,bl con 

lx'-xl < 6 j/Cx')-jCx:> J < ~ 
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Sean 

lales que 

cons t r LJi mos 

P1= <xo.x1•··· .x,) e Pea. xal> 

Pz= <yo,y1''" •Y1c? e PCx
0

,.bl> 

IP 1 < 6 . 
con x = x 

J "' 

y IP, I < 6 

<n•J+l+k) 

nos fijamos en la diferencia entre la suma. sup.43'rior y la st..una 

int•rior con la p~rlicion P. 

" Sl:/,PJ - fi!:./,P) ·,.~cM,C/)-m,c¡ncx,-><,.,' 

J 

•E <H,C/)-m,C/))(x, -x"'"''' + ,., 

" J: CH1 C/)-m, C/))Cx, -x,_
1

) 

~·J•• 

donde: 

M,C/) a sup </CX); x e Cx,_,.x,l>. 

m"C/') = inf </CxJ: X 4! [Xl,. .. ,.x\.l). "" ... ,,,, ... •"· 

Mo.C/) • sup </CXJ~ x E cx,.xJ•il> • sup </CXJ: x • Cx
0 

,x
0

,l> 

m
0
C/) = 1nr </CxJ; x e cx,.x, •• 1> • inf </Cx:J; x e Cx:Cll .x

0
,l> 

veamos los su~ndos: 
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con 

por ser f uniforrnement.e cont.1nua en Ca,x
0

l • 

j J 

J:C/Ct.:)-/Ct.1.))Cx\->\_
1

) < I: •Cb~a) Cx ... -x\_
1

) a 
..... \S'l 

el s.gundo sumando: 

donde: M • max;</CxJ; x 6 Ca.bl> 

m = inf </CxJ; x e Ca,bl> 

pa.ra el t.ercer sumando: 

n k 

J:CH\C /)-m\C/))Cx ... -xl._1., ·.E CMY e /)-mY. C/))Cy¡,,-Y;. ... ,'. 
\. •J•I \:l 1. t. 

si 

con ( ~ • t. 1. • (y\. ... 1 • y" l 

k k 
.. I:CHY Cf)-my C/))Cy,-y,_,l • I:C/Ct:l-/C,,ncy,-y._,l ( 

1.=l \ \ 1.1:1 

5'./,Pl - ~/.Pl < " . ...!... + 
z " . 

•<b~al Cb-Q) 

= & 

(con la part.ic16n P conslruida ant..eriorment.e) 

" . 

q. e. d. 

ObservaciOn Cl). El crit.erio de int.egrabilidad que usamos, se basa 

en la const.rucc16n de la part.ic16n P .• que es la unión de las 
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partlc!ones ?1 y Pz. con la cual. V e > O 3 p e P[o.,bl t.al que 

SC/.P) - ~/.PJ <e, y no fué el de que V e> O 3 6Cc) >O tal que 

V PE P[a,bl cuya. !PU< ó .. Sc¡,p) - ~/.P) < e, esto es, no con 

cualquier partición de ta,bJ con norma menor que el 

min <6, .6 •• C.xOI,- XCI)) 

Por qué? 

se garantiza que Sc¡,P) - $'./.P) <c. 

Si tomamos P tal que IPI < m.1n <6
1
,6

2
,Cx

0
,,x

0
)) pueda suceder 

que: 

X 

" 
X ·-· X 

o 

6 bien 

fiQ.(P•) 

X ·-· 
esta parlic16n tiene norma menor que 6, y puede ocurrir que 

x
0

e Cxr-t'Xr)" donde xr-• y xr e P. A.si que no podemos garantizar 

que la diferencia entre dos valores cualesquierOL de la fune16n 

/C(.) y /C.f.') sea menor que •Cb~aJ si lt. -(.' J < 6. Esto es valido 

solo en (a,x
0

1 

ni en Cx ,bl = . 
el int.ervalo Cx 

y {X
0

, ,b] 

lxr ,x
0

, l u 
.x o r-1 l 

y 

y no en 

lxc.• ,bl, 

[xr.xa,l. 

Ca.x l ·-· 
85 decir 

ta,x
0

l U Cx
0 

.xr_,J 

el problema est.A en 

Si xo e Cxr-•'xr) podemos lomar la 6 de la conlinuidad 

uniforma en [a,xrl U lxr••'bl, pero entonces al lomar otra 

partición con norma menor que esta 6. podr1a ocurrir que los 

puntos que "encierran" la discontinuidad Xo se cerrasen mas 

que x,_, y x, y nuevamente habri. dos intervalos, como en 

el caso anterior, en donde ahi no serviri el criterio. y asi 

indefinidamente. Por esa razon la demoslración se basa en 

exhibir una partición para cada e > O, y no en garantizar que 

cualquiera con norma menor que alguna 6 cumpla que: 

Sc/,P) - 'ij!./,P) < &. 
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Observac16n (2). 

Con base en este anal1sis podemos afirmar, ent.onces,que la 

func16n puede ser discontinua y ser integrable, lo que muestra 

que el teorema C14) establece una cond1c16n suf1c1enle mas no 

necesaria. 

Ya vimos que si la función tiene una discontinuidad. se 

preserva la 1nt..egrab111 dad. pero. ,;.y si tiene 2 

dlscont.lnulda.des? flg. CQQ). 

,.----, 
~I 
; l. ! 1 
; ' 1 
i ¡ ' 
! : 

o 
b 

fig.(pp) 

Podemos seguir un procedimiento similar al anterior. 

Sean r. 
supongamos que 

r. los puntos 

rl. y
2 

e Ca.b) 

donde f es di scont.1 nua, 

t.omamos: X 

" 
x", t.ales q1Je r, e ex 

" 
xo.,) y . . . . 

X 

" 
xa, tales que r • e Cx 

" 
XO,) 

z z • • 
y tales que: Cx

0
• - & 

XCI <1CH-ml . . 

de esta manera "afuera" de (xa , xo.·) y 
l • 

función es continua., es decir f es cont.1 nua en 
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t.anto, es uniformemente cont.inua en 

ellos Cpues se lrat.a de intervalos cerr~dos). 

De esla manera.la ca.nt..J..dad de área que a.perlan los 

rectAngulos constru1dos con base en los intervalos [x
0 

.x
0

, l 

' ' y Cx
0 

.x
0

• l a la diferencia de las sumas superiores e inferiores 
z z 

sera menor que + cada una. Y ~n cada. i nt.erva.l o donde / 

uniformemente continua, el Area de los rectángulos "d1ferenc1a" lo 

hacemos menor que +· 
Basta entonces construir una partición de ta.bl que contenga 

a los punlos de las particiones p de ca.xCt l. 
' . 

p de [Xo.~ .x" y . . 
p de [XCI, ,bl . • 

y los subint.erva.los lx 

" 
,x

0
.l y lx 

" 
,xo..l . ' • z 

con IP.,I < 6.,. IP
8

1 < 6
8

• Siendo ól.6
2

• y 6
8 

determinadas por la continuidad uniforme en los respectivos 

intervalos. Y asi Qaranlizamos que / sea integrable. 

Obs•rvemos que: 

-Podemos usar un argumento similar. si las discontinuidades 

caen en alguno de los •xt.remos. 

-Por cercanos que estén r, y r
2 

siempre podemos conslru1r 

los intervalos que los con~ienen de tal manera que estos 

no se inlers.cten. 

-Y es claro que, este procedimiento Cpara el caso en que / 

sea disconlinua. en dos puntos), lo podemos generillizar 

para el caso en que / sea discontinua en N punlos. 

los punt.os donde es discontinua. 
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Si r ... r ••... _.r .. e ca.bJ.Cfio.c100)) 

~ ........ Ái 
. ! ¡ 

1 ' 

1 ¡ 
i ! 1 1 

a b 

fig. C soo) 

Escogemos y tales que 

as! utilizamos + para todas las .ireas de los rect.Angulos cuya 

base son los intervalos que encierran las discont.inuidades. y 

dejamos + para los H+t rect..anoulos construidos en los 

subintervalos en donde / es continua. 

/ es continua en: 

,x
0 

] 1•., ,[XCI 1 b] y 
\ + & N 

y por tant..o / es uniformemente continua en estos intervalos 

Cpues son cerrados). 

Enunciamos entonces, el siguiente teorema. 

:ru'U#r!A (16) Sea. /: (a,bl-+ iR • / acotada en [a,bl, si 

/ es continua en [a.bl excepto en un conjunto 

FINITO de puntos, entonces f es integrable. 

Demostración: Sf!an Y
1

• Y
2

····•YN 

discontinua. 

los puntos en que f es 

supongamos, en principio1 que ninguno de ellos coincide ni con a. ni 
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con b, podemos asumir. sin perdida de generalidad, que: 

sean a < xo. .< x01 <. xc-
' l • 

< xo.~ < ••..• < t..iLles que 

y lales que 

V 1..=1.z ••••• H. 

b 

r1 9 . e 101:> 

As1 t.enemos que f es continua en los intervalos cerrados, 

y por t.anto f es un1formement.e eont..inua en ellos. 

Ent.onces existen 6 1 > 0 1 6 2 >o •...• óN+&> O t.ales que 

V x.x• E [a, X ¡x• -x¡ < ó .. l/Cx'J - /CxJ 1 < e 
Q l z(N+ &)Cb-a) 

l 

V x, x' E Cx X l. ¡x•-x¡ < ó .. l/Cx'J - /CxJ 1 < e 
a' "' • zCN+ &)CO-a) 

l . 
V x.x· E Cxo~ bl. ¡x•-x¡ < ó .. l /Cx'J - /CxJ 1 ( 

e .... z(N+ &)Cb-a) 

por tant.o sean 

p 
E p(a,xa ta.! que IP 1 < ó ,. con p 

l 1 l 

l 

p E 
p(Ka 

ta.! que IP 1 < 6 con p 
• "' "' 

. . • 
l l 

p con 
N•l 

H?O 



de modo que 

" "§(¡ .P, )-';!./ .P,' = .~.cH.C/) - m.c/))Cx, -x,_,, 

r 

•k~:C/C(~) - /C(~"):>Cxk-xk-&) 

" < k~l zCN• ~)Cb-a:> (>\-><,_,' 

pu•s fes continua en t.odos los subintervalos Cx~_ 1 ,x~l y 

r 
' 

J: a( H• ~)Cb-a) 
k•l 

donde X • b 

" N•l 

por t.ant.o 
1Ct-1~1)Cb-a.) Cb-ci>= ac:.,, 

a X 
"1 

fig. ( tOZ) 
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+ CH0 ' C/) - m
01

C/))Cx
0

: - X ) 

" ' 
+ 5t:/.P

2
) - f5.f.P

2
) 

+ H" C/) - ma C/))Cxo.' - x., ) . • z . 
- X ) 

C<N 

hay N+& sumalcr1as generadas por los N+t intervalos en dond la 

!'unción es uniformemente continua y en consecuencia cada una es 

menor que 

por lo que 

'ltf/ \:t,z, ... ,CH+&). 

y N intervalos con los cuales construimos los N sumandos que 

expresan el area de los "rectAngulos" 

es menor que 
e 

ZH 
as1 que 

§:/,P) - fii!:/,P) < zCH~1) 

en donde cada uno de ellos 

+ .... + 

§:f ,P) ~/,P) < (N+&).ZCN:1) + N.2: = ¡. + ¡. c.. 

Si r. = a o yN = b, la demostración es practicamente 

identica: simplemente se reduce en uno Co dos) los intervalos en 

que fes uniformemente continua y lodo lo dem.As es igual. q.e.d. 



cabria entonces la misma pregunta que nos hicimos ante el 

teorema C14):esla es una condición suficiente para que una funciOn 

sea integrable: pero. .)es necesaria?, es decir para que una 

función sea integrable , ..)tiene que tener no más de un número 

finito de discontinuidades?. 

Observemos lo siguiente: de hecho la fuerza del argumento para 

garantizar la int.egrabilid&d en el case de un nú.mero finito de 

discontinuidades radica en que estas las podemos encerrar en 

subi nt.er val os sufi ci enlement.e pequef"ios, de tal manar a 

que no importa que en ellos los valores de la función se alejen 

mucho entre si -ahi habra alguna discontinuidad- CPara hacer 

chica el área de un rectángulo, no necesitamos que tanto la base 

como la altura sean chicas: si la altura es grande pero acolada 

basta con hacer suficientemente chica la base para que el área se 

haga chl ca). 

El que sean un número finito de rectángulos con esta 

propiedad, la suma de sus .lreas, también la podemos hacer tan 

chica coino queramos; de esta manera la suma superior menos la suma 

inferior es pequen:a en la unión de lodos esos subintervalos, y 

"fuera'' de ellos, como la función es uniformrmente cont..inua. 

aplicamos el razonamient.o del teorema (14) y hacemos chica la 

diferencia entre la suma superior e inferior. 

En resumen: gracias a que las discontinuidades pueden ser 

encerradas en un numero FINITO de int.ervalos, cada uno con 

longitud tan pequena como queramos, y al hecho de que el área de 

cada "rect.ángulo diferencia" sea pequef"ia podemos !.nill.1.L que la 

suma de las áreas de los rectángulos es t.ambién chica Cla suma 

finita de cantidades t.an chica como queramos, la podemos hacer 

t.an chica como queramos). Además en los intervalos cerrados 

donde / es cont.inua son un número finito. asi que de la 

continuidad uniforme en cada uno de ellos podemos concluir la 

continuidad uniforme en su unión. 

Pero entonces. subrayemos. la fuerza del argumenLo esta en 

que pudimos encerrar las discontinuidades en un número FINITO de 

in~ervalos con longiLud tan chica como queramos. 
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Observemos que podemos hacer est.o m1smo con ciertas funciones 

cuyos conjunto de d1scont.1nuida es infinito. 

Por eJemplc, supongamos que la función es disconl1nua en una 

suces16n convergenle de punlos en el donunio de la (unc16n. 

,... . . . LJ---1' r+---1- ! i 
' 1 i ! : 1 ' i ' 1 1 ! 

r Y1 Y 2 Y~ b 

fig. e to•) 

Sea <r "'>" & IN. el conjunt.o de puntos de discont.i nui.dad de f, 

que forma una sucesiOn convergente a y, •n dond• r \ 41 to.,bJ 

V L=&,Z.,., ·" enlences: 

V e , o 3 NC cJ e IN ~al que V • > H .. 1 r k - I' 1 < e 

Es decir. que una infinidad de términos eslaria encerrada en 

un inlervalo t.an pequef\o como queramos y fuera. de él sólo 

quedaria un numero finilo de t.érminos de la sucesión; y por t.anlo 

lodos los puntos en donde la función es discontinua Cla 

sucesión). eslarian encerrados en un número fini~o de 

subint.ervalos. a lo más N•t.. Cfig.C104)). 

N• l N• & tof tol Z a l 

Co ,a') " . . 
Ca :o') '' .. .. 

fig.(&O•) 

'º ,CJ' ) .. t<I•' ,.,. ... 

1é!4 

f, ... b 



de esta manera estamos en la nusma situac10n que en el teorema 

~nLerior. en el sentido de que con un número finito de 1nlervalos 

con suma de lon9itudes tan pequef'!:a como queramos cubrimos las 

diseonLinuidades. 

Usando la misma. 1dea para la demoslrac16n del teorema 

anLerior, podemos considerar: 

Cc:C - a ) < E 
H • l M • l ¡("M-iñ) 

y tomar ª1.., a: \:&,Z, •••• N tales que: 

ca¡ - ª~' < ... c~-m:> 

~i para lodos los intervalos que cubren las discontinuidades 

la diferencia de la suma superior e inferior nos queda 
! ~ & 
" + -; .. z· y par a los intervalos donde / es continua, a lo más 

H +1 subi ntervalos. utilizamos " z y no hay problema. 

De esla manera, podemos enunciar un teorema mas fuerte que el 

anterior, en el sentido de que la función puede tener ahora una 

infinidad de discontinidades, pero bajo la condic16n de que las 

di sconti nui dadas puedan cubrirse con un número finito de 

intervalos, cuya suma de longitudes sea tan pequena como 

queramos. La función sera integrable. 

:Tw'WfVJ. e 17) Sea /:Ca,bl ___, [R, f acolada en ·Ca,bl, si 

f es continua en Ca,bl. excepto en un conjunto 

de discontinuidades que puede ser encerrado en 

un número finito de int.er-valos con suma. de 

longitudes tan pequena como queramos. entone es 

/ es integrable en Ca,b] 
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D~n Cte> Se dice que un conjunlo A e ~ t.iene 

CONTENIDO CERO si. cumple lo a.nlerior es dec1r: 

s1 V & >O 3 inlervalos 1 ... 1 ••.••• t.,.. t.alP.s 

N 

que A e U I, y tales 
N 

que \ ~ .. lC I \) < e. 

As1 el l&orem.a C17) quedara enunciado como siQue: 

JAll''1Mn4- (17) Sea /:Ca,bl------. ~. /acolada en la,bl si fes 

cont..inui1. en Ca. bl, excepto en un conjunto de 

cont.en1do cero, enlences f es inLegrable en 

la, bl. 

No es necesario escribir la demost.raci6n, ya que seria 

calcar la demostraci6n que h1c1mos para el caso en que la func16n 

sea discont.inua en un numero finit..o de punt..os del dominio. En 

ambos t.eorem.a.s. con un número finit..o de 1nt..•rva.los cuya suma de 

longi ludes sea tan pequena como queramos, cubrimos las 

discont.inuidades. y "fuera" de ellos la función es continua, por 

tanto integrable 

Ahora bien qué tipo de conjuntos infinitos cumplen con esta 

propiedad? 

Es import..ante subrayar que esta Fropiedad abarca muchos 

casos de conJuntos infinit..os. pues de lo que se trata es de 

cubrir al conjunto con un numero finJlo de 1nt..ervalos cuya suma de 

longit..udes sea tan pequena como querall'W:ls. No importa tanto 

''cuant..os puntos'' tenga el conjunto. Ilustraremos esto con 

ejemplos de conjuntos infinitos de diversa naturaleza. 

Ya vimos que las sucesiones convergent..es lo cumplen pero: 

sólo 101s convergentes?. ,1Qu• pasa si una sucesión no es 

convergente, por &Jemplo. si tiene 2 puntos de acumulación? 

r• r. r, r ... r, r 2 

r19. e'º~' 
b 

por eJemplo si la sucesión <r, • .>n • IN 

acumulación y, y•. Cfig. C109). 

ti ene como puntos de 
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Tomamos una vecindad con cent.ro en r y ot..ra. con cent.ro 

en r• . Fuera de est.as ""Wéinda.des nos queda un número Cinit.o 

de elemenl.os de la sucesiOn. y por t..ant.o no hay problema., ya que 

con un numero rtnil.o de vecindades cuyas longitudes sean t..an 

pequenas, como queramos podemos cubrir a la sucesión <rn>. 

~y si t.iene 3 punt.os de acumulación?, y si t.iene un número 

finito H de puntos de acumulación?, Cfig.C106). 

• r-. r • ... 
fig. C1ocsl 

'"""" r,. b 

Tampoco hay problema ya que con "" int.erv&los se cubren las 

infinidades de puntos que están cerca de los punlos de acumul~eiOn 

Cy los ptmt.os d• acuaulaci6n mismos). quedando fuera de est.os H 

intervalos, sólo un número finito de terminas da la suces16n, los 

cuales se pueden cubrir con un nómero finit.o de intervalos. por 

lo t.ant.o eslarlamos en •l caso del t.eorema ant.erior, y en 

consecuencia / seria int.egrable. 

~Y si tiene un número infinit.o de puntos de acumulación?. En 

est.e caso podemos const.ruir una sucesión <xn> con una infinidad 

de punt.os de acumulación, de manera que estos formen a su vez, 

una. sucesión convergent.e. como se ilust.ra en la figura 

siguient..e 

f 1 
X X X X X X 

1 1'" 11"1·0 11'"1p ( 
y •.. y., rd r~ r4 r. 

fig. e 10?) 

X X X X 
11°1· ,. 1· 

X X X X X 

11" 1' 1·1· 1 • 
r, 

CEs como construir una infinidad de sucesiones convergentes 

cuyos lim.iles 5ean 'f'n•Ool.) 

Si éste es el conjunto donde la función es discontinua no ha.y 

problema.: en t..orno .a r podemos t.omar una vecind.ad l.Oln pequttT''l'.a 

como queramos. en •sa vecindad es~.arán una infindad de t..•rminos de 



<r ,..>. y fuer& de ella un nÚJMtl"o finito de termines, los cuales 

podemos cubrir con un número finito do vecindades la.n 

p.quenas c:oiao queramos.; •s decir en la v&e1ndad en torno a r. 
est~n todos, excepto un núm9ro finito de puntos de acumulación, y 

junt.o con •llos una 1nfindad de infi.nid.a.des de los punt.os de 

disc:ont.inu1dad y fuera de la vecindad sólo quedan un número finito 

de puntos de acumulación Cun nótne"ro finito de infinidades de 

puntos de discontinuidad). 

Ahora. si a cada t6rmino Cun número finito) de la suces10n 

<r ,,..>, que se encuentra fuera de la v.cindad en torno a r , !e 

const.ruilDOs una vecindad tan pequena como queramos, dentro de 

ésas veci ndad.s hay un núm.ro infin1t.o d• t.érminos de la 

sucesión <x,..>, y fuera de estas vecindades hay un número fin1t.o 

de elementos de la sucesión <x",>• los cuales podemos cubrir 

con un número finito de vecindades tan pequen:as como queramos; 

de est.a manera, con un n(lmero finit.o de vecindades, tan 

pi9qUenas corre queramos, podemos cubrir el conjunto de 

discontinuidades. y ya esta.ria.iras en el caso del teorema. anterior. 

Sa pu9de jugar con este procllitdimi•nto y observar que mienLra5 

el conjunLo de punt.os de acumulación de la infinidad de 

discont.inuidades sea finito; el conjunto de punLos de 

acUllUlaciOn del conjunto de p1.1.0Los de acumulaeiOn. de la infinidad 

d• discontinuidad.-s sea finito: o el conjunto de punLos d• 

acumulación del conjunto de puntos de acumulación, del conjunto de 

puntos de acumulaci6n de la infinidad da discont.inuidades sea 

finilo, ... et.e., no habri problema, la función será int&Qrable, 

Ahora bien: no toda sucesión cumple lo anterior: si por 

ejemplo formamos una sucesión con los números racionales en el 

[0,1 J, el conjunto d• puntos de acumulación del conjunto cQ n C0,1 l 

es lodo el intervalo [0,11, y el conjunto d• puntos de 

acumulación del [0,1) vuelve a ser lodo el tO,ll y a.si 

sucesivamente, as1 pues, C n [0,ll no es conjunLo como el 

descrilo ant.eriorinÍtnte. Pero ~seri un conjunto de contenido cero?. 
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Es decir. ~podri suceder que este conjunto. a pesar de no 

co¡qporlarse coma el anterior. pueda ser cub1erto con un numero 

finito de vecindades cuyas longit.udes sean t.a.n pequenas como 

quera.os?; vea.nos si es posible .. 

SUpon~al\\OS que exi slen 1,. I a. . . . • I H 

con l,= CC:t,.{J,) 

n 

t.ales que o n to,1J s U 
\. • 1 

''"' ,fl,) 

" ~· " ~ .. 1 l( • ) ~ .. 
"• o 11, " . 11 •. .. 

fig. e so•' 

en el peor de los casos. los inlervalos sólo se t.ocar.in en los 

extremos. aunque t.ambién puede suc9der qu" 
t.ra.slapen 1efig.e100)). 

Observemos que, lo rn.\s que puede quedar ent.re inlervalo e 

inlervalo. un punto Cque seria irracional) es decir a lo mi.s 

.. 
quedarian ti·1 puntos fuera y,por t.ant.o I: lCta\.. f3 ... ]) ~ C1-0) es 

\=1 

decir no podria ser t.an pequef'lo como quera.mos. asi que est.e 

conjunlo 1nfinit.o ~ no t.iene cent.anido cero; es decir, Cno toda 

sucesionJ, no lodo conjunlo numerable liana cent.anido cero. 

A partir de esto, podr1amos pensar que si ni siquiera lodos 

los conjuntos numerables t.iene contenido cero. ¡menos aún lo 
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len::ira un ccn;unt.o no numerable!. 

Sin err.bargo. no hay que ir tan r.\pido: de hecho esla 

con;et•.Jra no t..!er.e razon de ser. como veremos ahora: 

Tomemos por e;emplo el conJunt..o de Can~cr, cuya construcc1ón 

es la s1gu1ente: 

01 vi damos el l nterval o t 0, 1 l. al que l larr.aremos C 
1

, en 3 

partes iguales: los subintervalos as! generados son 

{0,1,.1), [1/3,z/1], (2/1,ll f1g. C109) 

o ! . 
fig. e'º"' 

Qu1 t.emos lo que queda enmedi o y quedémonos con 1 os ot..r os 2 

int..t..ervalos, es decir los intervalos 

CO.~l, C~, 11 

Con la un16n de ellos formemos un segundo conJunlo Cal que 

ll•mamos e ) • 

para formar C
9

, lomemos cada intervalo de C
2 

y d1v1dAmoslo en 3 

parles iguales, fig.C110) 

fig.C110) 

Otra vez, al igual que en el paso ant..er1or, quitemos las 2 

parles de enmedio y con los intervalos que nos quedan formemos e ,; 
es decir: 

e = co.¡;1 u c;.~1 u c!.,!.1 u t!.,11 • • p p 

Para construir C
4

, procedemos de la mlsma manera; es decir 
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dividimos cada int.ervalo de c. en 3 subintervalos. _quit.amos los 

de enmedio y con los que quedan construimos e,. 

l Z 7 1 lP ZO Z~ Zd. 

t'+-fi------+4-f:+--------------------14-f:+------t'+-r1·· 
o !.. z !. ~ ! <.~·.· <· 

P P a J P : P,, 

fig.(111:> 

u [ !.!.1 l u ( !.!.. l l 
1'1 1:·1 

Continuamos con este proced1mienlo para definir cada en 

e • (0.1} . 
e • (o.¡J • u [~.1] 

e • [º·~] • u [;f·;f] u [;i·;f] u [i·1] 
e,= [º·;i-J U [;--• •. ;--'.] [ o 7] [ • p] u ;;·;; u ;a·;; [

ll tP1 [20 Zt1 U 
u ;;·;;1 u ;a·;aJ 

u [~·;i] u [~· 1] 

Def i ni mes al conj unt.o de Cant.or como la i nt.er secci 6n de 

todos estos conjunt.os, es decir: 

e - const.a de 1 int.ervalo caº) de longit.ud 1 . . 
e - const.a de a • int.ervalos ca'' de longilud -

1
- • 

32-t 

e - const.a de 4 intervalos . 'ª" de longit.ud _1_ = 
3•-1 

1 nt.ervalos (23) de longitud 
1 e - consta de B 

3•-1 . 
en- const.a de 2"-1 int.ervalos de lonQit.ud 

1 

3"-1 
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No es dificil dernost.rar que C tiene contenido cero: por corr.o 

hemos construido C. podemos observar que e .s c .. V n e !N, y por 

tanto podemos encerrar a C en un número finito de intervalos Clos 

que conforman Cn); si multiplicamos el numero de intervalos que 

cont;ene Cn por la longitud de cada uno de ellos. obtenemos que: 

= 2 n-t 

Conforme n crezca, lCCn) podrá hacerse tan pequef'\a como 

queramos 

De donde concluimos que C tiene contenido cero 

Pero además C es no numera.ble, Ct1ane la cardinalidad de los 

rea.les). 

En conclus16n: una función acotada. cont:i.nua en lodo l0,11 

excepto en C, seria integra.ble. 

Ejemplo: Sea /:(0.11-----. ~ • e el COOJUnto de Cantor 

si x E to,11 - e 
Si 

si x e (o, 1 l n e 

Veremos que la funciOn /. as1 definida es continua en t0,11-C 

y discontinua en el conjunto de C~ntor CCJ.Para demostrar que/ es 

discontinua en el conjunto e tomemos x
0 

E e y demostraremos que 

x
0 

es un punt.o de acumulaci6o de t0.1) - C. Est.o nos va 

a permit.ir most..rar que. para alguna. forma de a.proXimarnos a x
0 

con 

elementos de [0.1 l - C, las itnA.genes no se aproxtman a /CX
0

) y 

por tanto f no serA cont.inua en x
0 

e C. 

Supongamos que x
0 

e C no es punt..o de acumulación del conjun•~o 

[0.11- c. entonces existe una vecindad con centro en x
0 

y radio r 

C'YrCx
0
)), que no contiene nim;ún elem&nto de C0,1) - C; entonces 

'YrCx
0

) estará totalment.e cont.enida. en el conjunto do C¿nl,.or, es 

decir Cx
0

- r.x
0

+ r) e C. Ya demostramos que el conjunt..o de Can~or 

t..1ene contenido cero, de manera que si Cx0 -r,x
0

+ r) e C, 

132 



entor.ces también tendra contenido cero. Esto es una conlrad1cc16n. 

ya que cualquier intervalo Co,(0 en los reales Q2 l1ene 

contenido cero. As1 que. en cada vecindad 'YrCX
0

) hay elemnt..os de 

{0.,1} - C. y por lanlo X
0 

es un punto de acumulac16n de (0.1} - C 

Nos f1Jamos en la familia de vecindades 'Yr (X ) 
" o 

Xn G (0,1) - C, de ~al IT\anQra que: 'ti n ~ tH, Y lomemos 

x,., e 'Yr,.,Cx
0

) n CtO,ll- C), 

r,., = !. 

Cesto es posible ya que x
0 

es un punto de acumulación de [0.11- C) 

Para cada n e IH lomamos x,.,. con lo cual construimos una 

suces16n <xn) que converge a x
0 

cuando n ---t oo. 

F'ijémonos ahora en la sucesión de imágenes <JfCxn)> n E tH 

como /CXn) =O V n E~. entonces C/Cxn)) ....... O+ /Cx0 ) = 1. 

As1 que f es discontinua en x
0 

e C. 

y en consecuencia / es discontinua en C. 

Antes de pasar a demostrar que f es continua en (0,1 l - C, 

senalamos dos propiedades que hemos utilizado en la demost.raci6n 

anterior. (ejercicios para el lector), 

i) Sean A y B e IR si A e B y B t.iene contenido cero. 

entonces A tiene contenido cero .. 

ii) Cualqu1er intervalo Co.(D en los reales no t.i~ne contenido 

cero. 

Ahora demost.ra.remos que f es continua en el conjunt.o 

l0,11 - C. Por la forma en que hemos construido el conjunt..o de 

Canlor resulla que el conJunlo {0,11 - C, consiste de la unión de 

lodos los inlervalos de "enmedio" que vamos quitando en cada paso. 

de esta manera los 1nlervalos que vamos quitando son de la forma 

Co,(IJ, abierto. 

Si lomamos x
0 

e l O, 1 l - C, enlor1ces x
0 

esta en algún 

intervalo de los de "enmedio". Sea Ca
1 

.(3,) dicho int.ervalo 

Sea r el mlnim.o da las distancias entre x
0 

y los axt.remos al 

y (1
1

, es decir 
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Sea r = nun <dCx0 ,o.1J, dCx
0

,(?1J) enlences la '\'eClndad de 

rad1c T alrededor de x
0

• 'YrCx
0

J est.á lot..almenle conlenida en 

[Q,1J - e de donde, 

'i en consecuencia 

'Y e > O 3 6 = r >O lal que V x e 'YrCx
0

) se tiene que 

1rcx:i-rcx
0

J 1 < E 

c1rcx:i-rcx
0
JI = 10 - OI <E). 

Por t.anlo / es continua. en x
0 

El que un conJunto lenga o no conten1do cero no depende, en 

lo esencial, de "cuan t. os punlos lenga ". si no de "qué lanlo 

espacio" ocupen dichos puntos. En consecuenc1a, la 

INTEGRABILIDAD de una función depende no lanto del Q.U~ de 

discontinuidades de ésta. sino de "qué tanto espacio ocupan". 

Regresemos a la pregunla anunciada. mis arriba: es decir, 

esta es una condic16n suf1c1ente para que una función sea 

int.egrable, pero: .,')es necesaria?: es decir par que una función 

sea integrable ~es necesario que su conjunto de disconlinidades 

tenga contenido cero? ~o es posible que f sea integrable pero sus 

d1scontinidades no puedan ser encerradas en un número finl lo de 

intervalos con long1t.ud lan pequena como queramos?. 

Nuestro problema. consist.iria en ut.ilizar cualquier conjunt.o 

que no lenga contenido cero en cualquier inlervalo (a.bl. para 

construir una función que sea cont.1nua en el ta.bl exceplo en 

dicho conJunto, y sea integrable en Ca,b}. 

Pues bien; Riema.nn construyó una función con esla 

caract.erislica; d1cha función es conocida. precisamente, como la 

función de Ri emann. 

Sea /:t0.11 __. [R dada. por 

j(x) = {; :: XxE=\ con (p. q) = 1 
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Obseorvaciones: 

tJNot.•mos. quo con t.odo5 los núft'Hitt'Os Qn [0,1l de la forma. E. 
q 

irreducible. abarcamos a t.odos los ra.c1onal~s en CO,ll. 

Por t.ant.o la func16n de Rierna.nn. as.tgna a todo punt..o en t0,1) 

valor. 

é:!)La condición. de que ; sea "1rreduc1ble'' es necesar-u., pues 

de olra forma, por ejemplo al ¡ y al ¡. qu& son el mismo valor en 

el domin10, t.al regla le asociarla valores diferent.e en la 1ma.gen 

y en cons,cu~ncia no serla una función. 

!.. . 

/(~') a !.. 
l l 

¡e!., • .!.., . . 
l • 

i i" 
r19. e 1 u.) 

¡e!.)= !.., • • 

• • . ,, 

1.a i~gen g&om&t.rica de la runc16n Cfig.C112)) e: una especie d'5t 

••mont.ani t...a." de punt..os que- se v:..n desparramando sobre el intervalo 

l 0.1 l en ol eJe x. Con!'orme crece el denominador de un nú.mer-o 

racional expresado en forma. irreducible, se v.a.n .ilcerc:..ndo al eje 

x Cque es donde caen lodos los: .trrac1onales bajo la .función), y 

esl~ es da hecho l• car~cteristica delerminante. fundamental, en 

ext.remo ingeniosa. de est.a función. 

Todos los valores de l~ func16n, excopto un número fini~o de 

ellos est..in ''m.ls cerca" del eJe x que cualqu1er distancia dada. o 

dicho de manera rorma.l: 
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Leme. C 13:> Da.da cualquier d1st.anc1a t: > O se cumple que 

todos los valores de la función, except.o un número 

finito, caen dentro de la franja de altura &. 

Veamos 

& -rt~-..,..~.~.~.~.~.~ .. ,---.~.;-,..~~~ o ............... . 
fiy. e, u) 

Dichos valores provienen de, 

Sea & • O, por Ql Princ1p1o 

Ar qui mediano, 

3 Ne CN tal 

pues.a lo m.\s, 

a sa~r 

sabemos que 

que ~ < &;.as1 

hay N+ s. valores . . 
i' ... 'M='t , que 

serán mayores o iguales que c. 

a lo mas t•z• ... +n-1 pun~os del 

minio de la función, Crig.(113). Veamos por qué: 

Con denorn.1 nador 1 tenemos ~; 

con 2 

3 

4 

n-1 " 

•• 1· z~ 
• z • 
¡-•¡-•;-: 

l 1 1'-1- t 
;;:-¡-•¡¡::-¡-•···;¡::-¡-

Dentro de éstos, no todos est.~n en forma ''irreducible" asi 

que no t.odos "c.uent..an", 

Con denominador 1 , 

e on denom.i nador 2, 

3, 

4, 

pero ~ Lq ffi.Á~ t.enemos: 

un t.•rmi no 

2 t.6rmi nos 

3 

4 

con denonu nador N-1 , N-1 t.er mi nos: 

y el total de eslos números sera 
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1 ,.. -Z. ... ••• + Cw - 1) = "'':-i) =Ji:. un número f"inilo 

Como todos los demás tienen denonu.nador irreducible mayor o 

igual que H. entonces su imagen bajo la func1ón de Riema.nn será 

!.. < ~ < e 
n - " 

esta propiedad rundamental es, de hecho, la qye perrrute demostrar 

el s1guienle resultado: 

J:UtLJ. (14) La función /: C0.1 l ---t IR de R1em.ann es cont..inua 

" [0, 1 l. 

Oemost..r-ac:16n. 

Queremos demostrar que f es conlinua en ~0 ¡ 

es decir. que lim /C>O = /Cx
0

) • O 
X--H 

o 

Los irracionales son puntos de acumulación del intervalo 

tO,ll. as! que tiene sentido plantear la ex.ist.encia del 11mile. 

en t. onces j/CxJ 1 < "· 

S.a & > O, 

sabemos que. para est..a e > O, existen un número !'i.nilo de 

nUmeros rac1onales qua, b~JO la función, son mayores o iguales ~~e 

¡; 

Sean xl, x 2 •... , x,., todos estos números 1 y sea xr el mas 

cercano de dichos puntos a l
0

• x 

numero finito de punLos. 

Sea 6 • Jx, - 'o 1 > O . 
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Como xr e «:l:, \
0 

e O. ent.onces 

Es claro que en V6C\
0

) n [0,11 no hay ninguno de los racional 

x,.xz •...• x,.,. 

As1 que /Cx) =o< e, s1 x e Oíl v
6
c\

0
) n [0,1) y 

/Cx:J < e, si x e~ n v
6

c\
0

) n ro.11. 

De donde ¡rcx:>¡ < e 'I x e V6 C,
0

) n [0,ll, por lo cual 

/es conlinua en 1.
0

, V 1. G O n [0,1) y en consecuencia 

es conl1nua en O n [0,11. 

q. e. d. 

Lem4 (!5~ La func16n de R1emann es disconlinua en~ n tO.lJ. 

Demoslra.ci6n. 

Sea q
0 

E 4t1 n (0,11 arbilrario 

Demostraremos que lim /Cx:J =O + /Cq
0

) > O V q
0

e (1 n (0.11 
x- qo 

Sea & > O. Siguiendo el razonami.ento del lema anlerior,llegariamos 

a que existen unic.amenle un numero finilo, de 

racionales tales que /Cx\) ~ e • 1.=1,2, ... ,N, y para lodos los 

demás, /Cx) < "· 

Nuevamenle lomemos 6 = mJ.n lx,-•ol. . . 1.:1, Z, .. , ,N, 

Si q a x para alguna 1. no hay problema. pues como se trata 
o \.º o 

de demostrar que el limile es cero. basla con lomar la vecindad 

perforada; a.si 

/Cx) < e, si 

por lanlo l/Cx.) 1 (e V X E V~Cqo) n (0,ll de donde 
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lim /CXJ s O + /Cq
0

) > O 
X-+ qo 

A.si, pues, fes discontinua en q
0 

V q
0 

E 4l 

.·.fes discont.inua en en {0.ll 

q.e. d. 

lcnvJ. (15) L.a funci6n de Rlernann es integrable en to.1 l. 

Detnost.raci6n. 

Sea & > O Por el lema C13) eXlst.en a lo mA.s, H puntos 

tales que /Cy ) > ~ 
' - z 

( ~;1, Z, , . , , H) • 

En este caso tenemos que y
1
= O, yN= 1. 

Aplicando un razonamJ.ent..o similar al que aplicamos a las 

discontinuidades. al principio de est.e capitulo, podemos 

"encerrar" a Y, en un intervalo Cx ,xa.• '· do;ide X ,xa: son 

'" ' 
a 

' 
t.alas que Cx 

a' 
- X 

a ' ( 4CN~z)(H-z). si i.=z,a, ... , t-1-1, 

' ' 
las podemos "encerrar" en int.ervalos 

t.ales que 

del intervalo l0,1J, con 
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Entonces 

donde 

X = o 
o 

X . = X ,,. . 
"• = "a • 
"• = xa, . 

M\.C/) = sup</Cx); x e (x"_,.xt D y 

•"C/) ,. inf</CxJ; x e (x~_,.x,,,l>. 

Al igual que en los casos anteriores. separamos la sumatoria 

en 3 tipos de sumandos. 

D En los que aparecen los subintervalos de la forma 

\.•Zo 11, •• , ~N-l 

iD En los que aparecen los subint.ervalas de la forma 

Cx0 ~ • x., \:;'l,Z,., • • N • ... 
iiD En los que a.parecen tO,x

0
,l y Cxa• .ll . N 

En los sumandos del lipo i) se tiene que 

o-s_ e/) - m, e/)) ~ H - m = 1 - O • 1 

1"° ( X ) ( -( & )(H ... 2) 
W X~~ - o, 4 H-Z 

En los del tipo Li) sa ~i•ne que 
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y por tanto I: CM C/)-m. C/DCx. -x. ) ' ' - ,:'" , ... ,, I: CHi.C/)-m~C/))(xa --xo.~)5_ 

E~ Cx0 . -x0 ~~ •-i I: Cxu -x
0
.) < i Cl) 

".' \ \, .. ' 
ya que 

En los del lipo 111). tenemos 

& 

2 

' .. 

CM,C/)-m
1
C/)JCx¡-x

0
J = CM

1
C/J-maC/)'JCxo.• - 0) Cl - 0)Cx

0
,-0) = . . 

Cxo., - 0) < Cx
0

• - x
0 

) < : y . . . 

Entonces §:/,P) - '[;!.f,P) 

- X 

" N 

) ( & . 
< ! + e + ~ + e = &. 

.. z • • 

y por lanlo /es ,integrable en (0.1) q. e, d. 

Hemos probado, pues,Cen particular) que las discontinuidades 

de una función pueden N'O ser .. encerrables" en un nCmero finito 

de intervalos con suma de longitudes lan peque~a como queramos, y 

sin embargo ~1 u.r_ integrable !A funcion. bA función Q!!. ~ ~ 

Y.!l e1emplo de ello: Sus disconlinuidades est.an en lodos los 

racionales y éstos no tienen contenido cero; sin embargo la 

función si es inl&Qrable. As! pues, el que las discontinuidades 

de la función tengan contenido cero es una condición SUF'ICIENTE 

pero NO NECESARIA. 

~Exist1ra una condición necesaria y suficiente?. 

Qbservac¡:ion 1: La función de Oirichlet., que manejamos en el 

ca.pi tul o II, nos sirvió para mostrar un ejemplo de una 

función def1n1da en (0.ll que no es integrable. Al 1gual que la 
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función de Rierr.ann, la de D1richlet es d1sconl1nua en 'lJ' n {0.l), 

la d1ferenc1a esta en que la de Riew4nn es~ en D n t0.13. 

'J la de Dirichlet ne es continua ah1. (es discontinua en todo el 

intervalo {0,11). 

OCservac1on 2: Las discontinuidades en la función de Riemann 

son numerables: y s1 bien siempre podemos encerrar lodo 

conJunto numerable en un numero finito de intervalos con suma de 

longitudes t.an pequef'la. como queramos, si podemos e-ncerrarlo en 

un número numerable de intervalos con suma de longitudes tan 

pequena como queramos, veamos eslo: 

Sl A e (R es numerable, entonces eXl ste un 

conjunto de intervalos abiertos In' tales que 

A e U l 
nEll< 

Demoslraci6n. 

., 
y además E te In) < e 

n•' 

Sea A un conjunt.o numerable, entonces A es de la forma 

sea & > O, dado y sean la=C x~ .x
0

,) . . 
cualquier intervalo en el que caiga a.,. cuya longitud sea menor 

& 
que z 

l z 

I . 
. 

X°' . 

Cx 
" 

Cx 
°' 

a . 

• )(o.'' tal que 
z 

.xa,) tal que . • 
tal que 
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Como an e In 'lf/ n e IN. entonces 

., 
A = <a,, a

2
, ••• > S I, u 1

2 
u ... u In U In 

Defi.n'i.cion 

Es decir 

., 
y J: lCI 

0
) ( ¡: !__ 

" ¡: __..!. 
"• n n 

n• l • • 
ya que ¡: . = 1, 

(13) Decimos que un conjunto A e 1F tiene HEDIDA 
CERO s1 y s61 o si sus el emenlos pueden ser 

encerrados en un conjunto NUMERABLE de 

intervalos cuya suma de long1tudes sea tan 

pequef'la como queramos. 

"' V & > O 3 1
1 

• 1 z • ... , In, . . tal que A Si'. U In y 

"=-' 

De hecho con la definición anlerior el enunciado del lema 17 

quedaria as1 

.rvn.a. (17) Todo conjunto numerable tiene medida cero 

Observemos que el hecho de que los elementos de un conjunt.o 

puedan ser encerrados en un número numerable de int.ervalos con suma 

de longit.udes t.an pequef'la como queramos, NO IMPLICA que el 

conjunto sea numerable. CComo el hecho de que un conjunlo pudiera 

ser encerrado en un conjunto finito de int.ervalos con suma de 

longi ludes tan pequeMa como qui si eramos, no i npl i e aba que el 

conjunto fuera finito; vimos que podia ser infinito numerable e 

incluso no numerable -el conjunto de Cantor-). 

Es claro que si un conjunto puede ser encerrado en un número 

li.o.il.2. de intervalos con suma de longitudes t..an pequef'la como 

se quiera, con mayor razón lo podemos hacer en un conjunto 

numerable de intervalos con tal propiedad. Y ent..onces es claro 
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que. S! un conJunto tiene conten1do cero. ello implica que tiene 

med1da cero CeJerc1cio para el lector). En consecuenc1a, como el 

ccnJUnto de Cantor t1 ene contenido cero, ti ene med1 da cero y asi 

tenemos un ejemplo de un conJunt.o l.nf1n1t.o NO NUMERABLE, que si 

puede ser encerrado en un ~ numerable de l.Dlervalos con 

suma de lon91ludes tan peque~a como queramos. 

Reiterando entonces lo observado más arriba: nuestro 

cont.raeJemplo al reciproco del úlllmo teorema es una func16n, la 

func16n de Rl.emann. cuyo conjunto de discontinuidades no tiene 

cont.en1do cero. pero si tiene medida cero. 

Se ocurren do~ preguntas: 

1) ~Toda funcl.ón cuyo conjunto de discont.inuid~des cumpla lo 

•nlerl.or es 1nlegrable? 

ii) Si una función es integrable entonces ~necesariamenl& sus 

discont.inuidad&s cumplen es• prop1edad?. 

Nótese que, con lo trabajado hasta ahora hemos establecido 

una relación muy directa entre la continuidad y la inlegrabilidad 

de una función~ hemos trabajado funciones discontinuas hasta 

llegar a la función de Riemann, lo cual nos ha servido para 

motivar el concepto de medida cero. Como esta función es 

integrable. nos ha permitido plantear l& pregunla de si la 

inlegrabilidad permite "romper•• hasta lal punlo la continuidad. 

De ser afirmativas las respuestas a es&s pregunl&s, tendriamos un 

resultado todavía m.&s fuerl• que los anteriores, resullado que, 

una vez demostrado incluye a todos. Pues bien, resulta que si es 

posible demoslrar este resultado y, de hecho, constituye uno de 

los teoremas m.As fuertes y mi.s Ut..iles para garanli zar la 

integrabilidad de una función: 

Tu'IMTIA. (!8) Se.1. /:Ca,bl ----. ~ acolada, entonces f es 

integrable si y sólo s1 sus discont1nuidades 

pueden ser encerradas en un número numerable de 

int..ervalos, con suma de longitudes t.an pequena 

como queramos, es decir. si y sólo si su conjunto 

de discontinuidades tiene medida cero. 
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L.a demost.rac16n del t.eorema no la incluimos aqui dado que 

requiere del manejo de algunos resultados que trascienden el 

m.at.er1al que hemos desarrollado. 

fl. nal rr.ent.e. si al ter amos una func1 ón f i nt.egr abl e en un 

conjunto de contenido cero. la integral no se altera. Caf1rmac1on 

qua d•mos~rarell\CI& en el c1guianla ~eorema.), paro, s1 la all~ramos 

en un conjuto de medida cero, no podemos concluir lo r.usmo. 

CeJerc1c10 para el lector. Encontrar una función que sea 

i nleg:rable. de tal manera que al al lerarla en un conjunt.o de 

medida cero. la función que resulte ya no sea int.egrable). 

Teorema Cl9) Si f es inlegrable en (a,bl y f = 6 exc:epto en 

un conjunto de contenido cero. entonces 6 es 

integrable en [a,bl y 

b b 
JI = J ,, 

a a 

Antes de pasar a la demoslraci6n del teorema anterior. 

demostraremos el siguiente resultado. 

Lema Cl8) Si A es un subconjunto de (P. y A tiene contenido 

cero, entonces el conjunto de puntos de acumulación 

de A tiene contenido cero. 

O.most.rii.ción. 

Sea A' el conjunto de puntos de acumulaci6n de A. Como A es 

de contenido cero, entonces V & > O 3 interva.los 1 •• 1
2

, ••• ,I" 

n 

t.l'Lles que A,;; U l y 
\:f. 

Tomemos el inlervalo I L cerrado l=t.. z •...• n 

n 

supongamos que A' $ U I, ... 
Sea x

0
e A' tal que x

0
tl! r, 'Y ,:s.z •... •" 

I: ICI ) < & 

L:f. " 

Tomemos el minimo de las dislancias de x
0 

a los exlremos de 

1, \.=1.z •... ,n; sea r > O tal distancia. Construimos la 
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por tanto x
0 

no es punlo de acumu1Aci6n de A. Cont.radiccién. x
0 

lo t.omamos en A'. 

Por tanto 

A' tiene contenido cero. 

EJercicio para el lector: demost.rar que si dos conjunLos 

en .los reales tienen contenido cero entonces la un16n de ellos 

t.&mb1•n tiene contenido cero. 

Demost.raci6n del teorema. C19) 

Sea h = f - 6· querernos demostrar que /\ es integrable en 

ca.bl. 

Sea A el conjunto de cont.en1do cero en [a,bl, donde f y ~ 

dirieren, entonces 

h = o si X .. A y 

h +o si X e A. 

Sean, A' el COOJUnt.o de puntos de acumulación de A. y 

e . A u A' ce es de cont•nido cero) . 

Sea " o e [a,bl tal que X o 
., c. entonces 3 ,. > o tal que 

rrcxo) ne ~ o (segun el lema anterior) 

Entonces hCx.) •O V x e "Y Cx ), 
... o 

Por tanto h es continua en x
0

, y comci C es de contenido 

cero. •nlonces h es a lo ~s d1scont.inua •n un conjunto d• 

contenido c•ro. 

Por tanto hes integrable en Ca.bJ. 

S1 h = f - 6 y f y h son integrables. entonces e • f - h. 

Por tanto ~ vs l.nl.grabl•. 

b 
-Ejercicio para el lector: demostrar qu• f h ~ O, 

a 
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Para moslrar la. fuerza del l.eorema C18J .1.nal1e:emos algunos 

•J•mplos. 

1) En el e:ap1t.ulo II ,demostramos que s1 una función es 

mónolona, es inlegrabla. Según el teorema anterior. si una función 

es m6not.ona en el intervalo [a,bl, su conJ un lo de 

discont.inuidades necesariamente t.1ane medida cero. 

2) Sean a< e < b, fes 1nle9rable en Ca,b) s1 y solo si f 
es int..egrable en Ca.el y Cc,bl. 

Si A es el conjunt.o de disconlinuidades de en Ca,bl, 

B " 

e .. 
" Ca.el y 

" lc,bl, 

enlences, como B S A, C S A y A es cubiert.o con un nümero 

numerable de vecindades con suma de longi ludes t.an chica como 

queramos, lant..o B como C son cubiertos por ésas mismas vecindades. 

As! que 9 y e t..i•n•n medida 

enlences fes inlegrable en Ca.el y en Cc.bl. 

A.hora si / es int.egrable en (a.el y en (c.bl enlone:es B y C 

llenen medida cero, es decir para & > O exislen intervalos 

I,.1
2 

••• e I~,t~ ... tales que 
., ., 

B S Uh con I: lCil) < ¡. 
l•& 

., 
y e s U 1: con 

& . 
., 

Llamemos T 
1 
= U I \ y 

... 
., 

T = U I' 
1 ~:' l 

El conjunlo de discont..inuidades de f en Ca,bl no 

necesariament.e es igual a la uniQn de By c. ya que al "pegar" los 

intervalos Ca.el y (c,bl. puede aparecer una nueva disconlinuidad 

en C. 

Suponoamos que / es discontinua en c Csi / no lo es. no hay 

nada que hacer). Enlences con una vecindad de radio &/4 y cenlro 
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en e ?',,...ce) cubrimos a. c. Asi, el conjunlo de discontinuidad de 

/en [a,bl es cubiert.o por 

T, u Ta U ~&/•Ce) ~ T y entonces 

11) "' 

lCTI ~ lCT,) + lCT1 ) + lC'Y,/
4

CcJ:> = I:lCl'-) + I:lCI:J +: 
a.si que 

de donde 

lCT:> ( !. • 
len < c. 

!. + & 
• i" 

\ =• \ s 1 

Por lant.o A tiene medida cero y .por el t.eorema ant.erior. / 

es int.eqrable en Ca.bl. 

3) Si /y 6 son int.egrables en (a,bl, ent.onc•s 

iiD e~ ) ; 6 + o V x • ta,bl 

son int.egrables en la,bl. 

Analizaremos sólo el primer inciso, ya que el razonami.enlo 

para los ot.ros casos es similar. 

Sean A el conjunt.o de discont.inuidades de/ en (a,bl, 

B " 6 en ta,bl, 

Y e .. " / + 6 •n ta,bl 

En los punt.os donde f y 6 son cont..iuas. f +'también lo es;. 

pero en los punt.os donde f y 1 son discontinuas puede suceder que 

la suma sea continua, asi que 

C s; A u B. 

Según el teorema ant..er1or. como / y 6 son int..egrables en 

(a,b), tant..o A como 8 t..ienen medida cero. Asi el conjunto A u B 

es cubierto con un núrn11ro numerable de vecindades con suma de 

longit.udes lan pvuqena como queramos Clas que cubren al conjunto A 

y las que cubren al conjunto 8), por t.ant.o C t.iene medida cero, y, 

según el t.eorema ant.erior. f + 6 es inl9Qrabl• en (a,bl. 
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CAPITULO IV 

~ FUNDAMENTAL !<fil. ~ 

En e~t.e capitulo mostraremos la relación que existe entre, el 

proceso al limit.e para la derivac:J.On y el proceso .al limit.e para 

la inlegracion. conceptos que aparentemente no estan relacionados 

enlre si, pero resul t.a. que se pueden considerar como procesos 

l nversos. 

En la mayorla de los text..os de Calculo, se opta por utilizar 

es~e teorema para la resolución de diversos problemas, lo cual es 

muy importante. pues ello muestra el carácter fundamental que éste 

~iene; s1n embargo. dedican poco espacio al análisis del teorema 

•n. si. 

En este capitulo esl~diaremos con más detalle el desarollo a 

trav•s del cual es enunciado este teorema. 

4.r Sea /: [ a,bl--.. Di:: int..tt9ra.ble. 

Con base en la función /,podemos construir una nueva función F a 

lr&vés d• la stguiente regla de correspondencia: 

FC ><) = r I 

" 
donde o es una cons~an~e fij~ en ta.bl y x •s c~•lquiar valor en 

" [a,bl. Para cada. x e ta.bJ, J' / det.erm.ina uno y solo un valor; 

" 
de esla forma F:[a.bl___.. ~ es efectivamente una función. A esta 

función se le llama "inlegral con l1m.1.te superior variable" o 

'"int.eg:ra.l indefinida" de- lA función ¡. 

Veamos algunos ejemplos 
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Efemp!o (t) 

Sea /(xj = e t; > o 
X 

Si x < a entonces FCx) I' 

es nv9ativa. ya que el ~rea que hay 

en el rect..lngulo, cuya base m.1de 

Cx-o.). menor que cer-o y l<t. al t.ura 

e pos¡ t1 va. l"&sul la con signo 

negativo, fig.C114). 

51 x > o entonces f"Cx) es posil1va, y.?J que es el At"ea del 

rectángulo cuya base mide Cx-a). y allura e, Cambas ma9nitudes con 

s:i gno post Li vo). 

Asi, para. cada x e [a,bl. podemos calcular I f y obtener 

F''"''· 
~Córno resulta ser FCx)?. 

Si lo1M.rnos x a la d•r•ch& de a obtenemos un recl&ngulo cuya 

ba.se lnide <:x-a) y de alt.ura e; enlences el ~r•• de ost..ao 

r.ct¿ngulo. para c•da x • lo,bl, •sta.rA dad~ por Cx-o.:>c = xc - ac, 

de lo cual podemos concluir •ntone.es; quo el .ir•a es l2r..QR2tC1onal 

a. la v•ri .. bl• x. 

Si x est.~ a la i:tquterd& d• a obt.eneJnos exac:t..amen'l..e La. m.iSJM. 

•xpresi6n excepto que Cx-cü .,. un valor n9Q1Alivo. 

De est.a manera. la gri.f'ica. de l& función FCx::> es una linea 

" reecLa~ ~demAs eorno. ant.erio~ment• vtmos. f / = O, •si qu• dicha 

" 
recta pasa por Ca.0).Cf1g.Cl1~)), 

flq.C uo) 
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l:J•mplo CZ:>. 

Tomemos ahora una función / positiva y creciente. 

ccr111. c11B:>). 

fig.(118) 

,!.COmo sera el comport..anu.enlo de la función FCx)?. 

Sabemos que FCa) = O; en la medida en que x se aleja de o 

hacia la derecha. el area bajo la gráf1ca de la función se va 

incrementando, lo cual qu1ere decir que la función FCx) crece.Si x 

es mf!nor que Ct ent.onces el valor de la integral de la función f 

desde a hast..a x es negat.ivo y enlre mas a la izquierda de a esté 

x. menor ser& el valor de la inlegrAl. 

Concluimos, e:itonces que. la función FCx) es creciente en 

[a,bl. 

l:jemplo (3) 

r!g.(117)). 

Si ahora f es posi li va y dec• .. ecienle 

fig. (U?) 

,,:,En esle caso cómo es FCx)?. 

Como en el ejemplo anterior, al variar x a la derecha de a, 

el ~rea bajo la gr&fica de la función / se va incrementando; si x 

esta a la izquierda de a el valor de la. integral desde o hast.a x 

•S neg~livo, y ent.re mls se .aleje d• o:. mas pequef'fo ser~ el 

valor. Lo cua.l indica que, en est.e caso.la función F'Cx) t.ambién 
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~De qué manera crece F' en uno y olro caso? . 

.:>Podemos det.err.unar el comporl.lnuent.o de F a partir del 

comporlamtenlo d• /?, 

Retornemos al ejemplo Cz) 

IÁ 
+AW 

' z ... 
fig.C1u) 

Tmemos los 1nlervalos tx
1
,x

2
l y Cx

1
,x

4
l dw 1gual lonCJ1lud 

Cfig.C118)) como la funciOn /es crecient.e, las diferencias 

F'Cx,) - FCx•) y F'Cx
2

) - FCx
1

) son t.al es que: 

FCx ) - FCx ) > FCx ) - FCx ) 
• • - a ' 

Como FCx
4

) - FCx•) es el ~rea bajo la gr.if1ca de la función f 

desde x• hast.& x, y FCx
2

) - FCx
1

) es el ir•• bajo la gr•fica 

desde x, hasta x
1

; podemos decir.ent.onces.que para int..•rvalos 

de la nU.sma longitud, por peque"os que s•&n, el que est.4 m.A.s a l• 

derecha det.ermina ~yor •rea b•jo la gr.lfica de la runci6n /. 

Est.o quiere decir. no sólo, que Fes crecient.e 00 10 cual queda 

g&rant.iz&do por el simple hecho de que / sea positiva- sino que F 

crece m4s r•pido conforme x se ~lej& m.t.s de o, es decir que su 

gr•rtca es como en la f'ig.C11Q) y no como en la fig.(120). 

fig. ( l lP) fig.Cuo) 

Si / es como en el ejemplo Ca). usando un ra:onamient.o 

anAlogo al anterior. llegamoa a que el intervalo que est.A rU.s a la 
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derecha deterr-min& menos i.rea. bajo la grAflC.ól. de la función /; 

ttsto quiere decir que F crece más lento conforme x se ale;a de 

a.por lo cual l~ gr4fica de Fes como se tluslr« en la f1g.ClGOJ. 

E¡em.pto (4J Tornemos ahora / negat~va y cr&ciente Cfig.C1Gl)J. 

V 
fiQ. ( IJ'I) 

~Cómo resulta ser F? 

La inleor,1,l desde Q has~a x delermina un valor negativo para 

cada x en el intervalo (a.bl; eslo quiere decir. entonces. que la 

func10n Fes neg&ttva. 

Conforme x se aleja de a. el Area. bajo l.a gr-ifica de f se 

increment..a; pero como f es neQat.iv01. el Ar•a que result..a desde 

~ hasta x tendrA asignado un valor negativo. Eslo quier• dftCir que 

entre m.\s se aleje x de "• m&s pequef'fo serJi. el valor de l& 

inl.gr.ól.l: esto indlca que la runct6n Fes decr.-cienl•. 

tJ~mpto (5> Consideremos una función f ~•Qaltva y d~rftCienl• 

Ctig.Cl2a)). 

fig. e uzJ 

Si ret.oma.mos un razonamiento .análogo al del ejemplo 

Anterior, aqui l• runción F ~~Jnbién resulla dec~.uciante. 

Igual que en los ca.sos anteriores .,>de qtJé- ma.nera. decrece F' 

en uno y otro caso?. 
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~etome::ios e! ra=onam.ientc que :..:!..:.l.:.=amcs para di.ferer.clar e! 

CCmf::ortar.uent.:i de F en los ejemplos Cz) y Cs); si la función es 

cofr.':> la. del e;em¡:.!c (,), sucede que el intervalo que está más a la 

dere::t-.a delÉ:orn;J.nar menor a.rea Ccon signo neg<tl..1.VO). Lo cual 

quiere dec.:.r ::;•.Je la func10n F, ccnforme se a.le;e de Cl, 

de-:recer-a r....;.s lentamente, esto .:.ndi.ca que su grá.f1ca es como en la 

f1g.C123J y no como eri la f1g.Cl2.4). 

f1g. e 121; 

Si f es como en el eJemplo C~). el inlervalo que est.a mAs a 

la derecha det.erminart mayor area Ctambi.én con s1gno ne9alivo); 

lo cual quiere decir que la. func10n F.conforme x se aleje de a, 

ira decreciendo ma.s rApido. y su 9r&f1ca sera como en la fig.C124J 

E";ernplo Ct3J Si f crece de cualqu1•ra d• las dos maneras 

ilustra.das el las f1gl.iras.C125J y C126), 

fig.C&z~) f1q.C uc:s) 

F crece como en la figura 127, de modo que ahi no se refleja 

la manera de crecer de f, 
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O bien. si I decrece rle alguna de las dos maneras descr1las 

por las figuras 128 o 12Q 

fig. e .u•) 

li~ . 
~ 

fig.C&ZP) 

eslas formas en que / decrece. no se reflejan en la gráfica de F. 

pues en ambos casos su graf1ca resultara como en la fig.C130) 

f1g.C&10) 

t1ernpLo C7) Si f es d1scont1nua en un punt.o e int.egrable 

Cf.l.q. (131)) 

~Cómo result.a ser F?. 

I~/ 
Jt--+_ 

o 

fig.Ct!11) 

Recordemos que un segmento de rect.a no aport.'a area~ as1 

que como la función / es discont.inua sólo en x
0

, el comporlamient.o 

de la correspondiente función F ser~ exactament.e igual al 

comporlamient.o de lA función Fl que result.arla si / fuese cont.inua 

en x
0

• Y de acuerdo a los eJttmJJlos anleriores, podemos conocer su 

c.omport.am.i ent.o. 
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S1 f t!ene \!na d1.si::or.t.1nu1dad esencial~ come se ilustra en la. 

f19. Cl32). ~come es F?. 

k.i=_' 
o 

f19. e iaz) 

Podemos conocer el ccmportanuenlo de F a la izquierda y a la 

derecha de x
0

, rel-omandc los ejemplos anleriores. El problema 

estarla en lodo caso. en x
0

• Si lomamos una vecindad con cen~ro en 

x
0

• el segmento de vec1ndad que esl• a. la derecha. de x
0

• 

det.ermin.a l'lt.\yor área. baJo la grafica de la íunc10n / que el 

seqm9nlo a la 1zqu1•rda. 

fi9.C11a) 

T.ambien sucede que, en l.t. medidA en que el r.adi.o de Ja 

vecindad t.i~nd& .a cero. •~s •re&s, la del lado derecho y la del 

tzquierdo. t.1end•n a cero; de •qui que podal!IOS eonclu1r dos cosas: 

i) L& función F es cont.inua •n x
0

• • ~l) en x
0

hay un c~mbio brusco 
en l& r.ap1dez de crecimiento del j,rea.. Por lo tanto es de 

esperarse que l.& func10n F t.eno.a un •·p1co" en x
0

• d• donde podemos 

concluir que Fes como en la íig.C13,). 

~ o Q )(º 

r1 9. e.••' 
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En t.odos los ejemplos en que hemos anali=aC..::i el 

comport..anuent.o de la función F. podemos observar que. la var1.J.c.1ón 

del área bajo la grA!ica de f siempre puede hacerse lan pequef'\a 

como queramos, con tan sólo hacer suf1c1enlemente pequef"ía. la. 

var1ac1ón de x; dicho de otra manera. s1 hacemos una var1aci6n 

muy pequena de x. el área bajo la gráf1ca de J sufre lamb1én una 

pequef'\a variación~ eslo quiere decir, 1nt..u1livamenLe, que la 

funcl.ón F es conl1nua, independ1enlemenle de cómo sea la función 

f, bast..a con que esl• ult.1rna sea lnlegrable. 

As1 s1 f fuese una función de la forma: 

~1i 1 1 

o 
F 

flg.Cus) 

Una observación !U..s sobre la int..erpret..ación geom8t..rica de F. 

~Quft pasa si t..omaJnOS a, y ª• dislint..os, para la misma función /?; 

es decir ~qu• relación guardan 

Fa Cx) • ¡" / y 
• a • 

F Cx) • ¡" / ?. 

"• ª• 

f1g. (' l.S) 
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Fea• y F
01 

son 

lrasladada respeclo 

e sene 1 al mente 1 gual es. s61 o que una esta 

la ot.ra. dec1r, d1fieren una 

constante . .::,Cuh.l es esa conslante?. 

Ce la fig. C135) se observa que la constante la cual 

dl f l eren las func1ones F °' y F' o. es precisamente el área que hay 
' z 

bajo de la func16n f entre a, y o.
1

• 

fig.C111) 
br-2' 

f1g.Cue) 

U razon de crecimiento del A.rea b&JO /,en cada punlo.es 

independiente de la elección de a, por lo t.ant.o el comport.am.1 ent.o 

de Fes el mismo. excepto por la t.r&slaci6n. 

Formal mente: 

X ªa 
F <> CxJ • f I • f I 

' " a ' ' 

a C • F Cx) 

"'• 
De esta m.&ner.a. no es det.erminante si se elioeuna u otra. para 

definir Fo lo usu•l •• t.oinar a • a. 

Tt4'1.UrLQ. ceo) Sea /: Ca,bJ __..... IR inteQrable, entonces la 

funciOn F:Ca,bl ________,. ~ def1n1da por 

FCx) •¡xi es continua en Ca,bl. 
a 

Demostración. 

Queremos demostrar que Fes continua en x
0 

V x
0 

e Ca.bl; es 

d•eir que 

V ~ > O !!t 6cc> > O tal que. V x E (a,bl, si ¡x -xQI < ó, 

entonces 
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Sea ,; > o. 
X 

IFCx) - FCx
0

) 1 J f 
"• 

fig.(1•P) 

Como estamos trabajando con la función f integrable, partimos 

de que la función es acotada, entonces !JI también lo es. 

Es d9Cir, 1 M > O ~~l que 111 ~ M V x e !a,bl 

•nt.onc:es 

111 

fig. e u.o) 

El ire& del rec-t...lngulo, de base Cx
0

.xl y altura M. es mayor 

que •l Area. b&Jo la grAfic& de J desde x
0 

hasta x. 

Si x < x
0 

sucede que, 

X X
0 

X 

J ; ~ J 11 I ~ J ~ ~ HC><
0 
-x) 

X X X 

Asi que 

y entonces 

Si el oogi mos 6<&1 " ii O ent..onces V x e ta,bl si 

159 



\x -x
0

\ < 6 en\.onces \FCx) - FCx
0
)\ ~ H\x -x

0 
\ ( H 

& 

" M = 

De modo que \FCx) -FCx
0

) \ < e y por lanlo 

F es cont.inua en X 
o 

Hemos demostrado que F siempre es continua con tan solo pedir 

que la función / sea integrable. Sin embargo. observemos que si f 
es integrable pero discontinua en algun punto x

0 

ejemplo con d1sconlinuidad de brinco (figura 141) 

[a,bl, por 

La rapidez con la que crece el Area bajo f sufre un cambio 

brusco en x.; est.o qu1ere decir que. l& derivada de F par la 

izquierda es dist.int.a a la deriva.da de F por la derecha en x
0

; 

es decir,F no es derivable •n x
0 

y por lant.o su gr~fica t.iene un 

.. pico" en x
0

• fig.C142) 

LJ F 

fig.Ct•I) 

Veamos ahora qu6 sucede si el lipa de discontinuidad d• / es 

r•movible.Cfigura 143) 

e±=' 
a Xo 

flg.Ctu) 
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La rapidez de crecimienlo del área bajo la func16n f no se altera 

bruscamente an x
0

• esto qu1ere de~ir que la de~ivada de F existe 

en x
0

, C!'i9ura 144) 

fig. ' ... ,, 

Es de esperarse, entonces, que s1 f es continua en x
0 

F sea 

derivable en x
0

: es decir. s1 no hay cambios bruscos en la 

variación de la función f no habrA cambios bruscos en la rapidez 

de variación del &rea. 

Veamos. entonces. qu6 relación guard~n f y F 

J~' 
fig.Ctc:s) 

Si x y x
0 

están en el dominio de /. y x
0 
< x • la diferencia 

FCx) - FCx
0

) ser• pr.c:isamenle el •rea bajo la gr•fica de /. entre 

Xº y x. Cfi¡¡,(U), 

Si x y x
0 

estan suficientemente cercanos, el Area bajo la 

curva .es casi iqual al área del rect.\ngulo cuya base mide Cx - x
0

) 

y altura /Cx
0

)¡ •slo es: 

As1 que ::: /Cx
0

) •••••••••••••••••••• CD 
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Veamos ahora en la gráfica de F, CfiQura 146) 

" o 
r1g.c1.o) 

La pendiente de la rect.a secante que pasa por Cx
0

,FCx
0
)) y 

Cx.FCx)) es casi 1gual a la pendiente de la recta tangente en 

Cx
0

,FCx
0
)),Csi x y x

0 
estan suf1c1entemenle cerca). 

Asi que 
FCxJ - FCx

0
) 

xo ~ F''Cx
0

) ................. Cll) 

Tanto en la reldc16n Cl) comoen Ja Cll) la 1gualdad se logra 

en el lim.i le cu.ando x liend• a "o• por lo t.ant.o es de esper~u·se 

que~ 

Por tanto 

La rapide:: con que la función F' crece.vista en su propia 

gr.tfica, corresponde a 11. incl1naci6n de larect.a t.angent.e; pero 

vista •n la grifica de /,corresponde a qué tan rApido se 

incrementa el Area bajo /, y esto depende de los valores de /Cx). 

Pues b1én, éste es el l•r Tieorema Fundamental d•l CAlculo 

7u'l.Cm4 C2t) Cler. T.orema. Fundi1.rnenlal del Ci.lculo) 

Sea /:[a,bl------t> R, integrable en Ca,bl y 

cont.inu& en x
0

• entonces 1& función F:Ca,bl-------. ~ 

d&fi ni da por FC .x) = Jxt es deri v&ble en x
0 

y .. 

Antes de pi1.sar a la demostración de · est.e teorema es 

1152 



convenient.e hacer la s1guienle observación: Hemcis definido FCx) 

X 

como J /, la .. x'' indica el lirnit..e superior de 1ntegrac1on.Y, 
a 

por tanto, la var1able de int.egrac16n debe variar desde a hasta x, 

En consecuenc1 a, neces1 t. amos i nt.roduc1 r otra literal para 

referirnos a ella, y un simbolo que nos lnd1que que estamos 

integrando :-espec:to a esa variable. Elegiremos t la li leral 

que representa la variable de 1ntegrac:ión, obteniendo 

X 

l'Cx) f /C Ddt. 
a 

<En este e.aso dt es el simbolo que indica que est.amos 

integrando resp.cto de (). 

Damost.ración. 

Sea x
0 

e (a,bl. consideremos primero ~l caso en que x ~ x
0

• 

x • Ca.bJ. 

sean: 

ent..onces 

y 

X 

FCx) - FCx
0

) = J /C t)dt 
a 

HhC/) • sup</CD; e Cx
0
.xl Cx

0
,x

0
+hl> 

X 

•hC/)Cx -x
0

) ~ J /CDd! 
X 

~ HhC/)Cx -xo) 

o 

~t"r-W 
0 X

0 
X 

fi11. e .. ,, 

X 

JI 
X 

o 
ahC/) ~ < H C/) 

X - Xo - h 

corno / es continua en x
0
ent.onces 
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l1m H.,5f) =- 11m m..,Cf) = /Cx
0

) 

X-.ll X--tX 
o o 

(este resultado lo demosLraremos en un s1guie~te lema). 

Haciendo un an6lls1s s1tn.ilar para el caso en que x < xQ. 

tenemos que 

por- lo t.anto. eXJ.st..a lim FCx) - F"C.< 0 ) = /Cx
0

) 

X-Xo - Xo 

de donde concluimos que 

L~ma Ct9J Sea f una funcion acolada en 'Y Cx ) , sean 
" o 

M.._C/) .= sup<JCx): x e [x
0 

- n,x
0 

+ h)). con O ( h < a. 

Si / es cont1hua en x 0 , entonces 

lim • ... (/) =- lim MhC/) e /Cx
0

::> 
h-o h-o 

Demostraremos sola.mente que 

demostrac16n de que 11m HhC/) = /CxQ) es an•loga 
h-.o 

ya q\Je la 

Supongamos que lim •hC/) 
h-0 

no exisle o lim M"C f) + fCx
0
), 

•-o 
entonces en cualquiera de los dos casos podemos aílrmar que~ 

~ e.> O lal que V 6 > O ~ h6 < 6 l&l que "'t.
6
C/) ~ fCx

0
) - &

0 

Cpues de ot.r-a forma el lim •.,,CJ) ex.isliria y seria igual a /Cx
0
)) 

h--+O 
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Si 

si 

y ~1 

~s corno: 

e 
o entonces para a XnE lx - h X + h 1 ~al que z o n o n 

e 
o 

"\, C/) ~ /Cxn) < "'hn e,, + .. 
n 

e 
de donde /Cxn) < 1\-.n C/) + ~ ~ /Cx

0
) y 

esto implica que (/Cxn)) -.·~ /Cx
0

) ~ pues fes continua en x
0

• 

Un• vez demostrado est.e lema. queda complelamenla demostrado 

el primer Teorema. Fundamental del CAlculo. Ahora podemos 

•slableeer el siguiente corolario del teorema.. 

Corolarto (4) Sea/: Ca.b)----. CR. cont.inua en (a.bJ. 

Entonces F:la.bl-----+ ~ deCinida por 

X 

FCx) = J /Ct)dt es derivable en Ca.bl y 
a 

F"'Cx) = /Cx) V X E [a,bl. 
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El siQu1ente eJemplo.muestra que la continuidad de la 

función f es una cond1c¡ón. SUFICIENTE, ¡:.ero no necesar1a. para 

garat1t1zar la. der1v.ab.:.lidad de la funci6n F en .A
0

.CCosa que ya 

dlscul1mos ampl1amente). 

EJemplo (8) 

Sea. /: {O. l l----+ tP. 

/Cx) • {1 si 

o si 

X + i-
' X • . 

dada por 

J l . ..... 
E:n t.&l ca.so 

fig. ( 14P) 

X 

FCx) = J /CDd< = x 
o VLx e [0,1J, ~.ig .. '150) 

¡ F 

¡ 
1 

o 1 

fig. (a SO) 

Fes derivable V x E (0,1). 

a.si que 

f 

Sin embargo. no se cumple la seounda conclusión del T.F.C.-la. 

pa.rt.e. pues como FºCx) • 1 V x E tO.ll. est.o implica en 

parLicular que: FºC1/:t.) 0 1. mient.ras que /C1/1) :e O. 

Por t.anlo F'Cs,..z) + /C<t'<) 

Asi pues. el ler. Teorema Fundament.al del ~lculo establece 

que. si lomamos una función continua y la inleQr&mos. •l derivar 

la función resullant..e regr•samos ~ la función original . .:.Ocurrir.a 

lo mismo si primero derivamos una func:i6n y luego la .i.flt.egramos'?, 

~volvemos a l~ fune1ón or1ginal también?, veamos. 
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Sea ~una función derivable. f1g.Ct52) 

a b 

r19. e ,~,J 

la derivada de 6 será de la forma sigu1enle. 

" o 
l - l l 

fig. C l~ZJ 

Tomemos una parlición de C a,bl. si 6' es int.eorable Cpor 

ejemplo, si es conlinua) lenemos que, Cfig. C152.)). 

b n 

f 6':: .I: 6'Cx\.) Cxl- x\._
1

) 
a l• l 

donde la igualdad se cumple en el 11m.ile. 

Pero, ~qué refleja esla sumaloria en la grAfica de la función 

16 original?, 

1'Cx\) es la pendienle de la rect.a lange~t.e en x,. Si 16' es 

una función conlinua, y el inlervalo C x\.-, ,xi. l es pequef"lo, es la 

pendienle sera muy parecida a la pendienle de l.a. secanle a la 

gri.fica en los punlos Cxl-a ~x\_ 1 )), Cxi. ,d"(x,)), Cfig.CH34)), 

r10. e,~ .. , 

d• ah1 que 
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por lo t.ant..o 

.. E 8•cx") cx,-x'--•':: tC~x.) - a<x¡_,,, 
"., 1 ••• 

~/~;::: - ;:::} ,,Cb) -t<(a) 

:o X K X X~ ... 'ir<xz) 6'<-",' 
i z 1 x. ... ... d'(x

1
:> - s<.x

0
) 

fig. e,,,, 
b 

f 6' :: t<(b) - ,,Ca) 
a 

(Usual menle Se denolA ,,C b) - 6( a) • ,,C X) 1: 
Mis adelante. demostraremos que se cumple la igualdad en la 

rel&e16n ant.erior. 

S1 ¿hora. en lugar de lomar b tom.mos cualqute~ punto 

X E [a,bJ, lendri&tnoS que 

X 

f 6' • IJ(x) - ,,Ca) 
a 

" Le. ,,Cx) • f 6' +,,Ca). 
a 

Es decir qu.,.. efect..ivamente. si tenemos una función 

(derivable y cuya derivada sea continua) y la derivamos, si luego 

la integrarnos otra vez r99res.amos a. la función or1g1nal 

esencialmente Csumándole un~ constante, si 6(.aJ vale cero. se 

obt.i•n• la iguald&d sin sumar n&d•). 

Pues bi én; es t.. a es l.a idea del se-gu~do Teorema Fund~ment.a1 

del C.Uculo. 

Si revisamos con cuidado lo que acab~mcis de hacer.nos daremos 
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cuenta que si la funci6n g' es continua. entonces esle resultado 

se conv1ert.e en un corolario de la la. parle del Teorema 

Fundamental del Cálculo. El cual enunciamos de la s1gu1enle 

in.a.ner.a. 

Corolarlo C5> 

Oemost.rac16n. 

Sea /:[a,bl~ ~ continua en [a,bl, 

cualquier función 

derivable, t.al que 6' C x) = /C x) V X E (a, b l 

b 
ent.onces J / = 6' b) - e< a.) • 

a 

Usando la 1a. parle del Teorema Fundamonlal del CA.lculo 

Cla. T. F. C.), tenemos que F'Cx) e: /Cx), y por hipot.esis 

~."Cx) • /Cx), ent.onces F'Cx) = tf'Cx) V x E la,bl. 

Sa.bemcis que, si dos funciones tienen igual su derivada 

•nt.onces dichas funciones difieren por una conslant.e, de ahi que, 

FCx) = 6'x) + C, e const.ant.e 

si evaluamos F en a: 

por un lado 
a 

FCa.) • JI • o 
a 

y por otro FCa.) • s<a.:i + e 

por t.ant.o e • - s<.:J 

o.si FCx) ~ tl<x) - s<a.:i 

Si evaluamos ahora la función F en b obt.enemos 

b 
FCb) e JI e tl<b) - s<a.:i 

a 

b 
Por t.anlo J 1 • tl<b) - s<a.:i. 

a 
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b 
rCb) f i l!(b) - "'ª' 

Q 

Regresemos a. la idea que hemos desarroll•do para establecer 

el segundo Teorem.a. Fundamental del C~lculo C2do. T.F.C.). 

Hemos ped1do que la func16n 6º se.1. continua, s1n embargo.el 

rosult.a.do ant.erlor se cumple con lan solo pedir quo tr' 

integrable, cuestión que se puede mostrar con el siguiente 

razonam.J.anlo. 

S1 en lugar de seguir el razona.nuenlo anterior.hacemos uso 

del Teorema. del Valor Medio pad.a la C.rivada CT. V.M. -D.) •n al 

intervalo (x~ .x\ .. , l; en la gr.iflCoil. d• 6 veríamos lo s1gui•nle, 

Cf1g. C156)). 

J 71 
X 

' -. {, 

fig.Ct!IO) 

y s.gün este leorem.a. CT.V.M.-0) 

da donde 

;~ 
ti 

X 

' 

Por et.ro lado, en la 9r.1fica de 6' ver1.1.mos lo sii;iuient.e 

Cfig. C157)). 

ti' 

r1g. e ,s1) 
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I> 
de donde JQ.tr•: ,~,itr·ce,:>cx, - x,_,::> 

y segan la igualdad Anterior 

b 
f6' I:Cl!<x,)-IJ(x,_,) .. , .. 

I> 
I $' ::: IJ{I>) - ll<<L> 

a. 

Asi. llegamos a.l mismo r-esul lado que en el caso ant.erior; 

sólo que aqui requerimos de que tr•sea inlegrable. ademas.de las 

hip6t.es1s del CT.V.H.-0.). para lo cual se necesita que ti sea 

del"ivable en el J.nt..ervalo Cx,_,.x"") y cont.tnua en lx\._,.xi.l. 

Tornando en cuenta estas hip0tes1s el Zdo.T.F.C. quedaria enunciado 

d,• l• si.oui•nt.• maner. 

ru'U'.111A. (ZZ> Cedo. Teorema Fundarnent.,a.1 del C.lculo). 

Se.a /:Ca.bJ-----. ~ int.eorablu en Ca.bl 

se.a d! [a,bl-..+ fR': deriv.a.ble en ta.Ol. una. 

función t.al quo 

s" Cx) e: /Cx) 

•nt..onces 

V X e [a,bl 

t> 
JI• .,Cx)I~ # .,CI>) - .,Ca.). 

a 

en cada 1 nt.erva.lo ( x,_t. x\. J apl ic•unos el CT. V. H. -D.). entonces 

J ~\ E(xi._ 1 .l\) t..t.1 que 

de donde 6'C{~)Cx, - xi._,) :s 6(x,) - 6(x,_t) .•••.•....•.. CI) 

Par ot.ro lado si J es in~-orable en ta.bl entonces 
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Para cualquier fanul1a de valores inlerrned1os; elegimos 

para la cual ~satisface el T.V.M.-0 .. entonces 

Usando la relac1on CIJ t.enemos que 

b 

Ja6' = •Pi:.'.:.o ~~:~x~' - $'(x~_,)) 

lim C,,.Cb) - ,.Ca)) • !f(b) - !f(o.J 
IPl-O 

o b J I • "'X) 1 a • ,,.e b) - ,,.e aj 
a 

En las hip6t.es1s del edo. T.F.C., .::i?Or que pedir que f sea 

integrable?, si 6 es derl.vable en Ca,b1, ~no 

ta,bl aulomálicamenle?. 

6' inlegrableen 

La respuest.a en UQ.• pues ni siquiera t.iene por que ser 

acolada, por •Jemplo. 

Ej•mplo C~) 

Sea 6:[-1,11______, ~ 

• 
{ 

x
2 
sen. C 1 /X

2
) ; 

!f(x) 
o ; 

e es derivable en O y $'C0) ~ O. 

En efect..o 

,,Ch) - ir(O) 
lim = l im 

X+ 0 

X • Q 

= lim 
h __, o 

la tangenle a la gráfica de g en C0,0) es, por tanto el eje 

hor 1 zonlal. 

tr'Cx) 
{ 

2 • 2 • 
: C- ,,·x) cos Cs/x) + .,, ""n Cs/x) X + 0 

X • 0 



~ +o 
X =" 0 

tr'Cx) no es acotada en [-1,ll. 

La función 
z 

i/X por ser el argumento de la función 

seno.hace que las oscilaciones se hagan con mayor frecuencia cerca 

de cero.de hecho dada cualquier vecindad con cenlro en el or19en. 

hay una. tnrinid.a.d d& oscilaciones de la función sen C&./x
1); por 

otro lado la variable xz hace que la altura de dichas oscilaciones 

sea cada vez más pequef'la. aunque las pendientes de las rectas 

t..-.ngenles. carca. de cero v~rian mucho, t.•nlo que flntre mas cerca 

del cero tomemos a x, la vari•c16n de las pendientes es mayor. 

esto hace ~ua en muchos puntos de la gráfica, la rect.a tangente se 

Pa.re.zc.a cada. v•Z mas al eje y, lo c:ua.1 provoca qua 1 a funci 6n 

deriv~da Lgnga una discontinuidad infinita en caro. Cfig.C160)). 

fig.Ct!I•) 

Analicemos este ejemplo. de manera general . 

• 
{ 

x"' ...... c1nl1); 
6(x) 

o ; 
X+ 0 

X = 0 

.),Para qué valores de o: y (J 

una diseon~~nuidad en O?. 

la derivada de la función 6 tiene 

ier'C::O) = lim 
h __,o 

este limite eY.iste y es cero cuando or. > 1 

sen Cl) cuando a = 1 y ~ = O. 
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Por tanto, el linu te cuando X--+ o de tI' existe 

" ) y f1 < a-1 

Eest.o quiere decir que la func16n X "' " ' 1 ··.aplasta·• 

func1én sen (s,...~n)~ antes que esta osc1le muy r~p1 do. 

En el caso anterior cuando "' = 2 y (l = 2 

oscilaciones de la func16n sen C1/x 2J, al factor ' X 

Por tanto 6' es continua s1 a > 
y 6 'es d1sconl1nua Sl n ~ a-1. 

y (l ( <>-1 

.. ganan·· 

Sl 

.. la 

las 

Si rev1sa~s can cuidado la propia demoslrac16n que hicimos 

del 2do. T.F.C .• podemos observar que, tan sólo requerimos que la 

función 6 fuese tal que 6'= f en el intervalo abierto Ca,b); 

pues lo que hacemos es aplic&r el T.V.H.-0. los intervalos 

Cx~-··x~l de la parlic16n, siendo variables lodos los puntos x~ 

Cal variar la part.1c16n) excepto y X • a o 
aplicar el T. V.M. -D. tan sólo requerimos que 

el intervalo abiert.o Cx,_,.x,::> y conl1nua 

cerrado C x, _ 
1 

, x" ) , . V ' = l, z, ..• n. 

xn = b, y para 

f sea derivable en 

en el int.ervalo 

Es decir ~lobalmenle. bast.ar1a con que 6! (a,bl--t lR fuera 

continua en el inl&rvalo Ca,bl y deri.vable •n Ca,b), requiriendo 

ent.onces s6lo qu• j ... 6' en Ca,b). 

S1n embargo no eninc1amos con est.as h1pOtes1s el teorema, con 

el f1n de resallar la fuer<?.a que éste liene, y no desviar la 

atenc16n en estos aspectos, 

aspecto cent..ral. 

que son sacundar1os en r•lac16n al 

Observac1ónes al Teorema Fundamental del C:t.lculo. 

Globalment.e podemos resumlr lo analizado has•.a ahora de la 
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siguiente manera. 

El ler.T.F.C. establece que; si tenemos una función continua 

y l~ 1nleQramos, al derivar la función resullanle re9resamos a la 

función original. 

El edo. T.F.C. establece lo conlrar10, es dec1r, s1 primero 

der1vamos una func16n y luego la integramos volvemos (excepto por 

una constant.e) a la función original también. 

-Siempre que 2 funciones f y 11: D S IR' es ten 

relacionadas enlre s1 a través de 5'C:d = /Cx) V x E D, se dice 

que 6 es una ant1der!vada o pr1nut.1va de la función f en D. 

-De hecho, lo que establecen los teoremas, es la relación que 

exi.ste entre las primitivas de una función y la inlegral con 

11 m.1 le de i nlogr.a.c.i On v.ar i .abl e. 

-El primer T.F.C. plantea que si f es continua en Ca,bJ 

laCs) integralCes) Cpara cada cU con limite de int99raciOn 

variable, es una pr.inuliva de /. 

-El segundo T. F. C. plantea que s1 F es continua, derivable 

y F'Cx) = /Cx) V x E [a,b] entonces 

b b 
J f • FCxJ la 

a 

es decir que bajo estas hipótesis, la primitiva coincide con la 

inteoral, con limite de integración variable. 

Ahora bien: 

-No siempre la integral con limite de inleQraci6n variable de 

una función integrable cualquiera es la antiderivada de esa 

" función, CFCx) J / ) puede no siquier.a. derivable, por 
a 

ejemplo. 

EJemplo CIO). 

para O ~ x < l 
Sea /CxJ 

para l < x < 2 
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f1g.Cf1g.Cl'S9) 

'1 

o 
f.ig.Ca!Jp) 

/ es inlegrable y 

FCx) = {O 
X - 1 

cri 9 . c160)) 

o 
fig. e ioo) 

FCx) es continua en C0.2) 

f 

para 

par.a 

F" 

2 

F'Cx) no es derivable en !0,21, F'Cl) no ex.isle. 

-Incluso la inlegral con limile de integrac10n variable puede 

existir y ser derivable y su derivada no coincidir con la funciOn 

original. por ejemplo. 

Ejemplo Cll) 

Sea /: { 0, 1 J ----t [R dada pcr 

/(x) =e para 

para 
. 

" = • 
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f1g. e tot) 
J es 1n~egrable y 

FCx) =O V x 6 t0.11 

~-----·-·t~ F 

f1g.C1oz) 

F'Cx) es conlinua en l0,11 

F'Cx) derivable en C 0, 11 y 

F'Cx) + /Cx), ya que F'C1rz) + /C1rz) 

Al revés, F puede ser la anl1derivada de / sin coincidir con 

la inle9ral con 11rnile de 1nlegrac10n variable, pues esla puede ni 

siquiera ser acolada, por ejemplo. 

E:)e,,.pto C 12) 

Sea F•l-1,11----> ~ 

F'Cx) existe pero no es acolada en l-1,11. Esle ejemplo también 

ya lo analizamos ant.eriorment.e 

-De esle ejemplo. concluimos que hay funci6nes que no son 

continuas en ta,bl y sin embargo si lienen anliderivada. 

{ 

x 2sen e 1 /Xz) ~ 
FCx) = 

0 

x+o 

X = 0 
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{ 

z z C -2/x) cos C 1/x ) _+ zx sen C 1./x ) 
F''Cx) = 

o 

X+ 0 

X = 0 

F'Cx:, es d1scont1nua en O y FCx) es anliderivada de F'Cx). 

-Por úl t.i me: 

Ejemplo \13) 

Sean /, F:C0,11--------. ~definidas como 

y FCx) • {: 
para O < x < 1 

/Cx) = 
para x = 1 

Figuras C163) y C164) respect1vament.e. 

fig. e sen) 

F'Cx) = 1 para x e C0,1), 

F'Cl) no exist.e. 

b 
J f no la podemos calcular como: 

<2 

r1g. e'º'' 

FCb) - FCa), pues esto seria 

••. F"Cb) - F'Ca) = O. 

FCb) = O, FCaJ • O 

<.Z 

Teorema 9,!!, ~ Q!t Va.riabl• 

Para /:tR - [R 

Hay ocasiones en que r-esult.a muy complicado integrar una 

func10n .fCx), y que haciendo un camb10 de variable x = (JC.9) 

simpli.fica nol.a.blement.e c;,l problema.. 

Por eJemplo. 
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Sea f:[O,ll----+ ~tal que 

/Cx) ~ ~. 

para. ealcula.r 

podemcis hacer el siguiente cambio de variable 

x = sen e 

ont..onces 

~ = J 1 - sen' e = jcos e¡ 
e 1nlegrar la func16n coseno resulta mas sencillo que integrar la 

función /. deCinid• arriba .. 

El problema. es que al hacer este cambio de variable. ya no es 

la mism« !'ur.ciOn la c;:ue "st..arlamos J.nlagrando, (figuras 165 y 166) 

f /otr 
,.,._,. 

,- // 
/ /,. , ,.-_,_, 
/ / / / 

o 1 o 1 rt/2 a 
fi9. ( J.O!I) f'ig.Caoo) 

Resulta que al hacer esa substitución se simplifica el 

int.~r-a.ndo, pero oblendriamos algo dist.int.o al A.rea. original 

buscada. 

El problema que planteamos es ent.onces el siguiente. Al hacer 

el ca.tnblo de variable* .:,c6mo habrA que modificar el 1ntagrando y 

el int..ervalo de integración para que resulte el mismo valor en 

ambas integrales. Cen la original y en la transformada)?, 

El Teorema de Cambio de Variable proporciona la solución a 

este- problema. Su demoslrac16n es 1nmediala a part.ir d&l T. F. C .• 

por lo cual puede considerarse como un corolario da ést.e. 

Sin embargo antes de enunciar el Teorema de Cambio de 

Vari~ble. nos proponemos hacer un análisis geométrico. con el fin 

de ilust.rar lo que ocurre al modifica; el lnt.egrando y el 
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intervalo de inlegrac:1ón. Prefer11nos hacerlo de esLa manera ya que 

esto sentará las bases para entender posteriormente la 

9eneral1zac1ón de este teorema a funciones de varias var1ables. 

Sean: /:la,bl-----+ ~. 6:lo..(ll-ta,bl 

al variar e de ci a (1; x = (!(._8) varia de a a b, como se 

ilustra en las s1gu1entes figuras, C167) y C168) 

~,,.: -_:_:_:_- -) 
---~ 1 

1 ; ¡ 
o. 8 

r19. e 107) f1g.C1da) 

También 6 puede ser como en las figuras C169) Y C170) 

b 

a 

o 

----17:---!., 

----- ! 
! ¡ 

---! ¡ ¡ 
o" (1 

fig,CtoP) 

¡ b 

t 
t +n 
+ .•. na 

o 
fig,(170) 

(1 

Pero .,)quien es la nueva función cuya área ent..re o y (1 es 

igual al área de la función f entre a y b?. 

b 
f /Cx) dx s f? 

o. 

~Como obtener o y (i?, 

~Qt.Jé condiciones deberan cumplir?. 

Lo primero que debemos observar es que al hacer la 

Lransformac16n 6: [o,(11- [a,bl. el área que "barre"la función 

composici6n /o~ sobre el intervalo {o,~l es disLinla al área que 

barre la función f sobre el inl.ervalo Ca.bl. 
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/Cf1({T)) 

/Cif(c.J) 
b 

.. 
o a 

fig.Ca7t) 

Si comparamos el area bajo/ en Ca,bl, con el area bajo /og 

en (a,~l. en este caso, es inmediato que la segunda función abarca 

m.\s .ire'ft.. (fig.C117):>. 

Nuestro propósito, en~onces. es ver que relación existe enLre 

la integral de f en el rango de 6 y la integral de la composict6n 

en el dominl.o de ~· 

Sean: ~:ta.~l----+ [a,bl 

/:Ca,bl-----+ ~ y 

/oe:to,nl-----+ ~. 

supongamos que 6 es inyectiva 

sea P • <x
0
.xl,, .. • x~ > una partición en el rango de 6 <R6)~ es 

d.cir- en (a,Ol. 

La partjción P. induce una partición P' en {a.~l. 

sea P • = < t
0

.t.
1

, ••• ,tn ). 

Sea ( {k> una familia de valores intermedios, ~Ji:: e Cx.,_j,.xkl 

cuando 6 sea continua e 1nyectiva.Cfig.Cl7GJ. 
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;.; 
k 

l!<n,)=~.-

xk- t. 

(SCcL>=x =a 
o 

fig. C 17Z) 

Nos fijamos ahora en la función/, Cfig.C173)), 

---7:10· ¡ 1. ; ' ' • 1 

1 ¡ ¡ ¡ ¡ 

I 

! i l . . 
o 

/C{k)Cxk - xk._,) = /C6'n1w:))Cx., - xk_,), y 

xk ... xll--t = a<tlc.) - lf(lJc_ 1 ) 

pero d(tk) - s(tlc-t) :: tr'C1\)Ctk - tlc-t) 

Si nkcoincide con el valor para el cual 8 satisface el T.V.M.-0 
en el intervalo rxk_, .xkJ, ent.onces.. en la relación anterior- se 

cumple la igualdad. sea Tk dicho valor, entonces 

6'CTk)(t.k - ek-1) = ~t.k) - tf(tk-1) 

CSi la función ~· fuese c:ont.1nua. ent.onces 

suficient.ement.e pequef"'!os d"'C.Tk) ::,: e'Cr¡k)). 

para intervalos 

Como T._ es un valor para el cual se c:umple la igualdad 

anterior, tenemos que 
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por t..ant.o k~1./C{k)Cxk - xk-1.) =k~1./Ce(Tlr?' "''CTk)Ctk - tk-t) 

Si / y 6 son como en la fig.Ct74J 

b - -¡- - -

a 

-+- -
- _!_ -

1 / 
l / 

--~ ,; 

O a xk-i~kxk b Cl tk-1. Tk tk 

fig. e 1.7•) 

fo~ 

Por el comport.amient.o de 5; para los elementos de la pa~ci6n 
de [a.b) que se encuentran cerca de a. los correspondientes 

valores en la part.ici6n de [a,(ll estaran relat.ivament.e cercanos 

ent..re s1, y para los puntos de la partición de (a,bl que se 

encuenlran cerca de b. los correspondientes valores de la 

part..ici6n de ta./31 esla.ran alejados enlre si. Eslo quiere decir 

que el intervalo Cxk_,.xkl y el correspondiente [tk-1.'tkl no 

llenen por que ser de la misma longitud. 

El rectángulo cuya base es Cxk_,.xkl y altura /C(.k) y el 

rect..ingulo de base Ctk-1.'tkl y altura Cfo~)CTk).pueden ser de 

dist.int.a área. sus alluras son iguales.y las bases según lo 

anterior. pueden ser distintas. 

Esto sucede en cada uno de los rect.angulos generados por la 

partición de Ca,bl, y en los correspondientes de lo,nl. 

Como, la altura de los rectángulos correspondientes es la 

mlsma, la raz6n que hay entre sus A.reas. la podemos obtener a 

lravés del cociente de sus bases, es decir. 
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e< lk) - ¡!( 'k-•) 

l k - l k- l 

por t.anto. s1 mult.1plicamos 6'CTk) por el área del rectángulo 

que se encuentra ba.Ja la gráf1ca de la funci.6n /05, obtenemos el 

área del rectángulo que se encuentra baJo la gráfica de /. Y si. 

esto lo hacemos en todos los rectángulos obtenemos 

E /C{ JCx 
k:s l k k 

si f es continua en [e((>), e((l)l 

(1 

entonces 

e<m 
J I 

e<cL> 
e J C/od) d' 

" 
S1 ahora 6 no es inyectiva y 6:Ca.~l~ {a,bl, como en la 

Cfig.C175)), 

f / 

~--~ 

--!- = = = t~ ~ + - - - ¡ ---_:_ -_i 
i / ! l l 

e((l'J=C(1J - -!- - ;r- -¡- - ¡-
! / i 1 1 

-;¡'- -+ -¡---
, ! ! 

o e((l'J b " (I' 

fig. e 17~' 

(1 
si la ultima integral fuese igual a J C/06) 6' • la fórmula 

" 
anterior también aqu1 se cumplirla. 

Si retomamos la discusión que hemos desarrollado para 

ilustrar la relación Cl) tenemos que 
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crig. c175)) y 

por lanlo 

r 6'rJ 
I e /06) 6' e I I 
/l' 6((l'J 

/l 
f C/o6J 6' 

y 

(! 

I C/06) 6' 
(I' 

6({1'J 

J I 
6(yJ 

6'rJ 6'/l'J 
f! •ff=O 
6'fl' J 6'rJ 

En este caso. al lomar un subinlervalo Cx .x J en 
\ - i L 

C6(~').bJ, esle genera dos intervalos en r~·.n1. uno a la 

izquierda y olro a la derecha de y, Crig.C176) 

6'rJ=b 
6'/l') --------------

6(oJ•a - - - - - -

n· 
fig,(170) 

n 

6 '( T ) 
J 

Por el comporlamienlo de ¿f; el intervalo que se encuentra a 

lA izquierda de Y tiene mayor longitud que dl intervalo localizado 

al lado derecho de y. Pero. tr' evaluada en elpunto (intervalo 

del lado izqu1.erdo de r) para el cual se cumple el T. V.M. -O. es 

peoquena, con signo pos1tivo. Y tt' evaluada en el punto Cinlervalo 

del lado derecho de y) para el cual se cumple el T.V.M. -o. resulta 

ser un valor pequeno, menor que cero. 

De ésta manera, las áreas de los reclángulos,Cbajo la gráfica 

de la composición) multiplicadas por sus respectivos valores. 

difieren sólo en el signo. 

Por l~nto 
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Por tanto 

Es\.e resultado cuya idea es de hecho independiente del 

T.F.C .• llamado, Teorema de Cambio de Variable, y como 

mencionamos al principio de esta sección, su demostración es 

inme<iial.a. a partir del T.F.C .• por 1.anlo se puede consi.derar como 

un corolario de éste. 

Corotarlo (6) CTeorema de Cambio de Variable). 

Sea e: [o,(1]---. IR, d'' continua. en {o.,(11. 

Sea f:R
6
-------. ~. continua en el R

6 
<rango de~) 

ent.onces 

Demostr aci 6n. 

Como 6 es continua en lo.~l. entonces alcanza su valor rnAximo 

y su valor mlnimo, si estos son iguales, entonces el rango de 6 es 

un punto, y por tanto 6 es constante. 

Si son dist.1nlos; según el Teorema. del Valor Intermedio, 

cualquier valor entre el minimo y el máximo de la función, resulta 

ser imagen de algun elemento del dominio, bajo ésta. 

Si 6 es constante ~ci) = t!f(.(1) 

e'fl) 
J f =O y t.ambi6n d''Cx) •O V x E Co,(11. 

e'o.) 
entonces 

(1 
por lanlo J C/oe)e' • O 

" 
por tanto se cumple la igualdad. 

Si el R es un intervalo 
ll' 

Sean F: R
6
---+ IR t.a.l que 

X 

FCx)=f/ 
e'o) 

y H: lo, (11---< IR donde HCt) = FCe( D) 

entonces H'CD = F'Ce(t)) ll''CD 
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Por el T. F'. c. F'' I 

de ahi qu9 H'C t) = /C6f. t)) ~·e D 

/ , ~ y ~· son conlinua. enlences 

t.anlo integra.ble en (a,~J. 

C/06) t!' es continua y por 

Por el T.F.C. 

(1 

f H'CDdt 

" 
(1 

f H'C Ddt = 

" 
F'C tf((I)) - F'C 6'"') 

por t.ant.o 

Ovservac:iones 

X 

,.cm 
f f 

"'"' 

HC(I) - HC"' • F'CJJ((l)J - F'CeJ("'J 

(1 
f /C6( t)) tf'( t)dt 

" 
6' (1) t!< (1) t!< (1) 

f!-f!=ff 
t!< "' t!< o) "' o) 

(1 

f ''º"' ~· 
" 

1) F'Cx) f f est.á deCinida, no importando si x esl~ a la 

""'"' izquierda o a la derecha de tr(o.), Por t.ant.o el resultado 

igualmente valido si f!((I) > tf(o) o JJ((I) < JJ(ci:J. 

2) El resultado C!.Q dependio de que R
6 

= CtJ<o.:> 1 6'(1)l o 

R
6 

• Ce((D,lJ(cUl, no siempre ocurre est.o, pero si que 

Ej*lmpLo Ct4.) 

Sea /:C0,11----+ co.11. CCig.C177)) 

donde /Cx) • ~ 
• f I = ? 
o 

Sea x a; tf(D e sen(, Cfig.C178)) 

sust.iluimos en la inlegral. y obtenemos 
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/J • 1 
1 - sen t ~os. t dt 

{! 
f leos 1¡ cos e dt 

"' " 

entonces 

s~n Q = O 

sen ~ = 1 

este se cumple. en particular s1 o = O y ~ ~ n/a 

En este ca.so e:tO,n/z)___.,. [0,ll =. Crs',a), 6(./1') 

como, cos t ~O V t ~ (O,nrz), entonces 

rt/Z n/z n,.. .z rt/~ 

f cos 2
t dt = J s./2(1 - cos zt): d! = s./2f dt • 1./tJ CO$ zt dt 

o o o o 

= v'z t ... ,,..., sen u. 1:/z = n/•. 

fig. e s.77' f19. C S71J 

También sen a = O y sen ~ = 1 

se cumple para a = O y (J = :s/z re. Uig.C179)) 

o n/z 
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En esle caso 6:(0.o/z nl----+ [-1.ll. en esle caso 

CIJ{o),6'~/Z n)l Si [-1,ll 

cos t > O si t e [Q,n/z) u [3!""z n. ~;z nl y 

cos t <. o Sl t E (n/Z,l/Z nl 

enlences 

~/z n n/z 3/z n o/z n 
J ¡cos t 1 cos t dt = J cosªt dt - J cos

2
l dt + J cosªt dt 

o O fT/Z •/2 n 

n/z 
= J cos 2

t dt n/• 
o 

tJ/Z 1l 

Por t.a.nlo J leos L \ cos t dt = rt/• 

o 

por t.ant.o (J 1 -
z 1 

sen t cos t dt 

y r·~dx 
O/Z fT ¡r----

2
---,¡ 

J ~ 1 - sen t cos t dt 
o o 

Corotar~o (1) Sean f y 6 derivables en Ca,bl, si f' y 6' 

son integrables en Ca,b], enlences 

I:> I:> 
J I lf' : /Cl:>)6'1:>) - /Ca:J6'<i> - J !' lf· 

a a 

t.ambién se puede escribir como 

I:> I:> I:> 
f !11' c/Cx)6'x)I -J!'tf 

a a a 

Demoslraci6n. 

Como f y 6 son derivables en Ca,bl .ent.onces f y 6 son 

cont.inuas en Ca.bl, por t.anlo. f y 6 son integrables en 

Ca,bl: además f • y 6' son integrables en Ca,b], enlences /6'• 16 

y /'s son int.egrables en (a.bl y 

C/ lf)' : f'lf + I 11' 

I:> I:> I:> 
J e I 11'' : ff'tJ•ff• 

a a a 
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4. 3 tr~te~raL trti.propLa 

Er: la c:cr.~tru::c!On de la integral que hemos desarrollado; 

como !nd1camos en el capitulo II, hemos reslrlngido 

funcl enes acotadas. def1 ni das en intervalos acotados. En es le 

capitulo veremos que el c:onc:eptc de integral se puede generalizar 

a funciones definidas en intervalos no acotados, y a func1ones no 

acotadas, 

Para el prcp~sllo del estudio de integrales en intervalcs 

a.cotados, recordemos el concepto de limite de una funci 6n en el 

infinit.o. 

De/t.ntct.on (r4) Sea /: [a,bJ- IR . 

cuando x tiende a 

se aproXlrna al linute L 

Co x tiende a -oo) 

esto es. 

l i m /C x) = L C 11 m /C x)-. L) 
X-+ -Q) 

s1 y sólo s1 V e > o 3 ACc) > o tal que 

J /C x) - L 1 < & V x > AC &) C V X < - AC &) 

(f19. (179). 

"~--------; -_-_-:-:-:~ ···r--~ 
L - e 1 1 

! 
o 1 1 

AC.c) x 

fig.Cl7P) 

EJempto Ct) /:CO,aiJ_. tR definida por 

/CxJ = + 
Claramente lim 

X-t a> 

1 

" 
=O. Crtg.C100JJ. 
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~., 
ya que 

l /Cx) -º' = 1+1 
Th ( & 

" X ) 
1 

ACc) 
& 

fig.Csao) 

Supongamos que f: (a.cxV---t CR es R:Lemann-Lnte¡Jrable en [a,w) 

para toda w > a. entonces 
V 

''"''=f! 
def1ne una función de w en ta.oi>; esta función puede o no tener 

limite en el 1nf1n1to. 

Oe/t.nt.ctón (.r5) Si /;ta. ai> IR es Rternenn-Lnled'ra.ble en 

ta,wl para toda w > a. y s1 

"' llr., J 1 existe, entonces el limite es 
"'a 

llamado LA IHTE:GRAL /HPROPIA DE: PRIHE:R 

ORDEN de /en ta,w), y es denotada por 

"' .., J 1 = lim J 1 
..,_"' ~ 

Ejemplo Cz) Sea /: t1,ai> tR definida por 

(flg.181)). 

/~ .. 
I 

/ 

o =o 

fig.Ct.•1) 
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r l06 \¡) para a = -1 

=( O• l 

IL~-
1 

O+T para o + -l 

par a o = -1 tenemos 

lim to¡J w = m 
,,,_. "' 

para o + -1. 

lim e ,,,,o•i - 1-) 
a;-r-Cl ... 1 lim ~: 1 (t.iQ+l - 1)) 

si o < -1, 

1 i m a : 
1 

e wi:.i..·' - 1) 

y s1 a > -1 el limite no exisle. 

Asi obtenemos que: 

lim e~ - _1_, 
o.+1 a+l 

y no existe s1 a~ -1. 

-1 
a+T 

para o < -1 

Veamos ahora cómo podemos def1n1r la ir.tegral cuando la 

función es la que no esta acolada. 

Supongamos que /:Ca,bl--t ~ es RL9mann-Lnte6rabte en {o. bl, 

b 

enlences FCcU = f ¡, est..o define una función de o en Ca,bl. El 

" 
limit..e de esta func16n cuando o. se aproxima. a a 

Cpor la derecha a-t a•), puede 6 no ex.islir. 

Def :.rac t.or. ( r6) S1 /:Ca, b) _, [P. es RLemann-Lnte6rabte en [a. b1 

V o e Ca,bl y si 

b 

llm • J f 
o- Cl C1 

exisle, entonces esle limite es llama.do 

LA INTEGRAL IMPROPIA DE SEGUNDO ORDEH de / en 

Ca,bl y es denotada por 

b 

f f • 
b 

lim • J f 
a- a o 
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Ciem.pl.o (3.) sea /:CO,tl- !Ji? dad:a. por- /CD 

-· < Cl 

o < "' 

"' > ' 
fig.Ci&Z) 

l ,"' - 106 & para Cl = -1 

O•& e !. l ( 1 - e°'•,, para "'+ -1 

para a~ -1, tenemos 

!im - l.011 & (1) 

C-t O 

por t..il.nt.o •l limit.e no ex..t.sle. 

Para o+ -1, tenemos 

si o + 1 < o • o < -1 ent.onces el l t mi t.e no ex.i ste 

si o + 1 ) o ~ o. > -1 entonces el limi t.e si ex:ist.e. 

lJ.m .f• t 0 
• lim 

e--.o t: e--.o 
~ .... 1 ,,,1 + 1 si ca > -1 

y no ex.i ste si o < -1 fig.CtBa) 

Una condición sufuciente para la existencia de las inlegrales 

impropias queda expresada por el siguiente teorema: 
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Teorema. CZ3) Si/ •. « :·ca.~~ lr.,so~-RL~~~-(nte~r~-les en 

ta.w) V. w > a. si O ':s /Cx) ·:S.ÍJ(x) v·x:?:, a y 

ti! 
a 

exist..e. ent.onces 

"' f f 
a 

lambi én exi sle. 

b) Si f.6 :Ca,bl-+ (R son RLemann-lnted'rabtes en 

[&,bl V x E Ca.b), Sl O S /Cx) S e(x) 

'fl X E (a,bJ y 

exi s le, enlences 

b 

f I . 
lambién exisle. 

Probaremos la part.e a) y dejamos al leclor la prueba de b). 

O.most..r.a.ci 6n. 

I~ 
Como 

"' " " e :s f 1 :s f t! :s f t! • verros que 
o 

f f 1 w) a > . 
fig.C113) es un conjunlo a.cot.ado 

superiormente. enlences t.iane supremo; como 

w 
FCwJ=ft . 

es no decrecienle, enlences el limite. cuando w l1ende a inf1n1lo. 

de la función FCw) existe, y port.ant.o 

"' f f axJ.st.e. q. e.d. 
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"' Si ahora el dom.lnio de la función es [R ~cómo def1n1r f _,,, 

Apoyados en la integral impropia de primer orden, podemos 

establecer la siguiente definición Clo que resulta ser una 

generalización de esta integral). 

De/t.n.tción (I7) Sea f:!P.-+ IR es Rt.er" .• ::mn-Lnte!frabte en [A.BJ 

"I A < 8 E [R , si 

o • 
lim f I y lim JI ........ -w ,. 8 ...... o 

existe, entonces definimos la t:nte6rat 

impropia de primer orden de I sobre (-o:>, aU por: 

"' o • 
I I llm f I + lim f I 

-a> ........ ,. 8-> a> o 

E:j•tnplo C4 :> Sea /Cx) = 1 tenemos 
1 + X 

2 

"' 1 
o 

1 • 1 f lim I lim Jo -w 1 + X • ........ -w ,. 1 + X 
z 8-+ ., 1 + x' 

en caso de que dichos limites existan 

lim 
A-+ -CI) 

lim 

8-"' 

D 

I ,. 

l 
o 

__ 1 __ = 
1 + x 1 

o 
lim at'C LC%n X 1 = 

A- -a> • 

lim Carc tan o - are tan A) = n 
A-+ -m 

2 

lim are tan x 
8-t"' 

¡· = 
o 

lim 
9_,., 

(are tan B - are tan o) = n 
2 
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(fig.C!84) y fig.C!85)). 

are lan x 

fig.Cu•) fig.Cs•:s) 

"' 1 
J_.,~=n 

rjem.pto C5.:> Sea /C x) z: sen x 

sen x 

fig. e i•cs) 

• 
lim f s•n x d.x 

9_,, "' o 

si 8 = I< 2n ent.onces 

B z!tn 

1·:" llm f Sd'n. X dx = llm fo sen X dx . lim -cos X 

9_, "' o ¡._,, "' ¡._, "' 

lim C-cos Czftn) + cos Co)) = O 
¡._,, ., 
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Por t.ant.o 

Si 8 = CZk - 1) n, tenemos 

lim 
k-."' 

lim 

8-> "' 
e zk.-1)n 

(-C05 X )1
0 

lim ,._. "' 
Czk-1)n 

J sen x dx 
o 

lim CC-cosC1k-1)n) + cos Co)) = 2 
,._."' 

por lant.o para distint.as formas de que B t.ienda ~. la integral de 

f se va a valores ditinlos; 

"' J sen x no existe. 
-a> 

Si el punto e en t.orno al cual la función / es no acotada, no 

coincide con algun extremo del intervalo la.bl, ~cómo definir 

b 

J f ?. 

Apoyados ahora en la integral impropia de segundo orden. 

podemos también establecer la siguient.e genera.lizaci6n de ést.a. 

Dfl./Lnici6n (18) Si /:Ca,c) u Cc,bJ----. IR. con a< e< b 

en Riema:nn-inteiJra.bLe en [a,c-6
1 

l U [c+6z ,bl 

V 6
1

• 6
2 

tales que 6,e [a,c) y 6
2
á:c,b1, y 

c-6 b 

si lim _ J f ' y llm • J / existen 
6- o a 6--+ o c-6 . . . 

definimos la integral impropia de segundo 

orden de / sobre (a,bl como 

b 
J 1 = lim 

Q 6 - o . 
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E;e:~:plo ((5) ~a /:l-1.c) u C0.11......., lR dada por 

JCx) = _L. 
•.¡;¡-

o-6 f l 1 
-t •rxi 

en caso de que los 11mit.es ex..l.slan 

lim 
6 -+ o 

' 

-6 
J l -· 
lim 

-1 /• 
X 

6 :.!mo.c ~ (1)2/•_ ~ C6a)J/3) 

z 

= o 

Ejemplo (7) Sea ¡, [ -1 '0) u C0,1 l da.da. por 

/(X) = 1 

" o 6 
f_;k- l1m f l X -· lim lo.r 

6 -+O - -· 6 -+o 

' ' 

-6 

L.' 

X r6· 

!. 
z 

= 

la función logar1t.mo t.iene como dominio (R+ por la.nt.o aqu1 no 

l1ene sent.ido evaluar el logaritmo en -6, y -1 ~ por t.anlo est..e 

11m.it.e no t.iene sent.ido. 

l 1 

J" o 
lim 

6-+ z 

X -· 
6 

:_:m
0

• tos (1) - tos C6ª) 

z 

' 

lo.r 

6 
::,m

0
• C-lo~ C6

2
)) 

z 

f no •xi st.e. -· 
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La general1zaci6n de la integral impropia de primer orden de 

f sobre C-oo,r:r:i:>. la definirnos con base en l• exislenc1.a. de 

o . 
llm J f y 11m J 1 

A o 

->qué sucede si en lugar de calcular la integral de l por medio 

A 

estos dos llrnlt.es, cons1der•mos un solo llm1le, es declr lim J f? 
•-+ 00 -A. 

Lo que est.ariamos haciendo es determ.inar un valor. Cen caso 

de que dicho llnule eXlsliera), a partir de "barrer" de manera 

simétrica y simultánea el Area bajo la gráf1ca de la función 

ubicada a la derecha e izquierda del cero. Por ejemplo. 

EiBmplo C'8) Se.a. /Cx) = sen x 

sen x 

-A 

A 

-1 
rio. e••?> 

si definimos 

., A IA f __ ••n x dx = lim f sen x dx = lim C-cOs x) 
,,.,. A-a> -A A-0> -A 

lim C -cos CA:J - C-cos C-A.))) a:: 

A--+ Ol 

l i m C -cos A + cos A) = O 

"' f sen x dx si exisliria 
-a> 

Segun el ejemplo C5), si primero calculamos el Area bajo la 

grAfica de cero a infinito y después de menos 1nf1n1lo a cero, la 
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., 
f sen x no ex..ist.t.J, y en el ejemplo C0) vemos que sl lo ha.c<lll'mos 

-w 

en forma simul '--"nea obtenemos. que = o. 

A esta seg:.mda manera de barrer el area ba;o la grA.f1ca de la 

func16n. la definimos como sigue: 

De fln!C~o-. e r9;. 

cualquier intervalo (a,bl entonces 

., A 

CVPC) f f lim f f 
-a> A--+ a:> -4 

es llamado el Valor PrLncipat de Cauchy (VI'C) 

de la integral de f en (-a:i.o:O. :il dicho 

:im.J.t.e existe. 

De igual manera. sl en la general1zac16n de la integral 

impropia de segundo orden, calculamos el ~rea bajo la gr.ifica d" 

la func1on a t.ravés de un sólo linute, podemos est.ablecer la 

siguiente def1n1c16n: 

D~fln'..:~e!". (20) S1 /: [.'.l,c) u Cc,bl--+ 1F.. a < e < b. es 

RLem.an.n-Lnte¡Jrabte en la.c:-61 u Cc+6,bl para 

t.oda ó t.al que O < 6 < ITL1 n <<c-a,b-c)) 

en t. onces 

b 
CVPC) f f 

a 

e-e 
lim ( J f 

a 

b 
f f ) 

e•& 

es llamado el Valor PrincLpal de Ca~chy de / 

en [a,bl. si dicho linute exist.e. 
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ó;emplo C9) Sea ¡,[-1,0l U C0,11-> ~ dada por 

<VPCl l -· 

.. CVPC) f 
. 
-· 

1 

,..• 
lim C fo-&__!_ . . 

& --+O -l X 

o-e 
lim c--1- 1 

& --+ o• 2x2 
- 1 

lim e- --1
-

o· 2C-&)z 

l 
O+& 

1 , • 
C---,-) ) 

ax e 

¡e xl --!.., 
X 

o 

y según el ejemplo C3) no ex.1sle. calculada de la ot.ra 

manera. 
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./ • .J Problemas resuet tos. 

Probterr.a !). En el problema 3 del capilulo I Calracc16n 

gravit.acionalJ. Definirnos la función 

/Cr) = , __ e __ , 
e 9 - rJ 

2 

También obtuvimos la suma Sn tal que 

s .. = E /Cr\)Cx\ - x\_,) 
~ : ' 

Dec:iamos que. al lomar n suficientemente grande. nos 

a.cercabamos tant.o como quisiéramos a la atracción que ejerce la 

barra sobre los 2 Kg. masa. 

Con la herrarn.len'-.a que hemos desarrollado, de la im .. egral, 

observamos que el limJ.tG cuando n tiende a inf1n1to de Sn 

precisamente la integral de la función /. 

Entonces 

o o o 
F = J f J GC--º--) dr = 6G J --'-- dr 

o (p-r)
2 

o(P-r)
2 

Según el T.F.C. Cpr1mera. parle) hay que encontrar una func16n 

6 lal que su derivada sea / . 

Sea ~r) = (o ~ r) tal función. 

Por el T.F.C. Csegunda parle) 

6G ( --1--z dr 6ú ' Id 6G [ 1 (~)) 
o e p - rJ = e ~ ' 1 o= e P - 6 ' P 

=6GC~-!.)a!G 
• p • 

Por tanto ¡ G Kg. es la atracción gra.v1t.ac1ona.l que ejerce 

la barra sobre los 2 t:g. masa. 
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Problema Z). La aguja de buffon. 

Una aguja de Z cm. de largo es arrojada al azar sobre un pi.so 

de lablas, cada una de cm.. de anche. ,,:,Cu.U es la probabi.li.dad 

de que el aguja al caer quede cruzada sobre la hend1dura enlre dos 

labla.s Cfig.C18Q). 

fig. C &Ut) 

Consideremos ledas las posibles formas en que puede caer la 

aguja. 

Convenimos en que, al caer la aguja al piso el extremos que 

quede m.á.s al Sur, sea, el ext..remo a partir del cual midamos la 

aguja: si la aguja queda par al el a a una hendidura, de t..al manera 

que ningúno de sus ext.remos eslé mas al Sur, enlences vamos a 

lomar el ext..remo Oriente de la aguja como el punt..o a part..ir del 

cual se va a. medir 1 a agUJ a. 

Tomando en cuenta eslas convenciones, podemos describir la 

posición de la aguja respecto a las hendiduras considerando las 

siguientes medidas, Cfig.ClgQ) 

N 

¡ _L _¿_e __ 

fl.g. ( U>O) 

donde 

y e distancia del ext.remo a partir del cual medir el aguja a 

la hendidura que quede al norte, ~s cerca. 
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e = Angule formado por la. aguja y una 11 nea 1 mag1nar1a 

paralela a las hendidura. que pasa por el extremo.a 

partir del cual hemos convenido medir la aguJa. 

Es claro que o ~ y ( 4 y 

O < 8 < n 

Por tanto, todas las posib1l1dades que tiene la aguja al caer 

al suelo quedan expresadas en la siguiente grAf1ca. 

y 

// / 
4 

/ // 
/ / / 

/,-
/ ·' / / ,. / 

/ / // 

3 

o 1 a n 

fig. C lPl) 

La región rectangular. es considerada en probab1lld3d como el 

"espacio de probabilidad"; cada posible posición en que quede 

la aguja. al caer al piso. estA representada por la pareja 

coordenada C8.y), que esté dentro del rectángulo, representado en 

la figura 191. 

Hay dos posibilidades para la aguja al caer al piso. 

()Que quede cruzada sobre una hendidura.Cfig.C192), y 

l L) La aguja no quede cruzada,Cque sus dos ext.remos queden 

sobre la misma labla),(fig.C193). 

e - - -
y _7i~--­

fig. ( lPZ) 

Y !_-·¿a::: : 
fig.Caoa) 

A través del triángulo en la figura 194 establecemos la 

relac16n entre y y 8 
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e 

fig.C 1Pc) 

La aguja cruza una hendidura si y solo s1 

y < 2 sen. e 

Los puntos ce.y) contenidos en el ''espacio de probabilidad'', 

que sal1sfacen la relación anterior. representan la región bajo la 

curva y = 2 sen e cr1gura 195). 

y 

3 

fig, ( lP:I) 

Por tanto 

2 •• ne 

e 

La probabLLidad da que la a6'J.;a 
crt.1ce una henclLdura. 

a.r~a bajo ta cur\.la y 
area del reclan.8tJLo 

Pero el Area del rectángulo 4n 

y el área bajo la curva y sen Ges 

n n n 

Jo2 sen 6 d8 =a fosen 8 dE.J - 2 c-cos ª''º = 4 

2 sen 8 

Por tanto. la probabilidad de que la aguja quede cruzada 

sobre una hendidura es 

• 1 

'" n 
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ProbLema 3). ..:iCOmci atrae una esfera hueca a una masa m. 

situada fuera de la esfera?. 

Vamos a imaginar la esfera cornc:."I forma.da por anillos como los 

que se muest.ra.n en la ri.gura ant.erior. C.a.lcul.a.mos la magnitud de 

la at.racci6n que cada uno de estos anillos ejerce sobre la masa. 

m.. y posteriormenle suma.remos •slas at.racci6nes Ces decir. 

integraremos sobra la esfera) para obtener la magnitud de la 

at.r.a.cc10n de la. esfera sobre m. 

Sea H la masa t.ot.al de la esfera, entonces 

~ es la masa que ha.y por unidad de ar ea 
.nR 

Crecordemos que el Area de la esfera es •rtR
2

) 

R de = anchura del anillo. 

GnRsen e = circunferencia del anillo. 

2:nR"sen e de = 1rea del an1 llo. 

Ent.onces: 

C2nR1s&n 8 dBJ _H_ :a mas.a del anillo 
•ttR 

1 

H sen e dB = masa del anillo. 

La atracción que el anillo ejerce sobre la masa m t.iene una 

magnllud dF igual 

dF = G 
m. e sen 8 d.8) 

cos <; ••••••• (1) 

pues dicha atracción solo t.1ene component.e a lo largo de PO. 
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En virlud de la s1metria del anillo re:.:.pecto a su cent.ro 

podemos observar lo siguiente 

p 

flQ. (1P7) 

El punt.o q
1 

Carbitrar10) atrae a una partlcula situada en P 

a lo largo de 'PQ,. La fuerza de at.racc16n ejercida por q
1 

la 

podemos descomponer en una componente horizont.al que act.ua sobre 

PO•, y una componenle verlical que act.ua sobre Oq
1

, como se indica 

en la figura 197. El punto q
1 

está sobre una circunferencia de 

radio Oq
1

• Si denotamos Q, el punto diametre.almente opuesto a q,, 
sobre t.al circunferencia, vemos que l.a componente vertiv.al de la 

at.racc16n que que Q
1 

ejerce Csobre el cuerpo sit..uado en P) tiene 

it¡¡ual magnitud y dirección pero sent..ido opuesto a la 

correspondiente componen ta de Por lo t.anto, todas las 

component.es verticales de atracción sobre m. Cloc.alizada en P'J se 

cancelan por parej.as y, en total, solo hay una fuerza de atracción 

qu• s• ejerce a lo largo d• PO. 

Por tanto, el anillo entero ejerce una atracción deteerminada 

por la mas.a del anillo multiplicada por el cos rp. 

Tanto cos rp como sen e dependen de S¡ expl ici ternos esta 

d•pendenci a. 

Aplicamos la ley de los cosenos en et trldn6'Jlo, (figura 198). 
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Q 

R ~S 

o ~p r 
f1g. ( 108) 

Derivando la expresión cos e obtenemos 

seon 8 d8 = ~ dS 

Sustituyendo en Cl) 

dF 
GHm. ri- Rz+ 5 2 S dS 

25
z zrS 'rR 

ent.onces dF • úHm [~ + 1] dS 
,RJ-z 5 z 

r ' + s'-
ZrS 

r ' + R'-
ZrR 

R' 

s' 

Esta es la magnitud de la atracción que &Jerce el anillo 

sobre la masa m situada en P. Integramos estas magnitudes dF para 

obtener la m.;agnit.ud de la alracc16n de la esfera sobre 

Not.ese que: 

Por t.a.nt.o 

en t. onces 

L) El m.1nimo valor de S = r - R 

Lt) El ~ximo valor de S = r + R 

F • 
ú/1m 

' r 
Por tanto. la esfera hueca atrae a la part.icula de masa m. 

s1t.uada en P. de la misma forma que una part.1cula de masa H (masa 

de la esfera) si t.uada en el cent.ro de la esfera atrae a la 

parlicula de masa m. situada en P. 
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