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THTRODUCCI ON:

El presente trabajo estid dirigidoc a estudiantes de los
primeros semestres de las carreras de Fisica y Matemsticas. Al
exponer la teoria de la integral, se prefundiza en la discusion de
conceptos y resultados. que generalmente no se desarrolla en la
mayoria de los libros de texto dedicados a estos niveles.

Inicialmente se proponen varios problemas cuya discusidn
plantea la necesidad de realizar un anadlisis detallado de los
conceptos y resultados matemdticos involucrados; posteriormente.
al abordar la discusion de los diversos temas se hace tanto de
manera intuitiva como formal.

En el primer capitulo se plantea una serie de problemas,
desarrollande su sclucidén, Esta, para todas ellas, conduce a la
discusidn del irea bajo la grafica de una funcién.

En el segundo capitulo se aborda el concepto de la integral,
por tres vias diferentes, a partir del estudio del irea bajao la
griafica de una funcidn. Se demuestra la equivalencia de estas tres
formas y se concluye con la demostracion de algunas propiedades de
la integral.

En el tercer capitulo se abordan las condiciones necesarias y
suficientes, en rtérminos de la continuidad, para qua' una funcidén
sea integrable.

Para finalizar, en el cuarto capitulo se desarrolla el
estudio detalladoc del Teorema Fundamental del Calculo; como
corolaric se abordan el Teorema de Cambic de Variables y el de
Integracién por partes. Finalmente, se discute el conceploc de
Integral Impropia.

Con el presente material buscamos recoger la experiencia de
diversos profesores que durante varios semestres hemos impartido
los cursos de Calculeo Diferencial e Integral:; proponiendo una
manera particular de afrontar tanto la discusién intuitiva como la
discusién formal de la temitica expuesta. Es de nueslro interés,



por ello. que dicho mater:al sirva también como material didactico
utilizable por profescres responsables de impartir los cursos de
Cilculo, sin mencscabo de la discusion necesaria respecio al peso

justo que debe darse a los aspecilos formal e intuitivo.



CAPITULO 1

Dedicaremos este primer capitulo al planteamiento ¥
resclucion de varios problemas de caracteristicas muy
diversas. Abordindolcs directamente, a través de su solucién,

mostraremos lo comin que hay entre ellos.

Problema €1
Calda libre de los guerpos pesadgs

iCaen mas rapidoe los cuerpos mas pesados?

Sobre 1a caida de los cuerpos, Aristdteles establecid la
confetura de que el cuerpc mas pesado es ol que cae mis rapido,
Posteriormente, Galilec demostrd la falsedad de tal conjetura
mediante al miguliente razonamiento.

Suptngase Qque dos cuerpos ¥ y w Cen ausencia de la
resistencia del aired caen libremente partiende del reposo y gque
tienen velocidades ¥V y v respeclivamente, al final de una wunidad
de tiempo, Entonces, de acuerdo con Aristételes, dado que W 8s mis
pesado que w, V debe ser mayor que v,

Perc se pregunté Galileo:

“3Qué sucede si los dos objetos estan unidos?“

Sea u la velocidad al final de la unidad de tiempo del cuerpo
unido W + w. Dado Que w solo cae mds despacio que ¥, la parte w de
¥ + w debe retardar la calda de la parte W; de ahi gque u debe ser
manor que V. Por otro lado, como W + w e@s mayoer que ¥, por la
hipétes:s de Aristéleles, u debe ser mayor que V.

Por lo tanto,u es a la vez mayor y menor que ¥ o sea, ¥ + uw
cA® 2 la vez mas lemto y mAs rapido que ¥; lo cual e&s un absurdo.

oQue ha hecho Galileo?

No negd 1a existencia de una posible ley., sostenida por una
observacion bastante débil. Sin embargo demostrd la inconsistencia
de la conjetura de Aristdteles y, por tanto, su inaceptabilidad
para ja matemética.

Galileo se preaguntd ,cémo caen los cuerpos pesados?. Su

pregunta exigia una descripclén precisa del [endmeno. Galileo



decla que !a caida libre es acelerada tanto, respecto al
Liempoc, como respecto a la distancia. Entonces,icuil es la ley
matemadtica que relaciona a la velocidad con el tiempo?, cudl es la
conjetura mas simple: ses la velocidad del cuerpo en caida libre
directamente propoercional al tiempo?

Esta ultima resultd ser la pregunta correcta.

Como verificéd experimentalmente su conjetura Galileo?

El problema de Galiléo era deducir la ley que relaciona la
distancia con el tiempo; la cual es determinada por la conjetura
de que la velocidad es directamente proporcienal al tiempo. Por
verificacion directa de la primera ley, lograba verificar de
manera indirecta la segunda relacién.

3Como dedujo la relacidn entre la distancia y el tiempo?

Para facilitar la deduccidn, usaremos diagramas con ejes
coordenados.

Supdngase que un cuerpo pesado tiene una velocidad v después
de un tiempo t de cafida libre; entonces, la hipétesis de Galileo
es que v es directamente proporcional al tiempe t; lo cual
significa que v es un multiplo constante de ¢, a saber

v = constante x ¢t L. Q12

£l valor nimerico de la constante depende de las unidades
usadas para medir v y t.

Asi. expresado algebraicamente, la conjetura es:

v ek xt
Por otro lado, la distancia 5 recorrida por el cuerpo pesado

desde el reposo hasta el tiempo t, depende de (. Sea S una
funcion de ¢, aun no especificada.
S = fCtd ....C2>

El problema es cémo especificar S = f(() partiendo de que
v =2 kt., 3C6mo lo resolvid?

De la manera mAs ingenlosa; conclblendo ef movimiento
acelerado como el caso limite de los movimientos uniformes no
acelerados.

Considerémosio, primero. como movimiento uniforme. Si durante
5 segundos un cuerpo pesado cae a una razon flja de 10 m /seg.
entonces rcorreria una distancia total de 50 m, es decir.

2



10 x 8 = 50

De manera general, tenemos
distancia = velocidad uniforme x tiempo
expresado algebrdicamente, tenemos
S=vxt
donde v es constante.

Considerémoslo ahora como movimiento no uniforme.
La grafica de la ecuacion (1) es una linea recta que pasa por

el origen, con pendiente k fig.C1d.
v

=kt

of t
rig.C1
La caida de un cuerpo pesado no se da de la forma sigulente,
por ejemplo
a O mr/seg en el primer segundo

- B * * segundo segundo
10 " * " tercer segundo
*1s *  * cuarto segundo
"a20 " " " quinto segundo etc.

No obstante lo anterior, supongamos provisionalmente, que la
velocidad en cada intervalo de un segundo es constante, y al final
de cada intervalo se incrementa en una razén fija como se {lustra
eon la fig.(a>

v

20 —
15 j—

10 —

5[ ,—

T & 3 i 5 1

fig.C2d
En el primer segundo, el cuerpo se mueve a O m /seg; después,
fnstantaneamente, con un brusce impulso, lleva una velocidad de
S m/seg; después de un segundeo de caer a esta velocidad constante,
hay de nuevo un salto. pasandoc a una velocidad de 10 m/seg; etc.
Asi las distancias cubiertas en los intervalos sucesivos,

3



utilizando la ecuacidn (2) son las siguientes:
Para ol primer intervala
S'=v'xL=Oxl =0
Para el segundo
S=vuxt=8x1=5
z 2
Para el tercerc
S*Fuxt=10x1 =10
» »
Para el cuarto

S.nv‘xt 18 x 1 = 15
Y para el quinto intervalo
S"U_-,Kl = 20 x 1 =20
La suma total dara
s = St 5, S,d- E S°= S0 m.
Ahora supongamos que los saltos y los intervales de tiempo
son divididos a la mitad. Entonces para los intervalos de medio
segundo durante los primeros 5 segundos tenemos lo siguiente:

Para el intervale (0,172) la velocidad es O mn /ses.

“ o w “ ter2a1] @ “ w gt
2

“ w N 1,072] ~ “ o "

“ “ {or, 6] * “ "2l -

Por tanto, la distancia cubierta en los intervalos sucesivos
sera

$ = 0Ci/z - 0> + 2iC1 =/ + S(a/z =1> + ... + 225 - o/

= 582 m

Notemos que ahora los saltos de la velocidad son doblemente
frecuentes. perc son de menor longitud. lLos incrementos repentinos
en la velocidad son de 8372 m rseg. en lugar de S m sses..

Supongamos que de nuevo estos saltos en la velocidad y los
intervalos de tiempe son divididos a la mitad, As! los saltes son
cuatro veces mas frecuentes que on @l caso inicial, pero seclamente
son la cuarta parte en magnitud. As! los incrementos referidos en

. la velocidad serdn ahora de 574 m /seg. en lugar de B m “seg..

En general, cuando los intervalos son de 12" segundos cada



uno, con n grande. los saltos en la velocidad se vuelven muy

pequefios; a saber, de tamafic 52" m /seg.. Mientras mis grande
tomemos 2 n, mas cerca estaremos del crecimento suave de la
velocidad.

Asi, al hacer n suficientemente grande, nuesiro anidlisis se
convierte en una descripcion de la velocidad incrementada en una

razon constante, tan cerca a la realidad como queramos. Tal hecho

queda ilustrado en la fig.C3).

A pesar del hecho de que el movimiento no es de velocidad
la distancia recorrida esta representada por el area
de manera andlcga al caso del
Perc en este casc. el

uniforme,
baje la curva de velocidad,
movimiento uniforme donde es una constante.

&rea bajo la curva es un Area triangular, de base ¢t y altura kt¢.

Agl
5= it x kD
s= 5 ret
Ast fué como Galileo dedujo la especificacion de la ecuacién
5 =
Esta es la ley que relacicona la distancia con el tiempo
transcurride, partiendo de la hipdtesis de que la veloctdad es

directamente proporcional al tiempe,

Problema {22
Determipacaon gdel 4rea bafe 4Yna gucve

Censideremos una funcidn continua y = f(x) definida en el

intervalo (a.bl.

La curva vy
limitan una regién del plano.

= fCX) Yy las recras x = @, x = b y y = Q

Lomo determinar el srea de esta



regitn? £1g.C4>

£ig. Cod

Apoyados en que conocemos el 4&rea de un rectingulo, podemos
aproximarnos al area de la regidn bajo la grafica de la funcion a

traves de ellos, como se ilustra en la fig. 19

r‘fs"
[+ 1 DY x
r£ig.C=d

y

JCémo construlr estos rectangulos?
Dividimos el intervalo {(a,bl en pequeflos subintervalos y
tomamos a éstos como las bases de los rectangulos. Enseguida

elegimes un punto arbitrarioc en cada subintervalo. evaluamos la

funcidn ahf, y dicho valor lo Lomamos coma la altura del

rectingulo correspondiente.
Supcngamos que el intervalo la.b) lo dividimos en n

subintervalos {x .x ), £x .x3¥,...,lx I TP & 4 ox 3.
© t t [ 4 LRk 3 i ned n

Elegimos ti con  wEt,2....n tal que tt & tx‘_..xl). asi, el

dtea de cada UnO de los rectingulos estark dada por

Cxpom x 27000 rig.coo

vy 1a suma de lLas Areas de Ltodos 1os rectinguios sera

n
‘f‘lcl'_)(x‘" X .02



£1g.Cod

En la madida en que las bases de todos los rectangulos las

tomemos mis pequeflas, podemos acercarnos tanto como queramos al
drea bajo la grafica de la funcidn y = fCxJ. En el caso limite,

obtenemos el valor de ésta,

Problema (32
Atragcion Gravitacional de una barca

Dados cualesgquiera dos cuerpes de masas H y m,
respectivamente, existe una fuerza de atraccidn entre ellos; esta
fuerza de atracecidén esti dada por la ley de la Gravitacidn

Uni versal; es dectir,

F o= e
r

donde r es la distancia entre ellos y 6 es una constante,
llamada la constante de Gravitacidn, en la direccién de la recta
que une los dos cuerpos.

Es importante seflalar que la aplicacidén directa de esta
férmula se hace bajo el supuesto de que la dimensién de los
cuerpos es despreciable respectc a la distancia que los separa.
Por ejemplo. la distancia entre el Sol y la Tierra Co cualquier
otro planeta) es grande en relacién 2 la dimensién de estos
cuerpos; en este caso. podemos constiderar al Sol y a la Tierra
come dos puntos del espacico donde se encuentra concentrada su masa
respectivamente; asi, la fuerza de atraccidn esta dada por la
férmula anterior.

¢Qué sucede cuando los cuerpos involucrados no pueden
considerarse come masas puntuales, debido a que las dimensiones de
las mismas no son despreciables respecto a la distancia dua los

uspara?



Tzoemds. por ejemplo, 4na barra de 3 metrss de longitud v
18. ¥K3=. masa distribuidos uniformemente en alla, extendida
unidimensional mente. A tres metros del fin de la  barra
Cconsiderando 1la direccidn lzquierda-derecha) hay un objeto
pequefis de dimensidn Zdespreciable, con 2 Kgs. masa. ver fig.(7),

{Qué fuerza gravitacicnal existe entre estos dos cuerpos?.

)
776 mis. |
18 Kgs. 2 ¥gs. maza

fig.C?2
Introducimes un eje r., con origen en el inicic de la barra
Lfextremo izquierdo), de tal modo que la barra se extiende desde
r =0 hasta 7 = 8, y el cuerpe puntual se localiza en r = 9,

fi1g.Ca>,
]

L i
ol S mtg. é 3 mts. é r
18 Kgs. 2 Kgs. masa
fig.Cced

Dividimos el intervalo (0,8 en n subintervalos de i1gual
longitud, denctados por [x‘_“xi]; por tanto, cada subintervalo

concentra una masa de % Kgs. masa.

Denotamos por L Y R les puntos medios de
cada uno de los subintervalos. Supondremos que la masa de cada uno
de estos subintervaleos se concentra en el punto medio,

respectivamente, fig.C0d>,

+
..1;.
B

1

£ig. Ced
Segun la ley de Gravitacién Universal, la atracecisn
gravitacional del i-ésimo subintervalc sobre el cuerpo puntual de

2 Kgs. masa es

¢i%eay 3=
F s G0 24 r .
co-rl>' €o-r >

De ani que la fuerza de atraccién global ejercida por todos

los subintervalos es



Hétese que x - x =2
n

Definimos ahora la funcién f:{0,8)——— R como
8
cg-r>*

Por tanto, la suma S“ puede reescribirse como

>]

fCrd = 6 C

La] n
s, -‘\::‘/cr‘x"-i: = B Serd0s x o
Conforme el nGmerc de subintervalos crece, nos acercamos
tanto como queramos a la atraccién que existe entre la barra y la
masa puntual. En e! caso li{mite, obtenemos la atraccién
gravitacional entre diches cuerpos.

Por otro lado es importante observar que. como

fClrd) =G ¢ 3
<e-rd

2]

antonces ;'Cri)(xl—x‘_‘). representa el Area de un rectangule bajo

la grifica de la funcidn / y por tanto

La]

“E.;‘CrLJCxL- x‘_‘)
representa la suma de las Areas de todos los rectingulos bajo la
grafica de I y)-n el cago l{mite cbtenemozs el 4rea bajo f;
rig.C102

fig.C102



Problema (40,
Irabajo realizads por una fuersa.
{Caso unidimensional y fuercza constanted

Consideremcs un cuerpo en movimiento rectili{neo, supongamos
[que dicho movimientc es el resultado de la accidén de una fuerza F
sobre 41, Si dicha fuerza actta paralelamente a la travectoria y
ademids es5 <e magnitud constante, entonces al desplazarse el cuerpo
desde x, hasta Xg la fuerza habra realizado un trabajo, denctadc
por W, igual a

v = F sz- x‘).

donde X,mox, 0= desplazamiento, ver fig.Cu)

F -—o@ F —0
*4 %2
£1g.C11d

Tal hecho es consecuencia jinmediata de la definicion de
trabajo realizado por upa fuerza constante a 1o largo de una linea
recta; a saber, como el producto punto del vector fuerza pcr el
vecter desplazamiento. De ahf que., para e! caso unidimensiconal, en
el que coinciden las direcciones del vectlor fuerza y la del vector
desplazamients, dicho producto se reduce a un pr~iucic de ndmeros
resles.

Particularmente, cuando los vectores fuerza y desplazamiento
en 2 6 3 dimensiocnes tienen igual direcciédn. el producte escalar
se reduce al producto de las magnitudes de estos vectcres. por uno
o mencs unc. que es el ceoseno del angulo que forman ambos

vectores, 0° & 180°,

Restringiéndonos al caso unidimensional. analicemos., a Lravés
de un ejerplo, el caso en que la magnitud de la fuerza es
variable,

Un ejemplo clisicc de una fuerza de magnitud variable y
direccidn constante es el caso de la fuerza de resistencia de un
resorte.

Tomemos un resorte tal que en su posicidn de equilibric
natural., la longitud del resorte es AB, f1¢.C12). Tomando =omo
crigen el punto O seflalado en la fig.%18)., podemos verificar

10



experimentalmente que cuando estiramos el
longttud x Cesto es,

resorte una pequefia
sin deformarlo? el rescrte ejerce una fuerza
de reaccién Tdirigida hacia el punto 0) preoporcional a la longitud
x, % decir

fuerza de resistencila = -—hkx
donde & ; O es llamada constante de elasticidad del resorte. El
signo menos se toma debido a que el sentido del vector

fuer=a
siempre es contraric al del vector desplazamiento.

E

4747
3 ,
!
L

fig.C12d
Por lo tanto, para estirar el resorte una longitud x, debemos

aplicar una fuerza F que neutralice la fuerza de resistencia; a
saber

©
[

F o= kx
Hallemos el trabajo realizado por esta fuerza, representada
grificamente en la fig.C13>

£ .

o1 X X
rig. o)

Dividimos el ssgmento [O.x] en n partes iguales

b
o]

x_x x
o1
fig.Ceed

n

Sean X _.X ,...sx con 0O =x ¢ x<Cx ¢ ., ¢ XxX8X
o ' n o ' [] n
los puntos en el eje X que dividen al segmento (0.x) en n

11



subintervalos.

Supcncremos que para elongar el resorte una longitud que esté
entre x‘_‘ Yoo tenemes gue  aplicar una fuerza pricticamente
constante denotada por F~; bajo la hipdtesis de que la longitud
del intervalo [x‘_‘.x‘] es pequefia.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la fuerza £
en cada subintervale (x;, ,x ). donde es précticaments constante.
estd determinacda por el valor de la fuerza en cualgquier punto
(t < [x‘_l.xkl. £ig. (15

[}l x ¥ x x X

Lt T 3 + n

fig.C19d
Por tanto, el trabajo realizado en cada subintervalc, seri

V[xk_.,x‘] = FCL 2Cx X 2 con I € {x _ux ), iseZioeen

y el trabajo total
W= FCE JCx =~ x ) « FC¥ OCx_~ x> + ... = FC¥ )Cx - x >
I 1 o 3 z ' n n n-g

n
¥ =P FC{‘)Cx‘— X _ bl

iz :
Tomando particularmente tl X,

n
W= F(x Jx-x 2
=1 -t ] 1=t

Dado que la fuerza es proporcional a la longitud x; es decir
F = kx, entonces la fuerza en cada subintervalo esti dada por
Fix > = M(x b
=1 L=t
de ah!{ que el trabajo total es
n
W= EhCx ICx = x 2

13
(11

x
Dado que x - x == ¥ i i.t.....n, ®NLONCES

12



"
waprex 3¢ Z>
=1 "
o
= R = E (xi_1>
ing

Tomando en cuenta que

X

% =03

x =1 %

1 "
x .= Qi =
‘-1 n

x ®=n X

n n

tenemos que

n
werXypciocXs
i=g n
2 n
= rZ F G0
v\' iy

x* . nin=s)
-k—a < 3 >]
n
: 2
w R R
) n

finalmente, si hacemos n suficientemente grande, tendremos
miz subintervalos de menor longitud y, por lo tante, los saltos en
la fuerza son mis pequefos. En el caso limite obtenemos el trabajo

realizado por la fuerza a 1o largo del segmento CO,xD.

n
Por tanto W = lim ¥ FOr oCx =~ x _ b4
n o=t @ L3y tot

2z 2
e lim X L R

2 zZn
n— @

- Ll
2

Por tanto, el trabajo realizado por La fuerza del rescrte es

13



we - Lt
2
De igual manera que ep el problema antericr

n
W oe R~ x D

et

reprecenta la suma de las areas de los rectingulos bajo la grafiza
de la funcidn F = jx. (£ig.C14825

£

rig.cLe
Y en el caso limite, obtenemos el ires bajo la grifica de F.

Por tanto, también en este problema, su solucién coincide con
el &rea bajo la griafica de la funcién, en este caso de la funcién
£

Problema 55
Homentos ¥ Ceniro de Masa
Cuando tenemcs una distribucidn espacial de objeics., cada un»
conh cierta masa, puede hablarse de conceplos tales como momenio v
centro de masa; ambos conceptos fdertemsnie relacicnados entre sf.
Tomemeos un conjunto de objetos con masas m‘.nz., ceam
respectivamenie, situadas en linea recta a lo largo de un eje,

1lamade X; siendeo x‘.x e .x“ las posiciones de ~ada uno de los

z
objetos respecto al origen.
El momento de este sistema de masas respecto al origen se
define como
L
XM XM b XM b X M -yx-:lkak PP

Ahcra., si supusiéramos que todas las masas del sistema

estuvieran <oncentradas en un séle punto, denctada por c .
tendr{amos que la masa total estarf{a dada por

14



m o4+ m +m + ., , +n = m
] 2 L] n :k

y el momento respecto al mismo origen, por
%<

"‘k’

EVE]

k
£l punto x que cumple con la condicién de que el momente
del cictema,(ecuscion C1)) respacto al origen dadse coincide con el
momento calculado bajo la hipdtesis de gque toda la masa estd
concentrada en dicho punto, se llama centro de masa. De ahi que
L
r x m

x = ke , donde X e& el centro de masa del sistema.

n
AL

. Cdmo  determinar el centro de masa de una barra con
distribucion de masa no homogénea?

Consideremos una parra unidimensional de longitud L. cuya
distribucidn de masa ex no homogénea,

Fijando nuestrec origen de coordenadas en el extremc fzquierdo
de la barra, podemos considerar que la distribucién de masa es
funcién de la posicidn de x respecto a este origen., fig.C17?

} {
{ )
(o] L
fig.Cs2?
Dividimos la barra en nr ssgmentos de 1igual longitud,
denotando sus puntos extremos por 0 = XoeXaoroax = L. con
<
con x, .x‘<xx< (xn
Para valores grandes de n podemos  suponer que la
distribucién de masa denotada por m en cada uno de los
subintervalos generados es homogénea,
Por otro lado, sabemos que para distribuciones

unidimensionales homogéneas de masa, la densidad de dicha
distribucidn, denotada por 2, esta definida per
p = masa total 7 longttud total

A partir de lo anterior, podemos afirmar que la masa

correspondiente en cada uno de los subintervalos cumple <con la
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siguiente relacidn

moom XX 2
Por tanto. para cada particidn el momento, denctado por M,

resulta ser

L] L2l
Mo B ETACx = x 3 = EZ MEI0x - x

i=1 vzt -t

can Z‘ -

L2 sumatoria anterior se 1lustra en la fig (18>

zlPL'
BN
i v
~ 1 F
N IR Ll
o7 L
fig.Cand

En el casc limite obtenemos el momento de una distribucién de
masa no homogdnea, con funcién de densidad K x).
Para obtener el centro de masa, denctado por <, tenemecs,
segtn lo dicho més arriba
n
L8 a0l 2x - x>
¢ = ‘22 NS+

n
Rk P T
=t

En el caso li{mite, el denominador de esta expresidn
representa la masa total de la barra; y el limte de la expreszién
completa representa el cantre de masa de la  barra, cen
distribucidn de masa no homogénea de longitud L, tnicialmente
considerads.

La solucidn de este problema, también tiene que ver con el
4rea bajo la grifica de una funcidn, tanto el numerador comc el
denomi nador de la expresién (1) podemos considerarlias como la suma
de las 4reas de los rectangulos corrsspondientes; los rectingulos
del numerador son precisamente los que se ilustran .n.la
1ig.C18), ¥y los del denominador, los que se encuentran bajo la
grafica de la funcion @ 7 en el caso limite, corresponden al 4rea
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bajo la grifica de las funciones correspondientes.

Resumiendo., como deciamos al principic de este capftulo, la
solucidn de todos estos problemas tiene algo en comdn.? en efacto.
lo comin en ellos, es que su solucidn esti determinada por el area
bajo la grifica de una funcién,

As{ como hemos mostrado que la solucidn a estos problemas
tiene que ver de manera directa con el 4rea bajo la grifica de
una funcién, es de esperarse gque la solucidén a muchos otros
problemas sea también, el area baje la grifica de upa funciLon,

En el siguiente capitulo, abordaremos con profundidad
este problema Cdeterminar el Area bajo la grifica de una funcidnd
mostraremos que la solucién a él, nos conduciri a la nocién de

integral.
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CAPITULO 1II

En los problemas que hemos planteado en el capitule anterior,
notames que la solucidn de ellos radica en poder determinar el
area bajo la grafica de una funciodn.

En este capftulo desarrollaremos el estudio de la integral
precisament® a partir de uno de los problemas que lnvolucra e<te
concepto: a saber., el 4rea bajo la grafica de unha funcidn., Sin
embargo hay que tener presente gque el conceptc de la i1ntegral nos
permite no sélo solucionar el problema del Area bajo la curva,
sino que con este concepto podemos resolver gran cantidad de
problemas relacronades con diversas disciplinas (fisica.biologia,
ete. D,

2.1, Propledades basicas del concepto de area qQue comunmenie
mane yamos .
Desde nuestros primeros affes de la escuela hemos trabajado

con las areas. Sabemos, por ejemplo, que el area de un cuadrado de

lado ¢ es tz, que la de un rectangulo es base por altura, que la
de un triangulo es base por altura sobre dos., etc.

Pero si nos preguntan, qué es el Area, seguramente no
sabriamos qué contestar; ello se debe a que en este nivel no
contamos con una definicién formal del concepto de area, sino que
tnicamente sabemos calcular el 4rea de algunas regiohes
particulares. No obstante lo anterior, antes de resolver el
problema del &area bajo la grafica de una funcion =-lo cual ya
involucra una generalizacién de nuestro actual cohcepto de Area-
conviene repasar algunas de las prop:edades basicas que
intuitivamente observamos cumple el concepto de 4drea que

comunmente hemos manejado.
Primera propiedad, ,
El 4area de una regidn R siempre estsi representada por un

numero mayor o igual a cero.
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Fegunda propiedad.

Dada el 4rea de una regi¢én R y dadas las ireas de cada una
de sus partes RI.R:...‘ .R" se tiene que el &rea de R es jgual a
la suma de las 4reas de cada una de sus partes.

Tercera propiedad.

El 4Area de una region es invariante bajo transformaciones
rigidas (translacidn, rotacién o reflexidn, sin alteracidn de
escalad.

Cuarta propiedad,

Existe una medida bisica de &rea, Por convencidn, tomamos
como tal medida, e! area del cuadrado de lade ¢, definida como
o’

Podemos expresar resumidamente estas cuatro propiedades de la
manera siguiente:

Sea R una regidn a la que le hemos asignado drea ACR),
entonces .

1> ACRY > ©

L]
2) AR = F AR donde R =UR,t con R NR =0

isg ieg
=i 1 4. i = g,2,,...,n
D AR = AR donde R" se obtisne a partir de una

transformacidn rfgida de R.

4 ACE) = {® donde C es el cuadrado de lado ¢

Partiendo de estas cuatro propiedades sefialadas, podemos
demostrar que; cuanda decimos que e] area de un rectingulo es base
por altura & que la de un trisngulo es base por altura sobre dos.
etc., nos estamos refiriendo al mismo comcepto. Para tal fin,
abordemos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1D

Area de un rectingulo,

SI R = :}b R un rectangulo de ladoes a y & entonces
a

ACRD = ab
Construimos un cuadrado cuyos lados sean a+b de la siguiente
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manora,(fig. 103,

R
.

R a

rig.Cwwd

El 4rea del cuadrado de lado Ca+b) es Ca+2® entonces.

Castd® = 4 ACR + Ca-B)® donde AR es el 4rea del
rectangulo de lades ay & y

Ca~> es el 4rea de R‘.
Entonces

2 2

ACACRID = Ca+dd? - Ca-bd = a¥ + 2ab + % - &% + 2ab - b = 4ab
* 4CACRDD = dab
. AR =i

~ ACRD = ab.

Ejemplo €2> El 4rea de un triingulo.
Si R = es un tridngulo de base « y altura b,
a
antonces AR = %
El 4irea del tridngulc se puede ver como la mitad de! Area del

rectingulo de la siguiente manera

B’ c D

A A .
fig.Cz02

En la fig.(20) el triangulo ACB es congruente con el
tridngulo ACB' y segin la propiedad 30 tienon i1gual Area. El1
tridngulo BCA* es congruente con el tridngulo CA'D, y por 33
tambiédn tienan la misma Area. Peor tanto concluimos que e! Lrea del
tridngulo ACA' es la mitad del Area del rectingulo cuya base es
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@ Yy altura b, en este caso.

Ejemplo €30,

El 4rea de un polf{gono regular.

Sea P un poligonc regular de n lados, cada une de longitud
¢, Trazando los segmentos de recta que unen a los vértices con el
centro, generamos n tridngulos congruentes T‘. de base ¢ y
altura a (donde a es el apotema del pol{gons).Cfig.C21)),

fig.C24>

Da ah!f que

ta _ C(ndda
2

ACP) = n ACTi) = n 5

ol®

donde p es el parimetro del polfgono,

Los ejemplos antericres, ademis de demostrar la consistencia
conceptual en la definicién del irea do las figuras mencionadas,
nos ilustra el razonamiento a seguir para encontrar el area de
figuras tirregulares, susceptibles de ser descompuestas en un
nimero finito de regiones de &rea conocida. .

Sin embargo, al momento de considerar regiones acotadas por
alguna linea curva, por ejemplo el circulo., sea cual sea la forma
en que la seccionemos, necesitamos resolver a su vez el problema
del 4rea de una regidn acotada por una linea curva; problema que
atn no tenemos resuelto. Por tanto, necesitamos desarrollar un
nuevo procedimiento que, partiendo del conocimiento del 4area de
las figura arriba menciocnadas., nos parmita resolver este problema.

Ejemplo 4.

Area de un circulo.

El 4rea de un circulo serd mas pequefia que toda regiodn
poligonal que contenga al circulo., y mds grande que toda regidn
poligonal cque este contenida en 8l c¢irculo.

Usando esta idea; Ssi tLomamos una sucesidn de polfigonos
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regulares circunscritos con 4,8,10,..... vértices
P‘ > P- :P“ D s Plk = 2RI
Yy una sucesidn de poligonos regulares inscritos con
corraspondiente nimero de vértices,
Py C Py CP  C S Pk ... rig. 22>

fig.Cz22)

el

Segén el ejemplo 3) podemos determinar el 4rea de cada uno de

astos poligonos, por tanto oblenemos 2 sucesiones mondtonas tales

que
ACP D > ACP.D 2 .02 ACP XD 2 ...
o - T - - z -
y ACp‘) < ACp.D < e S A(plk) < e

la primera estd acotada inferiormente por ACp.) ¥y la segunda esté

acotada superiormente por ACP‘). por tante ambas sucesjiones son

convergentes y por tanto

lim ACP k) = lim ACp k)
2 2
Kk ey @ k ——y m

Supongamos que el radio del circulo es r

n r n
—k\ r sen —k
T - z
r cos =
2
fig.Cae

La fig.Cz23, {lustra la (:(zk)D-‘sln\a parte del 4rea del

poligono regular de 2* lados.

Asi que el irea del poligono regular inscrito de 2“ lados es:

A(p:k) = nk risen A kco; Jis M
2 z

a2



n risen Cns2* cos Cnr2o

Tomamos lim "ACp k) = 1im
k¥ kK ——a o0 n/:k

k
-nrt lim Ccos Cn/sz im sen Cnzz

E— ® k — @ !‘l/z‘=
=a

Por lo tanto el 4rea del circulo de radio r es

A=nrt
El procedimiento utilizade en el ejemplo 4, {lustra la
posibilidad de encontrar el 4drea de algunas regiocnes acotadas
por lineas ’curvas. basdndonos en figuras de #rea conocida, y con
el uso del conceplo de limite. Sin embargo, para regiones como la
qha se ilustra en la figura 24, es diff{cil saber cuiles son las
figuras de 4&rea conocidas que deben utilizarse, siguiende el

método anterior, para encontrar su irea.

fig.Czed
Teniendo presente el concepto de funcién, podemos secciconar
la regidn stlustrada en la 1g.€24), de tal manera que cada una de
las regicnes obtenlidas puedan considerarse como regicnes bajo la
grifica de una funcidén; no importande que para ello utilicemos
localmente distintos sistemas coordenados, fig.(25)
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Por tLanto., resolviendo @l problema del irea bajo la grafica
de wuna funcidén. itnvolucrade. como ya mencionamos, en todos los

prablemas del capitulo anterior, resolvemos a su vez el problema

del Area de regionss en Rz.susceptxbles de descomponerse
seccionalmente en regiones acotadas por curvas,que representan
grificas de funciones, Cig.(28> y £19.C27>.

L M R,
” T
fig.Caad

ACCY = ACR‘) - ACR1>

~D— P ey

rig.C22
ACRY = M'R‘) - A(Rz)

————rs

Independientemante del punio de partida., problemas fIsices,
problemas de &rea, elc.; considerando lo gue hasta aqul hemos

discutidc., puede valorarse la importancia que tiene, resolver

adecuada y detalladamente el problema sintetizado en, snconirar el
- a grafica d
Por ditimo, es importante seflalar que; ol problema

consistente an caracterizar los conjuntos de R a los cunles,
mediante Un procedimiento formalmente discutlido, ze les pusda
asignar un ndmere realy o1 cual coincida, para los casos
particulares gque conocemos. ¢on @l Srea ya conocida de dichas
regioches, no ha sido abordado en esta discusidn.

Tal problema es matemdticamente de una compejidad mayor a lo
aquf discutido., y trasciende al sbjetivc del presente trabajo.

Resolver esla problema, a manera de ejemplo, saber si{ pueds
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asignarse un nGmero tal, a regiocnes como:

€@ x @  CrO,1) x (0,112, €0 x 02 f CLO.1) = (0,11, etc.
£ig.C(28) y fig.l2%jinvolucra el concepto de medida de conjuntos;
Ya s@a a través de la formalizacidn de conjuntos Jordan-Hedidles
o Lebesgue-MHedibles; problemitica de una complejidad matemitica
mayor a la discusidn y objetivos del presente trabajo.

Q@ x @ T x I

1 i
fig.Czed fig.Czed



2.2 Construccion de la integral.

Dentrc de todas las regiones del plana, vames a seleceionar
aquellas regiones que se encuentren acotadas por: una funciédn f
definida en el intervalo [a.b}, el eje x y las rectas x = a y
x = & Elegimos estas regiones ya que, de entre todas las del
plano, es a wellas a las que se restringe el estudic de la
integral.

La discusidn sobre la construccién de la integral la
desarrollaremos por tres vias diferentes, cada una de ellas nos
llevari a establecer una definicidon dal concepto de integral;
desde luego que s1 llegamos a tres definiciones diferentes scbre
el mismo concepto,entonces estamos obligados a demostrar la
equivalencia entre aellas, De esta manera adoptaremos coneo
definicidn de integral una de las tres definiciones y dejaremos
las otras dos como condicidn necesaria y suficiente para la
existencia de la integral.

En las distintas vias para la construcciédn de la integral
vamos a partir de tres supuestos.

{J Las funciones son acotadas en [a,b).

tt) El! dominio de las funciones va a ser el intervalo cerrado

[a,b).

ittt Las funciones son positivas.

Una wvez que hayamos desarrollado la construccién de la
integral bajo estas condicliones, veremos que estos supuestos se
pueden eliminar, cosa que hos va a permitir trabajar con cualquier
tipo de funciones en cualquier dominio.

Por @l momento [o vamos a trabajar con funciones del estilo
siguiente Cfig.(3022,C(r1g.C31232,

a) Funciones no acotadas

=]



‘fig.Cs0d fig.Cosd

5)  Funciones cuys dominio sea un intervale no acotado
Crig.caaxy.

I~

a

fig.Caz>
¢€J Funciones negativas Cfig.C333).
a -]

L\—J
fig.Cand

En los casos donde el dominio de la funcién sea el intervalo
abierto Ca,d, y la funcidn sea acoltada en ¢l., el andlisis es
esencialmente el mismo que hacemos en el intervalo cerrado la,.bl,
Clas rayas no aportan aread.

Z.2.1 Primera via de construccidn de la integratl.

La {dea que vamas a utilizar en esta primera via es la misma
que desarrollamos para el caso del circulo. Recordemeos que el
mecanismo consiste en construir sucesiones de poligonos inscritogy

circunscritos, de tal! manera que el Area de estos poligonos se



vaya acercando a 1z de la regidn Lanto por fuera como por dentro.
Podriamos construir poligonos come los que aparecen en la
figura siguientm:

a [
ig.Coed

Clarc, esio es valido, pero encaontrar e 4rea de los
poligonos resulta muy enredado, ademis de los problemas que
encontrariamas si Lratdramos de generalizar este procedimisnto.

Esto quiere decir que tenemos que buscar otra forma de
resclver el problema. y si queremas retomar el procedimients para
el casoe del circulo, tenemos qQue garantizar lo siguiente;

12> Construir poligonos inscritos y circunscritos para jos

cuales sea mds facil encontrar sus Arsas.

22 Construir sucesiones de poligonos de tal manera que al

tomar el limite, las areas de los poligonos tiendan al
Area de la region.

3) Poder generalizar nuestros resullades, es decir encontrar

una regla general para cualquler funcién.

Una manera sencilla de proceder consiste en construir
rectangules inscritos y ciscunseritos, sobre el intervalo (a,&}
¢f1g.C38)).(rig. (385>,

a a &
fig. Casd fig.Caad

La unidn de los rectiangulos ciscunscritos va a generar al
poligone ciscunscrite ¥y la unidn de los rectanguelos inscritos

as



generard el poligono inscrito.

Observemos que, si al conjunto de puntos Qque divide al
intervalo [a,b), le vamos agregando mis puntos (ver fig.(38)),
entonces, al unir los rectangulos, la regién que se forma se va
pareciendo cada vez mis a la regidn original.

Elegimos esta manera de aproximarnos a la regidén bajo la
grafica de la funcién, ya que sabemos cdmo determinar el irea de
rectidngulos (ejemplolel). En este caso la base de lox raectingulos
serd la longitud de los intervalos que dividen al intervalo [a,d),
pero, ycéomo determinar su altura? iqué sucede si Lenemos funciones

cuyo comportamiento es comc en la £ig.C37).

9l

a x x ]
3 z
fig.Ca?zd

En el intervalo Ix vx,1 la funcion no tiene minimo.pero s{
tiene {nfimo. Entonces si tomamos el intervalo (x‘.le como base y
el {nfimo de la funcién en ese intervalo como altura, podemos
construir el rectangulo inscrita.

Si tomamos el minimo de la funcién, nuestro anadlisis
quedar{a restringido a las funciones continuas, y queremos
desarrollar nuestro estudio en general para las funciones
acotadas, lo cual quiere decir que puedsn ser discontinuas., Tanto
en las funciones continuas come en las discontinuas, al tomar el
infimo aseguramos que la altura del rectidngulo siempre existe, ya
que el {nfimo siempre existe si la funcién estd acotada; en sl

caso de que la funcidn sea continua el fnfimo coincide con el

minimo Cfig.C(382),



-3 x x L4
s z
fig.Camd

.

Por tanpto la altura de cada rectingulc seri el Infimo de la
funcidn en cada subintervalao.

E S5i dividimos el segmento (a.b] en n subintervalos podemos
conistruir n rectingulos inscritos en la regidn C£ig. (39,

gl

fig.Capd

La interseccidn de los recténgulios adyacentes, es la recta
vertical comin a ellos, y estas rectas no aportan area.. asi que.
podemcs obtener el irea del poligono con la suma de las Areas de
los ~ recténgulos.

De manera analoga construimos reclangulos circunscritos, es
decir tomamos la misma base.perc en lugar de tomar of {nfimo de ia
funcidén en cada intervalo comd altura, tomamos &l supremo de la
funcidn, y asi construimes los reclingulos circunscritos como se
flustra en la £ig.Ce0d.

-3
fig.Ceod
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Para precisar nuestras ideas, introduciremos la siguiente:
Deftntctén (1> Una particidén del intervalo (a,b). es un
conjunto finitc de puntos
xo,x‘....,x“ tal que

a=»x <x < ....< x =b,
-] i n

Yeamos algunos ejemplos de particiones:
Ejemplo (12 El conjunto €0,1> es una particiép del intervalo

(0.1),

Ejemplo €22 El conjunto €0,:/2,1) es una particion del intervalo
t0.1).

Ejemplo €3 El conjunto <O, t/p. 2/p, 37p,....97p}; p € N es una

particién del intervalo (0,11, En particular
para p s 8
el conjunto es (0., 178, 278, ..., e/e)
Ejemplo (42 El conjunto €0, 1/2p, 272, ..., Zpr,pr p € M, es
una particién del intervalo (0,1}, En particular
para p = 8
el conjunto as (0, /16, t/a.. ... 208 200},

1 LI

Ejemplo €52 El conjunte <a, ags aqos....aq’ ' aq nal y

q ="Y57a . es una particidn del i{ntervalo la,bdl.
Si las particiones dividen al intervalo (a.b] en n partes
iguales. las llamaremos homogéneas. ’
MOTACION. Al conjunto de todas las particiones del intervalo
{a,b) lo denotaremcs como P(a.b]

Definicion C22 Sea f una funcién acotada en {a,b) y sea
P o= (X X s x 2 una particién de (a,d)
-] o 1 L}

definimos

-LC/D = inf €f{(x); x e Cxl_l
MCf) = sup (fCxXD; x & [xl_‘. x‘l}. L JETTPF YOI

. x‘lb y

Regresemos a la construccién de los rectingulos inscritos y
circunscritos, En particular si

A



P = x .
o Xor X o X, 0 X0 X XD

Rl Rz R_ R‘ R,
T
) a 5
xo xl X: X- X‘ xﬂ
fig.Cerd

la suma de las areas de los rectangulos sera
ACR > + ACR > + ACR D + ACR D + AR D =
1 2 L) ) s

Cx‘- xobu.cp + Cx’- x‘)uzC/) + (x.— x:)m.C/) + Cx‘- x.)m‘(f)
n
+ st— x‘)ISCIJ =‘§l-‘C/)Cx‘- x‘_‘J. rig.C41>

si P = (xo.xl.... ox 3

i 1] 1
a ]
X e x x. . x
° -2 n
,,,,, fig.Cez2d
la suma de las areas de los rectingulos inscrilos serd
fig.(sad

n
T n‘CIDCxl— x_‘_.)

izt
y la suma de las areas de los rectingulos circunscritos serd
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;ol

X o—

a
x ees x. X ...
o L SRS n

fig.Cemd
L]
: i?‘lfi‘(ﬂ(x‘- x _2 £ig.C43)
Definicién €32 Para cualquier particién P = (xo.x‘.....x b
n
h
de (a,b). SCf.PD =£mi(/)tx‘- x‘_‘D es
ing

llamada suma inferior de f en [(qa,b] y

"
£ M‘Cf)Cx‘— x‘-‘) es llamada suma superior
LN

de / en (a,dl.

El procedimientc que seguimos para @]l caso del circulo
consistid en tomar poligonos inscritos y circunscritos, de tal
manera que e! area que deseibamos medir la fudramos acotande por
“dentro® y por "fuera" con las ireas de los poligonos.

Retomando esa idea, en este caso necesitamos encontrar la
manera de aproximarnos al 4rea a travées de los rectangulos tanto
inscritos come circunscritos, es decir encontrar alguna relacién
entre la forma en que dividimos el intervalo (a,4l y la
aproximacién al érea.

Por ejemplo s{ P y P’ son dos particiones del intervalo {a.b)
y si el nimero de elementos de P' es mayor que el numerc de

elementos de P, no sucede necesariamente gue:
SCfP'Y 2 Xf.PD

y tampoco sucede que Scfprd < BCf.P
Esto qujere decir que si una particién tiene mis puntes que

otrra no necesariamente aproximamos mejor el Area que deseamos
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medir Cen el caso de que exista dicha drea). Lo que s{ sucede es
qua sr P = P' entonces

SC/PTY 2 SCAPY y

Xf,P2 ¢ BCrup.
s1lustremos esto con algunos ejemplos
sean P = (xa.x‘.x’.x..x‘) y P's= (ya.y‘.....yu)
entonces:

oFr

X 0

rig.Caead
§(].PJ' es igual a la suma de las Aareas de los rectangulos en la
fig €44d:

T
° 3

fig.Camd
X/.P') es igual a la suma de las dreas de los rectangulos en la
fig.C452.
Claramente SCF.P> > SX/,P'D.

Supongamos ahora que: P* P y que P' tiene un elementa
mis que P
Sean P = (xo.x‘.....xn:r y P = <x°.x‘-y.xz.....xn>
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St y esta como se ilustra on la
£ig. <462, entonges claramante
SCr.PY = §L7.P0D

Si y esti como se itlustra en 1a

£ig.(472, claramente sucede que
SCAPY < SLAPD

a 3 x
‘-Ly 3
x .-

(-]

x of

£ig.{e?d

De forma aniloga, en las sumas superiores observamos que:

T Si y esta como se tlustra en la
£19.C48>. Claramente,

.. Sr.py s Scrpd

LY X ¥ x )
Rye oo X, x
fig,Cewd
ya que s{ la particién P’ contiene a todes los puntos de P mas el
punto y, tas 3 /.P> incluyen al cuadrito (%) en la F1g.(48), y las
&EfP'Y ya no lo incluyen. Es claro que en los intervalos
restantes los recltangulos son los mismos,

Antes de enunciar en general el resultado anterior. definames
el conceptc de refinamiento de una particion.
DefinicionC4), Decimos que la parlicidn P'e P(a py 95 un

refinamienta de lta particidén P e P si

fa,b}
todo elemenio de F es un elementc de FP'es

decir P £ P'
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Observemos que P siempre es un refinamientc de sf{ misma,

Veamos ejemplos de refinamientos:

Ejemplo 6. - Sean p=co, i 2,2
n n n
P* = 0,1, L I
zn® 2n'2n zn
dos particiones del intervalo (0,11, entonces
P' 2 P.
Si en particular tenemos n = 8
rpmcot 102 8
) .
. iz e
Pr= L0, o ie e
en general todo elemento de P es un elemento de P*; si :“- € P
¥ i=,2,..n, entonces -‘; € P' ya que ;‘: € P', Cson los

elenmentos que Llenen numerader par en P"J.

Ejemplo 7 Ahora veamcs un ejemplo de: dos particiones que no son

refinamiento una de la otra y viceversa..

Sea P = (O, ':T' ;.....-—;—-. 1> una particién del intervalo

(0.1} y sea P°= <O, £, 1> otra particion del intervalo.(0.1].
vz

Claramente no sucede que P &S P' ni P 2 P,
Analogamente, si P = €0,3, LAty

peaco. 25 55 20

tenemos P € P', P'& P.

1 2 n-1
En general. si P“= <0, wOR e T 1 b4
P! = (Q,ummye——y . ..y . 12 con n z 2. Podemosx
net net met net

observar que

Pl\ s Pl.'\ol 4 Pnol i Pn
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Lema C1) Sea f:{a,b] —— R una funcién acotada en (a.dl s1
P, Pe Pla,bl y P’ 2 P, entoncaes:

U SLF.P3  SXF,PDO

1) Scf.Py 2 BCf,PUO.
Haremos la demostracién de ), y dejamos al lector "la
demostracidn de (i); ambas demostraciones son similares. Para la

demastracién tJ utilizaremos el siguiente resultado:

Lema ¢2) Sean A y B dos conjuntos de numeros reales. si B es
acotado y A £ B, entonces:
) inf A2 inf B
ti) sup A S sup B
Demostraremos el inciso 3 y el inciso tt) lo dejamos como

ajercicio para el lector.

Demostracidn: (lema C(2) D)

Sea a e A
como A S B entonces inf B ¢ a;

es decir inf B es cota inferior de A entonces inf A > inf B

Demostracion: Clema 12

Sea P = (xo.x‘... . .xn) » sSupongamos que P Liene un puntoc mas
que P, Clo mis que puede llegar a tener P’ es un nimero finito de
puntos adicionales, de esta forma lo que hagamos con un s0lo punte

lo podemos hacer con los restantesd.

‘= b T
Tomemnos P (xm.x‘.xl .x’,_‘.t & R

y comparemos SCf.P) y X f.P'2:

n i=t
S fHP) = ?in‘cl)(xi-xi_l) =‘£‘nl(f)<x‘-x‘_x) + liCj)Cxi -xj-x> +
i -

n
) prin C/)(xt—xi_‘)
izfes
-t

coma § = tx,. ‘.le. -’_Cf) = inf {fCx) ; x e txl .xll) y
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ademas Cf -x D'+ Cx ~F) = Cx ~x D
o - 3 1 1=

entonces SC/,P) se puede escribir come:
i=1
Sf.P2 =‘}=:1n‘(f)Cxi-xi_.) + {Cg -xj_‘> + (x,-:)]mlc‘D -
LJ
‘=]J:':‘Cf)(xl’x‘-‘)
i~
=‘§‘-‘,(/>(x‘—x‘_‘) + mJC/)({ -x’-') + -f/)(x].-{) +

n
I m‘(/)(xi-xk_')

iejet

fig. Cepd
doende nj(/)(t - x,_‘) + -)(/)(x}_-— £) = uj()’)(x’-x,_.D = aArea del

rectingulo j-ésimo (fig.C(49))

4

. X X e
© i j n

fig.Cs0d

Ahora sean a = inf {(f{(x); x e le_.-fl) y

a'= inff {f(x); x € [E.x‘l}. fig.C30),

as



$1 llamamos A = {f(x); x e lx’_i.!!)

A'm (f(x); x & tt.le)

B = {f(x0; xelx ,x 1>
[ S

como A S B y A" € B, entonces por @l lema €2
u-ianEn,(f)-infB y

a'= {inf A'2 minD = inf B

Y entonces

’) + u'(xj—:)

- - < -
lj(f)(t xl,_t) + IJ(IJ(XJ U. £ a xj_

pzar tanto

i=t
‘)-:‘ lin)(x‘-xL_‘) + n,(/)(t -xj_‘) + ms(/)(x’-!) +

n i)

: I‘C;’)(xt-xi.‘) s E m‘C,‘)Cx‘-xi_‘D + ol -xj_‘) +

imjos iag "

+ a'(xj—t) + E nin)Cxi—xL_‘)
isjet

= SCf.P'D,

. < o .
s X fP) = SXfPD Q. e.d.

Como podemos ver, &l irea de los ractangulos inscritos crece
¢ se mantiene igual al tomar refinamientos de una particidn;
mientras que el Area de los rectingulos circunscritos decrece ¢ se

mantiene igual cuando se toman dichos refinamientos.

Intuitivaments es claro que para una particién cualquiera, e}l
Area de los rectingulos inscritos es menor que ol irea de los
rectingulos circunscritos; la intuicidn parte de que e! {(nfimo de
la funclén es menor ¢ igual que el supremo de la funcidn en cada

subintervalo generado por la particion,
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Lema (3D Sea f:{a,bl—— R acotada en [a,b), entonces:
mCbead) S SC/.P> ¢ BC(f,P) S Mb-ad
donde m = inf (f(x}; x € {a. b}

M= sup {f(x); x e la,db))

&G
nggljm|ll!!!u!né/i{ﬁumll!
s 'R! i

rig. (51
Demog tracuon.

Sea P = (xo.x‘.....x“) una particién de la.bdl,
como {fI(x); x € [x,l_l,xtl> S {/Cx); x @ [a.b)),
segun el lema (22 m = -kC/) y M2MCH ¥e,2,...0,0
) v

y entonces m s n‘C/) -3 M‘C/) SM Visnz,...n

si multiplicamos por Cx‘— x . 3 tenemos que

1
m Cxi—x‘_a 3 mi(f)CxL- x‘_‘D < M‘C/in— x‘_‘> =M Cx‘- x‘_l)

as{ que:
n n n n
- < - - < -
Em (x‘ x‘_‘) _‘E-‘(/)(x& xi_‘) S}:M‘C/’)Cx‘l xi_‘) B3 M MCX‘ x‘_lD
vt ixg [ETY [}
- de donde:

n n
mECx -x. ) S SCf.P) S SXf,P> SMECx P
img v imt
Cver f1g,CS135
n
- - - - - + -
pero ):Cx‘ x‘_‘) BOX =X F X mX b X X b4 X x x -x

n-t ' n n Tn-t
(X

= x =-x =« b - a,
n o

por tanto wb - ad € SfP) S SCfPY S KL - .
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Con este resultado Jjustificamos gque SC/.P) es menor © igual
que 5(/.?). considerando siempre la misma particidn. Ahora podemos
preguntarnos Lqué relacidn existe entre las sumas superiores e
{nferiores tomando distintas particiones? Es decir, si P y Q scon
dos particiones cualesquiera de [a.b)., sse seguira cumpliendo que
/P s Ef@7

Geométricamente podemcs ver que cada suma inferior -es decir
la suma de las Areas de los rectangulos inscritos- a lo mis que
»sube” es al Area por debajo de la grafica. mientras que cada suma
superi{ior a lo mds que baja es también al 4srea bajo la grafica de
La fyncion.

En efeclo, cualquier suma inferlor es mis pequefa & igual
que toda suma superior.

Sean P y Q dos particiones cualesquiera de la.b] tales que:

P = (xo.xl.... .x") C £1g, (523D
Q=AY sy .eoay 2 C fig (333>
a P b Construyamos la particidn
[} [ ™ "
VN 7 P tal que P = P U Q.
XX, Xg e x, -
Es claro que P e .“‘“z 51 y
fi1g.Cond ’
ademss P £ P- Yy Qs P.;
a e b -
b—t { t 4 esto es, P es refimamiento
Yo ¥y 0 YooY de Py Q y por el lema (12,
rig.Cssd se cumple que:

/P s £y
&s.P™ s &1
Ahora, por el lema (30, concluimos que:

scr.pr s <P s 50" 2 R

. SCLP) S BCHO

Es decir hemos demostrado el siguiente resultado:
41




Llema €45 Si P y Q son dos particimes cualesquiera del

intervalo la.bd) entonces

Xf.P) £ Hf@

Observemos que para cada particién de [a.b) podemos
construir, con base en ésa particidn, la suma superior ¥y la suma
infarior. As{, si Lomamos todas las posibles particiones de [a.b),
podemos construir todas las posibles sumas inferiores y todas las
posibles sumas supericres. Sean A y B estos conjuntcs, es decir
soan

A s (Xf.P) Pe P(a b]) ¥y

B =(SC(f,P); P e F(a.b))

Observemos que conforme mayor sea SUCf,P) en el conjunto A,
mejor serd la aproximacioén al area bajo lLa grafica; es decir, para
diferentes nGmeros en A, el mayor es mejor aproximacion. Esto nos
hace pensar que el 4rea bajo la grafica es el miximo de estos
nameros, Pero, (A siempre tiene miximo?

Si esto fuera cierto, querrf{a decir que hay una suma inferior
que coincide exactamente con el area bajo la grafica de la
funcién; pero en casi todas las funciones, sucede que en cada suma
inferior siempre queda un verror”, una diferencia con el 4irea
bajo la grafica, por lo cual para muchas funciones no existe un
elementc de A que sea mayor que todos.

Dade que en ¢general ne existe el valor maximo cde A (ni el
minimo de B> analicemes qué otras propledades tienen estos
conjuntos, para que, con base en ellas, busquemos la manera de

determihar el &rea bajo la grifica de la funcién.

A2 En primer lugar., cbservemos que A y B son conjuntos de

pumeros reales. es decir., sus elementos son numeros reales.
8> De acuerdo al lema 4. podemos establecer que
A = (Xf.P); P e P[a bl) esta acotado superiormente. pues

cualquier suma Superior es mayor ¢ igual que Lodas las sumas

42



inferiores. Por otro fado B = (§Cf.P); P e P(a b)) @sti acotado

inferiormente, ya que cualgquier suma inferior gs menor & igual que

todas las sumas superiores.

€2 Tanto A como B son distintos del conjunto vacl{o: la
existencia de las sumas inferiores y las sumas superiores esta
garantizada por el hecho de que la funcidn es acotada, lo cual
asegura la existencia del (nfimo y el supremo de la funcidn en
cada intervalo generado por cualquier particidn,

En suma: A e3s un c¢onpjunlo de nOmeros reales distinto del
vaclo, acotado superiormente y por tanto tiene supremc. B es
también un con junto de ndmeros reales distinto del vacio, acotado

inferiormente y por tanto tiene infimo,

Podemos proponer al supremo del conjunto A como el irea bajo
la grafica de la funcidn, para gque esto 3sea as/ debemes
garantizar dos cosas:

L) Que cualquier nimero mAs chico que &l supremo ho %6a el
area buscada
{t) Que cualquier nlmerc mayor que el supremo Lampoco leo

saa.

Si el supremo del conjuntc A fuera menor que el Area bajo la
curva ., podriamos construir una particidén suficientemente fina,
con la cual la suma inferior resulte ser mayor que el supremo, por
lo cual dejar{a de ser el supremo. Veamos:

Supongamos Que sup A = sup (§</.P); P e Pla.b)} as menor que
al irea buscada, es decir que el supremo coincide con una regidn
que es un poco menor que el Area bajo la curva; supongamos que
#sa diferencia se concentra en un “chipotito"™ Crig.C84)3;
este “chipotite” 1o podemos ‘desparramar"” en una franjita
suficientemente delgada, Ces claro que “ocupa espacic', de lo

contrario su drea seria cerod.
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Con el auxilio de una lupa lo
veriamos como en la fig.(B84). En
ésa franja, podemos construir
una poligonal. con la cual

obtenemos rectingulos inscritos

— L en la regién que deseamos medir

a b Y. per Ultimo, con estos

.C
fig.C34d rectingulos podr{amos conseguir

una suma inferior, la cual serfa mayor que el supremo del conjunto
de las sumas infericres., perc estc po puede suceder. Por tanto el

supremo del conjunto A no puede ser menor que e! idrea buscada.

En el otro caso,si el supremsc fuera mayor que e! 4area,
entonces ya no seria la mds chica de las cotas supericres, ya que
el Area por debajo de la curva en si ya es una cota superior para
las sumas inferiores. Por tanto tampoce puede suceder que el
supremo de A sea mayor que el area bajo la grafica.

Asfi pues, resulta natural proponer al siguiente conjunto:

sup (X /f,P); P e PLa b])

como el Area bajo la curva.

El razonamiento que hemos desarrollade para las sumas
infericres lo podemas seguir para las sumas superiores y entonces,
otra forma de definir el 4rea serfa a través del siguiente

con junto:
Inf <SP P e Py g2

De esta manera podemos establecer el acuerdc de que cuando

SUp (SCSLPD; P e Py Y = Anf CSCSPDL P e P )

la regidén bajo la grifica de la funcidn tiene irea.
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Defintcion. (5 Si f:la,b) —— R es una funcidn acotada en
[a,&}. Definimos:

b
[ = sup<scs,py; PeP, 47 Y

a

f = inf <8C/,P>; P & P,

— o

ta, 51’

Con esta definicidén nuestro acuerdo quedarfia en los
siguientes Lérminos:

-} b
St f J = I J . entonces la regidn bajo la grafica de §
a a tiene area.

Ejemplo 8, La funcidn de Dirichlet <(fig.(55)
{1 si x € 0,13 N

Sea f:10,1)—— R dada por: JCx0 =
Osi xalOll NnQ

TR S
!
|
|
SRR

fig.Cas) b

y.sea P = (xo.x‘.x:.....xn) . tal que P e P[O.l)

n n
Como SCf.P) = :n‘(f)(xi-xi_‘) =7 OCx‘-x_‘_,) = 0, entonces

Y'Y =4
i
j'/ = sup CO» = O

o
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y como B f,P) =

n o N
.}:H‘CIJC&‘-{:L_‘) =»): LCx‘-x_‘_‘)' =1V entonces
‘os \ng

3

Jr =intcay =1
-]
Por tanto,

de acuerdo con nuestra convencién, aqui ng hay
Area,

Ejemplo 8.~ Sea 7:{0,1}—— R dada por:

fCx) = ¢ conc 2 O

PeP Cr1g.¢562),
to.11

y sea P = (xa,x.....,xn)
n
Como X f.PJ) = :m‘(f)(x“xiq)-

(1Y

n

= x ~
BeCx-x,
=1

n
‘) = c'}: (xi-x‘_‘)- c
(51 :

o 1
fig.Caed

1

entonces I f = inf Cc) = ¢

o

En este caso

y por tanto, segin quesira

Qi o
~
]

R il
.

convencidn, agqufl s{ hay 4rea y es igual a c.

En la construccién de la

integral hemos
probl emas:

planteado dos

12 Encontrar el area bajo la grafica de la funcidn.
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2J Decidir bajo qué condiclones una region tiene Area.

Este segundo problema lo hemos abordado enm toda la discusion

anterior,
I

Con el ejemplo 8, la funcidn de Dirichlet, vimos que _[ / no
a

[
es 1gualaf / . En particular en este ejemplo se cumple gue:

a
-

Jrofr.

Asi que podemos preguntarnos: ;Qué relacion existe, en general

b 2 -] E
entre f f oy J' f ? 4Se cumple slempre que J /s f /7
a a a a

Antes de pasar a responder estas preguntas veremos el

siguiente:

lema (53 Sean A y B dos conjuntos de numeros reales distintos
de!l vacio, tales que
xSy ¥YxeAy YyebB,

s1i a=sup A y 3= 4inf B entonces
adp

Demostraczion. ~

Sea y € B, como y 2 x , ¥ x € A entonces, y es cata
supecrior de A y entonces y 2 a, pues a es la mas chica de las
cotas supariores de A, Como esto a5 asi para toda y € B,
entonces a es cota inferjor de B y por tanto, a % 3, pues I es

la mis grande de las cotas inferiores de B.
Ahora, si tomamos

A=<LSCLP,; P e Plasy ¥ 8 =<8s.P), Pe Pia.or?

A7



b &
econas [ f vy pa=fg
a -3

queda demostrado el siguiente lema:
Lema ¢(6) Sea j:la.bl—— R, una funcién acotada en la,bl,

entlonces

Rl em O
~-
A

R o
~

Ahcra s{ podemos enunciar una definicién que nos asegure qué
regiones (determinadas por grificas de funciones) tienen irisa.

Defintcidn.C6) -Sea f:la,bl—— R; f acotada en [a.d).
Decimos que f es Rismann~integrable
si y solo si

4 &
I/'ff

En tal caso, definimos la integral de
Rismann sobre e! intervalo {a,b) como

b > >

Jr=fr=fr

a a a

Al inicio de la discusién establecimos la condlcidn de que
fuera positiva, 3qué pasa si la funcidn es negativa?
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fig.C(s72
En tal caso SX/,P) comd S(/.P) son mencres & iguales a
cel'o, Ya que I‘Cf) Yy N‘(l) lo son (£fig.(97)). de donde

Inf(X/.P>; P @ Pla b)) y Ssupl{Xf,P); P & P l) son nimeros
. =

ta,b

.

menores © iguales a cero, y por tanto
-]
I+ ¢o
a
De osta manera, el procedimiento que hemos desarrcllado para
definir la integral asigna nimeros positivos a las regiones que se
encuentran encima del eje x, y nimeros negativos a las regicnes
que se encuentran debajo del eje x Cfig, (9837,

[\

L4

f1g.Caed

Nuy pronto nos vamos a dar cuenta de que evaluar la integral
osramente por medic de la definicidn,resulta muy problematico.

Es difficil evaluar la integral de funciones, comc por ejemplo
la jdéntica en el intervalo (0.1) desde el momento mismo de
considerar la p-rucxo:; arbitraria, Por ello vamos a ver un
criterio que resulta ser una condiciédn suficiente. para determinar
la integrabilidad de una funcién.

[3-]



Cuando desarrollamos la demostracién de que el supremo de las
sumas inferiores era el area bajo la grafica, nos dimos cuenta de
que las sumas inferiores se acercaban tanto come querfamos al 4rea
bajo la grafica. De igual manera vimos que las sumas superiores,
también se acercaban tanto como querfamos al area bajo la grafica.
De acuerdo con esto, una manera de gQarantizar que la funcidn sea
integrable consistirfa en ver si la diferencia entre §(/.P> Y
SCf.P) la podemos hacer tan chica como queramos, ya que las §_ y S5
tienden al area bajo la grafica, si ésta existe,

De esta manera podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema (12 <(Criterio de Cauchy).
Sea f:la,bl— R, f acotada en (a.d!}
f es integrable s{ y solo si

Ye>0 3P eb tal que 30/,P) - SC/.PY < &

la,b)
Tomamos una particidn del intervalo {a.b), nos {ijamos en la
diferencia entre las sumas superiores e inferiores; obtenemos el

irea de los rectangulos en la fig.(S9).

! £
x

a
X X X X ...
1 z 2 n

(-]

fig.(sed

Entre mis fina sea la particién.el area sombreada en la
figura anterior es mas pequefa. Al refinar la particidn las sumas
inferiores "suben" y las sumas supericres "bajan", L.e. se pegan
entre sf. De esta manera., si el Area de las sumas superiores 'se
parece al irea de las sumas inferiores, podemos decir que, dada
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€ > 0O tan pequefia como se quiera, podemes hacer que el area de
los rectangulos sombreados sea menor que £, de lo que se trata
entonces es que para cada ¢ hay que exhibir uyna particién que
garantice que #l irea de los rectingulos sombreados sea menor que
£, si esto se logra para cada ¢£ > O, entonces la funcidn es
integrable,

Exte tecrema lo podemos ver como uUn caso particular del
siguiente resultado, el cual formulamos para conjuntos de numeros

reales.

Lema (7). Sean Ay B dos conjuntos de ntmeros reales
distintos del vacio, tales que
x <y ¥Yxe&A yeB.
Sean a = sup A, # = inf B

entonces

a=03 si ysolosi ¥Yz£>o0 cheA. yceB

tales que yc -x < &

f4
Demostractién,
Sabemos por el lema (8 que a << f}
A B A B
af a=fi
fig.Ce0d fig.Cosd

>SSl a=g1
sea <> O
como @ = sup A entonces BxGGAtal que Xz > a—;
como a =i = inf B entonces 3y _eB tal que
&
Ye ¢ @y

Por tanto yc—x‘<(ao§>-ca-§)=§¢§=c

R R 2

e)P.d. a=g, lL.e. Y2 Q A-a<0

sea ¢ 2> 0
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por hipétesis 3 x, € A, vy, € B tales que v, = x‘( £
pero ";5."' r!g_y‘

por tanto A - a|l =1 - a0« y‘-x‘<c

entonces i - al ¢« oo
La Qitima igualdad se logra si utilizamos el resultado del
siguiente lema.

Lema (8) Sea aelR

a*0¢%i yvysolo si ¥ ¢ >0 faf ¢ ¢
Demostracion,

-

« O Supongamos que a 4 O entonces Jal > O

i hacemos ¢ -ig-‘
por hipdtesis 'a] < l‘:—l

entonces l-;.-'l < O entonces |a} < O contradiccién

W a=0

Comc podemos ver la demostracion del teorema (13 queda
garantizada con el lema C7).

Veamos la utilidad del tecrema (i) en un ejemplo particular.
Ejemplo €10) Sea [:(0.5)— R

tal que fCx) = x

Sea Pn = (Lu.Ll.....tn) la particién [0,b) que se obtiene

dividiendo el intervalo [(0,b] en n partes iguales

Se



R - SO

¢t ..
(-] 1 n
rig.Cezd
Entonces:
to =0
l.‘ = 1Cb/w
¢ = :Kbrnd
2
L‘ s (BN
t = nCh/m
n

Para usar el tecrema C1) es necesario exhibir una particién

PaPbf para cada € > O tal que S/,P) - SX/,P) < ¢

Lo.d}
no importa si los {(ntervalos son ¢ no de igual magnitud.
simplemente se pide yna particicen para la cual se satisfaga lo

anterior.

En este caso particular la funcidén es creciente y continua y

par tante -‘C/) = /Cf.‘_ 2 =t Yy MiC/) - ICL‘)- :,L en el

. i-t

intervalo (¢, 2 N
[ § 13

Veamos cémo sSon 5(f,P) y SC/.P).

= n nob b b
Por un lado SCf,P) = }:/(L_‘)(t‘_.- r.‘) =Tt = Ci - - (v;-l):) =

im i=2q
n n 2 n
.l:,;'l(,;g_,;ﬁ.ﬁyg T bl LB :l,b cnlnetdy
. bl ~ n L] n n
i=t 124 n T=1 n



Y por otro lado:

" n - :
. & : b
sc/.P - . e -~ Cr-22
rd “J = F /Clizcl\ ‘i‘l’ =¥ Ct‘._.) Clc;-a : [ 93 l)“) S

e L=y

- b b, b >
s peci-oDeeD < 1 B

3 n n ~ n

L=y

n z 2 n 2z
=:(i-1>9—;:9? LCi~ 1 =2_crnn-u)
irs n " oUma n? 2

Tomando la diferencia tenemos gque

' ot nines) bz ninets &% _nin-1»
§c/,Pn>—§{/.P":=—;c ) - Ty (RRL - el s
n " n
2 2
= .b_.(?_“) e 8
FREEY n
a
bt
de donde ij.Pﬂ) - §C/.P“) < & siempre que n > =
bl
As{ basta con tomar una particion P" con n > = para

garanti que
S(f.Pn) - _S_C/.P") < e.

Para exhibir la particién, simplemente hay que ver queé
numero natural cumple la desigualdad anterior, y ése numero va a
determtnar el numero de elementos de la particidn homogenea
de ta.bl que necesitamos.

Observemos que este procedimiento nos ha permitido demostrar
que la funcién es lntegrable, mas todavia no sabemos cuil es el

"valor de la integral.

En general, para cualquier funcidn definida en un
intervalo cerrado, (a,b) podemcs encontrar el valor de la
integral en ¢!, sin necesidad de tomar todas las particiones del
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e P,

intervalo, 1o cual podemos mostrar usandoc el siguiente lema.

tema (52 Sean A y B dos conjuntos de numeros reales distintos

de! vacio tales que Y x e A y y & B con

x £ y.
Sean A'S A y B'sB s sup A'= inf B'= ¥

sntonces sSup A = inl B = ¥

Demosiracidn. ~ Seglinel lLema (2>, como A'S A y

entonces Sup A’ X sup A, ¥
como 8 € B esnlonces
Ty Sy m———
-+ }ﬂ' l”v((“ - t inf B* > inf B.
fig.Casd Ahora, como W = sup A'= inf B’
entances el inf B £ inf B'= ¥
= sup A'S xup A
De donde inf B £ W < sup A
e A e By Ademds. como x £ y. ¥ x € A
Jr £ e > { ¥ yv & B, sntonces el
A* W B’ sup A £ inf B,
fig.Caed

Por Lanto inf 8 = W = syp A,

Ahcra bien, =i A" es el conjunto formado por las sumas

inferiares correspondientes a un subconjunto de particiones de

ta, b1’ Y B’ es el conjunte formado por las suvmas
.

sSuperiores
Torrespondientes a un subconjuntos de particiones de P

ta,n1 ¥ St
sup A' = inf B’
entoncaes, segun el lema anterior
sup A= sup {X/.P); Pe P > = inf (SCf,P); P & P

ta,b) ta.py’

Regresemos al ejemplo (10, Para conocer @l valor de
integral podemos wusar el lema anterior;

la
tanto para las sumas
infericres como para las sumas supericres que hemos construido,



utilizamos particiones homogéneas, as{:

2z 2
o nin=gr b

g/,Pn: = :; (__:._....; . =
¥ 3

E(f.F'h)=;—-(.—:> ¥Y¥nalN

Como €3 - i—) se acerca por debajo tanto como queramos al 1,

3
el supremo de §£/,P“) s ;b—— . Vamos a demastrar que:

z z
5% -5 2 vnen
z n
bt 1 bt
22 ¥ >0 3Fnal tal quc;—(i-:):z——-—c.
Demostracisn, ~
DCmol ~L<1 ¥Ynel
z z z
Sa-HecZas=% vnen
£ 3 n x z
2 z
2>Seacre. Z2a-5H>% - w
z n x
2 2
L] b'-b—>b'—?_c - 2::)2
n by
2
)
® 0> .
u* ot [ :
por tanto si n > Fra entonces i—('—:> > b= £, q.e.d.

Pe jgual manera 'pod-mos hacerlo para —&/.Pn).

Por tanto sup ¢ SC/.P Dt P e P, 1> = inf <SCA.P D Pe P o)

1Y bl
y entonces  f x = 2~
-]



2.2.8. Segunda via de construccion de la tntegral.

Esta segunda manera de abordar @! problema es casiy idéentica a
la primera; la Unica diferencia es que la definicion del area bajo
la grafica de una funcién, no la estableceremos 2 traves del

supremo y ¢l infimo,

Ast Que nuestiro problema es el de enhconirar el drea bajo la
curva sin considerar el infimo de las sumas superiores nl el
supremo de las sumas inferiores. La manera de hacerlo seria con

base an el concepto de limite.

Podriamos analizar el limite de las sumas superjores e
inferiores cuando n — @ (donde n @s &l numera de puntos de las
particiones); perc padria suceder que el numero de puntos se vaya

a {nfinito sin que las sumas superiores e infriores se aproximen
al area bajo la grafica.

Por ejemplo, en la £1g.(65), podemos hacer n suficientemente
grande e ir acumulando Jlos
puntos de las particiones en
el intervalo (a,cl. Aqui el
ndmero de puntes tiende a
infinito pero las sumas

infericres o sUperiores no se

res aproximan al area,
1 ¥ Seria natural pensar
a c b enLonces en no tomar

cualesquiera particiones, sino

fig.Cand.
aquellas que di viden al
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intervala le, b} en n partes 1iguales. Asi, s1 n o— @

b ~a
———— se va haciendo tan chico como queramos y, por tanto, las
Sumas supericres e infericres tienden al area (en caso de gque ésta

sxistald,

Efectivamente., esta seria una solucién, pero tiepne un
problema: para muchas funciones resulta Util tomar particiones con
puntos equidistantes, pero para muchas otras no, as! que el
problema se vuelve mis complicado.

Es por eso que, a pesar de ser una solucidn para la
construcciédn de la integral, en la practica resulta ser muy

complicado para un gran numeros de funciones.

Una manera de resolver este problema es pedir que Jas
longitudes de los subintervalos definidos por la particieon tiepdan
2 gero. Asi pues, pedir que las longitudes se vayan a cero seria
pedir que n —+ m {al revés no es valido, come ya se mostrod.

Encontrar el limite de las sumas inferiores cuando la
longitud de los subintervalos tiende a cero, es lo misme que
encontrar el limite cuando la longitud del intervalo mayor se vaya

& cero. Veamos esto:

Sea P = (xo.x‘.... .xh) una particion del intervalo {a,b)
Tig. (86>,
PO 1 1
LI T T
a b
xo x‘ xl xn
rig.Coa?

Esta partieién genera n intervalos, no necesariamente de la
misma longitud; elegimos el intervalo de mayor longitud y con base
en esta longitud definimos la norma de la particién P, la cual
denctaremos con
[ 1
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Definicion (7)., Sea P = {x ,x ,....x 2}, P e P .
@ s n ta,b)
Definimos la norma de la particion P como la
longitud del mayor de los subintervalos.

Pl = max ({x - x PR ENCINY NS B
A -t

Hagamos algunas observaciones respecto a esta definicioén:
*

ad Dadas dos particiones P y ™ e Pla b3 tales que IPL 5 WP 1

no necesarlianente s cumple que P es refinamiento de p".

&) Si KPY & IP.I. Ho necesariamente sucede Que

sropd 2 5xs,P™ vy &s.py 2 SsP"

Ejemplos:
Para @b Sean P = (xo.xl.xz.x, M £ig.CB7TD
y P' = (yo.y‘.yl> fig.ceaJ, dos particiones de
{a,bl.
a -] a b
Attt i : f— "
o v e % Yo Yy Ye
£1g.Car f1g9.Comd.

Claramente 1P} < IP™1  y sin embarge P ¢ ™.

29



" Para b) Sean P.= (xo.xl.....x°> y F=(y°.y‘.....y.)
dos particiones de [a,b),

Claramente Ccomo se ve en

las figuras (BQ) y (70>, la

l suma inferior correspohdiente

x x X x x_ x a la particion P, no es menor

P que la suma inferior

fig-Ceed correspondiente a la

-
particién P a pesar de que

tPr < 1P™y

Ya hemos visto que si una
particién tiene norma menor

que otra, no hecesariamente

con ella el Area de los
rectangulos inscritos se
aproxima mis al area bajo la
Y Ve ¥, curva. Sin embargo si podemes
a b afirmar que si tomamos

fig.C7202 particiones con horma cada

vez mas pequela, los rectangulos inscritos con esas particiones
tienden a cubrir mejor el area que deseamos medir. Pareciera una
contradiccién, pero no lo es. Cuando decimos “tienden™, no nes
referimos a un comportamiento creciente; es posible que con una
particién cuya norma sea menor que la norma de otra particién, no
cubrames mejor (con la suma inferior) el area que deseamos medir.
Pero si seguimos adelante haciendo cada vez mis pequefia 1a norma
de la particién, las sumas inferiores no tendran otra posibilidad
que irse pareciende mAs y mas al drea bajo la gafica, (esto

naturalmente cuando dicha drea exista).

[=12]



Este mismo razonamiento lo podemos utilizar en los
rectangules circunscritos; es decir, en la medida en que la norma
de la particién tienda a cero., el Aarea de los rectangulos
cireunseritos se parecerid més a la regidn que nos proponemos

medlir,
Por tanto, vamos a poder hablar del area bajo la curva cuande

estos dos limites sean i1guales, es decir:

1im Sf,P> = lim  SCf.P2
1Pi— o 1PI—s o

Asil, pues, tenemos la siguiente:
Definicion ¢8> Sea f:la,bl— R, s acoctada en {a,b). f es

integrable en [a,b] si y sélo si

lim P = lim BC/.Pd.

iPl— o IPl— o
-3

En tal caso _r /= lim SCf.P3 = 1im Scy,p>
a IPt— o tPl— o

Al principio de esta segunda via de construccién de la
integral comentamos que fbamos a utilizar el concepto de lfmite vy,
on efecto, esta definicidn se basa en dicho concepto; sin esmbargo

conviene hacer la siguiente observacién:
La definicién de limite de una funcidn dice:

Iim fCx) = L e ¥ £ >0 3 6Ced) > 0 tal que ¥V x € D

W e X
o

!

tal que 0<|x—x°|<6 * |fCx> - L} < e

por tanto, la definicidn (8), segiun la definicidn de limite,
quedaria asi: )
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b
lim st/.7 = | o

IPi— o
a
Y& >0 360> 0 tal que VPcPlab)coan!<6 -
-]
_|‘ f - /P < ¢
a

Para trabajar con este segundo limite con la misma idea que
el primero es necesario hacer una pequefia extensién de la
definicién de limite.

En el primer limite la variable es x « D/. on el segundo es

PeP En el segundo se tiene siempre x,= 0, y por tanto, la

la,d)”
diferencia [x - xof hay que considerarla como [IP1 - Of.
Antes de demostrar la equivalencia entre la definicion (8 y

la definicién (8), mostraremos dos resuitados que van a ser de

gran utilidad para demostrar la equivalencia.

lema Cro) Sea f:la,bl—s B, { acotada en {(a.b); entonces

existen lim SKFP y lim 5C/f.,P) y
1Pl— © (14}

Pl— o

)

Um S = [/ =sup C Xf,PI); P e Prla o’
1Pl o e
a
=2

y Um S/.P> = [/ =int (/P P e Praby’
tPl—s o a
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Demostraction:

] L s
Por ser ! /= sup <XfPY; P e P[a.bl:' S0 Liene que
a g

-2
£
Yer>0 AP, ep ., tal que {/ ST CESPILLL 0
a
Dada ¢ > O , sea P= {(x .,x ,...,x ), con base en P
13 -] 1Y ~ 1
construimos P‘ de la manera siguiente:
Sea P tal que IP 0 = min ((x - x d; =tz .. x e P )
2 z ) i=t . 13
donde P.- (yo.y....,,ym), ver ig.C71d,
a b
. d I I $ 4 1 L 5 1 J
T U T T LA SRR . T
x x x x x x
© e » n-e N
D
a b b
bt d l'l ¥ I WV G D N S A | bl
LI LB L LR B L] T
Yo¥, oc- ¥ .. ¥
f1g.Cn2.

Observac iones:

{>) Por la forma en que hemds construido P asegurames gue
cada intervalo generadoc por ella contiene a lo mis un
elemento de la particidén P‘.

22 Claramente hay un numeo finite (S n de intervaloes

generados por Px que contienen elementos de P‘,

N P' no es refinamiento de P..

Ahora bien, si tomamos P = Pl Y] Pz' claramente P  es

refinamiento de Pt y Pz. os decir
P2P PEP. y ademas

IP1 = IF‘I . IP1 = IP:I

a3



Tomemcs un intervalo generado por Pz que contenga un elemento
de P‘ Chay un pnumero finitc de estos intervalos). Sea (y]_l. y’)

tal que x & [y'_l. y]l. y]_‘. y‘ & P.. x e P..

Xf.P) - XI.PD = 2rea de
tectanguto
todos los rectangulos como el

que aparece en la fig.C72>
En los intervalos generados por

P’ donde no aparezcan elementos de

P‘. no hay rectangulec de ése

y’_‘x‘ )l,
fig.C(r2d
Lipo, ya que el 1ntervalo generado por P' es el mismo que el

generado por P.

El area de ése rectingulo es menor o igual que CM—-)IP.I.
pues la aliura del rectingulo claramente es menor o igual que la
diferencia entre el suprema de la funcidn CM> y el infimo de la
funcién (>, mientras que la base es mis pequefia que la norma de
P_. pues como x & (y'_.. y',). la distancia de x & y"

] [}
mencr que la longitud del mayor intervalo generado peor P:‘ y como

o;y’-s

hay un numero finito de intervalos donde sucede esto, entonces
KfP) - FfPD CnCM - WP

si a P. la escogemes de tal manera que ademds cumpla que

3
.PII < IntM-m)
nCu-m) ¢ £
entonces SXf,.P) S(/.P') ¢ n (M [ ] IP'I < BTy i
Yy peor tanto x<r.P - S(/.Pl) < & ...C2>

Por otro ladeo, P es un refinamiento de P‘. asl qQque de la
desigualdad (1) tenemos que:

-1



f -

LI1Y

Al o

< Ky Pl) € i
-3

y por tante [ f - Kf.PD < f— RN 4]
a

Si sumamos C2d y (a) tenemcs:

- - ; £ £ -
R YR - TN - TR I

fie—m O

5
de donde [ f - /PO <«
a

‘yparLanLa Ye>o ¥&Ke) > o tal que Y P €« P con
. H {a, b}

iP'I < & xe cumple que

Atw—m o

- SC/.P.) < &, donde
& w min € ‘—:E-E-_-ﬁ 7 min € (x‘- x“'h I % §y2¢0uswn x, & P‘>>
]
A lim gy o= [y
iPt— o 3

Corolario €1J. f es integrable en [a.b] si y sdlost Y o> o
3 &eY tal que VY P e Pla, by GON Pt < 6., se

cumple que

&KfP - XfP2 < g,

Demostracion, ~

f es integrable en la, bl e

Qi O
~
"

R Y jOr
~

as



“ lim SX/,P) = lim SUf,PD
1Pl— o IPE— o

o lim SC(f.P) - §/.,P) = 0O
tPl— o

@ Y e>038Y Yo Lal que VP ep con 1PN < &
(a,d)

se cumple que SCf,P) - SC/,P) < &

Observacion: El ‘'regreso'es valide porque ambos limites
siempre existen, sea f integrable c no.
Con el lema Uo Y el corolario (1), la demostracién de la
equivalencia entre las definiciones (20 y (8) se convierte en un
corolario de estos resultados. Vesamoslo.

Tecrema <22 Una funcién / acotada en [a,b), es integrable

sobre [a,b)] si y sélo si

tim /P> s lim  Bpg,P0.

1Pl— o iPl— ©

Demostracion:
2)Demostraremos que la defintcion (82 implica la definjicion (8.

] -4
Por hipétesis I [ = J' / y por el lema (9
a a
b 2
lim 7P = f Y im  SyfP = [ 4
1Pl o z Pl o =

1im  gCF.P> = lim  S5Kf,PO.
1Pl— o Pi— o

evDemostraremos que 1a definicidn (8) implica la definicidn €G).

Por hipdlesis lim X/.P) = Hm S/.P
Pl— o 1Pi— o

=1 ]



y por el lema (ra)

b b
im XrP=f 5 y lm SsPY = [ f
IPl— o - IP3— o
a [-3
& ]
-~ Jofr = f r.
- < o g.e.d.

Con esta nueva herramienta que hemos desarrollado podemos
determinar el valor de la integral para cualquier funcidn que sea
integrable. de manera un poco mas sencilla.

Yeamos el ejemplo siguiente.

Ejemplo Ctt2 Sea £:10,11—» & dada por [fCx) = x5, y sea

P o= Cx X o .0o.0X > una
1 e e - n o' n
; particion del intervalo (0,1}
! con x = <, es decir
| Lt n
i
P =¢0,t, 2, .., 1> donde P
n n n n
t i divide al intervale (0,1} enn
oxo x‘ Xpeee X partes fguales, Ver fig.C73).
v 2
fig. C293. Donde oS 0. I

x = Ci-d L o xowa L0, x =1,
-1 n + n n
Como la funcidn es creciente en el intervalo (0,1). tLenemos
que

1.2
.iCI) = /Cx‘_‘) ®OCCi-1D :) y

i i ]
M P JExd = ge 2> ac 2R

entonces:
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n R SR
5:1.?'3 = DHOx - x 2= fex 3x =% 3.
ing Y RS :
) bl A B l‘ . b 2
=L QTS Li-
‘. . n (S X}

3 2 z z
" — -+ + L+ [ -4
s €1 3 .+ n) r3

1 n(neLIiRnetd
L ARSALEAIEALLE-IY, BN 3
a
n ~n
el Cenengnens) ® !37 - !"_' + _l_; =
on on on an

A e HAPDY = 1im B L4 f 8
Pl— o n s ® ¢ P

L, "
Y SI.P") =P -‘CIDCx‘- x‘_‘> - T /Cx‘_‘)(x\- x 3

ine it vt
n 2
ti-gF [ [3 2 L] L
n : .—1-. (:) - -.(‘ LI S ST J7 VUL
s N L3
£ _tn=t)Cn1i2in-1bet) . [
- -'(-_—-—-—.—_-_—_.—) - .—...4- s * -~
~
L3 on an

2 x 1 3
o lim KAHP D = lim = - ~= ¢ e =~
'P"l-—-oo- " A —— - an .n' .
Es decir lim KfPO=s y lim Sf PY R L.
Pl o " [T

Foey

0 by

Como el lim SKf.PD y lim SC/.P) siempre sxisten.
1Pl— o iPl— o

para obtenerlos basta con tomar una sucesidn de particicones tal
que IPi—+ 0. En este caso particular hemos slegido particiones que
generan intervalos de la misma longitud, y en la medida que n—m,
la Pl 0; por tanto el limite que ocbtenemcs #3 el mismo que éon
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cualquier otra forma de hacer tender a cerc la norma de la
particién, pues el limite siempre existe.

2.8.3. Tercera via de construccicn de la tntegral.

Hemos basadc las definiciocnes de la integral en la
construccion de rectingulos inscritos y circunscritos, y para ello
fué necesaric tomar e! infimo y el supremo de la funcién en cada
intervalo generado por la particién; una vezr que logramos esto,
consideramos todas las particicnes del intervalo y con base en
®llas generamos todas las sumas, tanto inferiores como superiores.
con las cuales procedimos a desarrollar ambaz definiciones: por un
lado a través del supremo y del infimo. y por el otro con la norma

de la particion y el concepto de limite.

Yeamos qué sucede si, ahora, para la construccién de los
rectingulos tomamos gyalguier valor del intervalo generado por la
particidn, evaluamos la funcidn en él, y este valor lo tomamos
como la altura del rectangulo en cada subintervalo ¢rig.C7¢XD.

Claramente estos nuevos
reclangulos no serian como los
anteriores,

St queremos aproximarnos al

i
H Area bajo la grafica, agqul no nos

|

- - - aproxi mamos con rectangulos

tett inscritos y clscunscri Lo;, aqui

fig.Cred no tenemos criterio de
comparacidn.

Para aproximarnos al Area bajo la curva usando estos nuevos
rectAngulos, tenemos la posibilidad de hacer pequefas las bases de
los rectangulos., haciendo tender a2 cero la norma de la particién,
y si el drea bajo la curva existe, entonces, al tomar el limite de
laz sumas construidas de esta manera, cuando la norma de la



particion tiende a cero, vamos a determinar el Area bajo la curva.

Esto es de gran utilidad ya que para construir los
rectangules, no hay Que recurrir necesariamente al infimo y al
. supremc de la funcidén, podemos elegir cualquier valor en los
intervalos generados por la particién, evaluar en ¢l la funcidén y
asi obtenemos la altura de cada upe de los rectingulos, lo cual en

algunos casos resulta ser muy practico. Veamos.

Sea P = € Xge X enes .xn) L] P[a.bl'

El Area de los rectangulos es igual a

n
o /C(‘Dtx‘- x‘_‘) donde !t‘ (xi_‘.x‘l. Ver fig.C7sd

v=L
El conjunto (E‘.E!.... .(n7 es llamado conjunto de valores
intermedios para la particién P.

Usaremos la siguiente notaciédn
n
'!;l/Cti)(x‘- xt_lD = SCf,P, 2.

donde T = X E ...l

£ig.Crad.

Definicton €90 Sea fita,bl—s R f acotada en la,d) sean

Pedx ,x.....) &P
-] n

la,b)l y

FE 20 FEE TN 7% NN I
1 13

[}
Es= (!‘; l;c (x‘

Definimos las Sumas de Riemann de [ en [a,b}

como!

n
SCfP,2D = El(tLDCx‘- X _ J.

N 1
iz
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Si recurrimos 2 nuestra definicidn inmicial de la 1integral
podemos demostrar que. si una funcidn es integrable, el limite de
las Sunas de Riemann cuando la norma de la particidn tiende a cero
existe; y viceversa, s{ este limite exisle entonces la funcion
es integrable.

Este resultado nos permite hablar de una condicidn necesaria
y suficienle para que una funcidn sea integrable, o bien de una
V1A ALTERNATIVA PARA DEFINIR LA INTEGRAL.

Teorema 32 Sea f:{a,bl—+ R acotada en (a,bl.

f es integrable en la,b) st y sélo si existe
n
lim XfPD = lim L ¢ 2Cx -~ x, J.
1Pi— o 1Pl— 0 =0 © ¢ -t

col < x
n t‘ (x‘_‘. ‘]

y es el mismo limite para todo conjunto
== ({‘.{:.... (“> de valores intermedios.
En tal caso

[}

n
f = lim L ofCg 3Cx - x. 2.
'r IPl— 0 (=1 * ¢ Lot

Demcstracion:

22 Por hipdtesis f es integrable em [a,b). Demostraremos que

&
lim S/ P.D = [ ¢,
- IPl— o a

es decir: Y 2 >0 36> o tal que VY P e P con UPY < &

fa.b)
-3

se Lieno que |scfP®D = [ f] ¢e
a

para tode conjunto = de valores intermedios de P.
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% 3 Como LIPS /(:‘J < M‘(/) \4 t‘e "‘g-.' x,‘l YU = 6,2,....05
entonces mCfO0x ~ x D= fLOCx - x D EHMIHx - x

sumando las n dobles desigualdades obtenemos,

n n n
(2] - < - = -
Eu‘ 7 Cx‘ x‘-‘D E /C{‘)Cx‘ x‘_‘D T M‘(lbtxl x‘~‘>
LIl 3 AN 188

para cualquier conjunto = = (:‘.(x.....th) de valores intermedios.

Entonces Xf.P> < X/,P,D < S/,PY V¥V =

b
St restamos [ / a cada término de la doble desigualdad
a
tenemocs:
b ] b
P> = [ fexspD - [ sy -f 4 o
a a a

Sea £ 5> o, como f es integrable, % 6‘. 6’ > @ tales que
b

v PcP‘u‘M con IPE ¢ 5 = [EC/.P)-J' Flce »
a
b
e ~e< P -f sces
a
b
Y Pef_ ., COnIPt <o =« | 3XyP> - flce o
2
&
.« -8 5np - f<a
<
Asi, si lPl(é-mn(é‘. 6:) podemos afirmar gue:
& 3
~ecgp - f 4y &yP [ fee
a a

1o cual, considerando la ecuacién (W), nos lleva a que :

b7z



b
S CXSALPD - [ fee
a -
¥ Pean IP1 ¢ S y ¥ =2 conjunto de valores intermedios de P

Hs¥Yeora A XKe2>o0,¥YPe Pra.oy Y Y E conjunto de valores
-]

intermedios de P; si IPL < 6 o [SKfP.D - (| <e
q.e.d.
a

o) Por hipdlesis iim X/f,P.D existe.,
tPI— o

Damostraremos que la funcidn es integrable.
Supongamos que el limite es I, es decir

lim SCf,P,2D = 7
Pt~ o

entonces, osta significa qu:

¥Yeoro 85> a tal que VPth IPE ¢ & »

a, b}’
2 | KXSPD -1 | <6 ¥YZconjunle de valores intermedios.

“ ~ £ <XfPD -0 <k

sumando I en la desigualdad anterior tenemos
I -8 CSfFP.2DC T + 8. ...CWwD
Sea P = (xo.x‘.....x”) tal que P! ¢ &; en el intervalo

_/(x,"‘. x‘) alegimes ti tal que

£
2D e -

(recordemos que M‘C/J = sup {(f{x); x e !x‘_..xl)))‘ entonces

n

4
3> EOM O - oEaalx - x D

n
/P, = @ /(E‘JCx,‘- x .

Leg {=s
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n

n

£

= DMUHOx - x 3= e Llx=x_3=K/MP -
it=t ‘el

y usando la desigualdad (ms), nos queda:

P - £ < X P.DCL + &
y como también se cumple que:

Scr.pd 2

f |0
-~

entonces HfP)-e2 f~c

N “nio

4
de donde J' f -«

1}

SIPY - SSCLPDCL 4
R ; S
&
es decir f/-:<1~:
4
w [ r-1c<ae Yeo o,
a

& b
C f f > I no puede suceder, ya que si I f-1>0 entonces
a a

& b
_r[-I-[I/—I‘ysegtmcll.m(?)si|
a

a

/—I|<2¢

N tnio

-1 =027.

¢
n
)

f o
-~
A
~
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De igual manera, siguiendo un razonamiento similar para

A O
-

-]
obtenemos que [ £ | ¢ y
a
3 &
. J rs1s [ 4 N3%)
a a
b b
Yy Segun el lema (3 _[ f s I f .+ por tamio sélo la igualdad se
a a
) 3
cumple en la relacidén €12, asi que f = f F =1
a a
-}
/ es integrable y [ f = 1.
a q.e.d

Ejemplo C12>. Sea f:la,bl— R dada por

€0 = ¢,
. Sea P = Lamx_ X 4....x =b) e Pla,b]
—
H n
; sntonces SCf.P.E = L fCL XX =%, D
; it
|
| a b donde ¢ € {x. «x. )1, ¥ Z conjunto de
. -1 +
fig.Crad.

valores intermediocs.
Como /(E‘) = ¢, tenemos que

n n n
L fCr oCx - x_t_‘) = ‘}: c(x‘- x“‘) =c [ Cx = x _ 2= ¢ Cb-ad.
‘=g XY (S B Y

y si tomamos el limite cuando iPF— o :

lim cCb-a) = cCb-ad
1Pil— o

8



-]
JEx> = ¢ o35 1ntegrable y f ¢ = c(o-ad.
&

Ejemplec (3> Sea f:la,b) ~— R dada por f(x) & senx; sea

Pnﬂ <xa.x... N .x") una particién de [a,b) que divide al intervale

{a.b] en n partes 1:iguales, es decir, si k es la longitud de cada

- b-.
uno de los tntervalos, entonces %—19- = k Cy por tanto lPhl = Ta-).

Cada elemento de Ph lo podemos escribir como:

o B | $ +—+ xma , x *®a+1h, x=a+thk
- o [y 2
x  x ey X ®m a ¢+ Ciaadl, X = a + Lk,
' . x..... xn_. Xn -2 Ay
x ., = g + Cietdhe. . ,x = a + nk,
fig.C»?). vet n
n
Si nos fijamos en la expresion E /(l‘)(x‘- "..-.’ con
L )
(‘c tx“‘.x‘]; tomamos (‘- x=a + &k, entonces
n n
SCf.P,2D = L sen (a + (MR = k[ sen Ca +« kD
+21 (X}

usando la i1gualdad siguiente:

2sen A sen B = cos CA~B) - cosCA+B)

2_sen k/: .3
y multiplicando por =AE2L_Z2  ccon sen "2 ¢ OO

2 sen /2

tenamos:
n .3 n
h:son(aolb-w L sen Ca + (k) =
i 2 sen /2 (=
n
= L tascnh/l son Ca + (kD) =

S
2 sen /2 =

k - ® 3
=:‘—h—/a‘].:‘[co:ux0nh—;>-cotCaoun‘-i-)]
_ * - Re2i-t) - Rizv-1s
= 1 T [cos (—-—z + @ cos (——-——z - a)]

2 sen /2 =1
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= RA [cas'(::"a.)-costikva)
2 sen /2 t
» s
¢cos(;*a}—cos(;—h*a)*..
+ cos (R(ln-ll . &) - cos cklzn'n 4»:.)] =
a z
= k Ccos R o a> - cos REZPELY | oy o
2 sen 2 : *
= Rh Ccas(?*@-cos(ﬂ-’—%‘——k—va_))s
2 sen 2

como E%E-k + b-a = nk

(cos(i—‘*a)-cos(ﬂf.}’.lf.oa))

k :‘d-cas(b—a‘g'»a))

= Ccos ('f + ad - cos C; + &),

Cuando n — ®, 1Bl— o, es decir E%E —+ 0, © bien k — o.

Asi pues, al tomar el limite cuando IBl— o de SCf,.P.2

tenemos:
Um  SULPD = lm —— o Ccos (24 @) - cos B 412
e sen k2 2 z :

1Bl— o k— o —

El limite de cada uno de los términcs existe. los dos ultimos
per la continuidad de la funcion coseno, y el primero porque

sen x
1.

lim = = Por tanto:

Xam—t0

R
lim :oc(-{ - bJJ

lim SCL.P,® = lim ———17;;—-Lum cosc® v @
sen 2 2
R—+ © - ~— O R O

17t~ o

=1 [(cos Cad - cos (D),
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de dende lim S{f.P.2D) = cos a - cos b.
I!;l—' ]

Hagamos las siguientes observaciones:

a) Claramente las S(/,P,Z0 no SONn Sudas suUperiores ni

inferiores, fig.Cmd),

fig.Cred

b5 No podemos afirmar que el valor que hemos encontrado al

calcular el Iim Xf.P,D es el valor de la integral.
IRf— o

Serfa el valor de la integral si de antemano supiéramos
que la funcidn es integrable, © si demostraramos que. al
considerar todas las peosibles formas en que la norma de
l1a particion tiende a cero y todos los posibles copjuntos
Z de valores intermedios, el limite de SC/.P,3) cuando la

IPl— 0 os @] mismo en todos los casos.

En general, con muchas funciones, vamos a enfrentar este tipo
de problemas; por ello cresmos conveniente, con base en las
definiciones que hemos establecido, demostrar algunas propiedades
bisicas de las funciones integrables. las cuales permitan

determinar la solucidén a este Lipo de problemas

Antes de abordar laszs propiedades bazicas de las funciones
integrables, conviepne hacer las siguiente observacion:

Hemos definido de tres maneras distintas el conceptc de
integral y hemos demostirado que son equivalentes. Por tanto
podemos adoptar come definicién de integral cualquiera de ellas y
dejar a las otras come un criterio Cnecesario y suficiented para
que una funcidn sea integrable.
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SALIR Bffsﬁ zo DFBE

2.3 Proptedades basicas de la integrail. iﬁuafﬂ;t

Tecrema (4) Sean a. b, c « Rcona < ¢ ¢ & ; f es integrable
sobre {a.b] si y sdlo 3i s es integrable sabre
{a,¢} y {c,b). En tal caso

. ® .
F =0 5[ 7
a a a

Demostracion
2) Sea £ > o. como f es integrable en (a,b] » 3P e Pta b1

tal que 3 /,P') - S/,PD < «.

Sea P = P'y (c 2> =« X o X veisn xn>; es claro que P =2 P’
{(si P’ ya inclula a ¢, P’ = P). Ahora, sean
P‘- < cx-xo.x‘.....x’-c >y P!*= < xj- c,x),“...,.xn= -]
entonces:
P‘ es una particién de [a,c) y Pl es una partielédn de (c,d],
acdemas
P> = SCfPD ¢ KAPDY y SSP = XfPO e BSPD
de donde:
SCfP) - XfP) = (if.Pl) - &SP e (§(/.P:) - &SP
peroc
SCf.P) - XFP) S BSPY - XAPD <
por Lo que
CSCfPY - SKAPID + (RSP - AP (6

Como cada uno de los sumandos es positivo. entonces cada uno
de ellos es menor que ¢. Por tanto f es integrable en [a,c) y en
(e, b},

) Para demostrar el regreso podemos seguir casi pas\: a paso la

misma demostracién anterior pero, precisamente, “de regreso”.
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Yeamos,
Como f es integrable en (a,c) y en lc,b) entonces
y P‘e Ptc.b) . digamos

3 P‘e P(a.c)
tales que

..xfc).

P'= (yo*c.y... . .yk=b)
£

P =<{asx_.x ,..
4 o [

= c =

SC/.P‘J §(/.Pl) < Ty S/.P:) —SI.P!) < -

P e P[c.b)' entonces

Y X7PY =[P ¢ AP

£ 3
= e =
2 2

Sea P =PUP,
Sy = §:/.Pl> - §i/.P.)

asi que
ScfPy - AP = CBUSLPD - /PO . c’g/.Pz) - /P <

f ®s integrable en (a,bl.
{a,c} y le.bl:

Finalmente, si f es integrable en {a,b),
P, P‘. y P: de la demostracion

tomamos las mismas particiones

anterior y tenemos que:
< b
/P = SXSPD + Kp P S [ fe [ By P e BsPD = BpP
a <

¢ Y
- S 2 WA _[/ s &f.P
a a

como [ es integrable
b
k3 J' f s X1.P>
@

Sr.P) S

Como estas dos relaciones se satisfacen para toda particion y

f es integrable tenemos:
sup  X/.P); P € Pln.b!> =anf { Xf.P); P e P(a.bl)

] c -]
[1=04+11
a a I3 q.e.d.
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Tearema €52 Si f y g son integrables sobre {a.b)] entonces
f + & es integrable scbre (a,bl y

b L b
Ja~o@=Jrfe
e -3 a

Antes de iniciar la demostracién del teorema (85 vamos a

establecer un lema que nos serd de gran utilidad.

lema Crr> Sean f ., g : {(a,b] —» R funciones acotadas en

{a,®), entonces

t2)sup € f + 8> Ssup{ /) +supdlg?d
(a.d) la,») ta.)

) inf C f +g>2inf & f 3 + inf C g >
(a.b] ta.d) ta,b)

Demostraremos 1t ¥y dejamcs com ejercicio para el lector la

demostracién de (D,
Demostrocion:
inf € fCxXD 2 £ /(x> ¥ x & la,b]

inf C gCxD Y £ g(xD ¥ x € {a,b)

entonces

inf € fCxD > +inf € £0x) 2 2 f{x) + gCx) = Cf + 3)00

eso quiere decir que inf {f(x3)> + inf (g{xD3 es una cotainferior

CCf + 5)“(); x & la,b))

inf € f€x) 3 + inf ¢ &KX Y S inf < Cf + @
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. Demasiracton del teorema (5>

fig.C79).
Sea P = C xu.xt.....xn) e P[a.b! ., por el lema (10)
sup CfCIxD « g{x33 2 sup fCxD + sup gCx) , k= 1,Z,...,.n.
r
"‘k--"‘n’ txk_‘.xhl [x._‘.xkl
inf CfCx> + gCx22 £ inf fCx) + inf #(x) «+ k=s.2,...40.
lxk_‘.xkl txk_..xkl lxk_‘.xk)

Entonces X/ + g.P) S SC/.P) + Sg,P> ...CID
y SCf +« P> 2 Xf.PY + g, P> ... C1IDD
Ahora, para cada £ > o existen particiones P‘ Yy P' tales que
c > € >
Bppd < Js vy XePd-1c¢[e
a -
sea Q = Plu Pl. usando la relacién CID Lenemos que

L
JUre - Xf+g. Q- 25O+ KD - <
a

b b
<fr+fe

entonces

1) b b
Jer~o<«ff+fa~+e
-3 a a

Usando la relacidn CI11D) obtenemes,

por un argumentio similar,
que:

ez



b b &
Jereos [r+fa-c
- a -

b b b b L]
por tanto I/o_fg—t<_f/‘a<1f‘f8"
-] E-3 a -3

e

Y 850 como se cumple para toda £ ? o entonces

v b b
f"!H‘of/‘: q.e.d.

Observaciones:

a2

En
lo

by

¢l

Claramente el reciproco de #ste teorema NO se cumple; por

ejemple si

1 sf xel nto,1)

1si xe@nio
alxd =
Osi xa&l n(0,1)

O si xe @ nl0,1)
fix> =

fCx + g2 = fCxD + gCx> = 1
este caso, la funcidén f + g2 es inlLegrable, peroni f ni g
son.

dPuede suceder que / sea no integrable, g si lo sea, b
J + g Ltambién? Contestaremos a esta pregunta después de
demostrar un corolario del tecrema (8), junto con un

resultado que enunciaremos mids abajo.

El tecrema anterior se puede extender a cualquier nimero
finito de funciones; esto es, si f‘.]".,..!n son

integrables sobre (a.,bl ¥y

e

L] -2 L) L]
j“</‘~ Fote ot £ = fﬂ/.+ [ﬂ/z‘ L. J'/n
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Teoremz (£ Szyl se integrable scbre [a,b)
. cualquier numero c,
sobre (g,

entonces para
la funcién cf

es integrable
y

b 5
Jetecfrs

o -
Demostrazion:

Sea P wna particidon de {a.d) dada por

P = ("o"‘g"" .x“) y sea :‘ - (x‘_‘.x‘l { = "z'f"'"
n
Entonces SefPo = L <cf)<(.>Cx‘— X 2"

g
n
cig‘j(ltb(x‘- x‘.“)

tomando el limite cuande Pk~ o, tenemcs

n
1im Scfu P23 = lim e L /i 2x ~ x
tPl—s o oo

) =
1Plee 0 ims Lo
L3 L3
®w c lim L /% 3Cx -~ x > = ¢ !
Phes 0 o8¢ ¢ T I,

3 b
fcf‘cf/
< a

Un resultado que se desprende de los Leoremas (8) y (8) as el
siguiente.

Corolario <82 Si f y g son integrables en {a.bl! entences
f-8 o es y

L] b b
fer-o=fr-[e

E-3 o a

/ - & la podemos escribir como [/ + (-g) y podemos

aplicar los teoremas anteriores.

Ahora si podemos contestar la

pregunta planteada
observacidn (b) del tecrema (9):

en la
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Si consideramos h = f + ¢ entonces f = h - g,

Si suponemos que h y g son integrables, segun el

corolarieo (2, f tambieéen lo es.

planteado en la pregunta anterior.

por tanto no puede sucecer lo

Teoremz €72 Si la funcidn f es no negativa y es integrable

sobre el intervalo la.b) entonces

L)
f f20

Demos tracion:
Sea P una particion cualquiera del {a.d). digamos
Podlx % .....x) ysea { &lx WX ) LEL 24, . .00
o' s n i [ RS
Como la funcidn f es no negativa y XU, 2 0, entonces

cada término de la suma es positivo y por tanto. la suma es
Z de valores intermedios., Tomando

positiva para cualquier conjunto =
el limite de SC/,P,2D cuando IPl— o , Lenemcs

"
lim SCf,P.D = lim [ /L 3Cx - x _ 320
1Pl o IPl— 0 i=¢ * + 7%

b
~ frzo
o

Corolarto €3) Sl las funcicnes f y g son integrables sobre

fa.b) y st ftx) 2 g(x> V¥ x € [a,b) entonces

b ©

Jrzfs

a -
Demostracion:

Si f2 & entonces f - g 20 ¥ x e (ab)l., ast que

® ° b b b
fc/'gasf/-j,zo de donde J"/zj"

En el intervalo (a.b) sobre el c¢ual hemos construide el
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conceplo de integral, siempre hemos consideradc a < &, (es decir,

hamos trabajado sobre intervalos no degenerades) jQué sucede si
a = b % (fig.Cead),

Si el area abarcada por un segmento de

linea es cero, entonces es natural definir

el conceplo de integral en ese casc come

cera.
Definicion (r1o) Para cualquier funcioén f

Ty definicda en el punto a.

fig.Cao? definimos:

a
Jr=o
o
a
Queé significado tendria J' / cuando a < &7
®
El analisis que hariamos para definir el concepte de integral
on este caso. seria esencialmente el misme que hemos desarrollado
cuande & < e; nada mis que, al tomar los subintervalos generados
por la particion, ésteos estarlan orientados en ¢l sentido negativo
del eje de las abcsisas.
a b
Por lo cual serla natural establecer que : I f = - J' f-
v a
Defintcion (1) Si f es integrable scbre {a.b], definimos

a b
J‘/‘_I/;°<b
L) o

Con las defimciones (9 y (100, la igualdad en e}

tecrema (4D, es decir
c b b
Jrefr=Js
a < -3
se cumple para todo a,c,b; incluso si ne se cumple a < ¢ < &; Cla

demostracion se deja para el lector).
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Dada una funcién f definimos /' y /. como
fTx> ¥ x e Df tal que fI{xd 20
70 =

o ¥ x e Df tal que fC(x) < O

_ o ¥ x &« Df tal que f(x> 2 0
S =
-f(x) ¥ x &« Df tal que fCx) ¢ O

Si f es como en la fig.led, entonces /‘ y /& son como en

las figuras (e2) y Cex) respectivamente.

S/
| !
!
!
cl a N/ b
fig.Cetd
/0
i
!
3
!
i
! ”
| i | N
a b a b
rig.Ce2). fig.Cesd

Evidentemente £ €x) - f(x) = fCxd y
rfeo v £ = | rexs|

Teorema ¢8> SL [ es integrable sobre [a,b] entonces /' y f~
son integrables scobre (a,bl.

Demostracton: para /'

Hipotesis: f es integrable, es decir

a7



Ye>o03PePf tal que SCf.P) - SCf.PY < €

{a.b)

Sea P € P v PEdx o ,x ..., x>
o 1 bl

(a.b)

En el intervalo (xk_‘.xi] se cumple que

HCfp -mef 2 M‘C/'> S m O Y ouEia,, o (£19.C080
o 1*Tcaso: St MC > 0 y
Ko I
i
H s m Cf) > O entonces
i
i ! g MCsS = Mep
«i 1Y +
- i } mCf'S = m Cp
T . i
R X% b ¢ ' . .
! - -
! i ; HCf - mCfd =M™ - mes®
-‘(I) ——————— e
rig.Coed

2°aso: st MC 20 y mCf> £0 entonces
MO =My mefd Smee’ =0
restamos Hi(/) en el priper términc de la desigualdad anterior y
MLCI‘) en el\sequndo. y oblenemos
. .
mC/ - MCH SmCrTD - M
multiplicamos por (-1) la desigualdad anterior y cblenemos
* *
HLC/> rn‘(/) 2 H‘C/ p] m‘Cf >
3% caso: Si MCf S0y mCfd S0 entonces
Mi</'> - n‘(/'n =0
MO -mCfD20=0= H‘(/'> - m_‘(/‘>
por tanto en todos los cascos tenemos que
M - mCpd 2 H‘Cf') - m‘C/.)

Multiplicames por Cx‘ —x\_‘) en ambos lados de la
desigualdad y sumamos, entlonces:
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n n .
. . .
‘P.CML(/) - l‘(f))(x_‘- x_\_‘) z L].:‘CM,‘CI bl m-iCl ))Cf . x 2

-
por tanto,

Ss.p> - s 2 &s5e - xste

Como f es integrable S f.P) - P (&

+
/ es integrable. q.e.d.

Para f~ el razonamiento es similar al anterior (lo dejamos

coms ejercicio para el lector).

Con base en el resultado del teorema anterior podemos

establecer el siguiente tecrema.

Teorema (92 Si f es integrable en (a,b) entonces también lo
os |/ ¥

10| =51
a a

! I

[ S——
o}

o}

A
Y,

fig.Csad rfig.Cead

Demostrocion:

Es evidente que [f{ = f° + /7, Cver figs.Cesd> y Cesd>. Por

el tecrema €(B), /' y f ~son integrables y por el teorema (52 |f|

tambieén lo es,
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- b b
p.d. lI / I < f |f] es gQectr
a -3

- LS frs L

a

sabemos que = OO 2 S £ |0

¥V x e ta.bl.
come f ¥y |f| son integrables, entonces por el corolario €32
tenemcos que

b Ul b ®
S LU e LS frs S

q.e.d.

b b
[r f=50n

Teorema (10> Sea f una funcidén acotada en (a.b), si f es

no decreciente (ho creciented en {a.db] entonces
/ ®s integrable en (a,d}.

Demostracion:
p.d. f es integrable, es decir

Ve>o €PaP ,, talque /P - XFP) < &

Sea P e Pta.bl' P = (xo.x‘.... .xn>.

Como f es no decrecisnte

fEx =M Cf> i en cada intervalo [x _ .xtl
! MO = fCxD,
fex,_ d=m Cf } m s> - flx D
L)
x
sl
fig.Ce?d
entonces

Scf,P) - K fPY = E CH CfY - mCfIx = x D

R i=1
(LR

g0



n n
-‘E‘Cj(x.‘D - /(xl_‘))Cxi— x_l_‘) SLE:‘Cfo‘) - chi-i: IPK
n n
:C/Cx") - fCx 1P = IP} P CfCx > - fCx . 3 =
i i-1 3 i-1t
i=zy iz

= 1P CC/Cx‘) - /Cx°> + CICx!) - ICX‘D) LR (/(x“:) - /(xn_‘))i

= kPl Cfoh) - chu)) = Pl CfCad -~ fCBY)

Tomemos 1P < mrém Cen el caso en que fCad 4 fCbI)
entonces
SCFPY - SCFLPY ¢ cccgw - L |,
3=
entonces VY o> o 3Pe P[a.b] tal que

SC/.P) -SSP L ¢
1 fCad ¢ fCB
Si fCa2 = (&) entonces S es constante, y segin el

sjemplo C12) de la seccidén €2.2.3), es integrable.

s f es integrable q.e.d.

Si f es no creciente la demostracién es similar. Clo dejamos
como ejercicio para el lector).

2.4. Tecrema del valor medio y del valor medic generaligado
para la tntegral.
Recordemos que si tenemos un nUmero finlto de valores

f.'f:""'/n' el promedioco © media aritmética de los mismos, es el
numero

)

RN

n

Si ahora tenemcs un numero infinito de valores £Cxd
correspondlentes a x arbitrarios en el intervalo ([a&,b), jgcomo
definir la media aritmética para estos valores?

o1



Lo mis natural es considerar un ntmero finito n de valores de
f. digamos /Cx.). /(xIJ. e /(x“) tomar su promedic

/(x.J * ch.) L N /(xn)

n

posteriormente tomar el limite cuando n crece mis alla de toda
cota, El valor de ése limite, si existe, dependera de como se
encuntren espaciados los puntos x. en el intervalo {a,dl, un valer

definido para el promedio de f se logra si dividimos el 4intervalo
{a,b) en n partes iguales, as!{ cuando n— ®, las longitudes de los
intervalos tienden a cero; y asi estariamos considerandoc el valor
medic de f en el (nlLervalo la,b].

n /Cxl) + {(x.) + ... /(x“J

,,: /Cx‘) /n= w

ey
b-a
si multiplicamos por 1 = a nos queda
n
CIEx D + fEx,0 + .00+ flx IIC-ad aE;ch‘Kb-d

nE-a3 ® [ )

1 ad b-a

= 5 L fex 0222,

(XY

Tomando el limite cuando n tiende a (nfinito:

fexy + fCxd + L+ fCx D . n
lim y = lim g .n /(x‘> <
n—s © n—es o img
<i la funcién es integrable entonces
n L]
1 b-a b

1im —pzg= L fCx =770 = oo s

n— 0 vE e

es decir que el valor

b
1
M= T ‘[.I
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puede ser visualizado como la “media aritmética’ o bien el valor
medic del conjunto de valores (Cinfinitod) de f en la,b).
Por otro lado sabemos que
m < fCx) LM ¥ x & [a, bl
sntonces
b
m(s-ad s [/ M b
a

de donde
1 b
< <
m S |°/ £M
Asi pues hemos demostrado el sigulente tecrema

Teorema (11> Sea f:la.bl— R, f integrable. Sean m y M ol
infimo y el supremo de / en (a,b) respectivamente
entonces I g entre M y m tal que

3 b
v [ 1

Observemos que si f es continua en (a.b] entonces f alcanza
su Iinfimo ¥ su supremo en f[a,b), de modo que 2 a , 7 & (a,bd)
tales qus

fCad = m . D =M

Como fCod = m & p £ M = fCM. por el Leorema del valor
intermedio 3 ! & Ca,d> tal que

1 b
/cz3'ﬂ"—b—_a— I/‘
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Tecrema C{2> (Del valer madio para la integrald,
Si f§ es continua en [(a.b) entonces existe un

valor ¢ en el intervale {a,b) tal que

b

j‘ f = fCE> Cb-ad

a
Oservaciones:

@ En el enunciade del tecrema <12y no
integrable. No lo

pedimos

adicionalmente que la funcién sea
hacemos ya que en e] capitule siguiente dedicarsmos un

amplio espacio para demostrar que si la funcidn es

No demostraremos esta
virtud de que en

continua entonces es integrable.
propiedad antes del tecrema (12 en
el capitulo siguiente hacemos un desarrollo completo
sobre la condicidn suficiente y necesaria para gue una

funcion sea integrable, en términos de la continuidad.

b) El teorema asegura la existencia de por lo menos un valor
{ en el intervalo [a,b] para el cual fCZ) es igual al

valor promedio de /., aunque no d& informacidén scbre la

ubicacién de I.
c) Por la desigualdad m £ uy £ M, y por la continuidad de ¢,

aseguramos que el valor madio de una funcidén continua en

un intervalo, pertenece al rango de la funcion,(fig.(8ad),

M e - - -

rig.Comd

Consideremos ahora un sistema de n particulas con masas
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ll.l’.....lh distribuidas a lo largo de una recta; pensemcs a la
recta come una barra cuye pesc podemos despreciar, s;de que punte
debe suspenderse la barra para que conserve la posicién
horizontal?. Con el fin de contestar a }a pregunta, escojamos un
origen de coordenadas sobre la recta, sea x, la coordenada de la

masa m Yy denotamos por u el punto de equilibrio que buscamos,
cuya coordanda denctamos por x Cfig.C89>), Ahora bien, st la barra

debe estar en equilibrio cuandc se suspende en X, las diversas
mazas deben ejercer momentos con respectc a u, que sumados Sse
deben compenzar. Cvease la definicidn de momento dada en el
problema (90 del capitulo I

Asi el mements de - es -iCx_‘-x); esSte momenis tLiende
a producir una rotacién de la barra en el sentido de las
manecillas del reloj si LY ostd a la derecha de U Cesto es si

x = x> 0; sl x - X < O, sl momento es negativo, lo que quierse
decir que tiende a producir una rotacién en sentido contrario a

las maneci{llas del reloj.

TN . .M ..M

[ 4 H i n
—1 =

x .. 0. x x..x

1 13 n

rig.Capd

Vemos entonces qus la condicién de equilibrio se da cuando la
suma algebraica de todos los memeniss es nula esto puede
escribirse en la forma

mCx ~X +mCx ~X) +... + mCx ~xJ =0
£y 1 z 2 n N n

resol viendo para X tenemos:

mXx +mx *+.., +tmx
1 t 2z 2 non
MO+ R+ ...+ R
% z n

x =

En consecuencia queda determinada la coordenada de u, que es
llamado Ccoma ya mencionamcs en el capitule 1) centro de masa del
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del sistema de n particulas.

Si en lugar de tener n pﬁrticulas con n masas, tenemos una
funcion f definida en el intervalo [a,&), también podemos tomar la
medta ponderada de la funcién f sobre el intervalo [(a,®). tomando
una funcién de ponderacién P, es decir una funcién definida en el
intervale [a.b) que toma valores positives y actua scbre f a
través del producto de P por f en cada x del intervalo.

En este caso tendriamos:

PCx 2/Cx .3 + PCx IfCx 2 + ... ¢ Plx DfCx 2=
s (PCx‘D + P(x.) + ... PCx“D
Si dividimos el intervalo [(a,b] en n partes iguales vy

multiplicamos ambos lades de la igualdad por la longitud de los
subintervalos, obtenemos

b-a
CP(x‘)/(x‘) + chl)j(x.) L P(xn)/(x"))( - 3=
M CPCx ) + PCx 2> + ..., =~ PCx 22
LS z n
de donde
Pox dfcx 3¢ 2225 o + Pex dfex ¢ 2225 .
1 1 n e n n n
b-a b-a
- u (P(XADC - Ve, ¢+ P(Xn)( bl 2
asi que
: b-a i b-a
'E PCx D fCx) C —2 -_n MCPCx D C = =
iet img

o b-a
=u LPCx2> C =2
izt
Al tomar el limite cuando n— ®, obtenemos la media ponderada
para la funcidén f en el intervale [a,d). SiI P y f son integrables
en (a,b] entonces Pf también lo es; y como hemos dividido el
intervale [a.d] en n partes iguales, al tomar el limite cuandd n

tinde a infinito, hacemos Pl— o; por 1o que:
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L
L3 L .f Py
= = 2

J'-P! u j"P ] u 5
Ie
a

b
Como p es positiva entonces f P también lo es; por otro lado:

a

mE flx) SM VYV xelad)

mPCx) = fCx> PCxD £ M P(xD

integrando
0 3 b
fmPpsfsrPr=sfup
a a a
asi que
b b b
mfPsfyrPsufrp
a a -
por tanto
b
Jfre
a
L S———b— S M
fe
a

En conclusion, si m £ gy £ M, entonces la media ponderada
estad situada entre ol minimo valor m y el mhximo valor M de la
Vtunclén' en el intervalo [a.b) y, como f es continua (segin el
Lecrema del valor intermedio para funciones continuas), u debe ser
imagen de algun elementc de (Ca,b) bajo la funcién f; es decir
existe I @ Ca,b) tal que fCI) = upu. Asi hemos demostrado el

siguiente tecrema.

Teorama C13) (Yalor medic generalizado para la integrald
Si f y P son continuas en el intervalo {a,d) y
ademis P es positiva en {a,d] sntonces existe un
valor { & Ca,b> tal que

L] L
frPrayjenfop
-3 . -3
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Observac iongs:
12 Con este resultado., el teorema C12) se convierte en un

corolario de este uliimo tecrema cuando PCx) = 1.,

22 El tecorema asegura la exisiencia de por 1o menos un valer
f en el tnlervalo para el cual f(f{> es media ponderada de
/v pero no da informacion adicional sobre la ubicacidén de
L.

Una sugerencia para el leclor es gque compare este tecrema

con el problema (5) plantsado en el capitulo I.
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problemas resueltos.
Problema 10

Demostrar que:

-] [-323
Jreo ax = [ fix-e> dx.
a atc

Indicacién: Toda particidén P = (Lo.l!., .. .tn} de (a,?])? da

origen a una particién P'= (Lo*c..t‘+c.....tn*c) de [a+c,d+c)

Yy viceversa.
Veamos primero qué significa geométricamente,supongamos que

€>ey [f2 o hagamos #(x> = fUx-cd.
/ g
S s e

“ % 7 // ]

! i 7

IIID | P 7 //]I

!///n/ P! | /ﬁ'//1

I a [-] atc bte

fig.Coo0d
La regidn ok es el resultado de la aplicacidén de ‘una

traslacidn horizontal de la regidén 12 Ces decir, N' es el resultado
del movimiento rfigided., Por lo tanto el 4drea de (0} es igual al
area de 0°, es decir

=} b+c
Jr={ sa.
a -3
Sea P una particion del intervalo [a,b}, P = (Lo.l‘....tn)
entonces tenemos que P’= (L°+c.t‘0c.. . .L“*:) s una particidn del

intervalo [a+c.b+c).

Sean A= (flxD; xe[l‘_‘.t‘])

B = (g(xD; x € [tL_li»c.L‘*c])

=)



Si xe H‘_‘.L\l y x+tc € Lt +c,t *cl, por la forma en que
hemcs tomado a g, tenemos que:

fCx) = glx + ¢ = f{x*c=c) = f(xD

sntonces A =B
de donde
inf A = inf B, esto es, ntCD = nth)
Y sup A ®* sup B, esto es, M‘c/) L M‘Cp
entonces
SCfHP) =5 C(gP*Y ... CD)
o0 s QLIS

Scr.P> = §cg.Pd

Si f es integrable entonces
YVed>o 3 Pa P, tal que ScrPy - KIP < €
y segun las relaciones CI2 y CIID tenemcs también

YVe>o AP e Pla.bl tal que X g.P') - Xg.P') < ¢

entonces g es integrable.

Por otro lado

]
Jfeo ax = sup ¢X/PO; P ap )=
a
bée
=sup (Xg.P'O; PP @ P, 1> _[a.:cxa dx
bec
- f fSx-¢d dx.
a+c

-4 bec
o Jrdx = [ fex-cd dx
a a+c
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Prodlema &2
Supecngamos que f es creciente, la fig.(B1) sugiere que

-t

! -
Area del rectingule = bf by

- ———— N -t "
AR S NN RSN
T 1§ 1
- @ b
drea af
fig.Co41d
b, - " Yy
Jroaxeab %0 -a it - f _fax
a F tad

a’ Si P = (Lo.Ll.... .tn) es una particiédn de (a,bl, sea

. -1 -1 -1
AR S AT TF S T 3 PR R L
por demastirar que:
Sroted + SctP = byt - af .
Sl f es creciente entonces /" también lo es, por lo tanto
-1 -1
-‘c/ deinf {f CO; t - [l.‘.._‘.ttl)
coincide con la funccién f" evaluada en L\_t. as decir,
-t -1
m e/t o= e
entonces
-1 il -1 AR
=<f . -.]: LAY L‘_‘) =9 f “i—n’“i’ LT
i=g isg

De igual manera dado que f/ es creciente, M (f) coincide con

la funcién f evaluada en "i' es decir
—1
MiC]) v fCf CL‘)) =t

101



entonces
. n - ; -
Scfpd = g H O c/"czia,- /“u‘_-‘».
(et g
n . [ S R
=pecftae s 2

vEde

ey .
-t

n R
-1 = . -t o STy
S/ WPIeSCF,P'D> =L/ e e =t D +"’:LiC/V
L1 S LT S

-1 - s S ey i
- [rtee 3ce o ‘(Li_‘)(l. LR A LT L SN e S T

n T R G
- -1 S -1 . 7
DR VARSI P U L T I8
imd . ieg - SN

£ b A T iadar e
. '_' i -‘,: il
vaque L[ R A TR LT MY
U . -

I AT TR A I TR S TS I lee e e

e f e o - e o e Fleeae - e e

= st e - e e

= Sl - fSieada.

b> Demostrar la férmula enunciada arriba, es decir demostrar

que:

/-‘cb)

b
[rit=urteyd - aftead - f
a TS

segun el inciso (a0 tenemos
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SCrhP) « Bp P = b MY - af M

entonces
s Py = bfThee) - af teed - BP0

tomamos el supremo en ambos lados

sup <SCFTUUPYY = osup <bfTNdY - af Tl - SCf P>

= bf e - af tCad - inf (X f.PO

-]
= b/ twd - af M - J 4.
a
St demostramos el siguiente lema, el resultado anterior queda

Justiricado,
Lema C12> SI A es un conjunto acotado de nimercs reales y ¢

es un numero constante y B ={c-x; x € A? entonces
#up B = c~inf A
Demastracibn.
tIPrimero demostraremos que c-inf A es una cota superior de B,

Sea x @ A . entonces x> tnf A
de donde -x £ -inf A
c ~x€c - inf A
&€ o-tnf A es una cota superior de B

ti) Demostraremos que c-inf A es la mis chica de las cotas

superiores de B.
Sea ¢ > o, 3 x @ A tal que X, ¢ inf A + ¢ entonces

—x‘>—|;n/A-::
—:-x‘>c—x’n/A-c

c—x‘><c~ian)-c

entonces para cada ¢ > o3 ¢ —x‘eB tal que
c-x‘:)(c—in/AD—c

3 sup B =¢ - inf A q.e.d
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" .
€> Hatlar [ "/%V dx para 0 ¢ a < b.
) -3

Si fCx> = x", entonces f “(x> ="¥X1 , asi que

b 5 Flewd
JMR ax = [/ ax =0 "B ~a"al -  xadxs=
a a f tay

hm)nal _ (nfa_’)n“

neg nes

=5 "B - a va - [

e
netsn - a""/” B [bnox/n - anol n

=e 1 ]

4 e
‘bnolntl_;_h]_ano.n[l_ﬁ]

Problema C32

Supdngase gque f es integrable sobre la.bl. Demostrar que

X ]

existe un numero X € [a,b} tal que J' °/ dx = I ! dx
a x
o

Demostrar, por ejemplo, que no siempre @5 posible elegir x
que este en (a,bd.
X -] X
Sea 3(::)=I/dx-_('fdx.sabomosquoj'[dx=}'(x>osuna
a x a
De la misma

funcidn continua en {(q,b] si f es integrable en la,b).

& x
manera H(x) = -J' f dx = I/ dx también lo es. Por tanto g es
x b

una funcién continua en {a,b).
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Ahora bien
a & [} a
sCad = [ fdx~ [ fde=-[f Cy [ fade=0
a a a a

] [ & b
s = [ fdc - [fax=[fdx Cy[fdc=0
a -] a ]

por. tanto g{ad y g(b&2 tienen signos distintos

Por el tecrema del valor intermedio existe x € [a,d)

tal que
5<x°> = 0,

Pero

xo b
¢Cx0>=j/a.x-_[/d.x
a x
o
X b
.'.fnfd.x=J'/dx
a Xo

Sea f como se muestra en la 1ig.(82).

VAN

.l
T 1 N
-3 (-3

[\ 2

fig.Cezd
f es de tal manera que

c &
Jreaxa=fgax
a <
donde los unicos punios que cumplen el resultado anterior es en

x=ma y x=20>b,
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CAPITULO 111

En el capitulo anterior hemos definido un mecanisma para
cuantificar el area que hay debajo de la grafica de una funcidn;
diche mecanismo e de gran importancia ya Qque, por un ladqg
resuelve el problema planteado inicialmente, y por el otro
trasciende al problema del area en si; es decir, desde el momentc
en que trabajamos sobre cualquier funcidén, el tipo de resultados
que encontramos tantec en el capitulo II y postericrmente el en
capitulo IV no se restringen al problema del 4rea, arrojan
tnformacién ademds sobre las funciones mismas. En matemiticas.
en muchas ocasiones sucede esto, al abordar un problema y buscar
SU solucidn, se encuentran otros resultados que no se esperaban
ademis de la solucidn al problema, (o incluso sin lograr estal..

En este capitulo nos proponemos encontrar una
caracterizacién de las funciones integrables en términos de la
continuidad, y con base en ello clasificarlas: por un lado las
funciones qQue son integrables y por el otro las que no lo son.

Veremos que hay funcicnes discontinuas que son integrables. y
otras que no lo son, debemos descubrir entonces "que tan
continuas” deben de ser las funciones para que sean integrables; y
viceversa; si las funciones son integrables "que tan discontinuas”
son. Abordaremos el problema primero tomando funciones cohtinuas y

posteriormente funciones discontinuas.

Primera pregunta ila continuidad de la funcién f en (a.d)
garantiza la integrabilidad de ¢ en [a.b)?

Sea f continua en [a.b)
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!
!
LI EIER

fig,(pad

Al ser f continua, los valores de la funcién se pegan entre
si tanto como queramos, al acercar suficientemente los valores
correspondientes de la variable; asi para particiones muy finas
tenemos dque las 4reas de los rectadngulos C(Clos rectiangulos
“diferencia de los circunscritos menos los inscritos
correspondientes) van a ser muy pequeflas (ver fig.93); para
demostrar que la funcién es integrable necesitamos que al sumar
todas las dreas de los rectangulos, esta suma la podemos hacer tan

chica como queramos.

Es decir, para cada £ > O suficientemente chica, hay que
exhibir una particidén muy fina, de tal manera que la suma de las
Areas de los rectangulos “diferencia” sea menor gue ¢,

Veamos entonces como construir la particidén P que garantice

1o anterior dada una cierta & > O,

Como lo que queremos es que el aArea sea menor que g, podemos
Lomar b‘-a' Yy escoger que' tan pegados deben estar entre si

X _, Y X, para que el miximo vy el minimo de la funcidn en el

I
b-a

intervalo (x.‘_..x‘) disten entre si menos que ¥ par tanto el

Area del rectangulo (x~ sea menor que £, por tanto:
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o
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| :
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i-1 3

fig.Coad

Observaciodn: las _SC/.P) y & C(f.,P> las construcciones en
base al supremc y al Infimo de la funcién en cada subintervalo
generado por la particiédn. En este caso la funcién es continua en
el intervalo [a,b) y esto garantiza que / sea continua en cada
subintervalo (x‘_..x‘h ¥ s 12....n y por tanto el (nfimo y el

Supremo en cada subintervalo son alcanzados por la funcién.

El problema es Que en uncs lugares del intervalo (a,?) la

distancia a la que deben estar X, Y X, para que el Area del

rectingulo “diferencia™ sea menor lque £, es una, y en otros
lugares la distancia que se requiere para cumplir lo anterior es
otra, y puede ocurrir que dicha distancia tienda a cero y no haya
una, “la mis pequeMa'”, que nos garantice que, si x y x distan
Y
en el intervalod, siempre los valores correspondientes de la

-8
entre si menos que tal distancia (estén donde estén xi_

funcién disten entre si mencs que la £ > O dada Co la ¢
nultiplicada por una constante positiva que viene a ser lo mismod.
Esto nos hace pensar inmediatamente en la idea de CONTINUIRAD
UNIFORME.

Si la funcion fuese uniformemente continua en el intervalo.
tendriamos que dada cualquier &£o podri{amos encontrar una (e > O
tal que, dados dos cualesquiera dos puntos del intervalo, estén
donde estén en él; si distan entre si menos que 6(e) > O, los
valores de la funcidn disten entre si menos que la £ > o dada. Asi
tal que la IPE ¢ 6.

bastar{a con tomar una particién P e P[a.b]

de tal manera que cualesquiera dos valores de la funcidén en

dos puntos arbitrarios dentro de un mismo subintervalo generado
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por la particién disten entre sl mencs que la £ > O dada; de esta
manera podemos tomar una particidn del intervalo [a,b) que cumpla
la condicion anterior, es decir, que P! < 6. Asi tendriamos
que la suma de las Areas de los recténgulos “diferencia” serf{a una
suma finfta, y como el &rea de cada rectangulo “diferencia” sera
tan pequefla como queramos, la suma finita de @l irea de todos los
rectingulos también lo sera.

Asi PUes,. parece claro que si suponemos que f os
UNIFORMEMENTE CONTINUA, no hay problema. Observemos que esto queda
garantizado con tan solo pedir gue f sea continua en un intervalo

cerrado, cosa que estamos asumiendo.

De hecho a quedado esbazada la demostracion del siguiente

tecrema:

Teorema (14) Sea f:la,bl—s R, si / e&s continua en [a,b),
entonces f es integrable en Ia,bl.

Remostracion:

Sea £ >0, p.d. 3 6ed > 0 tal que VP € P tal que IP} ¢ 6

ta,b)
. SCFPI-SCLHPY <€

Por ser f continua en {a,5) » f es uniformemente continua en
ta, &) » 268D >0, tal que ¥ x, x'e {a,b) tal que [x-x"| ¢ &

R &
- Jrexd=fCx 2| <« ==
Sea P & P(c.b) tal que P ¢ &
P=dx, X+ orees X7 donde
o 1 n

M‘ CA =sup XX x & txi_‘.x‘n

m CF) = inl (fCxI; X & [xt_‘.x‘J)

n
nos fijamos en S ¢f,PY - SCf,PY = MO - mCfINCx - D
[
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como f es continua en [a,b] entonces f es continua en [xL ‘.x\]

¥ i=t2....n entonces f alcanza su valor mAximo y su valor

minimo en [x‘_l.x.‘] en donde

0D = n‘(fD y j(!,") = M‘ Cfd> W iss,2,..n

Hi(f) = [ l-

mCfd = feg > m/

1T

fig.Cosd

Oor

Sustituyendo M,‘(/J y m_LC/) on
L2l
&fP) - SXf,P -:C/(:;) - f({?)(xi- x‘_‘;'
ict
como tomamos IPL < 5 V¥ is12,...,n Yy Q;. =i - [xi ‘.xtl
entonces f{’ -‘g | < C‘x % 3 < S ¥ izs2,..n y tenemos que
/C!:) - tC{') es mayor o igual a cerc ya que el miximo de la
funcién es mayor © fgual al minimo @ la funcién en cada intervalo

lx‘_‘ .x\l ¥V ixz....n,
. . £
10CEd — £CE | = QLY - fEE3 (& —p=

n
o Scf.P> - KfP) = :CIC(:) - ]Ct‘DDCx‘—x‘_.)
v

n n
& &
< : b-a < xi—xi—g> * T=a P.ix'\.-xt-l)

&
b-a

b-ad) = &,

s 3 Sed > 0 Cla misma que garantiza la continuidad uniformed

tal que YP e P, tal que IPL < & » X/f,P) - X/P) < ¢

q.e.d.
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Observaclones:

a) Para hablar de la integral asumimos Qque / esta acotada en
{a,bl; Yy @sto no es necesario pedirlo adicionalmente en el
ehunciado del tecrema, pues ya gueda garantizado por el hecho
de ser f continua en el intervalo cerrado f{a,dl.

b} Este tecrema establece una condicidn suficiente para que f sea
integrable en el intervalo {a,b] y no nos dice nada acerca de

cudl es el valor de la integral.

Analicemos ahora una funcidn discontinua y veamos si es
integrable; si es verdad entonces el teocrema anterfor resuita ser
una condicidn suficiente mas no necesaria.

Tomamos una funcidén discontinua, qui tenga una
discontinnuidad. Podemos ‘encerrar® el punto de discontinuidad en un
intervaio ¢ X Xyt b de tal forma que al construir el

rectingulo, Cver f1g.C98)) con la longitud del intervalo como base
¥, la diferencia entre el infims y el supremo de la runcidn en
dicha intervalo, como altura; al area que aporte sl intervalito
(x, +%x,2 a la diferencia P> - S/.P3 sea wmenor que

-;—.Cﬂcogtnnda suficlientements cercanos L 4 xﬂ.)

Tomamos X, ¥ % tales que
€
*ar T %a ¢ BTg
| Sean

L Mg

T up (fC(x0: x a {a,bl>
ot a K X, X, b

rig.C(ead m* inf (fCx0: x & {a,b])

Hﬂ = sup LFC0x): % e (xu ”‘a'”

L inf {fCxd: x e (xcl vxm,n»



comns }g‘ -m < M - m entonces el area del rectangulo que se
muestra en la (ig.C87) tiene como base {x o g y altura
(Ma- "‘o.’ 5 menor © igual que el srea del rectiangulo con la misma

base y como altura la longitud del segmento (m, M, es decir;

M
gy W[, ]
xaxa,a xaxay

i
1
i

[ PEO——

R
Ta XX X, & €
a o Ta < m(“m) L
fi1g.Co7d

“afuera” del intervalo Cxa.xa) la funcidén es continua, es
decir, es contipua en [a.xal Yy [xa,.b] Y también es
uniformenenie continua y por el teorema anterior en cada uno de
ésas  intervalos, podemos encontrar una particidn que haga la

diferencia entre sumas superiores e inferiores mencr que —f——; asi,

tomando una particién que {ncluya les puntos de la particien

correspondiente a [a.xal Yy los puntos de la particion
correspohdiente a Exa. .01, obtenemos una particion dela,d)
para 1a cual B/.P) - &SP < + + —:— + —-:— = ¢ yas{ f

es integrable,

En el procedimiento anterior no usamos para nada el hecho de
que la discontinuidad sea removible, como fuéd mestrade en la
rig.(87), sea como sea la discontinuidad en @l punto x50 podemos
encarraria en un intervale (xa .xa,J como @1 anterior, Na y m
existen siempre ~ya que / es acotada- y Mﬂ-ma sork siempre mendr o

igual que M-m, cumpliéndose entonces Lodo lo discutida mis arriba,

Qhservaciones .

@ Tomamos x, en el intervalo abierto cxa . a’) para que x
no coincida con los extremes del intervale, y quede ast
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b)

garantizada la continuidad de f en los intervalos cerrados
[a,xal Y [xa,.b] y con ello la continuidad uniforme,

Hay un caso que no quedaria entonces cubierto; cuando el
punto de discontinuidad X, fuese a & b; pero en realidad
esto no seria problema, pues en tal caso el subintervale
a “alslar" seria un subintervalo [a.xn] 4=} [xn.bl) que
cumpliese la misma propiedad que el intervalo
[xu.xa,]. (aexcepto que a la particién correspondiente al
intervalo [xn D) Co [a,x,,)) hay que agragarle el punto
a Co &) segun sea el caso) construido mas arriba, as{ en
el intervalo I[x_,b) la funcidén seria continua y por
tantoe uniformemente continua (Cigual para (a, xﬁl 2.

cumpliendose entonces lo anterior.

As) pues, hemos de hecho demostrado el sigulente:

Tesrema C15) Sea f:la,bl— R , f acotada en {a,b}. St f es

continua en (a,b], excepto en un punto,
entonces / es integrable en {a,?). .

Demostracion:

Supongamos que %, € Ca.b>, f es discontinua en Xy
Sea ¢ > 0
sean xa C X, e (a,bd) tal que X5 € (xa . X cl,)_y

&
- <
ot a ¢ I

come f es continua en [a.xal y (xa. Wbl ¥y como son intervalos
cerrados, f es uniformemente continua en ellos. Por ser f

uniformemente continua en [a..xa) Yy (xa,.bl entonces existen 6‘.

y 6,

tales que v % X" € (a.xal con

x=x'] < & - fEXI-fCO] < €
N b

¥ x, x'e [x,, b1 con |x - x'{ < éz se tiene que |f(x'D-fCx2| < &
si tomamos 6 =mn (:5‘. . 6‘)

¥x, x" ela,x) & x, x' elx_,,bl con
a o

[x'=x| < 6 = }CxI=f0O| « rps
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Sean Pl= (xo,x‘,... .x‘) € P(a. "a’>

Pl= <y°.y‘.... .yk) e P[xa‘.b)>

tales que Py < s y P s
construimos P = Cxo.x‘.;. . .xj.x,.“.... %
cen X, T X, Y KienT Yo T Fe
x,«z‘ yt
xh. N yg <h=J+1*F)

nos fijamos &n la diferencia entre la suma superior y la suma
inferior con la particton P. '

n
BfPY ~ AP = ECH‘CID-H\,\C/D)(xl-x‘_l)

an
i
-L.I‘: CMiC/)ﬂn‘(/))Cx‘ -xh.) +

(Na(/)-m“C/}DCx‘ﬂ - x1> +

n
\.E:M‘ Cr2 -ka/))(x‘ X ‘)

donde:

M‘(ID = sup (f(x); x € [xt_‘.xin.

miC/J = inf {(f(xD); x & [x‘_‘.x.‘n. ¥ izt 2,...,0

MQCID = 5up {fC0;, X € zx,_.xj”n = 3up (fEx0; X & h‘a .xa,n

maC/) = 4inf (f(x0; x & lx‘.xJ 32 =inf CfOO; x e (xa .xa,i)

-

veamos los sumandost

3 i
}od CH‘C/)-mi(/DDCx& -x‘_‘) -‘P‘(/CZ;D-IC!‘)JCx\ -x‘_')

[N
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con & . L elx_ .x] y MO = fCEDY L m () = fED
por ser { uniformemente continua en (a.xal .
] 1 .
f’c/cz‘>-/<z‘>>Cx‘-x‘_’> <E‘ s LYt

Fix-x 3 = ——fs Cx -a) ¢ —mEs Cbrad £
5 X WD Za omD iy

£

«(b-ad '3
.

el segundo sumando:

- - - - - £ = £
M C-m CfI2Cx =% 3 ¢ CH-mdCx ,=x) ¢ CM-m) io z

donde: M= max;¢fC»; x & la.bly .
m=inf (f(; x £ la,bly |

p‘ara el tercer sumando:

n k
E(M\C I»l —m‘(/))(x\-x,‘_.) =7 (HY [ 2] -myi(/))(yt-yi_‘) e

ixge i=t .

come f es uniformemente continua en [xa,.bl = [yo.yk]

si My(/) = /(E:) y my‘C/) = /(E‘)

.

con !: . !‘ & ly.

‘_‘.y‘l

k k
n LM CPom CfDCy -y, D =EC/CEI-fCECy -y, O <

=g 3 v st

k k
& & £ £
,f‘«s-ﬁ AL/ 7?:?—'53"_:‘"'1"‘.,’ ¢y o =
= £ £ £
s SUSP) - AP e bk = g
Ccon la particidén P construida anteriormented q.e.d.

Observacion Cl1). El criterio de integrabilidad que usamos, se basa
en la construccién de la particidn P,, que es la unién de las
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particiones P1 y P2. con la cual, ¥ &£ > 0 3 P e P tal que

(a.bl
SfPr - KfP) ce, yno fué el dequea ¥ >0 3 &Ced > O tal que
YP e P{a.b] cuya IPE < & »3Cf,P) - S(f.P) ¢ £, asto es, no con
cualquier particién de {a.b) coh norma menor que el
min (é‘.él.Cxa,- x°)> se garantiza que SCf.P) - SCrPY < e
Por que?

S1 tomamos P tal que EP¥ < min (6‘.62.(xa,.xa)) puede suceder

AR P — 6 bien t—t
=
a

X -

—
x*

fig.Cond

esta particiéon tiene norma menor que ¢, y puede ocurrir que

%€ er_‘.xr). donde %, y %, e P. Asi que no podemos garantizar

-1
que la diferencia entre dos wvalores cualesquiera de la funcidn

. £
f€Z> y fCI') sea menor que WD si |( -z‘] < & Esto es valido
solo en la.x 1y Ix,.b] y noen fa.x ) =tax) U Ex, % 3

ni en (x'.b) = lxr.xa.J U !xa..bl. s decir el problema esta en
el intervalo [xa.xr_'l Yy Ixr.xa.].

Sl X € (xr .xr) podemos tomar la & de la continuidad

uniforma en [a.x'; (V] [x“..bl. pero entonces al tomar otra
particidén con norma menor que esta 6, podria ocurrir que los
puntos que “"encierran” 1la discontinuidad Xo Se cerrasen mas
que x'_. b4 x’ y nuevamente habrd dos intervalos, como en
el caso anterior, en donde ahi no servird el criterio. y asi
indefinidamente. Por esa razén la demostracién se basa en
exhibir una particién para cada ¢ > O, ¥y no en garanLizar que

gualquiera con norma mener que alguna ¢ cumpla que:

SCf.P) - SC£P) < &,
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Observacioén (2).

Con base en este analisis podemos afirmar, entonces,que ia
funcién puede ser discontinua y ser integrable, lo que muestra
que el tecrema (14) establece una condicién suficiente mas no

necesaria,

Ya vimes que si la funcidn tiene una discontinuidad. se
preserva la integrabslidad, pero, KS4 si tiene 2

discontinuidades? fig.(9a).

Podemos seguir un procedimiento similar al anterior.
Sean v, » 7, los puntos donde f es discontinua,

supongamos que ¥ . ¥, € Ca, &

tomamos: Xy » Xy tales que v, L (xq ' xa,) Y
1S 1 1 4
Xy o X tales que r, € CxOl f xa.)
2 2 2 z
tal e x_, - PR . A—
y es que: LH "a‘ «H-m
3
(xa; T %2 ¢ W
de esta manera “afyera" de Ix , x_ D y Cx , % D) 1la
Gl a; Gz Gé

funcién es continua, es decir S es continua en la, xa 1,
1
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(x X ¥, (xa..b] Yy poer tanta, es uniformemente continua en
1 z 2

ellos (pues se trata de intervalos cerrados).

De esta manera,la cantidad de 4&rea que aportan los

rectangulos construidos con base en los intervalos [xa x_ )
1 !

Yy [xa » X )] a la diferencia de las sumas superiores e inferiores
2 2

sera menor que -:"—— cada una. Y en cada {ntervaloc donde S es
uniformemente continua, el aArea de los recténgulos "diferencia” lo
hacemos menor que %-.

Basta entonces construir una particién de (a.b) que contenga

a los puntos de las particiones P‘ de !a.xa 1.
+
P‘ de lxa, ENRE 4
s z
P de Ix , ,b)
] a
z

y los subintervalos (x_ ,x_,]) y tx_ .x ,)
G % Gy %

con WP L ¢ 6, 1PN < 6, P 1 ¢ 6. Siendo 6 .6 ., y 6
a 3 E 3 £ ] t ] : ] 1 2 »
determinadas por la continuidad uniforme en los respectivoes

intervalos. Y asi garantizamos que / xea integrable.

Cbservemos que:
-Podemos usar un argumento similar, si las discontinuidades
caen en algunc de los extremos.

-Por cercanos que estén Y,y v, siempre podemos construir

los intervalos que los contienen de tal manera que estos
no se intersecten,

~Y es claro que, este procedimiento (para el caso en que f
sea discontinua en dos puntos), lo podemos generalizar

para el caso en que f/ sea discontinua en N puntos.

Sean rl.r'. [ERRY % los puntos donde f es discontinua,
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SEL LY Ty Y, € £ai8),(1ig.C1000)

’

¢ i s i)

fig.C100)

Escogemos x y x tales que ro e (xa %D
: .

Vieta,. .. Ny

s T %a < RS
as{ utilizamos -:— para todas las 4areas de los rectangulos cuya
base son los intervalos que encierran las discontinuidades, y
dejamos —::—~ para los N+ recltangulos consiruidos en los
subintervalos en donde [ es contipua,

/ es continua en:

la.xall. txa; .xa'). .....Ixa; ' % \”J..‘..(xaN. b) ¥y

y por tanto f es uniformemeniLe continua en estos intervalos
Cpues son cerrados).

Enunciamos entonces, el siguiente teorema.

Tesrema (16> Sea f:la,bl—+ R , f acotada en {a,bl, si
f es continua en {a.®) excepto en un conjunto
FINITO de puntos, entonces f es integrable.

Demostracion: Sean r‘. r’.....ru los puntes en que f es

di scontiﬁua.

supongamos, en principio, que ninguno de ellos coincide ni con a. ni
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con b, podemos ésumr. sin perdida de generalidad, que:

xa <x , < & tales que

€ (xa .xa':') Yy tales que

N
€x , - x_ 3« c ¥ N
o >:°‘ TCH=D [E1% NN S
) EEE S N R T PN TR 1
I, ¥ 1 T !‘)
a Xy ¥y X Xy Vg Xqr - T Y
1 1 2 2 N N
fig.C1o002

Asi{ tenemos que / es continua en los intervalos cerrados,

(a.xa 1. Ixa, ' %y 1. lxa, ' Xy ).....(xa, -2
% 1 2 2 | ] N

y por tanto f es uniformemente continua en ellos.

Entonces existen 6. > 0, 6z > 0uivns 6N”> 0 tales que
3 * o . - €
¥ x.x* € la, xa‘l i =x| € 6, W |SCxD - FOO) < prmtsms
L] b - . - L3
¥ x x' e (xa; . xa:]' |="=x| < S, = | 7Cx*D fC0] < FCRTISTE=S
. - . - <
¥ x.x" e [xa.N v bY, fxtex) < Spey * | 7CxD 180 < sEToTESay
por tanto sean
_ ot )
Pl € P[u'xa 3 tal que lPll < 6‘. con P‘ = (xo.xl....xrl>
1
P € P tal que IP_ I < & con P_ = ¢xX.xF, L0
z [x_ .x_ 1 z z* 2 o' 1" r
a a 2
[ £
PN” € an..b! tal que IPN.‘I < 6N.‘ con
N



de modo que
i

Scrp 3-SR =k1_:‘<nk<n - m'scnka-xk_‘)

r
. .
P " _
-kz:‘c/cgg - JCLCR xR

r
s

Z £ -
k=1 zZCR+10Co-D ka xk_‘)

<

pues f es continua en todos los subintervalos [x:‘_‘.x:] Yy

i W
como lzk— {k } < IPiI < 6t entonces
T
v 3 z
k!: 2CN+8CD-a0 ka-xk_‘) = 2CN+12Cb-a) Cxl-x“, 2
=1 3 t-1
donde X ,= a, X = b
@ a
o Nei
por tanto z - £ - £
XHPY - LR < ety Pt ran o
Pl PI PNOl
S IS AL N i1} LALILEE § ) 1 [ AL |
N i ¥ T T T T
a x %, x® X . e.aeX X, b
ﬂl o (=] o o (-3
z z N
fig.Ci02d

Sea P = P‘u P‘U Leeld PN”, claramente P e P[a.b) y ademas:
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ScfP - 'E/.PY 2 S0P - AP

] + (Ma.(/) - ma‘C/))(xa: - xa‘)

+ §C/.Pz) - /S0P

a
z

4

M, O mmy €3k, = %, 0
2 E z

+

M _Cf> - m_(fXIx., -x 2
a [~} o o
N C] N N

2 - S/'Puu)'
hay w~et sumatorias generadas por los Net intervalos en dond la
funcidén es uniformemente continua y en consecuencia cada una es

£

menor  que TR
por lo que
= &
S(f.P\) - §C/.P‘> < FI{TY ¥ oi=t,2,. .. ,CNa).

Yy N 1ntervalos con los cuales construimes los N sumandos que
expresan el irea de los "rectangules” en donde cada une de ellos

&
es menor que s~ asl que

Z
TM, €5 - m Cf33Cx,, -x 3 < M ”""‘af“"m

v v t 1 L

£

£
< (”""”m - el

£ E £ £ &
LN

o SULPY - AP Sy T T e T It Emen

S =€+ &=
SCf.P) - SCrPY < CNu).m * N = o * 3 €.
Si ¥y = a o r = b, la demostracidn es practicamente

1 N
identica; simplemente se reduce en uno Co dos) los intervalos en

que f es uniformemente continua y todo lo demias es jgual. g.e.d.
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Cabria entonces la misma pregunta que nos hicimos ante el
teorema (14):esta es una condicidn suficiente para que una funcién
sea integrable: pero, ies necesaria?, es decir para que una
funcidn sea integrable , itiene que tener no mas de un numero
finito de discontinuidades?

OCbservemos lo siguiente: de hecho la fuerza del argumento para
garantizar la integrabilidad en el casc de un numero finite de
discontinuidades radica en que estas las podemos encerrar en
subintervalos suficientemente pequefios, de tal manera
qQue no importa que en ellos los valores de la funcidén se alejen
muche entre si{ -ahi habra alguna discontinuidad- (Para bhacer
chica el 4rea de un rectingulo. no necesitamos que tantoc la base
como la altura sean chicas; si la altura es grande pero acotada
basta con hacer suficientemente chica la base para que el area se
haga chicad.

El Qque sean un ntmers finito de rectingulos con esta
propiedad, la suma de sus 4reas, también la podemos hacer tan
chica como queramos; de esta manera la suma superior menos la suma
inferior es pequefia en la umién de todos esos subintervalos, y
“fuera"” de ellos., como la funcién es uniformrmente continua,
aplicamos el razonamiento del teorema (147 y hacemos chica la
diferencia entre la suma superior e inferior.

En resumen: gracias a que las discontinuidades pueden ser
encerradas en un numerc FINITO de intervalos. cada uno con
longitud tan pequefla como queramos, y al hecho de que el area de
cada ‘rectangulo diferencia” sea pequefia podemos inferir que la
suma de las 4areas de los rectangulos es también chica C(la suma
finita. de cantidades tan chica como queramos, la podemos hacer
tan chica como queramos). Ademas en los intervalos cerrados en
donde § es continua son un ndmerc finite. asl que de la
continuidad uniforme en cada uno de ellos podemos concluir la
continuidad uniforme en su upion.

Peroc entonces, subrayemos. la fuerza del argumento estid en
que pudimos encerrar las discontinuidades en un numero FINITO de

intervalos con longitud tan chica como queramos.
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Observemos que podemos hacer esto mismo con ciertas funciones
cuyos conjunto de discontinuida es infinito.

Por ejemplc, supengamos que la funcidn es discontinua en una
sucesidén convergente de puntos en el dominio de la funcidn.

l ) ] z T

fig.Cios)
Sea (7..}., < M el conjunto de puntos de discontinuidad de f,
que forma una sucesion convergente a y, en donde v, e la,b)
¥ iz, ..o coma (rn)———-o y . entonces:

Yesro BNCcDeNLalquer>Nn‘rk—”(c

Es decir, tgue una infinidad de términos estaria encerrada en
un intervalo tan pequefic como queramos y fuera de &l sdélo
quedaria un numero finito de términos de la sucesidn; y por tanto
todos los puntos en donde la funcidn es discontinua (la
sucesiénl, estarian encerrados en un  numero finito de
subintervalos, a lo mas Ne1. Cfig.C1043).

»-je
9
z
°
2
"
o
[t
]
»
-
°
.
v

et
rig.<cso4d

{ omemos (a..a;D de tal manera que r, € Ca‘.a;D

[ . . .
(°z'°z) r, € (a!.alJ
ey w o " " .
Ca i) r, € Ca oD
' “ " " .
(aN”.aN.‘) LA CaN”.aN”)
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de esta manera estamos en la misma situacién que en el teorema
anterior, en el sentido de que con un numerc finito de intervalos
con suma de longitudes tan pequefia come querames cubrimos las

di scontinujdades,

Usando la misma idea para la demostracién del teorema

anterior, podemos considerar:

. £
(aNOt aNol) < CH-m
y tomar [- 3 ai' 12,2, .. N tales que:

&

- —r——
Cog a_‘> < TS
Asi para todos los intervalos que cubren las discontinuidades
la diferencia de la suma superior e inferior nos queda
&£ L3 s

R F4 para los intervalos donde f es continua, a lo mas

N +1 subintervalos, utilizamos ;i ¥ ne hay problema.

De esta manera, podemos enunciar un teorema mas fuerte que el
anterior, en el sentido de que la funcidén puede tener ahora una
infinidad de discontinidades. pero bajo la condicidén de que las
discontinuidades puedan cubrirse con un numero finjito de
intervalos, cuya suma de longitudes sea tan pequefia coms

queramos. La funclidn sera integrable.

Tearnema C172 Sea f;la,b) —— R, f acotada en -(a@,b), si
f es continua en [a,b), excepto en un conjunto
de discontinuidades que puede ser encerrado en
un numero finite de {(ntervales con suma de
longitudes tan pequefia como queramos, entonc es

f es integrable en (a,d)
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Definicien C122 Se dice que un conjunte A c R tiene
CONTENIDO CERO si cumple lo antericor es decar:

st ¥£3>0 3 intervalos O S N L

N N
que Ac U1 y tales que L &I ) < &
. .

ver (et
Asi el tearema (17) quedara enunciado como sigue:

Feanema €17 Sea f:la,0)—— R, f acotada en (a,b) si / es
continua en (a.d), excepto en un conjunto de
contenido cero, entonces f es integrable en
La.,b).

No es necesario escribir la demostracidn, ya que serla
calcar la demostracién que hicimos para el caso en que la funcidn
sea discontinua en un numera finito de puntos del dominio, En
ambos teoremas. con un pumero finito de intervalos cuya suma de
longitudes sea tan pequefia como queramos, cubrimos las
discontinuidades. y "fuera'" de ellos la funcidédn es continua, por

tantc integrable

Ahora bien queé tipo de conjuntos infinitos cumplen con esta
propledad?

Es importante subrayar que esta propledad abarca muchos
casos de conjuntos infinitos, pues de lo que se trata es de
cubrir al conjunto con un numerc finito de intervalos cuya suma de
longitudes sea Lan pequela como queramos. No importa tanto
"cuadntos puntos” tenga el conjunto. llustraremos esto con
ejemplos de conjuntos infinitos de diversa naturaleza.

Ya wvimos que las sSucesiones convergentes lo cumplen pero:
sé4le las convergentes?. ;Qué pasa  si una sucesion no  es

convergente, por ejemplo., si tiene 2 puntos de acumulacién?

fig.C109)

por ejemplo si la sucesion (7.-.)" <« N tiene come puntos de

acumulacion ¥y, px. (fig. (10D,
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Tomamos una vecindad con centro en Y Yy otra con centro
en y® ., Fuera de estas wecindades nos queda un numero finito
de elementos de la sucesidn, y por tanto no hay problema., ya que
con un numero finito de vecindades cuyas longitudes sean tan

pequefias, como queramos podemos cubrir a la sucesién (r“).

sY si tiene 3 puntos de acumulacién?, y si tiene un nameroc
finito N de puntos de acumulacién?, (fig.C108).

fig. (1080
Tampoco hay problema ya que con N intervalos se cubren las
infinidades de puntos que estan cerca de los punlos de acumulncion
Cy los puntos de acumulacion mismos), quedando fuera de estos N
intervalos, s¢lo un numero finito de terminos de la sucesién, los
cuales se pueden cubrir con un namero finito de intervalos. Y por
lo tante estarlamos en el caso del tLteorema anterior, y en

consecuencia S serla integrable.

Y 31 tiene un numero infinito de puntos de acumulacion?. En
este caso podemos construir una sucesidn (xn) con una infinidad
de puntos de acumulaciédn, de manera que estos formen a su vez,
una sucesidn convergente, como se ilustra en la figura

siguiente

x® X X X X xR X X K

4 4 t | *in lxncx‘ua‘xiux(p s ”ca . s ’n Hulv A11|l
Vs ¥s L Yy L v,
fig.Ci07)

CEs como construir una infinidad de sucesicnes convergentes

cuyos limites sean LR FERTRES 2R Vnae D
Si ésie es el conjunto donde la funcién es disconlLinua no hay
problema: en torne a y podemes tomar una vacindad tan pequefia

como queramos., en ésa vecindad estarin una infindad de términos de
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{r"). y fuera de ella un numero finito de términos, los cuales
podemos cubrir con un numero finito de vecindades tan
pequefias como queramos; es decir en la vecindad en torno a 7,
estin todos, excepto un numero finito de puntos de acumulacidén, y
junto con ellcs una infindad de infinidades de los puntos de
discontinuidad y fuera de la vecindad solo quedan un numero finito
de puntos de acumulacién C(un namero finito de infinidades de
puntos de discontinuidad).

Ahora, si a cada término Cun numeroc finitoed) de la sucesidn
(7»)' que se encuentra fuera de la vecindad en torno a ry , le
construimos una vecindad tan pequefia come querames, dentro de
ésas vecindades hay un numero infinito de términos de la
sucesion (x>, ¥y fuera de estas vecindades hay un numerc finito
de elementieos de la sucesion <x 3, los cuales podemos cubrir
con un ndmerc finlto de vecindades tan pequeflas como queramos;
de esta manera, con un numerc finito de vecindades, tan
pequefias como  queramos, podemos cubrir el conjunto de
discontinuidades, y ya estar{iamos en el caso del teorema anterior.

Se puede jugar con este procedimiento y observar que mientras
el conjunto de puntos de acumulacién de la infinidad de
discontinuidades sea finito; o el conjunte de puntos de
acumulaciédn del conjunto de puntos de acumulacién, de la infinidad
de discontinuidades sea finito; o el conjunto de puntos de
acumulacién del conjunte de puntos de acumulacidn, del conjunto de
puntos de acumulacién de la infinidad de discontinuidades sea

finite, ... etc.., no habrid problema, la funcién serid i{ntegrable,

Ahora bien: no toda sucesién cumple lo anterior: si por
ejemplo formamos una sucesidn con los nimeros raclonales on el
(0,1}, el conjunto de puntos de acumulacién del conjunto @ N (01}
®s todo el intervale 10,11, y @l conjunto de puntos de
acumulacién del [(0.1) vuelve a ser todo el [(0,1) y asi
sucesivanente, asi{ pues, @ n (0,1 no es conjunto como el

descrito anteriormente. Pero iseri un conjunto de contenido cero?.
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Es decir, jpodra suceder que este conjunto. a pesar de no
comportarse como el anterior, pueda ser cubiertc con un numero
finito de vecindades cuyas longitudes sean tan pequeBas como
queramos?; veamos si es posidle..

Supongamos que existen I.' ) SRR §
con X‘B Ca‘.ﬂlJ
1= Ca,ufi)

1= Cc:i .fit)

n
tales que @ n {0,1) € U Ca .0

a a

PR W3 2 -_"2 3 o JF C’N

a, o] r!‘ ag fi'. . 1
fig.Cs00d

en el peor de los casos, los intervalos sélo se tocaran en los
extremos, aunque tamblién puede suceder que se
traslapen.(fig.C108)2,

Observemos que. lo mis que puede quedar entre intervaloc e

intervalo, es un punto (que seria irracional) es decir a lo mis

N

quedarian n-1 puntos fuera y,por tanto [ lC(a_‘.ﬂ‘J) ? C1-0) es
LS Y

decir no pedria ser tan pequeflo como querames, asl dque este

conjunto infinito @ no tiene contenido cero; es decir, Cno toda

sucesion), no tode conjunto numerable tiene contenido cero,

A partir de esto, podriamos pensar Qque si ni siquiera teodos

los conjuntos numerables tiene contlenido cere. jmenos aun lo
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Ltendré un cenjunto no numerable!.
Sin embarge, ng hay que ir  tan rapide: de hecho esta

conjetura no tiene razon de ser, como veremos ahcra:

Tomemes por e)emplo el conjunto de Canter. cuya censtruccidn
es la siguiente:
Dividamoz el intervalo [0,1], al que llamaremos C‘. en 3

partes i1guales: los subintervalos asi generados son

(O0us-3), l1r3,273], (273,11} £ig. 109

$
~
1

wie
N

fig.Cio0)

Quitemos 1o que gqueda enmedio y quedémonos con los otros &

inttervalos, es decir los intervaloes
1 3
(O.§1. (’—.1]

Con la unién de ellos formemos un segunhdo conjunto Cal que

1lamamos Cz>

c.=to, L1utl 1
L] ]

para formar C’. tomemos cada intervalo de Cz y dividiAmoslo en 3

partes iguales, fig. (110D

o L 2 ¢ 2 1 8y
1 » L] 14 14
fig.C110)

Otra vez, al igual que en el paso anterior, quitemos las 2
partes de enmedioc y con los intervalos que nos quedan formemos C,;

es decir:

-|n
vl

= L L 2
C'- [0.91 u Kp..] v I [*] (9.11

Para construir C‘. procedemos de la misma manera; es decir
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dividimos cada intervalo de C. en 3 subin\.ervalos.:qunams, los
de enmedio y con los que quedan construimoes € . ) ) i ;

Lz .t ip 20
2 7 LXd ? 2 7
SN e o
2 1 2 )
o - =t - =2
L4 i L] 3
fig.C1s42
_ 2 .19, 207
c, lo.——-l 5] (-—.;l U l-.-—-l.u (;7 -;1 vis. --! U l;’-.;l
vitiZar v
27?7 7
Continuamos con este procedimiento para definir cada ” Cn
c = 0.1}

€= [0.3) v 1]
P B ¢ )
o ] v Cral v 3 v [ B Y [

JeEDeh

Definimos al <conjunto de Cantor come la interseccldn de

todos estlos conjuntos, es decir:

(]
c=nc

LERY

€,- consta de 1 intervale 2% de longitud 1.

Cz- consta de 2 intervalos @' de longitud Y
3

C.- consta de 4 intervalos sz) de longitud

C - consta de B intervalos (2% de longitud -1
hd 34-1 27
n-i

Cn— const.a de 2 intervalos de longitud

3"t
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No es dificil demostrar que € tiene contenido cero; por ceome
hemos construido C. podemos observar que € £ c. ¥neld y por
tanto podemos encerrar a ¢ en un numeroc finito de intervalos Clos
que conforman CHD; s1 multiplicamds el numero de intervalos que

contiene Ch por la longitud de cada uno de ellos. obitenemos que:

&e > =
n

Conforme n crezca, t(Ch) podrad hacerse tan pequefila como

queramos Cpues (r">——— O s {r{ ¢ 1 O.

De donde concluimos que € tLiene contenido cero

Pero ademas C es no numerable, (tiene la cardinalidad de los
reales).

En conclusion: una funcidn acotada, continua en todo (0,1)

exceplo en €, seria integrable.
Ejemplo: Sea f:(0.,11—— R , C el conjunto de Cantor

0 si x e 10,1) - C
Si fOx0 =
1 si x el0i)lnC

Yeremos que la funcidn f, asi definida es continua en [0,1)1~C
y discontinua en el conjunto de Cantor CC).Para demosirar que f es
discoptinua en el conjunto C tomemos %, € C y demostraremcs que
S Xy es un punto de acumulacién de {0,1) - €. Esto nos va
a permitir mostrar que., para alguna forma de aproximarnos a x, <on
elementos de (0.1 - €, las imAgenes no se aproximan a /Cx°> Yy

por Lanto f no sera continua en Ky € c.

Supongamos que %, € € no es punto de acumulacién del conjunto
10.1]1- €, entonces existe una vecindad c¢con centro en %, ¥ radio r
(‘Yr(xo)D. que no contiene ninguh elemento de (0,1) - C; entonces
’Yr(xo) estarsd totalmente contenida en el conjunto de Cantor, es
decir (xo— Fax+ r) ¢ €. Ya demostramos que el conjunto de Can\or

tiene contenido cero, de manera que si Cxo-r.xt,# ) <« C,
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entonces también tendra contenido cero. Esto es una contradicecidn,
ya gque cualquier :ntervalec (a.® en los reales pg tiene
contenido cero. Asi que, en cada vecindad 'Yr(xo) hay elemntos de

(0,,1} - €, y por tanto %, @S un punte de acumulaciédn de {011 - C

Nos fijamos en la familia de vecindades 'Yr“(xo) con

YnelN y tomemos x € 10,1) - C, de tal manera que:
x € Tr (x 3 Nndlo,11- ¢,
n n o
(esto es posible ya que X, 5 un punto de acumulacion de [0,11- O

Para cada n € N tomamos *x » con lo cual construimoes una

sucesion (xn) que converge a x cuande n — @,
Fijémonos ahora en la sucesién de imigenes (/!'CXHD)“ e N
como /(x") =0 ¥ nelN, entonces (/(xn)) -~ O % f(xDJ =1,

Asi que f es discontinua en x, € C.
¥y en consecuencia f es discontinua en C.

Antes de pasar a demostrar que f es continua en (0,1) - C,
seflalamos dos propiedades que hemos utilizado en la demostracién

anterior. Cejercicios para el lectord,

1) Sean A ¥y B c I si A ¢ B y B tiene contenide cero,

entonces A tiene contenido cero,

i1i) Cualquier intervaloc Ca.f?? en los reales no tiene contenido

cero.

Ahora demostraremos due f es continua en el conjunto
0,11 - €. Por la forma en que hemos construido el conjunto de
Cantor resulta que el conjunto (0,1) - C, consiste de la unién de
todos los intervalos de “enmedio” que vamos quitando en cada paso,
de esta manera los intervalos que vamos quitando son de la forma
Ca,M, abierto.

St tomamos X, € {0.1) - €., entonces % estad en algin
intervalo de los de "enmedio™. Sea (a‘.ﬂ‘) dicho intervalo

Sea r el minimo de las distancias entre X, ¥ los extiremos a,

Y (1‘. os decir
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Sea r = mn (dCxc.m). dCxo,r?xD entonces la vecindad de
radic r alrededor de X ’Yr(xo) esti totalmente contenida en
[0,11 - € de donde,

¥ x e 'Vr(xc.). fixd= 0.

Y en consecuencia
Yesr 0 35 =r>0tal que ¥V x e ’)’r(xob se tiene que
[£e0-rCx 5| < ¢
(-]
Clrexa-rex 3] = |0 - 0f < &3
]
Por tanto f es continua en Xy

El gque un conjunto tenga o no contenido cero no depende, en
lo esenclal, de "cuantos puntos tenga®", sino de qué tanto

espacio” ocupen dichos puntos. En consecuencia, la

INTEGRABILIDAD de una funcién depende no tanto del nuimerc de
discontinuidades de eésta, sino de 'qué tanto espacio ocupan”.

Regresemos a la pregunta anunciada mas arriba; es decir,
esta es una condicién suficiente para que una funcidn sea
integrable, pero: ses necesaria?: es decir par gue una funcidn
sea integrable ,es necesario que su conjunto de discontinidades
tenga contenido cero? 3o es posible que f sea integrable pero sus
discontinidades no puedan ser encerradas en un numerc finito de
intervales con longitud tan pequeffa como qQuerames?,

Huestro problema consistiri{a en utilizar cualquier conjuntoc
que no tenga contenido cero en cualquier intervalo {a.bl, para
construir una funcidén que sea continua en el [(a.b]l] excepto en
dicho conjunto, y sea integrable en (a,bl}.

Pues bien; Riemann caonstruyo una funcion con esta
caracteristica; dicha funcidn es conocida, precisamente, como la

funcidn de Riemann.

Sea f:1{0.11 —— R dada por

si x el
FCxd =

o) O

51 x = E con Cp.q> =1

134



Obser vaciones:

1JNotemos que con todos los numeros en (0,1) de la forma g—

{rreducible, abarcamos a todos los racionales en (G,1).

Por tanteo la funcién de Riemann. asigna a todo punto en {0,313
h

un valor,
2)La condicion de que z— sea “"irreducible" es necesaria, pues

de otra forma, por ejemplo al -:- y al ;—. que son el mismo valor en

8l dominio, tal regla le asociarfa valores diferente en ia i1magen

Y en consecuencia no seria una funcidn.

1
X
z
1 T
e R "
o ) < 1
L < s 2 3 =
fig.Cs12)
L ! Lw L 2 : H= L Iy= L 12 i5= L
180 = SCPm o fCD = o FCPE o 0P o fO0PE s

la imagen goomélrica de la funcidn (fig.{1123) es una especie de
“montafitta” de puntos que se van desparramando sobre el intervalo
{0.1] en 8l eje x. Conforme crece el dencminador de un numero
raciconal expresado en forma irreducible. se van acercando al eje
x (que es donde caen todos los irracicnales bajo la funciond, y
esta es da hecho la caracteristica determinante, fundamental, en
extremo ingeniosa, de esta funcidn.

Todos los valores de la funcidén., exceplo un numero finito de
ellos estan "mis cerca” del eje x que cualquier distancia dada. o

dicho de manera farmal:
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minio de la funciédn,

que no todos "cuentan',

lema €132 Dada cualquier

distancia £ > O se cumple que

todos los valores de fa funcién, excepto un numerc

finito, caen dentro de la franja de altura .

Yeamas

fig.Ceand

Dichos valores provienen de,
Cfig. {113).

Con denominador

Dentro de éstos,

Con denominader 1,
con denominador 2,
3.
4,

no todos estan en

un término
2 Lérminos

Sea ¢ » O, por ol Principio
Arqui medi ano, sabemos que
A NalN tal! que L¢ £;.a81

N

pues.a 16 mids, hay Ne1r valores
4
a Saber ;‘, ‘—. bt R

s . que

.
N—t
serin mayores o iguales que .

a lo mas i+2+...+n-1 punios del

Veamos por qué:

1 tenemos %;

“ 12,
a2 T
. 12 3
3 * Syt
12 3 &
4 " 1z L2
e
- : z N-1
n-1 FroerddvEr R rery

forma “irreducible” asi

pero a Jo mag tenemos:

con dencminador N-1, N-1 Lérminos;

¥ el Lotal de estos numeros serd
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NON-1D) . PR
~—f— =k« un numero finito

1+ ¢+ ...+ -1) =

Como todos los demis tienen denominador irreducible mayor o
tgual que N, entonces sy imagen bajo la funcidén de Riemann sera

<

S~
kAL

esta propiedad fundamental es, de hecho,la que permite demosirar

€l sigutente resultladoe:

Zema C142 La funcién f:{0,1) ~—— R de Riemann es continua
en I n (0,11,

Demastracion.
Sea ty € §.arbitrario.

Queremos demostrar que f es coptinua en tot

es decir, que Iim fCx0 = f(x 2> =0
X——si d

0
tos irracionales son puntos de acumulacién del intervalo
{0.11, ast que Liene sentido plantear la existencia del limite,

pd. que:r Y £ 2> 0 3 & >0 tal que ¥ x e Vsbiyd n (0,13
entonces {fCx2] ¢ e,

V6Cio) = vecindad de radic é con ceniro en iy

Sea £ > O,

sabemos que, para esta € > O, existen un ndmero finito de

numeras racicnales que, bajo la funcidn, son mayores o iguales que

£
Sean x‘, xl. . .xN todos estos pumeres, y sea xr el mas
cercano de dichos puntos a lygr *® N existe, ya gque tenemos un

numero finito de puntos.

Jx,= ol
Sea 6= ~2 >0
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Como-x € @, + €. entonces L
T (<] T o

Es <laro que en V(,c‘o) n [0,1) no hay ninguno de los racional

X X veeiaX f
1 2 N

Asi que fCx) =0 < ¢, si x el n V6C\°D "~ 10,1y

(O < £, si xe © ﬁ\ldt\o) 0 10,1).

De donde |fCx| < ¢ ¥ x e véc‘oa n 10,11, por lo cual

/ es continua en o ¥Yielnn (0,1 y en consecuencia

/ es continua en i n [0,1).
q.e.d.

Lema (153 La funcion de Riemann es discontinua en @ n [0, 1),
Demostracidn.

Sea q, € @ n(0,1] arbitrario
Demostraremos que lim f(x0 = 0 + ](qoh >0 v A, @ n (0.1

x— q
Sea £ > O. Siguiendo el razonamiento del lema anterior,llegariamos
a que existen unicamente un numerc finito, LR de
racionales tales que f(xi) > € . ,2,....N, y para todos los

demas., f(x) < &,
I =a,l
2

N O T

Nuevamente tomemos & = min .

Si q, = x para alguna ty DO hay problema. pues como se trata
o
de demastrar que el limite es cero, basta con tomar la vecindad
perforada; asi
fCxD = 0< £, 84 xeln V6Cq°) n(o,1) vy

o

JCxO < £, si X € V6qu) "~ (0,1)

por tanto || ¢ ¢ ¥ x € V;(qo) N (0,1) de donde
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lim fCx0 = 0 4 f€g 2 > O
X~ q_ @

Ast, pues,

f es discontinua en d,

v q, € <
f es discontinua en @ N 10,1

q.e.d.
lamo €160 La funciédm de Riemann es integrable en [0.1).
Demostracion.

Sea

€ > O Por el lema (132 existen a lo mis, N puntos
¥ oee s € R

v, rz LW Q@ n 10,1}

Ltales que I(yt) i;‘ Cizg,2, ... ND.

En este caso tenemos que r,= Q, Y= 1,

Aplicando un razonamiento similar

al que aplicamos a las
discontinuidades, al principio de este capitulo, podemos
“encerrar” a y en un intervalo (x_.x_ , 2, donde x_ .x , son
. a ' Tal a Tal
£ L= -
tales que (xu; x“.-,) < 4(N-z)(N'2)' sl i=2,8,...,N~1,
A r.: oy 7.z 1 las podemos “encerrar® en intervalos
{x. ,x ,2 y (x_ ,x_,) tales que
a 'Ta a *Ta
[ t N N
&
Cxa. g 3 < B
] 1
€
y €x , - x_ 3< =
oy o, °
Sea P = (xo.x‘.x:.... .xn) una particion del intervale (0,13, con

139



. - n )
Entonces SCf.P) - KSR = L CH\C/J-ka)‘))Cx‘—x,\_‘D

et
donde H;<D = supl{fIix3; x & [x\_‘.x‘D Y
I‘Cf) = inf{f(x); x e lx‘_‘.x‘]).

Al igual gue en los casos anteriores, Separamos la sumatoria

en '3 tipos de sumandos.

i) En los que aparecen los subintervalos de la forma
(xul.xu.) [S2 7% PRGN ET
iy L

i) En los que aparecen los subintervalos de la forma

(% . ox LN TR N D
o (-]
v et
i1id En los gque aparecen [O,XG'] b4 (xu,.ll .
4 N
En los sumandos del Lipo i) se tiene quea
CM‘C/)~m‘C/)J<_H-m=1 -0 =1

y por tanto T CHLC,‘)-m\(/JD(x‘—x‘_‘) L3 CM‘Clﬁ-m‘CIDD(xaf % > <

[8 +

£
1y (xa: xa‘) < cCN—zDCN'g

En los del tipo 1i) se Liene que

£
MCIm O =MD -0 ¢ %
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T (Mi(])fm‘*(/f)D”Cxa Pk JAE]S

' -
|6'tv i
€ T Lle o £ s
E z cxa.‘ ?‘a,’? =2 Ercxn‘ xa'j < z €1d.= 2
- o bed A LR § 13
Ya que : BRI
SRk ok, 2 <
. . 3 [ E )
En los deltipe 11i), tenemos
CMlC/)_—m‘t())Cx‘—xa)'= CMlC/)-m‘C/DJ(xa; -0 = ¢1 - OJCxa;-’oJ =
£
Cxa,—0><(xa,-x°><; ¥
1 1 1

FHNs{)-mnglb)an¥ xn_1) = (MNCIJ-mNC/)DCI-xa > = €1 -00C1-— X .=

. N N
€1 -x ><cx, -x >¢&
a a (- -
N N N
Entonces 8C/,P) - SCf,P) < f— + S g +S=c
y por tamto f es .,integrable en (0.1} q.e.d,

Hemos probade, pues.(en particular? que las discontinuidades
de una funcién pueden NO ser “encerrables" en un numero finito
de intervalos con suma de longitudes tan pequefia como queramos, ¥y
sin embarge s{ ser integrable la funcieon. La funcion de Riemann es
yn ejemple de ello: Sus discontinuidades estdn en todos les
racionales y éstos no tienen contenido cero; sin embargo la

funcioén si es integrable. As! pues, el que las discontinuidades
de la funcién tengan contenido cero es una condicidn SUFICIENTE
paro NO NECESARIA.

sExistira una condicion necesaria y suficiente?.

Observacion 1: La funcidn de Dirichlet. que manejamos en el
capitulo II, nos sirvié para mestrar un ejemplo de una

funcioén definida en (0.1) que no es integrable. Al igual que la
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funcién de Riemann, la de Dirichlet es discontinua en @ N (0,1},
la diferencia esta en que la de Riemann es continua en 0 n 10,11,
y la de Dirichlet no es continua ahl, (es discontinua en todo el
thtervalo (G,11).

Observacion 2: Las discontinuidades en la funcién de Riemann
son numerables: y si bien ne siempre podemos encerrar todo
conjunte numerable en un pumerc finilo de intervalos con suma de
longitudes tan pequefla como queramos, si podemos encaerrarlo en
un numero numerable de intervalos con =suma de longitudes tan

pequefia como queramos, veamos @sto:

Xema (172 St A ¢ R es numerable, entonces existe un

conjunto de intervalos abiertos In. tales que

@
AclUlI y ademas T &I D ¢ &
n "
neli LEXY

Demostracion,

Sea A un conjunte numerable., entonces A es de la forma

sea £ > O, dado y sean

cualquier intervalo en el que caiga a. cuya longitud sea menor

- £
que >
£
!z = Cxcl .xa,J tal que a,e !z y l(]z) < =
2 2 2
I =Cx .x ,> tal que a el y &1 3 <
3 @ a ] » 3
) .
£ .
1" = (xu .xa.) tal que a < In Y KI“) < =
n 2
rd { > L { 2 £ % -y
*a a *a* Za_ a Xar *a a ot
POl s 2 2 z non n
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Como 2 e I“ ¥ rn e N, entonces

A =Ca a2 € 1, vl v .UI"=UIH
LEXY
e ® & ® .
y LRID<E Z=sp %=
nEg n=1 2 n=i 2

=
ya que . — =1,
nat 2

3

Definiction €13) Decimos que un conjunto A ¢ R tiene MEDIDA
CERO si y sdlo si sus elementos pueden ser
encerrados en un conjunto NUMERABLE de
intervalos cuya suma de longitudes sea tan
pequefia come queramos.

Es decir

@
Ye>0 3T .I,....I ... tal que A S UIn Yy
n=i
-]
hitl tCIn) <€
De hecho con la definicién anterior el enunciado del lema 17

quedaria asi
Lema €170 Todo conjunto numerable Liene medida cero

Cbservemos que el hecho de que los elementos de un conjunto
puedan ser encerrados @n un nitmero numerable de intervalos con suma
de longitudes tan pequefla como queramos, NO IMPLICA que el
conjunto sea numerable.(Como el hecho de que un conjunto pudiera
ser encerrado en un conjunto finito de intervalos con suma de
longitudes tan pequefla como quisieramos. no inplicaba que el
conjunto fuera finito; vimos que podia ser infintito numerable e
incluso no numerable -el conjunto de Cantor-D.

Es claro que sl un conjunto puede ser encerrado en un ndmero
fini{to de intervalos con suma de longitudes tan pequeafia coma
se quiera, con mayor razén lo podemos hacer en un conjunte

numerable de intervalos con tal propiedad. Y entonces es claro
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que, =: un conjunto tiene contenido cero. ello implica gque tiene
medida cerc (ejercicio para el lector). En consecuencia, como el
cenjunto de Cantor tiene contenido cero, tiene medida cero y asi
tenemos un ejempla de un conjunto infinito NO NUMERABLE, que si
puede ser encerrado en un numere numerable de intervalos con
suma de long:itudes tan pequefia como queramos.

Reiterande entonces !o observado mas arriba: nuestro
contraejemplo al reciproco del ultimo teorema es una funcidn, la
functén de Riemann, cuyo conjunto de discontinuidades no tiene
contenido cero, pero s{ tiene medida cero.

Se ocurren des preguntas:

1) sToda funcién cuyo conjunto de discontinuidades cumpla lo
anterior es integrable?
112 Si una funcién es integrable entonces ,necesariamente Sus

discontinuidades cumplen esa propiedad?.

Nétese que, con lo trabajado hasta ahora hemos establecido
una relacién muy directa entre la continuidad y la integrabilidad
de una funcidn; hemos trabajado funciones discontinuas hasta
llegar a la funcidn de Riemann, lo cual nos ha servido para
motivar el concepto de medida cero. Como esta funcidn es
integrable, nos ha permitido plantear la pregunta de si la
integrabilidad permite "romper" hasta tal punto la continuidad.
De ser afirmativas las respuestas a esas preguntas, tendriamos un
resyltado todavia mas fuerte que los anteriores, resultado que,
una vez demostrado incluye a todos. Pues bien, resulta que si es
posible demostrar este resultado y, de hecho, constituye uno de
los  Leoremas mAs fuertes Yy mas Utiles para garantizar la
integrabilidad de una funcién:

Tearema (8> Sea f:la,b) —— R acotada, entonces f es
integrable si y s6lo si1 sus discontinuidades
pueden ser encerradas en un numerc numerable de
intervalos., con suma de longitudes tan pequefla
como queramos, es decir, si y sélo si suU conjunto
de discontinuidades tiene medida cero. '
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La demeostracion del teorema no la incluimos aqui dado que
requiere del manejo de algunos resultados que trascienden el

material que hemos desarrollado.

Finalmente, si alteramos una funcidn f integrable en un
conjunto de contenido ceroc. la integral no se altera., Cafirmacion
que demostraremes en el siguiaente tecremad, pereo, st la alteramos
en un conjuto de medida cero, no podemos concluir lo mismo.
Cejercicieo para el lector. Encontrar una funcién que sea
integrable, de tal manera que al alterarla en un conjunto de

medida cero. la funcidn que resulte ya no sea integrable).

Teorema C19) Si f es integrable en la,bl y § = g excepto en
un conjunto de contenido cero. entonces g es
integrable en ta,b) y

-] &
Jr=1Je
a (-3
Antes de pasar a la demostracidén del tecrema anterier,

demostraremos el siguiente resultado.

Lema (18> Si A es un subconjunto de B ¥y A tiene contenido
cero, entonces el conjunto de puntos de acumulacidn

de A tiene contenido cero.

Demostracidn,
Sea A' el conjunto de puntos de acumulacidédn de A. Como A es

de contenido cero, entonces ¥ £ > 0 3 intervalcs It'Ig""'In
" n
tales que As UL Yy LE&XIDd <
i=g v i=g *
Tomemos el intervalo Ii cerrado iz1,2.....n

n
supongamos que A' ¢ U 1,

iag

Sea x € A' tal que x € I V¥ i=:1,2,....n -
o Q +

Tomemos el minimo de las distancias de x, 2 los extremos de
I [EY 08 T X sea r > O tal distancia. Construimos la
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vecindad ¥ Cx 2, entonces
r~ 2 ‘o
I’/Cx) NI =8 Vi 2,,..,n

por tanto x, no es punto de acumulacidn de A. Contradiccien, L

lo tomames en A,

n
Por tantoc A s U T
& =1

- A' tiene contenido cero.

Ejercicio para el lector: demostrar que si dos cenjuntos
en los reales tienen contenido cero entonces la unién de ellos
también tiene contenido cero,

Demostracién del tecorema (19

Sea A = f - g, queremos demosirar que A es integrable en
{a,b}.

Sea A el conjunto de contenido cero en [a,b), donde f y g
difieren, entonces

h =20 si xeA y

h$£0 si xe€A.

Sean, A' el conjunlo de puntos de acumulacidn de A, y
C=AUA (C es de contenido ceroa,

Sea X, € ta,b] tal que x, = C. entonces 3 r > O tal que

'YeroJ NC=0 (segun el lema anterior)

Entonces ACx) = 0 V x e ‘Yr(xob.

Por tanto A es continua en X, ¥y como C es de contenido
cero. entonces A ®s a lo mis discontinua en un conjunto de
contenido cero.

Por tanto A es integrable en (a,b!l.

St h=f~g y fyhsonintegrables. entonces g = f - A,

Por tanto g es integrable,

-]
~Ejercicio para el lector: demostrar que fh = Q,
a
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Para mostrar la fyerra del Lecrema C18) analicemos algunos
e jomplos,

1) En el capltule II,demestramos que si una funcién es
ménotona, es integrable. Segun el tecorema anterior, si una funcidén
as ménotona en el intervaloe ta,b], su conjunto de

discontinuidades necesariamente tiene medida cero,

&) Sean a ¢ ¢ ¢ &, f es integrable en [(a,b) si y solo si f
es integrable en [a.c) y (c,b).
St A es el conjunto de discontinuidades de f en {a,b),
B " " " - . ot Y la,el y
c= " " . * vor M le,bl,

entonces, come B &€ A, C € A y A es cublerto con un numero
numerable de vecindades con suma de longitudes tan chica como

queramos, tanto B como C son cubiertos por ésas mismas vecindades.
Asi que B y C tienen medida cero
entonces f es integrable en la.cl y en lc,.b).

Ahora si f es integrable en (a,c)] y en (¢.b)] entonces B y C

tienen medida cero, es decir para £ > O existen intervalos

I‘.I‘... -] 1;,1;... tales que
® ® .
B<sUI.con L &I <7
isa ing

o ® c
y €CsUI’ con EKI,‘)<-.—

[T izt *

@ ® c .
Llamemos T|=‘EJ.I\ y T!='.U‘IL asi t(T‘) < T lCTz> <57

El conjunto de discontinuidades de [ en {a,bl no
necesariamente es igual a la unidn de B y C, ya que al "pegar” los
intervalos ta,c) y {c,b}, puede aparecer una nueva discontinuidad
en C.

Supongamos que f es discontinua enc¢ (si f no lo es, no hay
nada que hacer). Entonces con una vecindad de radio £s/¢ y centro
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en ¢ -r”‘cca cubrimos a c. Asi, el conjuntc de discontinuidad de

f en ta.b) es cubierto por
T‘ v T' u 'Y‘/.(c) =T y entonces

@ ®
N £
XD ¢ T2 + KT > + &Y, €Cedd = EAI D + L &I + 5
v21 ved
asi que K‘D(E ¢£¢5=¢:
. . 2
de donde & < e, ‘

Por tanto A tiene medida cerc y ,por el tecrema anterior, f

es integrable en (a.b).
3) Si f y g son integrables en [(a,d), entonces
1 Cf «+ g
1 ¢f o

1 eksi g 40V x «tae

son integrables en [a,bl. .

Analizaremos sdlo el primer inciso, ya que el razonamiento

para los otros casos os similar,
Sean A el conjunto de discontinuidades de [ en (a,bl,
B - " - " g en la,b), .
y c " . .- - “ f + g en lad)
En los puntos donde f y g son contiuas, f + g Ltambién lo es;,

perc en los puntos donde f y g son discontinuas puede suceder que

la suma sea continua, asi que
C S AUB.

Segin el teorema anterior, como f y & son integrables en
[a,b), tanto A comeo B tienen medida cero. As{ el conjunto A U B
es cubierto con un nUmero numerable de vecindades con suma de
longitudes tan peuqefia como querames Clas que cubren al conjunto A
y las que cubren al conjunto B), por tanto C tiene medida cero. y,

segun el tecrema anterior, f + g es integrable en {a,bl.
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CAPITULO 1V

TEOREMA FUNDAMENTAL DEf, CALCULO.

En este capitulo mostraremos la relacidn que existe entre, el
proceso al limite para la derivacion y el procesc al limite para
ia integracidn, conceptos que aparentemente no estan relacionados
entre si, pero resulta que se pueden considerar como procescs
tnversos.

En la mayoria de los textos de Cilculo. se opta por utilizar
este teorema para la resolucion de diversos problemas, 1o cual es
muy importante, pues ello muestra el caracter fundamental que ésie
tiene; sin embargo, dJdedican poco espacio al analisis del teorema
on si.

En este caplitulo estuditaremos con mas detalle el desarollo a
través del cual es enunciado este teorema.

4 Sea f:la,b)l—s R integrable.

Con base en la funcidn f, podemcs construir una nueva funcidn
traves de la stguienie regla de corresspondencia:

x
FCxD = £ f
a
donde a es una constante fija en [a,b] y x es cualquier valor en

x
fa.b}. Para cada x & [a,b]l, J / determina uno y s6io un valor;
-3

de esta forma Fila,bl—s R es efectivamente una funcién. A esta
funcidn se le llama "integral con limite superfor variable" o
“integral indefinida™ de la funclén /.

Yeamos algunos ejemplos
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£jemplo ct

Sea  f(x> = ¢ cr O
. x
5i x < a entonces FlxD = 1
Y
€ !
@s negativa, ya que @l area que hay
ot e r en el rectingule, cuya base mide
£1g.Caeed {x-0), menor que cero Yy la altura

< positiva. resulta con signe

negativoe, fig. (1142,

81 x > a entonces F(x) es positiva, ys que es el area del
rectangulo cuya base mide (x-ad, y altura ¢, (ambas magnitudes con
signo pasttived,

Asi, para cada x & [a,d], podemos calcylar f y obtener

2w x

FCxd.

sComo resulta ser FCx27.

Si tomames x a la derecha de a obtenemos un rectangulo cuya
base mide <{x-a? y de altura c¢; entonces el area de estae
rectingulo, para cada x & la,b), estarad dada por (x~adc = x¢ ~ ac,
de lo cual peodemos concluir entonces que el drea es proporgional
a la veriable x. .

Si x estd a la izquierda de « obtenemos exactamenie la misma
sxpresion excepta que (x-a) es un valor negativo,

De esta manera, la grifica de la funcidén F(xD es una linea

o
reecta; ademis come, anteriormente vimos, j' J = 0., asl que dicha
o

recta pasa por (a,0).Cfig. 11922,

=] a

rig.Cnad
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Ejemplo €22,
Tomemos ahora una funcidn f positiva y creciente,
CCrig. C118).

L] a

fig.Cis@d

4Coémo sera el comportamiento de la funcion FCx27?,

Sabemos que FC(a = 0; en la medida en que x se aleja de a
hacia la derecha, el irea bajo la grafica de la funcidén se va
incrementando., lo cual quiere decir que la funcidén F(x) crece.Si x
es menor que a entonces el valor de la integral de la funcidn f
desde a hasta x es negativo y entre mis a la izquierda de a esteé
x., menor seria el valor de la integral.

Concluimos, entonces que. la funcién F(x) es creciente en
la,bl.

Ejemplo C3O Si ahora f es positiva y decteciente
£1g.C1172).
O!

SEn este caso como es FCUxD?.

a a b
fig. C112d

Como en el ejemplo anterior, al variar x a la derecha de a,
el irea bajo la grafica de la funcidn f se va incrementando; si x
estid a la jzquierda de a el valor de la intlegral desde a hasta x
es negativo, y entre mias se aleje de a, mis pequefflo sera el
valor. Lo cual indica que, én este caso,la funcion F(x) también

o8 creciente.

181



sDe qué manera crece F en uno y otro casa?.
sPodemos determunar el comportamiento de F a partir del
comportamiento de f7,

Retornemos al ejemplo C2)

a b
X X X X
1"z T e

fig.C11md

Tmenos les intervalos lxl.xll y [x’.x‘) de 1gual longitud

Crig.(1183) coma la funcion / es creciente, las diferencias
FCx > ~ FCx ) y FCx 3 - FCx > son tales que:
FCx > =~ FCx_ 2 » FCx ) - F(x >
- [ ] - 2 1
Como F(x‘) - FCx_) es ol drea bajo la grifica de la funcién f
desde Xy hasta L4 FCx‘D - FCx') ®s ®] &rea bajo la grafica
desde X, hasta X0 podemos decir,.entonces,que para intervalos

de La misma longitud, por pequefics gque sean., el que estis mis a la

derecha determina mayor Area bajo la grafica de la funcién .

Esto quiere decir. no sélo, que F es creciente -lo cual queda
garantizado por el simple hecho de que f sea pesitiva- sinoc que F
crece mds raépido conforme x se a‘hja mis de o, es decir que su
grafica es como en la 7ig.C119) y no como en la fig.C120),

a
o] ~a b 5] a b

fig.C119) fig.Cr20)

Si f es como en el ejemplo (3). usando un razonamiento
andlogo al anterior, llegamoa a que el intervalo que esti mis a la
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derecha determina menos area bajo la grafica de la funcién f;
esto quiere decir que F crece mas lento conforme x se aleja de
a,por lo cual la grafica de F es como se ilustra en la fig.C(12802.

Ejemplo (4> Tomemos ahora f negativa ¥y creciente (fig.C12132.

fig.Cezsd

Coms resulta ser F?

.2 integral desde o hasta x determina un valor negativo para
cada x en el intervalo la.b); esto guiere decir, enton‘ces. que la
funcion F es negativa.

Conforme x se aieja de o, el area bajo la grifica de f se
incrementa; pero como [ &s negativa, el ireaz que resulta desde
a hasta x tendri asignado un valor negativo. Esto quiere decir que
entre miAs se 2alefe x de a, mids pequefio serd el valor de la
integral; esto indica que la funcidn F es decreciente,

Ejemolo 5> Consideremos una funcion f negativa y decreciente
{fig.c1223).

fig.Cizz>

Sf retomames un razonamiento analogo al del ejemplo
anterior, aqui la funcidén F tambidén resulia decreciente.
Igual que en los casos anteriores de qué manera decrece F

en une Y @Lro case”. N



Retomemcs e! raconamientc que utili:zamos para diferenciar el

comportamiento de F en los ejemplos (22 y (32; s1 la runcidn es
ccmo la cel ecemplc C4), sucede que el 1ntervalo que esla mas a la
derecha deternanar menor area (con signo negative). Lo cual

quiere decir 3ue la funcion F, ccnforme x se aleje de a,

decrecera mas lentamente, esto indica que SU grarica es coms en la
f19.C123) ¥ no como en la fi1g.C(124).

a | @
9 [

fig.Ci1z23) £1g.C124)

Si f es come en el ejemple (3)., el intervalo que esta mis a
la derecha determinarid mayor area (también con signo negativod;
lo ecual quiere decir que la funcién F.conforme x se aleje de a,
ira decreciendo mas rapido, y su grafica sera come en la fig,C124)

Ejemplo (65 Si f crece de cualquiera de¢ las dos maneras
ilustradas el las figuras.(12%) y (1283,

T

fig.C129) fig.Cized
F crece como en la figura 127, de modo que ahi no se reflela
la manera de crecer de f.

ol a

fig.Ciz?)
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O bien, si f decrece de alguna de las dos maneras descritas
por las figuras 128 o 129

fig.Ciz8d rfig.Ci20)

estas formas en que f decrece. no se reflejan en la grafica de F,
pues en ambos casos su grafica resultara como en la fig, (1300

fig.Ciaod

Ejemplo €72 Si f es discontinua en un punto e integrable
Crig. (1312

fig.Cta4)

3Como resulta ser F?7.

Recordemos que un segmento de recta no aporta area; as!
que como la funcidn f/ es discontinua sélo en Xor el comportamiento
de la correspondiente funcién F sera exactamente igual al
comportamiento de la funcion F. que resultaria si f fuese continua
en x . Y de acuerdo a los ejenplos anteriores, podemos conocer su

comportamiento.
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Si1 f t:ene una discanlinuidad esencial, como se flustra en la
fig. (132>, _cams es F7.

o
f1g.Canz2)

Podemos conocer e} comportamiento de F a la izquierda y a la
derecha de X retomandc los ejemplos anterisres. El problema
estaria en todo caso. en X St tomamos una vecindad con centro en
x5t el segmento de vecindad que estlé a la derecha de X,
determina mayor A4rea bajo la grafica de la funcidn / que el
segmento a la izquierda.

Gl a x
a

fig.Caand

También sucede que, en la medida en que el radio de la
vecindad tienda a cerc. ambas areas, la del lado derecho y la del
tzquierdo, tienden 2 cero; de aqui que podamas concluir dos <osas:
L2 La funcién F es continua en x . ® (> en xnh;y un campbio brusco
en la rapider de crecimiento de! 4rea. Por lo tanto es de
ssperarse que la funcion F tenga un “pico” en X, de donde podemos
concluir que F es como en la £ig.C(134),

©
fig.Ceaad
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En todos los ejemplos en que hemos analizaco el
comportamiento de la funcion F, podemos cbservar que, la variacién
del area bajo la grafica de f siempre puede hacerse tan pequefia
como queramos, con tan s6lo hacer suficientemente pequefla la
variacién de x: dicho de otra manera. s: hacemes una variacion
muy pequefia de x, el area bajo la grafica de [ sufre tLambién una
pequefla varjacidn: esto quiere decir, 1intuitivamente, que la
funcién F es continua, independientemente de coémo sea la funcidn
f. basta con que esta ultima sea i1ntegrable.

As{ si1 f fuese una funcidn de la forma:

\

-

Squl‘dl la forma: / /
g

)
i
1
|
i
i

1
2
!
i
i
z

fig. 133

Una observacion mas sobre la interpretacidn geométrica de F.
3Qué pasa si tomamos a y o, distintos, para la misma funcion f7;
es decir iqué relacién guardan

x x
F,Go=f s vy F uo=[ 77
1Y ﬂ‘ 3 ﬂ.

-] o

fig.Ci30d
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F° y F son esencialmente iguales. sdélo que una esta
1 z
trasladada respecteo a la otra, es decir, difieren en una
constante. ;Cual es esa constante?.
Ce la f1g.C138) se observa que la constante en la cual

difieren las funciones Fa Y Fa es precisamente el area que hay
z

bajo de la funcion / entre a, ya,.

| Fo Fy
‘ ‘ /z
ol ~a Ol a
% [} 2
fig.Caazd fig.Ciaed

La razén de crecimiento dal Area bajo f,en cada punto,es
independiente de la eleccidn de a, por lo tanto el comportamiento
de F es el mismo, excepto por la traslacién.

Formalmente:
@

.3 3 x
Facx:=j/-_j‘/ ‘f/ =€ ¢ F, 00
£} ﬂ. al G. 2

De esta manera, no es determinante si se eligeuna u otra para

definir F; lo usual es tomar a = a.

Tesrema (20> Sea f:la,b} — R integrable, entonces la
funcién F:fa.b)] —— P definida por

Xx
FCx) = [ f es continua en la.bl.
&

Demostracién.
Queremcs demostrar que F es continua en x, v x e (a.b); es

decir que

Y e> 0 »® b > 0 tal que, ¥ x € [a,b), si |x -xog < 6,

entonces |FCxd - FCx°)| < &
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Sea £ 7 0O,

[FGo - Fex] = i j:/ - I:; ‘ = ' J':; “ f:/‘ - f:; ] = I sz |

t————s FCxD -F(x°>

fig.Cised

Como estamos trabajando con la funcidn y integrable, partimos
de que la funcién es acotada, entonces )/[ también lo es,

Es decir, 3 M > 0 tal que [f] ¢ M V x & la,b}

X x x .
entonces lj/lijjflg_IM=n<x-x°) siox > x

x x »x

-] o o

fig.C1e02

El srea del rectangulo. de base (x ,x) y altura M, es mayor
que el &rea bajo la grafica de / desde x, hasta x.
Si x« x, sucede que,

x x x
o o o
[ $7 ] e e funme0
x x x °

x o
Asi que l fri=|§r I < M[x x|
x_ x
y sntonces JFCx> - FCx 2| € Mfx -x_|
Si elegimos &y = f'i' > 0 entonces ¥ x & tla,b} si
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[x =x_| < & entonces |F(x> - F(x D} ¢ M|x -x | ¢ ME=_
° o - © M

De modo que |FUx) -FCx 2| ¢ € y por tanto

F es continua en xg

Hemos demostrado que F siempre es continua con Lan Solo pedit
Sin embargo. observemos que si f

que la funcién f sea integrable.
por

es integrable pero discontinua en algun punto x, e la.bl,

ejemplo con  discontinuidad de brinco (figura 141D

ol a x
°

fig.C1e12

lLa rapidez con la que crece el area bajo f sufre un cambio
brusco en x.i esto quiere decir que, la derivada de F por la

izquierda es distinta a la derivada de F por la derecha en x,
es decir,F no es derivable en x, Yy por tanto sy grafica tiene un

"pice” en x . fig.C142>

fig.Crexd
Veamos ahora qué sucede si el tipo de discontinuidad de [ es

removible,.(figura 143

. !
|
,/T'_‘
[ 1 x
(-]
fig.Cremd .

180



La rapidez de crecimiento del area bajo la funcién f no se altera

bruscamente asn x, . esto quiere decir que la derivada de F  existe

en x , Cfigura t44>
= F

!

o' a
°
fig.Craqed

Es de esperarse, entonces, que si f es continua en x, F sea
derivable en x,i es decir, si no hay cambios bruscos en la
vartacién de la funcién f no habra cambios bruscos en la rapidez
de variacion del area.

Veamos, entonces, qué relaciédn guardan f y F

f
ol a x X
°
fig.C1e3>

Si xy x estan en el dominio de f, y xﬁ( x , la diferencia
FCx> - F(x°> serd precisamente el srea bajo la grifica de f, entre

Xg ¥ X Crig.Cae.

St xy X estan suficientemente cercanos, el Aarea bajo la
curva es casi igual al area del rectangulo cuya base mide Cx - x°>

y altura /cxo); esto es:

FCx> ~ F(xc) % /(xc)(x -x°)

FCx) - FCx D
o

Asl que ——;_—){:—:f(xﬂ)....................CI)
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Veamos ahora en la grafica de F, (figura 148

FCx)-FCx D
o

fig-Cread

La pendiente de la recta secante que pasa por (xa.FCXe)) Yy
(x.FCx2> es casi igual a la pendiente de la recta tangente en
(xe.F(xoD).(s‘. xy X, estan suficientemente cercal.

FCx2 - FCx 2>
o

Asi que —_— X F Cx°3 .................. CII>
o

Tanto en la relacion (1) comoen la ClI) la igualdad se logra

en el limite cuando x tiende a x_» por lo tanto es de esperarse

que:
F(x> - F(x )
lam 2= fCx D
» - X o
X mrt X o
o
Por tanto F'Cxﬂ) - /(z°)

La rapidez con que la funcion F crece.vista en su propia
grifica, corresponde a la inclinacidn de larecta tangente; perc
vista en la grafica de f.corresponde a qué tan rdpido se
incrementa el area bajo f, y esto depende de los valores de f(x).

Pues bién. éste es el ler Tecrema Fundamental del Calculo

Tesrema C2() Cler. Teorema Fundamental del Cdlculod
Sea fifa,bl—— R, integrable en (a,&) ¥y

continua en X0 entonces la funcidn F:la,bl—— R
x
definida por FCx) = _f/ e&s derivable enh x, ¥
a i
F *Cx D = jCx 3.
° o

Antes de pasar a la demostracién de ' este tecrema es
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conveniente hacer la siguiente observacion: Hemos definido F(x2

X
como If. la “x" indica el limite superior de integracion.Y,
a

por tanto, la variable de integracién debe variar desde @ hasta x,
En consecuencia, necesitamos {ntroducir olra literal para
teferirnos a ella, y un simbolo Qque nos tndique Qque estamos
integrando respecto a esa variable., Elegiremos t como la literal

que representa la variable de integracidn, obteniendo

x
Fexd = [ fCedar.
a

CEn este caso dt es el simbolo que indica que estamos

{ntegrando respecto de (3.

Demostracién.
Sea x, e (a.b), consideremos primero el casc en que x > x ,

x € [a,b}.
x
FCxd) = Fex > = J‘ scede
a
sean: -hC/) = inf{fCLd; t e [xo.x] = txo.xoﬂ- h) y
th/) = sup{fCt); L & [xn.x] = [xa,xoﬂ» hly

x
entonces -h(ID(x ~x°> < _fx/(l)dt < MhC/DCx —xa)

M -z
LY
oF x x
°
fig.Cae7d
X
Jrs
x
y m <P ¢ o % < MO

como f es continua en xuantonces
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lim Mth) = lim th/J = fCx D
X ot X Xt X @
= -4
Ceste resuliade lo demastraremes en uWn siguiente lemal.
Haciendo un analisis similar para el caso en gue x < X
tenemos que
FCx) ~ F(x 3

m CfI < <MD

x ~ x
©

FCx» ~ Flx D
por 1o tanle, existe 1im s

X et X
°

x -~ x =/Cx°)
o

de donde concluimos que F;Cx > = /(xu)

Lamo (19> Sea f una funcion acotada en ’rquqJ. sean

IHC/) = 1af{fix); x € !xe- h.xo‘ w1} vy

MNC/) = sup{f{x): x & (xg- hex + R}), con O € h<¢ a.
Si / es continua en x_. entonces

lim th/) = lim HhC/) = /(xub
hom—ra

Bt

Demostraremos sclamente que Llim nhch = fC(x 2, ya que la
h—s0 °

demostracién de gue lim Nh(/J = I(x°) es aniloga

0
Supongamos gue lim thfJ no existe o Ilim H"C;‘) & fCx 3,
[ [ °

entonces en cuaiquiera de los dos casos podemos afirmar que:

2 ¢c> 0Otal que Yé> 0ah, <& tal que Cf) < Kx >~k
- 5 Mgl n A o

{pues de otra forma el lim uhC/D existiria y seria igual a /Cx"))
L e -1
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°
fig.C1e0d

Si

& =1 entonces 3 h < &§ =1 tal que m Cf) C flx D - €
[} 1 t N - o @
& = L "

13 *
si = 3 EY hz< 62- N '

™, (z[) < /ng) - €

Bh<é =2 ”
n n

ER}

n\hn([) [ TR

mas como: M Cf) = inflfCx); x € Ixo- hh.xe* th YnelN?
n

€
entonces para - 3 x € [x ~h . x + h ] tal que
z n ° n © n
‘o
'th"(/) < f(xn) < mh“(/) A
Como h ¢ 6n= i- + entonces (hn>"a|—' o vy
entonces (x“)naﬁ—o x,

3 &
© °
de donde /Cx") < -h,,CI) + . < /Cxa) - ‘o‘ e

esto implica que‘ (/Cx")) - /(an g pues f ®s continua en ® .
Una vez demostrado este lema. queda completamente demostrado

el primer Tecrema Fundamental del Calculo. Ahora

podemos
establecer el siguiente corolario del teorema.

Corolario (4> Sea f:la,b]—— R, continua en (a.dl.

Entonces F:la.bl—— R definida por

x
FCx> = [ fC1ddt es derivable en [a.b} y
a

F'Cx) = fCx V¥ x € {a,b).
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El siQuiente ejemplo.muestra que la continuidad de l1a
funcién / es una condicion SUFICIENTE, pero no necesaria para
garantizar la derivab:lidad de la funcidén 7 en ).Q.CCosa que ya
disculimos ampl:amented.

Ejemplo 18)

Sea f:({0, Ll IR dada por
tostox 42 L
x> = R 7
O siox = & ; .
z H x}
5] 172 1
rfig.C1e9d

En Lal caso

x
Flx) = I JCtide = x ¥ x € [0,1), rig. <1500 asi gque
-1

i
I
|
1

L
. rig.Cas0d

F @s derivable ¥ x e [0,1].

8in embargo, no se cumple la segunda conclusidén del T.F.C.-ta.
parte, pues como F'(x) & 1§ ¥ x € t0,1), estoc implfica en
particular que; F'Cis/2) = 1, mientras que fCir2) = Q.

Por tanto F'lar23 % fCar2d

Asl pues, el ler. Teorema Fundamental del Cilculo establece
gue, si tomamos una funcidn continua y la integramos, al derivar
la funcidn resultante regresamos a la funcion original., 30currira
lo mismo si primero derivamos una funciodn y tuego la i1ntegramos?,
svolvemos a la funeidn original también?, veanos.
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Sea g una funcidn derivable. fig.C152)

. 8
%

| ‘
b

ot a
fig.C1343

la derivada de g sera de la forma siguiente.

’ s
i
0T a X x b
-1 L
x x
n
fig.C1s2)
Tomemos una particién de [a,b), si g es integrable C(por

ejemplo, sl es continual tenemos que, (rig.C152)3.

-] n
- . -
fag x i}.:‘3 (xi) Cx_L xi_‘)

donde la igualdad se cumple en el limite.

Pero, ,qué refleja esta sumatoria en la grafica de la funcidn
g original?,

3'(;&) es la pendiente de la recta Langcn_!.o en x_t. Si g es
una funclién continua, y el intervalo (x,‘_‘.xi] es pequefio, esta
pendiente sera muy parecida a la pendiente de la secante a la
grafica en los puntos (xi_l. g(x‘_lD). (x,‘.gcx_tn. Crig.C1543).

’l/‘é’

rfig.Cetand £ig.Ct54D

»
-
[ S——

de ahi que
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por 1o tanty - g'(xt)(x‘_-x‘;‘> T sCx) - sCx, N

" .
b 3‘(x_‘) Cx‘—x‘_‘) b }:Cg{xla - ,g(x‘ l))

irg ey

- 3(x‘)
- g{x,b
TS wb) gt
- g(x‘)
- 5<x°>

fig.C1a3d

-]
J'g' ~ €5 - sad
a

{Usualmente se denota gCb) - glad = glxd |Z 3

Mis adelante, demostraremos que se cumple la igualdad en la
relacién anterior.

8i &hora, en lugar de tomar & tomamos cualquier punto
x € [a,bl, tendriamos que

x
Ig' = gCx) ~ alod
a

X
t.o, g(x) = _rg' + glad,
a

Es decir que, efectivamente, si {enemos una funcidn
{derivable y cuya derivada sea continua) y la derivamos, si{ luego
ia integramos otra vez regresamos a la funcidén original
esencialmente (sumindole una constante, si glad vale cero., se
obtiens la fgusldad sin sumar nadal.

Pues bién; esta es la idea del segundo Teorema Fundamental
del Calculo. .

Si revisamos con cuidado 1o que acabamos de hacer.nos daremos
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cuenta que si-la funcidn g’ es continua., entonces este resultado
se convierte en un corolario de la 1a. parte del Teorema
Fundamental del Calculo. El cual enunciamos de la siguiente

manera.

Corolario €55 Sea f:la,bl——+s R continua en [a,bl,
si g la,bl——s R es cualquier funcidén
derivable, tal gque g'Cx) = f(x) Y x € {a,b]

b
entonces j' f = gt - glad,
a

Demostracidn,

Usando la 1a. parte del Teorema Fundamental del Calculo
C1a.T.F.C.2, tenemos que Frexd = fCxd, Yy por hipotesis
£'Cx> = (x>, entonces F'(x) = g'(x) V¥ x € la,dl.

Sabemos que, si dos funciocnes tiemen igual su derivada
entonces dichas funciones difieren por una constante, de ahi que,
FCx) = gCxd + C, C constante

si evaluamos F en a;

por un lado

a
FCad = [/ =0
a

Yy por otre FCad = gCad + C
por tanto C = - glad
as{ FCx> = g(x) = glad

Si evaluamcs ahora la funcién F en b obtenemos

b
FCo> = [ f = gtbd - glad
-3

b
Por tanto J = b - gl
a
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b
FCod) = [ f = gtbd - glad
a

b
.~.J’/ = gCb) - glad.
[+

Regresemos a la idea que hemos desarrollado para establecer
el segundo Teorema Fundamental del Cilculeo (2do. T.F.C.D.

Hemos pedide que la funcion g' sea continua, sin embargo,el
resultado anterior se cumple con tan solo pedir que g E1TY
integrable, cuestién que se puede mostrar con el siguiente
razonamiento.

S:1 en lugar de seguir el razonamiento anterior,hacemos usco
del Teorema del Valor Medio pada la Derivada (T.V.M.-D.) en el
intervalo {x\.x‘_‘l; en la griafica de g veriamos lo siguiente.

(f1g.(15863).

fig.Cuesad

y segun este tecrema CT.V.M, -D)

g(x‘) - g(x‘_.)
gt = - ‘-t

de donde g'Ct‘)Cx‘—x‘_.) - 3Cx‘> - ‘Cx‘_‘).

Por otro lado, en la grafica de &' veriamos lo siguiente
Crig.C157)).

i=-1 + +

fig.Cinyd
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& n
de donde f g~ L dXx - x _‘)
- e i s i
Y segth la igualdad anterior

b n
J & = LCalx ) - glx, 3 = g - glad
-

N <
iay

&
J & 5 scor - st
a

Asi, llegamos al mismo resultado gque en el caso anterior;

stle que aquli requerimos de que g'sea integrable, ademas.de las

hipétesis del (T.V.M.-D.3, para lo cual se necesita gque g sea

derivable en el Intervalc (x‘_‘,xx) y continua en [x_‘_‘.xi).

Tomando en cuenta estas hipotesis el 2do.T.F,C. quedaria enunciado

d‘o la siguiente maner,

Tesnema (22> (Bdo. Teorema Fundamental del Cilculod,
Sea f:lag,b}~— R integrable en (q,d}
sea g:la,ble——— R derivable en la.b],

funcioén tal que

£ Cx) = fCx2 ¥ x ela,bl
enlonces

\ b
Jr-= g3, = #H - e,
-3

Demostracién,

Sea P » (xo.x‘.... I P e P{a,b)

on cada intervalo tx‘_‘. x‘l aplicamos ol (T.V. M, -D. 3, entences

3 ¢« e(x,‘_‘.x‘J tal que

3
3(74\) - 3Cx‘_ >

£
- X
i

PSR
-1

de donde a'C!,")Cxi -~ xi_‘> = 5Cx(_) - 5("‘-:3 I & i

Por olro lado si f o5 integrable en fa,b] entopges
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-] n
fr-= lim L FCLICx - x )
a 1] * N *

——Q st -
Para cualquier famlia de valores intermedios;
{‘ para la cual g satisface el T.V,M.-D., entonces
[ n
Je = lim LgCrx -x O
a 1P =0 (24 vt tTr

Usando la relacion (I) tenemos que

[ n
Je& = lim E[Cax > - gx _ I
a 14} * Lo

—0 2t

= lim Cgld) - glad) = gCbd - glad
o}

1P s

6 [
~ fr= O[S = gt - glad
a

elegimos

En las hipdtesis del Z2do. T.F.C., spor que pedir que f sea

integrable?, si ¢ es derivable en (a,d), 3no es g’ integrableen

[a.b) automiticamente?.

La respuesta en po., pues ni sigquiera tLiene por
acotada, por ejemplo.

Ejemplo C9O

Sea g:[-1,1]— R

x*san 1™ x 40
g0x) =
; x=0
£ es derivable en O ¥y £°C0 = 0.
En ofecto
) - gCOD risen Carn®d
lim =1im

) [y
h —= 0 h —— 0 h ~— O

que ser

s lim h sen Ci/m'y= O

la tangente a la grafica de g en (0,00 es, por tanto el eje

horizontal.

Q ;9 x =2 0

- 2% cos 1P+ 1x gon Carx™d i x40
g'Cx) =
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C-2/x2 cos Cx/xz) + IX sen Cu’xzb HEE S e}
a'lix> =
o ;o x =0

£'Cx2 no es acotada en [-1,11,

. 2
La funcidn rx por ser el argumenls de la funcién
seno,hace que las oscilaciones se hagan con mayor frecuencia cerca

de cero,de hecho dada cualquier vecindad con centro en el origen.
hay wna infinidad de oscilaciones de la funcion sen Ct/XzD; por

otro lado la variable x° hace qQue la altura de dichas oscilaciones
sea cada vezr mas pequefla, aunque las pendientes de las rectas
tangentas, cerca de cero varian mucho, tanlo que enire mas cerca
del cero tomemos a x, la variacion de las pendientes es mayor.
esto hace que en muchos puntos de la grafica, la recta tangente se
p‘arezca cada vez mis al eje v. lo cual proveca que la funcidn

derivada ltenga una discontinuidad infinita en cero, (fig.C158)2,

fig.C13e3

Analicemos este ejemplo, de manera general.

x“sen (1/)37); x 0

£Cx) =
s o x =0

sPara qué valeres de @ y 2 la derivada de la funcidn g tiene
una discontinuidad en O7.

1S sen Comf
g°C02> = lim ——f = Iim h

h — o h — O

At on ¢ x/hn)

este limite existe y os cero cuando a > 1 y f# e R, © es

son C1) cuande a =1y 1 = O,
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Si x$0

g'Cx)v= xa, cos Ct/aJ’D C-fix_n_’) s ax™ ' sen (n/».ﬂ)
= —{ixux-ﬁ-‘ cos (v‘xﬂl + ax™”t sen (x/xﬁ>

(=i |

P cos G 4 ax con cooxdh

Por tantc, el limte cuandoc x—— o de &' existe si
a2l Yy #< a-i
Eesto quiere decir que la funciédn x> con o » 1 -aplasta a la

funcién sen Ca/xﬁ). antes que esta oscile muy rapido.
En 8l casc anterior cvande a = 2 y £ = 2 -~ganan— las

oscilaciones de la funcién sen Ci/x ), al factor x°.

Por tantc g’ es continua st a> 1 y 1< a-t

y & 'es discontinus si 1) a-1.

Si revisamos con cuidado la propia demostracién que hicimos
del 2do. T.F.Z.. podemos observar que, tan sélo requerimos que la
funcién g fuese tal que g'= f en el 1intervalo abierto (a,®);
pues lo que hacemos es aplicar el T.V.M.-D. en los intervalos
lx‘_-,x‘l de la particién, siendo variables todos los puntos x,
Cal variar la particién?) excepto x, =a y x, = b, y para
aplicar el T.V.M. -D. tan sélo requerimos que / sea derivable en
el intervalo abierto (x‘_’.xy) y continua en el intervalo

cerrade [x ..x‘l..V [ U S

Es decir 3lobalmente, bastaria con gque g:la,b)=—u R fuera
continua en el intervalo (a.,b]l y derivable en (a,d), requiriendo
entonces sdlo que f = g' en Ca,b).

S5in embargo no eninciamos con estas hipétesis el tecrema., con
el fin de resaltar la fuerza que éste liene., Yy no desviar la
atenci:én en estos aspectos. que son secundarios en relacidédn al

aspecto central.

Observaciénes al Teorema Fundamental del Calculo.

Globalmente podemos resumir lo analizado hasta ahora de la
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siguiente manera.

El ter.T.F.C. establece que; s1 tenemos una funcidn continua
v la integrames., al derivar la funcidn resultante regresamos a la
funcién original.

El 2do. T.F.C. establece lo contrario, es decir, Si primero
derivamos una funcidn y luego la integramos volvemos (excepto por
una constante) a la funci1dn original también.

-Siempre que 2 funciohes [ y g0 &€ R e——m R esten
relacionadas entre si: a traves de g'Cx> = f(x) V x € D, se dice

que g es una antider:vada © primitiva de la funcién f en D.

-De hecho, lo que establecen los tecremas, es la relacién que
existe entre las primitivas de una funcidn y la integral con
limite de integracion variable.

-El primer T.F.C. plantea que si f es continua en [a.d]
laCs) tntegralCesd (para cada o) con limite de integracién
variable, es una pramitiva de ¢,

-E! segundo T.F.C. plantea que si F es continua, derivable
y F'Cx) = f/(xD) V¥ x € [a,b] entonceaes

b

AR 1
es decir Que bajo estas hipodlesis., la primitiva coincide con la
integral, con limite de integracién variable.

Ahora bien:

-No siempre la integral con limite de integracién variable de

una funcidén integrable cualquiera es la antiderivada de esa
x

funcidn, CF(x) = f/ ) puede no ser siquiera derivable, por
a

ejemplo.
Ejemplo C10).

Sea fixy =
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f1g.Cfig. 2589

f
1 @ r————— -
1 1
i !
i i
K 2
i i
= i H
: } !
oT 1 2
/ es integrable y
g para 0 ¢ x'<C
-1 para 1< x< 2
Cfig.c16033
: F
1
ot 1 2

fig.Cis0d

F{x> es continua en (0.2}

F{x)> no es derivable en {0,2), F'(1> no existe,

~Incluso la integral con limite de integracion variable puede
existir y ser derivable y su derivada no coincidir con la funcién
original, por ejemplo.

Ejemplo (113

Sea f:10,1)] —— R dada por

{0 para x ¢

1 para x =

Nir Nie
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DY

oT 17z 1

fig.C1a12
f es integrable y

FCx) =0 ¥ x & [0,1)

] i
fig.C1o2) .

F(x) es continua en 1{0,1)
F(x> es derivable en {0,1] ¥y
F'Cx) 4 fCx), ya que F'Cirz) 4 fCa/2d
Al revés, F puede ser la antiderivada de f sin coincidir con
la integral con limite de integracidn variable., pues esta puede ni

siquiera ser acotada, por ejemplo.

Ejemplo C122
Sea Fi(-1,11— R

xzsen (l/xz); x 4 O
Flx) =
[s]

F'Cx? existe pero no es acotada en [(-1,1]. Este ejemplo también
ya lo analizamos anteriormente
-De este ejemplo. concluimos que hay funcidnes que no son

continuas en (a.bl] y sin embargo si tienen antiderivada,

xzson CI/XZD; x + o
FCx> =
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C-2/%) cos C1/x™> + 2x sen CarxDd VX e 0
Fread = : . ) .
o g - ; x =0
F'Cx} es discontinua en Oy F(xJ es antiderivada de F'(x).
-Por altimo:
Eremplo Ci1ad .
Sean fv Fil0,1)—— R definidas como

x para O ¢ x <1
“fCxd> =% Yy FCx) =
. o] para x =1

Figuras (183) y (184) respectivamente.

i — / 1 F
H
i
: ;
[ 1 of 1
fig.C1e3d fig.Cie4)

F*Cx> =1 para x e CO,17,
F*C1) no existe.

b
_f f no la podemos calcular como:
a

FCLY - Flad. pues esto seria FCOY = 6, Fla) = O
s FCB) -~ FCad = O.

4.2
Teorema de Cambjo de VYariable
Para f:R — R

Hay ocasiones en que resulta muy complicado integrar

una

funcion fCx). y que haciendo un cambio de variable x = g(8) se

simplifica notablemente el problema.

Por ejemplo.
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Sea  f:10.1)~— R tal que

sex = 4 1 - x%,

i
para calcular f:‘ 1 - x* dx
o

podemos hacer el siguiente cambio de variable
x = sen &

entonces

Il—x2=11-sent6=!cosel
e i1ntegrar la funcion coseno resulta mas sencillo que integrar la
funcidn f, definida arriba..
El problema es que al hacer este cambioc de variable, ya no es

la misma funcion la que estariamos integrando, {figuras 165 y 166)

fig.Cren) rig.C188)

Resulta que al bhacer esa substitucidn se simplifica el
integrando, pero obtendriamos algo distinto al 4area original
buscada,

El problema que planteamos es entonces el sliguiente, Al hacer
el cambioc de wvariable, scémo habrad que modificar el integrando y
el intervalo de integracitn para que resulie el mismo valor en
ambas integrales, Cen la original y en la transformadald?,

El Teorema de Cambio de VYariable proporciona la solucién a
gste problema. Su demostracion es inmediata a partir del T.F.C..,
por lo cual pueds considerarse como un corolario de éste.

Sin embarge antes de enuncirar gl Teorema de Cambico de
Variable, nos proponemos hacer un analisis geomédtrico, con el fin

de ilustrar lo que ocurre al modificar el integrandoc y el
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intervalo de integracién. Preferimos hacerlo de esta manera ya que
esto sentara las bases para entender posteriormente la

generalizacidn de este Leorema a funciones de varias variables.

Sean: f:la.bl—e—— R, g:la,.fl—e— (a,b)

al wvariar & de a a {1 x = #08) varia de a a b, como se

ilustra en las siguientes figuras, (187) y C188)

-4
x
fig.C1e7) fig.Cao8d
También g puede ser como en las figuras €189 Y C170)
’ 1
1
s ! e
2(80=x 1
HS
a -
[ L
fig.,C1a9) fig,Ci702

Pero squien es la nueva funcidn cuya area entre o y (i es

igual al area de la funcién f entre a y b7?.
[
Jreoax=Jn
a

3Como obtener oy (7.

SQué condiciones deberan cumplir?.

Lo primero que debemos observar es que al hacer la
transformacién g:la,f3l——— {(a.5), el irea que “barre™la funcién
composicidén fog sobre el intervalo (a,3] es distinta al Area que

barre la funcién f sobre el intervalo (a,bl.
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feaemd for

feacesy |-
b

fig. Civ1d

& comparamos el Area bajo f en fa,b), con el Area bajo fog
en [a,3], en este case, o35 inmedialo que la segunda funcion abarca
mas area. (£ig.C11722.

Nuestro preopésito, entonces. es ver que relacidn existe entre
la integral de f en el rango de g y la integral de la composicidn
en el dominio de «.

Sean: g:la,f3]le—— [a,b]

fitabl—— R y
fogila, ) ee——s R,

Supongamos que g es inyectiva
sea P = <x°,xi.... e } una particidn en el rango de g (IZ‘Jv es
decir en {a.bl.

La particidn P, induce unpa particien P’ en {a. 23,

. sea ) =(L°.L‘.....l” 3.

Sea < Ek) una familia de valores intermedios, {k € (xk_‘.xkl

kat, 2,9, .. n.

Para tk existe n, € [tk_‘.(k) tal que (k = 8CWI:>' Siempre y

cuando & sea continua e inyectiva.(fig. (1783,
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5(ﬂ)=xn=b

o,

. “fig.Ct72d
Nos £ijamos ahora en la funcisn f, Cfig.C173),

fig.Cs73)

JCL 3Cx, - X 2 * /Cg(nk))txk - xb‘). y

X, X, = 5Ctk3 - 5(!1_‘)

pero gClk) - 3(1,{_‘) ~ e ()')k)(c|l - tk_‘
g satisface el T.V.M.-D

>

Si nkcoincide con el valor para el cual
en el intervaleo lxk ‘.x&l. entonces. en la relacidn antertor se

cumple la igualdad. sea T dicho valor, entonces
. - = -

] CTk)CLk L‘M‘J <) g(lk_‘)

€St la funcidn g fuese continua. entonces para intervalos
& Crk) ~ 8 an)l.

suficientemente pequefios
cual se cumple la igualdad

Como T, es un valor para el

anterior. tenemos que
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/(Ek)ka - x 2 = fCgCr D g Cr O, -t D
n n
por tanteo g’.:./({kjcx“ - xk_‘) =k).:.[(g('rk)) 5‘(1“)(“ - Lk_‘)

Si fy £ son como en la fig.(174>

fig.C1742

Por el compertamiento de g, para los elementos de la pa’acion
de [(a.b] que se encuentran cerca de a. los correspondientes
valores en la particién de [a,3] estaran relativamente cercanos
entre si, y para los puntos de la particién de la,b) que se
encuentran cerca de b, los correspondientes valores de la
particion de (a.f3) estaran alejados entre si. Esto quiere decir
que el intervalo (xk_‘.xkl y el correspondiente [(k_‘.Lk] no
tienen por que ser de la misma longitud.

El rectiangulo cuya base es (xk_‘,xk] y altura /E{k) y el
rectingulo de base [Lk-."k’ y altura E/og)(-rk).pueden ser de
distinta area, sus alturas son iguales,y las bases segun lo
anterior, pueden ser distintas.

Esto sucede en cada uno de los rectangulos generados por la
particién de {a,bl, ¥ en los correspondientes de la,f7).

Como, la altura de los rectangulos correspondientes es la
misma, la razén que hay entre sus 4reas, la podemos aobtener a

través del cociente de sus bases. es decir.
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X - x - gt 2
N et _g(zk) 5”»;-. ,
T Tt = T -t =8¢
k k=1 k k~1

por tanto, si multiplicamos

3'C'rk> por @l 4area del rectangule
que se encuentra bajo la grafica de la funcidn fog, obtenomos el
area del rectangulo que se encuentra bajo la grafica de f. Y si
esto lo hacemos en todos los rectangulos obtenemos

n n

kz:‘[({k)(xk - xk_‘J =k1:‘](g('rk)) g'(rk)(Lk - Lk_‘) Lol QI3

si f es continua en [g(ad, g(/] entconces
J.s(ﬁ) J_ﬁ
J = | Cfog> &'
2Cad a

Si ahora g no es inyectiva y gi:{a.fl—— (a,bl, como en la
Cfig. C1763).

sCr2=b

R =D

glad=a

EVY SR

fig.Ct23)
<> s> gt
T+ = ¢ =Jcroe g
<O aCad a
3
si la ultima integral fuese igual a f(jug) g’ . la férmula
«a

anterior también agqui se cumpliria.

Si retomamos la discusiédn que hemos desarrollado para
flustrar la relacion (I2 tenemos que
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r (292

Jcsow g = [

n a<pn'>
Crig.c1752 y

? &<’
J cromr 6 = 1
r <rd
. fa 192} 3
por “tanto JCtod a* = [ 1 <+ f s =0
Lo e #<ntd #
“EN" ' este caso, al tomar un subintervalo (x‘_‘,x‘} en

(gC3'2.b], este genera dos {ntervalos en [3',A3], wunoc a la
1z_quierda y otro a la derecha de y, Cfig.C1768>

#<r3=b
i’

#Co0) =a

fig.C120d

Por el comportamiento de g, el intervalo que se encuentra a

la 1zquierda de y tiene mayor longitud que @l intervale localizado
al lado derecho de y. Pero, g’ evaluada en elpunto Cintervalo
del lado lzquierdo de ) para el cual se cumple el T.V.M.-D. es
pequeRa, con signo positivo, Y #* evaluada en el punto (intervalo
del lado derecha de y) para el cual se cumple el T.V.M.~-D. resulta
ser un valor pequefio, menor que cero.

De ésta manera, las areas de los recténgulos.{bajo la grafica
de la composicién} multiplicadas por sus respectivos valores,

difieren sélo en el signo.

¢l
Por tanto f Cfomd g = f C/ogd &'
a a

188



b 2t n
of tanto f =] Clogde’
Ig(a) Ia

Este resultade cuyva i1dea es de hecho independiente del
T.F.C., es 1llamado, Teorema de Cambio de Variable, y como
mencionamos al principio de esta seccion, su demostracién es
" inmediata a partir del T.F.C., por tante se puede considerar come

un corolario de éste.

Corolarto (65 (Tecrema de Cambio de Variabled.

Sea eg:la,)—-— R, &' continua en {a.],
Sea /:R’——-o R, continua en el R‘ {rango de £

entonces
Ly g
I s = § c<tome
gl a

Demostracion.

Como g es continua en (a,/3), entonces alcanza sy valor maximo
¥y su valor minimo, si estos son iguales, entonces el rango de g es
un punto., y por tanto g es constante.

S1 son distintos: segun el Tecrema del Valor Intermedio,
cualquier valor entre el minimo y el maximo de la funcion, resulta
ser imagen de algun elemento del dominio, bajo ésta.

Si g es constante gCc0 = gD

&<

J f =0 y también g'Cx) =0 ¥V x e lafil,
<O

entonces

a8
por tanto [ Cfogdg’ =0
[-3

per tanto se cumple la igualdad.

Si el RJ es un intervale
x

Sean FiR ———s R tal que Fexd = §
4 glod>
y H:la, f1l———— R donde HCED = FCgC2dd

entonces H'Ct) = F'CgCtd) g°CL2
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Por el T.F.C. F* =f
de ahi que H'Ctd = fCaCtdd g'Ctd
f + £y & son continua., entonces Cfogd g° es continua y por

tanto integrable en (a.3).
Por el T.F.C.

n
J H'COde = HCA ~ HCed = FCa(M) - FCgladd
a

a
j‘ HeCdde = [ fCgCtdd g*Ceddt
(-3 a

£ s oM
FCglM) ~ FCglodd = [ f = [ 4 = f
£ &Ced &C e

[]

&im n
por tanto I ! I(/og) s
aCod a

Ovservactones
x
1) FCxd> = f f/ esta definida, no importando si x esta a la
. &l

izquierda © a la derecha de g(ad, Por tanto el resultado es
igualmente valido si €/ > glad o (A < glcd.

a El resultado no dependio de que R‘ = (gCad,g(M] o

R‘ = (g(M,gC), no siempre ocurre esto, pero si que

1gCc0. g S R © bien lglM.gCad) SR, .

Ejenplo C1 40
Sea f:(0,11—— (0,11, Cf1g.C1773)
donde fCx) = |1 - x'
1
Jr=7
o
Sea x = g(t) = sen t, Cfig.<1783)

sustituimos en la integral, y obtenemos

1e7



1 N F e A L f
f‘x -x'dxéf«j1-sgnét‘.‘:és_td:»=_f|cost)costa‘t
] Lo o o ) -3

glad, =0 : ) ' : *
s '
entonces
sen a = ¢
sen (3 = 1. .
gstc se cumple. en particular si a =0 'y @ = n/2
En este casc g:{0,n0/2)~—— [0,1] = {glad, DI
como., ¢os t > 0O V¥V ¢t @(0O,nr/2], entonces

n -z 2 nrz n-z n~ 2
Jeos"t de = [ asas ~ cos 2t3 dt = se2f dbt 4 waf cos 2t At
[~} - (<] o a

wnrz
=4z Lo+ tde sen 2t = n/4.

1 f g
of 1 ol w2 3
fig.Ca272 fig.Ca7md
También sena =0 y sen 2 =1
se cumple para a = 0O y 3= 32 Crig.C179>>

fig.Cs2pd
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En este caso g:(0.3/z nl——— [(-1,1], en este caso
[#C0) . gCnr2 3] € (-1,1)
cos t ) O sit e (0.n/2) WiEsszn, o7z M) y

cos t < O sit elnrsz,arz nl

entonces
3/z n ner 3z m, s/2 n,
fleos t] cos ¢ dt = [cosTtat - [ Tcostt dt +[ cos’t dt
o o

ns2 a2z n

n/z
s J'cas’z dt = s
. o .
LT 8/2 1 - - :
Por tanto _[~|cas t] cos t dt = nsa
o

; g n 1
por ‘tanto 1 - x" dx = 1 - sen"{ . cos t dt = nre
Il .f 1 :
o o

1 s’z n
Yy Iji.-xzd.x _f JI—sonzt.cosch=n/o

[~ o

Corolario (7) Sean f y g derivables en (a.b), st f'y g"
son integrables en [a,b], entonces

& ]
[ 16 = fCodgdd - ftadglad - J';"g.
(-3 a
también se puede escribir como

-3 3 [

Jre = /<x>a<x>| -fre

a a a

Demostracion,
Como f y g son derivables en ({a,bl.entonces f y g son
continuas en l(a,b), por tanto, f ¥y g son integrables en

(a,bl; ademas f ' y & son integrables en [a.bl, entonces fg’', fg&
y /'# son integrables en (a.b)l y

/g = f'8 (&

b b =]
fere =fre«[rs
a a a
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4.3 Integral \mpropra

En la censtruzcion de la integral que hemos desarrallado;
come ::ndicamos en el capitulo II, nos hemos restringido a
funciones acotadas. definidas en 1ntervalos acotades. En este
capltulo veremos que el concepte de integral se puede gemneralizar
2 funcicnes definidas en intervalos no acotados, y a funciones no

acotadas,

Para el propos:te del estudio de integrales en intervalcs no

acoctados, recordemos el concepto de limite de una funcidn en el

infinito,

Defintcion (r42 Sea f:la.bl— R . [ se apro>uma al limite L
cuando x tiende a « (o x tiende a -o
esto es,

lim fC(x) =1 € lam f{xD— L)
xX—r @© X=—t @

51 ys@losi VY e o 3J A > o tal que

|/€x2 = L| ¢ & ¥ x> AC&) (V¥ x ¢ = AC&D

Cfig. C179.

I A fig.C1700

Ejemplo €12 f:C0,@d— R definida por

1
(x> = -

Claramente iim -:"— = 0. Cfig.£18033.
x— ®
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ya que -
1fex> -0} = |~z

]

R

[
]
1L
i "~ “
[

fig.Cteod
Supengamos que f:la,ad—- R es Riemann-integrable en fa,wl
para toda w > a. entonces
v
Fewy = [ f
s

define una funciétn de w en la.o); esta funcién puede o no tener

limite en el infinito,
Definiciodn CI5) Si f:la. @ — R es Riemenn-integrable en

{a,w) para toda w > a, ¥y Si

w
[ s existe, entonces el limite es
W o—s ma

11lamado LA INTEGRAL 1IMPROPl1A DE PRIHER

ORDEN de f en la,w), y es denotada por

™ w
fr= 1m 7
[ vV—r @ a
Ejemplo (€22 Sea f:11, a0 — R definida por
fCx) = x*  aeR, Cfig.1813).
/D\IL
/7

s

iy,

fig.C1e1)

191



v |' log w para a = ~1
_r xa =< Qe

w 1 g )
s lL?—T ETT para o ¢ -1

para a = -1 tenemos

lim ' log v =

v— ©
para o ¢4 -1,
ua” 1 ) A 1” Taes
lim < - dE LM e LW 10D
© a +-1 o+ 1 © a +.1 .
si a < =t, .
ava ;-
Um =05 Cw 12 a1
—
ysi a > -1 el limite no existe.
Azl obtenemos que:
© a+ s
a w 1 1
J'“x- Hm G = =) = - 7 paraad -1

y no existe s1 a 2 -1,
Yeamcs ahcra como podemos definir la integral cuando la

funcidn es la que no esta acotada.

Supongamos que f:¢a,bl— R es Riemann-integrable en {a. b1,

b
entonces flad = J' /+ esto define una funcidén de a en (a,dl, El
a

limite de esta funcidn cuande a se aproxima a a

Cpor la derecha a—e a’), puede & no existir.

Defintcion (162 S1 f:{a.bl— P es Riemann-integrable en (a.b]
Y aeCa,b) y si
)
1im J‘ /
o—s a' -]
existe., entonces este limite es llamado
LA INTEGRAL IMPROPIA DE SEGUNDO ORDEN de f en
Ca.b) y es denotada por

b b b
I/=lim‘_[/=).1m’j/
a

a G a £—> © as&
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-t ¢ ado @<
-—— s
o< a<
fig.Cra22
f‘ c° = - log & para ao's ~}
-2 4 1 o+t
c'l(l_c 3 para a $ -1
para a = ~1, tenemos
lim - log £ = o
£ O
por tanto el limite no existe,
Para a #% -1, tenemos
1 asy
Iim =7 ¢ -~ & b
&e—a
si a+1 <0 L a ¢ =1 entonces el limite no existe
si a +1 > 0 2 « 2 ~i entonces el limite si existe.
B !« x ) 1 1= 2Oy o 1 i =
o um e im | = £ oFT St oe> -t
£—0 € L
a< -1 rig.c182)

¥y no existe si
Una condicidn sufuciente para la existencia de las integrales

impropias queda expresada por el siguiente tecrema:
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son Riemann-integrables en
LOSFCxY S0 Y x 2y
] s
. N a’
existe, entonces
o
Js
a

tambieén existe,

Teorema €232 'Si’ f, ;5’ 5'(0-@;" )
S stayedvee iy ay

&2 Si f,8 :{a,bl— R son Riemann-tntegrables en
le.b} ¥ x e Ca.,b), si O £ fCx) £ glx
¥ x e Ca,b) y

b
Je
-
existe, entonces
b
Iz
a
también existe.

Probaremos la parte @ y dejamos al lector la prueba de &).

Demostracién,

Como
\d v o
]! . -2 j‘c/ < _[gg < _['03 . vemos que
! / v
i Cfsrlw>ad
I a °
fig.Csm32 es un conjunte acotado

superiormente, entonces tiene supremo; como
w
FCw =I/
a

5 no decreciente, entonces el limite. cuando w tiende a infinito,
de la funcidén FCw) existe, y portanto

L
f s existe.

q.e.d.

194



L
Si ahora el dominio de la funcidn es R cédmo definir j' Vi

0
Apoyados en la integral impropia de primer
establecer la siguiente definicion (lo
generalizacion de esta integrald,

orden, podemos

que resulta ser una
Definicion (I72

Sea f:F— R es Riemann-tntegrable en [A.8)
¥vAc¢cBelkR

.« si
o L]
lim f 7/ Y lim I /
A—s —@ A Ber ® °
existe, entonces definimos la tntegral
impropta de primer orden de f sobre (-w,ad por:
@ o B
Jf f = 1im [7 + linm _]‘ s
- A ~® A B— © o
Ejemplo C4 > Sea f(xd> = H T tenemos
1 + x
© o B
J —— = un [ 22—+ um [ A
- 1+ x A— -~ A 1o+ xF B~ ®» o 1+ x
en caso de que dichos limites existan
o s °
lim _r = Iim arc ten x [ =
A—s = ™ 1 0+ x’ A—r - A
= 1im Carc tan o - arc tan 4> = =
At —m
B N »
lim f ri lim arc tan x =
B— o o 1+ x Bo o ]

1im Care tan B - arc tan o) = —
B~

Rt ]



Cfig.€1841 y £igQ.C18332.

n arc tan x
Tl ==
-t
______ 7
fig.{anel fig.Csmad
o 1 - n
- 1 - xz
Ejemplo (57 Sea f(x) = sen x
| 1 sen x
/////////
Sy s
// VR4
//j CIV L
S
Y
t -1
fig.Cieed

lim f sen x dx
B—y ® o

si B = k &n entonces
B2 zhn 2hn
lim I sen x dx = lim I sen x dx = lim -cos x
B— o k—s ® o h— «© o

= lim C-cos Czkn) + cos Cod) =0
k—s ®
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o
Por tanto f sen x dx = O
o

Si B = (2k - 12 n, tenemos

& Czh-10n
Iim J' sen x dx = lim j sen x dx =
B— o e @ o -
Czk-sdn
= lim C-cos x )l = 1lim CC-cosC2k-13M) + cos Cod) = 2
J—s ® h— @

por tanto para distintas formas de que B tienda ®, la integral de
f se va a valores ditintos;
@
I sen x no existe.
-
Si el punto ¢ en torno al cual la funcién f es no acotada, no

coincide con algun extremo del intervalo (a,bl, ycémo definir

b
Jre
a
Apoyados ahora en la integral impropia de segundo orden,
podemos también establecer la siguiente generalizacién de ésta.

Dafinicidon (82 5Si f:la,e) W e, b)l——r R, con a & c < b
en Riemann-integrable en [a.c-éll o [c+6z.bl

v 6.. 6. tales que 6’e (a,c2 ¥y 6:éc.bl. Y

c-é‘ b
st m _ff % ylm | [/ exsten
S~ o a S5t o -
1 2
definimos la integral Limpropia de segundo

orden de f sobre {a.b) como

b
_[a/=6um f/'= 1im j/
1

6—40 ce
3
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Eremplo (6) " Sea f:1-1,03 U.CO.1} ~+ R'dada por

R e
L e 2R
- g L eé 1
e T YR S e P N
<120 6‘—~ o -t ‘1’;-‘ éz—o ' ooéz;y"x-1
en caso de que los ‘limites existan
im I-él x 1Y 2 lim 3 xz/. I_é‘
& —s 0 -3 6 — o * -1
s 1
= lim (2 ¢-6 5% 23ty = 2
& -z 1 z 2
~—~ o
1
: .
lim <V e lim L 20 l
&~ 0" 048 6 — o &
2 z .
= lim ¢ 2?7 2 a2
- E ] z 2 L]
6 s 0
z
'
J’ I L )
RSV r z
Ejemplo (70 Sea f:1=1,00 U €0,1) dada por
1
JEx> = -
° (=] -6.
f—— = um_ [ Xt . 1im log x =
e 6‘-—»0' -t 6‘-o o”

-1
la funcidn logaritmo tiene como dominmio [ . par tanto aqui no

tiene zentido evaluar el logaritmo en '61 y -1: por tanto este
limite no tiene sentido.

1 1 1 1
_f = = lim f x"* = 1lim , log x =
° & —~ o T8 6. — o 6

2 2 2 z
= im |

log <12 - log CG') = lim  C-los (6’)) = o

6 —+ 0 & _— o
2 z

f . no existe.
-1 x
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La generalizacién de la integral impropia de primer corden de
f sobre C(-m,ad, la definimos con base en la existencia de
o L
Iam [ f oy lim [
Ay =0© A~ B— ™© o
sque sucede s: en lugar de calcular la integral de / por medio
A
ostos dos limites, consideramos un solo limite, es decir 1lim I fad
A~ @ -A
Lo que estariamos haciendo es determinar un valor, (en caso
de que dicho limite existieral, a partir de "“barrer" de manera
simétrica y simultinea el 4rea bajo la grafica de la funcidn

ubicada a la derecha e tzquierda del cero. Por ejemplo.
Ejemplo €8> Sea fC(x) = sen x
sen x
-A 7/ s
! oS A
77
Y,/
=/

T -
fig.C1e2d
si definimos
] A A
j' son x dx = lim J' sen . x dx = 1lim (-c0s XD
-m A— -A A—m -A

= lim € -cos CAY - C(-cos C-AJ)) =
A—r ©

= lim C -¢cos A + cos A =0
A4 @D

o
| sen x dx si existiria
~“0

Segun el ejemplo (S), si primero calculamos el area bajo la
grafica de cero a infinito y después de menos infinito a cero. la
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<
I sen X no existwe, Y en el ejemplo (8) vemos que si lo hacemos
-
w
en forma si1multanea oblenemcs que J' sen x = Q.
hat-
A esta segunda mariera de barrer el area bajo la grafica de la

funciédn, la definimos come Ssigue:

Definicron Jrol St fiR— R es Riemann-tntegrable en
cualguier intervalo la.b) entonces
@ A
PO [ f = tim [ f
B A= D A
es llamado el Valor Principal de Cauchy CVPC)
de la integral de f en (-@.ad. 31 dicho

llmite existe.

De igual manera, si1 en la generalizacidén de la integral
impropia de segundo orden, calculamos el irea bajo la grafica de
la funcién a través de un sdélo limite, podemos establecer la

siguiente definicidn:

Definizien (R0 D Si f:la,ed v CeB)— B, a ¢ ¢ < b, es
Riemann-integrabte en la,c-6) U [c+b,bl para
toda & tal que QO < 6 ¢ min {Lc-a.b-<)?
entonces

b c=c b
(VPC)fl-lim(f/&f/)
a a c+e
es llamado el Valor Principal de Cauchy de f

en [a,bl, si dicho limite extste.
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Ejemplo €9 Sea f:(-1,00 UCO. L1 R dada por fC:
N x

7 //i
/
/// 7

=T i
-1
fig.Cimmd
1 o-£ 1
weey [ = nm o f L. Ao
] . » 2
R £ —+ 0 -1 x 0. x
o-¢ .
= lim C- 12 + (- 1 )' ) =
£ — o 2x -1 2x €
= lim - 1:‘ ‘z-J-;«-L-)=o
& — o 2C -£d 2C-12 a 2:*

1

Levped f A =0
-4 x

1
y segun el ejemplo (3D f L'- no existe, calculada de la otra
o x

manera.
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4.4  Probtlemas. resueltos.

Protlema 1J. En el problema 3 del capituio I Catraccion
gravitacional). Defimimos la funcidn

fCrd = (—6—7)
<9 - ra

También obtuvimos la suma S" tal que

o
=k;‘/Cr‘DCx‘ =X, ‘J

Deciamos gque, al tomar n suficientemente grande, nes

acercabamos tanto como quisiéramos a la atraccidn que ejerce la
barra sobre los 2 Kg. masa,
Con la herramienta que hemos desarrollado, de 1a integral,

observamos que el limte cuando n tiende a infinito de Sﬂ

es
precisamente la integral de la funcidn /.

Entonces

F j' _[cc :)d.r=66_r —_t  ar

Co - rd o Co - r3*
Segun el T.F.C. (primera partel hay gque encontrar una funci1dn

8 tal que su derivada sea f .

Sea gCr) =

1
] tal funcién,

Por el T.F.C. (segunda parte)
L
66 [ ——— dr =86 ¢ : = 66 1

1 1
—_—— ) -2y =
o Cp - F Ce rd |° Ce - & 3

Ia

=86¢c L-Ly=als
» ]

°
Por tante -:— 6 Kg, es la atraccion gravitacional que ejerce
la barra sobre los 2 Hg. masa.
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Probiema 22, La aguja de buffon.

Una aguja de 2 cm. de largo es arrojada al azar sobre un piso
de tablas, cada una de 4 cm. de anche. ,Cudl es la probabilidad
de que el aguja al caer gquede cruzada sobre la hendidura entre dos
tablas C(fig.C1ga).

fig.Ciapd

Consideremos todas las posibles formas en que puede caer la
aguja.

Convenimos en que, al caer la aguja al piso el extremos que
quede mis al Sur, sea, @l extromo a partir del cual midamos la
aguja; si la aguja queda paralela a uyna hendidura, de tal manera
que ninguno de sus extremos esté mids al Sur, entonces vamos a
tomar el extremo Oriente de la aguja como el puntc a partir del
cual se va a medir la aguja.

Tomando en cuenta estas convenciones, podemos describir la
posicién de la aguja respecto a las hendiduras considerando las

sigujentes medidas, Cfig.<130>

N T

I S S &

fig.Cs1o02

donde
y = distancia del extremo a partir del cual medir el aguja a

la hendidura que gquede al norte, mas cerca.
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g = Angulc formado por la aguja ¥y una linea imaginaria

paralela a las hendidura. que pasa por el extremo,a
partir del cual hemos convenido medir la aguja.
Es claro que O y<d vy
0<¢8e<<n

Por tanto, todas las posibilidades que tiene la agu)a al caer

al suelo quedan expresadas en la siguiente grafica.

¥
4
s s 7
LR AVl
e | o~ 7~ 7
y // /
o, e .
AR
7] 1 e n
fig.Ci1po1d

La regidn rectangular, es considerada en probabilidad como el
“g@spacic de probabilidad”™; cada posible posicidén en que quede
la aguja, al caer al piso, esta representada por la pareja
coordenada (8,yY, que esté dentro del rectingulo, representadc en
la figura 191,

Hay dos posibilidades para la aguja al caer al piso.

1) Que quede cruzada sobre una hendidura.(fig.(192)., y

112 La aguja no quede cruzada,(que sus dos extremos queden
sobre la misma tabla).Cfig.C193),

== Y1 e - - — - -
v i__A¢@ L S

fig.Cip2D fig.Ciead

A través del triangulo en la figura 194 establecemos la
relacién entre y y o
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fig.C1oed

La aguja cruza una hendidura si y solo si

y < 2 sen 8

Los puntos (8,y) contenidos en el “espacio de probabilidad",
que satisfacen la relacidon anterior, representan la regidn bajo la
curva y = 2 sen € (figura 195).

y
4 e e e -
!
¢3 '
2 /_I-y = 2 song
7/ / !
VN
i’ . ////// ;
o} 1 2 n e
fig.Ci109)
Par tanto

La protabilidad de Que la asguja area bajo la curva y = & sen &
cruce una hsndidura. area del rectangulo

Perc el é4rea del rectingulo = 4n
y el area bajo la curva y = sen 8 es
L4 n ke d
Jegseneds =2 [sen 6 do = 2 C-cos & =4
a o Q
Por tante, la probabilidad de que la aguja quede cruzada
sobre una hendidura es

!
ape
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Problema 22, ,CoOma atrae una esfera hueca a una masa m

situada fuera de la esfera?.

fig.Cipod

La masa m est ada en P.

Vamos a imaginar la esfera como formada por anillos como los
que se muestiran en la figura anterior. Calcuylamos la magnitud de
la atraccioén que cada uno de estos anillos ejerce sobre la masa
m, y posteriormente sumaremos estas atraccidnes C(es decir,
integraremos sobre la esferad) para obtener la magnitud de la
atraccidon de la esfora sobre m.

Sea M la masa total de la esfera. entonces

M

-— es la masa que hay por unidad de area
«nR

Crecordemos que el Area de la esfera es ity
R dB = anchura del anillo.
gnRsen 6 = circunferencia del anillo.

2nR*sen 8 d@ = area del anille.

Entonces:

canr*sen 8 a&> = masa de! anillo

«nR

ﬁ—f—e:’-—e-g-q = masa del anillo.

La atraccién que el apillo ejerce sobre la masa m tiene una
magnitud aF i1gual a:
aF = MEEen 8. I o g ... ....C1d
2
zS
pues dicha atraccion solo tiene componente a lo largo de PO,
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En virtud de la simetria del anillo re:pecto a2 su centro

podemos observar lo siguiente

G

Q|

£ig. Cio7d
El punto 9, Carbitrario) atrae a una particula situada en P

a lo largo de P_q'l. La fuerza de atraccidén ejercida por e, la

podemos descomponer en una componente horizontal que actua sobre
PG'. vy una componente vertical que actua sobre 0_5‘. como se indica
en la figura 197. El punto e, estd sobre una circunferencia de

radio 0—5‘. Si dencotamos 3‘ el punto diametrealmente opuesto a Q.
sobre tal circunferencia. vemos que la componente vertival de la
atraccidn que gue 5' ejerce C(sobre el cuerpo situado en P} tiene
igual magni tud Y direccion pero sentido opuesto a la
correspondiente componente de a,- Por lo tanto,todas las
componentes verticales de atraccién sobre m (localizada en P) se
cancelan por parejas y, en total, solo hay una fuerza de atraccidn
que se ejerce a lo largo de PO.

Por tanto, el anillo entero ejerce una atraccién deteerminada
por la masa del anillo multiplicada por el cos ¢.

Tanto cos ¢ como sen € dependen de 5; explicitemos esta
dependencia,

Aplicamos la ley de los cosenos en el tridngulo, Cfigura 108>
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r
fig.Cio8)
2 2 2
2 z 2 r'+ 57- R
4+ - T —————— e
R=r s 2rS cos ¢ «» cos ¢ s
z z 2
s*=r* + R - 2rRcos 68 = cose=-r—:——R—’—-S—

i 2rR
Derivando la expresién cos 6 cobtenemos
sen @ df = -r—g ds
Sustituyendo en (1)
GMm - Rs SF 5 as
lsz 21‘3 T,

GHm
4Rr

daF =

antonces dF = 5 + 1) ds

Esta es la magnitud de la atraccidén que ejerce el anillo
sobre la masa m situada en F. Integramos estas magnitudes dF para
cobtener la magnitud de la atraccién de la esfera sobre m.

Notese que: 12 El minimo valor de S = r - R

1) El maximo valer de S = r + R

Por tanto

r+R z z
F = I 5Hmz [r zR . 1} as
r-R aFr s
- GHm }_r-R r
«Rr® Tr-r
entonces
GHm

F =
z
r

Por tanto, la esfera hueca atrae a la particula de masa m

situada en P, de la misma forma que una particula de masa M Cmasa

de la esfera) situada en el centro de la esfera atrae a la

particula de masa m situada en P.
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