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INTRODUCCTION

Una de las ideas mds fructiferas en la teoria de las formas

" modulares,

cipalmente

la idea de los operadores de Hecke, estd basada prin-

en las formas modulares para un grupo G sobre ciertas.

clases dobles médulo TI'. La mayoria de las relaciones entre opg

radores de
pondientes

estudia el

En el

'ses dobles

Hecke Gnicamente refleja relaciones entre las corres-
clases dobles. E1 primer capitulo de este trabajo -

anillo de Hecke generado por estas clases dobles.

capitulo dos se dan propiedades acerca de estas cla-

y se consideran serijes formales de Dirichlet con coe

ficientes en el anillo de Hecke expresadas en términos de produc

tos de Euler.

Aprovecho este espacio para agradecer al Dr. Félix Recillas

la direccidn de esta tesis, y en general a todos mis maestros

que han-sabido intfoducirmé en el méravi]Xoso mundo de las Matef.'

maticas.

S Mayo 1990.
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CCAPITULO 1



1, DEFINICION DEL AMILLO DE HECKE;

Sea G un grupo multiplicative, I' y I'' subgrupos de G. Escri-
biremos T ~I'' si I y ' son conmensurables, i.e. I N T’ tiene
indice finito en T y enI''; [P NOT' . :I')] <, [T NTDT' ;"] <«

Fijemes un subgrupe I de G y consideremos el conjunto

F={aeG/a Ma"! ~T}

Lema 1.1 i) . La relacidn ~ es de equivalencia,
v ii) I es un subgrupo de G que contiene é,P y.al centro
de G.

iii) Si I ~T', entonces T = D',

" Demostracion i) Demostraremos Gnicamente la Transitividad. Sean

*rl,rzky I';  subgrupos de G tales que I, ~ T,y P, ~ Ty, Entonces

la-inclusidn ) NI, €T, implica la inclusidn

Py AT,/(C, Al ATy )C T,/ (T ATy



Por lo tanto
[T, nT, :T", NI, nryl < |(r, P, N r,j <=
y
[Pl;P‘ nl,1 <(r“:l"l nr, nr,}-= [P,:L, N T,H[T, nr,:T, A, N T,} <
de manera semejante se ve que

[Ty:iF, NP] <=

asi Ty ~T,.

ii) Note que si I'; y T, son dos subgrupos conmensurables de G .

y ¢ € G, entonces .

gl.‘l gr—l ~ gl"zgrl

ahora si o € I, entonces o 'I'n ~a l(a Pa”')g-= T Io'chai‘v-ﬂ‘“
implica que a ! € T, o

~

Ahora si a,, e, © T, tenemos

o; Pay! ~T
. : . 1 .
or: lo ta -1 -~ -1 .p
P nto az o, Pag ay “2P“z I

. : . ' L1
l.e, . . ~
‘ : - oo, ulf‘(az o) ~DL



De esta manera hemos verificado que [ es un subgrupo de

~

G, obviamente I' contiene al centro de G.

~

iii) Sea DI'~I'', entonces si o €T

alg™! ~ alP'a™! ~ I

asi a« €I', i.e. I CT'' de manera semejante se verifica la

otra contensidn. Por lo tanto I =T7,

En la discusidn siguiente, fijaremos I y una familia

{r.,}

PA AEN de subgrupos de G que son conmensurables con [I', . don-

de A es un conjunto de indices.

~

Proposicion 1.2 Si o €', se tienen las siguientes descompo-

siciones en clases ajenas.

d V .
' = U D = T na”ir
1) ?Aan iy Tey con a [I‘u Ty o Aa]
. . e “y
= U r = .
2) FAaFu 324 Bj con e [PA ’PA ﬂaFua ]
. Demostracion. s I'al. = Ul = (e
- pemos ea . Au u Y laSi, entonces Pkudi Plaéj =>
Fiat! -1
Gj‘kéi Gq rxa: pero 6i’sj € Pu tenemos que
e le -1 . .
. € 1 [a] .
8., Gi 0 o Pla esto-implica que

3

b nelr .k = “lpoa)é
( " o Aw)ﬁi (Pu N an)dj



observe que todas las implicaciones son reversibles, por lo tan
to
r , = ad, <=> 1e na”lr
xuﬂl A%9y Sjéi Fu a 3¢

como PU es conmensurable con a !T,a, sean

A
d=[l T na 'l a] <
[ NELY 3] y
{51,...,6d} un conjunto de representantes de Pu/lrpnaulrxd)

Por lo tanto

P, ol uras NI d=[T :°. na”'ral’

= = | = : o

Xd TRt o i Fi= ai con TRt a

Un angumento semejante se aplica ai segundo inciso.

Ahora consideremos el Z-médule R

Al
las sumas finitas formales de la forﬁa Eka(FkakFu) con

que. consiste de todas

c ~
Ck Z y Oy er,

Para toda FlaFu con a €T denotemos por grad(quFu) al
-nlimero de clases PAE contenidas en PA&PU y si hacemos
X= ick(FlakFu) € RAu definimos grad(x) por

grad (x) =§ Ck grad(ankFu)



'

y le llamaremos grado de X. (se puede definir otro grado
considerando clases laterales izquierdas GFu contenidas en
PAaFu. Este grado puede no ser igual al anterior, pues en la

proposicidén 1.2 no necesariamente d = e).
‘Introduzcamos ahora una ley de multiplicacidn:
R XR —> R

Ap T v An

Primero consideremos las siguientes descomposiciones aje-

nas.
r =ur r = ur
Mol = Ura, BT, J W85
(Evidentemente a,B € F)._ Entonces
r.ol' R’ = r =
N ‘ 1 ¢ pB v =4 uryal’, B 1.J B

Por lo tanto PlaFuBFV es unidén finita de clases dobles de

la. forma PAEPv.

Si u = rAaFg, V= PuBPv~y W= PAEPv definimos elr"groduc—

to" U, V. siendo este elemento de RAV por

u.v = Em(UQV; Wwiw ‘ (1)

donde la suma se'extiende sobre todos los W, w=r EP cr,al B v

A
.y m(U.V; W) = nfimero de (1,3) tales que B = PAE

(€ £ijo}



Para que nuestra definicidn tenga sentido debemos demostrar
que los lados izquierdo y derecho de (1) dependan de U, V y W
y no de la eleccidén de los representantes fai}, fBj} v £&. Para
este propdsito #(S) denotard el nfmero de elementos de un conjun

to finito S.
- - » : = -1
Vemos que DAaiBj P& siy solo si Tya, PAEBj .
Notemos que

(i) Para una Jj dada la Gltima igualdad se cumple exactamente

para una 1 (pues FAan = UFai es ajena).

£.

. i = — =1
(ii) EBj Plaru atd Bj € Fua PA

iii)B., € r_oa”IP —> I" 8. C I ¢ 'F. C.
(11)83 u® Ak < UBJ p® s

Estas consideraciones nos permiten escribir las siguientes

igualdades.

#f(i.j)/PAaiBj =Tre} #{j/ssgl € tAaPu}
= #{j/ﬁj er‘ua"r}‘g}
—_ '- —1 IR
= #fJ/F“Bj crua tlg}

= nfimero de clases de la

forma FNE contenidas en

. B : =1 .
r,Br, 0T a™ire



el Gltimo nfimero es obviamente independiente de la eleccién de

(e} y (8

ahora, si

por lo tanto

PXEPv =T an

. , entonces

E=8"m6 con &' EFA y 6 EFv

n ~1 = nr g! ‘
r,Br, N T e™'lE =T B AT a”'l, 8

. “1
= (P87, N T a”'T;n)8

Por lo tanto cl nimero anterior es independiente de la elececidn’

de. E.
Después’

tiplicacidn

linealmente

entonces

Proposicidn

~-.. Entonces

de esta verificacidn, podemos definir la ley de mul-

R —_— i —>U
A XRuv va extendiendo el mapeo (U, V) U‘V

i e, s - € = .
i.e 5{ x zckrkakru R)\u vy Epk,FuBka

k7k!

(,y) —> %y = | B by (Cya T )« (T oy T

1.3 Sean U, V, W,-{ai}, {Bj} y £ como anfcs.



-8 -

grad (W) m(u-v,w) =4{(1,3)/F,a 8,0 =T Er )

£
ion. r.¢r =ur sicid j .
Demostracion Sea AE v Y Agk una descomposicidn ajena

- Entonces

an iBij =I‘>‘51‘v si y solo si Fkaigj =_P7\F’k

y observando que la filtima igualdad se cumple para exactamente

una k (ya que ur, g, es ajena) ‘tenemos:

i

#{(i'j)/PAaiBjPV =UPA€k}

#{(i’j)/PA“iBijﬂ=tA€Pv

]

£
kEr #1323/ Tya 8y =TyE, )

£em((u-v);w)

Proposicidn 1,4 Para toda x €R,, ¥ toda yE€R  se tiene

m
_grad (x.y) = grad(x) . gradl(y)
Demostracidn. Consideremos la notacidn como en la proposicién
1'3f Tomando la suma sobre todas las V'=PXEIV.C PAuPpBFv s

tenemos

it

grad(u-v) 5 grad(w) -m{u-v;w)

H

conjunto de todas las parejas (i,3) tales'que :

T aiBij =w



pero i =#{'Aak/PAak C FAaFu} grad (U)

j =#{rpBQ/FuBR C FpBFv} grad (V)

por lo tanto grad(u.v) = grad(u)-.grad(V).

. i i =3 = r
ahora bien, si X v akankFu y ¥y ? by uBzfv entonces

grad(x.y) = k§lakb£-grad(anka-Fussz)

%,a bz grad(PAakFu)-grad(Fpggr

= k; 4k v)

= § ak grad(PAakPu)-Eb grad(FAesz)

grad (X) -grad (y)

Proposicidon 1.5, La multiplicacidn anterior es asociativa en el

sentido de que.

(myLz=xJ%z)man&d,yeﬁu-yze%v

DemostraciGn. sea Mu el Z-mbédulo de todas las sumas finitas for .
y : .1 E~ = ‘ = '

males, E Ck UEk con . Ck €L y Ek P, Sea U PAaPu gbxai

una descomposicidn ajena. - Asignaremos a cada U un mapeo ‘% lineal

de M - en M ( el cual denotaremos nuevamente por H);

“u



et

e

‘V_A

- presentantes pues

por medio de la accidn

k

U:M —> M
u ‘

U _—
Mu M

r » 3
% Ck ugk —> U CkPuEk E

k 2%

Esta definicidn no depende de los representantes {o (e}

En efecto, si

entonces o

‘u

r

.también.él F €

ol

Por lo tanto

1

u? entochs faly

=T
TGP e = F a8,

‘gistema de vepresentantes de las clases derechas . I'_ o,

u

Ur.a. .5 ¢ T =
Faes -2 0 P8y =53 6Tyt

1%5.¢© PAYAaig

= ) g
2 C ety

= ' .
Uplai vz ckrugk

=D = v €
.gk yusk Y Pu entonces

k Aa Y 6 como {al,...,ad}.es un

en

""'adYu} también es un conjunto .de re-



Tyogyy = Moy, A

Es decir la definicién no depende de la eleccidn de {ai}

y fEk}.

Por linealidad obtenemos un mapeo de RXU en Hom(Mu —_ MA);

v 1 R _— Hom(Mu —> M

Al A

x —> ¢ (x)

donde
.w(x).:Mu——> My

esti definida por la correspondencia

z ckr‘u};k —> ¢ (x) (T CkFuE#)

> r £
X Ck HK

u

H

\ ' r
i%k ck(?xai u)FuEk
Este mapeo es inyectivo. De hecho, si
. r . r = ) o ' .;., *)
gvcu (an U) Edk uEk 0 » ‘ (*)
con X =§,Cu(rquu) donde aniFu # anjfu i#5 entonces

7:2 Cu(Flufu)d}Fu€1+...f g Cd(PAaFu)dvFuEv =0 por 1o tanto



g Cu(anFu) dkpugk =0 k=1,...,7 pero 5 CQ(F al’ )dk[‘uik =

?1 dekFAa E finalmente

PaoiBe = Thoyby

para algunas oy uj pero esto fltimo implicaria que

Por lo tanto (¥) es imposible, Asi v es inyectiva.

En seguida consideremos las descomposiciones ajenas

?')\al"u =ljJ_P)‘Cti, pPhy =8N 3 v F)\Erv =}<JF>\Ek

entonces, tenemos

i

{{‘)‘aru .rusrv} *Tn {E m(flaru *T 8T ,f Er,T grv}‘rvn

cn

. . Lt
E? m(Fyal, - T 6T, ,rxgrv)fx5kn

para cada k m(F -FUBFv 7PAEPv)P

U Agk = 3 Fkaisj para algun?s

3 13
i5.

Si recurremos todos los £ obtenemos todos los i,3

‘por lo tanto

i

'{(anru) © (TURTG)Y Tyn = ?jaisjn Z(Fy ol T 8.

3

4

PA“PH{(PHBPu) 'Pv“}



esto demuestra que (y.z).a = y(z.a) cen y Eva a&mMm si

ademds x € RKA’ tenemos

((x.y)z)a = (x.y)(z.a) = x(y.(z.a)) = (x.(y.z))a

por la inyectividad demostrada anteriormente, obtenemos

(x.y).2 = x.(y.z)

Lema 1.6. Sea a&Tl. Supongamos que el nfimero de clases de la

forma FAE en FAaFu. Entonces existe un conjunto de representan

tes {ai} tal que

r =ur = U
?lu u Y Aai iuiFu

ion. . r,£ € Tol c r,al
Demostrac19n Sean .XE 3ol y nPu 3¢ i entonces

& =" = ~ = I
£ Flapu Fanu pues n = y,0y, y por lo tanto £ She goﬂ

§ € FA e €Tr sea £ = 8 'e. Entonces

u

rE =T y o =tf

a'decir ¢ a un representante comfin para PAE v nPu.' De esta.

manera si recorremos & y n encontramos un { representante para

. L

FAE y nly

Proposicién 1.7, Sean o €T y f&T, Entonces
- : ‘ = . . f -

(i) rAaBFu (FAGPA) (FlAPu) si. Pla = aFA

[}
i

(ii) I‘)\aB[‘u ﬁPu

(FAan)ﬁ- (FUBPU) si I #



La demostracidn es inmediata a partir de la definicidn de
producto. De hecho si

r

= . = P
U FAaF y U XB "

i

Entonces

(PAaPA) -(FXBPU) = E m(U.v; W)W

‘donde W= ngPu c rXaFABlu = FXuBFu

asi que m(U.V; W) =1 y s6lo hay una clase FAEFM contenida:

r', "
en rka XB u que es anBFu.
De manera semejante se prueba (ii).

Consideremos un semigrupo A fijo tal que [ C A C F. Sea

R(T,4) el'Z mddulo de todas las sumas finitas formales

z Ck¢F akP

con Ck € Z 'y oy €A. ~Con respecto-a la ley de multiplicaeidn
introducida anteriormente R(I',A) es un anillo asociativo“el -
cual le llamaremos el anillo de Hecke con respecto al yA.

Obviamente T = P1[ es el elemento identidad,

Proposicién 1.8. Si G tiene un antiautomorfimoes o > a® tal
que I =T 'y (Ma I")* =T .aT para todo o € A, entonces

R({I',A) es conmutativo. (Aqui un antiautomorfismo de G significa



un mapeo uno a uno de G éobre-si mismo que satisface (aB)¥% =Ria¥
Demostracibn
Fral = (gl
= (UFai)*
= U(T‘ui)*
= Uaifl"

por lo tanto T.a T = Ula, = Ua?P i.e. hay tantas clases latera-

les izquierdas como derechas, por =1 lema 1.5 para cualquiera

d; B € A podemos escribir

| A P =ulg, =uUg.T v »
3 i
' BT =Ul'g. =Ug T
5 3 6J
(todas las descomposiciones son ajenas). Entonces
I o P =Fa®T =ura} : ¥
P'gr=r g+l =urg®
]
si T ol BI = g &', entonces

P ol BP =T B* T a*T = (P ol gIY* =LEJI‘ Er



- aplicando

- 16 -

Por lo tanto tenemos

(Pal’) « (I BD) =§ cg(r ET)

(r gry - (FaP)=2CéU’EP)

por la proposicién 1.3, tenemos

b

Cp grad(l ET) = #(I(i,3)/Ta;B,T =T £ ri)

185

#({(i,j)/rﬁ§ aif =T EP])"

C

g'grad(f‘ gEr).

de modo que

esto completa la demostracidn.
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2, UNA SERIE DE DIRICHLET FORMAL CON UN PRODUCTO DE EULER,

En esta seccidn nos restringiremos al caso G =GLn(Q) y

r = SLn(z).

Sean Yy, Y' €T, vy, = (Yij) y' = (Yij) si N es un entero

positivo escribiremos

Y=y osi Yij EY;j mod (N)

lo anterior define una relacidn de equivalencia con- la: propie-

dad de que si ‘
Y, = Y, mod (N} y Y, Y, mod (N)
entonces
Yy Y3 £ Y, Y, mod(N)
v ’ Y:l z v, mod(N)

por lo tanto A = B'mod N-si y solo si
AB! = I, mod (N)



donde In es la matriz identidad y A,B € SLn(Z).

Denoraremos por FN al conjunto de todas las matrices en
I congruentes, mddule N, con la matriz identidad;
r =1{ye&er/y = 1 mod(N)}

N

Obviamente [, es un subgrupo de r.

Si consideramos el mapeo
A SLZ(Z) —> 5L, (2/N2Z)
¥ —> A{y) = v mod N
ie. sy = () AL = (7

13 S

Yis

1]

Yij mod (N)

A asi definido es un homomorfismo de SL, (%) en‘SLz(Z/NZ).» Si
logramos ver que A es sobre, entonces A -nos induce un isomor-

fismo;

A :SL,(8)/,, ,—> SL2(3/NZ)

Note que Kexr A = FN.

X

De eésta manera tendriamos 'que

[P Tyl <o



Antes de probar que A es sobre, probemos el siguiente lema:
r
si (m,n,N) = 1, entonces existen enteros n', m' tales que

n'" 2n mod N, m" S mod N y (n', m') = 1, Notemos que éi

(n, m, N) = 1, entonces (n, N) =1 o (m, N) = 1. Supongamos
nque {(n, N) = 1, por el teorema de Dirichlet sobre progresiones
aritméticas, &sto implica gque la progresién kN + n contiene
una una infinidad de nimeros primos. Sea k, € N tal que

k. N+ n=m'" es primo n' un entero con n' =k N+ m k, €N,
1 p ¥ 2 2

[

Entonces (n', m') =1, m' mmod N y n'" £ n mod N.

i) SL, (Z/NZ) y tomamos

Ahora bien si (i
c

©,, d, que cumplan con

es un elemento d

®

enteros a, ., bl,

I

o
o]
ol

o)
al
2

entonces a, d,'- b, ¢, 21 mod N

de modo que (C,rd, ,N) = 1

por el lema anterior podemos suponer qué,(c,,dl) =1. Sea'n ‘un
entero tal que
i a, d, - b, ¢, =1 +nN.

" como (cl,dl) = 1 podemos elegir enteros a,,b

27b; tales que

a, dy - by e, ==~n



si hacemos a = a, + azN, b = b, +b N C, =C d=4d, vemos
2 1 1

que
(2 Pye sy, @
c d
b a b
(¢ gIman=(z 7)

por lo tanto hemos demostrado el siguiente,

Lema 2.1, (1) Sea A el homomorfismo de SL,(2) en SLZ(Z/NZ)

definido anteriormente. Entonces.

(1) A es sobre.

(2) ker(d) =Ty en particular Ty es subgrupo normal de I,
(é) (r:myil<e,

Lema 2,2. Sea B EM (2), det(8) =b # 0.  Entonces

-1 v p=~1
Py © B7'T, B0 gr B,

. Demostracién. Sea B' = bB”! como B € Mn(Z), siy =1, mod(Nb},l

entonces tenemos:

B'yB = B'B = b.1 mod(Nb)

‘por io~tanto

BTly8

ur

ln mod‘N)



Esto demuestra que
B7lvg € M _(2)

Si y € FNb’ tenemos det(B_lyﬁ) = 1 de modo que STIYB‘G FN’

por lo tanto
-1
Y EBT 8

de manera semejante se ve que Yy € B—lPNB'
Lema 2.3. T = GL_(0) .

Demostracidn, sSi a € GLn(Q) entonces o = CB con algdn C €. 0Q,
BEM (2), tenemos ela” = BPR™!, por el lema anterior T ngrs’lgpb
con b = det(B) como IT :Pb]<:m, Tenemos [T :T nala™!] < = »
transformando por el automorfismo interno § —> a_}ga y sustitu-

-1

yendo o ! por a, obtenemos [ala ! :alfa” ! NT] < ® -de modo que

o €T, la indusién inversa eg obvia.

sea A = {a €M_(2)/det(a) > 0} obviamente A es un semigrupo -
y I CcAC F. Ahora determinaremos la‘estructﬁra dev R(I',A). Para
n enteros a,,...,a sea diag[al,...,an] la matriz diagonal ccn
elemeptos diagonales U ERE NN En virtud de la teoria de los di-
visores elementales (lema siguiente)} sabemos que lés reyresentan—(
tes para P\A/b bestan dados ﬁor diag[a!,...,an] con enteros posi
tivos. al,...,an tales que ai[ai+1. Entonces sabemos qug-la -
trgnspo%icién g —> £? es un antiautomorfismo de G y (T UP)T;FQP
’para foda clase doble Tal, -~ Por la proposicién 1,8 =sto demuestra

qué R(I',A) es conmutativoe.



tiplicar de

Nuestra préxima tarea es obtener uma pequefia tabla de mul-

R(I',A).

La idea principal es asignar un

reticulo a cada clase

I‘d y contar el nimero de reticulos en lugar de contar el nfmero

de clases.

y sea G = GLn(Q)

n

V=Q =

Para este propdsito, sea.

Espacio Vectorial de

todos los vectores renglén

con

componentes en Q,

Que actfla a, la derecha de V. Llamaremos a un

subm8dulo L de V, un reticulo (mds especificamente un Z-reti-

culo en V;,

por L sobre Q.

1)

2)

3)

u)'

si I es finitament

Los siguiente

e generado sobre Z, y V

s resultados son fdciles

L es reticulo en V. <==> L es un ¥-médulo libre de

8ia € G y L es reticulo

en V.

Si W es un subespacio de

L N W es un reticulo en

Si L yM son reticulos

(i) - L+M y LNM  son

en V, entonces Lo es un

V y L es un reticuloen V.

W.
en V entonces:

reticulos en V.

{ii) “existe un entero positive C tal queCLCM.

es generado

de deducip:

rango .

reticulo

entences



Lema 2.4*. Sea L y M reticulos en V. Entonces existen n ele-
mentos U,re.. 0, de V y nimeros racionales positivos bx,...bn

tales que
1 i i=17717 ) i+l

Este es precisamente el teorema fundamental de los diviso-

res elementales de M relativos a L, y escribiremos

{L:M} =1{p,...,p } ={bZ,...,b %}

SIi MCL se tiene [L :M] = b1"'bn'
En efecto si M C L, entonces bl,...,bn son enteros. . Sea

ul,...,un una base de L y blul"”’hhun una base de M, de modo

que L/M es el producto directo de grupos ciclicos Ffinitos de or—:f

[

den bl,...;bn por lo tanto [L/M] bl...bn.

En particular si o = diag[bl,...,bn], entonces

L cta) = {by,...,b }.

De aqui .en adelante denotaremos exclusivamente por L al"

"petfculo zZ".

. Sean o€ CG 'y 2 € L, entonces

* Vun de# Waerden, B.L, Algebra (traduccibn 5a. edicisn), Ungar, .1970.



0= (4,00 ,8,) .

I
H v =]

N CevrZ N
1 zlalll ri=1 klaln

Este filtimo vector pertenece a L pues £. o son enteros para-

ij

‘todos- "i,j. Lo anterior nos permite afirmar que’

I c{e €G/La = L, det a >0}

De hecho la igualdad se.Satisface, para probarlo tomemos

o' € {0 € G/La = L deta > 0} ©como La' =L -y det{a') >0

eéxisten z,,.l.,zn € 2" con z,a' =e; =(0,...,1,0,..50), 0
2, 1 . .0
za'=I z={.{,I = 0 ‘
n . n . . .
. 2 . .
n

'y .det(z.a') = det z.deta' = det I = 1. Obviamente det z€Z .y

‘de t e s ' = ’ n
Qet a" ’Z .pue eia (ui,...,ai ) EZ

n por lo tanto

det-g = det_a_:l. En consecuencia

T ;SLn(Z),={a,eG/La =L det o >0}
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Por otro lado Pa = PB <==> La = L8. Ya que sila =T

entonces laf™' =I' y aB”™! €l por lo anterior LaB '= L

B
finalmente Lo = LB.
Lema 2,5. Sean M y N reticules en V, Entonces

{L:M} = {L:N} siy solo si existe un elemento o €T, ta]

que Ma = N.

Demostracifn, Supongamos que existe o € ' tal que Mo = N,

Entonces Lo =1L ¥

{L:M} = [Lo:Mod = {L~:M(‘!} = {1 N}

. inversamente si

L : M} = {1 :N} ='{a1,...,an}

.

"Entonces existen elementos u, ¥y vy, i=1,2,.,,,n, de

v -tales que

1

Sea O € G  que satisfaga u,o 3

:bésés ‘deta = +'1 si  deta =~1  tomamos =V, en lugar de V;

-—

v, como {u;}, {v,} son’
i- 17 .

i‘de'esta manera o € I', por lo tantc Lo =L y Ma = N,



Sean ai(i = 1,2,,,. n) enteros positivos tales que

24,4 €8 divisible por A Definimos

T(al""’anl € R(A,T}] como

T(aj,...‘,'an) =Tal o=diagla,,...,a]

Como se observé antes, el anillo R(A,I'}) es generado por

los T(a!,...,an) sobre %,

En seguida se da la correspondencia entre las clases de
't y ciertos reticulos, mas precisamente tenemos el siguien-

te.

Lema 2.6, Sea Pal' = T(al,.,.,an) entonces T§ —> LE da una
correspondencia uno a uno entre las clases I'f de [Jal' y 1los

reticulos M tales que {L :M} ={a],...,an}.

Demostracifn. Podemos asumir que o = diag[a],...,an] si

rg = roé con § € I', tenemos
. ee {LrLE} = {L :Lad) = {L : Lo} = {al,,..,an}

Inversamente, si {L :M} = {al,..,,an} entonces ébr el
- lema 2.5 .~ existe ¥ €T tal gJue Mv= Loy, Obviamente
: ”qu < I'al', esta correspondencia; TE —> LE es uno a uno,.pues;
toque ‘TE =Tn siy sols si LE ="Ln, '



Proposicifn 2,7. E1 grado de T{al,...,an) coincide con el

nfimero de reticulos M tales que {L :M} = {al,...,an} .

Demostracidén. Como el grado de T(al,...,an) es el nfmero de
clases TI'f contenidas en T 1la proposicién es consecuencia in-

mediata del lema anterior,

g
ces Cp es el nfmero de reticulos M tales que [ M} ={L : Lg}

Proposicién 2,8. si ([al'},(I'Br') =% CEFEF con C,. € Z. Enton
€
y {M:1£} = {L:Lal.

Demostracién. Sean Tal' = gFui y Tgl = QFBj (ambas descompo-
3 .

siciones ajenas). Entonces

Ce =#f(i,j)/l‘aiBj = rg) =#{-Li,j)/Lo_¢iej=Lg}

Note que i estd univocamente determinado por £ y j.
“‘Supongamos que Laisi =LE y sea M= LBj. antonces,'dado :

que LBj = LBYi Y er, se tiene

'{L s M} = {1 :18) pdr lema
- y o M ocLEY = {LBj:LaiBj} = {L :Lai}='{L:La};: :

“Inversamente, sea M un reticulo tal que



{n M}

]

{L:18) y {M 18} =1L ¢ Lol

Por lema 2,5 M

LBYi = LB Yy €' para alguna 1.

i’

Entonces (L :LEB;’} L‘{ng :LEY = {L :La}, WNuevamente por

“lema LEB; ==Lai para alguna i y L§ = LuiBj. Asi cada M

determina un par (i,j) e inversamente, Esto demuestra la pro-

posicidn.

Proposicidn 2.9. Sean ¢ yB elementos de A= [otGMn(Z)7det a>0}
tal que (det(a), det(B)) = 1. Entonces (I'al')}.(I'B") = Tufl'.
En otras palabras, ?(ar,...,an).T(bl,...,bn) = T(albl,...,anbn)

si (an,bn) =1,

Demostracidn. Sea E € PalBI', Sean M y M' tales que

“f{n M) = {n :M'Y = {n:18} y {M:LE} = {M':LE} = {L:Lal.
Por lo tanto como

M].o= [M' :M NM!] )

'

(M +M

y.dado que M+ M' C L y LE €M NM' 'se tiene
[L:M] = [L:M+M'IIM+ M s M] (%%

[M!:TE] = [M' s MNAM!] [MAHUt; 1T}  kan)
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i,e, El lado izgquierdo de (*] es un divisor de [L : M]=det(p),
y el lado derecho es un divisor de [M':LE] = det(a)l. Pero

(deta, detB) = 1 por lo tanto

M =MOM' y M=MQM

Esto implica que M' € My que M CM' por lo tanto M=M',
Si tomamos en cuenta la proposicién 2.8 1lo anterior significa
que la multiplicidad de TEI' en Tal'«I'BI es uno. Ahora si
E € I'al'Bl'y podemos determinar al menogy una M como antes, Dade que

LECMCL consideremos el homomorfismo

f': L/LE —> L/M
2+LE +—> L+M

el nficleo de £' es M/LE; Ker £'=M/LE  por lo tanto £!'  nos

iﬁduce un isomorfisme
£ (L/LE) /(M/LE) —>" L/M

‘De aqui que L/LE = (L/M)C) (M/LE) pero M/LE = L/Lo y

‘L/M = L/LB  ademds (deta, detB) = 1 por lo tanto

L/LE T (L/La)() (L/L8)

por lo tantc los divisores elementales de LE relativos a L es-
té&n completamente determinados por @ y £, Esto demuestra que
I'aT'BT' consiste de una sola clase doble, la cual es obviamente

. Tafi®,



De la proposicidn anterior, se sigue que todo T(al,...,an)

es un producto de elementos de la forma T(pel,...,pen) con p
primo y exponentes 0 < e,, <,..< e v tal expresién es Gnica.

Para cada primo p, sea Rén)

el subanillo de R(T',A) generado

el en)

por los elementos T(P ,.+.,P Entonces nos restringiremos

al estudio de la estructura de R;n).' Antes de iniciar esta ta-

rea, notemos el siguiente hecho,

Proposicién 2.9. T(c,...,c).T(b],...,bn) = Y(-cbl""'cbn)

Demostracién. Como [I'clBl = I'cpl’, donde C =diag [C,...,C],
s6lo hay una clase T&l <contenida en Tcl'Bl', y esta es de mul-

tiplicidad uno pues #{(i,35) /7 C‘Bj = FE} es uno.

Ahora fijemos un primo p estudiaremos la estructura de R(n).
Consideremos a (Z/pZ)" = L/pL como un espacic vectorial de di-

mensidn n sobre el campo.primo‘ Z/pZ.

Proposicién 2.10. Sea C;n) el nimero de subespacios de dimen-

sién k de (Z/pz)". Entonces

(n). _
Cx " = Cla-xy

kil

grad (T ( eyl Prse E))
) y— e o

1,..
Ny
n-k k



La idea de la demostracifn es sencilla, sabemos por la
Proposicidn 2.7 que grad (T(al,...,an)) coincide con el nti-

mero de reticulos M tales que
{L: M ={a,...,a1.

Entonces a cada reticulo M con {L :M} = {1,...,1.p,...,p}
le asociaremos un subespacio vectorial de L/pL de dimensidn
n-X - y reciprocamente a cada subespacio de dimensidén n-k 1le

asociaremos un reticulo M tal que M/pL = K ¥y
{L .M} = {1,,..,1,Pp,...,P} con n = Kk unos

‘Demostracidn. La igualdad C,in) = C,(,r_]})(

es bien comnocida. Para
conectarla con el grado de T, usaremos la proposicidn 2.7.

- R n _ - . _ . . .
Sean Z = Zu +...+ Zun y M= Zu1+.. e Zun_k +Zun_k+1p+. ..+Zunp’.

Entonces

‘{L' ‘M) o= {1,...,0,p,..0,p

Con. . n=k unos y k p's; Entonces

PLCMCL

peré' [L:M] = pk entonces [M :PL] = pn_k i.e. M/PL tiene

‘dimensién -n -~ Kk,



Inversamente, para todo subespacio Kk, de dimensidén n-k,

de L/pL. si K=% u, +Z_u sea
P 31 P

i

cas u.
2Tt T Yy

M=%u, +%u, +...+ Eu + T
i1 iz

i (n-k) Ui (n-k#1) P et ZU P

vamos a probar que X = M/PL. Es claro de K C M/PL. Entonces

z,u, +t.o.. e e
1%y, +7Z P+ +znuhp +zPui; +Zpun

2=k (n-k) " Zn-x+1%i (n-k+1)

= {2z +Zpu,

+Zp)u.11 +(Zn—k +Zp)u 1(n—k+1)+

1 i(n-k) cost '&pun

€% u, +%u, ¥...+ % u, + 0 +,.,+4 0 =K
P p i1

i1 p ifl{n-k)

Esto Gltimo prueba gue M/PL C K. Veamos ahora que- dimensidn
tiene K.[L : Ml = p* por lo tanto [M:PL] = p" ¥ i.e.  M/PL =K

" tiene dimensidn n-k.

L & anterior junto con la proposicibén 2.7 muestran la igual-

dad.
Definamos un,mépeo Z~lineal v :Rén+1l~> R;n)
como YT, P, ™) = T, LR
0%, ..M =0 sioag >0,

y ¥ (T (p
*Entonces

Lema 2,11. ¢ es un homomorfismo suprayectivo,.y Ker (¥)

- coincide con T(pl,..:,pXRén+1) .
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Demostracidn, La suprayectividad es obvyia, la igualdad

Ker (¢) = T(p,...,p)Rén+1) se sigue de la proposicidn 2.9 y la
definicidn de ¥. Para simplificar el resto de la demostracidn
pondremnos

e' = {1,p°,...,p™™ e = {p%,...,p%"

£Uo= {1,pP, .., 0" £ = {p™,...,p"")

cy cn
PN N

g' = {1,p,...,p°"}  g={p

Hg =m(T(e) T(£); T(g)) Hg' =m(T(e).T(£'); T(g'))
- Entonces tenemos
s T(e').T(£') =Z g"T(g")
'Agrupemos aquellos sumandos de la forma Hg'T(g'5 por un

_lédo y el resto en T(p,;..,p);X, X C Rénf1)k por-lo tanto

T(e') . T(E£') = T’%g.)ug'T,(g') FTUPs o, yP) X

apliéand§ ¥ obtenemos
V(T(e').T(£")) = Ing'¥(T(g')) =Zug'T(q)

adémaéﬁT(e),T(f) = Zpg T(g). Por le¢ tanto si probamos que‘pg =ug’

“habremos terminado.



n n
¢ gt - T
Sean L' =% "iEO xui, L i3, XUi
' . ci 2 ei
| -
N' =%, +i§ Zp ug, N —121 Zp Tuy

Note que N' = Zu

Entonces

cy

LN} = (p%,...,p = g

{neant} 2{1,p%,,..,p%" =g!

A hora por proposicidn 2.8.

ug =#{M/{L :M} = £, {M :N} =e}

ug'=#M'/{L" :M'} =£',{M",N'} =e'}

Probaremos que dado M' con {L' :M'} =f'y (M" :N'} = e
este nos determina de manera fGnica un M que satisface

{L M} =f y {M:N} =e y viceversa.

Sea 'M' que satisface {L' :M'} = £' y IM' :N'}=e' de

la primera igualdad -vemos gque M!' =Zu, + I thlui =Zu, +Ezui
. ; : i
7. ""..y de la segunda deducimos que N' = Zu, + E%palvi . Entonces

| u, € N' ¢M' seaM=MNOL i.e, M= EZpblui = Zvi entonces

 M' = Zu, + M., Ahora bien {L:M}=f gy {M:N} =e nuestra

primera. igualdad se obtiene de las expresiones . L ='Exui y

0 ¥ la segunda de M = VZvi y N = ZZpalv " El in&eg

M = 2zpPlu o




so se hace de manera semejante. Esto completa la demostra-

cion,

Teorema 2.12. E1 anillo R;n) es el anillo de palinomios soktre

Z en n elementos

T(1,...,1,p),7(L,...,1,p,P),...,T(P,P,+..,P)

los cuales son algebraicamente independientes. En especial

R;n) no tiene divisores de cero (diferentes del cero).

Demostfacién. Usaremos induccién sogre n. Para n=1, la propo-
sicién es clara puesto que T(p?) = T(p)® por proposiciédn 2.9,
Por lo tanto supondremos que n > 1, y que la proposicidn es ver
dadera para n-l., Para toda T[al' con det(a) = pv, pongamos

, definimos @ (X) como

k

el mdximo de los m(FakP) con  -Cy # 0. .Llamaremos a X homo~

\ (n)
r = - o= €
@ (TCal') v, y para X i ¢ .FakP RP

géneo si los m(FakP)A son los mismos para toda ck # 0. En .par-

ticular T(pa‘,l..,pan) es homogéneo, ¥y w(T(pa’,...,pan))

a; +ayt...ta . Sea Tén) =7T(,%,...,1,p,...,pP) con n~k 1's y

k p's.: Utilizaremos induccidn sobre pera probar. que todo

(n) Tl(n)

elemento X de RP es un polinomio en ,...,Tén). Consi-

deraremos finicamente los generadores, es decir elementos de la

. n ' .
forma X = T(pal,...,pa )» si a > 0, tenemos por el lema

1
2.9



al'

an
1oeasP

T (p ) =T(p ,...,p)T{0™1™3, ., pn7 ),

de modo que nuestro problema se reduce a un elemento con W menor.
{Note que w(X) = 0 si y solo si X es constante i.e. un elemento

de Z). Por lo tanto supondremos que &, =0. Consideremos el

(n+1)
P

hipdtesis de induccidn, tenemos

homomorfismo ¢ :+ R > R;n) obtenidec en el lema 2.11. Por

n-1)

¢ {x) =T (P?%,...,p*") =2 uk.Mk(T.( Y,
k ks

{(n-1)
i

donde u, €Z, y los M (T son monomios en Tfn_1),...,Téi;1).

(n-1)

Note que cada Mk(Ti ) es homogéneo. ©Por lo tanto supondre-

‘mos que m(Mk(T;n—1))) = o (X) ¥,, Dpuesto que no hay cancelacibn
entre elementos homogéneos con ®'s distintos. Si sustituimos

(n) (n-1) 3
Ti por ?i y hacemos .

v o= (D) (n)
Y = Zu .Mk(T‘ peeer T9)

x k
Como m(T;n)) =i entonces m(Mk(T{n))) = @w(X). Ahora co-
mo - ¢(X -Y) = 0 existe un elemento 2 de r{™ tal que

(n~1)

y ) ~entonces.

X -Y=T(p,...,p).2 como (X) = N, @ (T,

w(Z)‘<m(X). Nuestra hipdtesis de induccidn no dice que 2 es un.

“polinomio en T;n) por lo tanto X € Z[T:n),.._,Tén)],

Para demostrar la independeuncia algebraica de leos Tin).

‘Supondremos que ellos son algebraicamente dependientes. Sea



, .
P(T:n),...,Tsn)) = 0 una relacibn polinomial en Tfn),...,Tén)

P # 0. Expresamcs P en la forma

(n}
1

tny, _ & (n) iy e(m) tn)
30 AR AP IETE- NG A T TG AR ONE Ais

.

donde PP #'0. Como Tin) no es un divisor de cero, tenemos

i .
_ (n),i-k
0= 5 )

(n) (n)
Pi(T1 ,...,Tn_l)

Aplicando ¥, obtenemos Pk(T:n—l),...,TéS;])) =0 induc

tivamente tenemos Pk = 0. Contradiccidn. Esto completa la de

mostracidn.

Del teorema 2.12 se sigue que todo el anillo R(I',8) es
un anillo de polinomios sobre % con una infinidad de indetermi
nadas de la.forma T(l,...l,p,...,p) donde p es un primo. En

particular R(I',4) es un dominio entero,

Para todo entero positivo m, T(m) denotard la suma de to-~
dos los Tal' con o € A y det{d) = m. Ahora consideraremos ung

-serie de Dirichlet formal (con coeficientes en R(I',A))

et -— . -~
D(§) =Z__ T(m)m S= ¥ (lal).det(a)”%,
w= rMa/r
Donde la Gltima suma .se toma sobre todas. las clases dobles
distintas. Tal' .con a enkA; De la proposicién 2.9 sabemos gue

" Tar <TRP =;faBP donde " o = diag[al,{..,all B =diag(b1,;.a,bn]



y (an,bn) = 1 por lo tanto T{m).T{(m') ==Fal ,ZTRF con deta =m

det(B) =m', i.e. T(m).T(m') = GEB FaBl =T(m'm') esto sucede

si (det(B), det(u)) = 1. Resumiendo T{m).T{(m') = T(m.m') si
(m, m') = 1, Por lo tanto D(s) se puede escribir (formalmen-
te) como un producto infinito

Z, TP

D(s) =1 [

I
P k
donde - p corre sobre todos los primos. Por nuestra definicidn de

T(m) tenemos

» .
kzo T(pk)X}” - oy T(pe1l””pen)xe1+...+en
) O0<e, <,,,.<e
1 n
donde X es una indeterminada. Ahora demostraremos que esta se-

rie formal de potencias es en realidad una expresi8n racional en

X:
Teorema 2.13. Sea Ti") =T(l,...,1;p;.+yP) con'n=ig's e

i pP's, y sea X una indeterminada entonces

@ Ky k . B £10i-1) /20 (n) i, =1
Lo TR =1,2 1 o MxM T

y .por lo tanto

g
L —g i 3(i-1)/2,(n) ~is ~1
T(m)m =I£1> [igo(—l) p T, Vp T

U8

donde el producto se extiende sobre todos los primos p; Primero.”

‘demostraremos dos lemas.
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\\1%‘%.
\xb Y‘ Qﬁ\tk
w\ R =

LEma 2.14., Sean los enteros i coma gh la proposicién 2.10.

Entonces
(n), i hd m, ,m
T, Mxt (2, MY
- (k) d dk,,d,+...+d
=Zy C; { =z T(l,...,1,p Yse.e,p )%X1 k}
1<df§”.<d
k
(k) (n)

se _entiende que Ci =0 si 1>k, y Cy '=1.

Demostracidn. Fijemos un conjuntc de exponentes {dl,...,dk}, v

denotemos con p (d) el coeficiente de T(1,.. .l,pdl see .,pd)de1+' -wtdk
+ o

en el producto Tin)Xl '(mgo T{(p™X"™). Observese que dicho térmi

no aparece en T;n) XlT(pn)Xm solo si i +m =dl+"'+dk' Fijemos

"un reticulo N que_satisfagé’ {L:n} = [l,...,l,l,pdl,...,pdk}
por la proposicidn 2.8.

¢

p{d) =2 #imM/{n oM} ={1,..2,p,...,p}, (M :M} ={L :Lal
a

donde la suma se extiende sobre todas las Tar con det (o) = pm

y o €A, (aqui y en lo que sigue el nimero de repeficiones de
p es siempré i)y, si {n .m} #{l,...,l,p,...,b} y N-C M, po-
depos encontrar o de A que satisfaga M :N} = {L :La}, vy~
obviamente det(a) = pm. Por lo tanto u({d) —es elvaneré de

réticulos M que satisfacen

(*) vncuMm, {L.m}=A{2,,..,1,p,...,p}



n
tomemos una base fui} de modo que L = T Zu

n-k
= z .
N v=1 zu\) + v 1ZP un-k'f'\)

b o g

n-k

Entonces PL + N = I 2Zu, + ZZpu por lo tanto
(

v=1 v n-k+v °*

L(bL +'N) es isomorfo a (Z/pz)". Si M satisface (*), tenemos
PL +NCHM, y L/M es isomorfo a (Z/pz)i. Por lo tanto u(d) #0
solo si i € k. Supongamos que 1 € k vemos que MﬁPL_+N)

es un subespacic de L/(PL + N) de dimensidn k-~i. In&ersamgnte,

cualquier subespacioc de dimensidn (k-i) de L/(PL + N) puede es

eribirse en la forma M/(PL + N) con M finica que satisfaga (*).

(k)

Asi tenemos u(d) = Ci con esto completamos la demostra-
cién,
k- i i(i=1)/2 (k)
Lema 2.15. ‘Bo (-1)7p C,”" =0 si k>0.
i=
k .
Demostracién. sea  £(X) = - p'). Entonces
i=

k-1 i i
=B, £@X)/[£ (p7) X ~p7)],

pueSto que el lado derecho es un ﬁolinomio de grado <k : el ..

k=1

cual toma el valor 1l en k puntos po,p!,...,p (sustitu-

~yendo pk bor X).. Entonces.



4

P
|

2 C(k)( l)k i- 1p(k—1\(k i-1)/2

|
[ oo

;k)( 1)3—1 Pj(j-1)/2

_j1

que es lo que se queria demostrar,

Demostracion del Teorema 2.13.

Consideremos el prbducto

(_l)ipi(i-1)/2 :n) 1] [ Eo T(p )X ]

por el lema 2.14, esto es igual a

n

4 c(k)’

(- 1)1 i(i=-1)/2

d dk, dy+...+dk
ST, .., 1,p 0, 0., p )X }
0

n
Z
i=

por el lema. 2.15, finicamente el término con k' =0 es no nulo y

este té&rmino es precisamente 1, con esto concluimos la-demostra-

¢idn.

Si n=1 el Teorema 2.13 nmnos dice gue

; ‘.T<m)m_s =1 [1 —T(p)P-S]-1
m=1 P

y si’n=2 podemos escribir el Teoréma 2.13 como

- 0 . - o
) B T = 11T (,p)pT 4T (e, p)p T

: (N&tese que  T(l,p) = T(p)).



Teorema 2.16. Si n=2, y p denota un primo, entonces las si-

guientes fdrmulas se cumplen.

(1) T{m} = Z T(a,d)
: ad/m a/d
(2) T(1,p5) = T(p") -T(p,p)T (") (x > 2)
(3) T(mT(n) = 2 d.7(d,d)T(m.n/d?)
d(m,n)
r -
(4) TEITE%) = I ettt T <)
(p+1)T(p,p) (k =1)
(5) T(p)T(L,p") = T(1,p"") +
' T (p,p") (k >1)
(6) grad(r(1,p*) = graa(rp®,p™™)) = p" T +1), x>0
A7) 'grad(T(m)) = la suma de los divisores positivos de m.
Demostracidn. Las primeras dos relaciones son obvias. Como
R;2) es un anillo de polinomios 2 [T(p), T{(p,p)l., podemos,sﬁ—'
mergir R;z) es un anillo de polinomios Q[A,B] con dos indetég

minadas A,B de modo que

1 - (p)X +pT(p,p)X? = (1-AX) {1 - BX)
Entonceé

“ |
2o TeME™ o (1-ax) "7 - (2-%)37) / (A-B)

2 m m, M
émEG'<A"-B 1X7/A -B
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m
de modo que T(p™) = (Am+1 - )J/A ~B = tgo AT g por lo
tanto
1 1
aT (™). (p%) = (A% r(pT)-3 T (pT)] / (a-B)
s¢1 L r-T.T _s+1 % ATRE-T
=(" " Ey AT B -BT  ZAB)/(A-B
L T.T, THs-2T+1 _r+s-2T41
=T A'B (ATTSTT B )/ (A=B)
2=0
T T -2
=120 p T (pT,pT)T (pF 2T
con esto demostramos (4). Observese que (4) es un caso especial

de (3). Por lo tanto (3) se sigue de (&) y (®%), sik =1,
(5)’es un caso especial de (4). Si k > 1, obtenemos de (2)

Ly (w)

TTE)T(L M) = T +T (e, ) T (BN -Tip)T )]

T(l,p )+T(p p)[(p+1)T(p —T(p)T(p )]

El término T(p)T(pk-z) estd dado por (3) de modo que al sus-
tituir obtenemos (5). Por la proposicidn 2.10, tenemos

(2)

gzad(Tp)) = C,7'=P+1 y grad(T(p,p) = 1. -Aplicando la pro-

. posicidn 1.4% a (4) obtenemos:

Cp+1).grad (M) = grad (")) 4p.graa(ee* ).



aplicande induccidn sobre k, vemos gue

(*¥**) grad(T(pk)) =1 +p +...+pk

De esta relacidn y la proposicidn 1.% y de la relacidn

T(m.m') = T(m).T(m")

. de (*¥*%) gy (2).

obtenemos (7).

Finalmente (6) se sigue
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