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l N T R o D u e e I o N 

Una de las ideas mis fructiferas en la teorfa de las formas 

··modulares, la idea de los operadores de Hecke, está basada pri n­

cipa lmente en las formas modulares para un grupo G sobre ciertas 

clases dobles módulo r. La mayorfa de las relaciones entre ºP! 

radares de Hecke únicamente refleja relaciones entre las corres­

pondientes clases dobles. El primer capítulo de este trabajo -

estudia el anillo de Hecke generado por estas clases dobles. 

En el capítulo dos se dan propiedades acerca de estas cla­

·ses dobles y se consideran series formales de Dirichlet con co! 

ficientes en el anillo de Hecke expresadas en términos de produ~ 

tos de E u 1 e r. 

Aprovecho este espacio para agradecer al Dr. Félix Recillas 

la dirección de esta tesis, y en general a todos mis maestros 

que han sabido introducirme en el maravilloso mundo de las Mate-. 

máticas. 

Mayo 1990. 
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l, DEFINICIÓN DEL ANILLO DE HECKE, 

Sea G un grupo multiplicativo, r y r• subgrupos de G. Escri­

biremos r - r• sir y r• son conmensurables, i.e. r () r• tiene 

índice finito en r y en r•; ¡r () r• :r] < .. rr () r• :r•¡ < 00 • 

Fijemos un subgrupo r de G y consideremos el conjunto 

Lema 1.1 

r fo E G/a ra - ¡ - r} 

i) La relación - es de equivalencia. 

ii) r es un subgrupo de G que contiene ar y al centro 

de G. 

iii) Si r - r•, entonces r r•. 

Demostración i) Demostraremos Onicamente la Transitividad. Sean 

I' 1 ,r 2 y I' 3 subgrupos de G tales que I' 1 - r 2 y r 2 - r 3 • Entonces 

la inclusión rl n r2 e r2 implica la inclusión 
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Por lo tanto 

y 

de manera semejante se ve que 

ii) Note que si r 1 y r 2 son dos subg~upos conmensurables de G 

y g E G, entonces 

ahora si a E P, entonces a- 1 ra - a- 1 (a. ra- 1 )a 

implica que a- 1 E P.. 

Ahora si a
1

, a
2 

E r, tenemos 

i. e• 

r lo cual 
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De esta manera hemos verificado ~ue r es un subgrupo de 

G, obviamente r contiene al centro de G. 

iii) Sea !' -r•, entonces si a E r 

así a E r•, i.e. re r• de manera semejante se verifica la 

otra contensión. Por lo tanto r = r•. 

En la discusión siguiente, fijaremos r y una familia 

{rA}AEA de subgrupos de G que son conmensurables con r, don­

de A es un conjunto de índices. 

Proposición l.z' Si a E r, se tienen las siguientes descompo-

sic~ones ~n clases ajenas. 

d 
na- 1 rAal 1) rAarµ i~1 r A a i con d rr .r 

µ • µ 

e 
2) rAarµ j~1 f3 .r con e [ rA : rA n ar a - 1 ] 

J µ 

Demostración. Sea .1\arµ = ~rAªºi' entonces rAaoi =rAalij => 

.. ¡oj 5-~l Ea- 1 rAa pe::-o oi,oj E rµ tr,nemos que 

o. 0: 1e !' n a- 1 r a esto implica que 
J i µ A 
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observe que todas las implicaciones s0n reversibles, por lo tan 

to 

como r 
µ es conmensurable con 

d =[r :r na.- 1r,a] <°' y 
µ µ /\ 

un conjunto de representantes de r /¡r.no.- 1 r,et} 
µ )l 1\ 

Por lo tanto 

r:i..arµ con 

Un a~gumento semejante se aplica ai segundo inciso. 

Ahora consideremos el ~-m6dulo RAµ qu~ consiste de todas 

las sumas finitas formales de la forma con 

.... ; rara toda 

número de clases 

con o. E r denotemos por grad(rAarµ} al 

contenidas en rAarµ y si hacemos 

definimos grad(x) por 
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y le llamaremos grado de X. (se p~ede definir otro grado 

considerando clases laterales izquierdas urµ contenidas en 

rAarµ. Este grado puede no ser igual al anterior, pues en la 

proposición 1.2 no necesariamente d =e) . 

. Introduzcamos ahora una ley de multiplicación: 

Primero consideremos las siguientes descomposiciones aje-

nas. 

rAarµ ur ,a., 
i /\, l. 

r sr µ \) 

(Evidentemente a,13 E r). Entonces 

r,ar sr /\, µ \) ur,ar f3. 
j /\, µ J 

Por lo tanto rAarµsr" es unión finita de clases dobles de 

la forma rA~rv. 

Si u = r,ar , v = r sr y . /\, µ µ \) W = rAsr" definimos el "produc-

to" U, V siendo este elemento de RAV por 

u.v l:m(u.v; W)W (1) 

donde la suma se extiende sobre todos los w, w =r,sr cr,ar p,r 
, A \) . /\ µ \) 

.y m(U•V; W) = número de (i,j) t¡¡les que rl.aisj = r"s 
(s fijo) 
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Para que nu~stra definición tenga sentido debemos demostr~r 

que los lados izquierdo y derecho de (1) dependan de U, V y W 

y no de la elección de los representantes fo.}, (S.} y C 
1 J 

Para 

este propósito #(S) denotará el número de elementos de un conju~ 

to finito S. 

Notemos que 

(i) Para una j dada la última igualdad se cumple exactamente 

para una i (pues rAarµ = urai es ajena). 

Cii) ~s~ 1 E r ar <~> s E r -ir ~ 
" J A µ j µª A"' 

Estas consideraciones nos permiten escribir las siguientes 

igualdades. 

#f(i,j)/r,a.f .. =rl;} 
/\ 1 J 

#{j/1;8~ 1 E r,ar } 
J /\ µ 

nfunero de clases de la 

forma rµi; contenidas en 
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el último número es obviamente independiente de la elección de 

r ;i..1:r v, entonces 

por lo tanto 

Por lo tanto el número anterior es independiente de la elección 

de F;. 

Después· de esta verificación, podemos definir la ley de mul-

tiplicación R:\µ xRµ\J -> R;\v extendiendo el mapeo (U, V) ->U.V 

linealmente i.e. si x = kckr:\akrµ E R:\µ y y= kbk,rµa~rv 

entonces 

(x,y) -> x,y 

Proposición 1.3 Sean U, V, W,·fo .. }, {a.} y F; como antes. 
l. J 

Entonces 
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f 
Demostración. Sea r;\~rv ~ rA~k una descomposición ajena. 

Entonces 

y observando que la última igualdad se cumple para exactamente 

una k (ya que urA~k es ajena) tenemos: 

f 

k~l # { (i,j)/r/.aif3j "'r>.~k} 

t .m ((u •v) ;w) 

Pro pos i e i ón 1, 4 Para toda x ER;\µ y toda y E Rµv se tiene 

grad <:x·Yl grad(x) • grad(y) 

Demostración. Conside~emos la notación como en la proposición 

tenemos 

grad(u·v) E grad(w) ·m(u·v;w) "' 
w 

= conjunto de todas las parejas (i, j) tales que 

r,a.13.r = w 
. /\ l. J 11 
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pero grad (U) 

por lo tanto grad(U·V) = grad(U)·grad(y). 

y y entonces 

grad(x·y) 

grad (X) •grad (y)_ 

Proposición 1.5. La multiplicación anterior es asociativa en el 

sentido de que. 

(x.y). z x. (y.z) con X ERk:\.' y ERAJl y z ERµv 

Dem.ostraciéln. Sea Mµ el Z-módulo de todas las sumas finitas far 

Sea u =r,ar =Ur_,a. 
/\ µ i /\ l. 

una descomposición aj&na. Asignaremos a cada U un mapeo ~ lineal 

de Mµ en MA ( el cual denotaremos nuevamente porµ); 
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por medio de la acción 

Esta definición no depende de los representantes fai},f~k}. 

En efecto, si 

u =rAar µ 

entonces con 

Por lo tanto 

tambi!!n si r .. =r o => .. =y él 
µ"k µ k "k ).1 k 

entonces 

sistema de representantes de las clas~s derechas r o.. 
X 1 

en 

r,ar .' . /\ µ. 
entonces {a 1 y , ••. ,o.dy} también es un conjunto de re-µ µ 

p~esentantes pues 



donde 

Es decir la definici6n no depende de la elección de (a.} 
l. 

Por linealidad obtenernos un rnapeo de RAµ en Hom(Mµ -> MA); 

X-> <P(X) 

está definida por la correspondencia 

Este rnapeo es inyectivo. De hecho, si 

• • • (*) 

con X=:!: C (r, ar ) 
a (J. A µ 

donde r,air t r,a.r i f j 
A µ r.Jit 

entonces 

lo tanto 
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para algunas ªi' aj pero esto último implicaría que 

Por lo tanto (*) es imposible, Así~ es inyectiva. 

En seguida consideremos las descomposiciones ajenas 

entonces, tenemos 

{r, ar . r sr l . r n 
" µ µ \) \) 

{:!:rn(r,ar ·r sr ;r,sr )r,sr l r n s " µ µ \) " \) 1\ \) \) 

i,j. 

Si
0

recurremos todos los s obtenemos todos los i,j 

por lo tanto 

{ cr, ar l • cr sr l l r n 
1\ ·µ µ \) \) ~ a.Sjn 

ij J. 
~ (r :>. ar ) r s. n 
j µ µ J 

r, ar { (r sr l • r n} 
"µ µv v 
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esto demuestra que (y. z) .a y (z.a) con si 

además X E RkA' tenemos 

((x.y)z)a = (x.y) (z.a) = x(y. (z.a)) (x. (y.z) )a 

por la inyectividad demostrada anteriormente, obtenemos 

(x.y) .z x. (y.z) 

Lema l. 6. Sea a Er. Supongamos que el número de clases de la 

forma rt.¡; en 

tes {a.} tal 
l. 

rAarµ. 

que 

rt.arµ 

Entonces existe un conjunto de representa~ 

ur,a. 
i /\ J. 

entonces 

!; E rAarµ rAnrµ pues n = y~ayµ y por ~o tanto ~ =8nE con 

8 E rA E E rµ sea t = 8- 1 E. Entonces 

y nr µ tr µ 

a decir t a un representante común para rA¡; y nrµ. De esta 

manera si recorremos !; y n encontramos un t representante para 

Proposición 1.7. Sean a e r y ~e r 

( i) 

( ii) (r 13r l si µ µ 

Entonces 

ar µ 



La demostración es inmediata a partir de la definición de 

producto. De hecho si 

Entonces 

donde w 

u r A Clr µ y u 

~ m(U.V; W)W 
w 

así que m(U.V; W) = 1 y sólo hay una clase rA~rµ contenida 

De manera semejante se prueba (ii). 

Consideremos un semigrupo A fijo tal que r e 6 e r . Sea 

R (r ,A) el· Z módulo de todas las sumas finitas formales 

con Ck E Z y Clk EA, Con respecto a la ley de multiplicación 

introducida anteriormente R(r,A) es un anillo asociativo el -

cual le llamaremos el anillo de Hecke con respecto ar y A. 

Obviamente r = r 1 r es el elemento identidad, 

Proposición 1.8. Si G tiene un antiautomorfimos a.!--> ª"' tal 

que r:': = r y (r a. r) :': = r a. r para todo a. E A, entonces 

R(·r ,6.) es conmutativo. (Aquí un antiautomorfismo de G significa 
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un mapeo uno a uno de G sobre si mismo que satisface (aS}"' =S"'ª"', 

Demostraci6n 

r a r (r a r} "' 

cura. )1': 
1 

por lo tanto r a r = ura. = ua~r 
1 1 

i. e. hay tantas clases latera-

les izquierdas como de~echas, por el lema 1.5 para cualquiera 

a, f3 E Ó podemos escribir 

r a r =Ura. =Ua.r 
i 1 1 

r e r =ure =ue .r 
j j j J 

(todas las descomposiciones son ajenas). Entonces 

Si r ar f3 r 

r a r ::r a''' r =ura''.' 
1 

r e r "'r S''' r "'urs''' 
j 

~ r ; r, eni;onces 

rarer=r S'
0

' r a"'r (f' af' f3T')'°' =Uf' ;r 
; 

y 

y 
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Por lo tanto tenemos 

cr o.rJ • (r srJ =t e; (r ;r¡ 

(r 13r¡ • (r o.r) =:!:e• (r ;r¡ 
; 

por la propos!ci6n 1.3, tenemos 

aplicando '' # ({ (i,j)/r13~' o.'.'r 
J ;t 

et grad (r ; r l , 

do modo que 

e e' ; ; 

esto completa la demostración. 



C A P I T U L O 2 
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2, UNA SERIE DE D!R!CHLET FORMAL CON UN PRODUCTO DE EULER, 

En esta sección nos restringiremos al caso G =GLn (Q) y 

r SLn (Z). 

Sean y, y 1 E r, y 1 (y lj) si N es un en-t;ero 

positivo escribiremos' 

y - y' si y . . :: y ~ . >nod (N) 
J. J J. J 

lo anterior define una relación de equivalencia con la propie~ 

dad de que si 

y 1 - y 
2 

mod (N) y y 
3 

- y 
4 

mod (N) 

entonces 

y l Ya - Y2 Y4 mod(N} 
.. ~·. ~~:.. 

y -1 y; 1 mxl(N) Y¡ -

por lo. tanto A - B mod N si y solo si 

AB- 1 :: I mod (N) 
n 
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donde In es la matriz identidad y A,B E SLn(Z). 

Denoraremos por rN al conjunto de todas las matrices en 

r congruentes, módulo N, con la matriz identidad; 

rN {y e r¡y _ I mod(N)} 

Obviamente rN es un subgrupo der. 

Si consideramos el mapeo 

;\ ; SL
2 

(Z) -> SL 2 (Z/NZ) 

y...:..:..>. ;\(y) =y mod N 

i, e. 

donde 

;\ asi definido es un homomorfismo de SL
2 

(Z) en SL 2 (Z/NZ). Si 

logramos ver que ;\ es sobre, entonces ;\ nos induce un isomor-

fismo; 

;\ : SL 2 (Z) /K , -> SL 2 (Z/NZ) 
, er " 

Note q~e Ker ;\ rN. 

De ésta manera tendríamos ·que 
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Antes de probar que A es sobre, p~obemos el siguiente lema: 
r, 

Si (m,n,N) 1, entonces existen enteros n', rn' tales que 

n ' - n rnod N , rn ' ::: rnod N y (n', m') = l, Notemos que si 

ín, m, N) = 1, entonces (n, N) = 1 o (rn, N) = l. Supongamos 

que (n, N) = 1, por el teorema de Dirichlet sobre progresiones 

aritmeticas, ésto implica que la progresión kN + n contiene 

una una infinidad de números primos. Sea k¡ EN tal que 

k 1N + n m' es primo y n' un entero con n' =k 2N + m k2 EN, 

Entonces (n', rn' ) = 1, rn' - m rnod N y n' - n rnod N. 

Ahora bien si (:1_ es un elemento de SL
2 

(Z/NZ) y tomamos 
e 

enteros que cumplan con 

ª1 

"'l l~ :] mod N 
el dl 

entonces ª1 di - bl el - 1 mod N 

de modo que 1 

por el lema anterior podemos suponer que (c1,d1l l. Se¿¡ n un 

entero tal que 
.... : e: .. 

ª1 dl - bl e1 =1 +nN, 

como (c1 ,di) 1 podemos elegir enteros ª2 1 b2 tales que 
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si hacemos a = a\ + azN, b bl + b N c1 e d dl vemos 
2 

que 

( a b ) E SL
2 

(Z} 
e d 

y 

a b ª b 
e ü )m:xl N = ( e d) 

por lo tanto hemos demostrado el siguiente. 

Lema 2.1. (1) Sea A el homomorfismo de SL
2

'(Z} en SL 2 (Z/NZ} 

definido anteriormente. Entonces. 

(1) A es sobre. 

( 2) ker (A} rN en particular rN es subgrupo normal der. 

( 3) [ r 

Lema 2, 2. Sea $ E ?\ (Z}, det ($) 

rNb e B-1rN en erNs-1. 

b ,¡. o. Entonces 

Demostración. Sea $' bS- 1 como $ E Mn (Z), si y:: ln rnod (Nb), 

entonces tenemos: 

S'yS - B'e 

·por lo tanto 
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Esto demuestra que 

1 -1 
de modo que$· y$ E rN' 

por lo tanto 

de manera semejante se ve que 

Lema 2.3. r GLn (Q). 

Demostractan. si 

$ E Mn (Z), tenemos 

a E GLn (Q) entonces a = CS con algCn C E Q, 

ara-1 = $r$- 1
, por el lema anterior r n$r$'" 1 :::>r 

. b 

con b = det($) 

transformando por el automorfismo interno ~ -> a- 1 sa y sustitu­

yendo a- 1 por a, obtenemos [ara- 1 :ara-1 n r] < oo de modo que 

a E r, la indusión inversa es obvia. 

Sea ti = {a E M n (Z )/det (a) > O} obviamente 6 es un semigrupo 

y r C 6 C r. Ahora determinaremos la estructura de R(r,ti). Para 

n enteros la matriz diagonal ccn 

elementos diagonales a
1

, ••• ,an. En virtud de la teoría de los di-

viso~es elementales (lema siguiente) sabemos que los representan-. 

tes para r\ 6/r 

ti vos 

estan dados por diag[a
1
,.,.,an) con enteros pos! 

tales que a 1 iai+l' Entonces sabemos que la 

tr.ansposición ~ -> !',;T es un antiautomorfismo de G y (r o I') T=ral' 

para toda clase dohl~ l'ar. Por la proposición 1,8 esto demuestra 

que R(r,ti) es conmutativo. 
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Nuestra pr6xima tarea es obtener una pequena tabla de mul­

tiplicar de R(r,~). 

La idea principal es asignar un retículo a cada clase 

r
0 

y contar el número de retículos en lugar de contar el número 

de clases. Para este propósito,sea. 

V Espacio Vectorial de 

todos los vectores rengl6n 

con componentes en Q, 

que actúa a. la derecha de V. Llamaremos a un 

submódulo L de V, un retículo (más específicamente un ~-retí­

culo en V; si L es finitamente generado sobre ~. y V es generado 

por L sobre Q, Los siguientes resultados son fáciles de deducir: 

1) L es retículo en V <~> L es un Z-m6dulo libre de rango n. 

2) Si a E G y L es retículo en V, entonces La es un retículo 

en V. 

3) Si W es un subespacio de V y L es un retículo en V entonces 

L n W es un retículo en W. 

4) Si L y M son retículos en V entonces: 

(i) L +M y L nM son retículos en V. 

(ii) existe un entero positivo C tal que CLCM. 



- 23 -

Lema 2.4*. Sea L y M reticulos en V. Entonces existen n ele-

mentas U u de V y números racionales positivos b1 , ..• bn 
l' • • ·' n 

tales que 

Este es precisamente el teorema fundamental de los diviso­

res elementales de M relativos a L, y escribiremos 

{L :M} 

Si Me L se -t;ierie [L :M] = b
1 
••• bn. 

En efecto si M C L, entonces b 1 , ••• ,bn son enteros. Sea 

u 1 , ••• ,un una base de L y b 1u 1 , •.. ,bnun una base de M, de modo 

que L/M es el producto directo de grupos cíclicos finitos de or-

den b 1 , ••• ,bn por lo tanto [L/M] 

En particular si a= diag[b
1

, ••• ,bn], entonces 

{L : La} 

De aquí en adelante denotaremos exclusivamente por L al 

retículo zn. 

Sean a E r e G y t E L, entonces 

* V«n der Waerden, B.L. AJ.gebra (tradur.ció!l Sa. edición), Ung·ar, 1970. 
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a ex 
ni nn 

n n 

i~l 2 iªi1 '' .. 'i~1 2 iªin 

Este último vector pertenece a L pues 2i ªij son enteros para 

·todos i,j. Lo anterior nos permite afirmar que 

re {a EG/La L, det a >O} 

De hecho la igu'!lldad se satisface, para probarlo tomemos 

a' E fo E G/La = L detcx > o} 'como 

existen Z1, ••• , zn E zn con z ·ª 1 
J. 

[ z~·· nl] • zcx 1 = I 'z = 
n 

.,,.; :"-

I 
n 

La' = L y det(cx') > 

ei =(0, •.. ,1,0, .. :,o), 

o 

o 

y .det(z.cx') = det z.deta' = det I 
n 

l. Obviamente det zE:it y 

det a 1 E Z pues eia' = (ai'''''ªin) E Zn por lo tanto 

det· z = det a = 1. En consecuencia 

r =SL (Z) ={a EG/La =L det a> O} 
n 
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Por otro lado ra = rS <~>La= LB. Ya que sira rS 

entonces raS- 1 =r y aS- 1 Er por lo anterior LaS- 1 = L 

finalmente La= LS. 

Lema 2,5, Sean M y N retículos en V, Entonces 

{L: M} = {L: N} si y solo si existe un elemento a E r, tal 

que Ma = N. 

Demostración, Supongamos que existe a E r tal que Ma N. 

Ent.onces La = L y 

{L: M} (La: Ma} {L :N} 

. inversamente si 

{L : M} {L : N} 

Entonces existen elementos ui y vi, i=.1 1 2,.,,¡n, de 

v tales que 

y 

N 

Sea a E G que satisfaga u.a =v. como { ui}' {vi} son 
1 1· 

bases de ta + 1 si de ta = -1 tomamos -vi en lugar de v. 
1 

¡.,- de esta manera a E r' por lo t.anto La =L y ?!a = N, 
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Sean enteros positivos tales que 

ªi+ 1 es divisible porª±' Definimos 

rar 

Como se observó antes, el anillo R(6,r) es generado por 

sobre ~, 

En seguida se da la correspondencia entre las clases fre 

rar y ciertos ret1culos, mas pre~isamente tenemos el siguien-

te. 

Lema2.6. Searar=TC.a11 ,,, 1 an) entonces rs->Ls da una 

correspondencia uno a uno entre las clases r; de rar y los 

ret1culos M tales que {L :M} = {a1 ,.,, ,an}. 

Demostración. Podemos asumir que a 

rt =rae con Ó E r, tenemos 

..... {L:Laó} {L La}= {a
1 
,,,,,a } 

n 

si 

Inversamente; si {L :M} = {a1 ,,,,,an} entonces por el 

lema 2 .. 5 existe y E r tal ~ue M =Lay, Obviamente 

ray e rar, esta correspondeno::ia; r; -> LE; es uno a uno, pues-

to que r¡; = rn si y solo si LE; = Ln. 
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Proposici6n 2,7. El grado de T(a 1 ,,,,,an) coincide con el 

número de retículos M tales que {L :M} = fa
1

, •• ,,an} . 

Demostración. Como el irado de T(a
1

, •• ,,an) es el número de 

clases Ps contenidas en T la proposición es consecuencia in. 

mediata del lema anterior. 

Proposici6n 2 ,8. Si (rar), <rsr¡ = r e{sr con es e~. En ton 
s 

ces es es el número de retículos M 

y {M : Li;} = {L : La}. 

Demostración. Sean rar = ura y rsr 
i i 

siciones ajenas). Entonces 

e., = #{ (i, j) /ra. S . 
. s i J 

tales que fL : M} = {L : Lf3} 

urs. (ambas descompo­
j J 

Note que i está univocaménte determinado por s y j. 

Supongamos que Laif3j = Ls y sea M 

que LSj = LSyi yi E r, se tiene 

LSj' Entonces, dado 

{~: M} {L :LS} por lema 

y {M :Ls} 

Inversamente, sea M un retículo tal que 
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{L: M} = {L: LB} y {M :LO=- {L: La} 

Por lema 2, 5 M 

Entonces {L :LsB~'} 
J 

LByi = LB
1

, yi E r para alguna i. 

{LB. : L!;} = {L : La}, Nuevamente por 
J 

lema LsBj = Lai para alguna i y Ls = LaiBj. Así cada M 

determina un par (i 1 j) e inversamente, Esto demuestra la pro-

posición. 

Proposición 2.9. Sean ayB elementos de 11= faEM (~)1deta>O} 
n 

tal que (det(a), det(B)) =l. Entonces ~ar). (rBr) =raer. 

En otras palabras, T_(a , ••• ,an).T(b1 , ••• ,bn) = T(a 1 b 1 , ••• ,anbn) 

si (an,bn) = l. 

Demostración. Sea s E rarBr. ~ean M y M' tales que 

.{L :M} ={L :M'}. = {L:LB} y {M:LS} {M': Ls} = {L: La}. 

Por lo tanto como 

[M +.M' : M) = [M' : M nM 1 ) (.*) 

y dado que M + M' e L y Ls e M n M' se tiene 

[ I. : M) [L:M+M'][M + M1 M ] l**l 

y 

[M: : Ls) [ M 1 : M n M 1) [ M () !11 : Ls } (***l 
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i,e, El lado izquierdo de l*1 es un divisor de [L: M)=det(p), 

y el lado derecho es un divisor de [M' : L!;] = det (al. Pero 

(deta, det$) = 1 por lo tanto 

M' M nM' y M M n M' 

Esto implica que M' e M y que Me M' por lo tanto M=M'. 

Si tomamos en cuenta la proposición 2.8 lo anterior significa 

que la multiplicidad de ri;r en rar•rer es uno. Ahora si 

!; E rarer, podemos determinar al meno~ una M como antes. Dado que 

L!; C M C L consideremos el homomorfismo 

f' : L/L!; -> L/M 

Q.+L!; 1--> HM 

el nllcleo de f 1 es M/L!;; Ker f' = M/LI';; por lo tanto f' nos 

induce un isomorfismo 

f: (L/L!;)/(M/L!;) -> L/M 

De aquí que L/L!; = (L/Ml@ (M/Li;J pero M/Ls ~ L/La y 

L/M .:::::. L/LS además (deta, detS) = 1 por lo tanto 

L/Li; ::::. (L/LaJG) (L/Lf3) 

por lo tantc los divisores elementales de L!; relativos a L es­

tán complatamente determinados por a y $. Esto demuestra que 

rarer consiste de una sola clase doble, la cual e~ obviamente 

raP,l', 
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De la prop0sición anterior, se sigue que todo T(a 1 , ••• ,an) 

es un producto de elementos de la forma T(pei , ... ,pen) con p 

primo y exponentes O< e 1 ¡ < ... < ªn• y tal expresión es Gnica. 

Para cada primo p, sea R (n) el subanillo de 
p 

R(r ,ll) generado 

por los elementos T(pe 1 
, ••• ,pen). Entonces nos restringiremos 

al estudio de la estructura de R(n). Antes de iniciar esta ta­
p 

rea, notemos el siguiente hecho, 

Proposición 2.9. T(c, ... ,c).T(b
1

, ••• ,bn) 

Demostración. Como rcr13r = rc13r, donde C =:élii:1g ¡c,,,,,c], 

s6lo hay una clase r~r contenida en rcr13r, y esta es de mul-

tiplicidad uno pues 

Ahora f~jemos un primo p estudiaremos la estructura de R(n). 
p 

Consideremos a (Z/pZ) n = L/pL como un espacio vectorial de di-

mensi6n n sobre el campo primo Z/pZ. 

Proposición 2.10. Sea C~n) el nGmero de subespacios de dimen-

si6n k de (Z/pZ) n. Entonces 

e CnJ 
k 

= grad(T(l, ... ,1, p, ... ,f)) ------ ..__..,,.....-n-k k 
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La idea de la demostración es sencilla, sabemos por la 

Proposición 2.7 que . grad(T(a
1

, ••• ,an)) 

mero de retículos M tales que 

coincide con el nú-

Entonces a cada retículo M con [L :M} = {1, ..• ,1.p, ... ,p} 

le asociaremos un subespacio vectorial de L/pL de dimensión 

n-k y recíprocamente a cada subespacio de dimensión n-k le 

asociaremos un retículo M tal que M/pL = K y 

{L : M} [ 1 , , .• 1 1 , p , .•. 1 p} con n - k unos 

Demostración. La igualdad c(n) = c(n) 
k n-k 

es bien conocida. Para 

conectarla con el grado de T, usaremos la proposición 2.7. 

Sean y M = ~u 1 + ••• + :Z:u k +:Zu k• 1p+ ••• +Zu p. n- n- + n 

Entonces 

{L : M} {1, ... ,1,p, ... ,p} 

Con n -k unos y k p's. Entonces 

pero [L :M] entonces 

dimensión n - k. 

PL e Me L 

[M: PL] n-k = p i,e. M/PL tiene 
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lnversamente, para todo subespacio k, de dimensión n-k, 

de L/pL si sea 

vamos a probar que K = M/PL. Es claro de K C M/PL. Entonces 

E !f;p u
1
. 

1 
+ :ll u. + ..• + :;:; u. ( k) + 0 + •.. + O p 11 p 1 n-

K 

Esto último prueba que M/PL e K. Veamos ahora que dimensión 

tiene K.[L: M] = pk por lo tanto [M :PL] = pn-k i.e. M/PL =K 

tiene dimensión n-k. 

Lb anterior junto con la proposición 2.7 muestran la igual-

dad. 

Definamos un mapeo ~-lineal o/¡ : R (n+1L> R (n) 
p p 

como 

y 

'Entonces 

Lema 2.11. o/¡ es un homomorfismo supraycctivo, y Ke~ (o/¡) 

coincide con (n+1) 
T (pl' •.. ,p).R 

p 
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Demostraci6n, La suprayectividad es 9bvia, la igualdad 

Ker(~) = T(p, .•. ,p)R(n+l) se sigue de la proposición 2.9 y la 
p 

definición de~. Para simplificar el resto de la demostración 

pondremos 

e' = {1,pªl I • • • ,pªn} e = (pªl I 0 • • ,pªn} 

f' { b¡ bn} 1,p , ••• ,p f {pb¡, ••• ,pbn} 

g' {1,pC¡ I' • '1PCn} g {pe¡,.,, ,pºn} 

µg=rn(T(e).T(f); T(g)) µg' =rn(T(e).T(f'); T(g')) 

Entonces t8nemos 

T(e 1 ).T(f 1 ) =E g"T(g") 

Agrupemos aquellos sumandos de la forma µg'T(g') por un 

lado y el resto en T(p, ..• ,p).X, XCR(n+l) 
p 

por lo tanto 

T(e') .T (f') /ig•)µg'T.(g 1
) +T(p,.,.,p).X 

aplicando ~ obtenemos 

~ (T(e') .T(f 1 )) };µg'~ (T (g')) =Eµg 1 T(g) 

ademSs T(e).T(f) = Eµg T(g), Por lo tanto si probamos que µg =µg' 

hab~emos terminado. 
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=Zn+1 
n n 

Sean L' = i~O Zui, L - 'I' Zu. - i~1 l. 

n ci 
n 

ci N' =:?:o + i~1 Zp ui, N = i~1 :tp u. 
l. 

Note que N' 

Entonces 

{L : N} 

y 

~hora por proposici6n 2.8. 

µg =#ÍM/{L :M} = f, {M :N} =e} 

µg'=#{M 1 /{L 1 :M'} =f',{M 1 ,N'} =e 1 } 

Probaremos que dado M' con {L' :MtJ =f' y {M' :N'} e' 

este nos determina de manera única un M que satisface 

{L :M} = f y {M :N} =e y viceversa. 

Sea M' que satisface {L' :M'} = f' y {M' :N'} =e' de 

l.a primera igualdad M' =Zu
0 

:¡; bi 
+:!:Zu. 'lemas que + Zp ui =Zu 0 i J. 

·Y de la segunda deducimos que N' = Zu
0 

+ :!:~p ai 

uº E N' C M' Sf!a M = M n L i.e, M :!::tp 
bi 

u. 
J. 

M' Zu
0 

+ M. Ahora bien {L :M} =f y {M : N} 

primera igualdad se obtiene de las ~xpresiones 

v. Entonces 
l. 

= :l:v. 
l. 

entonces 

e nuestra 

L = ':¡;zu. 
l. 

y 

bi 
M = :!:Zp ui, 

ai 
y la segunda de M " :!:Zv i y N = :!:Zp Vi• El invcr 
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so se hace de manera semejante. Esto com~leta la demostra-

ción. 

Teorema 2.12. El anillo R(n) es el anillo de pnlinomios sobre 
p 

Z en n elementos 

T (1, •.• ,l,p) ,T (l, ... ,l,p,p), ••. ,T (p,p, ... ,p) 

los cuales son algebraicamente independientes. En especial 

R(n) no tiene divisores de cero (diferentes del cero). 
p 

Demostración. Usaremos inducción sobre n. Paran =l, la propo­

sición es clara puesto que T(pª) = T(p)ª por proposición 2.9. 

Por lo tanto supondremos que n > 1, y que la proposición es ve~ 

dad era n-1. Para toda rar det(á) V para con = p 
' 

pongamos 

w erar) = v, y para X = ~ 
k 

ck.rakr E R (n) 
p ' 

definimos w (X) como 

el máximo de los (¡) crakr) con ck f. o. .Llamaremos a X horno-

géneo si los w (rakr ). son los mismos para toda ck f. O. En par­

ticular T(pª 1 ,: •• ,pªn) es homogéneo, y w(T(pª 1 
, ••• ,pªn)) = 

a 1 +a 2 + .•. +an. Sea T~n) = T(l,l, .•. ,l,p, ••• ,p) con n-k l's y 

k p's. Utilizaremos inducción sobre (¡) p<?ra probar. que todo 

elemento X .,de R (n) es un polinomio en Tl(n)' • •. ,T~n) Con si-
p 

deraremos únicamente los. genera'dores, ea decir elementos de la 

, ( a1 an) "' forma X= T.P , ••. ,p , si a /O, 
t 

tenemos por el lema 

2. 9. 
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de modo que nuestr~ problema se reduce a un elemento con w menor. 

(Note que w(X) =O si y solo si X es constant9 i.e. un elemento 

de Z). Por lo tanto supondremos que a 1 =O. Consideremos el 

homomorfismo i/¡ : R (n+l '-> R (n) 
p p 

obtenido en el lema 2.11. Por 

hipótesis de inducción, tenemos 

(n-1) (n-1) (n-1) 
donde uk EZ, y los Mk (Ti son monomios en T1 1 ••• , T n-l . 

Note que cada Mk (T~n-l)) es homogé.neo. Por lo tanto supondre­

mos que w(M (T~n-l))) = w(X) ~k' pues~o que no hay cancelaci6n 
k l. . 

entre elementos homogéneos con w's distintos. Si sustituimos 

por y hacemos 

Como w(T~n)) = i entonces w(Mk(T{º'Jl =~(X). Ahora co­

mo i/J(X -Y) =O existe un elemento Z de R(n) tal que 
p 

X .:,Y =T J.~• ... ,p). Z como w (X) = Nk w (Mk (T ~n-1)) entonces 

w (Z) .<w (X). Nú!fstra hipótesis de inducción no dice que Z es un. 

polinomio en T~n) por lo tanto 
l. 

X E Z[T(nl, .•• ,T(n)]. 
l n 

. d d . • d T (n) Para demostrar la in epcn eacia algebraica e los i . 

Supondremos que ellos son ~lgcbraicamente dependientes. Sea 
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una relación polinolliial en T(nl, ••• ,T(n) 
1 n 

P 1 O. Expresamos P en la forma 

donde Pk 1 O. Como T~n) no es un divisor de cero, tenemos 

Aplicando i/J, obtenemos p (T(n-1) T(n-1)) = 0 
k 1 ' .. ·' n-1 induc 

tivamente tenemos Pk =O. Contradicción, Esto completa la de 

mostración. 

Del teoremd 2.12 se sigue que todo el anillo R(r,6) es 

un anillo de polinomios sobre Z con una infinidad de indeterm! 

nadas de la.forma T(l, ... l,p, .•. ,p) donde p es un primo. En 

particular R(r,6) es un dominio entero, 

Para todo enter~ positivo m, T(m) denotará la suma d~ to­

dos los rar con- a E 6 y det(i:t) = m. Ahora conaideraremos una 

serie de Dirichlet formal (con coeficientes en R(f,6)) 

;¡; (rar) ,det(i:t)~s, 
r\ ¡.,¡r 

Donde la 6ltima suma se toma sobre todas las clases dobles 

distintas rar con a en 6. De la proposición 2.9 sabemos ~ue 

rar • r13r 
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y (an,bn) = 1 por lo tanto T(rn) .T(rn') =~f'etf' . :Ef'i3f' con deta =rn 

det(i3) = rn', i.e. T(rn).T(rn') = :E
13 

f'allf' =T(rn'm') esto sucede 
et ' 

si (det(i3), det(a)) =l. Resumiendo T(rn}.T(rn') = T(rn.rn') si 

(rn, m') =l. Por lo tanto D(s) se puede escribir (formalmen-

te) como un producto infinito 

D (S) 

donde p cor~e sobre todos los primos. Por nuestra definición de 

T(rn) tenemos 

:¡; T(pe¡, ••• ,pen)Xe1+ ... +en 

O ..;;e1 < ... .;;en 

donde X es una indeterminada. Ahora demostraremos que esta se-

rie formal de potencias es en realidad una expresión racional en 

X: 

Teorema 2.13. Sea 
(n) 

Ti =T(l,,,.,l,p, ..• ,p) con n -i f's e 

i p's, y sea X una indeterminada entonces 

y por lo tanto 

donde el producto se extiende sobre todos los primos p. Primero 

demostraremos dos lemas. 
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Lema 2.14. Sean los enteros como 

Entonces 

se entiende que si i >k, y C(n)_ 1 
o - • 

Demostración. Fijemos un conjunto de exponentes {d 1 , ••• ,dk}, y 

denotemos con µ(d) el coeficiente de T(l, ••• l,pd 1 , ••• ,pd~Xd1+ .•.• +dk 

T ~n)Xi "' T (pm)Xm). en· el producto • (m~O Observes e que dicho térmi 
l. 

no aparece en T ~n) XiT (pn)Xm solo si i +m =d 1+ ... +dk. Fijemos 
l. 

un retículo N que .satisfaga· {L : N} = {l, • • • 1 l, l,pd¡ ¡ • • • 1Pdk} 

por la proposición 2.8. 

µ(d) =:E #{M/{L :M} ={1, •• 1,p, ••• ,p}, {M :N} ={L :La.} 
Ci. 

donde la suma se extiende sobre todas las ra.r con det(a.) = prn 

y a E /:;. (aquí y en lo que sigue el número de repeticiones de 

pes siempre i). Si {L:M}={l, ... ,l,p, ... ,p} yNCM,po­

df'.lJJOS c.1:_contrar a de /:; que satisfaga {M : N} = {L : La}, y 

obviamente det (a.) = prn. Por lo tanto µ (d) es el nilrnero de 

retículos M que satisfacen 

(*) NCM, {L:H} {1,, .. ,1,p, .•. ,p} 
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tomemos una b.:ise fu.i,} de modo que L 

n-k 
Entonces PL + N ~ Zu + ~Zpun-k+V , por lo tanto 

\!=1 \) 

L{pL +·N) es isomorfo a (Z/pZ) n. Si M satisface (*), tenemos 

PL + N CM, y L/M es isomorfo a (Z/pZ) i. Por lo tanto µ (d) f. O 

solo si i ~ k. Supongamos que i ~ k vernos que M/(PL +N) 

es un subespacic de L/(PL + N) de dirnensi6n k-i. Inversamente, 

cualquier subespacio de dimensión (k-i) de L/(PI, + N) puede e:'.. 

cribirse en la forma M/{PL + N) con M Gnica que satisfaga (*). 

As1 tenemos µ{d) C(k) coq esto cornplet~rnos la dernostra­
i 

ci6n. 

Lema 2.15. 
k-1 
~ 

i=O 

Demostraci6n. Sea .f(X) 

si k >O. 

k 
IT (X - pi). Entonces 

i=O 

k-1 
l =i~O f(X)/[f' (pi) (X -pi)], 

puesto que el lado derecho es un polinomio de grado < k el 

~ual torna el valor len k puntos 

yendo k p por X). Entonce:>. 

o l k-1 p ,p , .•. ,p (Sustitu-
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k-1 
l i~O <k) (-l) k-i-1p (k-1) (k-i-1) /2 

k (k) j-1 j (j-1) /2 
j~ 1 cj (-ll p 

que es lo que se quería demostrar, 

Demostración del Teorema 2.13. 

Consideremos el producto 

por el lema 2.14, esto es igual a 

por el lema. 2.15, Gnicamente el t&rmino con k = O ~s no nulo y 

este t&rmino es precisamente 1, con esto concluimos la demostra-

ción . 

Si n =l el Teorema 2.13 nos dice que 

y si n = 2 

(**) 

:¡; .T (m)m-s 
m=1 

11 [ 1 - T (p) p - s] - 1 

p 

podemos escribir el Teor~ma 2.13 como 

"' :¡; T(m)rn-s = 11 [ 1-T(l,pip-s +T(p,p)p1-2s] -1 
m=1 p 

(Nótese que T(l,p) T(p)). 



- 42 -

Teorema 2.16. Si n =2, y p denota un pri:iio, entonces las si-

guientes fórmulas se cumplen. 

(1) T (rn) = T(a,d) 
ad/rn a/d 

(2) k k k-2 T(l,p) = T(p ) -T(p,p)T(p ) (k ;;;. 2) 

(3) T(m)T(n) = ~ d.T(d,d)T(m.n/d 2
) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

d (m,n) 

grad(T(l,pk) 

grad (T(m}) 

¡ (p+l)T(p,p} 
T (l,pk+1 ). + 

pT (p,pk) 

(r <;;;s) 

(k = 1) 

(k >l} 

i i+k grad ('r (p ,p ) } pk-l (p +l), (k >O) 

la suma de los divisores positivos de m. 

Demostración. Las primeras dos relaciones son obvias. Como 

R;
2

) es un anillo de polinomios Z [T(p), T(p,p}], podemos su-

mergir es un anillo de polinomios Q[A,B] c.rn dos indeter 

minadas A,B de modo que 

l - r (p}X +pT (p,p)X 2 = (1-AX) (1 -BX) 

Entonces 
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de modo que T(pm) (Am+1 - Bm+1) /A - B por lo 

tanto 

con esto demostramos (4). Observese que (4) es un caso especial 

de (3). Por lo tanto (3) se sigue cl.e (4) y(:'::':). Si k 1, 

(5) es un -::aso especial de (4). Si k > 1, obtenemos de (2) 

y (4) 

. k 
T (p)T (l,p ) 

El término T(p)T(pk- 2) está dado por (3) de. modo que al sus-

tituir obtenemos (5). Por la proposición 2.10, tenemos 

g:::ad(T·:p)) = C( 2
)= P +l y grad(T(p,p) 

1 

posición 1.4 a (4) obtenemos: 

1 Apl~cando la pro-

(p +ll.grad(T(l)) = grad(T(l+1l l +p.grad(T(l-1l). 
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aplicando inducci5n sobre k, vemos que 

(***) 
k k grad(T(p )) ,,,1 +p + ... +p 

De esta relación y la proposición 1.4 y de la relación 

T(m.m') T(m).T(m') obtenernos (7). Finalmente (6) se sigue 

de (***) y (2). 
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