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Lo primero que debemos conocer cuando pretendemos describir una teoria es el objeto
de estudio de ésta. As{ pues, en teoria del control, el objeto de estudio son sistemas”.
Ahora bien, el término "sistemas” resulta sumamente vago. Intuitivamente podemos
pensar que un sistema es una "méquina” que bajo "estimulos” produce "respuestas”.
Por ejemplo, un cultivo de bacterias es un sistema. El cultivo seria la "méquina”. Si
variamos la temperatura a la que se encuentra el cultivo o aplicamos un antibiético, se
estd aplicando un "estimulo” a la "maquina”. Estos estimulos producen "respuestas”,
que en este caso es el nimero de bacterias en el cultivo.

Una manera sencilla de representar grificamente estas ideas es la siguiente:

donde p representa los "estimulos”, T el sistema vy p las "respuestas”,

Se puede pensar que I es un mediador {matematico, una funcional ) entre g y
p - En todo sistema de este tipo tenemos tres tipos de variables.

1} Variables de entrada, variables externas al sistema y que lo afectan, (es decir ,
los estfmulos ). Entre estas variables hay algunas que se pueden manipular, en cuyo caso
se llaman controles y son las variables de entrada que interesan en teoria del control.
En caso de que estas variables no sean manipulables son perturbaciones al sistema,

Si por ejemplo nuestro sistema es la ciudad de México,podemos hacer una
campafia de control de natalidad en cuyo caso tenemos una variable de entrada ma-
nipulable. Si, en cambio, sobreviene un cataclismo, se tiene una variable de entrada que
afecta al sistema pero que nopuede controlarse {ni en general predecirse .)

2) Variables de salida , son las respuestas del sistema a las variables de entrada
que uno puede observar. Estas variables depederin de distintas maneras del sistema y
de como éste se vea afectado por las variables de entrada.

Podemos representar esta idea considerando como sistema un avién en vuelo.
En este caso; podemos medir (observar) la presién atmosférica, que es una variable de
salida y ésta dependerd directamente de la altitud a la que se encuentre el avién, donde
la altitud es, como veremos a continuacién, una variable de estado, '



3) Variables de estado, son la variables que describen propiamente al sistema.

En general es posible obtener un modelo del sistema tinicamente con variables de
entrada y salida. En otras palabras, siempre es posible tener una coleccién de entradas
con sus respectivas salidas. A este tipo de modelos se les llama modelo entrada/salida.

Por ejemplo, si se tiene que el sistema es el cuerpo humano, se puede tener
cierta descripcién con un modelo entrada/salida, (si se ingiere cianuro el sisterna deja
de funcionar), sin embargo, no es posible tener un modelo que describa exactamente a
este sistema, no podemos construir un modelo matemdtico que muestre a cada una de
las variables de estado y sus interrelaciones.

Cuando se tiene una descripcién de 1, es decir, cuando se sabe de que manera
actuan las entradas en el sistema, como interactuan las distintas variables y de que |
manera se producen las salidas, se dice que se tiene un modelo interno. En este caso se
tendrd un modelo de la forma: '

= f(z,u)
y = h(a)

- es decir, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en la variable de estado z,
donde u es la variable de entrada (el control) y y la variable de salida. Como se puede
imaginar, es preferible tener una descripcién de este tipo pues facilita el disefio de
controles que lleven a producir salidas especificas o a que el sistema se estabilice. En
este sentido modelar en control es diferente a modelar en otras ciencias. Mientras se
tenga un modelo interno mds sencillo mds fdcil serd disefiar el control. Lo "sencillo” del
sistema dependerd de las caracterfzticas de f(z,u) y de h(z). Asf por ejemplo, si.

i(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = C=(¢)
se tendrd un modelo lineal auténomo, A, B, C siendo matrices constantes, que és el tipo
mis sencillo de modelo interno. Si A,B y C son matrices con entradas dependientes

del tiempo, se tendrd un modelo no auténomo que sigue siendo relativamente sencillo, .-

Claramente entre mds se le pida a las funciores f(z,u) y h(z) es mas lo que se puede
decir acerca del sistema. En muchos casos, aunque el mejor modelo es no lineal, la
linealizacién alrededor de un punto de interés es suficiente para poder manipular el
sistema. Por ello el estudio de los sistemas lineales es sumamente importante. .

Uno de los problemas principales en teoria del control es obtener un modelo
interno a partir de un modelo de entrada/salida. Este problema se concce como el
problema de realizacidn.

E_]emp]o Temperatura en un edificlo

Supongamos que se coloca un calefactor en un edificio que produce calor a una
razén Q. Estarazén es un variable de entrada que podemos manipular, en otras palabras
es nuestro control. Experimentalmente es posible medir la temperatura en cada parte del
edificio, con lo que para cada entrada tenemos una salida y(t) que es esta temperatura,



3.

Estos datos obtenidos experimentalmente nos dan un modelo entrada/salida. Ahora
bien, es importante saber a que razén se debe producir calor para tener en el interior
del edificio una temperatura ideal. Para ello es conveniente tener una descripcién interna
del sistema. En este caso es posible, con base en consideraciones fisicas construir un
modelo sencillo, pero es necesario hacer algunas hipétesis que simplifiquen el problema.
Por ejemplo, es posible considerar que la temperatura del aire circundante Ty es uniforme
y constante, y que la temperatura se reparte uniformemente en el interior del edificio.
Si se considera como variable de estado a la diferencia de temperaturas del interior con
el exterior z = T — T,, vy se tiene que Ty es la temperatura inicial, se puede obtener,
debido a propiedades de la difusién del calor, el siguiente modelo.

it) = :;liz(t) + Ku(t)
y(t) = I(t) +Ta

donde 7 y K son constantes conocidas,T; es la temperatura inicial del edificio y ¢ es el
tiempo. Obteniendo la solucién de la ecuacién diferencial que aparece, se tiene que

t
y(t) =" (T - To) + f e N Ku()dr + T
0

Sin embargo esta funcién de salida puede estar muy alejada de la funcién que
se obtiene experimentalmente, pues para hacer el modelo se hicieron hipdtesis que no
corresponden a la realidad. Si este es el caso hay que encontrar una realizact dn, que
describa realmente a la funcién entrada/salida. Es decir un sistema que produzca una
funcién de salida igual o muy cercana a la obtenida experimentalmente. Ahora bien,
puede ser que este sistema, aunque no refleje la realidad tal cual nos sirva para disenar
un control que haga tener la temperatura deseada. :

Uno de los problemas aledafios al de realizacién es la representacién de y(t) de
manera conveniente. En el caso lineal auténomo, es decir, si y(t) proviene de

t = Az + Bu
y=0Cz

se puede tener lo que se conoce como la funcién o matriz de transferencia del sistema. En
el caso no auténomo, cuando A, B yC dependen del tiempo, se obtiene lo que se conace
como la matriz' de patrén de peso del sistema. Cuando f(z,u} y h(z) son funciones
arbitrarias, es dificil obtener una representacién de y(t) que pueda utilizarse en general,
En algunos casos y(t) puede representarse con una serie de Volterra, o sea, una expresién
de la forma ‘

t ta
y(t) = wolt) + f wy (¢, 9)u{s) ds +ffw2(t,si,ag)u(sl)u(sg) dsydsy + .,

'Cuando se tiene una funcién de transferencia es relativamente fdcil obtener una re-
alizacién. - Mientras mas complicada sea la expresién de y(t) més dificil serd y se ob—
tendr4 una realizacién mas complicada en caso de obtenerse.



Seglin John Casti * el problema de realizacién, en especial en sistemnas no linea-
les, es uno de los problemas menos estudiados en teoria del control y en consecuencia
del que menos resultados generales se tienen. En este trabajo analizaremos dnicamente
este problema para sistemas lineales, auténomos y no auténomos, y para los llamados
sisternas bilineales.

Otro problema fundamental en teorfa del control es el problema de observabi-
lidad. El problema consiste intuitivamente en identificar la cantidad precisa de infor-
macién que se tiene acerca del estado del sistema que se puede medir en la salida.

En términos mds especificos, dado el sistema

z= f(z,u), z(0) ==z

y(t) = h(z)

y la entrada u(.), hay qu; saber cuando el estado zo puede o no determinarse de manera
tinica a partir de la salida y(t) medida sobre cualquier intervalo de tiempo 0 < ¢ < 1.
Si se puede determinar se dice que zp es un estado observable.

En el caso lineal, cuando f(z,u) = Az + Bu y h(z) = Cz, el problema de
observabilidad puede responderse ficilmente en términos de las propiedades de la matriz-

C
CA
V=1 CA?

CA'n—-l

Sin embargo, el siguiente sistema escalar

& = 0, z(0)0zo
=2%t)

muestra que ninguna observacién de y(t) es suficiente para determinar de manera tnica
a To. Esto se ve claramente pues cuando, por ejemplo, y(t) = 1 zp puede ser 1 o —1.
La estructura no lineal introduce complicaciones matemaAticas escenciales en el anilisis
de este problema.

El punto principal que distingue a la teorfa del control de la teorfa de sistemas
dindmicos cldsica es la idea de influenciar el comportamiento del sistema por medio
de entradas que estin disponibles. Entonces, en lugar de tomar una posicién pasiva y
de contentarse con describir el movimiento de un sistema al que no se puede o debe .
influenciar, se adopta una posicién activa donde se ve al comportamiento del sistema
como modificable, sujetindose a restricciones en la manera en que se permiten las
.interacciones. Evidentemente esta posicién activa incluye a la clasica ya que 51empre es
’posxble no hacer nada, en otras palabras, no introducir control alguno.

* Ver,Non linear system theory
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Uno de los aspectos mds importantes es, una vez conocida la deseripeién interna,
con entradas pertenecientes a cierta clase, conocer el conjunto de estados alcanzables
del sistema. En otras palabras, si suponemos un estado inicial z, fijo, deseamos saber
que espacios pueden alcanzarse en un tiempo futuro aplicando una sucesién de controles
admisibles, Sies posible llegar a cualquier estado en el espacio X (espacio de las variables
de estado), se dice que X es alcanzable desde zy.

- Si tenemos que la descripcién interna estd dada por un sistema lineal auténomo
Ia alcanzabilidad puede determinarse dnicamente con las matrices 4 ¥ B y el conjunto
de controles admisibles.

Si pensamos en el sistema

B =z
Ty = &y + u(t)

Unicamente los estados de la forma z; = 0,z; = @, « arbitraria, son alcanzables desde
el origen para, digamos, funciones de entrada u(t) continuas por pedazos para ¢ > 0,

Algunos de los problemas que se analizan relacionados con alcanzabilidad son
los siguientes:

1) como identificar las parejas de estades (zy,z7) que pueden unirse con una
trayectoria del sisterna teniendo una clase de funciones de entrada y un intervalo dado
de tiempo;

2) como construir funciones de entrada que efectuen la transferencia ;

_ 3) como caracterizar mateméticamente al conjunto de todos los estados alcan-
zables desde zg. '

4) como determinar el conjunto alcanzable cuando la clase de las funciones de
entrada estd sujeta a restricciones naturales, como que las funciones sean positivas o
acotadas.

La alcanzabilidad nos da informacién sobre la posibilidad de manipular al sis-
tema, pues nos dice a que estados se puede llegar partiendo de cierto estado-inicial. Por
esta razén el concepto de alcanzabilidad es complementario al de contolabilidad,en el
cual se buscan los estados distintos de cero que pueden llevarse al origen en un intervalo
de tiempo. En el caso lineal auténomo los conceptos de controlabilidad y de alcanzabi-
lidad son equivalentes en el sentido de que un estado es controlable si es alecanzable y
reciprocamente,

En general, el problema de controlabilidad es el que mads se analiza pues el
objetivo principal es controlar al sistema.

Lo ideal para manipular un sistema es tener una realizacién que sea a la vez
controlable y observable. ‘Ahora bien, si la realizacién que se tiene no cumple con esto
es'a veces posible, encontrar un subespacxo que i lo'sea.

v En teorfa del control, como en teorfa de sistemas din&micos también se tra.ba_]a el

_ concepto de estabilidad (que claramente est4 relacionado con controlabilidad). De igual
‘modo, una parte fundamental del control son los problemas de optimizacién, problemas
que a partir del edlculo de variaciones dieron lugar a lo que ahora se conoce como teorfa
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del control. En esta tesis no planteamos esas dos problemiticas por lo que no damos
siquiera una descripcién somera de ellas.

El tema fundamental de esta tesis es el problema de realizacién cuya pro-
blemdtica analizamos en dos casos generales de sistemas: los sistemas lineales y los
bilineales. Ademdas analizamos los problemas de controlabilidad y observabilidad en el

‘caso lineal (auénomo y no auténomo).

La tesis estd estructurada de la siguiente manera:

En la primera parte se trabaja con sistemas lineales. Al inicio de esa seccién
se dan algunos resultados bésicos de ecuaciones diferenciales ordinarias. Después se
analizan los conceptos de controlabilidad y observabilidad. Finalmente se plantea el
problema de realizacién en dos secciones: caso auténomo y no auténomo.

En la segunda parte se trabaja con sistemas bilineales. Se desarrolla el concepto
de serie de Volterra y se analiza el problema de realizacién. Finalmente se dan algunos
resultados sobre observabilidad y alcanzabilidad pero no se demuestran. Al final del

trabajo, aparece un anexo donde estdn recopilados algunos resultados del 4lgebra lineal .
que se utilizan a lo largo de la tesis.

P
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En esta seccién se introduce parte de la notacién utilizada en este capitulo y se
dan algunos resultados bisicos de ecuaciones diferenciales ordinarias .

En la introduccién se dieron algunos ejemplos de situaciones donde se presenta
" un problema de control. En esta primera parte estaremos interesados en sistemas que
tengan un modelo interno lineal, es decir, cuya representacién sea un sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales, no homogéneas, donde, en la parte no homogénea se tenga
una funcién lineal de v y que de manera semejante la funcién de salida y(t) sea funcién
lineal de z, la variable de estado.

2(t) = A(t) z(t) + B{t) u{t)
_ y(t) =C(t)=(t)  =(to) = =0
donde z,u,y son funciones de R — R™,R™ y RP, respectivamente, y A(t), B(t},C(¢) son

matrices de dimensiones n X n, n X m y p X n, respectivamente, y u(t) € 2 donde 0 es
el espacio de las funciones de R — R"® continuas por pedazos.

Consideremos primero un sistema lineal sin control, es decir, un sistema donde
no aparece el término en u(t) o bien donde u(t) = 0 Vt. Por el momento, tampoco
consideraremos la funcién de salida y(t). Tenemos entonces un sistema de la forma:

#(t) = A(t) =(t),z(to) = 2o

Se sabe * que para este sistema, existe una dnica solucién definida para todo ¢ > 0 dada
por:
z(t) = X(t) zo
donde X(¢) es la tinica matriz de dimensién n X n que satisface
dX
-'E' = A(t) X(t),X(O) =17

v X(t) es no singular (la matriz X{¢) se llama matriz fundamental del sistema *).
Cuando A{t) es una matriz constante 4

X(t) = exp(At)

" Definicién 1

Sea
3(t,to) = X() X~(to)

* Véase, Sotomayor Jorge Licoes de ecuacoes diferenciais ordindrics

¥ iasa Sotomayor Jarge , op.cit



Entonces ® satisface las siguientes tres propiedades:

a) B(tt)=1I,
b)) ®lto,t) = 27 (t, to)
¢} D(to,t2) = 2(to, t1) B(t1,t2)

Entonces la solucién del sistema con control
£() = A(H)2(t) + BE) u(t)  =(to) = 20
‘estd dada por: ,
2(t) = B(t,to)[mo + [ B(to,7) B(r) u(r) dr).

to
Lo que en el caso auténomo, es decir, cuando A y B son constantes, se reduce a

4
2(t) = exp A(t - to)[zo + [ exp{A(to ~ )] Bu(r) dr].
to

Con estos preliminares estamos ya en posicién de abordar los problemas de
teoria del control que nos interesan en el caso lineal. :
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Antes de definir formalmente lo que significa que un sistema sea controlable,
ilustraremos con un ejemplo de un sistema que no es controlable.

Consideremos una red eléctrica simple

x, x_ C

Sea z; el flujo magnético en el inductor y z; la carga eléctrica en el capacitor.
Sea u(t) la fuente de voltaje el tiempo t. Para tener un sistema relativamente simple,
supongamos que é = 1 = RZ, entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones;

dI1 -1
& o ¢
ar ~ =t
dz -1
& =gt
hagamos 2, = Z1FZ2) v 2, = [B1o72)  0op este cambio de variable obtenemos el sistema
dz; -1 )
a2 R t
@ -t
dzy _ 1
da ~ L

Tomemos como condiciones iniciales ¢y, 15 = Z1(0) = 0, % = %2(0) =0

- Por.lo-que’se vié en los preliminares, la solucién del sistema estd dada por-.

. /L Fler/b
Eit) = [Z—:/j:;::] + [e 0 8_9/1:] of [e Ou(T)]'dr.

—t/Ls /L /L,
- [e] o[y

como g = Zg0-= 0, entonces
t-
Z1(t) = e_t/L/er/Lu(r) dr
0

iz(t) - 0
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Supongamos que por alguna razén queremos que para alglin tiempo ¢; cualquiera, haya
algin suministro de voltaje u(t), tal que Z,(t;) = 1, Z,(t:) = 1. Sabemos que la solucién
del sistema nos da Z{t) =0 V t > 0 lo que nos dice que no existe ningin tiempo
finito, ni ningin control u(t), que nos permitan llegar al resultado deseado. Esto se
debe a que, como veremos mas adelante, el sistema no es controlable.

Sea
. z(t) = AQ)z(t) + B(t)u(t)
Ty =c®)=(y)
donde A(t), B(t),C(t) son funciones continuas de dimensién n X n,n x m y p X n,

respectivamente y u(t) € Q1 un espacio de funciones vectoriales permitidas,u(t) medible
o continua por pedazos.

Definicién
Se dice que T es completamente controlable (c.c) si V o, todo estado inicial

z(to) = zo € R™ y dado cualquier estado final z; € R", existe un tiempo finito T' > £y y
un control u(t)en(l definido en [tq,T), tal que .

z(T) = x4

El término completamente es para sefialar que es para toda pareja zo, 5y € R™

Proposicién 1

~ Para sistemas lineales, la definicién de completamente controlable puede modi-
ficarse pidiendo z; = 0. Es decir, ¥ es completamente controlable si para todo estado
inicial zg, existe T > £5 y u(t) definido en [tg, T tal que =(T) = 0.

Demostracién: Por la definicén de completamente controlable sabemos Que st ¥ es c.c.
entonces, para todo zo existe T > ¢ ¥ u{t): tal que z(T) = Q.

Hay que demostrar entonces que si para todo zg exite T > ¢y y u(t) definido en
{to, T] tal que z(T) =0, entonces I es completamente controlable, es decir, que para
todo zo y para todo z existe T>tey i(t) tal que :z:(T) =z

Seazge M

Entonces existen £, y. u(t) tal que
1
(1) 0= 8(ty,ta) |20+ [ B(te, ) B(r)u(r) dr.
0

" Por otra parte, dado zy € M tal que z(t*) = :r:f,ekiste &y a(t) tal que
L]

t
0:@(t1‘,to') zj_i.]:fb(to‘,T)B(T)ﬁ(T)dT

to*
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Como z; es un punto en z(t), el tiempo transcurrido de z; a 0 es fijo, es decir, como la
longitud del intervalo [to*, t,*] es fijo, una vez que para una £,* se encontré t,*, podemos

buscar t; de manera que t;* =¢;. Sea ¢; esta t], entonces

51
0= B(tut) |z +/¢>(t2,r)3(r)a(r) dr
t2

31
T=®(ty, ta)zy = B(t1,t2) / B(tz, ) B(r)a(r) dr
f2

multiplicando por —1 obtenemos

t2
(2) B(t1,tr)zs = B(t,ta) [ Bt ) B()alr) dr
i1
sumando (2) con (1) obtenemos
t to )
(I)(tl,tg)l', = &(ty,t0) [za + /Q(to,r)B(r)u.(r) dr} + B2y, L) / B(ty,7)B(r)E(r) dr.
{0 f1

multiplicando por la izquierda por ®(tg,¢1)

t t2
Zp = B(ta, to) 2o + B (t2, to) f B(to,7)B(r)u(r) dr + [ @(ts,7)B(r)alr) dr

io 2

Como ®(tz,7) = ®(t2,ta)®(to, ) podemos factorizar a B(ts,to) de la segundé

integral como constante, asi

. tz
r)u(r)dr + / B(to,7)B(r)u(r) dr] '

t2
If = Q(tg,to) [Io + / ‘D(to,‘r)B(
to 31

t2
= Ot to) {zu + / ®(to, 7) B{r) (u(r) + &(r)) dr]
tg
“por lo tanto .
B 4(t) = u(r),r € {to, t1]
zf = w(ta) i(t) = i{r)r € {t1, to]

lo-que demuestra que T es controlable.

TEOREMA 1
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El sistema auténomo:
54, E(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = C=(t)
es completamente controlable <= la matriz de dimensién n x nm de controlabilidad
Ut)=[B AB A’B ... A"'B]

tiene rango n.

Demostracion:
=)

Supongamos que % es completamente controlable y que el rango de U < n.
Entonces existe un vector ¢ # 0 de dimensién n, tal que

gB =0 gAB=0...qA" !B =0

y supongamos sin pérdida de generalidad que t; = 0. Sustituyamos en la solucién del
sistema 5%,z(0) = zo,t = 1, £(¢,) = 0, entonces obtenemos

1
0 = exp(Aty) |zo + / exp(—Ar)Bu(r)dr

Como exp(Atl) es no singular, podemos multiplicar (por la izquierda) ambos lados de’
la ecuacién por

[exp(A4e,)] ™
entonces

—Ig = /lexp(qAr)Bu(r) dr

Sea. P el polinomio caracterfstico de A. Entonces, por el teorema de Cayley-Hamxlton, :
P(A) =0 y por lo tanto

= Z ;A" = qn(4)
1=0
cori gp () un polinomio de grado n — 1.
Asi mismo,
‘ n-1
A = YAt =g, A L
o . :

=ap—1qa(4) + Z a; A""1

1=0
,= gn+1(4) :
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donde gr+1(z) es un polinomio de grado n — 1. En general,
AR = @y +k(A),donde g, res un polinomio de grado n—1

Sea qr(A) = A"f entonces

y la convergencia es uniforme en compactos de R. Entonces

131
oz = f e_fABu(r) dr
0

t (oo (_ )k : A o
. =/(Z K q"(A))Bu(T)dT ST

k=0

o f1 (.—r)k

= Z/ 7 qr(A)Bu(r) dr

por lo tanto

o -
_qg_.o:lgb/( k!)

k

qq(A)Bu(r) dr

pero como estamos suponiendo que rango de U es menor que n, y gi(A) esun p_olinc)mio
‘de grado a lo més n — 1 para toda k, se tiene que gqi(A)B es cero, por lo tanto

qrg =0 =z =0

Entonces zp = 0 es el tnico valor inicial tal que existen ) y u(t) tales que z(t,) =0 .~

esto es una contradiccién con la hipétesis de que el sistema es controlable.Por lo tanto

rango dell = n

=)

. Supongamos que rangoll = n Sea
. P ;
M= /exp(—Ar)BBT exp(—ATr) dr
S - ) v

: . t .
oI Mo = /\P(r)\IIT(r) dr-
: .
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donde¥(r) = ol exp(~Ar)B
= ofMa= / | ¥(r) |2 dr >0
Se tiene entonces que M es semidefinida positiva+, por lo que es singular si y sélo si
34 # Otal que &' Ma =0
Supongamos que existe & # 0 tal que aTMa=0

= ¥ =0
= Y(r)=0

2
AT T 42 -
= C!(I-—T.A.-i-‘z—!x‘i +...)B—0
para casi toda ¢ € [0,¢;], en particular para ¢ = 0 se tiene que al'B = 0, derivando y

evaluandoen t =0
al =0, ... ,6T4"'B=0

= &U=0 perorango U =n
por lo tanto & =0

Definamos u(t) en [0, ¢} de la siguiente manera:

u(t) = -BT exp(—ATr)M"lzo

21
= z(ty) = exp(Adts) |zo - /exp(~Ar)BBTexp(fATr) drM —1z,
° 0 5 . N
= exp(Atl) [.'170 - M.lwnll'o] )
=0
Por lo tanto, T es completamente controlable y de hecho exhibimos el ‘contrdl. - O

Tenemos entonces una prueba para saber cuando un sistema auténomo es o no
controlable y en caso de que lo sea tenemos una manera de construir el control adecuado.
- Por ejemplo, en el sistema que se dié al inicio de esta seccién :

g, -1

haind Y ¢
& -t
dzy _ -1

¢ L

a=[YE ) m=[f]

.-+ En espaiiol,lapalabracorrecta es definitivamente semipositivay utllizamos la ciprenlén anterior por ;er de uso generalizado, -
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0 0

U tiene claramente rango uno, por lo que el sistema no es completamente controlable.

uz[l —1/L]

Veamos ahora lo que sucede en el caso no auténomo.

TEOREMA 2

El sistema no auténomo

&(t) = A(O)={t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)=(t) =(to) ==

es completamente controlable si y sélo si la matriz de controlabilidad

0

31
Ulto,t1) = / ®(to,7)B(r) BT (r) 07 (to, 7) dr
to

es no singular, en cuyo caso,el control

u(t) = =BT (t0, U (ta, ) [0 — (10, 1)z ]
definidoen f <t <ty
transfiere z(ig) = 29 2 z(t,) = zf

Demostracidn:
.<=)
Si U(tg, 1) es no singular, entonces el control »
. ‘U.(t) = —BT(t)@T(to, t)u—l(to,tl) [Zo - ¢(to,t1)$,]
‘est4 definido.

Sustituyendo en la solucién del sistema tenemos

ty : : »
I(tl) = ‘P(tl, to)‘|i.’lio + /fx’(to,r) (—BT(T)Q(to,T)u_l(tu,tl)(lo fnd @(tq,tﬂ@f) dT] ‘

to

L .
= Wt t) [.’ro + <'—f<I>(to,r)B(r)B(f)‘I’T(to,f) dT>U“‘~(fo:h) (2o~ <I>(to;t1);-/)} -
P ’ i 4 = ' :
L =0tk [O(ta )] 2(t)) = zp.

R it _
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Sea o un vector columna de dimensién n. Como U es simétrica podemos cons-
truir la forma cuadritica

ty
ol la = / T (7, 80) ¥ (r, o) dr
tg
ty
=f||\1/||2dr >0
to
= U(to,t1) es semidefinida positiva

Supongamos que existe & 7 O tal que
& U(to, t))a =0 .

esto implica que
5
J1gar=0
to - ,

donde  ¥(to,7) = &% ®(to, r) B(r)
= Ur,t) =0 para o <r<ty _
pero T es completamente controlable, entonces existe un control ‘v(t) tal que z(t1) = 0
yz(to) = & ' :
v 4
= &= [ 2(to,7)B(r)o(r) dr
to :
t
& = 6%a = = [ v7(r) 72T (to, ) dr
. 4

. ty
=_ / oI ()8 (r,to) dr =
to

= a=0 _
Esto es una contradlccmn pues I es completamente controlable yzo=a#0. Entonces
U(to, ) es posmva. definida y por tanto es no singular. B

. El tema de controlabilidad es bastante extenso y se puede trabajar desde dlstm-
- tos puntos de vista, Se puede pedir, por ejemplo, que los controles u(t) sean mayores o
iguales que cero con lo que se tendrfa un problema de controlabilidad positiva. También;
‘debido a que la condicién de poder transferir cualquier estado inicial al origen es muy
fuerte, se puede pedir que tualquier estado inicial zy pueda transferirse a cierto su-
bespacio K de-M en cuyo caso estarfamos pensando en controlabilidad relativa* . Sin

* Véase Castl, John, Dynamseal Systenas and their Applications
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embargo, no desarrollaremos estos conceptos pues con lo que se ha expuesto, basta
para analizar el problema de realizacién. Pasemos ahora a otro problema relacionado
directamente con realizacién.




§1.3
%&ww/?/xz{cw’

En muchas ocasiones se conoce la forma de un sistema X, se conoce la salida y(t)
y el control que se ha utilizado en el intervalo de tiempo de g a t;. Sin embargo, puede
no conocerse el estado inicial z{fg) y de hecho el estado z(t) para ¢ £t < 4. El
problema de controlabilidad consiste en saber cuando se puede determinar este estado
de manera tinica. La definicién formal es la siguiente.

Definicién 2 Sea

z(t) = A(t)=z(t) + B(t)u(t)

y(t) = C(t)=(t) :
donde A(t), B(t), C(t),y=z(t), y(t), u(t) son como en §1.2. Se dice que T es completamente
obseruable (c.o)si para todo to y todo estado inicial z(ts)} = zo existe un tiempo finito
t1 = to tal que si conocemos u(t) y y(t) para t; <t < t; es suficiente para determinar’
7o de manera dnica. Se puede considerar, sin pérdida de generalidad u(t) = 0.

Un ejemplo trivial de un sistema no observable es

(1) Iy =a1z +bhu
(2) Zp = a2z + bou
(3) =1

De la ecuacién (1) tenemos que

¢
Ty = e“lt/e_“l"blu(r) dr
to
como Zz no aparece en la salida
y=m
no podemos determinar de manera alguna z(to).

Veamos de que manera se puede detern:una: si un sxstema es observable o no lo
es.

TEOREMA 3
El sistema no auténomo
' (t) = A(t)=(t) + B(¢)u(t)
y(t) = G(t)=(t)

es completamente observa.ble si y sélo si la matriz de observabxhdad

t
-V(tg,t?) = /QT(T, to)GT(r-)C(T)i¢(T, to) dT

tg
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es no singular.

Demostracion:
=)
Suponiendo u{t) = 0,4 <t < ¢ tenemos que
y(t) = C(t)q’(t, to).’rg

Multiplicando por la izquierda por &7 (¢,40)CT(t) e integrando tenemos que
£
[@T(T, to)CT(r)y(r) dr = Y (to, t1) o

por lo que si V(tg,£) es no singular el estado inicial estd dado por

5
2=V (to,11) [ @ (rite) CT (rJu(r) er
to
<)

Supongamos que ¥ es completamente observable, hay que demostrar que
V{to,21) es no singular. Si « es un vector columna de dimensién n

£y
oTVa = f (C(&(r t)alT [C(r)@(r, to)a] dr > 0
t

por lo que V(t,21) es semi positiva definida.
. Supongamos que existe & # 0 tal que &TVva=0

‘= C(n)®(rt)a=0
para todo ¢ty < 7 < t1, esto implica que cuando z¢ = &
y(t) = C{t)® (s, te)a =0

por lo que zo no puede determinarse al conocer y(t) ya que Zp = 0 y zo = & produ-. -
" cen la misma funcién de salida. Esto es una contradiccién pues se supuso el sistema’
comp]etamente observable.

Por lo tanto V(2,,t ) es positiva definida y por lo tanto es no singular. o -

- Aunque en un primer andlisis no se ve conexién alguna entre observabilidad y
controlabilidad, el siguiente teorema nos da una relacién entre los dos conceptos.que .
_ nos permitird deducir una prueba de observabilidad para sistemas auténomos analoga

a la que se dié para controlabilidad. :
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TEOREMA 4 (Dualidad)
El sistema
2(t) = Alt)z(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)=(¢)
es completamente controlable si y sélo si el sistema dual
£(t) = AT () (t) + CT(t)u(t)
y(t) = BT (t)z(¢)

es completamente observable.

Demostracién:
=)

Supongamos que L es completamente controlable |, esto implica que Ug(ta,tl) '
es no singular pero o

t
Us(to,t,) = f 3(to,7)B(r) BT (r) 2T (to, 7) dr (4)

to

donde (g, 1) = X{ta) X (¢)

y X(t) es la tnica solucién del sistema

X)) = AX(E) X0 =I

t
estoes  X(t)= exp(/ A(r) dr)
0

Consideremos ahora (¢, to) = X ()X ~1(t,) donde X(¢) es la tinica solucién del sistema
X)) =-AT))R@)  R(O) =1
. .
esto es Xit) = exp(/ -AT(r) dr)
0

esto es

. t ta
B (t, tg) = exp (/ -AT(r) dr) exp (f AT(T) dr)
0. 0 '
o . ) ' to
= exp? ([ —A(7) dr) exp? (/ A(r) dr) '
0 0

TR

;-,VQT(C()V: tj
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Sustituyendo en (A) tenemos que -

31
Us(tort)) = / ¥ (7, t) B(r) BT () ¥ (r, to) dr
to

| "
. = [ 97 (r 1) [BT()])" ®(r,to) dr

tg
= Vg,(to, t1)
por lo que Vsd (to,t1) es no singular y por el teorema 3, ©; es completamente observable.
Por la dltima sustitucién queda demostrada la suficiencia. o
"Corolario
El sistema auténomo
E(t) = Az{t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) ;
es completamente observable siy sélosila matriz de dimensién np X n de observabilidad
o ‘
CA
Vo= CA?
C'A:""1

tiene rango n.

Demostracion:
=) | o ,
, Supongamos que‘ ¥ es completamente obéerva‘ble', esrtbririnplié;'que el sistema
duel £y £(t) = —ATz(¢) + CTu(t) -
- u(t)=BTz()
es completamente controlable.
' Por el teorema 1, esto implica que
Ug,=[cT —ATOT (~ATy2eT ... (-aT)"107|
tiene rango n , pero ' o
) o 1T
: - —AC
ug,=| (-4’

. '(_AT):‘n—lCT
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Como Uy, tiene rango n, también Ung tiene rango n, eso significa que la matriz

C
CA?
-CA®

Cl-ay

tiene rango n y en consecuencia tiene n renglones linealmente independientes digamos r,
T2yaeey
n.
Si consideramos la matriz del sistema original
c :
CA?
cA3
CAr-1 -
y tomamos los renglones de V,#1,7,...,7y tales que /; = r; o 7; = —r; obtenemos
que los 7 renglones #; son linealmente independientes pues los r; lo son. Por lo tanto ¥
tiene rango n. :
La suficiencia se obtiene invirtiendo los pasos de la demostracién.
Este corolario puede demostrarse también directamente y la demostracién es
andloga a la demostraci’on del teorema 1.
En el ejemplo que se dié al inicio de esta seccidén

T = a,zy +b1u
i!z = a2, -+ bzu

y=1n

4 v[“‘ 0] S C=[1 0]

0 as

V= [: g] tiene rango 1, por lo tanto no es observable
1 .

_ En vista de que ya tenemos los resultados de controlabilidad y de observabilidad -
que necesitaremos podemos pasar al problema que nos interesa: R
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Recordemos lo que se dijo en la introduccién sobre el problema de realizacién.
A grandes rasgos, el problema de realizacién consiste en construir una representacién
interna del sistema, es decir, dar un sistema de ecuaciones diferenciales cuando dnica-
mente se conoce el control u(t) y la salida que produce este control. Podemos pensar
que tenemos una caja negra

donde no sabemos que sucede, pero conocemos la salida y(t) que se-obtiene
al aplicar un control cualquiera u(t). A partir de esta informacién se desea obtener
una representacién de lo que sucede en la caja negra. Como se veri mds adelante,
para un mismo sistema se pueden tener distintas representaciones internas por lo que
interesard construir una que de alguna manera sea la "mejor”.

En primer lugar, consideraremos sistemas cuya representacién interna sea posi-
ble en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales autdnomas. Para ello
necesitaremos definir lo que se conoce como funcién (o matriz ) de transferencia.

Definicién
Sea
o 5. &(t) = Az{t) + Bu(t)
Yo =0s()  =(0)=0
Un sistema lineal auténo de control, donde 4, Bl, C,z(t) y y(t) son como en las secciones
anteriores. : '

Consideremos la transformada de Laplace de este sistema

(1) - sX(s) = AX(s) + BU{s)
) Y(s) = CX(s)

Con 'X(O) = 0. Despejando X(s) de la ecuacién {1) y sustituyendo en (2) obtenemos

¥(s) = Clsln — 4)™ BU(s)
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A la matriz de dimensién p x m , que es coeficiente de la transformada de Laplace del
control, es decir, a

G(s) = C{sI, — A)"'B
se le llama funcién o matriz de transferencia del sistema.
Supongamos que se conoce la funcién de transferencia G(s) de cierto sistema. El

problema de realizacién consiste entonces en encontrar matrices A, B, C que produzcan
dicha funcién de transferencia.

Debido a que:

—y  adj(sI,— A)

A=
(sTa = 47 = ST, = A) ‘
se tiene que en cada entrada de la matriz (sI,, — A)—1 el grado del numerador es menor
que el grado del denominador, se trabajara \inicamente con funciones de transferen-

cia G{s) que satisfagan esto, es decir, trabajaremos con matrices cuyas entradas sean
funciones racionales estrictamente propias, lo que significa que

ali'ugoG;,,-(s)r—O Vi=1,...,p ¥j=1,...,m.

Definicién 4
Sea G(s) una funcién de transferencia como las descritas arriba. Si las matrices
A, B,C de dimensiones n X n,n Xm y pXn respectivamente, son tales que

G(s) = C(sl. — A)™'B
entonces a la tercia {4, B, C}* se le conoce como una realizacién de dimensién n para
G(s) +.

Uno de nuestros objetivos es encontrar una realizacién minima {que involucre
a menos variables de estado) es decir, se buscard una realizacién cuya dimensién n sea
minima sobre el conjunto de las dimensiones de todas las realizaciones posibles. Para™
poder conseguir esto, necesitamos que al menos exista una realizacién, lo que se veri en
el siguiente teorema.

TEOREMA 5

Sea G(s) una funcién de transferencia dada y sea g(s) =s? + g1s9 "+ ...+ gq
el m’inimo comin denominador mdnico de las entradas G,-’J-(s) de la matriz.

*Aunquc utilicemos laves en lugar de paréntesis, estamos considerando a 1a tercia nrdenada.
<+ En muchas ocasiones, se habla de la tercla {A, B, C} refiriéndase af sistema

£(t) = Az(¢) + Bu(t)
W) =0s()  2(0)=0
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Consideremos la descomposicién de g(s)G(s) dada por

9(s)G(s) = 871G + $"G1 + ... + Gyy

donde G; para ¢=0,...,¢—1 son matrices constantes de dimensién p xm. Entonces
se tiene la siguiente realizacién:

0 Im 0 0 ¢}
0 0 I 0 0
A= : : : o :
0 0 0 o ... Im
“ngm "gq—lIm "gq—zfm ver oo =gy

es decir, 4 es el producto de Kronecker de la matriz compafiera del polinomio g(s) con
Inm.

0

B = [ : } }q bloques {es decir g ~ 1 matrices 0 de dim m x m)
In

y C = [ Gq—l Gq_g PP GO]

y la tercia {4, B,C} es completamente controlable.

Antes de pasar a la demostracién analizarernos un ejemplo sencillo p&ra ver de -
manera mds clara como se manipulan estas matrices. :

Ejemplo
Sea .
G(s)*——l——{ s +6 32+s+4]

- g(,s) 282—78—2 8? —58—2

con g{s) =& +28% ~35--2 :

\ 46 s 4+s+4
entonces g{9)G(s) = [2.92 7e—2 &% B 2]

S PR R LA Y A

Entonces una realizacién es :

(0010 0 0 0 0
0001 0 © 00
0000 1 0 _loo
A‘oooooy B=10 o
2010 -2 0 10
00201 0 -2 01
8 4 0 1 11
C=|2 -2 -1 —521]




Demostracion:
Sea F la matriz compafiera de g(s)

= A=FQIy, =
[sTmg = 4] " = [sImg ~ F ® In]

= [(sly = F) @ In|~
= (SIq ) ® Im

dj(sl, — F
_ il =F)
g(s)

B =eq® I, donde ¢, es la ltima columna de .

-1

> (sImg-4)= -i‘-li(fgf(z)—“Fl ® Im] [eq® Im]
=adj(sly ~ Fleg ® g—Ié“)—

1
3

=| ¢ | @Im/g(s)

i
:> .
Im
1 . ’ ’ SIm o
C(sI-A)"'B=[Gq=y Gg-z ... Gol . l/g(s)
- Letip,
= G(s) ‘

Es completamente controlable ya que

0 0 0 I, X
00 0 0 X X
. . _ . . X X

B AB ... A™B|= .
[ ] Im X X
In X X X
Im X X X X

donde X denota. términos distlntos de cero. Por esta razén tiene rango mq que es la.
dlmensmn de A" ’ m)

Como ya dijimos anteriormente, para una funcién de transferencia dada podemos -
tener varias realizaciones, algunas de las cuales pueden tener la misma dimensién. En
el caso de realxzaclones de la misma dimensién se puede decir que determinan sistemas
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que son "esencialmente el mismo”. Este "esencialmente el mismo” se especifica en la
siguiente definicidn.

Definicién 5

Sean o, )= As() + Buly)
© o y(t) = Ca(t)
! . &(t)=As(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

T y 5 son algebraicamente equivalentes si existe una matriz P no singular, tal que
A=PAP™* B=pPB C=cP!

Esto significa que se estd realizando un cambio de variable £ = Pz.
Observacién: dimd = dimd =n
Como veremos en el siguiente teorema, si dos sistemas son algebraicamente

equivalentes, entonces tienen las mismas caracteristicas en cuanto a controlabilidad y a-
observabilidad,

TEOREMA &

Si {4, B,C} representa un sistema completamente controlable {completamente
observable] ¥ {A B, G} es un sistema algebraicamente equivalente al primero, entonces
{A B, G} es completamente controlable [completamente observable].

Demostraremos este teorema dnicamente para sistemas controlables. La demos-
tracidn en el caso de sisternas complelamente observables se sigue por-dualidad.

Demostracion:

Supongamos que {4, B,C} y {4,B, é} son algebraicamente equivalentes y que
{A, B,C} es completamente controlable. Como son algebraicamente equivalentes existe
una matriz P no singular tal que

A=PAP™* B=pPB C=cpP™!
Consxderemos {1 la matriz de controlabilidad de {4, B, C}
=[B AB A'B ... A"“‘B] .
=[{PB PAP™'PB -PA'PT'PB ... PA"'P7'PB]
=[PB PAB PA'B ... PA"'B]
=P(B AB AB ... A"'B]
=Pl donde ¥ esla matriz de controlabilidad del sistema {4, B,C}



Como P es no singular:

rangol = rango PU = rangoll

pero como {A,B,C} es completamente controlable
rangold =n

= rangoll =n

= {A,B,8} es completamente controlable

Ahora bien, ya vimos que si dos sistemas son algebraicamente equivalentes su
comportamiento en cuanto a controlabilidad y a observabilidad es el mismo, pero todavia
no conocemos la relacién que tienen sus respectivas funciones de transferencm En el
siguiente teorema se tiene un resultado en ese sentido. :

TEOREMA 7

Si dos sistemas son algebraicamente equivalentes su funcién de transferencia es
la misma, es decir,

C(sly~ A)B =C(sI, ~ A)"'B
en donde {4,B,C} v {A,B,C} son como en la definicién 5.

Demostracion:

Sean {4,B,C} y {4,8,(} algebraicamente equivalentes. Entonces existe P
una matriz no singular tal que

A=PAP™' B=PB (=c0CP!
en consecuencia
C(sln~ A)'B = C’P"‘(s],, ~PAP™Y7'PB
=CP™[P(sl,~ 4)P7'] " PB
=CP'[(sl,~ A)P7!|T PT'PB
=CP 'P(sl, - A)"'B
=Clsly—4)7'B

por lo que su funcién de transferencia es idéntica
[}

Por log resultados anteriores se ve que una matriz de transferencia G(s) cuyas
“éntradas son funciones’ racxona.les estrictamente propias, tiene al menos una realizacién
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y las realizaciones algebraicamente equivalentes a ésta. Veremos ahora un resultado que
caracteriza a las realizaciones mf{nimas y en cuya demostracién se da una construccién
de ellas. )

TEOREMA 8

Una realizacién {4, B, C,} de una funcién de transferencia G(s) es minima si y
s6lo si es completamente controlable y completamente observable.

Demostracidn:
. <=)
Sean U y V, respectivamente, las matrices de controlabilidad y de observabili-

dad del sistema. Debemos demostrar que si ambas tienen rango n (la dimensién de A
), entonces no hay ninguna realizacién de dimensién menor que n.

Supongamos que existe una realizacién {4, B, C} de G(s) con dimA = 7 < n.
Como B

C(sly — A)'B =C(sI; - A)'B

la transformada inversa de Eapla.ce es igual. Es decir

Cexp(At)B = Cexp(At)B

C(At)*B  C(At)’B
2t T oa

C(At*B  C{A1)*B
o + 3l +...

- cotno se tiene la igualdad para toda ¢, en particular para t =0

= CB+ CAtB +

=GB+ CAtB +

=» CB=CB
Derivando de ambos lados de la igualdad v evaluandoen t = 0, ‘teniemos que
CAB =CAB |
st volvemos a derivar y evaluamos en ¢ = 0 obtenemos
CAB = GEB
repitiéndo este procedirﬁiento se obtiene |

(1) CA'B=CA'B para 1=0,1,2,.,,
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Consideremos el producto

[ C
CA
Vu=| CA* |[B AB ... A"7B]
GA:n—l
CB CAB ... CA"“B}
_ | cAB CA* ... CA"B
lcA™1B Ca"B ... CA™B
por(1)
B CAB ... CA™'B)
| ¢AB  C04* ... CA"B
[GAn1B GARB ... GAmiB)
[ G,
cA . e ..
=| CA' |[B AB ... A“'B]
Lé’li" 1
= Vi

~Como U y V tienen rango n, VU tiene rango n por lo que Vi también

Las dxmensxones de ¥ Y i son, respectivamente, fn X 7 y n.X mn, por ello, el
rango de Vi no puede ser mayor que 7 esto implica que 7 > n. Contradiccién.Entonces
la realizacién dada es minima.
=)

‘ Mostraremos que si {4, B,C} no es completamente controlable entonces existe
. una realizacién de G(s) de dimensién menor que n. La parte correspondiente a obser-
" vabilidad se sigue por dualidad. :

Supongamos que {4,B,C,} no es controlable, entonces rangoll = n, < n,
donde U es la matriz de controlabilidad del sistema. Consideremos n; columnas de U
linealmente independientes, digamos Uy, Uz,...,Uy,.

Como rangoll = n; cualquier otra columna de U se puede expresar como com-
binacién lineal de elementos en By = {U1,U3,...,Un}, es decir, estas columnas forman
una base para-l. )

Consideremos la transforma.cnon Z = Pz donde P es la matriz de dimensién
n x n definida por

Pl = [ Uz ... Unptr ... Un
“donde las columnas Uy4i;..., Uy, se eligen de manera que la matriz P sea no smgular

Consideremos la matriz

AU=[AB A*B ... A"B]
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Como las primeras columnas son ¢columnas de U entonces los vectores Au;, parat =1,
2,...,ny,también se pueden expresar en términos de la misma base 8.

Multipliquemos P~ por la izquierda por P

= Ihy=[PUy, PU; ... PUny1 ... PU,|
es decir, PU; es la i-ésima columna de I,,.
Sea .
A=PAPT}
=P[AU, AU; ... AUny; ... AU,
Como AUt = 1,...,n; se puede expresar como combinacién linealde la base By en-

tonces esto, junto con la propiedad de que PU; es la i-ésima columna de I, nos da
que

4 Az]
A= [ 0 A
donde A, es una matriz de dimensién ny X n;.

Como las columnas de B son culumnas de U, se pueden expresar como combi-
nacién lineal de By, eso nos da

- 3 Bl]
B=pPB= [ .
donde B es vuna matriz de dimensién ny x m.
Considerando

C=CP'=(C, G}

donde C; es una matriz de dimensién p X n;, tenemos, por el teorema 7, que

G(s) = C~'(sI —.‘i)"lé ]
i N (sIn; — Ay)} ~A, - [ B,
= [Cl 02} [ 0 SI(n—nl) —- As 0 ] ‘
- (‘SIﬂ]_ ot Al)—l (SI - Al)_lAbz(SI -_ A3)——1. [Bl]
= Gl(SInl - Al)—lBl
esblto implica que {44, B, C1} és una realizacién de G(s) de dimensién menor que n;

~contradiciendo el hecho de que {4, B,C} sea minima. Por lo tanto, {4,B,C,} es
completamente controlable. - ' o

En esta demostracién se exhibe una manera de construir una-realizacién com-
pletamente controlable. Veamos como hacerlo en un ejemplo concreto.
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Ejemplo
Sea
4 3 5 2
t=11 -2 -3lz+]1l|u
2 1 8 -1

3 [3 4 5 ] .
V=11 2 <1
Una realizacidn obtenida a partir de cierta funcién de transferencia.

La matrix de controlabilidad del sistema es

, 2 6 18
[B AB AB]={1 3 9
-1 -3 -9

esta matriz tiene rango 1, (la segunda y tercera columnas son miltiplo de la
primera). :

Tomemos pues la primera columna y construyamos P!

2 0 0]
P~'=]1 10
-1 0 1]

las dos tiltimas columnas las seleccionamos de manera que P! sea no singular. ~ +

1/2 0 0]
P=|-1/2 1 ©

1/2 0 1]

) 6 3/2 52 -
A=papmi=lo -1z —wja) = [ P]
g 5/6 21/2 3
' 1
B=PB= o]:[%‘]
0
s o T34 5
G=cP a__.[s ; _1]={c‘ Cs)

‘Entonces una realizacién controlable de la funcién de transferencia dada por las
matrices originales es S

h=6 Bm=1 o-1=[}

es decir, obtenemos el sistema
‘ " i=6z4u
=3
¥z =5z
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Ya vimos que cuando un sistema no es controlable es posible construir un sistema
controlable, que tiene la misma funcién de transferencia que el original, a partir de cierta
equivalencia algebraica. De manera semejante, considerando los reglones linealmente
independientes de la matriz de observabilidad, V, es posible contruir una matriz T' no

singular tql que un sistema no observable {4, B,C} sea algebraicamente equivalente al
sistema {4, B, C} donde

A=TAT™', B=TB, C=0T""
en la que
2 s oav [[41 O Bl] }
waa={% 2] (3] (e o

v {41, B1,C;} es una realizacién observable del sistema original.*

En el siguiente teorema se verd la construccién de una realizacién minima, es
decir, una realizacién completamente observable y completamente controlable.

TEOREMA 9

Si una realizacién {4, B,C} de dimensién n, es tal que rango VU =¢ < n,
entonces {4, B, C} es algebraicamente equivalente a la realizacién {4, B,C} donde:

_ [4a 0 A} [|Bu _
A= |4y An Ap| B=|Bn| C=[Cu 0 OCn]
0 0 Az 0

¥ B¢ = {A11, B11, 011} es una realizacién de dimensidn ¢ que es controlable y observable.

Demostracion:

Supongamos que rango VU = ¢ < n. Si el sistema no es completamente con-
- trolable, podemos encontrar, por la demostracién del teorema 8, un sistema {A, B, C}
algebraicamente equivalente a {4, B,C} con

B,
0.

v {A}, By, C1} una realizacién de dimensién § = rangol < n completamente controlable.

i— [Ax A,

A= O_Aa] E:PB:[ ] 6=CP'=(C G

Si {A, B, C} es completamente controlable, es decxr ¢ = n nos quedamos con el
sistema original, con lo que tendrfamos

A':A=A1, B=B=B, C=C=¢(C

cumdo se tiene un sistema dado, ea decir, cuando se conoce ¢l comportamiento real de un slatema, oo e obtiene
una representacién del mlamo slatema, donde uns repreunhcldn es observable y 1a otra no, simplemente se obtiene ia -
representacién interna de un slstema que tlene la miima funcién de tmnsferencia qua el sistema original,  Esto quiere decle
que no se puede hacer que un sistema no observable sea observable. Ea clerta forma, lo que se hace es sustraer la pnte
obaervable del slstema original. Lo mlamo suceda en el caso de controlnbllldad
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Consideremos ahora el sistema {A;,B;,C1} de dimensién § que ya es completamente
controlable. Si no es completamente observable, vimos que es posible construir una
realizacion {A;, By, C,} algebraicamente equivalente a {4,, B, C1} tal que

- A 0 £ B A Y
d=[ g B=[3] G=rou o

donde {41, By1, C11} es completamente controlable y completamente observable (pues
proviene de un sistema completamente controlable) y su dimensién es g.

Entonces
A, =P4PY B =pPB, C =CP?

Afiadiendo renglones a P hasta alcanzar la dimensién de 4 se puede obtener una matriz
P no singular con la que se tiene lo siguiente

. Au 0 Ap . By
A= }’4‘1}’“l = .Agl Agz A23 B=PFPB= Bn
0 0 As 0

C, = éﬁ—l = [Cu 0 C21J
Como {4, B,C} es algebricamente equivalente a {4, B,C} y {4, B,C} es alge-

braicamente equivalente a {4,B,C} entonces {4, B,C} es algebraicamente equivalente
a {A,B,C}. Tenemos pues, que existe una matriz T' no singular tal que

A=TAT! B=TB C=0T!
y A, B, C son matrices de la forma enunciada en el teorema. Unicamente nos

falta demostrar que la dimensién de la realizacién {4y, By;,Cy; es g, es decir, que
@ = g Para ver esto analicemos el producto VU correspondiente a la realizacién original.

CB CAB ... CA™'B
2 ng
VU = Cz:iB 04:4 - CA:
CAM™Y CA"B. ... CAM?
cr-'TB CT™'TAT™'TB. ... CT Y TAT"Y)W~ITB
LCT=YTAT')"'B ... CT™YTAT™')™'TB.
[ CuBu CuduBu - ... Cudu®'By | ceo Cundn"71By
1 Eo ) '
= | Cudu?™'By Se o Cudn’'By | _
—————————— —— ———— + s — [
: : : : I . . : i
L’CuAu 'By, | Cd 728,

Este producto contiene como submatrlz a la matriz producto

v]lull
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donde VY y Y son, respectivamente, la matriz de observabilidad y de controlabilidad
del sistema {A“, Bll; Cu}.

Como esta realizacién es completamente controlable y completamente observa-
ble, V/ U}, tiene rango g, esto implica que VU tiene rango por lo menos igual a 7, es
decir § < q.

Por otro lado,
VU = v{;u?x
donde V1 es la matriz de observabilidad de grado n del sistema {41, B11, C11}, es decir
donde ;
| Cu
Cudn

Vi= Cudl?
Cundl;

n-1
LCudly | )
cuya dimensién es pn X §, es decir, su rango es a lo més igual a 7, sucediendo lo mismo
para la matriz U, de controlabilidad de grado n, con lo cual el producto

LG
tiene a lo mds rango g, esto implica que

¢g<§ porlotanto §=g¢
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Consideremos ahora el caso més general de sistemas lineales. Nos abocaremos
entoncesa sistemas cuya representacién interna sea posible en términos de un sistema
de ecuaciones diferenciales no auténomas. En este caso, no tendremos una matriz
de transferencia, sino lo que se conoce como matriz de patrén de peso del sistema.
Definamos pues este concepto.

Definicién
Sea
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)=(t) =z(to) =0
Un sistema lineal no auténomo, con A(t), B(t),C(¢t) matrices de dimensiones n X n,

n X m,p X n, respectivamente, cuyas entradas sean funciones reales, de cuadrado inte-
grable sobre cualquier intervalo finito de tiempo.

h I

Como se vib en los preliminares

t
u(t) = C(¢) [ &(t,7)B(r)ulr) dr
tg
t

= /K(t,r)u('r) dr
to
a la matriz K(t,r) = C(t)®(t,7)B(r) se le lama (la matriz de) patrén de peso del -
sistema. o :

) Se dice que una matriz de funciones reales de dimensién p X m es.realizable si
representa el patrén de peso de algdn sistema lineal con m entradas y p salidas.

Entonces, el problema de realizacién consiste ahora en que, dada una matriz de
funciones reales K(t,r) se quiere encontrar una tercia {A(t), B(t),C(t)} tal que ésta
tenga como pattén de peso a K(¢,r). ‘

La relacién con el caso auténomo estd dada por la transformada de Laplace de
Ot r) = exp(A(t - 7))

en cuyo caso

K(t,7) = Cexp At exp(—A7)B

Tenemos que para el caso en que A, B, C son matrices constantes, K (¢,7) puede
expresarse como el producto de una matriz en funcién de ¢, Cexp At, por una matriz"
en funcién de r,exp(—Ar)B.Siguiendo esta idea se obtiene el siguiente teorema:
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TEOREMA 10

Una matriz de funciones reales K(t,7) es realizable, si y sélo si, para toda t y
toda 7

K(t,7r) = 2(t)B(r)
donde ¥(¢) y A(t) son, respectivamente, matrices cuyas entradas son funciones de ¢, de
cuadrado integrable sobre cualquier intervalo finito,y son de dimensién pxn y nx m,.

Demostracidn:
=)

Si K(t,7) es realizable, entonces existen matrices A(t), B(t},C(t) tales que
K(t,7) es ¢l patrén de peso determinado por esa tercia, entonces '
K(t,r) = CE)X() X r)B(r)

donde X(t) es la matriz definida en los preliminares.
por lo tanto  K(t, ) = ¥(t)5(r)
donde

T(t) = C{t) X (¢)
y B(r) = X7} (r)B(r)
S
K(t,r) = ¥()B(r)

entonces la tercia {On, ¥(t), 3(t)} es una realizacién de K(t,7) donde On es la matriz
_ nula de dimensién n X n, con lo que ¥(¢,7) = In. : O

Este teorema se aplica desde luego a sistemas que tienen una realizacién con
matrices constantes, sin embargo, como se vers en el siguiente ejemplo, la construccién
propuesta en la demostracién del teorema es a veces demasiado compleja pues genera
un sistema no auténomo y puede no ser muy "adecuado”.

Ejemplo
Sea ‘
K(t,r)= ete’

entonces, siguiendo la demostraclon del teorema, {0,¢t, e t} es una reahzacxon que ge—i» S

nera el siguiente sistema:

T= étu(t)

u(t) =e'z(t)
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Ahora bien, para u constante, Z(t) es no acotada, por lo que se pueden tener cier-
tos problemas, pues, los sistemas biolégicos, fisicos, etc, son acotados. Una realizacién
de K(t,7) que nos puede ser mds 1til es:

£={-1,1,1}
es decir,
& = —z(t) + ul?)
y = z(t)
Como en el caso auténomo, buscaremos de alguna manera realizaciones minimas,

para ello necesitamos definir lo que significa que una descomposicién de un patrén de
peso esté reducida globalmente.

Definicién
Sea K(t, ) una matriz de dimensién px mn realizable. Por el teorema 10 tenemos
que

(4) K(t,7) =¥()B(r), —co<t,r<oo

Se dice que la descomposicién (A) estd reducida globalmente si las columnas
de ¥(t) y los renglones de A(r) son linealmente independientes para casi toda ¢ € R.
Dicho de otra manera, (A) est4 reducida globalmente si para toda eleccién de vectores
constantes no nulos, ¢ y b

U(t)e ~ Op, en un cjto de medida positiva
T 3(¢) # Om, en un cjto de medida positiva '

TEOREMA 11

Toda matriz K(t,7) posee una descomposicién reducida ‘globa.lmente.

Demostracién: o
Supongamos que (A) no estd reducida globalmente. Entonces, las columnas
de ¥(t) o los reglones de J(t) son linealmente dependientes sobre —oo <t < oo’
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que las n columnas de W(t) : ¥,(t),
Uo(t),..., ¥n(t) son linealmente dependientes. Por definicién, existe un vector ¢ de
dimensién n tal que, casi dondequiera, '

(B) ' T(t)e =0, —oc0<t< oo

Denotemos el nimero de vectores linealmente independientes ¢ que satisfagan (B) por
n.~ kg e incorporemos estos n — kg vectores, ¢, €25+ -+, Cp—k, COMO las dltimas n — kg
columnas de una matriz constante de dimensién n x n no singular: :
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= [Ca|c1 [-7 AN cn—ko}
Claramente,

U(t)B(r) = T(t)CCHB(r)
e () = [T()Cs 0 O ... 0

donde ¥(t)Cq es una matriz de dimensidn p x ko ¥ las n — ko columnas restantes son la

columna 0, se tiene que X
T(H)CCTB(r) = ¥(6)Cahi(7)
donde fi(r) representa los primeros k renglones de C~18(r).
Haciendo ¥{t) = ¥(t)C, tenemos que
K{t,r) = \il(t)ﬁ(r)
Las k¢ columnas de \i!(t) son linecalmente independientes sobre ~co < ¢ < oo,

{por construccién). -Ahora bien, si los renglones de f(r) no son linealmente indepen-
dientes sobre —oo < ¢ < 00, se repite el proceso ahora para (1) y se obtiene finalmente
K(t,7) = Wo(t)Bo(r)
con independencia lineal sobre ~co < t < 00, es decir las ng columnas de Yot} y los

ng renglones de B, linealmente independientes sobre —o0 <t < oo, lo que concluye la
demostracién. B

Ahora bien, ya vimos que dada una descomposicién de K(t,7) = @(t)g(r),
tenemos que la tercia {On, 8(t), ¥(¢}} es una realizacién de la matriz de patrén de peso.
Por el teorema anterior, tenemos que cualquier matriz de patrén de peso realizable tiene
una’descomposicién reducida globalmente Es decir, tenemos de hecho una realizacién
de grado menor dada por

K(t,7) = ¥o{t)o(r) — {Ong, fo, ¥o}
El siguiente teorema nos caracteriza a las realizaciones "generadas” por descomposicio-
nes reducidas globalmente.

TEOREMA 12

Sea X({t,7) = \Ilo(t)ﬁg(r) una descomposicién reducida globalmente, siendo ng el
“ntimero de columnas de ¥, entonces para alguna eleccién de intervalos finitos A1 VEEAY)
las dos matrices de dimensién ng X ng

©) ' M= [Ty a
) A
y

o R T W XCTAE
: . . Aq :
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son no singulares; es decir,
det My #£ 0

det Ng # 0.

Antes de pasar a la demostracién recordemos lo que sigmnifica esto.Por lo que se vié en
los teoremas 2 y 3, la realizacién dada por {Ony, fo, Yo} es completamente controlable
y completamente observable.

Demostracion:

En primer lugar, debe quedar claro que el que det My # 0 y det Ny # 0 es
equivalente a afirmar que existen dos intervalos finitos Ay y A, sobre los cuales, res-
pectivamente, las columnas de ¥o(t} y los renglones de Bq(t) son linealmente indepen-
dientes, pues en caso contrario, existirfa, por ejemplo, un vector r de dimensidén ng tal
que Wo(t)r = 0 para casi toda ¢ en los reales, es decir Myr = 0 para todo intervalo finito
A. Asi pues, demostraremos por contradiccién, que las ny columnas de ¥y(2) ¥ los ng
renglones de fy(¢) son linealmente independientes sobre algiin intervalo {A; para ¥ y
A, para )

Supongamos que las columnas de \Ilo(t) son linealmente dependientes sobre todo
intervalo finito A. Entonces, para todo A existe un vector de dimensién ngunitario tal
que casi donde quiera

Yo(tle=0p, t€AH

Consideremos la sucesidn de intervalos

Ap=|-k<t<k],k=12,...

Yy sean ¢1,¢z,...,Ck, .. - los vectores unitarios de dimensién ng asociados a esos intervalos
, es decir, excepto posiblemente para un conjunto de medida cero

Wolt)er =0p t€ Ay
eep=1 k=1,2,...
Ahora bien, como cfck =1 tenemos que {¢g}$° es una sucesién en un conjunto

compacto , es decir ,{c¢}$° tiene una subsucesién {c,}{2,, convergente:

lim cg, = cq, c,,Tcu =1
1—0Q

Sea t cualquier instante, (que no pertenezca a algin conjunto de medida cero
tal que Wo(t)cp = 0.) :
" Para toda ¢ suficientemente grande t € Ag,. Entonces, para ¢ suficientemente
grande .

- \I'o(t)c,,'. =0,
Pasando-al limite, :
‘ ‘ \I’o(t)ﬂo = ,Op
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para casi toda ¢t en —o00 <t € oo lo que contradice la independencia lineal de las

columnas de ¥, sobre —0co <t < co. La misma demostracién se aplica a By(t) con lo
que se concluye la demostracién.

Ahora bien, si tenemos cualquier otra descomposicidn del patrén de peso es decir,
K(t,7) = ¥(t)B(r) y tenemos una descomposicién como la anterior, K(t,7) = ¥y(¢)A(r)
reducida globalmente, se tiene que

2] T(E)B(r) = Po(t)fo(r), -0 <t <0

Multiplicando (E) por la izquierda por ¥I(t) e integrando sobre A, con reépecto at,
[ FOnwa i = [ w8 &, —eo <<

Mofo(r) = [ W (¥(0B(r)dt, —o0 <7 S0
Como M es no singular
Bolr) = M /wT(t YHB(r) dt, —co ST < oo
(1) Bo(r) = Rﬂ(f) ~co <7 <00
donde R = MD"IA[ O (£)®(t) dt es una matriz de dimensién ng X n.
| Similarmer:te,

(1 Wo(t) = ¥(t)S, -oc0<t< oo

donde
(Af ﬁ(r T(r) dr) Nyt

es una matriz constante de dimensién n X ng.

De (II) se concluye que ng, el nimero de columnas linealmente mdependlentes
de W(t) , no puede exceder el rango de S, que a su vez, no puede set mayor que =, el
nimero de columnas de ¥(t). Entonces, '

n > np.

B u)

Si la descomposicién ¥ (t)B(r) también estd reducida globalmente el a.rgumento ”
anterior se puede invertir y se tiene la desxgualdad opuesta

ng 2 n.
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En consecuencia, si ¥o(t)B(r) y ¥(¢)B(r) son ambas descomposiciones de un mismo
patrén de peso, reducidas globalmente, S y R son matrices de dimensién n x n.

Este dltimo hecho tiene también como consecuencia que el nidmero total de
columnas linealmente independientes en ¥(t) (o renglones en 3(r)) en cualquier des-
composicién K(t, 7} = ¥(t)f(r) reducida globalmente es un entero ng determinado de
manera Unica por la matriz de patrén de peso K{t,7) realizable. Alentero ng se le llama
orden de K{t, 7). De hecho n, es la dimensién minima del espacio de estados que puede
tener cualquier realizacién de K(t, 7). Si se tiene la realizacién {Ony, fo, Yo} generada
por una descomposicién reducida globalmente, y Ay = {to, t1]A = [tg,21]

133
Mo = [ 2E(0)%o(z) dt

to

t
= [ #7(r, ) CT () C()0(r, o) dt = V(to, 1)
to
con ®(t,tg) = I y. C(t) = Wo(t) es decir, M, es la matriz de observabilidad del sistema
generado por la realizacién {On,, B0, Yo}, que sabemos por el teorema 12 es no singular,
“por lo que se tiene un sistema completamente observable.

De manera similar,
NO = u(t;;’tr)

que es la matriz de controlabilidad generada por la realizacién {0y, 8o, o}, que por
ser no singular determina un sistema completamente controlable.

. Ahora bien, hasta ahora solamente podemos decir que si se tiene una realizacién
{On, 8, ¥} generada por una descomposicién K (¢, 7) = ¥(t)S(r) entonces

w(t}8(r)

es una descomposicidn reducida globalmente si y sélo si

{0, 8, ¥}

es completamente controlable y completamente obgervable. Y como demostramos que si
la descomposicién estd reducida globalmente la realizacién generada es minima, tenemos
que para realizaciones de este tipo, minimalidad equivale a controlabilidad y observa-
bilidad completas. De hecho, se tiene que una realizacién {A(t), B(t),C(t)} es minima
si y sélo si es completamente controlable y completamente observable. Sin embargo no
demostraremos este resultado. Si el lector estd interesado puede consultar el articulo de
D.C. Youla,cuya referencia aparece en la bibliografifa.

El dltimo resultado que veremos en esta seccién, y cuya dernostracion utilizare-
mos en la parte bilineal, es el siguiente:

'TEOREMA 13
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Sea Wo(t)fo(r) una descomposicién reducida globalmente. Para cualquier otra
descomposicién reducida globalmente ¥(t)B8(r), existe una matriz constante A de di-
mensién ng X ng no singular , tal que

U(t) = Wo(t) M
B(t) = M™'Bo(t)

Demostracion:

Tenemos que

-~donde ' . :

R=n51 [l @uydy 5= ([ Br)p(r) dr) ;!
A1 AZ

siendo ambas en este caso matrices de dimensién ng % ng.

Si multiplicamos por la izquierda la igualdad
Wo(t) = ¥(¢)S
por 7 (t) obtenemos _ :
, BT (6)%olt) = ¥§ ()T (1) S
integrando sobre A; con respecto a t, ‘
Mo= [ WE(B)To() S,
Ay
como M es invertible
= M;! f vl (6)w(t) dtS = RS
fa¥1
Por lo que R es la inversa de S. Sea R = M, S = M}, entonces 7 ’
' W(t) = To(t)M BN O]
B(t) = M~ Bo(t) '

- Ahora bien, si M es una matriz constante no smgula.r, y dada una descompo—
- sicién reducxda. globalmente muItxpllca.mos por M y M~ como en (*) tenemos

W(t)B(r) = Yo(t) MM ' Bo(r) = K(t, r)

. por lo que obtenemos otra descomposxcxon reducida globalmente del patron de peso
" original. : ) .. o
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En realidad, lo que tenemos es una clase de equivalencia entre descomposiciones
minimas médulo la relacién

{2.0), ()} ~ {%a(t), Ba(t)} <= {‘1’1(’-’)=‘I’z(t)M } ‘

Bu(t) = M7 Bat)

donde M es una matriz constante no singular de dimensidn ry %X ng.
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/ . 7 /0 ;
Dewes at Folervie

Como en muchas 4reas de las matemdticas en teoria del control el paso de la teorfa
lineal a la no lineal es sumamente dificil. En este capitulo estudiaremos una clase
especial de sistemas no lineales que, ademds de ser una continuacién natural de los
sistemas lineales, son una clase de sistemas que aparecen con mucha frecuencia en
procesos relacionados con el hombre y su medio ambiente*. Esta clase de sistemas son
los sistemas bilineales, Kstos estdn descritos con ecuaciones diferenciales ordinarias y
reciben el nombre de bilineales pues son lineales en el estado, lineales en el control pero
no lo son simultdneamente en ambos.

Muchas veces cuando se estd modelando un sistema ecolégico, socioecondmico o
de economia, por ejemplo, se trata de hacerlo con un sistema lineal, que como ya hemos

visto es de la forma i
?1%{ = Az + Bu ()

Con A una matriz de dimn X n y B de dimn X m, pudiendo ser éstas constantes o
dependientes del tiempo.

Aunque frecuentemente se utilizan estos sistemas, en muchos casos son inade-
cuados, La sencilla ecuacién que describe a la poblacién de especies biolégicas es un
buen ejemplo. La tasa de cambio de la poblaci6n es

yTi ux (1}

donde u, tasa de nacimientos menos tasa de muertes, puede considerarse como una
variable de control. El coeficiente u depende generalmente de la poblacidn (que es el
estado. z). Sin embargo, si pensamos en un sistema de ciclo abierto, es decir, cuando u
no depende de z, tenemos un sistema bilineal que no se puede poner en la forma lineal.

Como este caso hay muchos mds, algunos ejemplos son: procesos de control
nucleares, procesos bioquimicos, regulacién de la temperatura, etc.

En muchas ocasiones es posible hacer un modelo lineal para describir un sisterna
pero éste puede tener ciertas carencias. En la primera parte de este trabajo menciona-
mos el problema de controlabilidad de sistemag lineales. En este andlisizs admitfamos
controles no acotados, lo que estd muy alejado de la realidad. En la gran mayoria de los
casos los controles disponibles son acotados y eso lieva a que ciertos sistemas controlables’
{con controles no acotados) dejen de serlo cuando se utilizan controles acotados,

Como ya mencionamos, un sistemna bilineal es tal que es lineal en el estado y
lineal en el control pero no simultineamente en ambos, Escribiremos las ecuaciones de
un sistema de este tipo, con una unica salida, de la siguiente manera !

#(t) = A=z(t) + N={t)u(t) + Bu(t)
u(t) = C2(0).

T Veme por njcmblq, Mnhler,ﬂdinw Conirol Procesiss
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donde u(t) € R es la entrada, y(t) € R es la salida y z(t) € R™ es el estado en el tiempo
t. Las matrices 4, N, B y C son matrices constantes de las dimensiones adecuadas.

En el problema de realizacién de sistemas lineales utilizamos una funcién de
B - transferencia, en el caso constante, y una funcién de patrdn de peso, en el caso no
: auténomo, para representar la salida y con base en esa representacién plantedbamos el
problema de realizacién. Ahora uno de los problemas surge al tratar de representar la

R salida. Para ver como hacerlo encontramos la solucién de

E(t) = Az(t) + Nz(t)u(t) + Bu(t) z(0) ==z0o
Si multiplicamos por el factor de integracién e~ 4% obtenemos:

e~ At — e—At‘Az(t) + e_"“Nz(t)u(t) + e_AtBu(t)

de donde se tiene que

de"‘“z(t)

) = e~ AN z(t)u(t) + Bu(t)e™ 4

i
e~ At(t) = o+ ] e~ AN et u(ty) + Bu(t,)]de,

0
¢ . :
aft) = ezg + [ AL [Na(t)u(t) + Bu(ty)ldt, (1)

En el integrando aparece z(t,), por lo que resulta natural para obtener una me_]or
aproxunacmn de z(t), evaluar z(¢,) y después sustituir en (1),

z(t;) = eftigy + / eA(tl-‘z)[Nz(t,)Q(tz) + Bu(t;)|dt,
0

y sustituyendo en {1) obtenemos

t ty '
z(t) = etz + [ eAlt-t) N(e‘“lzo + [ Al (g ta)u(ts) + Bu(ts)dts)u(t)
2 : ‘

+ Bu(tl ]dtl

at, +/ Alt- ’l)Ne"“‘zodtl+// Alt- tL)NCA(n—tz)(Nz(t,)u(tg)

+ _Bu(z,))dz,dt1 + f eAlt=t) N Bu(t,)dt,
0

¢t 1 .
='e4‘z§ +/eA("’t‘)NeAt1:rodt1 +feA(t't1)NBu(t1)dtl+
' 0 0. < '
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eA(t-tl)Ne(‘l“tz)Bu(h)dhdh

O

—

/
{]

" .
[ Alt- tl)NeA(tr‘Lz N.‘B(tz) (t; di,dt, (2
0

Procediendo de esta manera pero ahora con z(t,), evaludndola en (2) y sustitu-

yendo en (2) se obtiene:

t t '
= Atzg +/eA(t_t1)Bu(t1)dt1 +/e‘4(“t1) NeA(tl)zou(tl)dh—{-
0 0
t &
+//CAU—LI)NGA(‘]‘—"")Bu(tg)u(tl)dtgdtl-i-
EA(!_H)NCA(tl—tz)NCAthI(]u(tz)u(tl)dtzdtl
8‘4(t“h)NCA(“'_"2)NeA(tz_h)Bu(tg)u(tg)u(tl) dtgdtzdtl

eAlt=t1) yeAlt—ta) ygtata) NEAtSZQU(tg)U(tZ)u(tg)u(tl)dtadtgdtl

O o O & Ol o O ©
c\:&:‘ O O

o’\";—

eAlt=t) yed(ti—t2) yeAlta—ta) jy, (ta—t4) Bu(ty)u(ts)u(ts)u(t,)

eA(t—tl)NeA(tl-—tg)Ne(tg-fta) NeA(t;;—q)

B
=
“
&,
o
w
o
o
]
8.
o~
=
+
\.ﬁ
\:
-
o

o
(=]

’ Nz(t4) ;L(h)u(ta)u(tz)u(tl)dhdt;;dt;;dtl

Siguiendo se esta manera tenemos una representacién de la salida que es de de

la siguiente forma

¢ g . :
ylt) = G[eAtzo +/e“‘(t_t‘)Bu(t1)dt1 +/eA(‘_'l)NeA(tl):z:oU(h)dtl o
. 0 ' 0 . -

Ahoru. bien; haciendo algunos cambios de vanable y reindexando podemcs es-

cnbxr esta serie de integrales como
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' t . t
t) = C{e’“zo + / e““lBu(t —ty)dt; + / eAtheA(t_ll):cou(t — t;)dt,+
0 0

t i
+ ffeAtzNeA(tl—tz)Bu(t—t;)u(t—-tz)dtldt-; ot

0ty
t ot t

I T S P
0 & ty

u(t — £;)dbrdt . o+ //

04
t
feAt"NeA(t"l_t‘) ves e/‘(‘_cl)xgu(t)

ra u(t - t,)dtldtz “ o dtt]
§i ademas queremos expresar las integrales con limites de integracién de 0 a ¢

- 1—1
podemos multiplicar las integrales por [ é6-1(ty_; —tx), donde
. k=1 i

0 sit;_, —t; <0
bl =) ={] 5,70,

1 sit; —t;20°
de esta manera podemos escribir a y(t) como
y(t) = yz(t) + yu(t) + yzu(t)

donde y(t) = Celzy v

1==1
n(t) =ceAtLB.

Z[ [ u,(tl, Ot [fl,u(t-t,,)] dty...dt;

i—t . .
,U"(t}, Ve ,t{) ’—fceAt‘NeA(t"l_".) ves NEA(h—tZ) -B [H 6_|(lk_1 - tk)]

k=1

k=1

-

t==

, t t i .
va(t i / / my(ty, ..., ) NeAlt=g, [H u(t — t,,)] dty. .. dt;
0. 0 .

donde m, se obtxene de Y sustltuyendo B por la matriz identidad de dlmensmn nXn '

Para tener definida esta expresién para toda permutacién de las va.nables t;

deﬁmmos
= Yoiltnest)  z=Tomilt k)

per  per
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con la que obtenemos

8

vul(t) =

o

¢ i
%f fw‘- LH’ u(t - tk)] dty...dt;
0o 0 =1

i

MX

yzu(

¢ t {
/ fz NeAlt=t) g, [1’[ uft —zk)] dty...dt;
0

0 k=1

[

=1

Ahora bien, si 2o = z(0) = 0 tenemos que

A esta expresién la conocemos como serie de Volterra del sistema *.

. 2.2
ﬁfﬂéﬂ(’/&%

Utilizando lo anterior, definiremos lo que se entenderd por realizacién en sistemas
bilineales

DEFINICION 1.

Una sucesién {w;{ty,...,1;}5° de niicleos simétricos de una expansién en series
de Volterra es realizable por un sistema constante bilineal en un espacio de estados finitos
{es decir, es realizable bilinealmente) si existen cuatro matrices constantes 4, N, B,C.

.de dimensiones n X myn X nyn Xx1ylxXn respectwa.mente ‘tales que las sxgulentes‘
relaciones se satisfacen . : :

(1) V ’ CCAtlB:‘wl(tl) th

per

(2) Y et yeAlti-1=t) | NeA(tl"z)B 6_1(tk 1——tk+2)
+

=wiltynty) Vig, k=1,...,0,Vi>1,

Por esta definiicién ya sabemos que es lo que plantea el problema de realizacién |
en sistemas bilineales. Ahora bien, dada una sucesion {w;{t,...,t;}5° de nicleos de

Un problema qua tleqe esta representacidn es la convergencia y unicidad da Ia serle, no analizaremos esto peco cecomen-
damos lear el articulo de Lesiak, Casimir y Kréner que aparece en la bibliografia .
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Volterra, ;Cudndo es posible encontrar o por lo menos saber que existe una realizacidén
bilineal? El siguiente teorema nos da una respuesta.

" TEOREMA 1

Una condicidn necesaria y suficiente para que una sucesibén
{wi(ts, ..., #;)}82, de nicleos de Volterra simétricos sea realizable bilinealmente es:

(a) Que wy{¢#;) tenga una transformada de Laplace racional propia.

(b}  Que existan matrices F(t), G(t), H(t), de dimensiones m x m,m x 1,y 1 xm
respectivamente, de funciones con transformadas de Laplace racionales propias,
tales que se satisfagan las siguientes relaciones:

(3) wilty, oo t;) = H{t) F(timg ~ &) ... Flt2 — £3)G(ty — ta)
en : ’
6 = {{t,...,t;):ty > 2> ... > t;} paratodai>1

OBSERVACION

Debido a que los nicleos son simétricos, la condicién (3) se satisface para cual-
quier perrmutacién de las variables £y,...,¢;.

Demostracion: =) hborNecesidad :

Si la sucesién {w;(ty,...,4;)}$2, de nicleos simétricos de Volterra es realizable
bilinealmente, entonces existen matrices A, N, B, C tales que se satisfacen las ecuaciones
1) ¥ (2).

Asi
CCAtIB = wl(tl) th.

-y como Cet1B tiene transformada de Laplace racional propia, entonces se cumple la
condicién (a).

Como los nicleos son simétricos y se satisface (2), en particular si res'tringimvos, el do-
minio a & = {{t;,...,4;)it1 >, > ... >} 1> 1 tenemos que

Wi = (t..oot) = CeltiNeAlli-1mt) yedlti—t2l g

=1
pues [1 6-1{tzy; — tk4s) =0 en ese intervalo para las permutaciones de las t;.
k=1 : ’
Ahora, factorizando la matriz N en la forma
N = N,N”
con V' de dimn x my N' de dimm X n, tenemos que

Wity ) = CediN N eAli-174) | wNTeAli=t) B i 1
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Definiendo '
CetN'= H(t) , N"eMN' = F(t)

N"eAB = G(t)

tenemos que
wiltr,. .. b)) = H{t;)F(t;_y — t;) ... Ft2 — t3) G{t1 — t2)

Como estas tres funciones tienen transformada de Laplace racional propia, se satisface -
la condicién (b).

Suficiencia,
Supongamos que se satisfacen las condiciones (a)-y (b). Consideremos la matriz

w; Hft
() 0= (2l B

Como wy (t), H(t), G(t) y F(t) son funciones cuya transformada de Laplace es racional
propia, L(t) se puede interpretar como el patrén de peso de un sistema lineal constante
de orden finito con n 4 1 entradas y m + 1 salidas. En consecuencia deben existir
matrices 4, R, S de dimensiones n X n,n X (m+1) y (m + 1) x n respectivamente, tales
que

Se'R = L(t)

Dando una particién de S y de R en la forma

s:(g) R=(R Ry)

Como 8, una matriz de dimensién 1 X n y R, una matriz de dimensién n x 1, tenemos
que )

wy(t) = SyeAt Ry H(t) = St Ry
' (5) (t) = Sze'“Rx (t) = SzeAtRz

Sustituyendo (5) en (3) tenemos que

w,-(tl, e ,t") = SxCAthzszeA(t'.'l—-t‘.)Rz e SzeA(tz—cs)stzzeA(tl —tZ)Rl

Haciendo

B=R1 G=Sl Y N=RzSz )
" tenemos un sistema bilineal, caracterizado por la. matriz A y las matrices B,C-y N que
- cabamos de definir, que satisface las ecuaciones (1) y (2) sobre los comuntos S; -

Por otro lado como, por deﬁmc:én, los niicleos w;{tq,...,¢;) son simétricos, las
ecuaciones (1) y (2) se satisfacen para todo ty,...,%. : o
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Por el resultado establecido en este teorema, debemos analizar las sucesiones
{wi(t,...,t;)}° que se puedan escribir en la forma

Wity oo ti) = H{E) F(timy — 8) ... Flt2 — t3)G(t1 ~ &)

que satisfagan las hipdtesis del teorema. Estas sucesiones se llamardn factorizables y a
la tercia {F(t),G(t), H(t)} se le llamard una factorizacidn.

Como en el caso lineal, estaremos interesados en realizaciones minimas. Para
ello, serd necesario estudiar el conjunto de todas las factorizaciones posibles de una
sucesién de nicleos dada. En particular, se estableceran resultados relacionados con la
minimalidad de una factorizacién. Para poder hacer esto, introducimos las siguientes
matrices, no sin antes recordar que las dimensiones de las matrices F{t),G(t) y H(¢)
son m X m,m X 1y 1 X m respectivamente.

DEFINICION
PF,Gl(ty, ... .t) = [G(t1) F(t2)G(t) - - Ftp)F{te_y)..- G(tl)] v
H(ty)
H(tx)F(tz)

Qk[FaHl(tl’ cee 7tk) =
H(t).. (tk 1) F(t)

Nos interesard analizar si los m renglones de Py[F, G] (las m columnas de Qg[F, H]) son
funciones linealmente independientes o no, Como, por hipétesis, F(t), G(t) y H(t) tienen
transformada de Laplace racional propia, serd suficiente examinar la independencia
lineal en algiin subintervalo de R¥, por ejemplo, en Ay = {{tr, ..., ):0<; <1, Vi)

Esto lleva a introducir las matrices gramianas:

(6) PilF,G) = / P PFdt, ... dty
Ay

(7) Q4lF H| = /Q{detl...dtk
Ak

Las matrices (6) y (7) definen, para F,G y H fijas, y para cada k, una transfo-
macién lineal de R™ en R™. Esto se ve claramente observando que Pi[F,G|(ty,.-.,tk),
{respectivamente Q[F, G](x)}, es una matriz de dimensidn m X k, {k x m} por 10 que
PkPkT es una matriz de dimensién m x m, {QI: £ €3 m xm}, en las variablest;,..., t;,
por lo que al integrar sobre Ay, se obtiene una matriz Py, {Q;}, de dimensién mx m que
define una transformacién lineal R™ en R™. En los dos siguientes lemas se obtendrén
resultados, sobre el rango (imagen) de estas transformaciones, que nos serdn de gran
utilidad para lemas y teoremas posteriores.

LEMA 1.



Existe un entero k' tal que

(4) R[Pel C R[Pers] pasa toda k < &'
(B) R[Pi] = R[Prsy] para toda k > &'
¥y mas aiin,

(©) K<m

LEMA 2.

Existe un entero k" tal que
R(Qk] € R{Qk+,] para toda k < k"

_ R[Qi] = RIQky} para toda k > k"
y més ain )
' < m.
Solamente demostraremos el lema 1 pues la demostracién del lema 2 se hace de manera
similar. Para esta demostracién utilizaremos las siguientes observaciones.

Observaciéon 1.

RiP| = ker[P,:]'L' $

Qbservacién 2.

Pg‘ =P [te.Pres autoadjupfé,.]

- Demostractén:

" Hay que demostrar que
: (kawyy),::- (E,‘Pky)
' Sean 7,y € R™ e



(Prz,) = ( [ PuPidtyz,v)

Ay

= (PkPlix» y)‘ﬁk
A

= /(P,ﬁz:, Py)diy, -
Ag

= [ (=, PePLu)dE;
A

% C

Demostracign: (Lema 1.)  Dividiremos la demostracién en dos partes.

En la primera parte se demostrard que '
' R[Px] C R[Pis] para toda k.
en la segunda parte se demostrard que si
R[Pr_y| = R[P| para alguna k&
entonces R{Pe] = R{Priy).

Primera parte

Tenemos que demostrar que }

| R[P) C R|Pes] para toda k-

por las observaciones 1 y 2, tenemos que basta demostrar que
ker| Prya] C ker{P|

Afirmacidn.  z € ker[Ppy ] <= Pi(fy)z = 0 V €Ay

Demostracidn: = € ker[Pp, ] = Py e=0 <> para toda yER™
APrzyy) =0 v
= [(PL(Ex)s PEENW L = 0
: A,
= [ l|FhE)eldte =0
A
<= Pl{fr)z =0 Vi €A

56.



P.D. ker{Pryy| C [Py .
Sea z € ker[Ppyi] = Phy (T2 =0 V Tpy1 € Agyy

> (G(tx),:l:):() Y tIEI,I:[O,l]
0

vV t,t€1

(F(tk)F(tk_l)...F(tg)G(tx),z).=0 Vb ootp el
(F(tk-i-l)F(tk) .. .F(tg)G(td,.’B) =0 V tx, e ,£k+1 € I

(1)
)

(a2
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(ag)

v(ﬂk+1)

como 3 satisface las condiciones (a1),...,{ak+,), satisface en particular las condiciones

(a1),-..5(ag), por lo que
PkT(fk).'B Vitel
= z € ker|[ 7]
< ker[Peyq] © ker(Pyl
“R[P] € R{Pyy| para toda k.
Segunda parte.

Demostraremos que si

R[Peyy] = R[P] para a.lguné ko
R[Pel = R{Pets)-
-Supongamos que R[Py-,} = R[Py| -entonces
ker{P_,] = ker[P}.

. P.D. ker(P;) C ker[Pg4.,] (La otra contencién se tiene siempre). - .
{ como las variables ¢; € (0,1} para toda {, haremos una reindexacién }
Sea = & ker[ Py

= (G(t),z)=0 V¥V t, el
(F(t41)G(t1), ) =0V by €1
(F(tk+1) (tZ)G(tl)!I) V tegrataos, by €1

)

(bs) -

(bs)

(F(tk_H)F(tk_l)...F(tg)G(tl),a:)=0 Vo bkenteogs et €1 {bry)

- transponiendo F(tg4,) en (b (bk \) obtenemos que FT(t, )z € ker[F‘,c y] pero.

ker[Pe_y] = ker[P] .. (tk+1)$ € ker[Pk]
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= (G(tx):Ft(tkﬂ)z) =0 V ity €1 (€1)

(PR F(tk-r) - F()C(t1), Fotpr)z) =0 ¥ btz €1 (o)

volviendo a transponer F‘(tk,H) obtenemos que por (b;),(¢1),...,(ck) , = €
ker|{ P4

= ker{P] C ker{Peiq]
= ker[P] = ker{Ppy,]
R(Pg] = R[Peys]

Como R[P]CR™ V k = k! < m que satisface el lema., 7 ul

Para poder llegar a los resultados de factorizaciones (y de realizaciones) minimas que’
nos interesan necesitaremos los dos siguientes lemas,

LEMA 3.

Si tnicamente 7 < m renglones de Pp[F, Gl(t1,...,tm) son linealmente inde-
pendientes sobre Am, entonces existe una matriz constante 7" no singular de dimensién
m x m tal que :

TF@)T™" = (F ‘B(t) g:g;) TG(t) = ((_;‘O(t))

" donde las matrices Fi;(t) y Gi(t) son de dimensién 7 x 7 y 7 x 1, respectivamente, y
Paz{Fiy, Gil(t1,. . ., t5%) tiene m renglones linealmente independientes sobre A7A.

LEMA 4.

" 8i dnicamente M < m columnas de Qn,(F, G)(t,...,tm) son linealmente inde-
pendientes dobre Am, entonces existe una matriz constante no singular T de dimensién
m X m tal que )

rrior - (80 p2y) . Ko w0

donde las matrices Fy;(t) y Hy(t) son de dimensién 7 x 7 y 1 X 7, respectivamente, y
Q| Fui, Hy}(t1y .+ -5 tr) tiene 7 columnas linealmente independientes sobre-Ag, *
Como en el caso de los lemas 1 y 2, la demostracién del lema 4, se hace de manera
sirnilar a la demostracién del lema 3 por lo que tnicamnete demostraremos el lema 3.

* Observacidn: P={Fu1,Gl(Fz), (@lFusy Hi|(f)) son matrices da dimenaldn 7 x 7, por lo que los 7 renglones (7
columnas} del lema-3, (del lema 4) son los 7 renglones totales (M columnas totales) de ta matris en cuestidn, :
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Demostracién: (Del lema 3).

Si tnicamente 7 renglones de P[F,G] son linealmente independientes sobre
Am, existe una matriz constante no singular T' de dimensién m x m tal que

TPmlF,G)(t1, -1 tm) = (P(tl,-é.,tm)) “

con los 7 renglones de f’(tl,. ..,tm) linealmente independientes sobre Am.

Tenemos que
TPulF, Gl(tm) = T(G(¢1) F(t)G(t) ... Fltm)F(tm-1) ... G(t1)
= (TG(t;) TF(t:)G(t).. . TF(tm)F(tm-1)...G(t1)]
Como T es no singular, 771 existe por lo que
[TG(t) TF()TITG(t) TF{tm)T ITF(tm-)T71.. . TG(t)]

_ (f’(ti,.d.,tm)) = TG = (Glétl))‘ vt el

~ como G(t,) tiene transformada de Laplace racional propia
= TG(t) = (Glo(t)) para toda ¢

con Gy(t) una matriz de dimensién 7 X 1.
Consideremos ahora la particién
- () F (t))
1 _ (i 12
TPOT™ = (Fn(t) Fult)

donde Fi;(t) es de dimensién 7 x m, Fiz(t) de dimensién m x (m.— ), Faft) de
dimensién (m — /) X M y Fy(t) de dimensién (m — /) x (m — 1), entonces

Foults) Frte)

[lem) SaCm] [finlim=) Palimi].

Fu(ts) Frate Gi1{t:
k[FuEtz% Fzz%*z” [ (() )”

_Por la lgualdad (A) esto implica que ,
Fu(t2)Gulty)

Fyy (£3) Fyi(t2) Ga(t1)
Fz1(t4)Fu(t3)Fu(t2)G( 1)

PGl i) =[O [F8) Bule) 0]
¢
t

0V terl
0V tgo i €10
0 Vv t,,.;.,tlzel

Fos(tm) Fis(tme1) - - Fru(t2)G(6r) =0 YV tmy..osti€



= ﬁ(tl,...,tm)-———Pm[Fu,Gll(th...,tm) (B)

For(t) P [Fus Gty - rbm) = 0 (©)

De B, se tiene que Py, |Fy, Gi] tiene rango m y por el lema 1, Az Fyy, Gy) también tiene
rango 7 o lo que es lo mismo, 7 renglones de Pg{F};, G1] son linealmente independien-
tes, como C es valido para toda m > 1, se tiene que Fy(t) = 0, lo que completa la
demostracién. o a0

Teniendo en cuenta estos resultados preliminares, es posible examinar las propiedades de
las sucesiones factorizables de nicleos y describir el conjunto de todas las factorizaciones.
Al entero m se le llamard la dimensién de !a factorizacién y en consecuencia se dird
que una factorizacién es minima cuando su dimensién alcance el valor minimo sobre el
conjunto de las dimensiones de todas las factorizaciones de una sucesién dada.

En el siguiente teorema se expresarén las propiedades de las factorizaciones minimas,

TEOREMA 2.

Una factorizacién de dimensién m, {F(t), G(t), H(¢)}, de una sucesién factoriza-
ble de nicleos es minima, si y solo si, los renglones Ppy[F, G y las columnas de Q[ F; H|
son linealmente independientes sobre A,,. Las factorizaciones minimas son una clase
‘de equivalencia médulo la relacién:

Fi(t) = TR,(t)T~"
{F1(6), Gr(t), Hi(t)} ~ {Fa(t), Go(t), Ha ()} <= { Gu(t) = TGlt)
Hy(t) = Hy(t)T!

donde T es una matriz constante no singular de dimensién m x m.

Demogtracidn: La demostracién se dividird en dos partes, la primera se referird a la
minimalidad y la segunda a la clase de equivalencia.

Primera parte. : ,
Como {F(t), G(t), H(t)} es una factorizacién de una sucesién de niicleos {w;{t1,..., ;) }%°,
tenemos que: . B

() wltyent) = HE)F(tmy — 5) . Flt ~ 5)G(t ~ 1), ¥ i

Necesidad:

Supongamos, por ejemplo, que 1& matriz P™|F, G] correspondiente a una facto-
rizacién mfnima tiene dnicamente 7 < m renglones linealmente independientes. Como
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consecuencia del lema 3, existe una matriz constante no singular T de dimensién mx m,
tal que:
- Fa(t) F (t)) (Gl(t))
1_ (Fu 12 -
TFHT™ = ( o) ) T A
con Fyy(t) de dimensién 7 X 7, y las dem4s de las dimensiones adecuadas.

Consideremos la particidén:
HOT™ = (Hi(t), £ (1)
con H,(t) de dimensién 1 x m.
Entonces, (1) puede escribirse como:
Wity nty) = H{t) T TF(t_, — ;)T ... TF(ts — t3)T TGt — ta)
Fi(t;_, —t;) Fra(t;_y —t;
= () Hof) (Pl W) elin )

(Fu(tz —t3) Fu(t, ts)) (Gx(tl - t'-'))

0 F22(t2 bl ts) (VI
= H1(t;)F‘1(t;_l—t")...Gl(tg -—tz), »
con lo que la tercia {Fiy(t), Gy(t), Hi(t)} de dimensién 77'< m es una factorizacién de
la sucesién {w;(t1,...,t;)}5°, contradiciendo la minimalidad.

Basindose en el lema 4 se obtiene una demostracién similar para la matriz

Qn{F, H].

(2)

Sufictencia:

Supongamos que la factorizacién {F(t),G(t), H(t)} para la cual las matrices

Pu[F,G]y Qm|[F, H] tienen respectivamente sus renglones y sus columnas linealmente '

independientes, no es una realizacién minima.

Entonces existe una factorizacién {F(t), G(t), H(t)} de dimensién 7 < m para
la misma sucesién factorizable {w;{t,...,t;}}5°. Esto significa que:
(3) wilty,.. o t) = H(t) Pty — t;) ... F(ta — 8a) G(t1 — ta)

= H(t)F(tioy — t) .. Ft2 — ta) G(t1 — &)

“para todo ty > b > ... > by > ..., ¥V i =2,3,..., y en particular para i, —t; €
0,1],...,t;  —t; € [0,1] , t, €0, 1]. :
Por lo tanto, reindicando las ¢;,

Qm[F)Hl(t[, LR :tm)Pm[F,G](tm&h (R 1t2m)

(3)* = Qm[F,E](Tl,-.-,tm)Pm[Faa—]th'“’tm)

Multiplicando, esta tltima igualdad de ambos lados, por la i_zquierda, por Q%,‘[F, Hi -
~{tsy++.ytm) ¥ por la derecha, por Pﬁ[F, Gl{tms1s .-+ t2m) € integrando sobre Mgy se
" obtiene : ‘ : :

o / QL(F, H|Qm|F, H|PnlF, G|PL(F, Gldt: ... dimdtmes .. dtym =
A!m
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f QT[F, H|Qu|F, H)Pn[F, G|PL(F,G)dty . .. dto.
AZm
Ahora bien, como Qg[F,H]Qm[F',H] y oF F H|Qm[F,G| no dependen de

tmtts-estam ¥ PmlF, G|PL|F, G| y Pu[F,G|P2[F,G) no dependen de fy,...,tm, ¥
recordando la definicién de Agpy,, obtenemos:

Qm-Pm= [ QLIF, H1Qu(F, Hldn,... dtn
Am

/ PolF,GIPLIF, Gldtmss ... dbsm
A'.‘m.Arn
Por construecién @m|F, H] tiene rango a lo mis 7, por lo que [ QT[F, H|Qn[F, H|
Am
tiene rango a lo mis 77, sucediendo lo mismo para [ P[P, G|PL[F,G).
2imAm

Entonces el lado derecho de la igualdad tiene rango a lo més 77 y como @,y + Py, tienen
por hipdtesis rango m, m <.7 lo que es una contradiccién, pues se supuso ¥ < m.

Asf queda completada la demostracién de la primera parte.

Segunda parte.

Si la tercla {F3(t), G, (t), H2(2)} es una factorizacién minima entonces por (2),
y dada la dimensién de TF(t)T~* se tiene que {Fi(t), H;(¢),G,(t)} es también una
factorizacién minima.,

Supongamos ahora que las tercias {Fl(t),Gl(f),Hl(t)} y {F2(t),G:(t), Hz(t)} son dos
factorizaciones minimas cualesquiera de una sucesién factorizable de ntcleos. . Entonces,
por (3) y (3%)
Qum|Fy, Hi(ty . - bm) - P F1L, Gy (tmt1, - - - 5 tam)
= Qm{FZa H‘.‘](th erey tm) ° Pm[FZ,GZJ(tm-i-h LR :t2m)
Por lo que se probé en la primera parte, las m columnas de Q[ Fy, Hy| y de Q[ F, Hy),

y los m renglones de Py[F1,G,] y de Pp[F2, Gy) son linealmente independientes sobre
Am.

Entonces, generalizando el teorema 13 de la primera seccién,

(4) Qm[Fl)Hl] = Qm[Fz,Hle—l

5) - Pp[Fy,G1] = TPm[Fs, Gy
con T una matriz constante no singular.
- De (4) tenemos que:

Hi(th) - : : Hy(t) T
Hi(t1)Fi(t) Hy(t) Fa(t2)T1

Hi(t) .. Fi(tme1) Fi(tm) Hy(ty) .. -Fz(frix—i)pz(t»'n)'-";l
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y de (5) tenemos que:
[Gi(t) Gi(tl)Gilt)) ... Fi(tm) Filtm—1) ... G1{t1)]
= [TGg(tl) TFg(tg)Gg(tl) v TFz(tm) Fz (tm—-]) e Gz(tl)

por lo que

Hi(t) = Ho(t)T 71
Gi1(t) = TGy(t).
Para ver la relacién entre Fy(t) y Fy(t), tenemos que debido a que las tercias

{F1(2), Gi(e), Hi(t)} , {F2(2), Gal(t), Hao(t)}
son factorizacién de una misma sucesién de ndcleos.
Ht)Fi(t) ... A(tme1) - - Fi(tmts) Gitmae) =
Hy(t) Fats) ... Fotmtr) - - - Fo(tmta) Galtman)
entonces :
Qu[F, Hal(t,. -y tm) » Fi(tme1) « Pm[F1, Gal(Emeta, - - b2met)

= Qm[Fa Ho}(t1y -+ stm) - Faltm1) -Pm[Fg,Gg](th,...,tgm“)k

Sustituyendo (4) y (5) en la igualdad

Qm{FZvH'A}T_l : Fl(tm+1) ‘ TPm{FZy G:] = Qm[FZ:H2] * FZ(tm+1) . Pm[FZ’GZ]

Por la independencoa lineal de las columnas de Qp[Fy, Hz] y de los renglones, de )
. Pp|F3, Gy ‘

T'F(tm+1)T = Faltmi+1)

= Ft) = TF(t)T™! o
concluyendo asi la demostracién de la segunda parte. : e 2 : o

Adem’as del resultado expresado en el teorema anterior, también es conveniente
encontrar una relacién entre cualquier sucesién factorizable de niicleos y una factori- -
zacién ‘minima. o ‘

Esta relacién se expresa en el siguiente teorema.

TEOREMA 3

Cualquier factorizacién de una sucesién factorizable de nidcleos se puede escribir
como: . - - -

(Rt 0 P
( 0 0  Fa

o Go(t)‘ )
F(t)=T | Fu(t) F;(t) Fzs(t)) ™! Git)=T (Gx_(t))
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H(t) = (H(t) 0 H())T™

donde T es una matriz constante no singular y la tercia {Fy, Go, Ho} es una
factorizaciépn minima de la misma sucesién.

Demostracién:

Sea {F(t),G(t), H(t)} una factorizacién de dimensién m de una sucesién de
nicleos dada.

Primer caso

Si los m renglones de P[F,G] y las m clumnas de Qm[F, H| son linealmente
‘independientes, tenemos que la tercia {Fo(t),Go(t), Ho(t)} dada por

Fy(t) = MF()M™!
Go(t) = MG(t)
.Hu(t) = H(t)M_l
donde M es cualquier matriz constante de dimensién m x m, no singulér; es

también una factorizaciénde la sucesién y ésta es minima. (Pues, por el teorema’2,
{F(t),G(t), H(t)}} es minima.) Entonces:

F(t) = TFR(6)T™, G(t) = TGo(t), H(t) = Ho(t)T ™"

donde T' = M ™1, por lo que se tiene el resultado enunciado. ; : ,D‘ v

7 Segundo caso

Supongamos que Pr{F,G] tiene dnicamente m < m renglones linealmente ini-
dependientes sobre A,,, entonces, por el lema 3, existe M una matriz constante no
singular de dimensién m X m tal que

et (0 ) o= (§)

‘donde Fy;(t) es una matriz de dimensién m x m tal que Pp[Fu, Gi(t)] tiene sus m
renglones linealmente independientes sobre Ap,.
Tomemos la particién de H(¢)M ™! dada por

H(O)M™ = (Hi(t) Ha(t)
donde H,(t) es una matriz de dimensién 1'% .

Ahora bien, si Qm[F(t), Hi(t)] tiene dnicamente 2 < columna.s hnealmente '
independientes sobre A tenemos que, por el lema 4, existeé una matriz R constante no
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singular, de dimensién % x m, tal que

RF, (R = ( 1{;“1((‘2) F,?(t)) H(H)R™! = (H(t) 0)

donde Q5[ Fo(t), Ho(t)] tiene sus / renglones linealmente independientes sobre A;.
Ahora bien, si tomamos la particién

reye = (&)

Entonces, P [y, Go(t)] tiene por construccién sus # renglones linealmente in-
dependientes. :

Sea R 0
$= [0 Im—ﬁle—rh]

donde S es una matriz constante no singular de dimensién m x m, y

SMF({)M™'§™ =8 (-f(';l f;::gg) gt

SMG(t) = § (@lo(t) ) H@MST = (,() E(y)s
‘tomando SM =T} -
oo . Fg(t) 0 Flg(t)v
T_IF(t)T = ( in ﬁzz F‘g}(t))
0 0 Fy,

Go(t) S
T76(t) = (Gz(t)) H()T =(H, 0 H) .
0

donde al multiplicar por la derecha por T a TIF(t)T y a TTIG(t), y_pbxi la
izquierda por T™' a T"F( Tya H( )T, tenemos la expresién buscada y {Fo, Go, Ho}
. esuna factonza.cxon minima. I

B Corolario 1

La dimensién m; de una factonzacmn minima, de una sucesién factorizable de-
nicleos, estd dada por

_ mo = rango{ OmlF, H|Pu[F, G}
donde {F(1),G(t), H(t)} es cualquler factorizacién de la sucesién.

Demostracion:
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Sea {F(t),G(t), H(t)} una factorizacién cualquiera de la sucesién de nicleos
dada. Entonces, por el teorema anterior, existe T no singular y {Fo(t), Go(t), Ho(t)}
una factorizacién minima tal que

Fy(t) 0 Fut) Got)
F(t)=T (sz(t) Fft) Fzs(f)) ' G =T (Gl(t))
0 0 Fi3 0
H(t) = (Ho(t) 0 H(t))T™

Como {Fy, Gy, Hy} es una factorizacién minima de la misma sucesién
Qm[F; H]Pm[F: G] = Qm[FO: HO]Pm[FOa GO]

=QF|F, H|QmlF, H| P [F,G|PL(F,G] =

QL{F, H|Qum[Fy, Ho| Pn| Fo, Go| PL|F, G]

= Om|F, H|PmlF,G] = [ QFQ%PLPE
AZm

(donde @%, = Qu[Fy, Hy), PY, = Pp[Fo, Gol) pero, Q% PY, tiene rango my, la dimensién.
de Fy, por lo tanto, Qm|F, H]Pn[F, G| tiene a lo més rango mq. Es decir, .

rango{Q[F, H|,P[F,G]} < my
Por otro lado, .
Go(t1) Fo(t:) 0 Fia Gq(ty)
PulF, Gl =T [(Glm) (Fn(t,) B B ) (Gl(m) ]
0 0 0 Fa(ts) 0 )
(Ho(t:) 0 Hi(t))

: o(ta 0. . . Fy s
Qm[F,G) = (Ho(ty) 0 Ha(ty))| Falts) Falte)  Fas ) -1
0 0 Fa;,(tz)

Observando que Q?.,‘,QumP,'{,‘ tiene como primera entrada a Q',’,';"Q‘,’,LP,‘;IP&T y
como

Qm[Fo, Ho]Prﬁ[FO’GO]

tiene rango igual a mg, se tiene que
Qm([F, H|Pu|F, G|

- _tiéne al menos rango igual a my, es decir
- rango{ Qum|F; H|Pu[F, G|} 2 me
por lo tanto - ’

rango{Qﬁ.tF, H|Pn[F, G|} = mp = dimFy
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]
Hasta el momento nicamente hemos trabajado con factorizaciones. En el teo-
rema 1 vimos que una sucesién de micleos es realizable con un sistema bilineal si y sdlo
si wy(t,) iene transformada de Laplace racional propia y si existe una factorizacién de la
sucesidn de nicleos. Ahora bien, como en el caso lineal, estamos interesados en buscar
realizaciones minimas. Veamos pues lo que significa que una realizacién sea minima y
la relacién que tiene con las factorizaciones minimas.

Definicién

Una realizacién {4, N, B, C} es minima si la dimensién del espacio de estados
(dim A ), alcanza su valor m{nimo sobre el conjunto de todas las realizaciones posibles
para una sucesion dada de nicleos.

, Denotando por §{L(t)} al orden del patrén de peso L(t), se tiene el siguiente
teorema. . .

" TEOREMA 4

Sea {wq(t1,...,;}2, una sucesién de nicleos realizable bilinealmente, y sea
_{Fo,Ga, Ho} una factorizacion minima de la subsucesion {w;(t1,...,%;}2,. Entonces,
la realizaciones bilineales minimas son tales que:

a} La dimensién del espacio de estados estd dada por:

no=0{(2 )

b} Son una clase de equivalencia médulo la relacién

A =TATY
: Ny =TN,T™}
Ay, Ny, By, N1} ~ (A2, N2, By, C2} =
{ 1y 4V1, 1? 1} { 2y 2} 2 2} B]_=TB2’
Cy=CT ™"

con T una matriz no singular.

-Demostracidn: o : S
- Sea {F(t),G(t), H(t)} una factorizacién cualquiera.de {wy(ty,: ., 4},
- Consideremos la matriz - o

‘ 7 : ) 7 wy(t) H
)

Por la demostracién de suficiencia del teorema 1, se sigue que cualquier realizacién lineal .
"'de la'matriz L{t) genera una realizacién bilineal de los niicleos, reciprocamente, a partir
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de cualquier realizacién bilineal de éstos, es posible construir una factorizacién, y en
consecuencia una matriz L{t). Se puede entonces concluir que todas las realizaciones
bilineales se pueden obtener tomando todas las realizaciones lineales de todas la matrices
L(t) asociadas a la sucesién dada, aplicindoles el método utilizado en la demostracién
del teorema 1. Entonces, la dimensién de las realizaciones bilineales minimas es igual a

Ny =) miné{L(t)}

Si ahora, se toma la expresién de la factorizacién {F (¢}, G(t), H(t)} como estd dada en
el teorema 3 y se sustituye en la expresidn de L{t) se tiene:

w(t) (Hot) 0 Ho(t))T7?
L(t) = Golt) R(ty 0 Fult)
(t) = T(Gl(t)) T(Fu(t) Fan Fga(t))T‘l
0 0 0 Fult)

Considerando § = [1 0] tenemos que

0T
wi(t) A 0 )
Golt) Fo(t) 0 Fua(t){ oy
5 = 5| ol Fn((t)) Faly E|®
0 0 Fi3
Se ve entonces que

6{L(t)} 2 6{Lo(t)}

péra. tota L(t), pues S es no singular y

wy(t) Ho(t »
Lo(t)=[G0§t% Fo((t))]

es una submatriz de S™1L(t)S . Como Lo(t) es un elemento del conjunto de =

matrices L(t), se alcanza el minimo, con lo que se prueba la afirmacién a). O

' Demostracidn: b)

Sea {4, N, B,C} una realizacién bilineal minima y sea
NIN.'I =N

‘una factorizacién de N-tal que N1y NI tengan rango completo r = rango-N,
Claramente la tercia

(2) F(t) = NueftNr ,G(t) = Nne*tB, H(t) = Ce Aty

es una factorizacidn r-dlmensmnal

Entonces r > myg, pues por hipétesis la d:menmon de cualqmer factorlzacxon no -
puede ser menor que mg.
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Hay que demostrar que la desigualdad estricta r > my lleva a una contradiccién,

Supongamos que r > mg, esto implica que la tercia (2) no es una factorizacién
minima y por lo tanto es reductible. Supongamos, po1 ejemplo,que dnicamente r; <'r
renglones de P,-[NJIe““NI,N He““B} son linealmente independientes. Entonces existe T

una matriz constante no singular de dimensién r X r, tal que T reduce a (2) 2 una tercia
de dimensién ry.

Pult) = Nute® Ny Gu{t) = Nine®tB, H(t) = Cedt Ny
donde Ny y Ny {de dimensiones ry X ¥y n X ry respectivamente ) estan definidas por
N

TN = ( ~

-1 _ T Y,
Nz”) NIT™ = (N1 N)

Mads atn, la matriz T es tal que

Nyre*t B =0, NynredtNy =0
~ La tercia (3) es una factorizacién, v por lo tanto, el cuarteto {A, NyN, B C}
es una realizacién bilineal minima pues su dimensién permanece intacta.

Se sigue entonces que la tercia
- C
{4,(B Ny), ( ﬁxn)}
es una realizacién lineal minima de

Wy Hx
Loft) = [Gx%-)) Fu((tt))]

En consecuencia, los n renglones de la matriz e4*(B Ny1) son linealmente indepen-

dientes y esto aunade a (4) implica que Ny = 0. Esto es una contradxccxon pues por
hipdtesis N7 tenfa rango completo r > mg. Por lo tanto r = mg. .

Demostracién: «c)
Sean .
= TA:T—I', Nl = TN;T—l, Bl = TBQ, CxT_l

con T una matriz constante no singular , entonces
-1
wy(t) = C,ef 1By = GT 1T 4T ¢,

-1 -1
Considerando la expansién en serie de eT42T7" o ve claramente que eTAT ™ =
TedT=1 por lo que
w;(t) = CQCA':CB;
De manera semejante se ve que ambos cuartetos definen los mismosy nicleos de
Volterra, por lo que se demuestra la suficiencia.

Consideremos ahora dos realizaciones bilineales minimas de la misma sucesmn,
{A;,Nx,Bl,Cx} v {42, Ny, B3, C2} Por el inciso b}, tenemos queT[S‘S Mo EEEE

SRUR DE LA BiBLIGIERA
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rango{ N} = rango{N;} = m,

Como ya sabemos, 2 partir una una realizacién es posible construir una factori-
zacidén. Sean
{FL(), Gi(t), Hi(t)} ¥ {Fa(t), Ga(8), Halt)}

factorizaciones asociadas a las realizaciones.

Entonces, por el teorema 2, estas son equivalentes y existe una matriz M cons-
tante no singular de dimensién mp X my, tal que

(wl(t) Hx(*)) - (1 0 ) (Wz(t) Hz(f)) (1 0 )
Git)  Ailt) 0 M/\G{t) R()/\0 M
Por otro lado, por (3), la expresién anterior se transforma en

Ci\ At _10(0,),“ (1 0)
<N1n>e (B N")“(o M) N ) € B N (g et

En esta expresién aparecen dos realizaciones lineales minimas y por lo tanto.
existe T' no singular tal que

(i) = (o ae) () T
Ny 0 M/ \Na

(B, M) =T(B, J\r,:)(0 MO_)
A1=TA2T_1

=
() = ()= ()
Ny MN MNan
(B, Nu)=T(B, NaM~")=(TB, TNyM™')
. ,
Bi=TB, C,=CT™!
Ny = NN = TNgMIMNuT ™' = TN, T}

por lo que dos realizaciones minimas, elegidas arbitrariamente, son eqmva.lentes :
mddulo la relacién enunciada en el teorema, lo que concluye la demostracxon a. .-

23

Q/zgm/;aam&& ae wJ///Qz//M a//c%zmw &7 f/ azso. //zm/

En el cago lineal vimos que una realizacién es minima si y s6lo si es completa-
mente controlable y completamente observable, En el caso bilineal se tiene un resultado.
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anédlogo. Sin embargo, debido a la no linealidad del sistema hay que recurrir a! concepto
de alcanzabilidad.

Diremos que un estado z; € {(b)  R" es alcanzable desde el origen si para
zg = 0 existen T' > 0 y u tales que

I(T) = II

En el caso lineal auténomo este concepto coincide con el de controlabilidad

En el caso bilineal se tiene que el conjunte de todos los estados alcanzables desde
el origen no es un subespacio lineal. Sin embargo, es posible sumergirlo en un espacio
que si lo sea.

Los resultados que expondremos a continuacién sobre alcanzabilidad y observa-
bilidad no los demostraremos, pero lo mencionamos pues es importante ver las analogfas
que se tienen con el caso lineal.

TEOREMA 5§ T

P] = B
Sean _ ~ _ .
P =(AP;_, NP,_,, i=1,2.3,...

Entonces, el subconjunto de todos los estados del sistema

(t) = Az(t) + Nz(t)u(t) + Bu(t)
y(t) = C=(t)

alcanzables desde el origen genera un subespacio X, de (b) R" tal que': ‘
a) es el minimo subespacio invariante ba_)o Ay N que contiene a R[B]

b) puede expresarse como
xp =R[Pi,p2,..-,pn]

" En el caso lineal tendtfamos que

Pl =B
P,=AB
Pa AB

. P,;': A"lp

- .y entonces -

Y, =RIB AB ... A™Y=RQU|
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c
CA
Yp=N{ CA* }= N[V

CA.n—l
donde V es la matriz de observabilidad del sistema lineal, entonces X; = 0 si y sélo si
N[V] =0, si y sdlo si rangeV =n.
En el caso bilineal, el sistema es observable si Xy = 0.

Teniendo estos subespacios el teorema de realizaciones minimas en el caso bili-
neal queda como sigue:

TEOREMA 7

Una realizacién {4, N, B,C} de una sucesién realizable de niicleos es minima si

y sélo si, su espacio de estados es observable y estd generado por los estades alcanzables
desde el origen. '

2.4
gmc/mm@

Es importante enfatizar la estricta analogfa entre la teorfa desarrollada para
sistemas lineales y la de sistemas bilineales. Muchos de los resultados obtenidos en ¢l
caso lineal se pueden obtener a partir del caso bilineal haciendo simplemente N = Q.
Esto es de esperarse debido a la estructura de los sistemas bilineales. Una ventaja que
tienen estos dos tipos de sistemas es que una de las herramientas fundamentales es el
dlgebra lineal que permite un tratamiento accesible.

Al trabajar con sistemnas no lineales en general, ya no se tiene esta ventaja. La
notacién y las herramientas empiezan a complicarse y cada vez es méas dificil obtener
resultados generales. '

En ocasiones se tiene un sistema de la forma

T = f(z,u)
| y=h(z) =(0) =z |
definido en espacios localmente euclideanos donde no existe un sistema coordenado que
paramatrice globalmente a la entrada, a la salida y al espacio de estados, por lo que es.
necesario tener mucho cuidado al definir lo que significan los "datos” del sistema.

Ya no es posible ver a los datos de entrada/salida como representados por un
objeto que sea una serie infinita (o finita) de matrices como se tiene en los casos ana- -
lizados en este trabajo. Si se intenta copiar el caso bilineal resulta natural tratar de
representar a la salida en términos de una serie de Volterra,
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Ahora bien, el problema que se presenta al tratar de hacer esto es encontrar
condiciones sobre f y h, bajo las cuales se pueda tener existencia y unicidad de dicha
representacién.

Acerca de esto, en el articulo de Lesiak- Krener, que se menciona en la biblio-
graffa, se tienen resultados para cuando

flz,u) = I)+Zug(n:

y(t) = h(z)

es decir, cuando se tiene un caso generalizado del bilineal. En este artlculo se ve exis-

tencia y unicidad de los nicleos de la serie de Volterra cuando f ,g-y h son funciones
analiticas.

En el articulo de Bronislav Jakubezyk se trata el problema de buscar series de
Volterra para las cuales se tenga una realizacién como la anterior, con f, ¢ y h analfticas.

En este mismo articulo se trabaja también con dos enfoques que no utilizan
series de Volterra. Uno de ellos requiere de funcionales de cierto tipo v el otro series de
potencxas en variables no conmutativas.

Como puede verse, el problema de realizacién es amplio y puede atacarse desde
distintos puntos de vista, buscando representaciones de la salida de distintas formas,
Para condiciones muy particulares sobre f y k se tienen resultados locales pero en
general es un problema abierto.
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A lo largo de la primera parte utilizamos el producto de Kronecker de dos
‘matrices A, de dimensién m x n, y B, de dimensién p X ¢, recordemo lo que esto
significa. Si
a1y a1 ... ain
A= :

am1l a2 sve Qmn

entonces el producto de Kronecker de A y B, que se denota como A ® B, es la matriz
de dimensién mp X ng definida como:

a’llB alzB PN a'].n.B
A®@B= : :
018 ameB ... amnB

El producto de Kronecker satisface las siguientes propiedades: SeanA, B,Cy D
matrices de dimensiones m X n,p X ¢,n %X l,¢ X r, respectivamente, entonces:

(A® B)(C® D) = AC ® BD

(A® B)T = 4Tg BT
(A@B)‘-_—‘A‘@B‘
(donde * denota la matriz transpuesta conjugada). _ ‘
Otra matriz de importancia es la que se construye a partir de un polinomio, de
manera que el polinomio dado sea el polinomio caracteristico de la matriz. Si k() es
un polinomio _
k() = A%+ kA" b b kg d + k=0

definimos a la matriz compaifiera del polinomio k(A) como:

0 ! 0 0 . .0
0 0 1 0 ... 0
c=1| : : : P
' ‘0 0 0 0 ... 1
—kn —kn-1 —kn-2 —kp-z ... —ky

Esta matriz tiene la propiedad que se desea, es decir, que su polinomio caracteristico es

k(7). , |
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