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UNA RECONSTRUCCION CONJUNTISTA DE LA SEMANTICA DE F~(GE 

o. Introducc;on. 

En este escrito ofrecemos una reconstrucción oonjuntista de la 

teoría semántica de Frege. Utilizamos el metasistema de Will 

Harris 1 para hacer una aziomatización conjuntista infoPfflal o 

aziomatiaación informal definiendo un predicado conjuntieta de 

la semántica fregeana. Desoués se POdría ver qué entidades sa

tisfacen el oreaicado definido conjuntistamente o, lo que es lo 

miSJDO, cuáles son los modelos de la teoría semántica fregeana 

así definida. Resulta que una formulación estándar del cálculo 

de predicados rle primer orden es un modelo de una simplifica

ción de la semántica fregeana reconstruida. 

El usar la teoría de conjuntos en la reconstrucción nos 

permite exhibir la estructura matemática de la teoría de Frege. 

La adecuación material de nuestra reconstrucción se muestra al 

determinar que los axiomas exPresan las tesis que cOlftforman la 

semántica fregeana. No modificamos en ningún resoectp illlDOrtan

te la seúntica de Frege¡ creemos que nuestra versión de ella, 

si no está del todo de acuerdo con la letra de los trabajos de 

Frege, si lo está con su espíritu. El enfoque que aquí adopta

moa tiene la ventaja, entre otras, de facilitar el uso de la 

teorla de modelos. 



2 

Procedemos de la siguiente manera: primero explicamos 

brevemente qué se entiende por una axiomatización informal de

finiendo un predicado conjuntista¡ desoués definimos de esa ma 

nera •O sea, conjuntistamente- el predicado 'X es una semántica 

fregeana'¡ a continuación, oretendemos mostrar aue nuestra re

construcción axiomática se adecúa materialmente a la teoría se

mántica de Frege: por último, introducimos el predicado conjun

tista 'I es una semántica fregeana s~lificada' para mostrar 

que una formulación estándar de la lógica de predicados de pri

mer orden es un modelo de una modificación de la teoría semán

tica que prescinde del sentido. 

l. La axiomatización conjuntista. 

cuando aquí decimos 'reconstrucción axiomática' no queremos re

ferirnos al tino de reconstrucción como la que hizo Hilbert de 

la geometría euclideana. No estamos hablando, pues, de la axio

matización ~lásica a la Hilbert¡ más bien estamos refiriendonos 

a un tipo de construcción conjuntista que algunas veces han lla 

mado 'axiomatización' . Patrick Sup~s, oor ejemplo, _aice: "El 

meollo del procedimiento uara axiomatizar teorías dentro de la 

teoría de conjuntos puede ser descrito muy brevemente: axioma

tizar una teoría es definir un oredicado en función de nociones 

de la teoría de conjuntos. Un predicado así definido se llama 

un predicado conjuntista (set-theoretic) ." 2 
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Axiomatizar una teoría en este sentido significa, pues, 

definir en términos de la teoría de conjuntos un ored.icado apro 

ciado. Así, POr ejemplo, oara axiomatizar la teoría ~e qruoos 

se introduce una definición del orerlicado conjuntista 'es un 

grupo'. A las estipulaciones que comoonen la definición se les 

llama 'axiomas' de la teoría. Un axioma es, así, sólo una parte 

de la definición de un oredicado conjuntista. A la suma de las 

relaciones, si son funciones, entre los elementos de un conjun

to introducido aue describen los axiomas se le llama la 'estruc 

tura matemática' ce la teoría. Po~ un modelo se entiende aquí 

simplemente una entidad que satisface el predicado conjuntista, 

es decir, que aumvle con los axiomas. 

Si el oredicado conjuntista es introducido dentro de una 

teoría axiomática de conjuntos, se habla de una axiomatización 

formal, en caso contrario, se habla de una axiomatización info~ 

mal. Nuestra axiomatización ce la teoría de Fre~e será informal, 

pues no haremos uso de ninguna teoría axiomática de conjuntos. 

Como ilustración damos una axiomatización conjuntista de 

la teoría de grupos: 

X es un grupo si y sólo si existen B v o tal que: 

(1) X= <B, o>; 

(2) Bes un conjunto no vacío; 

(3) o es una función con dominio= B X By codomonio e:: B; 
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(4) para toda a, by c en B: a o (b oc) = (a o b) o c7 

(5) para toda a y ben B existe c en B tal que a= b o c1 

(6) para toda a y ben B existe c en B tal que a= c o b. 

CualqQier entidad que cumpla con las seis estipulacio

nes de la definición anterior es un grupo, o en otras pala

bras es un modelo de la teoría de grupos así axiomatizada. 

De esta manera podemos decir significativamente que todos y 

sólo los grupos son modelos de ¡a teoría axiomática de gru

pos. Esta afirmación parece circular, pero como explica Steg

müller: "Si ( ••• ), una axiomatización de la teoría de grupos 

es entendida como la introducción del predicado conjuntista 

'X es un grupo', y cualquier cosa que satisface este predicado 

es llamado un grupo, entonces el enunciado asombrosamente sim

ple 'todos los grupos y sólo los grupos son modelos de la 

axiomatización de la teoría de grupos', no es alguna clase de 

pretensión circular, sino más bien una especificación absoluta

mente precisa de los modelos de Za teor{a de grupos aziomatiza

da ( • .. ) . " 3 

De la misma manera decimos que cualquier cosa que satisfa

ga el predicado conjuntista 'Y es una semántica fregeana simpli

ficada' definido en el parágrafo 4, es una semántica fregeana 

simplificada o un modelo de cierta simplificación de la teoría 

semántica de Frege. 
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2. Axiomatización de la semántica de Frege. 

Nuestra versión de la teoría semántica de ~reqe está camforma-

da por dos supuestos metafísicos aue subyacen a tal teoría. Co

mo Harris hp señalado,~ un suouesto básico de la semántica fre

geana consiste en que el lenguaje tiene una estructura idéntica, 

o al menos muy semejante a la estructura del mundo nue describe. 

Hay, oara Frege, un correlato ontológico, objetivo del lenguaje~ 

tal contraoartida ontológica del lenguaje es el "reino del Bedeu

tung".5 La estructura del lenguaje guarda, oues, una cercana se

mejanza con la estructura del reino del Bedeutung. Este supues

to lleva a Freqe, anota Harris, a nostular un tino de entidad oa

ra cada tino básico de exnresión. Así, el tioo de Bedeutung que 

corresponde a las exnresiones comnletas son objetos, mientras que 

el correspondiente a las exoresiones incomoletas son funciones. 

Según el tipo de exnresión es, oues, el tino de Bedeutung. 

De manera similar, encontramos en Preqe un sequndo reino de 

entidades relacionadas con el lenguaje, a saber, el reino del 

sentido (Sinn). 0 ara Frege una exoresión exPresa directamente 

un sentido y éste, a su vez, está conectado con un Bedeutung¡ la 

relación crue existe entre una expresión y su Bedeutung no es, 

nues, directa, va que es a través del sentido que una exPresión - - . 

Dedeute 6 una entidad. 7 Con esta tesis semántica Frege oostula 

el reino del sentido, reino intermediario entre el lenguaje y el 

reino del Bedeutung. 
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En la reconstrucción de la teoría de Frege oostulamos dos 

entidades correspondientes a los dos reinos anotados. con tales 

entidades construimos dos estructuras, a las que agreaamos una 

tercera para el lenguaje. Relacionamos las estructuras entre sí 

por medio de funciones: tenemos as! tres funciones: una para la 

relación directa entre la estructura del lenguaje v la del sen

tido: otra nara la conexión entre la estructura del sentido v 

la del Bedeutung: una tercera nara la relación indirecta entre 

la estructura del lenguaje y la del Bedeutung. 

Nuestra aziomatización intuitiva pop definición de un pPe

dicado conjuntista de Za teorta semántica de Fltege es la siguien 

te: 

X es una semántica fregeana si v sólo si existen L, S, B, T, p 

y a tales aue 

(1) 

(2) 

( 2 .1) 

(2.2) 

( 2. 3) 

( 2. 4) 

X = < l, s' 8, T, p, a >; 

L = < E, N, I, a, B > tal que 

E es un cqnjunto no vacío, 

Ne EJ I -:= E: N u I = E V N n I es vacía, 

a ~s una función tal que el dominio (a)c N XI y el 

codominio (a)c N: 

Ses una función tal aue el dominio (B)c N XI X N v 

el codominio ( B) e N: 

(3) S = < s, sn, s 1 , y,~> tal que 

( 3 .1) Ses un conjunto no vacío: 



(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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s e: S; si e: S; s u si = s y s n n n 

y ea una función tal que el do111.inio 

el codominio (y) e: s . 
n' 

tP es una función tal que .el dominio 

sn y el codominio ($) e: Sn1 

n s 1 es vacia; 

(y) e: sn X si V 

(ljl) e: sn X Si X 

(4) B = < B, O, F, w, A> tal que 

( 4 .1) 

(4.2) 

(4.3) 

( 4. 4) 

Bes un conjunto no vacío; 

Oc: B; F e: B; o u F = B V o n F es vacía~ 

w es una función tal que el dominio (w)c: O X F y el 

codaminio (w)= O; 

A es una función tal que el dominio (A) e: O X P X O 

el codominio (A) e: O; 

(5) T : L + S definida así 

para cada e e: E, T(e) e: S; 

para cada ne: N, T(n) e: Sn; 

para cada i e: I, T(i) e: Si; 

para cada< n, i > e: N XI, 

T (a(< n, i >}) = y( T(n), T(i)); 

para cada < n, i, n > e: N XI X N, 
l 2 

-r ( B ( < n , i, n > ) ) = 1jJ ( T (n ) , T (i), T (n ) ) ; 
l 2 l 2 

(6) p: S + B definida así 

para cada s e: s, p(s) e: B; 

para cada sn e: s , n p(sn) e: O; 

para cada si e: si, p(si) e: F; 

para cada < s , si > e: s X si, n n 
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p ( y ( < s n' si > ) ) = w( P (sn)' p(si)); 

para cada< s ' si' s > e: s X si X n n n 
1 2 

p ( 1V ( < s ' s. ' s > )) ). ( P ( sn ) ' n 1 n 
1 2 1 

cr = p o l" definida así 

oara cada e e: E, cr(e) = p( T(e)) e: B: 

oara cada ne: N, cr(n) = p( T(n)) e: O; 

oara cada i e: I, cr(i) = p( T(i)) e: F; 

oara cada< n, i > e: N XI, 

cr( a(< n, i> )) w( cr(n), cr(i)); 

oara cada< n, i, n >e:~ XI X N, 
1 2 

s n' 

p(si), P (sn ) ) ; 
2 

cr(B(<n, 
1 

1. n > )) = 
' 

).( cr(n ), cr(i), cr(n )). 
2 1 2 

Debemos ahora especificar qué es lo que reoresenta cada 

uno de los componentes de las estructuras (2), (J) v (4) de la 

definición. En la estructura L, E representa el conjunto de ex 

oresiones de un lenguaje aado, N el subconjunto de exoresiones 

completas o no~bres nronios (en el sentido ae Frege), I el sub

conjunto de exnresiones insaturadas o incomoletas (en el senti

do fregeano). a representa una operación sintáctica, la opera

ción de saturación de Frege, para formar expresiones completas 

a partir de expresiones completas e incomoletas. 8 representa 

también una operación sintáctica, igualmente de saturación, pa

ra construir expresiones comoletas. 

En S, s representa el reino del sentido, sn al subconjun

to de los sentidos correspondientes a los nombres propios y Si 
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al de los sentidos que corresponden a las exr;,resiones incomple

tas. y v ljJ representan Ol:)eraciones para los sentidos, por me

dio de las cuales se forman sentidos complejos en base a unos 

simples. 

En la estructura B tenemos que B representa el reino del 

Bedeutung, O el subconjunto de los objetos (en el sentido de 

Frege) y F el subconjunto de las funciones (en el sentido fre

geano). w y). re:oresentan operaciones entre entidades, las que 

hay, para Frege, entre los objetos y las funciones cuando aquél

los •caen bajo• éstas. 

Las funciones de los axiomas (5), (6) v (7) son morfismos 

u homomorfismos, es decir, "trasladan" las operaciones de una 

estructura a otra. Estos morfismos exhiben las conexiones entre 

las estructuras. La función a es la composición de las funcio

nes p y T. 

Las relaciones establecidas por los axiomas entre los con

juntos, y los miembros de éstos, de cada una de las estructuras, 

as! como entre las estructuras mismas, esl:)ecificadas por los mor

fismos, representan la estructura matemática de la teor!a. 
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3. Adecuación material de la axiomatización. 

Dada la definición del oredicado conjuntista 'X es una semin

tica fregeana', podemos ver si tal definición se adecúa mate

rialmente a la teoría semintica de Freqe. 

Para empezar notemos las distinciones a nivel linguístico, 

a nivel de los sentidos y a nivel de las entidades que estable

cen las cliusulas ( 2. 2) , ( 3. 2) y ( 4. 2) , resoecti vamente. ( 2. 2) 

dice que todo non,bre propio es una exoresión, gue toda expresión 

insaturada es una exoresión, que ninguna exoresión es un nombre 

propio v una exnresión incompleta y que toda expresión o es un 

nombre propio o es una expresión incompleta. Así tenernos la dis

tinción exhaustiva de las expresiones en dos categorías excluyen

tes. Por su oarte, (3.2) establece una distinción entre el sen

tido de los nombres orooios y el de las expresiones insaturadas, 

distinción paralela a la existente, en la teoría de Fre~e, entre 

las expresiones completas e incompletas, v entre los objetos y 

las funciones. Frege no dio importancia a una tal distinción en

tre los sentidos, sin embarqo, suqirió que a la insaturación de .. - -

las expresiones incornoletas, debía corresoonder una insaturación 

aniloga en los sentidos. Por último, (4.2) exoresa que hay dos 

tipos de Bedeutung, a saber, objetos v funciones, que naca es ob

jeto y función v que cualquier entidad o es objeto o es función. 

De esta manera, (4.2) establece la fundamental distinción onto

lógica de Frege entre los objetos y las funciones. 8 
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La función T del axioma (5) representa la relación en-

tre las expresiones y sus sentidos. (5) establece, entre otras 

cosas, que toda expresión tiene un sentido y sólo un sentido, 

ya que Tes una función. Esto concuerda con Fregp, quien afirma 

que: "La conexión regular entre el signo, su sentido y su refe

rencia es tal, que al signo le corresponde un determinado senti

do y a éste, a su vez, una determinada referencia, mientras que 

a una referencia (a un objeto), no le corresponde solamente un 

signo."' El que la función T no sea inyectiva atiende~ la posi

bilidad que acepta Frege de que dos_ expresiones tengan el mismo 

sentido: ·El mismo sentido puede eXPresarse en diferentes len

guas, e incluso en la misma, de diversas maneras." 1 º Decidir si 

la función Tes suprayectiva (esto es, que la imagen coincide 

con el codominio) o no es difícil, puesto que apunta a la con

trovertida cuestión del olatonismo en Frege. 11 Decir que T no 

es suprayectiva equivale a afirmar que hay sentidos no conecta

dos con ninguna expresión, a admitir un mundo platónico indepen

diente del lenguaje. Decir que T sí es suprayectiva equivale a 

afirmar que todo sentido está relacionado con alguna exoresión. 

Nosotros dejamos está cuestión abierta, oues rebasa nuestros oro 

pósitos en este escrito. 

El hecho de que la función T sea un morfismo significa una 

importante tesis semántica de Frege, a saber, que el sentido de 

una expresión compuesta es una función del sentido de sus compo-
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nentes. Precisamente es esto lo que afirman las igualdades del 

axioma (5). 

Por su parte, la función p del axioma (6) representa la re

lación entre sentido y Bedeutung. Que p sea una función signifi

ca que a un sentido no le corresponden dos entidades como Bedeu

tungen, de manera tal que el sentii,o determina unívocamente el 

Bedeutung: también significa que a cada sentido le corresponde 

un Bedeutung, lo cual no concuerda con la tesis semántica de 

Frege se~ún la cual hay expresiones_que carecen de Bedeutung, lo 

que sólo ouede deberse en la teoría freqeana, a que no existe la 

relación entre sentido y Bedeutung. Nosotros aquí "idealizamos" 

la teoría de Freae eliminando esta tesis, para hacer correspon

der a cada sentico un Bedeutung, apoyados en la afirmación de 

Frege de que en un lenguaje "lógicamente oerfecto" no debería 

haber expresiones sin Bedeutung. 

La función p no es inyectiva puesto que en la semántica 

fregeana un sólo y el mismo Bedeutuna nueae corresnonder a dos 

exoresiones distintas, como es el caso en el famoso eiemolo de 

Freae de las exoresiones 'la estrella matutina' v 'la estrella 

ves9ertina'. Así, daco que en la semántica de Frege es vía sen

tido que expresión designa su Bedeutung, permitimos aue la fun

ción p relacione una misma entidad con dos sentidos diferentes. 

La función p tampoco es suprayectiva, esto significa que hay en

tidades que no están conectadas con alguna expresión, es decir, 

entidades no nombradas. El axioma (6) exPresa además que el sen-
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tido de un nombre propio bedeute un objeto y el a.e una expre

sión insaturada bedeute una función. De esta manera se hace 

la distinción entre el Bedeutung correspondiente a las expre

siones completas y el que corresponde a las expresiones incom

pletas. Que la función p sea un morfismo siqnifica que el Be

deutung de un sentido compuesto es una función del Bedeutung 

de sus componentes. 

En el axioma (7) tenemos que la función cr representa la 

relación incl.irecta entre una expresión y su Bedeutung. Esta 

última función, cownosición de T y p , expresa que a cada ex

presión corresponde un y sólo un Bedeutung. Por supuesto, la 

composición cr no es suprayectiva ni inyectiva. Que cr no sea 

inyectuva significa que una misma entidad puede corresoonder 

a dos expresiones distintas. 

El hecho de que a sea una composición de T v p significa 

la importante tesis fregeana de que es a través del sentido que 

una expresión designa su Bedeutung. Además, la fundamental te

sis semántica de Frege de que el Bedeutung de una exoresión com

puesta es una función de los Bedeutungen de sus comoonentes es

tá expresada por· las igualdades del axioma (7), a saber, cr(a( 

< n, i > )) = w(cr(n), cr(i)) y cr(B( < n, i, n >)) = \(cr(n ), 
1 2 1 

cr(i), cr(n )) . Por ejemplo, la primera dice que el Bedeutung de 
2 

la expresión cornouesta a(< n, i >) es una función ae los Bedeu-

tungen de las exPresiones ne i. Tenemos además que, como Harris 
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lo ha mostrado, 12 el morfismo cr nos da el principio de susti

tubilidad de los idénticos, el cual afirma que dado que dos ex

presiones tienen el mismo Bedeutunq, se puede sustituir una por 

la otra en una exPresión compuesta sin cambiar el Bedeutunq de 

ésta. Así, supónqase que: 

o (n ) = cr (n ) , 
1 2 

entonces 

w(cr(n), cr(i)) = w(cr(n), cr(i)), 
1 2 

de donde, por el axioma (7) 

cr(a( < n, i > )) = cr(a( < n, i > )) • 
1 2 

Esta derivación muestra que el principio de sustitubilidad de 

los idénticos vale en general. 

Recapitulemos las tesis semánticas de Frege hasta aquí 

anotadas. Tenemos: 

(i) cada expresión tiene un sentido; 

(ii) cada expresión tiene un Bedeutung; 

(iii) el sentido determina el Bedeutung; 

(iv) el Bedeutung de una expresión comnleta (o nombre pro?iO) 

es un objeto, mientras que el de una expresión incomple

ta (o insaturada) es una función; 

(v) el sentido de una expresión com~uesta es una función del 

sentido de sus componentes; 

(vi) es a través del sentido que una expresión designa a su 

Bedeutung; 
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(vii) el Bedeutung de una expresión compuesta es una función 

del Bedeutung de sus componentes; 

(viii) si dos expresiones tienen el mismo Bedeutung, podemos 

en una expresión compuesta, sustituir una por la otra 

sin alterar el Bedeutung de la expresión compuesta. 

Por supuesto, las anteriores no son todas las tesis semán

ticas de Frege. La tesis fregeana de la distinción entre el sen

tido y el Bedeutung de una expresión no está expresada por nin

guno de los axiomas, más bien se encuentra implícita en la defi

nición; es más esta distinción, y los reinos correspondientes, 

comforman nuestra definición conjuntista. Por otro lado, algu-

nas tesis fregeanas no pueden formar parte de nuestra definición, 

debido a que o son ontológicas o refieren a un lenguaje particu

lar dado. Por ejemplo, Frege sostiene que el Bedeutung de un 

enunciado es su valor de verdad. Pero no es posible que esta

blezcamos esta tesis, puesto que la definición de enunciado es 

relativa a un lenguaje particular y nosotros no tenernos, ni pode

rnos tener, en la reconstrucción ningún lenguaje determinado. Co

rno puede verse, en un modelo de esta axiomatización los enunciados 

pertenecerían a las imagenes de a y B. En tal modelo podría espe

cificarse, una vez definidos los enunciados como expresiones com

pletas, que el Bedeutung de los enunciados es su valor de verdad, 

de donde sería necesario que los valores veritativos fueran ele

mentos del conjunto O, lo que implicaría la tesis ontológica 
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de Frege de que los valores veritativos son objetos. Pero lo 

anterior sólo puede hacerse en un modelo, donde se cuente con 

un lenguaje determinado y con una definición de verdad para los 

enunciados del lenguaje, y no es una versión abstracta de la 

teoria semántica fregeana. 

Admnás, en los axiomas de nuestra definición no están ex

presadas aquellas tesis de Frege que se refieren al discurso in

directo, a contextos de creencia, a contextos modales, e~ gene

ral a contextos oblicuos. En estos contextos no valen ciertas 

tesis semánticas fregeanas, a saber, (vii) y (viii) de nuestra 

anterior lista. Nuestra reconstrucción está diseñada para aque! 

los lenguajes en los que si valen las tesis (vii) y (viii); aque! 

los lenguajes que se han llamado 'extensionales'. 

4. Un modelo de una teoría semantica fregeana simplificada. 

En· 'lttr,e Philosophy of Language, M. Dummett afirma que la no

ción fregeana de referencia (Bedeutung) no es otra sino la no

ción de interpretación de la semántica de la lógica matemática 

actual. As!, Dummett nos dice: "La mejor v!a de acceso a la no

ción de referencia de Frege es la semántica que él introdujo ¡;>a

ra las fórmulas del lenguaje de la lógica de predicados. Una in

terpretación de una fórmula tal (o conjunto de fórmulas) se ob-
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tiene asignando entidades de clases adecuadas a las constantes 

primitivas no-lógicas que figuran en la fórmula." 13 ; "Tal se

mántica -tal noción de 'interpretación' aplicada a oraciones 

construidas según el patrón del lenguaje simbólico de Frege-

nos da una explicación de las condiciones de verdad de las ora

ciones del lenguaje que es enteramente adecuada a los propósi

tos del lógico, y que le permite definir así la noción semántica 

de consecuencia lógi~a y fabricar las concepciones de correc

ción y completud para un conjunto dado de reglas formales de de

ducción. Es precisamente tal noción de interpretación que Frege 

tiene en mente cuando habla de 'referencia'. En verdad, esto es 

poner la cuestión de manera errónea. Más bien, él usa la misma 

noción de referencia en sus discusiones filosóficas del lenguaje 

-de la teoría del significado- y en su exposición de la interpr~ 

tación pretendida (intended) de su sistema formal en· Crundgesetze 

der Arithmetik, es decir, en la prosa que acompana al texto sim

bólico que establece la semántica del sistema. Es así claro que 

su noción de referencia coincide con la noción de interpretación 

para las fórmulas de la lógica de predicados como comunmente se 

emplea en la lógica matemática." 14 

Nosotros seguimos esta idea de Dummett -de la identifica

ción de la noción fregeana de Bedeutung y la noción de interpre

tación de la lógica- para hacer una modificación de la teoría se 

mántica de Frege y construir un modelo de tal teoria modificada 

en el que se muestra que la función que representa la relación de 
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Bedeutung -es decir, la relación entre el lenguaje y el reino 

del Bedeutung- es la misma que la función que asigna entidades 

a las constantes no-lógicas de las fórmulas. Es más, la función 

Bedeutung, a saber cr', de nuestro modelo también asigna un valor 

de verdad a las fórmulas (= enunciados) del lenguaje en el modelo. 

Así, la función cr' asigna corno Bedeutung una entidad a las cons

tantes no-lógicas y a las fórmulas. 

Así, proponemos la siguiente modificación de la teoría se

mántica de Frege: 

Y es una semántica fregeana simplificada si y sólo si existen a, 
E y cr tal que 

(1) Y= < a, m , o >; 

(2) 

( 2 .1) 

( 2. 2) 

( 2. 3) 

(2.4) 

(3) 

( 3 .1) 

( 3. 2) 

(3. 3) 

a =<E, N, I, a, B >talque 

E es un conjunto no vacío; 

N e: E, I e: E, N U I = E y N 1i I es vacía; 

a es una función tal que el dominio de (a)c::: N XI y el 

codominio (a) e: N; 

B es una función tal que el dominio ( B) e N X I X N y 

el codominio ( B) e N; 

m < B, O, F, w, A> tal que 

Bes un conjunto no vacío; 

O<= B, F <= B, O UF= By Oíl Fes vacia; 

w es una función tal que el dominio (w) e O X F y el co

dominio (w) e: O; 
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(3.4) J.. es una función tal aue el dominio O,) e o X F X o 

y el codominio P.} e O; 

( 4} a . n. + lB definida ~ . asi 

para cada e e: E' a (e} e: B' 

para cada n e: N' a ( n) e: o; 

para cada i e: I, a ( i} e: F; 

para cada< n, i > e: N X I' 

a ( Cl ( < n, i > }} = w(cr(n}, cr(i}}; 

para cada< n ' i' n > e: N X I X N, 
l 2 

cr (6 ( < n ' i, n > }} >.(cr.(n } ' cr(i}, cr (n }} . 
1 2 1 2 

Lo que representan los comoonentes de las estructuras n. y 

lB es igual que aquello que representan en la definición 'Z es 

una semántica fregeana'. En esta última definición, la función 

cr ya no es una composición, aunque sigue siendo un morfismo. 

Obviamente, las diferencias entre las dos definiciones consis

ten en q&e la última carece de la estructura S, la correspondien 

te al sentido, y, por tanto, de las funciones y y~ ; en esto 

precisamente consiste la modificación, la cual resulta ser una 

simplificación. 

Al simplificar la primera definición hemos eliminado todas 

las tesis concernientes al sentido. De esta manera, lo que ob

tenemos es una semántica en la que sólo hay el Bedeutung de las 

expresiones. Por supuesto, se conservan las tesis referentes al 
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Bedeútung, a saber, las tesis (ii), (iv), (vii) y (viii) de 

nuestra anterior lista. 

A continuación formulamos la lógica de predicados de pri

mer orden que será nuestro modelo de la teoría recién definida. 

Nuestra formulación prescinde de letras enunciativas (o letras 

predicativas de grado O) y de letras funtoriales. Así, cons

truimos una lógica simple y pura. Además eliminamos, para sim

plificar, todas las letras predicativas de grado mayor a 2. 

Primero construimos un lenguaje formalizado, al que llamamos JL 

después ofrecemos un ~rocedimiento sistemático de interpreta

ción y una definición de verdad para ese lenguaje. Así, la ex

posición de 1L consta de dos partes, a saber, la gramática y la 

semántica. 

Gramática de JL • 

símbolos de JL • 

variables! 

constantes: 

x, y, z, 

lógicas: negación ' 

tencial ' V '; 

no lógicas: 

X ' y ' 1 1 
z ' 

1 
X ' 

2 

, conjunción' A 'y cuantificador exis-

constantes individuales: a, b, e, a , b , e , a , ..• 
1 1 l 2 

letras predicativas unarias: F1 , G1 , H1 , F1 , G1 , H1 , F1 , 
l l l 2 

letras predicativas binarias: F2 , G2 , H2 , F2 , G2 , H2 , F2 , 
l l l 2 
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s!mbolos de agrupación: paréntesis '(' y ') '· 

Suponemos dado un orden en las constantes individuales 

y en las variables, y una correspondencia 1-1 entre los con

juntos de ambos símbolos, de manera tal que podemos determi

nar cuál constante individual corresponde a una variable dada 

y viceversa. Indicamos la correspondencia: 

a b e a b e a ' . . . ' r 1 l l I' I' I' I' 
X y z X yl z X , , xn, ... 

l l 2 

Definición de fórmula. 15 

(DFl) 

(DF2) 

(DF3) 

(DF4) 

(DFS) 

sis es una constante individual y P1 es una letra 

predicativa unaria, entonces P 1s es una fórmula; 

si s. y s. son constantes individuales (no neoesaria-
1,. J 

mente distintas)· y P 2 es una letra predicativa bina-

ria, entonces P 2 s.s. es una fórmula; 
1,. J 

si A es una fórmula, entonces -A es una fórmula; 

si A y B son fórmulas (no necesariamente distintas), 

entonces (A A B) es una fórmula; 

si A es una fórmula, en la que la constante individual 

s ocurre, entonces Vtn As· /t , donde t es la variable n n n n 

que corresponde a ªn' es una fórmula. 16 

Tc3das y sólo las fórmulas generadas por las cláusulas anterio

res son fórmulas de 1L • 1 7 

Las fórmulas generadas por (DFl) y (DF2) son fórmulas ató

micas. Las expresiones completas (en adelante, EC) de 1L son las 

constantes individuales y las fórmulas de 1L • Las expresiones 
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incompletas (en adelante EI) de IL son las letras predicati

vas de JL • Las expresiones (en adelante D) de IL son las ex

presiones completas e incompletas. 

Semántica de IL • 

Definición de interpretación. 

Una interpretación II de IL es igual a< U, cr' >talque 

(i) U es un conjunto (donde { T, l } e: U), llamado el uni

verso de discurso de la interpretación. 18 

(ii) cr' es una función con dominio (cr') = D y codominio (cr') = 

e = u u 1P u u 1P (U X U) tal que 

si 8 es una constante individual, cr' (s) e: u 1 = u - {T, l }; 

si pl es una letra predicativa unaria, cr ' (P 1 ) e: JP u': 

si p2 es una letra predicativa binaria, cr' (P2) e: u ' X U' : 

si A es una fórmula, cr' (A) e: { T, l } . 

Especificar cómo la función cr' asigna a las fórmulas de IL 

un elemento de {T,l} equivale a definir el concepto de verdad 

en JL • Para ello debemos considerar todas las formas lógicas po

sibles de las fórmulas de IL • Así, 

Definición de verdad. 

(DVl) 

(DV2) 

cr' (P 1 s) = T si y sólo si cr'(s) e: cr' (P 1 ), en caso contra

rio cr' (P 1 s) = l; 

cr'(P 2 s.s.) = T si v sólo si< cr'(s.), cr'(s.) > e: cr'(P 2), 
~ J - ~ J 

en caso contrario cr'(P 2s.s.} =l: 
~ J 
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(DV3) a'(-A) = T si y sólo si cr'(A) =1, en caso contrario 

a'( ... A) =1; 

(DV4) a'((A ~ B)) = T si y sólo si cr'(A) = T y cr'(B) = T, en 

caso contrario cr' ( (A A B)) =l. 

(DVS) cr' (Vt A) = T si y sólo si cr' (At/s) = T, para alguna va

riante en s, en ca.so contrario cr'(Vt A) =l. 19 

Para mostrar oue la lÓqica brevemente descrita es una se

mántica freqeana simolificada, es decir, un modelo de la teo

ría definida oor el oredicado coniuntista 'Y es una semántica 

freqeana simolificada' construiremos en base a 1L una estruc

tura Y' corresoondiente a Y del axioma (1). 

Primero notemos aue: 1L corresoonde a lL , D a E , EC a N, 

EI a I, e a B, u a o v JPU U lP(U X U) a F. Adviértase también 

que en la definición de fórmula, en las cláusulas (DFl) y (DF2) 

están definidas dos operaciones sintácticas que corresponden a 

las funciones a y B. En efecto, por (DFl) a cada elemento de un 

subconjunto de EC X EI está asociado un elemento de EC. Y, por 

(DF2) a cada elemento de un subconjunto de EC X EI X EC se le 

asocia un elemento de EC. Llamemos a tales operaciones a' y B', 

respectivamente. 

Además, en la definición de verdad en JL tenemos en la 

cláusula (DVl) que 'E' es una operación que a cada elemento 

de un subconjunto de U' X 1P U' le asigna un elemepto de { T, l } . 
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As!, 'E' en (DVl) corresponde a la función w. Similarmente, 

- . en la clausula (DV2) 'E' asigna a cada elemento de un sub-

conjunto de U' X U' X 1P (U' X U') un elemento de {T, l } . 

Llamemos E' a esta operación que corresponde a A. De esta ma

nera: a' corresponde a a, 8' a 8, E a w y E' a A. 

Ahora podemos construir las estructuras: 

1L = < o, EC, EC, a', 8 1 > en donde 

Des un conjunto no vacío, EC e:: D, EI e:: D, EC U EI = D y 

EC íl EI es vacía; y 

1B = < e, u, JPU u 1P (U X U) , E' E' > en donde 

e es un conjunto no vacío, u e:: e' 1P U U JP (U X U) e:: e, u 

(lP u U JP (U X u)) = e y u n (JP u U 1P (U X U)) es vacía. 

Por lo tanto, los axiomas (2) y (3) de la definición de Y 

se satisfacen. 

u 

Falta mostrar que también se satisface el axioma (4), y 

con ello el axioma (1). Tenemos por la definición de interpre

tación en 1L que : 

a cada elemento de D, a cada expresión de 1L , a' le asigna un 

elemento de e, el reino del Bedeutung en Y'; 

a cada elemento de EC, a cada expresión completa de 1L , a' le 

asigna un elemento de u, -el conjunto de los objetos en Y'; y 

a cada elemento de EI, a cada expresión incompleta de 1L, a' 

le asigna un elemento de 1P U U JP (U X U), el conjunto de las 

funciones de Y'. Además tenemos que: 
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a' (P 1 s), el Bede!!tung (valor di 
..---

la forma P 1 s de JL , es una f un< 

cir, de los Bedeutungen des y 

el Bedeutung (valor de verdad) 

P2 s .s . de JL , es una función de 
1- J 

es, de los Bedeutungen des., s 
1-

nos conjuntistas: 

o'(a'(s, P 1)) = E(cr'(s), cr'(P 1) 

0' 1 (a' (s ,., 8 • ., P 2 }} = E 1 (0' 1 (s.}, 
1- J 1-

De esta manera, la función cr' c1 

truir la estructura Y' = < 1L, 

y (4) se satisfacen. 

Al ser satisfechos los cua1 

da por 'Y es una semántica fregE 

ra Y' construida a oartir de nue 

de predicados de orimer orden re 

Por otro lado, las tesis se 

(vii) y (viii} de nuestra lista 

(ii), a saber, cada expresión ti 

satisfacción del axioma (4). La 

una expresión completa es un obj 

presión incompleta es una funció 

por el axioma (4). La tesis fun 
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Frege, es decir (vii}, de que el Bedeutung de una expresión 

compuesta es una función de los Bedeutungen de sus componen

tes vale ~ara las fórmulas atómicas 20 de JL como lo muestra 

el hecho de que a' sea un morfismo para las operaciones a' y E 

así como para B' y E'. Entonces, el valor de verdad de las 

fórmulas atómicas de JL es una función de los Bedeutungen de 

sus componentes. La última tesis enlistada, a saber, el prin

cipio de sustitubilidad de los idénticos vale también en nues

tro modelo, como lo muestran las siguientes derivaciones: 

si o' (si} = a' (sj}' entonces 

E ( a ' ( s . } , o ' ( P 1 } } = E ( a ' ( s . } , o ' ( P 1 } } , y por ( 4 } 
~ J 

o'(a'(s., P 1 }} = o'(a'(s., P 1 }}; igualmente, 
~ J 

si o' (s.} = a' (s.}, entonces 
~ J 

E'(o'(sk}, o'(si}, o'(P 2 }) = E'(o'(sk}, o'(sj}, o'(P 2 )} 

de donde, por el axioma (4), 

a'(B'(sk, 8 • , 
~ 

Queremos señalar en este momento que lo que se demuestra 

con la validez de esas tesis en nuestro modelo'y'I es que tales 

tesis comforman, en buena medida, la semántica de la lógica de 

predicados de primer orden. 
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5. Consideraciones ulteriores. 

Es necesario ahora hacer algunas consideraciones sobre algu

nos com!)Onentes de Y' y aspectos de JL que no se han tomado 

en cuenta hasta aquí. 

As! como las cláusulas (DFl) y (DF2) definen unas ope

raciones sintácticas, las demás cláusulas de la definición 

de fórmula definen otras operaciones semejantes. Las opera

ciones en cuestión generan fórmulas cornouestas a partir de 

otras fórmulas, simples o compuestas. Estas operaciones res

ponden a la necesidad de contar con una base adecuada de cons

tantes lógicas para la construcción de la lógica de predica

dos. En la definición de 'Y es una semántica fregeana sim

plificada' no hay funciones a las que correspondan estas ope

raciones del modelo. Consideramos que no es preciso introdu

cirlas puesto que tales operaciones son intrínsecas al modelo, 

es decir, a la lógica de predicados, y no a la teor!a que se 

define. Es por esta razón que no incluimos en la definición 

de Y las operaciones correspondientes a las construcciones 

sintácticas de las cláusulas (DF3) - (DFS). 

Por otro lado, encontramos definidas tres funciones en 

las cláusulas (DV3) - (DVS) de la definición de verdad en JL 
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Las dos primeras son, claramente, funciones veritativas, en 

el sentido de que tanto sus argumentos como sus valores son 

valores veritativos. Podrían introducirse en la definición de 

'Y es una semántica fregeana simplificada' unas funciones que 

correspondierán a estas dos del modelo; hacer ésto complica

rla un poco el asunto, pero no traería dificultades consigo, 

puesto que el axioma (4) podría ser satisfecho con esos agre

gagos, y las tesis (vii) y (viii) seguirían valiendo. La razón 

por la que no se introducen tales funciones en la definición 

consiste en que, de nuevo, éstas ho son propias de la teoría 

semántica de Frege, sino más bien son intrínsecas al modelo 

construido. 

La otra cláusula de la definición de verdad, la (DVS), 

ofrece ligeras complicaciones. La dificultad consiste en con

cebir la función que corresponde a ésta cláusula como una fun

ción a nivel ontológico, a nivel de entidades, y tal que las 

tesis semánticas fregeanas que determinan a los lenguajes ex

tensionales siguierán cumpliendose en el modelo. Para ello, 

podemos considerar a una fórmula cuantificada existencialmente, 

una fórmula de la forma Vt A, como equivalente al conjunto de 

todos sus casos de sustitución, es decir, de las fórmulas At/s, 

para toda variante en s. Lo que nos permite hacer ésto es el 

hecho de que el rango que recorre las, según la noción de va

riante en s, es el mismo conjunto que el rango de los valores 
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de una cuantificación existencial. Así conceptualizada una 

cuantificación existencial, puede pensarse en una función, 

a la que llamaremos x, tal que su dominio es igual al con

junto de todos los valores de verdad de los casos de sustitu

ción de una cuantificación, es decir, dominio (x) = { T. : . ~ 

Ti 1=-~a(At/s), donde cr(s) e: u}, y codominio (x) = {T, l }. 

Para definir esta función establezcamos que el máximo de un 

conjunto de valores veritativos es T, si hay al menos un T, y 

es l si todos son l , es to es, convengamos en que l < T o l = T. 

Ahora, podemos definir ax así 

x(Vt A) = T 

a (s) E: u } 

x(Vt A) = l 

a (s) E: u } 

si y sólo 

= T, y 

si y sólo 

= l. 

si máx{ 

si máx{ 

T. 
~ 

T. 
~ 

T.= cr(At/s), donde 
~ 

T.= cr(At/s), donde 
~ 

Construida así la función correspondiente a la cláusula 

(DVS) , se podría. incluir en la definición de 'Y es una semán

tica fregeana simplificada' sin problema alguno para los axio

mas que la· componen. Es más, lo que se lográ con ésto es ade

cuar del todo a nuestro modelo con las tesis semánticas frege

anas. 
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Notas 

l. "A Formal Metasystem for Frege's Semantics", Notre Dame 

Journal of! Formal Logia, vol. XVI, núm. 1, 1975. 

2. Introduation to logia, D. Van Nostrand, N.J., 1975, § 

12.2. Véase también, P. Suppes, Set-theoretia Struatu

res in Saienae, Institute for Mathematical Studies in the 

Social Sciences, Stanford University, vol. 1, (versión 

mimeográfiada), 1967. 

3. The Struature and Dynamias of Theories, Springer Verlag, 

New York, 1976, p. 35. 

4. Ob. ai t. , p. 89. 

5. Frege distinguió en varios lugares entre el Sinn y el 

Bedeutung de una expresión. 'Sinn' se traduce literal

mente por 'sentido', pero la traducción de 'Bedeutung' 

presenta dificultades. Su traducción literal es 'signifi

cado', sin embargo, pocas veces se ha traducido as!. H. 

Padilla lo traduce por 'siqnificado' en Conaeptografla 

Los fundamentos de la aritmétiaa, otros ensayos filosó

ficos, (UNAM, México, 1972)¡ en cambio, U. Moulines lo 

traduce por 'referencia' en Estudios sobre semántica, 

(Ariel, Barcelona, 1971); y E. Rabossi y E. Bulygin lo 

traducen por 'denotación' en Semántica filosófica: pro

blemas y discusiones, T.M. Simpson (comp.), (Siglo XXI, 

Bs.As., 1973). En las traducciones inglesas de los tra

bajos de Frege encontramos una situación similar. P. Geach 

y M. Black traducen 'Bedeutung' por 'referenoe' en Trans

lations from Philosophiaal ti,ritings of Gottlob · Frege , 

(Oxford, 1960); A. Church usa 'denotation' como traduc

ción de 'Bedeutung' en Introduotion to ~áthematioal lo

gia, (Princeton UP, Princeton, N. J., 1965), en cambio, 
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R. Carnap propuso traducir 'Bedeutung' por 'nominatum', 

mientras que B. Russell usó 'meaning' por 'Sinn'. Noso

tros preferimos conservar el término original alemán de 

Frege. 

6. 'bedeute' es el verbo asociado a 'Bedeutung', su traduc

ción literal es 'significa'. 

7. Ver, Gottlob Frege, "Sobre sentido y referencia" traduc

ción de· Uber Sinn und Bedeutung por Ulises Moulines en 

Estudios sobre Semántiaa, Barcelona, Ariel, 1971. 

8. Ver, "Sobre concepto y objeto" y "Qué es una función?". 

9. "Sobre sentido y referencia", Ob. ait., p. 52. 

10. Loa. ait. 

11. Ver, ?Or ejemplo, E.D. Klemke (ed.), Essays on F~~ge, 

Urbana, University of Illinois Press, 1968, la. parte. 

12. Ob. ai t. 

13. Duckworth, London, 1973, p. 89. 

14. Ob. ait., p. 90. 

15. Usaremos como metavariables los siguientes símbolos: 's' 
para constantes individuales, 't' para variables, 'P 1 ' pa

ra letras predicativas unarias, 'P 2 ' para las binarias y 

'A' y 'B' para fórmulas. 

16. 'As/t' significa que todas las ocurrencias de la constante 

individual sen la fórmula A se sustituyen oor ocurrencias 

de la variable t. Similarmente oara 'At/s'. 

17. Un lenguaje formal similar al presentado aquí se encuentra 

en M. Garrido, LÓgiaa SimbóZiaa, Tecnos, Madrid, 1974, c. 3. 

18. 'T' representa el valor veritativo 'verdad' y 'l' el valor 

veritativo 'falsedad'. 
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19. La definición de 'variante en s' es la siguiente: Sean 

II e II' interpretaciones de IL y sea s una constante in

di vidual; entonces II es una variante en s de II' si y 

sólo si II e II ' son idénticas o difieren Únicamente en 

lo que asignan a s. Tomada de B. Mates, Lógica matemática 

etementat, trad. cast. Carmen García Trevijano, Tecnos, 

Madrid, 1974, p. 77. 

20. También vale para las fórmulas no atómicas. Véase últi

mo parágrafo. 
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