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UNA RECONSTRUCCION CONJUNTISTA DE LA SEMANTICA DE FREGE

0. Introduccion.

En este escrito ofrecemos una reconstruccidon conjuntista de la
teoria semantica de Frege. Utilizamos el metasistema de Will
Harris! para hacer una ariomatizacion conjuntista informal o
axiomatisacion informal definiendo un predicado conjuntista de
la semantica fregeana. Después se podria ver qué entidades sa-
tisfacen el predicado definido conjuntistamente o, lo que es lo
mismo, cuales son los modelos de la teoria semantica fregeana
asi definida. Resulta que una formulacion estandar del calculo
de predicados de primer orden es un modelo de una simplifica-

cion de la semantica fregeana reconstruida.

El usar la teoria de conjuntos en la reconstruccion nos
permite exhibir la estructura matematica de la teoria de Frege.
La adecuacion material de nuestra reconstruccion se muestra al
determinar que los axiomas expresan las tesis que comforman la
semantica fregeana. No modificamos en ningin resvectp importan-
te la semantica de Frege; creemos que nuestra version de ella,
si no esta del todo de acuerdo con la letra de los trabajos de
Frege, sl lo esta con su espiritu. E1l enfoque que aqui adopta-
mos tiene la ventaja, entre otras, de facilitar el uso de la

teoria de modelos.



Procedemos de la siguiente manera: primero explicamos
brevemente qué se entiende por una axiomatizacidon informal de-
finiendo un predicado conjuntista; después definimos de esa ma
nera -0 sea, conjuntistamente- el predicado 'X es una semantica
fregeana'; a continuacion, oretendemos mostrar que nuestra re-
construccion axiomatica se adecua materialmente a la teoria se-
mantica de Frege; por ultimo, introducimos el predicado conjun-
tista 'Y es una semantica fregeana simplificada' para mostrar
que una formulacion estandar de la ldogica de predicados de pri-
mer orden es un modelo de una modificacion de la teoria seman-

tica que nrescinde del sentido.

1. La axiomatizacion conjuntista.

Cuando aqui decimos 'reconstruccion axiomatica' no queremos re-
ferirnos al tino de reconstruccion como la que hizo Hilbert de
la geometria euclideana. No estamos hablando, pues, de la axio-
matizacion clasica a la Hilbert; mas bien estamos refiriendonos
a un tipo de construccidn conjuntista que algunas veces han 1lla
mado 'axiomatizacion'. Patrick Supves, nor ejemplo, dice: "El
meollo del procedimiento vara axiomatizar teorias dentro de la
teoria de conjuntos puede ser descrito muy brevemente: axioma-
tizar una teoria es definir un oredicado en funcidon de nociones
de la teoria de conjuntos. Un predicado asi definido se llama

un predicado conjuntista (set-theoretic)."?



Axiomatizar una teoria en este sentido significa, pues,
definir en términos de la teoria de conjuntos un oredicado apro
piado. Asi, por ejemplo, para axiomatizar la teoria de gruoos
se introduce una definicion del oredicado conjuntista 'es un
grupo'. A las estipulaciones que componen la definicidn se les
llama 'axiomas' de la teoria. Un axioma es, asi, sO0lo una parte
de la definicion de un predicado conjuntista. A la suma de las
relaciones, si son funciones, entre los elementos de un conjun-
to introducido aue describen los axiomas se le llama la 'estruc
tura matematica' de la teoria. Por un modelo se entiende aqui
simplemente una entidad que satisface el predicado conjuntista,

es decir, que cumple con los axiomas.

Si el predicado conjuntista es introducido dentro de una
teoria axiomatica de conjuntos, se habla de una axiomatizacion
formal, en caso contrario, se habla de una axiomatizacidn infor
mal. Nuestra axiomatizacion de la teoria de Freage sera informal,

pues no haremos uso de ninguna teoria axiomatica de conjuntos.

Como ilustracion damos una axiomatizacidn conjuntista de
la teoria de gruvos:
X es un grupo si v sd0lo si existen B v o tal que:
(1) X = <B, o>;
(2) B es un conjunto no vacio;

(3) o es una funcion con dominio = B X B v codomonio

In
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(4) para toda a, by cenB: ao (boc) = (aob) oc;
(5) para toda a y b en B existe ¢ en B tal que a = b o0 c;
(6) para toda a y b en B existe c en B tal que a = c 0 b.

Cualgquier entidad que cumpla con las seis estipulacio-
nes de la definicidon anterior es un grupo, o en otras pala-
bras es un modelo de la teoria de grupos asi axiomatizada.
De esta manera podemos decir significativamente que todos y
sd6lo los grupos son modelos de la teoria axiomatica de gru-
pos. Esta afirmacion parece circulqr, pero como explica Steg-
miller: "Si (...), una axiomatizacion de la teoria de grupos
es entendida como la introduccidn del predicado conjuntista
'X es un grupo', y cualquier cosa que satisface este predicado
es llamado un grupo, entonces el enunciado asombrosamente sim-
ple 'todos los grupos y s0lo los grupos son modelos de la
axiomatizacion de la teoria de grupos', no es alguna clase de
pretensidn circular, sino mas bien una especificacion abesoluta-
mente precisa de los modelos de la teoria de grupos axiomatiza-

da (...)."%

De la misma manera decimos que cualquier cosa gue satisfa-
ga el predicado conjuntista 'Y es una semantica freéeana simpli-
ficada' definido en el pardgrafo 4, es una semantica fregeana
simplificada o un modelo de cierta simplificacidn de la teoria

semantica de Frege.



2. Axiomatizacion de la semantica de Frege.

Nuestra version de la teoria semantica de Freage esta comforma-

da por dos supuestos metafisicos cue subvacen a tal teoria. Co-
mo Harris ha senalado," un supuesto basico de la semantica fre-
geana consiste en que el lendcuaje tiene una estructura identica,
o al menos muy semeijante a la estructura del mundo cue describe.
Hav, mara Frege, un correlato ontoldaico, objetivo del lengunaje:
tal contrapartida ontoldagica del lenquaje es el "reino del Bedeu-

 La estructura del lenguaije guarda, pues, una cercana se-

tung”.
mejanza con la estructura del reino del Bedeutung. Este supues-
to lleva a Frege, anota Harris, a postular un tivo de entidad va-
ra cada tivo basico de exnresidn. Asi, el timo de Bedeutung que
corresponde a las exnresiones comnletas son objetos, mientras que

el corresvondiente a las expresiones incomnletas son funciones.

Segun el tipo de exnresién es, nues, el tipo de Bedeutung.

De manera similar, encontramos en Fredge un seaundo reino de
entidades relacionadas con el lencuaje, a saber, el reino del
sentido (Simn). Para Frege una expresidon expresa directamente
un sentido vy éste, a su vez, esta conectado con un Bedeutung; la
relacidon cue existe entre una expresion v su Bedeutung no es,
nues, directa, va que es a través del sentido gue una expresion
sedeute® una entidad.’ Con esta tesis semantica Frege nostula
el reino del sentido, reino intermediario entre el lenguaje y el

reino del Bedeutung.



En la reconstruccidon de la teoria de Frege opostulamos dos
entidades correspondientes a los dos reinos anotados. Con tales
entidades construimos dos estructuras, a tas cue agrecgamos una
tercera para el lenguaje. Relacionamos las estructuras entre si
por medio de funciones: tenemos asi tres funciones: una para la
relacion directa entre la estructura del lenguaie v la del sen-
tido; otra vara la conexidn entre la estructura del sentido v
la del Bedeutung; una tercera vara la relacion indirecta entre

la estructura del lenguaje v la del Bedeutung.

Nuestra axiomatizacion intuitiva por definicién de un pre-
dicado conjuntista de la teoria semantica de Frege es la siguien
te:

X es una semantica fregeana si v sblo si existen L, S, B, 1, p

v 0 tales que

(1) Y¥=<1,5S, B, 7, p, 0 >:

(2) L

< E, N, I, o, B > tal que
(2.1) E es un cqonjunto no vacio,
(2,2) N< E; I =E: NUI=E v NINTIes vacia;

(2.3) a es una funcidon tal que el dominio (a)e N X I y el
codominio (a)= N:

(2.4) B es una funcion tal aue el dominio (B)= N XIXN v
el codominio (B) = N:
(3) S =<s, Sn’ Si’ Y, ¥ > tal gue

(3.1) S es un conjunto no vacio;



(3.2)
(3.3)

(3.4)

(4)

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(5)

(6)

Snc S: Si

Y es una funcion tal que el dominio (y)c Sh X S, v

< S; S u S =S8 v S NS, es vacla;

el codonminio (y) = S,
¥ es una funcidn tal que el dominio (Y)= S, X Y X

S, v el codominio (y) < S,
B=<B,0,F, w, A > tal que

B es un conjunto no vacio;

Occ B; F=B; OUF=B y O F es vacia:

w es una funcidon tal que el dominio (w)= O X F vy el
codaminio (w)= O;

A es una funcion tal que el dominio (A) =0 X P X O
el codominio (1) = O;

Tt : L+S definida asi

para cada e € E, 1(e) € S;

para cada n € N, t(n) ¢ S,i

para cada i € I, T(i) € Sy

para cada < n, i > e N X I,

T (a(<n,1i>))= v(1(n), 1(i)):

para cada < n i, n2> e NXIXN,

t(B(<n, i, n >)) = ‘\b( ‘r(n), T(i)l (n ));
1 2 1 2

p: S +» B definida asi

para cada s € 8, p(s) € B;
para cada s € §, o(sn) € O;
para cada s; € Sy p(si) € F;

para cada < S,r Sy > € Sn X Si’



ply(<s » s, >)) = wlols ), p(s;)):

para cada < snl, Sy sn2 >e S X Sy X S,

pl vl <s »s;vos  >)) = xlols ), pls;), pls ));

1 2 1 2

(7) g =p o0 1 definida asi

para cada e € E, og(e) = p( t(e)) € B;

para cada n € N, o(n) = p( 1(n)) € O;

vara cada i € I, g(i) = po( T(i)) € F;

para cada < n, i > e N X I,

o(a( <n, i>)) = w( o(n), o(i)):

para cada < n i, n >eNXTIIXN,

o( B( < n i, n > )) = A( o(nl), o(i), o(nz)).

Debemos ahora especificar qué es lo gue representa cada
uno de los componentes de las estructuras (2), (3) v (4) de la
definicidn. En la estructura L, E representa el conjunto de ex
presiones de un lenguaje dado, N el subconjunto de expresiones
completas o nombres nrooios (en el sentido de Frege), I el sub-
conjunto de exvresiones insaturadas o incompletas (en el senti-
do fregeano). o representa una operacidn sintactica, la opera-
cion de saturacidon de Frege, para formar expresiones completas
a partir de expresiones completas e incomvletas. B representa
también una operacidon sintactica, igualmente de saturacidn, pa-

ra construir expresiones comvletas.

En S, S representa el reino del sentido, Sn al subconjun-

to de los sentidos correspondientes a los nombres propios v Si



al de los sentidos aue corresvonden a las expresiones incomple-
tas. Y v V representan overaciones para los sentidos, por me-
dio de las cuales se forman sentidos complejos en base a unos

simples.

En la estructura B tenemos que B representa el reino del
Bedeutung, O el subconjunto de los objetos (en el sentido de
Frege) v F el subconjunto de las funciones (en el sentido fre-
geano). w y ) repmresentan overaciones entre entidades, las que
hay, para Frege, entre los objetos y las funciones cuando aquel-

los "caen bajo" éstas.

Las funciones de los axiomas (5), (6) v (7) son morfismos
u homomorfismos, es decir, "trasladan" las operaciones de una
estructura a otra. Estos morfismos exhiben las conexiones entre
las estructuras. La funcidon o es la composicidon de las funcio-

nes p v T.

Las relaciones establecidas por los axiomas entre los con-
juntos, y los miembros de éstos, de cada una de las estructuras,
asi como entre las estructuras mismas, esvecificadas por los mor-

fismos, representan la estructura matematica de la teoria.
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3. Adecuacion material de la axiomatizacion.

Dada la definicidon del oredicado conjuntista ' X es una seman-
tica fregeana', podemos ver si tal definicidon se adecia mate-

rialmente a la teoria semantica de Frecqe.

Para empezar notemos las distinciones a nivel linquistico,
a nivel de los sentidos vy a nivel de las entidades que estable-
cen las clausulas (2.2), (3.2) vy (4.2), resvectivamente. (2.2)
dice que todo nombre propio es una expresion, que toda expresion
insaturada es una expresidn, gue ninquna expresidn es un nombre
propio v una exoresidn incompleta y que toda expresidn o es un
nombre propio o0 es una expresion incompleta. Asi tenemos la dis-
tincion exhaustiva de las expresiones en dos categorias excluyen-
tes. Por su parte, (3.2) establece una distincion entre el sen-
tido de los nombres propios y el de las expresiones insaturadas,
distincion paralela a la existente, en la teoria de Freae, entre
las expresiones completas e incompletas, v entre los objetos vy
las funciones. Frege no dio importancia a una tal distincion en-
tre los sentidos, sin embargo, sugirido que a la insaturacion de
las expresiones incompletas, debia corresponder una insaturacion
andloga en los sentidos. Por ultimo, (4.2) expresa que hay dos
tipos de Bedeutung, a saber, objetos y funciones, que nada es ob-
jeto y funcidon v que cualquier entidad o es objeto o es funcidn.
De esta manera, (4.2) establece la fundamental distincidn onto-

1dgica de Freae entre los objetos v las funciones.®
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La funcidon 1 del axioma (5) representa la relacidon en-

tre las expresiones y sus sentidos. (5) establece, entre otras
cosas, que toda expresidon tiene un sentido y sd0lo un sentido,

ya que 1T es una funcion. Esto concuerda con Frege, quien afirma
que: "La conexion regqular entre el signo, su sentido vy su refe-
rencia es tal, que al signo le corresponde un determinado senti-
do y a éste, a su vez, una determinada referencia, mientras que
a una referencia (a un objeto), no le corresponde solamente un
signo."? El que la funcidn T no sea inyectiva atiende a la posi-
bilidad que acepta Frege de que dos expresiones tengan el mismo
sentido: "El mismo sentido puede expresarse en diferentes len-
guas, e incluso en la misma, de diversas maneras."'’ Decidir si
la funcidon T es suprayectiva (esto es, que la imagen coincide
con el codominio) o no es dificil, puesto que apunta a la con-

trovertida cuestidn del platonismo en Frege.!'!

Decir que T no

es suprayectiva equivale a afirmar que hay sentidos no conecta-

dos con ninguna expresidon, a admitir un mundo platdnico indepen-
diente del lenguaje. Decir que Tt siI es suprayectiva equivale a

afirmar que todo sentido esta relacionado con alguna expresion.

Nosotros dejamos esta cuestidn abierta, pues rebasa nuestros pro

pOsitos en este escrito.

El hecho de que la funcidon T sea un morfismo significa una
importante tesis semantica de Frege, a saber, que el sentido de

una expresidon compuesta es una funcion del sentido de sus compo-
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nentes. Precisamente es esto lo que afirman las igualdades del

axioma (5).

Por su parte, la funcidon p del axioma (6) representa la re-
lacidon entre sentido vy Bedeutung. Que p sea una funcidn sicnifi-
ca que a un sentido no le corresponden dos entidades como Bedeu-
tungen, de manera tal que el sentido determina univocamente el
Bedeutung; también significa que a cada sentido le corresponde
un Bedeutung, lo cual no concuerda con la tesis semantica de
Frege segun la cual hay expresiones que carecen de Bedeutung, lo
que sOlo puede deberse en la teoria fregeana, a que no existe la
relacion entre sentido y Bedeutung. Nosotros aqui "idealizamos"
la teoria de Frece eliminando esta tesis, para hacer correspon-
der a cada sentido un Bedeutung, avoyados en la afirmacidn de
Frege de que en un lenguaje "ldgicamente perfecto" no deberia

haber expresiones sin Bedeutung.

La funcidn p no es invectiva puesto que en la semantica
fregeana un sdlo y el mismo Bedeutuna ouede corresnonder a dos
expresiones distintas, como es el caso en el famoso eiemplo de
Frece de las exnresiones 'la estrella matutina' v 'la estrella
vesvertina'. Asi, dado que en la semantica de Freade es via sen-
tido que expresidn designa su Bedeutung, permitimos cue la fun-
cion p relacione una misma entidad con dos sentidos diferentes.
La funcidn p tampoco es suprayectiva, esto significa que hay en-
tidades que no estan conectadas con alguna expresion, es decir,

entidades no nombradas. El axioma (6) expresa ademas que el sen-
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tido de un nombre propio bedeute un objeto y el de una expre-
sion insaturada bedeute una funcion. De esta manera se hace
la distincidn entre el Bedeutung correspondiente a las expre-
siones completas y el que corresponde a las expresiones incom-
pletas. Que la funcidn p sea un morfismo significa que el Be-
deutung de un sentido compuesto es una funcidn del Bedeutung

de sus componentes.

En el axioma (7) tenemos que la funcidn o representa la
relacion indirecta entre una expresion vy su Bedeutung. Esta
Gltima funcidon, composicion de T y p , expresa que a cada ex-
presion corresponde un y solo un Bedeutung. Por supuesto, la
composicidon 0 no es suprayectiva ni invectiva. Que ¢ no sea
inyectuva significa que una misma entidad opuede corresponder

a dos expresiones distintas.

El hecho de gue ¢ sea una composicidn de T v p significa
la importante tesis fregeana de gue es a través del sentido que
una expresion designa su Bedeutung. Ademas, la fundamental te-
sis semantica de Frege de que el Bedeutung de una expresidén com-
puesta es una funcidn de los Bedeutungen de sus componentes es-
ta expresada por las igualdades del axioma (7), a saber, o(a(
<n,1i>)) =uwlo(n), o(i)) v o(B( < n o, i, n >)) = A(o(nl),
o(i), o(nz)). Por ejemplo, la primera dice que el Bedeutung de
la expresidon compuesta a( < n, i > ) es una funcion de los Bedeu-

tungen de las expresiones n e i. Tenemos ademas que, como Harris
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2 el morfismo o nos da el principio de susti-

lo ha mostrado,!
tubilidad de los idénticos, el cual afirma que dado que dos ex-
presiones tienen el mismo Bedeutung, se puede sustituir una por
la otra en una expresidn compuesta sin cambiar el Bedeutung de
ésta. Asi, supdngase que:

o(nl) = G(nz),
entonces

w(o(nl), o(i)) = ‘”(d(nz)’ o(i)),
de donde, por el axioma (7)

o(a( < n i>)) =o(al < n_ . i>)).
BEsta derivacion muestra que el principio de sustitubilidad de

los identicos vale en general.

Recapitulemos las tesis semanticas de Frege hasta aqui
anotadas. Tenemos:

(i) cada expresidon tiene un sentido;

(ii) cada expresidn tiene un Bedeutung;

(iii) el sentido determina el Bedeutung;

(iv) el Bedeutung de una expresidn completa (o nombre propio)
es un objeto, mientras que el de una expresidn incomple-
ta (o insaturada) es una funciodn;

(v) el sentido de una expresidon compuesta es una funcion del
sentido de sus componentes;

(vi) es a través del sentido que una expresidn designa a su

Bedeutung;



(vii) el Bedeutung de una expresidon compuesta es una funciodn
del Bedeutung de sus componentes;

(viii) si dos expresiones tienen el mismo Bedeutung, podemos
en una expresidon compuesta, sustituir una por la otra

sin alterar el Bedeutung de la expresion compuesta.

Por supuesto, las anteriores no son todas las tesis seman-
ticas de Frege. La tesis fregeana de la distincidn entre el sen-
tido y el Bedeutung de una expresion no esta expresada por nin-
guno de los axiomas, mas bien se encuentra implicita en la defi-
nicion; es mas esta distincidn, y los reinos correspondientes,
comforman nuestra definicidén conjuntista. Por otro lado, algu-
nas tesis fregeanas no pueden formar parte de nuestra definicion,
debido a que o son ontoldgicas o refieren a un lenguaje particu-
lar dado. Por ejemplo, Frege sostiene que el Bedeutung de un
enunciado es su valor de verdad. Pero no es posible que esta-
blezcamos esta tesis, puesto que la definicidn de enunciado es
relativa a un lenguaje particular y nosotros no tenemos, ni pode-
mos tener, en la reconstruccidn ningun lenguaje determinado. Co-
mo puede verse, en un modelo de esta axiomatizacidn los enunciados
pertenecerian a las imagenes de o y B. En tal modelo podria espe-
cificarse, una vez definidos los enunciad9s como expresiones com-
pletas, que el Bedeutung de los enunciados es su valor de verdad,
de donde seria necesario que los valores veritativos fueran ele-

mentos del conjunto O, lo que implicaria 1la tesis ontoldgica
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de Frege de que los valores veritativos son objetos. Pero lo
anterior s0lo puede hacerse en un modelo, donde se cuente con
un lenguaje determinado y con una definicidon de verdad para los
enunciados del lenguaje, y no es una versidn abstracta de la

teoria semantica fregeana.

Ademas, en los axiomas de nuestra definicidn no estan ex-
presadas aquellas tesis de Frege que se refieren al discurso in-
directo, a contextos de creencia, a contextos modales, en gene-
ral a contextos oblicuos. En estos contextos no valen ciertas
tesis semanticas fregeanas, a saber, (vii) y (viii) de nuestra
anterior lista. Nuestra reconstruccion esta disenada para aquel
los lenguajes en los que si valen las tesis (vii) y (viii); aquel

los lenguajes que se han llamado 'extensionales'.

4. Un modelo de una teoria semantica fregeana simplificada.

En' Frege Philosophy of Language, M. Dummett afirma que la no-
cion fregeana de referencia (Bedeutung) no es otra sino la no-
cidén de interpretacidn de la semantica de la 13gica matemadtica
actual. AsiI, Dummett nos dice: "La mejor via de accéso a la no-
cion de referencia de Frege es la semantica que €l introdujo pa-
ra las formulas del lenguaje de la logica de predicados. Una in-

terpretacion de una formula tal (o conjunto de formulas) se ob-
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tiene asignando entidades de clases adecuadas a las constantes

n13. npa] ge-

primitivas no-logicas que figuran en la formula.
mantica -tal nocidn de 'interpretacidn' aplicada a oraciones
construidas segun el patrdon del lenguaje simbdlico de Frege-

nos da una explicacion de las condiciones de verdad de las ora-
ciones del lenguaje que es enteramente adecuada a los proposi-
tos del 1o6gico, y que le permite definir asi la nocidn semantica
de consecuencia logi-a y fabricar las concepciones de correc-
cion y completud para un conjunto dado de reglas formales de de-
duccion. Es precisamente tal nocidn de interpretacidn que Frege
tiene en mente cuando habla de 'referencia'. En verdad, esto es
poner la cuestion de manera errdnea. Mas bien, €l usa la misma
nocion de referencia en sus discusiones filosdficas del lenguaje
-de la teoria del significado- y en su exposicidn de la interpre
tacion pretendida (intended) de su sistema formal en- Grundgesetze
der Arithmetik, es decir, en la prosa que acompana al texto sim-
bolico que establece la semantica del sistema. Es asi claro que
su nocion de referencia coincide con la nocidn de interpretacion
para las formulas de la logica de predicados como comunmente se

emplea en la logica matematica."!'*

Nosotros seguimos esta idea de Dummett -de la identifica-
cidon de la nocidn fregeana de Bedeutung y la nocidn de interpre-
tacion de la logica- para hacer una modificacién de la teoria se
mantica de Frege y construir un modelo de tal teoria modificada

en el que se muestra que la funcidn que representa la relacidon de
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Bedeutung -es decir, la relacidn entre el lenguaje y el reino
del Bedeutung- es la misma que la funcidn que asigna entidades
a las constantes no-logicas de las formulas. Es mas, la funcidn
Bedeutung, a saber ¢', de nuestro modelo también asigna un valor
de verdad a las formulas (= enunciados) del lenguaje en el modelo.
Asi, la funcidn o' asigna como Bedeutung una entidad a las cons-

tantes no-1ldogicas y a las formulas.

Asi, proponemos la siguiente modificacidon de la teoria se-

mantica de Frege:

Y es una semantica fregeana simplificada si y sd®lo si existen L ,

B y o tal que

(1) Y=<1_4, B, o >;

(2) L =<E, N, I, a, B > tal que

(2.1) E es un conjunto no vacio;

(2.2) Nc E, IcE, NUI =Ey N I es vacia;

(2.3) a es una funcidn tal que el dominio de (a)= N X I vy el
codominio (o) = N;

(2.4) B es una funcidon tal que el dominio (B) = N X I XN vy
el codominio (B) = N;

(3) B =<B, O, F, w, A> tal que

(3.1) B es un conjunto no vacio;

(3.2) OB, F=B,0UF=ByoOQqF es vacila;

(3.3) w es una funcion tal que el dominio (w) = O X F y el co-

dominio (w) = O;
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(3.4) A es una funcidn tal que el dominio (A) = O X F X O
y el codominio (1) < O;

(4) 0 : L » B definida asi
para cada e € E, o(e) € B,
para cada n € N, o(n) € O;

vara cada i € I, o(i) € F;

v

vara cada < n, i e N X I,

o(a( <n, i>)) =wloln), o(i));

para cada < nl, i, n2 >e NXTIXN,

U(B(<nlirn >))=A(0.(n)l G(i)l o(n)).
1 2 1 2

Lo que representan los componentes de las estructuras I vy
B es igual que aquello que representan en la definicidon ' X es
una semantica fregeana'. En esta ultima definicidn, la funcidn
0 ya no es una composicidn, aunque sigue siendo un morfismo.
Obviamente, las diferencias entre las dos definiciones consis-
ten en qﬁe la GQltima carece de la estructura S, la correspondien
te al sentido, y, por tanto, de las funciones vy vy V ; en esto
precisamente consiste la modificacion, la cual resulta ser una

simplificacion.

Al simplificar la primera definicidn hemos eliminado todas
las tesis concernientes al sentido. De esta manera, lo gue ob-
tenemos es una semantica en la que s0lo hay el Bedeutung de las

expresiones. Por supuesto, se conservan las tesis referentes al
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Bedeutung, a saber, las tesis (ii), (iv), (vii) y (viii) de

nuestra anterior lista.

A continuacion formulamos la logica de predicados de pri-
mer orden que sera nuestro modelo de la teoria recién definida.
Nuestra formulacidon prescinde de letras enunciativas (o letras
predicativas de grado 0) y de letras funtoriales. Asi, cons-
truimos una logica simple y pura. Ademas eliminamos, para sim-
plificar, todas las letras predicativas de grado mayor a 2.
Primero construimos un lenguaje formalizado, al que llamamos IL
después ofrecemos un orocedimiento sistematico de interpreta-
cion y una definicidon de verdad para ese lenguaje. Asi, la ex-
posicion de I consta de dos partes, a saber, la gramatica y la

semantica.

Gramatica de IL.

Simbolos de IL .

variablest X, y, Z, x‘, yl, z!, xz,
constantes:

1l6gicas: negacidn ' -~ ', conjuncidn ' A ' y cuantificador exis-
tencial ' V ';

no logicas:

constantes individuales: a, b, c, a s bl, cl, az,

letras predicativas unarias: F!, G!, H!, Fi, G:, Hi, F;,

letras predicativas binarias: F?, G2, H2, Ff, Gf, H:, F;,
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simbolos de agrupacidon: paréntesis '(' y ')'.

Suponemos dado un orden en las constantes individuales
y en las variables, y una correspondencia 1-1 entre los con-
juntos de ambos simbolos, de manera tal que podemos determi-
nar cual constante individual corresponde a una variable dada

y viceversa. Indicamos la correspondencia:
a b a b c a a
ll 1 ll lz ln’
x1 z x2 X5

1 1
Definicidn de formula. !°®

[} e o0 [

N Seemaeas ()

Xy y

9 ?

(DF1) sl & es una constante individual y P! es una letra
predicativa unaria, entonces P!s es una formula;

(DF2) si 8,y 3j son constantes individuales (no necesaria-
mente distintas) y P? es una letra predicativa bina-
ria, entonces stisj es una formula;

}DFB) sl A es una formula, entonces ~4 es una formula;

(DF4) si Ay B son formulas (no necesariamente distintas),
entonces (4 A B) es una formula;

(DF5) si A es una formula, en la que la constante individual
s, ocurre, entonces th Asﬁ’%n' donde tn es la variable
qgue corresponde a s+ €S una formula.'®

Téda; y sblo las formulas generadas por las clausulas anterio-

res son formulas de I .!’

Las formulas generadas por (DFl) y (DF2) son formulas ato-
micas. Las expresiones completas (en adelante, EC) de II son las

constantes individuales y las formulas de IL . Las expresiones
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incompletas (en adelante EI) de I son las letras predicati-
vas de IL . Las expresiones (en adelante D) deII son las ex-

presiones completas e incompletas.

Semantica de I .

Definicidn de interpretacion.

Una interpretacion I de I es igual a < U, o' > tal que

(1) U es un conjunto (donde { T, L } = U), llamado el uni-
verso de discurso de la interpretacidn.!®

(11) o' es una funcion con dominio (0') = D y codominio (¢') =
C=U0UPUulU P (U X U) tal que
si 8 es una constante individual, o'(s) € U' = U - {T,1l};
si P! es una letra predicativa unaria, o' (P!) € PPU';
si P2 es una letra predicativa binaria, o'(P2) = U' X U';

si A es una formula, o' (4) ¢ {T, L}.

Especificar como la funcidon o' asigna a las formulas de IL
un elemento de {T,l } equivale a definir el concepto de verdad
en IL . Para ello debemos considerar todas las formas logicas po-
sibles de las formulas de IL . Asi,

Definicidn de verdad.

(DV1) o'(P's) = T si y sbdlo si 0'(s) € o'(P!), en caso contra-
rio o' (P's) =1;

(DV2) 0'(P?s.s.) =T si y sblo si < a'(s,), c'(sj) > e o'(P?),

()
en caso contrario 0'(P28i3j) =1;
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(DV3) o' (-4)

T si y solo si 0'(4) =), en caso contrario
o'(~4) =]

(DV4) o'((4 AB)) =T siysélosio'(4) =Tyo'(B) =T, en
caso contrario o'((4 A B)) =1,

(DV5) o'(Vt 4) = T si y sblo si ¢'(4t/s) = T, para alguna va-

riante en s, en caso contrario o' (Vt 4) = 1l 1e

Para mostrar que la loaica brevemente descrita es una se-
mantica fregeana simplificada, es decir, un modelo de la teo-
ria definida vor el predicado conijuntista 'Y es una semintica
fregeana simplificada' construiremos en base a II una estruc-

tura Y' corresvondiente a Y del axioma (1).

Primero notemos cue: II corresponde a I., D a E, EC a N,
EIaI.CaB, UaOv PU U PUXU) aF. Adviértase también
que en la definicidn de formula, en las clausulas (DFl) y (DF2)
estan definidas dos operaciones sintacticas que corresponden a
las funciones o y B. En efecto, por (DFl) a cada elemento de un
subconjunto de EC X EI esta asociado un elemento de EC. Y, por
(DF2) a cada elemento de un subconjunto de EC X EI X EC se le
asocia un elemento de EC. Llamemos a tales operaciones a' y B',

respectivamente.

Ademds, en la definicidon de verdad en IIL tenemos en la
clausula (DV1) que 't' es una operacidn que a cada elemento

de un subconjunto de U' X P U' le asigna un elemepto de (T, l}.
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Asi, 'e' en (DV1) corresponde a la funcidn w. Similarmente,
en la cliusula (DV2) 'e' asigna a cada elemento de un sub-
conjunto de U' X U' X P (U' X U') un elemento de {T,1l }.
Llamemos €' a esta operacidon que corresponde a A. De esta ma-

nera: o' corresponde a o, B' a B, e awy¢e'al.

Ahora podemos construir las estructuras:

IL = <D, EC, EC, a', B' > en donde
D es un conjunto no vacio, EC= D, EI= D, ECUEI =Dy
EC N EI es vacia; y

B =<C, U, PulU P(UXU), e, €' > en donde
C es un conjunto no vacio, U=¢Cc, PU U P(UX U <=C, UU
(PUU P(UXU))=CyUN(PUUZP@UXDU) es vacia.
Por lo tanto, los axiomas (2) y (3) de la definicidn de Y

se satisfacen.

Falta mostrar que también se satisface el axioma (4), y
con ello el axioma (1). Tenemos por la definicion de interpre-
tacion en I que:

a cada elemento de D, a cada expresidn de IL , ¢' le asigna un
elemento de C, el reino del Bedeutung en Y';

a cada elemento de EC, a cada expresién completa de IL , 0' le
asigna un elemento de U, el conjunto de los objetos en Y'; y

a cada elemento de EI, a cada expresidn incompleta de L , o'

le asigna un elemento de PU U P (U X U), el conjunto de las

funciones de Y'. Ademas tenemos que:
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o' (P's), el Redeutung (valor d
la forma P's de I, esq;;; func
cir, de los Bedeutungen de s y

el Bedeutung (valor de verdad)

stisj de L , es una funcidn de
es, de los Bedeutungen de 8,1 8
nos conjuntistas:

o'(a"(s, P')) = e(c'(s), o' (P})

o' (B'(si: 8.7., Pz)) = E'(o'(si)r

De esta manera, la funciodon o' c
truir la estructura Y' = < IL,

y (4) se satisfacen.

Al ser satisfechos los cuat
da por 'Y es una semantica frege
ra Y' construida a partir de nue

de predicados de primer orden re

Por otro lado, las tesis se
(vii) v (viii) de nuestra lista
(11), a saber, cada expresidon ti
satisfaccidon del axioma (4). La
una expresion completa es un obj
presion incompleta es una funcio

por el axioma (4). La tesis fun
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Frege, es decir (vii), de que el Bedeutung de una expresion
compuesta es una funcidn de los Bedeutungen de sus componen-
tes vale vara las formulas atdmicas?? de I como lo muestra

el hecho de que 0' sea un morfismo para las operaciones a' y €
asi como para B' y €'. Entonces, el valor de verdad de las
formulas atdmicas de I es una funcidn de los Bedeutungen de
sus componentes. La ultima tesis enlistada, a saber, el prin-
cipio de sustitubilidad de los idénticos vale también en nues-
tro modelo, como lo muestran las siguientes derivaciones:

si o'(ai) = o'(sj), entonces

e(c'(si), o' (P!)) = e(o'(sj), o' (P')), y por (4)

o' (a' (s, Pl)) = 0'(a'(sj, P')); igualmente,

si c'(ai) = c'(sj), entonces

e' (o' (8y), 0'(s,), o' (P?)) = €' (0'(s), ' (s,), o' (P?))

de donde, por el axioma (4),

0'(8'(37(' 31:1 Pz)) = 0'(8'(37(1 3J°l Pz))-

Queremos senalar en este momento que lo que se demuestra
con la validez de esas tesis en nuestro modelo Y' es que tales
tesis comforman, en buena medida, la semantica de la logica de

predicados de primer orden.
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5. Consideraciones ulteriores.

Es necesario ahora hacer algunas consideraciones sobre algu-
nos comoonentes de Y' v aspectos de I que no se han tomado

en cuenta hasta aqui.

Asi como las clausulas (DFl) y (DF2) definen unas ope-
raciones sintacticas, las demas clausulas de la definicidn
de formula definen otras operaciones semejantes. Las opera-
ciones en cuestidon generan formulas compuestas a partir de
otras formulas, simples o compuestas. Estas operaciones res-
ponden a la necesidad de contar con una base adecuada de cons-
tantes logicas para la construccidon de la logica de predica-
dos. En la definicidon de 'Y es una semantica fregeana sim-
plificada' no hay funciones a las que correspondan estas ope-
raciones del modelo. Consideramos gque no es preciso introdu-
cirlas puesto que tales operaciones son intrinsecas al modelo,
es decir, a la logica de predicados, y no a la teoria que se
define. Es por esta razdon que no incluimos en la definicidn
de Y las operaciones correspondientes a las construcciones

sintacticas de las clausulas (DF3) - (DF5).

Por otro lado, encontramos definidas tres funciones en

las clausulas (DV3) - (DV5) de la definicion de verdad en IL
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Las dos primeras son, claramente, funciones veritativas, en

el sentido de que tanto sus argumentos como sus valores son
valores veritativos. Podrian introducirse en la definicidn de
'Y es una semantica fregeana simplificada' unas funciones que
correspondieran a estas dos del modelo; hacer ésto complica-
ria un poco el asunto, pero no traeria dificultades consigo,
puesto que el axioma (4) podria ser satisfecho con esos agre-
gagos, y las tesis (vii) y (viii) seguirian valiendo. La razodn
por la que no se introducen tales funciones en la definiciodn
consiste en que, de nuevo, éstas ho son propias de la teoria
semantica de Frege, sino mas bien son intrinsecas al modelo

construido.

La otra clausula de la definicion de verdad, la (DVS),
ofrece ligeras complicaciones. La dificultad consiste en con-
cebir la funcidn que corresponde a ésta clausula como una fun-
cidn a nivel ontoldgico, a nivel de entidades, y tal que las
tesis semanticas fregeanas que determinan a los lenguajes ex-
tensionales siguieran cumpliendose en el modelo. Para ello,
podemos considerar a una formula cuantificada existencialmente,
una formula de la forma V¢t 4, como equivalente al eonjunto de
todos sus casos de sustitucidn, es decir, de las formulas At/s,
para toda variante en s. Lo que nos permite hacer ésto es el
hecho de que el rango que recorre la s, segun la nocion de va-

riante en s, es el mismo conjunto que el rango de los valores
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de una cuantificacidon existencial. Asi conceptualizada una
cuantificacidon existencial, puede pensarse en una funcion,

a la que llamaremos X, tal que su dominio es igual al con-
junto de todos los valores de verdad de los casos de sustitu-
cion de una cuantificacidn, es decir, dominio (x) = { Ti :
Ti’=fc(At/s), donde o(s) € U }, y codominio (x) = {T, | }.

Para definir esta funcidn establezcamos que el maximo de un
conjunto de valores veritativos es T, si hay al menos un T, y
es 1l si todos sonl, esto es, convengamos en que-l <Tol =T,

Ahora, podemos definir a X asi

x(Vt 4) = T si y sdlo si max{ Ti : T. = 0(At/s), donde

Z
o(g) e Ul =T, vy

x(Vt 4) =1 si vy sdlo si max{ T, = T o(At/s), donde

o(s) e u} =1,

Construida asi la funcidn correspondiente a la clausula
(DV5), se podria incluir en la definicidn de 'Y es una seman-
tica fregeana simplificada' sin problema alguno para los axio-
mas que la componen. Es mds, lo que se logra con ésto es ade-
cuar del todo a nuestro modelo con las tesis semanticas frege-

anas.
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Notas

"A Formal Metasystem for Frege's Semantics", Notre Dame
Journal of' Formal Logie, vol. XVI, num. 1, 1975.

Introduction to logie, D. Van Nostrand, N.J., 1975, §
12.2, Vease también, P. Suppes, Set-theoretic Structu-
res in Science, Institute for Mathematical Studies in the
Social Sciences, Stanford University, vol. 1, (versiodn
mimeografiada), 1967.

The Structure and Dynamics of Theories, Springer Verlag,
New York, 1976, p. 35.

Ob. cit., p. 89.

Frege distinguid en varios lugares entre el Sinn y el
Bedeutung de una expresion. 'Sinn' se traduce literal-
mente por 'sentido', pero la traduccién de 'Bedeutung'
presenta dificultades. Su traduccion literal es 'signifi-
cado', sin embargo, pocas veces se ha traducido asi. H.
Padilla lo traduce por 'significado' en Conceptografia
Los fundamentos de la aritmética, otros ensayos filoso-
ficos, (UNAM, México, 1972); en cambio, U. Moulines 1lo
traduce por 'referencia' en Estudios sobre semantica,
(Ariel, Barcelona, 1971); y E. Rabossi y E. Bulygin 1lo
traducen por 'denotacidn' en Semantica filosofica: pro-
blemas y discusiones, T.M. Simpson (comp.), (Siglo XXI,
Bs. As., 1973). En las traducciones inglesas de los tra-
bajos de Frege encontramos una situacion similar. P. Geach
y M. Black traducen 'Bedeutung' por 'reference' en Trans-
lations from Philosophical writings of Gottlob ' Frege ,
(Oxford, 1960); A. Church usa 'denotation' como traduc-
cidn de 'Bedeutung' en Introduction to mathematical lo-
gte, (Princeton UP, Princeton, N. J., 1965), en cambio,
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12,
13.
14,
15.

l6.

17.
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R. Carnap propouso traducir 'Bedeutung' por 'mominatum',
mientras que B. Russell usd 'meaning' por 'Sinn'. Noso-
tros preferimos conservar el término original aleman de
Frege.

'bedeute' es el verbo asociado a 'Bedeutung', su traduc-
cion literal es 'significa'.

Ver, Gottlob Frege, "Sobre sentido v referencia" traduc-
cidn de Uber Simn und Bedeutung por Ulises Moulines en
Estudios sobre Semantica, Barcelona, Ariel, 1971.

Ver, "Sobre concepto y objeto" v "Oué es una funcidn?".
"Sobre sentido y referencia", 0b. eit., p. 52.
Loe. cit.

Ver, por ejemplo, E.D. Klemke (ed.), Essays on Frege ,
Urbana, University of Illinois Press, 1968, la. parte.

Ob. ecit.
Duckworth, London, 1973, p. 89.
Ob. eit., p. 90.

Usaremos como metavariables los siguientes simbolos: 's'

para constantes individuales, 't' para variables, 'P!' pa-

ra letras predicativas unarias, 'P?' para las binarias vy
'A' y 'B' para formulas.

'As/t' significa que todas las ocurrencias de la constante

individual sen la formula A se sustituyen por ocurrencias
de la variable t. Similarmente vara 'At/s'.

Un lenguaje formal similar al presentado aqul se encuentra
en M. Garrido, Légica Simbélica, Tecnos, Madrid, 1974, c. 3.

'T' representa el valor veritativo 'verdad' y 'l' el valor
veritativo 'falsedad'.
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La definicion de 'variante en &' es la siguiente: Sean

II e I' interpretaciones de II y sea s una constante in-
dividual; entonces I es una variante en 8 de IT' si y
sOlo si I e II' son idénticas o difieren unicamente en
lo que asignan a s. Tomada de B. Mates, Logica matematica
elemental, trad. cast. Carmen Garcia Trevijano, Tecnos,
Madrid, 1974, p. 77.

También vale para las formulas no atdmicas. Vease ulti-
mo paragrafo.
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