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INTRODUCCION 

El estudio de las propiedades ópticas de medios compuestos ha llamado Ja atención de 

mucbOB científicos tanto teóricos como experimentales. Este interés se debe principalmete a que 

se ha encontrado aplicación en probleml\S ll80ciados con absorbedores sclecti\'os en dispositi\'os 

de energía 110lar1111¡ con el estudio de flujos en rocl\S y materiales porosos estrechamente 

relacionados con exploraciones petrolerl\81•1, y otros. Aunque este es un problema muy viejo 

y se han hecho avances significativos, no está completamente resuelto. La complejidad del 

problema, como es bien sabido, radica en la dependencia de las propiedades ópticas en la 

geometría y en la topología de Ja mieroeshuctura del sistema'. 

Después del primer trabajo realizado por J.C. Maxwell Garnettl31, basado en una teoría de 

campo medio y en el que se calcula la respuesta dieléctrica eCeclh'll, se han desarrollado nue\'llS 

teorías de campo eCecti\'o, así como teoríl\S de dispersión múltiple, de homogeneización, de 

renormalizaci6nl•I, técnicl\S diagramáticasl•I, expansiones en cumulantesl•I, representaciones 

espectralesl71, simulaciones numéricas, etc. El objetivo principal de la mayoría de estás teorías 

es el incorporar diferentes cCectos provocados en su mayoría por la fluctuaciones en la polari­

zaci6n' del campo local. La teoría de Maxwell-Garnett (TMG) por ser una teoría de campo 

medio autoconsisteute desprecia por completo las ftuctuciones del campo local. La mayoría de 

las correcciones que se han hecho incluyen fluctuaciones dipolarcs e interacciones multipolares 

de alto orden. 

El problema teórico es el de calcular la respuesta dieléctrica eíeetiva o macrosc6pica 

del sistema en términos de las propiedades microscópicas, la distribución estadística de las 

partículas, así como de las respuestas al campo externo tanto de las partículas como de la ma· 

triz en la que se encuentran sumergidas. En general estudiaremos el caso de esferas metálicas 

pequeñas sumergidas en una matriz no dispersiva (aislante), continua y homogénea. 

1 En todo el trabajo las referencias se denotarán en paréntesis cuadrados y las notas al pie 

de cada boja con un número simple, como en este caso. 
2 Por ejemplo, se observan Ccnómenos de dispersión espacial al incidir luz. 
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El primer capítulo titulado Antecedentes tiene el propóoito de introducir al problema de 

una ouwera más especifica, para esto se mencionan algunos trabajos que han sido Ja base y 

motivación de este. Por lo tanto se explica de una manera breve los conceptos más significa· 

tivos, así como los resultados, mencionando las principales ventajas de cada trabajo. Además 

estos reaultad0& servirán de referencia para compararlos con Jos que aquí se obtuvieron. 

En el capítulo 2 se hatt un reconocinúento de las propiedades de dielécÍric0& y algunos 

concept0& relacionadoe con estos, además se hatt mención al desarrollo histórico de las ideas 

y teorías que se han Connulado alrededor de este problema. En la mayoría de estas teoríaa se 

obtiene la relación entre la (unción dieléctrica y el campo local. Además en una sección del 

capítulo se obtiene el campo local de Lorentz y la ecuación de Clausius-Mooaotti y su relación 

con Ja teoría de Maxwell-Garnctt que son el punto de partida de este trabajo. Finalmente se 

estudia el modelo de dispersión de Drude. 

En el capítulo 3 se describe el modelo que se utilizó para desarrollar el Cormalismo con 

el cual se calcula la respuesta dieléctrica cíectiva del medio. Esta respuesta está en función 

de los parámetros microscópicos del sistema. Aproximamos la interacción dipolar en el límite 

cuasiestático por lo que los efectos de retardación serán despreciados. Usando los conceptos de 

polarizabi!idad renormalizadal•l llegamos a una relación de la misma forma funcional que la de 

Clausius-Mooaotti (CM). La última sección introduce las definiciones necesarias para expresar 

los resultadoe de las secciones precedentes de este capítulo en un lenguaje diagramático. 

En el capítulo 4 aplicamos loo resultado del capitulo anterior en donde incorporamos 

algunos efectos de las fluctuaeionea dipolares. Además se hace una aproximación a bajas 

densidades y utilizando el concepto de renonnalización nos extendemos a mayores densidades 

(regimen de densidades intermedias). Para compar.J'nuestros resultados calculam0& la Repre­

sentación Espectral de !0& resultados obtenidos en las secciones precedentes. Finalmente se 

discuten los resultados y se mencionan algunas perspectivas, que creemos son interensantes. 
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CAPITULO 1 

ANTECEDENTES 

Hace aproximadamente 10 años oe creó un grupo, en el Instituto de Física, interesado 

en el estudio teórico de las Propiedades Opticas de lnterfocea y Medios Desordenados. Uno 

de los problemas estudiado por el grupo es el de la Respuesta Dieléctrica Efectiva de Medios 

Campueslos . En un primer trabajo se desarrolló un formalismo muy general!•] con el que se 

puede calcular la resp11C8ta dieléctrica efectiva de sistemaa con inhomogeneidadea espaciales 

arbitrariaa. Posteriormente el problema se ha centrado en el estudio de sistemas con inclusiones 

metálicu aumergidaa en una matriz aislante (no dispersiva) homogénea. 

1.1 Polarizabllldad Renormalizadal•l 

En un principio se formuló una nueva teoría1 para calcular la respuesta dieléctrica efectiva 

dentro de una aproximación dipolar cuasicst8tica (longitudes de onda grandes). Se supuso uri 

sistema de N(> l) esferas idénticaa de polarizabilidad o, sWQel'gidas en una matriz aislante de 

constante dieléctrica ••· Uno de los resultados importantes de este trabajo fue que sr. encontró 

una relación entre la respuesta dieléctrica efectiva o macroscópica •u("') y los parámetros 

microscópicos del sistema, siendo la principal ventaja de éste, el que se tiene un procedinúento 

bien definido para.el cálculo directo de •At("1) como función de la respuesta al campo extenio, 

por lo que no es necesario identificar al campo eléctrico macroscópico durante el cálculo. 

Además se introduce una longitud característica del sistema relacionada con el número de 

onda del campo externo, con la cual se elimina la dependencia en la forma de la muestra. 

1 Esta leona es la base de el trabajo que aqtú se presenta y de los trabajos que se mencionan 

en este capítulo. 
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Unciendo una simple aproximación para la contribución de las fluctuaciones del campo local, 

se obtuvo una relación de la misma forma funcional que la de Clausius-MOBBOtti, pero con una 

polarizabilidad renormalizada a•. 

Esta polarizabilidad a' obedece una ecuación algebraica de aegundo orden con coeficientes 

que d..'Pen<len de la polarizabilidad a, la fracción de llenado de laa esferas f y las funciones 

de correhu:ión de dos part(culas. La polarizabilidad miormalizada a• toma en cuenta las 

fluctuaciones dipohues ya que se supuso que la polllrización de cada esfera es proporcional a 

la suma del campo externo. Estas fluctuaciones son provocadas por las posiciones aleatorias 

en <¡ue se encuentran los dipolos promedio. 

La teorlR se aplicó a un sistema de esferas de Drude sumergidas en un medio no dispersivo 

(gela&ioa) con constante dieléctricca fl = 2.37. Los l'elllltados muestran un ensanchamiento 

asimétrico del pico de absorción y un corrimiento al rojo del mismo. Estoe cálculoe concuerdan 

con &!&unos resultadoe experimentales1 • 

En la figura 1.1 se mueatra ImiM como una lunción de w/w, para esferas de Drude con 

un tiempo de relajación finito de T = 46/w, (w, es la frecuencia de plasma}. La función 

de corre!Rción con la que se hicieron los cálculos es la de esferas duras3 (Hole Correction}. 

Ll\B diferentes curvl\B corresponden a fracciones de llenado de f = 0.3, 0.2 y 0.1 como se 

imlicau. Como se puede ver los picos de absorción tienen un ensanchamiento asimétrico en 

donde predominau los modos de baja frecuencia, ademlÍ& se observa un corrimiento al rojo 

que depende de la fracción de llenado. 

Mientras que en la TMG hay un sólo modo óptico activo debido a Ja ausencia de las 

fluctunciones dlpo!IU"Cs, en la teoría de a' (pol11rizabilidad renormalizada} estas tlnctuaciones 

se tonmn en cucntl\ y se obtiene un continuo de modos ópticamente activos en una cierta 

región finita de frec11end11s. Además cuando el tiempo de relajación es muy grande { T -+ oc) 

el ¡iico de l\bsorción en TMG pasn "ser unn función 6 mientras que en In teoría de a• el pico 

de absorción mnutiene un ancho finito. 

' Ver la dismsión de In Ref.4. 
3 Ver lll cc.(A.:i} dd apéndice A. 
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Figura 1.1 Parte imaginaria de tu oomo función de w/w, para esferas de Drude 

swner¡¡idaa en gelatina ( th = 2.37} y fracciones de llenado de / = 0.3, 0.2 y 0.1 con 

w,r = 46. 

l.ll Efecto• en la Respuesta Dieléctrica de la Dlsperal6n de Tamañosf•),fto] 

Posteriormente se lúzo una extensión de la teoría a•, formulada para un sistema de esferas 

idénticas, al caso de esferas con dos tamaños diferentes!•!. Esto se hizo introduciendo do~ 

polarizabilidades renormalizadas para cada tipo de esíeraa. Estas poalrizabilidades obedecen 

dos ecuaciones cuadráticas acoplado.s cuyos coeficientes dependen de 3 diferentes funciones 

de distribución de dos partículas. Al escoger esferas duras (Hale Correction} para cada una 

de estas funciones se obtiene que el sistema tiene tres regiones de resonancia que se pueden 

ver como tres picos de absorción de lm•M(w). Estos picos se hacen más faciles de observar 

cuando el cociente entre los radios de las esferas {')'A) aumenta. 

La figura 1.2 muestra los resultados de lm•u como función de w/w, para una fracción de 

llenado f = 0.3 (aquí fes la fracción de llenado total). diferentes valores de 'YA y J. {/0 es la 

Cracción de llenado de las esferas de radio menor). Cuando 'YA = 1 los resultados son idénticos 

al trabajo de la sección anterior, pero conforme 'l'A aumenta se ve como se van formando dos 
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picos adicionales. Al igual que en el trabajo anterior la estructura de la parte imaginaria de la 

respuesta dieléctrica efectiva está relacionada con la absorción de energía del sistema. Como 

se mencionó los tres picos de lrn•M se auntúan más cuando 'YA se incrementa, por lo que hay 

tres grupos de modos que se pueden distinguir claramente. 

tme. 

f•0.3 lm.:. 
ta•0.2B 

Figura 1.2 Parte imaginaria de la respuesta dieléctrica macroscópica de un 

compuesto como función dew/w,. El compuesto es de esferas de Drude con w,r = 92 

sumergidas en gelatina con ·~ = 2.37; a) la fracción de llenado total es / = 0.3 con· 

J. = 0.2 y b) la fracción de llenado total es / = 0.3 con J. = 0.28. 

Para identificar el origen físico de las resonancias se utilizó un proceso iterativo en TMG, 

es decir, un proceso en el que se han despreciado las fluctuaciones dipolares y por lo tanto se 

reduce el número de modos. Supongamos que le.s esíe1·e.s de re.dio mayor están sumergidas en 

un medio homogéneo, compuesto por la matriz aislante y las csíere.s de re.dio menor, entonces 

la función dieléctrica de todo el medio es •W, al incluir las esfere.s de radio mayor tendremos 

que la respuesta dieléctrica efectiva de todo el compuesto será ,i¡,>, que se obtiene al sumergir 
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laa esfcraa grandes en el medio con ·~~. La respuesta dieléctrica efectiva muestra la existencia 

de tres picos de absorción. En la figura 1.311 se muestran los resultados obtenidos mediante 

el proceso de iteraci6n en TMG usando los mismos parámetros que en la figura 1.2. Los tres 

picos de absorción corresponden a los tres modos asociados a un sistema compuesto de esferas 

sumergidaa en un medio dispersivo caracterizado por una función dieléctrica .<;,>. 

1•0.3 f•0.3 

Figura 1 .3 Parte imaginaria de la respuesta dieléctrica macroscópica de Wl 

compuesto como función de w/w,. a) Se calcula para el proceso iterativo en TMG 

con una fracción de llenado total f = 0.3 y diferentes fracciones de llenado de las 

esferas de radio menor{/.); b) se calcula para el proceso iterativo usando la teoría 

de o• y los mismos parámetros. 

Para incorporar los efectos de las fluctuaciones dipolares extendemos el proceso iteratiyo 

en la TMG usando la teoría de la polarizabilidad renormalizadal•l. Como un primer paso 

se calcula la o' para un compuesto que conten¡;a a las esferas de radio menor sumergidas 

en un medio no dispersivo del cual calculamos •~/. Mediante el proceso iterativo descrito 
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anteriom><!tlte.., calcula la respuesta eíectiva •W de las esferas de radio m"yor swnergida.s en 

un medio con función dieléctrica iil. En la figura l.3b se muestra lm•~Í en donde se han 

usado los mismos puámetros que en la figura 1.2. Estos result..dos tambien muestran los tres 

picos de absorción y cada uno de estos tiene un enSllllebamiento asimétrico y un corrimiento al 

rojo l'ellpecto" los picos de absorción del proceso lteratiw en la TMG (ver la figura l.3a). En 

esta t""ría, cuando 'YA ... oo, los picoe de absorción muestran un ensancliami~to asimétrico 

y un corrimient? al rojo m4s pronunciado. Estos cambios en la estructura de lm•M se deben 

a la generación de nuevos modos que son provocados por las fluctuaciones dipolares. 

Como mendont\, estos traba.jos están basl\dos en una aproximación cuasiestática la cual 

deja de ser válida cuando 'l' A -> oo, porque el radio de las esferas tiende a ser del mismo 

orden de magnitud de la longitud de onda que pravoca efectos de retardamiento los cuales no 

han sido considerados. Además, uno espera que el campo dipolar producido por las esferas 

de radio menor genere momentos clipolares y cuadrupolares en las cercanlas de las esferas 

de radio mayor. Por lo tanto la aproximación dipolar será válida para ciertas fracciones de 

llenado, ya que los efectos cuadrupolarcs serán más importantes conforme aumenta el cociente 

entre el redio de las esferas. 

En un trabajo posterior se extendí.> la teoría a sistemas polidispersosf••l donde se analiza 

el aso cuando los radios de las esferas obedecen una distribución continua y éstas están su· 

mergidas en un medio homogéneo. Esta teoría predice el awncnto de picos de absorción, así 

como su corrimiento al rojo, ademú de que la altura de los picos decrece. Una estructura adi­

cional aparece a la derecha dél pico principal. Como "" mencionó, el número de picos aumenta 

pero como son poco pronunciados llegan a desvanecerse por lo que ae observa nuevamente una 

regic>n finita de modos. 

En la figura 1.4a ae muestra lm•M como función de w/w, parn un sistema que contiene 

esferas de Drudc con w,r = 46 (gráficas de la izquierda) y f = 0.3 sumergidas en gelatina con 

•• = 2.37. La curva del fondo fue calculada usando TMG, la que Je sigue se hizo tomando 

esferas con un mismo radio, la siguiente se calcula con esferas de dos radios diferentes (1:4) 

con una fracción de llenado parcial de f == 0.15 de cada una de las esferas y la última curva 

corresponde a una distribución de tres radias diferentes (1:4:16) y fracción de llenado parcial 
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anteriormente se calcula la respuesta efectiva ·~~) de las esferas de rndio mayor sumergidas en 

un medio con funci6n dieléctrica /¡/. En la figura l.3b se muestra lm•W en donde se han 

usado los mismos parámetros que en la figura 1.2. Estos resultados tambien muestr1U1 los tres 

picos de absorción y cada uno de estos tiene un ensanchamiento asimétrico y un corrimiento ni 

rojo respecto a los picos de absorción del proceso iterativo en la TMG (ver la figura 1.3a). En 

esta teoría, cuando 'YA --+ oo, los picoe de absorci6n muestran un ensanchami.ento asimétrico 

y un corrimiento al rojo más pronunciado. Estos cambios en la estructura de lm•M se deben 

a la generaci6n de nuevos modos que son provocados por las fluctuaciones dipolares. 

Como mencioné, estos trabajos están basados en una aproximación cuasiestática la cual 

deja de ser válida cuando 'YA --+. oo, porque el radio de las esferas tiende a ser del mismo 

orden de magnitud de la longitud de onda que provoca efectos de retardamiento los cuales no 

han sido considerados. Además, uno espera que el campo dipolar producido por las esíeras 

de radio menor genere momentos dipolares y cuadrupolares en las cercanías de las esferas 

de radio mayor. Por lo tanto la aproximación di polar será válida para ciertas fracciones de 

llenado, ya que los efectos cuadrupolares serán más importantes confonne aumenta el cociente 

entre el radio de las esferas. 

En un trabajo posterior se extendió la teor/a a sistemas polidispersos1101 donde se analiza 

el caso cuando los radios de las esferas obedecen una distribución continua y éstas están su­

mergidas en un medio homogéneo. Esta teor/a predice el aumento de picos de absorción, así 

como su corrimiento al rojo, además de que la altura de los picos decrece. Una estructura adi­

cional aparece a la derecha del pico principal. Como se mencionó, el número de picos aumenta 

pero como son poco pronunciados llegan a desvanecerse por lo que se observa nuevamente una 

región finita de modos. 

En la figura 1.4a se muestra lm•M como íunción de w/w, para un sistema que contiene 

esíeras de Drude con.w,1' = 46 (gráficas de la izquierda) y f = 0.3 sumergidas en gelatina con 

•A = 2.37. La curva del fondo íue calculada usando TMG, la que le •igue se hizo tomando 

esferas con un mismo radio, la siguiente se calcula con esferas de dos radios diferentes (1:4) 

con una fracción de llenado parcial de f = 0.15 de cada una de las esferas y la última curva 

corresponde a uno distribución .de tres radios diferentes (1:4:16) y íracción de llenado parcial 
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de f = 0.1 para cada tipo de esferas. En 111 figura l.4b tenemos el mismo sistema pero con 

una distribución log-normal de los radios4 • La altura de las curvas va a depender del valor 

de Wpr1 en estas gráficas la curva más alta, la mediana y la más pequeña corresponden a 

Wpr = 46,82 y 178 respectivamente y ªNL es un parámetro que caracteriza el ancho de la 

distribución. 

lmErw 
f:0.3 

Figura 1.4 Se muestra ImtM como función de w/w, para a) una distribución 

discreta de los radios de las esferas y b) una distribución logarítmica continua. El 

parámetro a N L corresponde al ancho de la distribución, cuando a N L = l los cálculos 

se reducen al cuo monodisperso. 

1.3 Enfoque Diagram,tlcol•l 

En este trabajo se formuló un enfoque diogramático para calcular la respuesta dieléctrica 

efectiva tM de un sistema de esferas metálicas idénticas sumergidas, con posiciones aleato­

rias, en una matriz homogénea no dispersiva con función dieléctrica th independiente de la 

4 Ver la ec.(18) de la Ref.11. 
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frecuencia. Se expres6 el cociente •h/•M como una suma infinita de términos que involucran 

(unciones de distribuci6n de muchas partlculas. A cada uno de estos ténninos se le asocia un 

diagrama especifico que se puede clasificar (aci!mente según su polarizabilidad (Uneo.s) y su 

rracci6n de llenado (vértices). De esta fonna se encontraron r6rmulas aproximadas de •M, ul 

hacer los cálculos para di(erentes sumas infinitas de una cierta clase de diagramas. De aqu( 

se obtiene que TMG com!apOllde a una expansión a bajas polarizabilidades, .mientras que el 

método de cúmulos de Felderhof, Ford y Cohenl• •1 (FFC) corresponde a una expansi6n a bajas 

densidades. 

Hablamos visto que la polarizabilidad reiwnnalizada o• se extiende TMG a mayores 

polarizabilidadee e incorpora loa efectos de las fluctuaciones dipolares. En la oección 1.1 se 

mencionó que o• se resuelve mediante una ecuRCión algebraica de segundo orden. Con el 

en(oque diagramático se encuentra una serie infinita de diagramas equivalente a esta misma 

solución para densidades intermedias y se contruye una nueva solución correspondiente a esta 

serie infinita de diagramas válida para densidades mayores8• 

Nuevamente se realizaron los cálculos usando esferas de Drude sumergidas en gelatina, de 

donde se observa un corrimiento al rojo y un ensanchamiento asimétrico del pico de absorción. 

En la figura 1.5 se muestran los resultados de lm•M para esferas de Drude con w,.,. = 46 con 

fracciones de llenado de f = 0.1 y f = 0.3 sumergidas en gelatina con•• = 2.37. La linea 

e6lida corresponde a la nueva; la linea entrecortada corresponde a su equivalente en la teorfa 

o•. Para comparar estos resultados tambien se graflcó para TMG con los miomas parámetros 

que corresponde a la linea entrecortada con puntos. 

Ultimamente se ha extendido la teoría en otras direcciones en las que se han inclui­

do parÚculas cuya simetría no es esférica, más específicamente, se ha estudiado el caso de 

clipsoidesl121. Algunos de los resultados son los siguientes: en una aproximaci6n de campo 

medio no se encuentra diferencia entre los resultado~· obtenidos con una aproximaci6n dipolar 

y los obtenidos mediante un tratamiento exacto del campo producido por los elipsoides, pero si 

8 Ver la ec.(31) de la ReC.5 para la solución analítica y la ec.(37) de la misma referencia 

para la numérica. 
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Figura 1 .11 ImtM como función de w/w, en donde se resolvió con crº para 

fracciones de llenado grandes (línea sólida), fracciones de llenado bajas (línea en­

trecortada) y en la TMG (lín~a entrecortada con puntos). Para las dos gráficas se 

escogió.,, .. = 46 y fracción de llenado a) f = 0.1yb)f=0.3. 

incluimos !u fluctuaciones del campo estos resultados difieren mucho. Cuando la excentricidad 

de los elip1<>ides es muy pequeña se obtienen los mismos resultados que cuando teníamos esferas 

idénticas, pero si la excentricidad es muy grande el modelo dipolar falla y es necesario hacer 

un tratamiento exacto, con el cual se recobran los límites predichos por las teorías de medio 

electivo. 
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2.1 Medio Efectivo 

CAPITULO 2 

LA FUNCION DIELECTRICA 
Y EL CAMPO EFECTIVO 

El estudio de medios compuestos (composites) es de gran importancia ya que frecuen­

temente nos encontramos con ellos. Muchos de los nuevos materiales dependen del uso de 

estos compuestos; el concreto, por ejemplo, cornii1te de dos materiales diferente&: cemento y 

grava. A niveles atómicos existe una gran variedad de estructuras desordenadas como líquidos, 

sólidos cristalinoo, sólidos amorfos y otroo, que son por delinici6n sistemas iahomogéneos. En 

los últimos años el interés en las propiedades de compuestos se ha incrementado, particu­

larmente en los de metal-dieléctrico ya que estos son de gran inportancia en el estudio de 

conveniones folotérmicas de energía so!arl11. Por má& simple que sea un material compuesto, 

y aún suponiendo que es uniforme (macroscópica.mente hablando), siempre tendrá fluctuacio­

nes en su densidad, composición y temperatura. Es decir, algunos parámetros en estos sistemas 

tendrán diferentes valores para diferentes regiones del espacio. Estas fluctuaciones producidas 

por inl1omogeneldades pueden ser tratadas de tal manera que se supongan Jo suficientemente 

grandes, en el sentido de que en cada punto del espacio se le asocie una respuesta local y por 

lo tanto una ecuación macroscópica. Por ejemplo, si nos interesan las propiedades ópticas del 

mnterial podemos asociar a cada punto de este una constante dieléctrica macroscópica y sólo 

necesitaremos encontrar una forma razonable de promediar las variaciones estadísticas de es­

tas propiedades del material para obtener la respuesta eCectiva del medio visto como un todo, 

es decir, las propiedades ópticas de medios compuestos estarán gobernadas por promedios 

espaciales, los cuales se pueden interpretar con una tcoria apropiada de medio efectivo, como 

la tcoria de Maxwell-Garnettl•l, El campo local de Lorentz y la relación de Clausius-Mossotti 

son el punto de partida de mucbBS de las teorías de.medio eCectivo, las cuales tienen runplia 

aplicación en el estudio de medios compuestos. 
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En este trabajo se calcula la función dieléctrica efectiva de un medio compuesto, como 

se mencionó anteriormente, esta propiedad depende mucho de su topología. Supondremos 

que dicho compuesto esta constituido por inclusiones de un material completamente rodeadas 

por otro material diferente (por lo tanto las inclusiones no se traslapan), y además éstas 

se encuentran distribuidas aleatoriamente. Sólo consideraremos el caso en que el tamaño 

de las inclusiones y la separación entre ellas sen mucho menor que la longitud de onda del 

campo externo con que se excitará al sistema (aproximación de longitud de onda larga o 

limite no retardado). Para calcular la distribución del campo local tendremos que resolver 

el problema de N esferas metálicas idénticas de radio a distribuidas aleatoriamente dentro 

de un medio homogéneo bajo la acción del campo externo.· De esta forma, el cálculo de la 

respuesta dieléctrica efectiva o macroscópica quedará determinada por la función dieléctrica 

de las inclusiones y del material que las rodea, así como de las funciones que describen la 

diotribución estadística de 1aa inclusiones. 

2.2 Medios Dieltldricos 

En un conductor los denominados electrones de valencia se mueven libremente en res­

puesta a un campo eléctrico a tal punto que no hay rungún campo efectivo en el interior 

del conductor. En los aislantes o dieléctricos, por el contrario, no hay electrones que se 

muevan libremente al aplicarles un campo eléctrico, no obstante estos materiales se puede1l 

polarizar en distintas formas. La polarización producida por un campo puede deberse al 

alineanúento que sufren las moléculas del material por su naturaleza asimétrica en su distri­

bución de carga (moléculRB polares) o porque se produce una asimetría al aplicar el campo en 

moléculas simétricas. En general, nos va a interesar el valor promedio 1 de la polarización del 

medio, pero al promediar en regiones con dimensiones características pequeñas (del orden de 

10-• cm), las fluctuaciones estadísticas son usualmente pequeñas pero importantes; al prome­

diar debemos tomar en cuenta cualquier detalle de los campos locales, es decir, para obtener 

respuestas macroscópicas tenemos que promediar los fenómenos microscópicos. 

1 El promedio se toma en el sentido macroscópicamente pequeño, pero microscópicamente 

grande. 
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Al aplicar un campo externo al dieléctrico habrá perturbaciones en el movimiento de 

las cargas generándose un desorden y los momentos multipolares de cada molécula serán 

diferentes. En sustanciBB simples en ausencia del campo externo, loe momentoe multipolares 

aon todos cero. En un dieléctrico el momento multipolar dominante en presencia de un campo 

externo es el dipolar, por lo que el estado eléctrioo de un dieléctrico se especifica por su 

momento dipolar neto por unidad de volumen, llamado polarización del medio P. Entonces si 

PO es el momento dipolar electivo de cada molécula y N(r') es la densidad local de moléculas 

P(r') = Pó(r')N(f'). (2.1) 

Supong!IDIOI que al dieléctrico lo dividimos en cuboe de lado d orientados en la dirección de P, 
1iendo d gr&11de en comparación con el tamaiio de las moléculas, pero pequeiio respecto a todo 

el dieléctrico. En cada cubo reemplazamos los momentos dipolarea por una distribución de 

carga ficticia diatribuida en las paredes produciendo el mismo momento dipolar (ver figura 2.1 ). 

Podemos ver que si P es espacialmente constante las cargBB de las paredes de los cubos se 

cancelan excepto los de las fronteras del dieléctrico que tendrán una densidad de carga p, pero 

li jJ no ea totalmente uniforme las cargas de lu paredes no se cancelarán exactamente y habrá 

densidad volumétrica de carga 2 p' = -V · P, la ecuación de Maxwell correspondiente quedará 

como: 

V· É =4w(p+/), 

V· (E+ 4wP) = 41fp, 

por razones hiatóricaa el desplazamiento eléctrico se define como: 

(2.2) 

En la llUIJOfÍa de los materiales ( exeepto ferroeléctricos) en presencia de un campo eléctrico 

la polarización es proporcional a la magnitud de dicho campo, siendo ,,.~ la conotante de pro­

porcionalidad. Esta respuesta es lineal y depende de la estructura molecular, para materiales 

2 Ver, J.D. Jackson Classícnl Electrodynamica , pp. 145, 2"4 ed. Wi!ey. 
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simples Ja respuesta es espacialmente isotrópiea, en tal cuo e011 es diagonal y sus 3 elementos 

IOll iguale. por Jo que: 

P=xE y ii =•E, (2.3) 

donde x es Ja suceptibilidad eléctrica del medio y • Ja constante dieléctrica. De la ec.(2.2) 

podemoo ver que cstu dos cantidades estúi relacionadas de la forma oiglñente: 

•= 1 +4rx. (2.4) 

Finalmente podemos ver que V·É = b(p/<) lo que podemos entender como una reducci6n del 

campo debida a Ja polariaci6n de loe üomoa que produce un campo opuesto al externo. Si te­

llelll08 un dieléctrico isotrópico y linealmente homogéneo (dieléctrico ideal) • eo independiente 

de Ja posici6n dentro del dieléctrico. 
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Fl¡ura 2.1 

lattice cúbico. 

Cálculo el campo interno producido por moléculas cercanas en un 
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2,3 Desarrollo Hi1t6rico del Concepto de Campo Local en Dielt!ctrico1 

Aunque los (en6menoo eléctricos ae conocían desde tiempos muy remotos, no fue hasta 

el agio XVIII cuando ae empezaron a hacer los primeros estudios experimcntalesl111. Poca 

alenci6n ae habla pueoto a !u propiedades de materialeo no conductores (dieléctricos), hasta 

que en 1837 Faraday publicó algunas medidas experlmentalea en eatoe materiales, de6niendo en 

su trabajo una nueva cantidad: /a constante die/éclrica •· Como consecuencia de eatos eatudios, 

la gente trato de explicar eote nuevo fenómeno suponiendo algunoe modelos que relacionaran la 

constllllle clielt!ctrica coa la eatructura microacópica de la materia. En 1847, Faraday supuso 

que el dielt!ctrico maba compuesto de eoferas conductoras. rodeadu por completo por un 

material no é:onductor. Al mismo tiempo, M...atti analizó la interacción entre estas entidades 

polarizables, uendo el primero en proponer que el dieléctrico estaba formado por cavidades, 

de eota última suposición obtuvo una expresión que relacionaba a la constante dieléctrica y la 

fracción de llenado de las cavidadeo. Al mismo tiempo Clausius encontró esta misma relación 

independientemente de Mossotti y años despucs, Lo":"'z obtuvo una relación equivalente para 

el cuadrado del Indice de refracción. 

La mu conocida de estas teorías es la de Lorcnts, quien encontró la región de validez de la 

expresión de l.orenz suponiendo que los electrones dentro del material estaban distribuidos de 

acuerdo al modelo de TbolJl80ll e introduciendo el concepto de campo interno¡ donde el campo 

interno ea un campo uociado a cada una de las moléculas del dieléctrico.Suponiendo que ef 

número de moléculas por unidad de volwnen es proporcional a la densidad del material, la 

ecuaci6n conocida como la de Lorenz-Lorcntz puede verificarse experimentalmente. Para bajas 

&ecucncias el cuadrado del Indice de refracción se puede reemplazar por la constante dieléctrica 

definida por Faraday y considerando que el espacio ocupado por las esferas conductoras es 

proporcional a la deuidad, llegamos a la expresión 'de Clausius-Mossolli (como se verá más 

adelante). J.C.M. Garnett en 1904 publicó un trabajo donde estudiaba materiales aislantes 

(vidrio), que contenían pequeñas esferas metálicas, con este modelo derivó nuevamente las 

relaciones de Clausius - M...atti y Lorenz-Lorentz. Esta relación la obtuvo basandose en las 

ecuacioneo de Maxwell para la propagación de ondas usando una teoría de campo medio!UI. 
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Poel#.rir~te, Drude r""1iz6 algtmao experim<:ntos coa oodas de baja frecuencia, con la! 

11•11: wnflttll6 1M rel~ d.! CWuius-MouotU y Lorem-Lorentz. Etro. experimentos moo­

trat<Al r¡11r. algunM ouataociu ah•orblaa t:n1<Zrja y que este l'enómeno ib& oiempre acompañado 

de diaperoil.n en la funcí6o díeléctóca {~cia con la frecuencia). Para explicar estas 

m""""' ot~ bízo una genaali&aáóo de la corutarue dieléctrica supmúenoo que es una 

cantidad r.1J111pl.ej& en funclóo de la fr~a y CDC9eCUt:nlemente pan el Indice de refracción. 

En unliCA cu» la parl<: ima&inaría eo Ut1& medida de la abeorción de enorgía y por lo tallto 

ee oiemprc 1111& CM1tidad poeilí.._ 

Síri omb.rgo, lcJO rmilladoo experillllllltalee eran dilerenteo a bi que prededa la relaci6n de 

""""1z..Loreul para otrrJO inlttvalti. de frttt1t:11ciu, pot lo que oe 1ugiri6 que esta diaaepanda 

oe p<Jdrla atóbuir a uo momento dípolac permanente uodado a cada molt!cul&, el cual produda 

un catnplJ int..rno. En lO:JG, Onaager pfCJSJUM> que el campo íntemo era atribuido en parte 

al mmMnlo di¡>0lar pmnanente y tarnbien al producido p« el momento inducido por el 

rni11111t• tobre lld atremdoru. F.ata (i!tima <0ntribuci6n al campo interno oe llama campo de 

rr.aui{Jf1 y tiene la rni11na dirección del momento dipolar pt:ttlWlente, p« lo que la torca neta 

11ob"' la molkula ,. cero. Couid<rando a So. al""1edotts de la molécula como un rontinuo 

caracl4'ri.....W por una ronatante dieléctrica rn..,,..,..,.\pica, eo posible en<0ntrac una nueva 

rtlaci6n r.ritrc I" cooataute ditlédócA y el momento dipolu de la molécu!A, eoti. expresión se 

llama lt'lad6n de onuc.,,1111. 

En todOOI ,,.IOOI mode!011 oe ha 111pUCllto que lu molécul11& no oe trulApan, es decir, cadA 

mol6cula .. t, camplelamente rodead" por un continuo ( wcio ); por lo que solo son válidos P"'ª 

¡1cq1aci\M frncciont11 ,¡., llcmulo; ain ernbnrgo existen olrM teoríM romo 1118 de BruggemftD 

apile ah! .. a •i•lmiu en que lu incluoiones "" pueden trMlnparl141. Los trabajos de este 

1\ltimo han dado luinr a dos leorÍM de campo medio efectivo: la teorla simétrica y la teoría 

an\lllimólrica. 
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2.4 La teoría de Maxwell-Garnett y la ecuación de Clauaiuo-Mossotti 

J.C.M. Garnett obtuvo una solución para la respuesta dieléctrica efectiva de un medio 

compuesto que contenía esíeras metálicas. Dicha teoría nos conduce a la ecuación de Clausius­

MOS10tti, como veremos posteriormente. En esta teoría las ftuctuaciones del campo local son 

totalmente despreciadu (como en el campo local de Lorentz). La teoría de Maxwell-Garnett 

eorresponde al lúnite dipolar cuasi-estático, donde los modos de resonancia sólo dependen de 

la fracción de llenado de las esíeras y del tiempo de relajación de la función dieléctrica. 

2.4.1 El campo local de Lorenlz 

En esta aección, utilizando modelos clásicos para las propiedades moleculares encontrare­

mos la relación entre estu propiedades y el parámetro de suceptibilidad eléctrica X definido de 

modo macroecópico. Aunque para un tratamiento más estricto necesitnrínrnos de la mecánica 

cuántica, es posible explicarla mediante un análisis clásico. 

En la ec.(2.3) definimos la suceptibilidad x, donde É es el campo eléctrico macroscópico. 

Cuando las moléculas están muy eeparadaa hay poca diferencia entre el campo macroscópico y 

el campo que actúa sobre cada moli!cula, pero en un sistema denso la polarización de moléculas 

vecinas da lugar a un campo eléctrico interno É; (ftuctuación) que actúa sobre la molécula 

i además de E (promedio), de modo que el campo total en cada molécula estará dado por 

Ér = t +E;. El campo interno lo podemos expresar como: 

(2.5) 

donde ,p es la contribución de las moléculaa más próximas a la molécula i y ~ P es la 

·contribución promedio de las moléculas distantes. Imaginemos una superficie esíérica, grande 

desde el punto de vista micrnscópico pero pequeña desde el punto de vista macroscópico, que 

rodee a la molécula. El campo en el centro de la esíera se produce por la polarización de las 

moléculas vecinllB y la distribución de carga inducida sobre la superficie. Como la polarización 

P es linealmente dependiente del campo resultante E, el campo total Ér también es paralelo 
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a P. Lonmtz demostró que para cualquier red cúbica a = O • en cualquier punto de la red, su 

argumento se baaa en la simetría. del problema, a.si que oi a= O para situaciones simétricas, es 

de eoperane que también sea cero para situaciones completa.mente desordenadas. Sin embargo 

existen otroe modelos como el de Onsager donde a 1' O y ademáo es funci6n de la. rcspusta. 

dieléctrica efecliva. 

Por lo tanto, cuando tenemos un campo externo actuando sobre un conjunto de entidades 

polariza.bles o moléculas en el va.cío el campo efectivo es E+ -yP, donde Pes la polarización 

por unidad de volumen, E el campo promedio en el espacio y 'Y la contribuci6n aproximada 

de los efectos de polarizaci6n. 

Supongamos un dieléctrico con constante dieléctrica •o oumergido en un campo externo 

producido por un par de placas capacitaras (ver figura 2.2). El vector de desplaza.miento 

eléctrico oiempre está dado por 

(2.6) 

Entonces IÍ tenelllOI! N dipolos, 

O = •oE + 4irnP, (2.7) 

donde n es la densidad y ¡J el dipolo inducido en cada molécula.' Sin pérdida de generalidad 

podemos ouponer que •o = l. 

Tomemos una sola de Ju moléculas la cua.l está aujeta. al campo exterrio y al ca.ropo 

producido por la.s demás moléculas del dieléctrico. Supongamos que una cavida.d esférica 

encierra la. molécula. La contribución al campo en el interior E. de la cavidad debido a. sus 

alrededores está dada por la. densidad de carga de pola.rizaci6n distribuida. en la superficie 

• Ver J.D. Jaclcson Cl&Slical Eleclrodynamics, pp. 153, 2"4 ed., Wiley. 
4 La. molécula tiene una carga positiva. y otra negativa., de· forma tal que la carga total es 

igual a cero. 
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<O> <=3> ~ + 
+O>O>~ + 

+O>O>~ - + + + 

: <O> (9) c:Q:> 
- + - ·0- • - . 

+ - + - + - + 
+<O> c:Q:> 

+ - + -
+ + 

.~~~ + • 
+ <O> <El> <E:1> "' + 

Flaura 2.2 Campo producido en un dieléctrico que ee encuentra entre un par 

de placu capacitoru. 

de la esfera. Utilizando coordenadaa eaféricaa y tomando la dirección polar a lo largo de la 

dirección de P obtenemos: 
dÉ -2Pcos8 •ctn .=--,-1-'' . (2.8) 

donde res el vector que va de la 1uperficie al centro de la esfera, su valor absoluto lf1 = r cos 8 

y dfl la diCerencial de superficie, por lo cual 

2• .• 

É, =-(V: v)p j d; j cos2 8een8d8 
o o 

(2.9) 

Suponiendo que tenemos N > 1 csCeras la contribución total del dieléctrico es: . 

(2.10) 
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entonces el campo efectivo, conocido como el campo local de Lorentz, es: 

"' "' s.. • "' , ... "'•! =u -
3

np = ¡:; + 3np. 

2.4.2 La relación de Claiuius-Moaotti 

(2.11) 

Supongamos que las moléculas lienen una polarizabilidad o•, es decir, ¡; = oE,1, y que 

ademú D = 1E. Su1tituyendo en Ja ecuaci6n (2. 7) y despejando np obtenemos: 

• "' •-1,. 
np = "°"'•! = cr"'• 

aualitU)'elldo (2.10) en (2.11) y eliminando E obtenemoe: 

Finalmente llegamoo a 

["' , .. ..1 •-1,,. 
no "'+ 3""J = cr"'• 

no l+-- =--. [ •-11 •-1 
3 , .. 

(2.12) 

(2.13) 

la cual es la relaci6n de Clausius-Moosotli, donde o es la polarizabilidad cuando Ja molécula 

está en el vaclo1 • Si suponemos que la molécula es una esfera de constante dieléctrica 11 y 

radio a, por las ecuaciones de Maxwell en el cftSO electrostático tenemos que: 

••• -1 
a=a --. •• +2 

• La polarizabilidad se define como el momento dipolar de la molécula entre el campo que 

11etu11 sobre la misma. 
1 Cuando no se está en el vacío a es función de la frecuencia del campo externo. 
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Introduciendo .. ta última relación en la ec.(2.13) 

• -1 •1 - 1 
•+2= 11 .1+2' (2.14) 

donde /i .. la fracci6n de .. pacio que ocupa la esfera con constante dieléctrica t 1• Si sumer­

gimOll Ju esferu en un dieléctrico con constante dieléctrica •o en \11gn.r del vado la ecuación 

(2.14) .e tramlcnna e11: 

(2.15) 

donde hcmOR mpuesto que el mismo campo efectivo actúa sobre todas las moléc11\as presentes. 

Esta relación es válida solo para polarización electrónica de liquidas ya que en estos el campo 

que polariza a la molécula es más semejante al campo dentro de la cavidad que al campo 

externo. En los sólidos hay una polarización pennanente dentro de ellos; por eso en muchas 

ocasiones se hacen correciones a la relación de Clausius-Mosaotti o la ec.(2.15). 

2.11 Relaclone1 de Dlsperei6n 

Como ec sabe, \,. mRJ1ern. en que una onda electrom~éticn. se propaga en un material 

lineal .. tá completamente determinada por las constantes ópticas del material n y k, las cuales 

dependen únicamente de la función dieléctrica y de la conductividad, que a su vez dependen 

de la frecuencia de la onda incidente. Si no hay dispersión la onda incidente se propaga sin 

perturbarle¡ por el contrario si hay una variación del campo en el tiempo, se dice que hay 

dispeni6n. En realidad tod011 loe medioa son dispersivos, sólo en el vacío y en ciertos rangos de 

frecuencia la velocidad de propagación de la onda es c,onstante. Para analizar las consecuencias 

de este fenómeno es ne<:e&n.l"io desarrollar un modelo de dispersión. Como hemos supuesto que 

las inclusiones son esferas metálicas, el modelo más apropiado para describir la dispersión 

provocada por éstas es el modelo de Drude. 
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2.6.1 Modelo de Drudc 

Toda la materia está compuesta de electrones negativos y núcleos positivos. Para los 

dicléctricoo podemos considerar que la mayoría de lDll electrones están furtemente ligados 

al núcleo y desplazándose coa es.te, el reoultado es un i6n cargado. EelOll iones se pueden 

tratar como oec:iladores annónicoo' amortiguadoe donde la fuerza amortiguadora es linealmente 

proporcional a la velocidad. La respueeta del medio a una onda incidente se obtiene sumando 

loo movimlcntDll de cada una de laa partlculu. La ecuación clásica de la fuerza unidimensional 

del oec:ilador amortiguado es 

(2.16) 

donde e y m son la carga y la maaa de la partlcula, E,,. el campo molecular, "'º la frecuencia 

natural del ooc:ilador no amortiguado (que está en función del radio de los átomos) y -y= l/f' 

donde T es el tiempo medio entre colisioneo. Como suposición adicional tomamos en cuenta 

que la amplitud de oscilación es pequeña comparada con la de la onda incidente. Si el campo 

varia arm6nicamente en el tiempo coa frecuencia w, la contribución al momento dipolar por 

electnlo es: 
~ e' 2 2 • -1 PI p = -e:e = -(wo - w - IW')') "'• 

m 
(2.17) 

•i 1uponemos que hny N moléculaa por unidad de volumen cada una de estas con Z electroneo 

de una cierta frecuencia y una fr11eción efectiva /¡ de electrones por molécula con frecuencia 

natural de oscilación w; y constante de retardamiento -r; la constante dieléctrica • = 1 + 4ll'Xc 

estará dada por: 

<(w) = 1 + 4'tNe' L /;(w} - w2 - iw-y¡)-1• 
m ; 

(2.18) 

Por lo regular -r; es pequeña comparada con la frecuencia de resonancia w¡, por lo que <(w) 

es real excepto para algunaa w. El factor (wj - w2 ( 1 es pooitivo para w < w; y negativo para 

w > w¡. La parte real de <(w) se hace cero cuandow = w¡, en cuyo caso <(w) tendrá sólo parte 

imaginaria. 
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La dispersión se asocia con el cambio de la parte real de la función dieléctrica <(w) con 

la frecuencia. La parte imaginaria de <(w) es siempre positiva y representa la disipación de 

energla de la onda dentro del medio. Las regiones donde Im<(w) es grande se llaman regiones 

de absorción resonantes. Supongamos que algunos electrones por molécula / 0 se encuentran 

librea, es decir, Wo = O 1111! que: 

. 47rNe2/o 
<(w) =•o+ 1 rnw('Yo -iw)' (2.19) 

donde <a es la contribución de los demás dipolos; la frecuencia del plasma del medio se define 

.como: 

2 _ 4wNZe2 

w,=--m--' 

por lo que finalmente llegamos a la siguiente relación: 

..,, 
<(w) =•o - ( '. )" 

w w+•'Yo 

2.IU. Relación espaci<>-lemporal enlre el desplazamie11to y el campo eléctrico 

(2.20) 

Otra consecuencia de la dependencia en la frecuencia de e(w) es una relación no-local eri 

el tiempo entre el desplazamiento D(i, t) y el campo eléctrico E(i, t). Como sabemos, 

D(i,w) = t(w)E(i,w). (2.21) 

La dependencia en el tiempo se puede obtener por una superposición de Fourier. Tomando 

la coordenada espacial como un parámetro, la transformada de Fourier entre el tiempo y la 

frecuencia estará dada por: 

D(i,t) = ~ j D(i,w)e-i"'1c/w; 
-oo 
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sustituyendo en la ec.(2.21) tendremoe: 

D(i,t) = ~ j e(w)E(i,w)e-iwldw, (2.22) 
-oo 

tomando en cuenta la representación de E(i,w) en el espacio de Fourier tentl!"mos: 

D(i,t) = .J; j dwe(w)e-iwl j dt'e'"'~ E(i,t')¡ (2.23) 
-oo -oo 

éomo podemos cambiar el orden de integraci6n la última ecuaci6n la podemos expresar como: 

D(i,t)=E(i,t)+ j G('l')E(i,t-'l')d ... , 
-oo 

donde G('I') es la tranñormada de Fburier del kernel de suceptibilidad 4"-x = e(w) -1 

G('I') = 
2
: j(e(w)-l)e-1"''d.J. 

(2.24) 

(2.2&) 

Estas dos últimas ec~ones muestran que hay una conexi6n no-local entre D y E, ya que 

iJ a un tiempo t depende del campo eléctrico a otro tiempo. Si e( w) ea independiente de w 

tenemos que G(.,.) - 6(.,.) por lo que la conexión es instantánea. 

Comideremoe que t(w) está dada por la ec. (2.19) entonces el kernel de suceptibilidad 

estará dado por: 

..,2 /
00 

e-iwr 
G .,. = ::t. . d.J, 
() 2ir wl-w2 -17w 

(2.26) 

-oo 

como se puede ver el integrando tiene dos polos en la mitad inferior del plano de w, utilizando 

los ffiétodos de variable compleja evaluamos In integral por medio de una integral de contorno. 
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Para T < O la integral de contorno cerrado en la mitad superior del plano no contribuye, pero 

para T > O la integral de contorno cerrado en la mitad inferior del plano encerraria a los dos 

polos, por lo que la integral estará dada por -2i>r el residuo de los polos, es decir, 

G(r) = w:e-••12~8(r), 
"º 

(2.27) 

donde 8( T) es 1 para T > O y cero para T < O donde 110 = w~ - 12 /4. Esto quiere decir que a 

un tiempo dado t sólo se toman en cuenta valores del campo eléctrico anteriores, entonces la 

ec.(2.24) ae puede escribir como: 

D(r,t) = E(t,t) + j G(r)e-'"''dw 
o 

y la función dieléctrica la podemos expresar como: 

•(w) = 1 + j G(r)•-'"''dr. 
o 

(2.28) 

(2.29) 

Si la última ecuación la tomamos como la representación de la función dieléctrica en el plano 

complejo dew, esta será una función analítica de w en la mitad superior del plano ya que G(r) 

es 6nita para toda r y 

•(-w) = •º(w"), 

donde ( •) significa complejo conjugado. Y para que la función tenga sentido fisico es necesario 

pedir que G( r) --+ O cuando r --+ oo. Esto último lo podemos interpretar de la manera 

siguiente: para que la respuesta no se anticipe a la causa que lo produce, sino que ocurra 

después de ella (causalidad), es necesario pedir que G(r)--+ O cuando r--+ oo.' 

El hecho de que <{w) sea analítica en la mitad superior del plano complejo nos permite 

usar el teorema de Cauchy que nos relaciona !RS partes real e imaginaria. El teorema de 

Cauchy noo dice que para cualquier punto z dentro de una trayectoria cerrada C 

<(z) = 1 + ~ J f(w')-1 dw'; 
2ur le w'-z 
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sea C un eemicírculo tal que cuando hacemoa tender la parte real a infinito < - 1 tiende a cero 

lo suficientemente rápido que la trayectoria restante no contribuye a la integal y si z = w + i< 

tendremos: 

1 ¡"" <(w') - 1 1 <(w) = 1 + 
2
--:- , . dw. 

111' w -w-1e 
(2.31} 

-oo 

El denominador podemos escribirlo formalmente como: 

w' 
1 . =P(-,1-)+id(w'-w}, -w-1e w -w 

(2.32) 

donde P significa parte principal y la función delta nos da la contribución del polo en w' = w 

por lo que: 

<(w) = 1 + .,!_pj"" <(w')-1 dw'. 
'" _ 00 w' -w 

(2.33) 

De esta última ecuación podemos obtener los partee real e illlllginaria de la función dieléctrica, 

las cuales eoo llamodae relaciones de Kramers-Kronig. 
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CAPITULO 3 

RESPUESTA DIELECTRICA EFECTIVA 
Y SU REPRESENTACION DIAGRAMATICA 

3,1 Descripción del modelo 

En este capítulo se desarrolla un íormalismo para cakulr.r la respuesta dieléctrica macros­

cópica de un material compuesto, para esto es necesario lomar en cuenta el efecto de las 

fluctuaciones espaciales como las de la densidad, etc. Al aplicar un campo externo dichas fluc­

tuaciones producirán un eíecto local que a diferencia con la teoria de Maxwell-Garnct t (TMG ), 

dichas fluctuaciones se toman en cuenta, por lo que la respuesta dieléctrica eíccti\'a quedará 

en función de las características específicas del sistema y la naturaleza de las fluctuaciones 

espaciales. 

En general consideramos que la respuesta al campo es lineal, con lo que definimos al 

operador dieléctrico macrosc6pico i!M como: 

donde iJAI y EM aon loo promedios macl'06cópicos del desplazamiento y el campo eléctrico 

respectivamente. Tomando en cuenta la invariancia traslacional, en la representación espacio­

temporal el operador dieléctrico macroscópico tM cumple con la siguiente relación: 

(3.1) 

El problema quedará resuelto al encontrar una relación entre las cantidades microscópicas (lo­

cales) y lm promedim macroscópicos, tomando en cuenta las fluctuaciones espaciales. En gene­

ral, las propiedades ópticas del sistema pueden expresarse en términos del operador dieléctrico 

macroscópico a través de las ecuaciones de Maxwell. 
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El procedimiento más recurrido en la literatura para calcular el operador dieléctrico ma­

croscópico ea el que se describe a continuad6n: en base a algún modelo del sistema se obtiene 

la respuesta dieléctrica microscópica i que relaciona al desplazamiento total D y al campo 

eléctrico total E linealmente, es decir, 

v =<·E, (3.2) 

pero como el sistema es inhomogéneo D y E tendrán fluctuacionea y una medida de estas será 

la respuesta dieléctrica microscópica i. A diferencia del operador macroscópico que relaciona 

los promedios del desplazamiento y el campo eléctrico, el operador microscópico nos da las 

fluctuaciones !ocalea, por lo que es neceaario encontrar una forma de promediarlns para que 

sean tomadas en cuenta por el operador dieléctrico macroscópico. 

Supongamos que en un material homogéneo y no magnético se distribuyen aleatóriamente 

inclusiones de otro material, de manera que éstas queden totalmente rodeadas del material ho­

mogéneo. Sólo tomaremos en cuenta el cuo en que el tamaiio de las inclusiones y la separación 

entre ellas ea mucho menor que la longitud de onda de la luz incidente, es decir, tomaremos 

el límite de longitudes de onda grandes, de manera que la interacción electromagnética entre 

lu inclusiones pueda ser tratada en una aproximación cuasiestática, por lo que trabajaremos 

con !u ecuacionea de Maxwell de la electrostática. Como se puede ver de estas ecuaciones los 

campoo eléctricos eatáticos son campoo longitudinales. El modelo que usaremos es un modelo 

simple que consiste de esícras metálicas idénticas distribuidas aleatóriamente y completamente 

sumergidas dentro de un material homogéneo. 

Consideremos un conjunto de N > 1 esferas idénticas de radio a y con una polarizabilidad 

cíectiva 

(3.3) 

la cual corresponde a la polariznbilidad de una esícra aislada con función dieléctrica <, dentro 

de un medio con función dieléctrica constante •A· Para función dieléctrica de la esfera metálica 
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aquí tomaremos la dada por la ec.(2.20) según el modelo de Drude. Los centros de las esfcrns 

estarán localizados en las posiciones {R;}i=l,2, .. .,N y el sistema estará en presencia de un 

campo eléctrico externo E'" que oscila con una frecuencia w y varía espacialmente con un 

vector de onda q, tal que w/c >o, donde e es la velocidad de la luz. 

Supongamos que el easemb!e es homogéneo, isotr6pico e invariante bajo inversiones, así 

que iM ea (unción de ¡r'- r"I y dado que el problema es lineal podemos suponer que el campo 

externo está descrito por una componente simple de Fourier1191, Además, cuando el número de 

esferas N y el volumen V son muy gr1111des 1 en el límite termodinámico, la densidad definida 

como n = N/V es una const1111te. 

Para materiales no magnéticos e isotr6picos no es posible producir corrientes trans\'er­

sales con campos longitudinales o corrientes longitudinales con campos transversales, es de­

cir, los campos longitudinal y transversal no se acoplan. La transformada de Fouricr en el 

espacio-tiempo de iM(q,w) de la ee. (3.1) se puede escribir como Ja suma de las proyecciones 

longitudinal 1 y transversal1191 t, 

iM(q,w) = •~1(q,w)qq+ •~1 (q,w)(i - qq), (3.4) 

donde q es el vector de onda y q = q/ q. Ya que el sistema es isotr6pico y el campo externo es 

longitudinal, la respueota dieléctrica en cualquier otra dirección di!erente a ésta es equivalente. 

Nuestro propósito es el cálculo de •M(w) a partir de la ec.(3.4), para lo cual relacionamos un 

campo externo longitudinal É1 = q · É y tomamos en cuenta que en el límite de longitudes de 

onda grandeo ( q -+ O) Ja respuesta dieléctrica macroscópica local es equivalente en cualquier 

dirección, es decir: 

•M(w) = Jim •~(q,w) = lim ·~1 (q,w). ,-o ,-o (3.5) 
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De las ecuaciones de la electrootática tenemos que: 

y V X ÉM = V X jju =O 

y de la ee.(2.2) sabemo& que: 

¡jM = <•(ÉM + 4lrn < p > ); (3.6) 

como vimos la polarización promedio tiene la misma dirección que el campo exlerno y oe puede 

demostrar que: 

•~(q,w) <. É(q,w) >'= ••( < É(q,w) >1 +41fn < P(q,w) >1
), (3.7) 

donde n < P(q,w) >es la transformada de Fourier de la polarización promedio inducida por 

unidad de volumen (o promedio del campo de polarización), es decir, 

n < P(r',w) >=< Liii(w)6(r- R;) >. 
j 

'Thmando el limite cuando q--+ O (longitud de onda grande): 

••((w)) = 1- ""••(w) [um x"•1(q,w)J, 
<M w e-o 

(3.8) 

(3.9) 

donde •Al ( w) es la respuesta dieléctrica efectiva (o macroocópica) del sistema y x" ( q, w) es 

la su<eplibilidad externa definida por n < P(ií,w) >= x"(g,w)É .. (f,w). La relación entre 

la respuesta dieléctrica mncroscópicn y los parámetros microscópicos se obtienen calculando 

In suceptibilidacl externa. De esta fonna se ha encontrado un procedimiento para calcular la 

respuesta dieléctrica macroscópica o efectiva en términos de la respuesta al campo externo, por 

lo que no es necesario obtener el campo eléctrico macroscópico < É >, y además al introducir 

el pnrlÍmetro q se elimina la dependencia de algunas integrales con In formn de la muestra. 
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3.2 La Interacción dlpolar 

En la Teoría de Campo Medio (o Campo Efectivo) el momento dipolar efectivo inducido 

por el campo electrico local, en cada una de las esferas, está dado por: 

Pi(w) = o(w) [Ef +ti;;· P;(w)] , ,.o (3.10) 

·donde Ef es el campo eléctrico inducido en R; en ausencia de las esferas y i;; es el tensor 

de interacción di polar (que rios da la interacción entre los dipolos inducidos) en el limite 

cuuieatático1 dado por: 

i;; = (1 -ó;;)V;V; (1//l;;), (3.11) 

donde ó;¡ es la delta de Kronecker y R;; = IR;-R;I. Como la interacción dipolo-dipolo que se 

ha definido es la misma que si estuvieramos en el vacio, el campo Ef incluye al campo externo 

y el campo generado por todos los procesos de polarización dentro del dieléctrico en ausencia 

de las esferas. 

Como no tenemos acoplamientol201 de los campos longitudinales y transversales, por las 

propiedadea de simetría del sistema, el cálculo de la suceptibilidad externa se puede hacer 

más fácil 1i excitamoo al llÍaterna con un campo eléctrico externo longitudinal descrito por una 

componente simple de Fburier: 

Dado que < J".(q') > es independiente de i debido a la invnriancia traslacional del sistema y 

que además 

y 

1 Como estamos hablando de un régimen cuasiestático hemos omitido la dependencia en w 

del tenaor dipolar. 
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la ecuación (3.10) quedará como: 

- [E""°'- - ] P;(q) =o q- + L..J T;¡(qj · P¡(q) • 
•A i 

(3.12) 

Sumamoa y reatamos del lado derecho de esta ecuación N veces el tensor dipolar promedio 

por la polarización promedio N < T ;¡ > · < P¡ >E N < T > < P > donde la polarización 

promedio está dada por N < fi >=E; P¡, así que: 

P; = o(EL + L AT;; · P¡), 
j 

(3.13) 

donde N es el número total de esferas, AT;; = T;;- < T > y EL es el campo de LOrentz 

(como demostraremoe móa adelante) dado por EL= q~ + N < T > · < P >. La solución 

a la ecuación (3.12) es 

fi; = º :Ecv-1 
);; • EL. 

j 

(3.14) 

donde cv-1 );j es el ij-ésimo elemento del operador inverso de v cuyos elementos están dados 

por la matriz: 

V;; = i6;; - oAT;;. (3.15) 

Dado que la polarización resultante < P > tiene la misma dirección que el campo externo 

debido a que nuestro •istema es isotrópico e invariante ante inversiones, EL es un campo 

longitudinal e igual a: 
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donde el promedio de la proyección longitudinal del tensor dipolar2 es < q · T · q >= -!¡. l' 
con V el volumen. Entonces al tomar la proyección longitudinal y el promedio estadístico de 

la ec.(3.14), ésta será independiente de i debido a la isotropía y quedará como: 

~, ~ - -· 1 .. , - 1 ~, n < P >=na< L..J(V );¡ > •J:i1, =XL· E,,, (3.16) 
j 

donde )([, decimos que es la suceptibilidad de Lorentz y está relacionada con la suceptibilidnd 

externa del sistema por la siguiente ecuación: 

1 1 
xc•·' = ---"-"-

•A 1 + 'fxi 
(3.17) 

que se obtiene al proyectar la ec.(3.14) en la dirección longitudinal y tomar el promedio es· 

tadístico, teniendo en cuenta la definición que se dio para la suceptibilidad externa. Finalmente 

definiremos a la polarizabilidad renormalizada a• como 

na• = xi(11-+ O,w); (3.18) 

sustitu)'endo en la ec.(3.9) llegamos a: 

(3.19) 

donde&•;; o 0 /a1 y/= n!j-a1 la fracción de llenado o CraCción del volumen que ocupan las 

esFeru. La ec.(3.19) es una expresión exacta y de la misma Corma f'uncional que la expresión 

de Clauaius-Mouatti o en la Teoría de Maxwell-Gametl (ai o está dada por la ec.(3.3)) buada 

en una aproximación de campo electivo, pero con la diferencia de que en nuestra expresión 

aparece una polarizabilidad renormalizada en la que se han tomado en cuenta las fluctuaciones 

dipolares micfo.cópicas del sistema producidas por el campo externo. 

2 Ver apéndice A. 
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3.3 Representaci6n Diagramiltica 

Para el modelo de esferas duras propuesto en eate capítulo la funci6n de distribución1211 

W( Ri. ii., ... , RN) de N esferas es proporcional a la probabilidad de encontrar una configu­

raci6n en la que la esfera 1 oe localice en (Ri. ii1 + dR1), ••• y la N-ésima esfera se localice en 

(RN,RN + dRN) y""'' normalizada como: 

1 J . . .. ii '" • yN W(Ri,R2, ... ,RN)d 1d1t2···RN=l, 

en donde V ea el volumen del sistema y W(R1 Ji., ... ,RN) es simétrica dado que IBB esferas 

10n indiatinguibles. En el límite termodinámico la función de distribuci6n de m partlcu!BB se 

define como: 

p<"'l(il¡,.,.,ii.,):;; V;_., J W(R¡, ... ,iiN)dR.,+i ·"dRN, 

entonces el promedio de una función F( Ri. ... , R.,.) que depende de IBB posiciones de IBB m 

esferas est' dado por: 

(il • ) 1 ¡ ( • • ) (m)( • • ) • - · <F ¡, ... ,R., >=y .. FR1, ... ,RmP R¡, ... ,R.,dR1 00 ·dR.,. 

Ahora repreoenlamos en fonna de serie In sumatoria del inverso del operador de la ec.(3.14) 

como: 

¿v¡;1 =i6;;+o EAt;; +02 EAT;1·AT1; 
i i j,l 

+as EAT;1·ATu·AT1¡+ ... , (3.20) 
j,l,I 

y tomamos el promedio de enoemble suponiendo que la función de distribuci~ de m partlculBS 

p<•>(il11.if2, ... , .if.,) le puede aproximar de la forma siguiente: 

p<"'>(ii1,ii21····ii .. ) = Ill21 (ii;¡), (3.21) 
lj 

es decir, la función de distribución de m partlculas será aproximadamente igual al producto 

de laa funciones de distribución de dos particulBB consecutÍ\'88 (esta aproximación es válida a 

bajas densidadea), por ejemplo: 

p(S)(R1oR2,R.) = p(2l(R12)p(2)(R2.). 
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El efecto más importante en un compuesto de esferas es la interacción entre dipolos, cuando 

dos partículas correlacionan directamente a distnncins muy pequeñas ( ñ;; --+ O) el teusor 

dipolar (T;;) tiene un polo y otras interacciones resultan ser despreciables. 

Tomemos la proyecci6n longitudinal y el promedio estadístico de cada uno de los términos 

de Ja ec.(3.20), los cuales expresaremos mediante un lenguaje diagrnn1ático, para esto es 

necesario introducir las siguientes definiciones: 

os: 

=a lim < 't"" 4. T;;. 4 > 
1-0 L:J 

I 

=na lim j q ·Tu· qp<2>(R12 )dR2, ,-o 

= a 2 lim < E q · Ti. Tw q > i 1 i 
1-0 j¡t 

= n2a2 lim j j 9 · i'ut2, · qp<ll(ñ1,ñ2,il,) ail2añ, ·-· = a2 li"A < }:q·i';;T;; .q > 
.- i 

i=i 

2 J - - (2) ~ ~ =na lim q · T12T21 • qp (Ru)dRz. ·-· 

(3.22a) 

(3.22b) 

(3.22c) 

(3.22d) 

Cada diagrama representa un proceso diferente que contribuye a la polarización de una 

esfera dada por un círculo blanco. Por ejemplo, el diagrama correspondiente a la ecuación. 

(3.22b) representa un proceso en el que Ea polariza una esfera cualquiera (círculo negro) cuyo 

campo dipolar (linea) polanza en forma directa a la esfera en cuesti6n. La ecuaci6n (3.22c) 

representa une. interacción indirecta y la ecunci6n (3.22d) representa una autointeracción por 

medio de una acgunda esfera cualquiera. Notemos que hay dos condiciones que siempre se 

cwnplen, (i) no hay autointeracci6n directa (T ¡¡ = O) y (ii) todos los pares sucesi\'os de 

tensores 'i',,t •• en la ecunci6n (3.20) tienen q = r. 

En general los di&&t'ftDlBS tendrán r líneas y $ círculos negros y uno blanco, estos diagramas 

se generan a partir del círculo blanco sin despegar el lápiz del papel (ya que q = r ), además 

que un mismo círculo no se puede unir con una sola línea a menos que haya pasado por otro 

círculo (no hay autointeracci6n). 
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Como podemos observar en todos los diagramas tendremos o• y n• según sea el cBBO, 

donde• :5 r. De esta manera podemos clasificar las gráficas de acuerdo al número de líneas y 

círculos negros como: 
oc r 

F=x .. ·'=LLG(r,•), (3.23) 
rzsO •=O 

donde G(r,•) es la suma sobre todas las posibles gráficas con r líneas y• círculos negros. Es 

decir, cada gráfica G(r,a) tiene una polarizabilidad de orden r y una densidad de orden s, un 

factor ar•n•, el cual es un parámetro de expansi6n. 

Proyectando en la direcci6n longitudinal, promediando la serie generada por el inverso de 

V;; dado por la ec.(3.20) y usando la aproximaci6n de la ec.(3.21) de la funci6n de distribución, 

tenemoo: 

< ¿cv-1)j; >= 1 +a< L(T;;- < T>)' > 
J i 

2 "'" "I" • I +ar < "-"(T¡t- < T >) -{Tti- <T >) + ... 
;,• 

=l+o [<T>-<T>] 

+02 [<'r2 >-<T>< T> - <T ><T> + <T >2
] 

+ar• [<'i">-<T><T2 >-<T2 ><T>-<T>'j+· .. (3.24) 

que en el lenguaje diagramático ésta serie se puede demostrar que quedará representada por: 

+ a'[~ + ~ + \;6. + \;6. + <00 + ~· + O l + ••• 

en donde se han etiquetado algunas líneas (para evitar ambigüedades) de los diagramas con las 

que se indica el orden con que ocurre la polarizaci6n sobre una misma esfera, además L(r,s) 

es la suma de todos los posibles diagramas con s líneas y r círculos negros que se dibujan bajo 

las siguientes reglu: 

(i) las gráficas se deben dibujar sin despegar el lápiz del papel, 
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(ii) todas lRB posibles gráficas parten de un círculo blanco al cual se tiene que regresnr por lo 

menos una vez y 

(iii) sólo se pueden tener gráficas cerradas o bucles (loops), es decir, no se tienen líneas sueltas, 

Este último inciso excluye lRB gráficas del tipo: 

o-.~ 
por lo tanto estos diagramas son irreducibles. 

Para estimar la importancia relativa de loe diferentes di~gramas introducimos la fracción 

de llenado/ y & =a/a' cantidades adimensionales donde el radio de lasesícras a se toma como 

una longitud natural, se puede observar que cada diagrama es proporcinal a &• /', Entonces 

para una polarizabilidad dada & y densidades bajRS tendremos aquellas gráficas con el menor 

número de cír.:ulos negrosl>ara un número de líneas dadas. 

I')( 1 2 3 4 

1 o ca o 
~ .~ ~. \;). 

2 

~ QX> 

3 v 
Tabla 3.1 DiagramM agrupados según BU polarizabilidad y su fracción de llenado. 

En la tabla (3.1) se han agrupado las gráficas en potencias de /y&, donde todas las 

gráficas que están en la misma columna tienen el mismo números de círculos negros y lRB que 
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están en la misma fila tienen el mismo número de lineas, en esta gráfica se encuentran todos 

los posibles diagramM de bajo orden. 

Obtuvillll>S que la respuesta dieléctrica efectiva de un compuesto está dada por una 

eeuaci6n analítica exacta que relaciona a las funciones dieléctricas de la matriz y la de las 

esferas con la respuesta microscópica promedio. f.ata relación se puede desarrollar en una 

serie, en donde a cada término se le asocia un diagrama irreducible. En el siguiente capitulo 

aplicaremos estos resultados a sistema compueatoo por gelatina y esferas metálicas. 
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CAPITULO 4 

APLICACIONES Y RESULTADOS 
A BAJAS DENSIDADES 

En este capitulo se calcula la respuesta dieléctrica efectiva de un compuesto. Para compa­

rar nu .. tros resultados con los de otros trabajos realizados en nuestro grupo, suponemos que 

el modelo está formado por un matriz no dispeniva de gelatina con •h = 2.37 y en la cual se 

encuentran distribuidas en forma aleatoria esferll!I metálicas idénticll!I con fwición dieléctrica 

de Drude. Los cálcul .. ae liarán en baae a diferentes sumas de dingramll!I que previamente se 

lian seleccionado, ya sea por su densidad o por su polarizabilidad. 

El principal problema que se tiene en el cálculo de cada diagrama es que en general, se 

desconocen las funciones de distribución de las part!culas involucradas, por ejemplo, pnra el 

caso de un fluido compuesto de esferas duras en equilibrio térmico se conoce la función de 

distribución de dos partículas pero la de tres partículas resulta ser muy complicada. Experi­

mentalmente, la determinación de estll!I fwiciones tambienes complicada ya que la distribución 

estadística de 111!1 partículas depende de la preparación de la muestra. 

Anteriormente obtuvimos la respuesta dieléchica efectiva •M de un medio compuesto la 

cual está dada por la expresión: 

(4.1) 

con a• la polarizabilidad renormalizada y donde definimos 

e=~= EEL(r,•), (4.2) 
r • 

como la suma de todos lo_s posibles diagramll!I con ~ líneas y r círculos negros, los cuales se 

dibujan bajo las tres reglas que se mencionaron en la sección 3.3. 
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Al escoger e = l = o recobramos In conocida relación de Clausius-Mossotti (CM) o el 

equivalente en la Teoría de Maxwell-Gamett (TMG) cuando o=(<, - <A)/(<,+ 2<A), donde 

lns contribuciones al campo efectivo generadas por las fluctuaciones di polares son totalmente 

desprcciadas1• Primeramente incluiremos algunos de estos efectos extendiendo TMG n polnri­

iabilidndes mayores, por lo que necesitamos seleccionar los diagramas de acuerdo a un criterio 

que nos ayudará a interpretar los resultados y hacer más simples los cálculos'. 

4.1 Aproxhnaci6n diagram,tica en la Teorla de Maxwell-Garnett 

Sumemos todos los po•ibles diagramas conectados en forma simple y que al salir de un 

círculo blanco regresan a este en todas las formas posibles sin tomar en cuenta los diagramas 

conectados en forma múltiple, es decir, los diagramas que entre dos círculos tienen más de dos 

lineas 

e=®= º. o.~ • .J .... (4.3) 

Introduzcamos el concepto de polarizabilidad renormalizndal•l con lo que tenemos que la 

ec.(4.1), para In función dieléctrica efectiva, es de In misma forma funcional que In relación 

de CM, sólo que la polariznbilidad es una polarizabilidnd rcnormnlizada dada por la ec.(4.2). 

De esta manern extendemos TMG a polariznbilidndes de mayor orden e incorporamos algunos 

efectos provocados por las fluctuaciones dipolarcs. Sumemos los siguientes diagramas con los 

vértices rcnormalizados, 

@= o (4.4) 

notemos que estos dingrnmus como los anteriores cumplen las reglas enunciadas en el capítulo 

anterior y además están conectados en forma simple. Definamos ~ = ' como In suma de 

1 Como se vió en el Capitulo 2 
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todas lu gráficu conectadas en fonna simple y que al salir de un circulo blanco regresan a él 

en todas tu formas poaiblea 

por lo que podemos eacribir a e como 

®= f!j ·~ + ~ + ... 

l-17' 
(Ub) 

tambien podemoo escribir q en términos de e a travéa de la siguiente representación dia­

gramática 

considerando eatu dos últim88 ecuaciones y aproximando ~ ~ O 
por la siguiente ecuaci6n cuadrática, c¡ue "" obtiene de la ec.( 4.4b) 

e2 O -e+i=o, 

(4.5) 

resolvemos e dada 

(4.6) 

donde o = ( o legtÍD se demoetr6 en la ReU. Calculamos el diagrama o dada la 

delinici6n de la ec.(3.22d), por lo tanto, 

O 1¡, •2 
= :¡ •º' (4.7) 

donde 

f, = 3f j p<2>~2:º:e) dz; 

o 

f, decimos que es la fracción de llenado efectiva que depende de la función de distribuci6n y la 

fracción de llenado. Por ejemplo, si la función de distribución es la de esferas duras dada por 
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Flaura f,I S.. mue•tra 4lm &• (línea continua) e lm a (puntos) en función de 

w/w1 con w1 r = 46 y/= 0.3. 

la ec,(A.&) del npémlice A,/, = /. Finalmente resolviendo la ec.(4.6), c¡ue es una ecuación de 

oegundo grado, la polarizat.ilidad renormaliznda está dnda por: 

... 1 - .,¡r-:::r.&'i 
2 = /,& ' (4.8) 

en donde ""e11eogió el 1igno negativo de In rníz 2 ya que al hacer un delarrollo en series a bajas 

fracciones de llenndo se tiene que o• -+ a y se rceupera la expresión de Clausius-Mossotti d~ 

la cual ¡iarlimOI, Con cata aproximación hemos obtenido los res1Jtados de la Ref.5 en donde 

.., incluyeron 1111 ftuctuaciones dipolares. 

En la figura 4.1 oe mueotrnn los res1Jtados de la ec.(4.8) en la que oe toman en cuenta 

1111 ftuctuacione• dipolarcs. La ltncn continua representa la parte imaginaria multiplicada por 

1111 (actor de 4 (4!m oº) de la polarizabilidnd renonnalizada como función de w/wp (w, es la 

frecuencia de plasma de 1111 esferas de Drude), w1 r = 46 (res el tiempo de relajación) y una 

írncción de llenado / = 0.3. La línea punteada muestra In parte imaginaria de In polariza­

bilidad & de la esfera aislada. Como se puede ver el pico de absorción de la polarizabilidad 

renunnalizada es cousidernblemcntn má.• pequeño y más ancho en comparación de &. 

2 Ver la Reí.4. 
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Fisura 4.2 lmEM usando la polarización renormalizada y como Cunción de w/w1 

con w1 T = 92, / = 0.3 corresponde la linea continua, f = 0.2 la linea partida y para 

/ • 0.1 la punteada. 

En la. flgura 4.2 1e muestra la parte imaginaria de EAf en función de w/w1 usando el mismo 

modelo eon w1T = 92 y difenmtco f'raccionee de llenado. 

De las gráficas 1e ve que conforme aumentamos la fracción de llena.do el pico de absorción 

es mlÍll asimi!trico y hay un corrimiento al rojo (baju frecuencia.o), además del efecto de 

ensanchamiento. En la aproximación de CM el ensanchamiento del pico de absorción sólo 

depende del tiempo de relajación, es decir, es independiente de la fracción de llenado; cuando 

T --t oo el pico de absorción se comporta como una función delta. Resultados experimentalesl2• 

muestran que en sistemllf! de matrices aislantes con pequeñas partículas metálicas hay un 

corrimiento al rojo, el cual depende de la fracción de llena.do, y un ensancha.miento asimétrico 

del pico de absorción. Nótese <1ue se han despreciado todos loe diagramu en.los que se tienen 

bajas densidades, por lo que este resultado resulta ser válido a densidades intermedias. 

4.2 Aproximación a bajas densidades 

En esta sección sumaremos todos los diagramas correspondientes a una aproximación a 

bajas densidades de la respuesta dieléctrica efectiva, es decir, sumamos todos los diagramas 
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con el menor número de clrculos (dos) para un número de líneas dadas 

(=o•~•<a•O•e•··· 

por las definiciones de las ecs.(3.22) tendremos entonces que 

N N 
2"'" - 1 ·~- - - 1 (=l+o (L..T;;·T;;) +o (.LJT;;·T;;·T;;) + 

j j 

[
2--1:1---, l =l+N o (T;;·T;;) +o (T;;·T;;·T;;) + ··· , 

donde se puede demostrar q11e el tensor dipolar a la n·ésimn: potencia está dado por: 

tn _ (2n - (-l)")R;¡il;; + (-i)" { 0 -i(·ll¡¡ si 
ij - R3n X 1, , si 

n es impar¡ 
n es par. 

(4.9) 

(4.10) 

Para el cuoen que las líneas de polarizaci6n son pares (n par) el producto de las exponenciales 

.. igual a la unidad y para el caso impar (n impar) se reduce a tener w11olofactor exponencial, 

entonces dividimos la suma en dos, en la de pares y la de impares, entonces: 

T
-. -T"(2n+I) - (2<2

•+1) + l)RR- i -i9"11 
•m1 - - RJ(2n+I) e ' 

- - 2 (22• -1)kk- i 
T , •• = T " = R"• 

con n ~ 1 entero. Proyectando en la direcci6n longitudinal y tomando el promedio estad(stico 

tenemos para el caso impar: 

1tr • 00 

-1 - o<2•+1l//f (212n+ll+l)cos28-1 
< T;,.., >- -V-- R•<io+a¡ 

o o o 
x 0-ioRcoof pl2l(R)R2 sen8drd8d<p, 

tomando la función de distribuci6n de esferas duras, ec.(A.5), y las definiciones de las funciones 

esféricas de Bcssel y los polin6mios de Legcndre del apéndice A llegamos: 

<T! >= -811'll'(2n+ll{("(2n+l)+l)Joo j,(qR) dR-('>2"-1)¡"° io(qR) dR} 
•mi 3V ~ Rl6n+I) - Jl(•n+I) ' 

. h h 
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finalmente tenemoo 

T" ! - 81r (22• -1) (-l-)2n (2n+I) 
< '"'' >- 9V 2n (2a)S ª ' (4.11) 

(laa integrües se resuelven en el apéndice B). Para el ceso de los pares tenemos al proyectar 

en la direeeión Joo&itudinal y promediar que: 

Nuevamente sustituimos la función de distribución de esferas dura.s e integramos 

- r ,,. 0
2• 20 ¡00 

dR 
<.T ,., > = V -y(2 + 2) R(ln-2) 

• 2• 

= ~ (2(2•-I) + 1) (-l-)(2n-I) 2n 
9V 2n-l (2a)3 a ' 

la suma total de diagramas será 

= ~~ [ ~ 21- _ 1 (~)2n ~ 2(2n-O + 1 (~)2n-l ] 
e 1 + 9 vª !:¡ 2n (2a)3 + !:¡ 2n -1 (2a}' ' 

= 1+ ~ºª{t. H (c;:i, r -(e;"¡, r J}. 
finalmente suautituyendo la fracción de llenado f y a tenemosf2•J 

2 .· (8+&) (=1+ 3/aln 
8

_
20

. (4.12) 

Este mismo resultado lo obtenemos a partir del siguiente modelo. Supongamos que tene­

mos una esfera de referencia situada en Ro que interacciona con las otras N esferas, de modo 

que su polarización es: 

(4.13) 
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pero cada una de las N esferas con polarizabilidad p; solo interacciona con la esfern de refe­

rencia y no hay interacci6n entre ellas, es decir, 

(4.14) 

sustituyendo la polarizaci6n de la j-ésima esfera en la de la esfera de referencia y la de refomcia 

en la j-ésima esfera y así sucesivamente llegamos a: 

[ 

N . • ] Po= oEo 1 + ¡=(aTo;) ECoTo;)" 
J n=O 

=oEo [1+ ~oTo;·(i-oTo;)-1 ] 

Como podemos ver el tensor To; dado por la ec.(3.11) lo podemos representar por una 

matriz de 3 X 3 al igual que el tensor unitario i cuyos elementos en la diagonal son iguales a 

la unidad y los que están Cuera de ella son cero. Podemos ver que al sustituir el producto de 

matrices la ec. 1111terior queda como: 

__ E °""a Ro¡(3Ro;Ro; -1) + 2o /Ro; 1 
[ 

N / J " " " 2 6 ·1 
Po -

0 0 1+ L¡ (1 + o/RJ;)(l - 2o/RJ;) ' 
(4.15) 

tomemos el promedio estadístico como un tercio de la traza de la matriz result1111te (esto lo 

podemos hacer ya que el medio lo hemos s~puesto isotrópico), MÍ que: 

- [ ¡"° o2/R" <2>( ) 2dR] <p>=oE0 1+8"n 
0 

(l+a/R')(l-2o/R')P R R , 

tomamos la funci6n de distribuci6n de la ec.(A.5) del apéndice A, correspondiente a esferas 

duras y hacemos el siguiente cambio de variable donde x =o/ R' parlo que R2dR = -a/3x2dx 

entonces 

[ 

o/(2•)
1 

] _ 8" dx 
<p>=aEo 1+3na [ (l+x)(l- 2:r) , 
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separando la integral en fracciones parciales e integrando finalmente llegrunoa al resultrulo 

siguiente: 

- [ 8.. ( 8 +o)] <p>=oE0 l+3noln 
8

_
20 

, 

por lo tanto: 

(4.16) 

La suma de diagramas con el menor número de círculos (dos) para un número de líneas dadas 

corresponde a una expansión a bajaa densidades ( 1 > !); si no sólo pedimos que f sea pequeña 

sino que 1 > /o llegamos al resultado encontrado por Felderhof, Ford y Cohenl111 (FFC) en 

donde al sustituir~ en la ec.(4.1) y hacer un desarrollo en potencias de /á encontramos: 

El cálculo de FFC se basa en una expansión en cumulantes (cluster expansion) en el cual 

sólo se tomó la contribución de dos partículas lo cual coincide con el resultado del modelo 

propuesto y con la suma de diagramas. 

Sin embargo, loa cálculos numéricos dada la ec.( 4.16) al sustituirla en la expresión para 

la respuesta dieléctrica efectiva de la cc.(4.1), encontramos que esta aproximación es válida 

para fracciones de llenado tales que f < 1/w,r. Como se puede ver en la figura 4.3 la parte 

imaginaria de la respuesta dieléctrica efectiva toma valores negativos cuando la fracción de 

llenado es mayor que el inverso de w,T, en la figura 4.3a se graficó lm•i.t en función de w /w, 

para w,T = 46 con f = 0.0217( < 1/46), en la figura 4.3b se grafic6 para w,T = 46 y f = 0.05 

talque f > 1/46 y la parte imaginaria de •M toma valores negativos. Para los demás incisos 

de esta figura graficamos para w,T = 92 y w, T = 1000 tambien para loo casos en que f sea 

mayor y menor que 1/w,T. 

Por lo tanto esta aproximación no es buena, ya que si tenemos que w,T --> oo la fracción 

de llenado tendría que ser cero. Por esta razón es necesario hacer una corrección y encontrar 

una expresión que sea válida en un regimen de densidades bajas. 
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Figura 4.3 Se muestra lm•M en función dew/w, paran) w,r = 46 y f = 0.0217, 

b) w,r = 46 y f = 0.05, e) w,r = 92 y f = 0.01, d) w1 r = 92 y f = 0.02, e) 

w,r = 1000 y f = 0.001, f) w,r = 1000 y f = 0.005. 
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4.3 Una Nueva Aproximación Dlagram,tlca 

En la eección 4.1 vimos como podiamos extender los resultados incluyendo algunas fluc­

tuaciones en la polarización, pero también nos gustarla hacer una extensión a mayores densi­

dades, por lo que es necesario introducir nuevamente el concepto renormalización. Sumemos 

todos los diagramas posibles con uno o dos vértices renormalizados y con un número de líneas 

impares, en cada vértice renormalizado tenemos la posibilidad de estar en cuaiquier diagrama 

y regresar, es decir, 

e=•.·~ ·e+ ... (4.17) 

donde el vértice renormalizado lo definimos como 

(4.18) 

donde cada diagrama en Corma de cono ea la suma de los diagramas con un solo vértice 

renormalizado y con número de líneas parea 

(4.19) 

si hacemos la aproximación e ~ A y ~ ~ o recobramos el resultado de la ec.(4.4b) 

para o•, como se puede ver Cacilmente, ya que estamos incluyendo todos los diagramas conec­

tados en Corma simple, por lo que el resultado de la primera sección de este capítulo es un caso 

particular de esta nueva suma diagramática, ya que como estamos aumentando la densidad 

los cíectos de la polarizabilidad tambien aumentan. 

Definimos el siguiente tensor A = q · A · q que cumple con la propiedad A = Ai dado 

que el medio es isotrópico. Por lo tanto en lugar de proyectar en la dirección longitudinal y 
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promediar, sólo ae necesita promediar la tercera parte de la traza (como oe hizo en la sección 

anterior). De la ec.(4.15) tenemos 

11 =<T·A·T> + < T·A·T·T·A·T> 

+ <T·A·T·T·A·T·T· A·'Í'> + ... 

=< T·A·T (i +T·A·T+T·A·T·T·A ·T+· .. J> 

=<T·A·T (i-i'·A·i'J- 1 >, 

&nalmente a1 tomar un tercio de la traza y promediar tenemos que: 

(4.15b) 

(4.15c) 

Sumemoo los diagramas con número de líneas impar y con los dos vértices renormnlizndos 

de la ec.(4.17), 

(=A +<A·'Í'·A·T·A·T·A> 

+ < A·T·A·'Í"A·T·A·T· A·T·A > +· .. 

=A +<A·T·A·T·A·T·A (i+'Í'·A·'Í'·A+ .. ·)> 

=A +<A ·'Í'·A·T·A·T·A (i-T·A·T·AJ-1 >, 

donde < Á >= A, finalmente 

8irN • 4 ¡"" pl2l(R) 
(=y-o A R'(l-o2A2/R")(1-4oªAª/R6)dR. 

o 

(4.20) 

Sea pl2l(R) igual a la función de distribución·de esferas duras dada por la ec.(A.5) del 

apéndice A, integrando llegamos a: 

(4.21) 
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donde .O. es una solución autoconsistente de la ecuación siguiente: 

.o.= [1 - ! /a./b.ln (4 + c../b.)(s + c../b.)] _, 
3 ( 4 - av'A)(s - c../b.) (4.22) 

Esta aproximación se puede considerar válida en un régimen de densidad intenncdin, ya 

que las gráficas que hemos incluido en la ec.( 4.13) tienen más círculos negros para un número 

de líneas dadas que todas las otras poeibles gráficas. 

15 
.ipr•'4C 

.. 10 .. 
~ 

$ 

º• ... 
Figura 4,4 Se muestra lm•M en !unción de w/w,, con w,r = 46 y fracciones de 

llenado f = 0.3, 0.2 y O. l. Se nota un corrimiento al rojo , conforme f aumenta, 

y un ensanchamiento asimétrico del pico de absorción, respecto al de TMG (linea 

entrecortada). 

En la figura 4.4 se muestra la parte imaginaria de la respuesta dieléctrica efectiva en 

función de w/w,. Los resultados se obtuvieron aplicando la teoría a un sistema compuesto 

de esíeras de Drude sumergidas en una matriz de gelatina (<A = 2.37) y con w,r = 46. Las 

gráficas muestran un corrimiento al rojo del pico de absorción conforme aumenta la fracción 

-52-



de llenado. Además de eote corrimiento, ae observa uu ensanchamiento asim6trico del pico de 

absorci6n. Este ensanchamiento ae debe principalmente a que se tiene un continuo de modos 

6pticos excitados. 

Los resultados de eota nueva aproximación se presentan en la secci6n siguiente, en 111 

que hemos usado la representación eopectral para comparar con los reoultados que obtuvo 

Felderhof usando técnicas de simulaci6n numérica y los que se obtuvieron usando la teoría a', 

4.4 Repre1entación Espectral 

La respuesta diel~trica efectiva de un compuesto de dos materiales diferentes se puede 

representar en forma analítica, en la llamada Representación de Bergman o Representación 

Espcctra1121. Esta representación de •Al se expresa en términos de una densidad espectral 

positiva la cual está caracterizada por la geometría del compuesto. La ventaja de esta re­

presentaci6n, es que sólo depende de la &acción de llenado y de la razón entre las funciones 

dieléctricas de los materiales del compuesto. La densidad espectral de Bergman se puede estu­

diar basandose en la expresión de la función dieléctrica efectiva, como las que se encontraron 

en las secciones anteriores de este capitulo. 

Haciendo uso de las ecuaciones de Maxwell de la electrostática se encuentral21 que la 

función dieléctrica efectiva está representada por: 

1 

•M = 1 - tj g(n) dn, 
t-n 

donde la variable t está definida por 

o 

f=--1--. 
1- •./•h 

(4.23) 

(4.24) 

•• es la constante dieléctrica de la matriz real, por lo que el parámetro t nos da una me.dida 

de las propiedades microscópicas del sistema y g(n) es una densidad espectral positiva deter­

minada por la geometría del medio. Tomando t = u + is y el limite cuando s -> O podemos 
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encontrar la densidad espectral en ténnlnos de la función dieléctrica macroscópica de la íorma 

siguiente: 
1 

!~(e11 -1) = -! f g{n) [Pe,~ ,.)-i,.6(u - n)] dn, 
o 

donde P <S la parte principal y 6 la delta de Dirac. La parle imaginaria será entonces: 

1 

lim lm<M = ¡,.¡ g(n)6(u - n)dn, ·-· o 

por lo tanto tenemoe 

g(u) = ..!..
1 

lim lm•M. 
,,. •-0 

(4.25) 

Se puede demostrar que el momento cero de la función espectral es igual a la unidad y el 

primer momento es igual a Ht - /). Estos momentos son lllS llamadas reglas de suma. Parn 

cada uno de los resultados que obtuvimos comprobamos que se satisfacen dichas reglas, para 

el momento cero se obtuvo un error del 5% y para el primer momento del 2% que Be deben 

principalmente al método de integración que utilizamos. 

En la figura 4.5 se muCfltra la función espectral de una matriz de gelatina con esferas 

metálicas. Los cálculos se hicieron para diFcrenles fracciones de llenado y donde hemos uti: 

!izado las aproximaciones de la nueva suma diogramática (línea continua), la de la teoría n• 

(línea entrecortada) y una limulación numérica hecha por Cíchocl<i y Felderhotl151 (puntos), 

De estas gráficas podemoe ver que loo resultadoe obtenidoo son válidos para toda u excepto 

cuando u = 1/3 ya que entonces & > l. Sustituyendo en la ec.(3.3) para la polarización la 

ec:.( 4.20) tenemos que: 
• 1 
n= l-3{u+is)' 

donde~ --+O, por lo que si u= 1/3 entonces & -+ oo y nuestros cálculos dejan de ser válidos. 

Es difícil comparar con resultados expcrimcnta,Jes, ya que en nuestro modelo se hn su­

puesto que las inclusiones son del mismo tamaño y están distribuidas aleatoriamente, lo cual 
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··~ u 

Figura 4.5 Se muestra la función espectral g(u) en función de la variable u. 

La línea continua repr-.ita el resultado obtenido mediante la nueva aproximación 

diagramática, la línea entrecortada la de la teoría oº y la línea punteada la simulación 

numérica, ron fraccione• de llenado de a)/= 0.1, b) / = 0.2 y e)/= 0.3. 
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no sucede ya que en las muestras las inclusiones no tienen el mismo tamaño y la distribución 

de estas no es totalmente aleatoria, además de que en un experimento los efectos producidos 

por las fronteras de la muestra serán importantes. 

Comparando nuestros resultados con la simuladón numérica {que la podemos tratar romo 

un resultado "experimental") vemos que las funciones espectrales son bastante parecidas en su 

estructur& para las fracciones de llenado f = 0.1 y / = 0.2, lo cu8' no sucede pilra el resultado 

obtenido mediante la teoría o•. Para la nueva aproximación y la simulación numérica podemos 

ver que los picos tienen alturas similare1, lo cu8' no sucede con los resultados o• en ninguno 

de·los casos. Cuando f = 0.3 la nueva aproximación es más parecida a la de o• y estas dos 

diferentes a la simulación numérica. Para esta última fracción de llenado los efectos entre 

tres partículas son importantes. En un trabajo hecho por el grupo (por publicarse) y en el 

que se han tomado en cuenta lBB funciones de correlaeión de tres partlculas se nota que el 

pico de absorción tiene un corrimiento menor al rojo, similar a la simulación numérica. Estos 

resulta.dos son importantes a densidades intcnnediu, para densidades bajas estos efectos son 

poco importantes. 

En la figura 4.G podemos ver que para la nueva aproximación y fracciones de llenado muy 

pequeñas, la función espectral esta representada por un pico muy alto y angosto, parecida 

a una {unción 6 (línea eontinua), esto concuerda con la predicción de TMG y difiere de loa 

resultados obtenidos usando o• (línea entre<:ortada). Cuando la ftacción de llenado es muy 

pequeña existen pocos modos de exitación, lo que ae refleja al tener un pico de absorción igual 

a una función 6 localizada en u = 1/3. El pico de absorción de cada una de las es{er&B aisladM 

tambien se encuentra localizado en u = 1/3 y el ancho depende de la w,r dada. 

L& función 6 nos demuestr& la existencia de un sólo modo ópticamente activo asociado 

al sistema el cual es tomado como un todo, donde la carga se encuentra. acumulada en la 

interfase entre la eafera. y la matriz en la que se encuentra sumergida. Este modo tambien es 

llamado plasmón de superficie. En la teoría o•, aún para. fracciones de llenado muy pequeñas, 

el plumón de superficie optieamente activo tiene un ancho definido por una región tal que 

o.i(w) ~ 1//. , por lo que la {uncón espectral abarca una. región continua y finita. de frecuencias 

{ver la. figura 4.6). 
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Figura 4.6 

' ' :• 
'' '' '' '' '' '' '' '' '' 

u 

1 1 

r.0.01 

Se mu .. tra la función eapectrü g(u) en funci6n de la variable u. 

La linea continua representa el resultado obtenido mediante la nueva aproidmadón 

di.gramática y l .. linea entrecortada la de 1,. teoría o•, con fracciones de llenado 

a)/= 0.001yb)/=0.01. 

Los resultados para ést,. Nueva Aproximación Diagramática muestran que"" obtuvo una 

mejor corrección a bajas densidades ya que cuando la fracción de llenado es muy pequeña se 

.....meja a loo resultados usando TMG (el cual es nuestro punto de partida) y para densida~es 

mayores la estructura de laa gráficas es similar a los resultadoo de la simulación numérica. 
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CONCLUSIONES 
Y PERSPECTIVAS 

Se dl!aarrolló un nuevo íonnalismo para calcular la respuesta dieléctrica eícctiva <M de 

un .sistema compuesto de esíeras metálicas idénticas totalmente sumergidas dentro de una 

matriz aislante homogénea. Nuestros cálculos son independientes de la fonna de la muestra 

y estúi en (unción de la respuesta al campo externo aplicado. Además están hechos dentro 

de una aproximación dipolar cuasiestática, usando teorías de medio efectivo. Se supuso que 

la polarizaci6n de cada una de las esícras es proporcional a la suma del campo externo y las 

fluctuaciones producidas por la interacción entre los dipolos (ver la ec.{3.13)). 

Se encuentra una relación analítica exacta, entre tM, t11 y la respuesta al campo externo, 

la cual es de la misma forma funcional que la relación de Clausius-MoSS-Otti en la TMG, sólo que 

se tiene una polarizabilidad o• en lugar de la polarizabilidad 6 de cada una de las esferas (ver 

laec.{3.19)). Dado que TMG es una teoría de campo medio, ésta no toma en cuenta los efectos 

de las fluctuaciones dipolares, los cuales se ven incluidos en la polarizabilidad oº que además 

incluye efectos producidos por cambios en la densidad. Se obtiene que la polarizabilidad o• 

es función de la polarizabilidad de la esfera aislada, la &acción de llenado y la función de 

distribución. 

La (unción de distribución de m part!culas se aproxima por el producto de funciones de 

correle.ción de 2 partículas consecutivas, por lo que la· respuesta dieléctrice. efectiva es válida 

para bajas íraccioncs de llenado. 

La polarizabilidad o• se expresó como una suma infinita de ténninos que dependen de la ... 
(unción de distribución de m partículas. A cada uno de los ténninos de la serie se le asoció 

un diagrama específico. Dada la aproximación de la función de distribución se obtuvo une. 

clase de diagramas irreducibles y que se pueden dibujar siguiendo las reglas de la sección 3.3. 

La ventaja de esta representación, es que hace más fáciles los cálculos y la interpretación 

de cada aproximación. Cada uno de los diagramas se caracteriza por una densidad y una 

polariznbilidad dadas, por lo que se pueden clasificar facilmente como en la tabla 3.1. 
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Escogiendo una clase apropiada de diagramas y calculando la suma correspondiente, ob­

tuvimos algunas aproximaciones de •M· De manera que se concluyó que los diagramas que 

contienen bucles (loops) oon loe responsables de introducir aJ&unos de los efectos de las fluctua­

ciones dipolares. Sumando los diagramas conectados en forma simple obtenemos una relación 

del tipo CM, pero con una polarizabilidad a•, la cual tiene 10lución analítica para bajas frac­

ciones de llenado; esta polarizabilidad a• obedece una ecuación algebraica de segundo orden 

cuya solución está dada en términoo de la polaraizabilidad o y J. que depende de la función 

de diJtribución de dos partículas. De esta manera recobramos algunos resultados de la Ref.4, 

en la que ae incluyen algunos efectos de las ftuctuaciODeS dipolares. 

Se hizo también una expansión a bajas densidades en la cual ae sumaron todos los diagra­

mas con el menor número de círculos para un número de líneas dadas. Si no sólo hacemos una 

expansión a bajas densida<l.,., si no que también hacemoe una expansión de 1 >/a recobra­

mos los resultados obtenidos por Felderhof et at.1111. Esta aproximación presenta problemas, 

ya que los resultados que se obtuvieron aquí son válidos para f $ l/w,T, como se observa en 

Ju gráficu de la figura 4.3. 

La contribución principal de este trabajo es la llamada Nueva Suma Diagramática, la 

cual es válida para fracciones de llenado dentro de un régimen intermedio. Se hizo la suma de 

la nueva claae de diagramas irreducibles y se obtiene una nueva aproximación para la o•. 

La teoría se aplicó a un sistema de esferas de Drude sumergidas en gelatina en donde se 

analizó la posición y la estructura del pico de absorción de lm•M· Los cálculos fueron hechos 

usando la función de distribución para esferas duras (Hole Correction). Se encontró que hay 

un corrimiento al rojo del pico de absorción cuando aumenta/, además de un ensanchamiento 

asimétrico del mismo respecto al predicho por TMG, estos resultados concuerdan con algunos 

resultados experimentatesl2•l. 

Dado que basta el momento los mejores experimentos para comparar nuestros resultados 

son los hechos por simulación numérica, en la representación espectral, vemos que para las 

fracciones de llenado f = 0.1 y f = 0.2 las dos gráficas son bastante parecidas, sucediendo lo 

contrario con los resutados de a•. La estructura y la altura de los picos de nuestros resultndos 
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y la simulación numérica son muy similares, tomando en cuenta que los resultados obtenidos 

mccliante la simulaci6n numérica se pudcn considerar como resultados experimentales, enton· 

ces la nueva suma diagramática es una mejor aproximación de In respuesta dieléctrica efectiva 

que la que oe obtuvo con la teoría o•, para estas fracciones de llenado. La única restricción que 

se tiene para la nueva aproximación, es que los resultados son válidos para toda u (w) excepto 

cuando u = 1/3 (w = 0.417) ya que la o -+ oo. Para fracciones de llenado más grandes, 

por ejemplo, ver cuando f = 0.3 en la figura 4.5, nuestros resultados dejan de parecerse a la 

1imulación nummca y son similares a los que se obtuvieron con la teoría o'. Esto se debe a 

que en estas dos aproximaciones no estamos tomando en cuenta los efectos entre tres o más 

partlculu. 

Por otra parte, cuando las fracciones de llenado son muy pequeñas, la estructura tanto 

de la función espectral y la parte imaginaria de la respuesta dieléctrica efectiva tienden a ser 

un pico muy delgado y alto, ca decir, tiende a ser una función 61 como lo predice Tl\IG (ver 

la figura 4.6). Cunndo usamos la teoría o' esto no sucede, ya que el pico de absorción tiene 

un ancho dado para cualquier densidad dada. 

En resumen podemos decir que In Nuem Suma Diagrnmática es una mejor aproximación 

para bajas densidades hasta un régimen intermedio, que la que se obtuvo usando la polariza­

bilidad o•, como se pude apreciar claramente en las gráficas del capítulo anterior. 

Una de las principales aproximaciones que se hicieron es la de la función de distribución 

de m partlcul1111, la cual nos limita a fracciones de llenado pequeñas. Uno de los pasos a seguir, 

es el de introducir la correlación directa entre 3 partlculns, con lo que se podrian incluir otros 

efectos de 11111 ftuctuaciones dipolares, ademál de los que se han obtenido, y asl aumentar la 

región de validez de los resultados respecto a la fracción de llenado. Primeramente se está 

introduci~do esta nueva función de distribución a la teoría o' y de la cual se tienen algunos 

resultados, como el que el corrimiento al rojo es menor lo cual concuerda con los resultados 

de la IÍmulación numérica cuando f = 0.3, además para fracciones de llenado menores esta 

corrección deja de ser importante. Posteriormente se hará la representación diagramática para 

!01 nuevos resultados y veremos si se pueden extender haciendo nuevas aproximaciones. 
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APENDICE A 

En este apéndice se calcula el valor promedio del tensor dipolar dado por la siguiente 

expresi6n: 
'Í"· _ 3x;z¡ - 6;;r• 

IJ - rS (A.1) 

con r = ¡ii; - R;I, proyectando en la dirección longitudinal (<j') y tomando el promedio es­

tadístico del tenaor dipolar tenemos: 

< 'Í' > = i j q · Tii(r) · qp<•>(r}dri 
2• • 00 2 

1 jjj3r cos'6-r' <•>e) irrcoot • Bd dBd =V r• p r e r sen r <;> 
o o o 

2ir ¡• ¡"" 3 cos
2 

6 - 1 <•>( ) ítrcoe I 6 d d'ª =v r pre sen ru (A.2) 

o o 

haciendo el siguiente cambio de variable p. = cos 9 y completando el polinomio de Lcgendre 

de Ofden dos P2(1<) 

00 1 
• 2ir f J 3µ• -1 (2) . <T>=v -.-p (r)o'••Pdµdr 

o -1 

b ¡""¡ª . (2l(r) =V 11,(µ)o'••Pe.,:-dµdr 
o -1 

-Sir¡"" j,{qr)pl•l(r) =y- r dr (A.2) 

o 

donde ji(qr) es 111 función esférica de Bessel de orden dos que en general la podemos escribir 

comol211: 

1 JI . 
j"(z) = 

2
¡n e"PPn(l')dµ 

-1 

( )n n ( d )"(sen") = -l z zdz -,- (A.3) 
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donde P0 (µ) es el polinomio de Legendre de orden n. 

Haciendo el siguiente cambio z = qr y sustituyendo la función de Bessel correspondiente 

en (A.2) obtenemos: 

< T > = ~ ¡"" .!!._ (ii(•)) p<2>(r)dz 
V dz z 

o 

= v jp<2>cr>d(i•;z>) 
o 

(A.4) 

suponiendo que las esferas están distribuidas mediante una función de distribución espacial­

mente homogénea, isotrópica e independiente del campo externo aplicado. Además laa esferas 

no le traslapan por lo que la función de distribución 1e hace cero cuando la distancia entre 

las esferas ea menor que el diúnetro (2a) y está normalizada a la unidad cuando la distancia 

entre las esferas es infinita, 

(2)( )-{º• si 
P r - 1, si 

Integrando por partes la ec.(A.4) tendremos: 

<T> =V jp<2>(r)d(i'~z)) ,. 
= v [p<2>cr>i·~·>[ 
= -811' ¡"" i1(•) d(p<2>(r)) 

V z 
2• 

O< r < 2a; 
r-+ OO. 

(A.5) 

(A.6) 

el primer término de la integral por partes se anula. Finalmente tomando el límite cuando 

q _,O(:_, O) tenemos•: 
- -Sir 1 

<T>=3y 

donde hemos considerado que Ja función de distribución es de la forma de la ec.(A.5) y 

lim ii(z) = !. 
·-· • 3 

• Ver, por ejemplo, la Ref.22. 

-62-

(A.7) 



APENDICE B 

En este apéndice resolvemos las integrales que se utilizaron en la sección 4.2, en donde 

encantamos el resultado de la aproximación a bajas densidades. Sustituimos la función de 

distribución de esferas durns del apéndice A, en las integral del tensor de interacción dipolar 

impar 11 ln n-ésima potcncin: 

-¡"" io(qR) 
lo= R(2n+I) dR y -¡"" j,(qR) 

12 = n<2n+1¡ dR (B.1) .. 2• 

la función de Besscl de orden n está dada por 

. ( ) . (-1 d )" . ( ) Jn r = r 7;¡; Jo r donde io(r)=~ 
r 

por lo que la función esférica de Besscl de orden dos se puede escribir en términos de j 0(r) 

como: 

j,(r) = -
3 

.!!..;o(r) - io(r) 
:r dz · 

entonceo las ces.( B.1) quedarán como: 

¡"" scn(qR) q"' 
lo= qR (qR)<2n+1¡ d(qR) 

2o 

"" 
2.¡ scnr d =q ~ z 

2• 

donde z = qR y m = n + 1, integrando tcncmos1241 

.. <-1im+1 [~<-1>tc21:+1)! ~<-l)H'(2k)! JI"" 
lo = q (2m - l)!:r ¿_., z2l+I cosx + ¿_., z2t senr 

l-=O i:s:O 'l41a 

<-1r+• , .. 
+ (2m -1)! c,(r) 

2q• 

evaluando la integral y tomando el límite cuando q -+ O los únicos términos que nos quedan 

son: .. 
lim 2n J ~ -_1_ [ 1 + __ 1_] 
q-o 9 rlm - (2n)2• (2n + 1)(2n) (211+1) 

2q• 
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por lo tanto 
1 

lo(q...., O) = 2n(2a)2•' (B.2) 

De igual fonna hacemos la integral que contiene a la función de Bcssel de orden dos, 

usamos la expresión para esta función en ténninos de la función de Bcsscl de orden cero y el 

mi111110 cambio de variable, entonces: 

I 2• ¡"" j,(:r) d 3 2• ¡"" 1 <lio(:r) d 2n ¡"" io(:r) d 
2 =q z(2"+1) "'= - 9 :r2(•+1)--;¡;- "' - q z2(n+I) "' 

~ ~ ~ 

,. [ io(2qa) ¡"" io(:r:) ] 
=3q {2qa)2C•+I) -2(n + 1) :r12•+s) d:r: - lo ,,. 

esta última integral queda como 

/

00 

io(:r) d:r 1 sen(2qa) 1 coe(2qa) 
z(2n+s) (2n + 3) (2qa)l2n+s) + (2n + 3)(2n + 2) (2qa)l2n+2) ,,. 

1 
- (2n +3){2n + 2) lo 

por lo tanto 

2• [ sen(2qa} (2n + 2) oen(2qa) 
12 = 39 {2qn)lh+s) - (2n + 3) {2qa)<2•+» 

1 coe(2qa) ] 
(2n + 3) (2qa)l2•+2) 

3 
+ (2n + 3) lo - lo 

finalmente tomrunos el limite cuando q ...., O 

. 3[1] 2n !~ 12 = (2n + 3) 3(2qa)2• - (2n + 3/o(q __,O) 

sustituyendo el valor de lo( q ...., O) en la ec.(B.2) finalmente llegamos a 

1 2n 1 
12(q...., O)= (2n + 3)(2a)'° - (2n + 3)(2n)(2a)2• 

o. (B.3) 
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