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INTRODUCCION

El estudio de las propiedades dpticas de medios compuestas ha Hamado la atencién de
muchos cientificos tanto teéricos como experimentales. Este interés se debe principalmete a que
se ha encontrado aplicacién en problemas asociados con absorbedores selectivos en dispositivos
de encrgia solari!!t; con el estudio de flujos cn rocas y materiales porosos estrechamente
relacionados con exploraciones petroleras(?), v otros. Aunque este es un problema muy viejo
y se han hecho avances significativos, no estd completamente resuelto. La complejidad del
problema, como es bien sabido, radica en la dependencia (ie las propiedades dpticas en la

geometria y en la topologfa de la microestructura del sistema?.

Después del primer trabajo realizado por J.C. Maxwell Gamett!¥], basado en una teoria de
campo medio y en el que sc caleuln la respuesta dieléctrica efectiva, se han desarrollado nuevas
teorias de campo efectivo, asi como teorias de dispersién miiltiple, de homogeneizacién, de
renormalizaciénl!l, técnicas dingramaticas/®), expansiones en cumulantes!®!, representaciones
espectrales!”, simulaciones numéricas, ete. El objetivo principal de lo mayoria de estds tcorias
es ¢ incorporar diferentes efectos provocados en su mayoria por la fluctuaciones en la polari-
zacidn’ del campo local. La teoria de Maxwell-Garnett (TMG) por ser una teoria de campo
medio autoconsistente desprecia por completo las fluctuciones del campo local. La mayoria de
Iaa correcciones que se han hecho incluyen fluctuaciones dipolares e interacciones multipolares

de alto orden.

El problema tedrico es el de calcular la respuesta dieléctrica efectiva o macroscépica
del sistema en términos de las propiedades microscépicas, la distribucién estadistica de las
particulas, asi como de las respucstas al campo externo tanto de las particulas como de la ma-
triz en la que se encuentran sumergidas. En general estudiaremos el caso de esferas metalicas

pequedias sumergidas en una matriz no dispersiva (aislante), continua y homogénea.

1. En todo el trabajo las referencins se denotardn en paréntesis cuadrados y las notas al pie

de cada hoja con un ndmero simple, como en este caso.
2 Por ejemplo, se observan fendmenos de dispersion espncxal al incidir luz.
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El primer capitulo titulado Antecedentes tiene el propéeito de introducir al problema de
una manera més especifica, para esto se mencionan algunos trabajos que han sido la base y
motivacién de este, Por lo tanto se explica de una manera breve los conceptos més significa-
tivos, as{ coma los resultados, mencionando las principales ventajas de cada trabajo. Ademds

estos resultados servirdn de referencia para compararlos con los que agui se obtuvieron.

En el capitulo 2 se hace un reconocimiento de las propiedades de dieléctricos y algunos

conceptos relacionados con estos, ademés se hace i6n al desarrollo histdrico de las ideas

y teorias que se han formulado alrededor de este problema. En la mayoria de estas teorias se
obtiene Ia relacién entre la funcién dieléctrica y el campo local. Ademés en una seccién del
- capitulo se obtiene el campo local de Lorentz y la ecuacion de Clausius-Mossotti y su relacién
con la teoria de Maxwell-Garnett que son el punto de partida de este trabajo. Finalmente se

estudia el modelo de dispersién de Drude.

En e! capitulo 3 se describe el modelo que se utilizé para desarrollar el formalismo con
¢l cual se calcula la respuesta dicléctrica efectiva del medio. Esta respuesta estd en funcién
de los parametros microsedpicos del sistema. Aproximamos la interaccién dipolar en el limite

cuasiestitico por lo que los efectos de retardacion serdn despreciados. Usando los conceptos de

polarizabilidad renormalizada*! llegamos a una relacién de la misma forma funcional que la de
Clausius-Moasotti (CM). La dltima seccién introduce las definici jas para exp
los resultados de las iones precedentes de este capitulo en un lenguaje diagramatico.

En el capftulo 4 aplicamos los resultado del capitulo anterior en donde incorporamos
algunos efectos de las fluctuaciones dipolares. Ademds se hace una aproximacién a bajas

densidades y utilizando el concepto de renormalizacién nos extendemos a mayores densidades
(regimen de densidades intermedias). Para af nuestros resultados ealeulamos Ia Repre-

sentacién Espectral de los resultados obtenidos en las secciones precedentes. Finalmente se

discuten los resultados y se mencionan algunas perspectivas, que creemos son interensantes.



CAPITULO 1

ANTECEDENTES

Hace aproximadamente 10 afios se creé un grupo, en el Instituto de Fisica, interesado

en el estudio tedrico de las Propicdades Opticas de Interfaces y Medios Desordenados. Uno
“ de los problemas estudiado por el grupo es ¢l de la Respuesta Dieléctrica Efectiva de Medios
Campuestos . En un prinier trabajo se desarrollé un formalismo muy genesal® con el que sc

puede calcular In respuesta dicléctrica efectiva de sistemas con inhomogeneidades espaciales

arhitrarias. Posteriormente el problema se ha centrado en el estudio de sistemas con inclusiones

metdlicas sumergidas en una matriz aislante (no dispersiva) homogénea.

1.1 Polarizabilidad Renormalizadall

En un principio se formuld una nueva teorfa! para calcular la respucsta dicléctrica efectiva
dentro de una aproximacion dipolar cuasiestética (longitudes de onda grandes). Se supuso uri
sistema de N(:» 1) esferas idénticas de polarizabilidad a, sumergidas en una matriz aislante de
constante dieléctrica €,. Uno de los resultados importantes de este trabajo fue que se encontrd
una relacion entre la respuesta dieléctrica efectiva 0o macroscépica ep(w) y los pardmetros
microscopicos del sistema, siendo la principal ventaja de éste, el que se tiene un procedimiento
bien definido para el cilculo directo de ep¢(w) como funcién de ln respuesta al campo externo,
por lo que no es necesario identificar al campo eléctrico macroscépico durante el cdlculo.
Ademsis se introduce una longitud caracteristica del sistema relacionada con el nimero de

onda del campo externo, con la cual se elimina la dependencia en !a forma de la muestra.

! Esta teoria es la base de el trabajo que aqui se presenta y de los trabajos que se mencionan

en este capitulo.



Haciendo una simple aproximacién para la contribucién de las fluctuaciones del campo local,
se obtuvo una relacién de Ia misma forma funcional que la de Clausius-Mossotti, pero con una

polarizabilidad renormalizada a®.

Esta polarizabilidad a® obedece una ecuacién algebraica de segundo orden con coeficientes
que dependen de la polarizabilidad a, 1a fraccién de llenado de las esferas f y las funciones
de correlacién de dos partfculas. La polarizabilidad renormalizada o® toma en cuenta las
fluctuaciones dipolares yn que se supuse que la polarizacion de cada esfera es proporcional a
Ia suma del eampo externo. Estas fluctuaciones son provocadas por las posiciones aleatorias

en que se¢ encuentran los dipolos promedio.

La teor{a se aplicd a un sistema de esferas de Drude sumergidas en un medio no dispersivo

(gelatina) con constante dicléctricen ¢y = 2.37. Los resultados tran un chamient

asimétrico del pico de absorcién y un corrimiento al rojo del mismo. Eatos cilculos concuerdan

con algunos resultndos experimentales®,

En la figura 1.1 se muestra I'meys como una funcién de w/w, para esferas de Drude con

un tiempo de relajacién finito de r = 46/w, (w, es 1a f; ia de pl ). La funcié

de correlncidn con la que se hicieron los calculos es la de esferas duras® (Hole Correction).
Las diferentes curvas corresponden a fracciones de llenado de f = 0.3,0.2 y 0.1 como se
indican, Como se puede ver los picos de absorcidn tienen un ensanchamiento asimétrico en
donde predominan los modos de baja frecuencia, ademas se observa un corrimiento al rojo

que depende de 1a fraccién de llenado.

Mientras que en la TMG hay un sélo modo dptico activo debido a la ausencia de las
fluctunciones dipolares, en la teorin de a* (polarizabilidad renormalizada) estas fluctuaciones .
se toman en cuentn y se obtiene un continuo de modos dpticamente activos en una cierta
region finita de frecuencins, Ademss euando el tiempo de relajacién es muy grande (1 — oo0)
€l pico de absorcién en TMG pasa s scr una funcion § mientras que en la teoria de a® €l pico

de absorcién mnntiene un ancho finito.

2 Ver la discusién de la Ref 4.
-3 Ver In ec.(A.5) del apéndice A.
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Figura 1.1  Parte imaginatia de €y como funcién de w/w, para esferas de Drude
- sumergidas en gelatina (ey = 2.37) y fracciones de llenado de f = 0.3,0.2 y 0.1 con

wyr =46,

1.2 Efectos en Ia Respuesta Dieléctrica de Ia Dispersién de Tamaiiosi®hitdl

Posteriormente se hizo una extension de lIa teoria a®, formulada para un sistema de esferas
idénticas, al caso de esferas con dos tamafios diferentes!®, Esto se hizo introduciendo dos
polarizabilidades renormalizadas pasa cada tipc de esferas. Estas poalrizabilidades obedecen

dos ecuaciones cuadriticas acopladas cuyos coeficientes dependen de 3 diferentes funciones

de distribucién de dos particulas., Al escoger esferas duras (Hole Correction) para cada una

de estas funciones se obtiene que el sistema tiene tres regiones de r in que se pued

ver como tres picos de absorcidn de Imeas(w). Estos picos se hacen mas faciles de observar

cuando el cociente entre los radios de las esferas (y4) aumenta.

La figura. 1.2 muestra los resultados de Imeyg como funcién de w/w, para una fraccion de
llenades f = 0.3 (aqui f es la fraccién de llenado total), diferentes valores de y4 y fo (faes la
fraccién de llenado de las esferas de radio menor). Cuando y,4 = 1 los resultados son idénticos

al trabajo de la seccién anterior, pero conforme ¥4 aumenta se ve como se van formando dos
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picos adicionales. Al igual que en el trabajo anterior la estructura de la parte imaginaria de la
respuesta dieléctrica efectiva esta relacionada con la absorcion de energia del sistema. Como
se menciond los tres picos de Imey se acentiian mds cuando v, se incrementa, por lo que hay

tres grupos de modos que se pueden distinguir claramente.

1:0.3 tme,
o3 Ime oo
10°0.28
Xt
0| 30! %e2
20| 20 )

N b/

) 02 Y CE W/Wy o 02  Oa [T, TS

Figura 1.2 Parte imaginaria de la respuesta dieléctrica macroscépica de un

compuesto como funcién de w/w,. El compuesto es de esferas de Drude con w,r = 92

sumergidas en gelatina con e = 2.37; a) la fraccion de llenado total es £ = 0.3 con”
'« = 0.2 y b) |a fraccidn de llenado total es f =0.3 con f. = 0.28.

Para identificar el origen fisico de las resonancias se utilizé un proceso iterativo en TMG,
es decir, un proceso en ¢l que se han despreciado las fluctuaciones dipolares y por lo tanto se
reduce el nimero de modos. Supongamos que las esferas de radio mayor estdn sumergidas en
un medio homogéneo, compucsto por la matriz aislante y las esferas de radio menor, entonces
la funcidn dieléctrica de todo el medio es c(;,). al incluir las esferas de radio mayor tendremos

que la respuesta dieléctrica efectiva de todo el compuesto sera e(;‘;) , que se obtiene al sumergir
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1as esferas grandes en el medio con egl,). La respuesta dieléctrica efectiva muestra la existencia

de tres picos de absorcion. En la figura 1.3n se muestran los resultados obtenidos mediante
el proceso de iteracién en TMG usando los mismos pardmetros que en la figura 1.2, Los tres
picos de absorcion corresponden a los tres modos asociados & un sistema compuesto de esferas

sumergidas en un medio dispersivo caracterizado por una funcién dieléctrica c(,:,).

° 02 04 06 W/, o 02 04 06 WA,

Imey Inel

103 ‘ 103

20|

Figura 1.3  Parte imaginaria de la respuesta dieléctrica macrosedpica de un .
. compuesto como funcién de w/w,. 8) Se calcula para el proceso iterativo en TMG

con una fraccidn de llenado total f = 0.3 y diferentes fracciones de llenado de las

esferas de radio menor (f,); b) se calcula para el proceso iterativo usando la teoria

de a® y los mismos pardmetros.
b4

Para incorporar los efectos de las fluctuaciones dipolares extendemos el proceso iterativo
en.la TMG usando la teorfa de la polarizabilidad rénormalizadal. Como un primer paso
se calcula la a® para un compuesto que contenga a las esferas de radio menor sumergidas

en un medio no dispersivo del cual calculamos c(‘l,). Mediante el proceso iterativo descrito
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anteriormente se caleuls la respuesta efectiva c‘},’ de las esferns de radio mayor sumergidas en
un medio con funcién dieléctrica ¢, En la figura 1.3b se muestra Imcg",’ en donde se han
usado los mismos pardmetros que en la figura 1.2. Estos resultados tambien muestran los tres
picos de absorcin y cada uno de estos tiene un ensanchamiento asimétrico y ua corrimiento al
rojo reapecto a los picos de absorcidn del proceso iterativo en la TMG (ver la figura 1.3a). En

esta teoris, cuando 74 — 00, los picos de absorcién an un. hamiento asimétrico

¥ un corrimiento ! rojo mis proaunciade. Estos cambios en la estructura de Imeys se deben

a In generacién de nuevos modos que son provocados por las fluctuaciones dipolares.

Como mencioné, estos trabajos estén basados en una sproximacién cuasiestation Ia cual
deja de ser vilide caando v4 ~ o0, porque el radio de las esferas tiende a ser del mismo
orden de magnitud de 1s longitud de onda que provoca efectos de setardamiento Jos cuales no
han sido considerados. Ademés, uno espera gue el campo dipolar producido por Ias esferas
de radio menor genere momentos dipolares y cuadrupolares en las cercanfas de las esferas
de radio mayor. Por lo tanto la spraximacion dipolar serd valida para ciertas fracciones de
llenado, ya que Jos efectos cusdrupolares seran maa iraportantes conforme aumentas el cociente
entre ef rodio de las esferns.

En un trabajo posterior se extendié la teoria a sistemas polidispersosit®! donde se analiza
e} easo cuando los radios de las esferas obedecen una distribucion continus y éstas estdn su-
mergides en un medio homogénco. Esta teoria predice e} aumento de picos de absorcidn, asi
como su corrimiento al rojo, ademis de que In altura de los picos decrece. Una eatructurs adi-
cional aparece a I derecha del pico principal. Como se menciond, el nimero de picos aumenta
PELO COMO 500 POCO PIC
regién finita de modos. ¢

P

llegan a des: se por lo que se observa nuevamente una

En ls figurs 1.4a se muestra Imepr como funcién de w/w, para un sistema que contiene
esferas de Drude con wyt = 46 (gréficas de ln izquierds) y £ = 0.3 sumergidas en gelatina con
e = 2.37. La curva del fondo fue caleulada usande TMG, la que le sigue se hizo tomando
esferas con un mismo radie, la siguiente se calcula con esferas de dos radios diferentes (1:4)
con una fraceién de llenado parcial de f = 0.15 de cada una de las esferas y la \iltima curva

corresponde & una distribucion de tres radios diferentes (1:4:16) ¥ fraccién de llenado parcial
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anteriormente se calcula la respuesta efectiva cg’,) de las esferas de radio mayor sumergidas en
un medio con funcién dieléctrica c(;,). En la figura 1.3b se muestra ]mcs‘z,) en donde se han
usado los mismos pardmetros que en la figura 1.2. Estos resultados tambien muestran los tres
picos de absorcion y cada uno de estos tienc un ensanchamiento asimétrico y un corrimiento al

rojo respecto & los picos de absorcidn del proceso iterativo en la TMG (ver la figura 1.3a). En

esta teora, cuando 44 — oo, los picos de absorcién tran un hamiento asimétrico

y un corrimiento al rojo més p iado. Estos cambios en la estructura de Imeyy se deben

dipolares,

a la generacién de nuevos modos que son provocades por las fluct

Como mencioné, estos trabajos estdn basados en una aproximacion cuasiestética la cual
deja de ser vilida cuando ¥4 — 0, porque €l radio de las esferas tiende a ser del mismo
orden de magnitud de la longitud de onda que provoca efectos de retardamiento los cuales no
han sido considerados. Ademés, uno espera que el campo dipolar producido por las esferas
de radio menor genere momentos dipolares y cuadrupolares en las cercanfas de las esferas
de radio mayor, Por lo tanto la aproximacion dipolar sera vilida para ciertas fracciones de
llenado, ya que los efectos cuadrupolares serdn méas importantes conforme aumenta el cacicnte
entre el radio de las esferas.

En un trabajo ﬁosterior ge extendié la teorfa a sistemas polidispersos!!®] donde se analiza
el caso cuando los radios de las esferas obedecen una distribucién continua y éstas estan su-
mergidas en un medio homogéneo. Esta teoria predice €l aumento de picos de absorcidn, asf
como su corrimiento al rojo, ademés de que la altura de los picos decrece. Una estructura adi-

cional aparece a la derecha del pico principal. Como se menciond, el nimero de picos aumenta

(o

pero como son poco Pr llegan a d se por lo que se observa nuevamente una

regién finita de modos. !

En la figura 1.4a se muestra Imeys como funcién de w/w, para un sistema que contiene
esferas de Drude con wyr = 46 (grificas de la izquierda) y £ = 0.3 sumergidas en gelatina con
€y = 2.37. La curval del fondo fue calculada usando TMG, la que le sigue se hizo tomando
esferas con un mismo radio, la siguiente se calcula con esferas de dos radios diferentes (1:4)
con-una fraccién de llenado parcial de f = 0,15 de cada una de las esferas y la dltima curva

corresponde a una distribucién de tres radios diferentes (1:4:16) y fraccién de llenado parcial
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. de f = 0.1 para cada tipo de esferas. En la figura 1.4b tenemos €l mismo sistema pero con

una distribucién log-normal de los radios?. La altura de las curvas va a depender del valor

de wpr, en estas graficas la curva més alta, la mediana y la mas corresponden a
Ty ) Y peq P

wpT = 46,82 y 178 respectivamente y oy es un pardmetro que caracteriza el ancho de la
distribueién.

a)

00 6Z 064 08 cotue

Figura 1.4 Se muestra Imep como funcién de w/w, para a) una distribucién
discreta de los radios de las esferas y b) una distribucion logaritmica continua. El
pardmetro on corresponde al ancho de la distribucién, cuando o, = 1 los célculos

se reducen al caso monodisperso.

1.3 Enfoque Diagramético!®

En este trabajo se formulé un enfoque diagramatico para calcular Ia respuesta dieléctrica
efectiva epy de un sistema de esferas metalicas idénticas sumergidas, con posiciones aleato-
rias, en una matriz homogénea no dispersiva con funcién dieléctrica ¢, independiente de 1a

4 Ver la ec.(18) de la Ref.11.
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_frecuencia. Se expresé el cociente ¢, /ep como una suma infinita de términos que involucran

funci de distribucién de muchas particulas. A cada uno de estos términos se le asocia un
diagrama especifico que se puede clasificar facilmente segin su polarizabilidad (lineas) y su
fraccién de llenado (véstices). De esta forma se encontraron férmulas aproximadas de ey, ul

hacer Jos cleulos para diferentes sumas infinitas de una cierta clase de dingramas. De aquf

d

se obtiene que TMG cor 8 una expansién a bajas polarizabilidades, mientras que el
método de clunulos de Felderhof, Ford y Cohenl!!! (FFC) corresponde a una expansién a bajas

densidades,

Habfamos visto que la polarizabilidad repormalizada a® se extiende TMG & mayores
polarizabilidades e incorpora los efectos de las fluctuaciones dipolases. En la seccién 1,1 se
) mepcioné que o se resuelve mediante una ecuacién algebraica de segundo orden. Con el

enfoque diagramatico se encuentra una serie infinita de diagramas equivalente a esta misma

solucién para densidades intermedias y se contruye una nueva solucién correspondiente a esta

serie infinita de dingﬂnims vélida para densidades mayores®,

Nuevamente se realizaron Jos caleulos usando esferas de Drude sumergidas en gelatina, de
donde se observa un cotrimiento al rojo y un ensanchamiento asimétrico del pico de absorcién.
En la figura 1.5 se muestran los resultados de Imeyy para esferas de Drude con wyr = 46 con

" fracciones de llenado de f = 0.1 y f = 0.3 sumnergidas en gelatina con ¢4 = 2.37. La linea
s6lida corresponde a la nueva; la linea entrecortada corresponde a su equivalente en la teoria
a®. Para qu estos resultados tambien se grafico para TMG con los mismos pardmetros

que corresponde a la linea entrecortads con puntos,

_Ultimamente se ha extendido la teoria en otras direcciones en las que se han inclui-

do particulas cuya simetria no es esférica, mas especif

te, se hn estudiado el caso de
elipsoides!!3l. Algunos de los resultados son los siguientes: en una aproximacién de cempo

medio no se encuentra diferencia entre los resultados obtenidos con una aproximacién dipolar

v los obtenidos mediante un tr

jento exacto del campo producido por los elipsoides, pero si

8 Ver Ia ec.(31) de la Ref.5 pora la solucidn analitica y la ec.(37) de la misma referencia

para la numérica.
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Figura 1.5 Imey como funcién de w/w, en donde se resolvié con a® para
fracciones de llenado grandes (linea sdlida), fracciones de llenado bajas (linea en-
trecortada) y en 1a TMG (lfnéa entrecortada con puntos). Para las dos gréficas se
escogid w,r =46 y fraccién de llenado a) f =01y b) f =03

incluimos las fluctuaciones de} campo estos resultados difieren mucho. Cuando la excentricidad
de los elipsoides es muy pequeiia se obtienen los mismos resultados que cuando teniamos esferas
idénticas, pero si Ia excentricidad es muy grande el modelo dipolar falla 'y es necesario hacer

un tratamiento exacto, con el cual se recobran los limites predichos por las teorfas de medio
efectivo.
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CAPITULO 2

LA FUNCION DIELECTRICA
Y EL CAMPO EFECTIVO

2.1 Medio Efectivo

El estudic de medios compuestos (composites) es de gran importancia ya que frecuen-

t te nos t con ellos. Muchos de los nuevos materiales dependen del uso de

estos compuestas; el concreto, por cjemplo, consiste de dos materiales diferentes: cemento y
grava. A niveles atémicos existe una gran variedad de estructuras desordenadas ¢como liquidos,

sdlidos cristalinos, sdlidos amorfos y otros, que son por definici6n sistemas inhomogéneos. En

los \ltimos afios €l interés en las propiedades de puestos se ha i tado, particu-
larmente cn los de metal-dieléctrico ya que estos son de gran inportancia en el estudio de
conversiones fototérmicas de encrgia solar!!l, Por més simple que sea un material compuesto,
y atin suponiendo que es uniforme (macroscopicamente hablando), siempre tendrd Suctuacio-
nes en su densidad, composicion y temperatura, Es decir, algunos pardmetros en estos sistemas
tendrdn diferentes valores para diferentes regiones del espacio. Estas fluctuaciones producidas
por inhamogeneidades pueden ser tratadas de tal manera que se supongan lo suficientemente
grandes, en el sentido de que en cada punto del espacio se le asocie una respuesta local y por
lo tanto una ecuacién macroscipica. Por ejemplo, si nos interesan las propiedades dpticas del
mnterial podemos msociar a cada punto de este una constante dieléctrica macroscdpica y slo
necesitaremos encontrar una forma razonable de promediar las variaciones estadisticas de es-
tas propiedades del materinl para obtener la respuesta cfectiva del medio visto como un todo,
es decir, las propiedades épticas de medios compuestos estarin gobernadas por promedios
espacinles, los cuales se pueden interpretar con una teoria apropiada de medio efectivo, como
la teoria de Maxwell-GarnettP). El campo local de Lorentz y la relacién de Clausius-Mossotti
son ¢l punto de partida de muchas de las teorins de medio efectivo, las cuales tienen amplia

aplicacién en el estudio de medios compuestos.
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En este trabajo se calcula la funcién dieléctrica efectiva de un medio compuesto, como
se menciond anteriormente, esta propiedad depende mucho de su topologia. Supondremos
que dicho compuesto esta constituido por inclusiones de un material completamente rodeadas

por otro material diferente (por lo tanto las inclusiones no se traslapan), y ademds éstas

se encuentran distribuidas aleatori te. Sélo consideraremos el caso en que el tamafio
de las inclusiones y la separacién entre ellas sea mucho menor que la longitud de onda del
campo externo con que se excitara al sistems (aproximacién de longitud de onda larga o
limite no retardado). Para calcular la distribucién del campo local tendremos que resolver
el problema de N esferas metélicas idénticas de radio a distribuidas aleatoriamente dentro
de un medio homogéneo bajo la accién del campo externo.- De esta forma, el cdleulo de la
respuesta dieléctrica efectiva o macroscpica quedara determinada por la funcién dieléctrica

de las inclusiones y del material que las rodea, as{ como de las funciones que describen la
distribucion estadistica de las inclusi

2.2 Medios Dieléctricos

En un conductor los denominados electrones de valencia se mueven libremente en res-
puesta a un campo cléctrico a tal punto que no hay ningin campo efectivo en el interior
del conductor. En los aislantes o dieléctricos, por el contrario, no hay electrones que se
muevan libremente al Splicmles un campo eléctrico, no obstante estos materiales se puedest
polarizar en distintas formas. La polarizacién producida por un campo puede deberse al
alincamiento que sufren las moléculas del material por su naturaleza asimétrica en su distri-
bucién de carga (moléculas polares) o porque se produce una asimetsia al aplicar el campé en
moléculas simétricas. En general, nos va a interesar ¢l valor promedio ! de la polarizacién del
medio, pero al promediar en regiones con dimensiones caracteristicas pequesias (del orden de
-10~* cm), las fluctuaciones estadisticas son usualmente pequeiias pero importantes; al prome-
diar debemos tomar en cuenta cualquier detalle de los campos locales, es decir, para obtener

respuestas macroscdpicas tenemos que promediar los fenémenos microscdpicos,

1 El promedio se toma en el sentido macroscépicamente pequeiio, pero microscépicamente

grande.
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Al aplicar un campo externo al dieléetrico habrd perturbaciones en el movimiento de
las cargas generdndose un desorden y los momentos multipolares de cada molécula serdn

diferentes. En sustancias simples en ia del po externo, los momentos multipolares

son todos cero. En un dieléctrico el mom;:nto multipolar dominante en presencia de un campo
externo es el dipolar, por lo que el estado eléctrico de un dieléctrica se especifiea por su
momento dipolar neto por unidad de volumen, llamado polarizacidn del medio F. Entoncessi
Pu es el momento dipalar efectivo de cada moléculn y N(7) es la densidad local de moléculas

B(7) = 5PN (21)

Supongamos que sl dieléetrico lo dividimos en cuboe de lado 4 orientados en la direccidn de B,

siendo d grande en comparacin con el tamaiio de las moléculas, pero pequefio 1 to a todo

( 4

el dieléctrico. En cada cubo reemplazamos los momentos dipolares por una distribucién de
carga ficticia distribuida en las paredes produciendo el mi to dipolar (ver figura 2.1).

Podemos ver que si Bes espacialmente constante las cargas de las paredes de los cubos se
cancelan excepto los de las fronteras del dieléctrico que tendsan una densidad de carga p, pero
si B po es totalmente uniforme las cargns de las paredes no se cancelarin exactamente y habré
densidad volumétrica de carga? o' = —V - , 1a ecuacidn de Maxwell correspondiente quedaré

como:
V. E=txp+p),

V(B +4nPB) = axp,

por razones histéricas cl desplazamiento eléctrico se define como:;

b= E+4rP. (2.2)

En 1a mayoria de los materiales (excepto ferroeléctricos) en presencia de un campo eléc'trico‘

1a polarizacion es proporcional a la magnitud de dicho campo, siendo eqag la constante de pro-

porcionalidad. Esta respuesta es lineal y depende de la estructura molecular, para materiales

? Ver, 3.D. Jackson Classical Electrodynamics , pp. 145, 2nd ed, Wiley.
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‘simples 1a respuesta es espacinlmente isotrépica, en tal easo eqp es dingonal y sus 3 el tos
son iguales por lo que:

P=xE y D =¢E, (2.3)

donde x es la suceptibilidad eléetrica del medio y ¢ la constante dieléctriea. De la ec.(2.2)
podemos ver que cstas dos cantidades estdn relacionadas de la forma siguiente:

ex=144xy. (24)

" Finalmente podemos ver que V- B = 4x(p/e) lo que podemos entender como una reduccién del
campo debida a la polarizacién de los dtomos que produce un campo opuesto al externo. i te-

nemos un dieléctrico isotrdpico y linealmente homogénco (dieléctrico ideal) € es independiente
de ln posicién dentro del dieléctrico.

e a
LE
- +
N - +
- +
" —) - +
- +
- +
£l
: . -
z 4
Figura 2.1  Célculo el campo interno producido por moléculas cercanas en un

Iattice ciibico.
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2.3 Desarrollo Histérico del Concepto de Campo Local en Dieléctricos

Aunque los fenémenos eléctricos se conocian desde tiempos muy remotos, no fue hasta
el siglo XVIII cuando se empezaron a hacer los primeros estudios experimentales!?, Poca
stencion se habia puesto a Ias propiedades de materiales no conductores (dieléctricos), hasta

&

que en 1837 Faraday publico algunns medidas experimentales en estoe materiales, definiendo en
su trabajo una nueva cantidad: Ia constante dieléctrica e. Como consecuencia de estos estudios,
la gente trato de explicar este nuevo fenémeno suponiendo algunos modelos que relacionaran la
constante dieléctrica con la esttucturs microscdpica de la materis. En 1847, Faraday supuso
que el dieléctrico estaba compuesto de esferas conductoras. rodeadas por completo por un
material no conductor. Al mismo tiempo, Mossotti analizé la interaccién entre estas entidades
polarizables, siendo el primero en proponer que el dieléctrico estaba formado por cavidades,

de esta viltima suposicién obtuvo una expresién que relacionaba a la constante dieléctrica y la

fraccion de llenado de las cavidades. Al mismo tiempo Clausius encontré esta misma relacién

independicntemente de Mossotti y afios despues, Lorle'nz obtuvo una relacién equivalente para
¢l cuadrado del indice de refraccion.

La mds conocida de estas teoras es Ia de Lorents, quien encontré laregién de validez dela
expresién de Lorenz suponiendo que los electrones dentro del material estaban distribuidos de
scuerdo al modelo de Thomson e introduciendo el concepto de campo interno; donde el campo
interno es un campo asociado a cada una de las moléculas del dieléctrico.Suponiendo que el »
nimero de moléculas por unidad de volumen es proporcional a la densidad del material, la
ecuacién conocida como la de Lorenz-Lorentz puede verificarse experimentalmente. Para bajas
frecuencias el cuadrado del indice de refraccion se puede reemplazar por la constante dieléctrica
definida por Faraday y iderando que el espaci pado por las esft
proporcional a la densidad, llegamos a Ia expresién ‘de Clausius-Mossotti (como se verd mas
adelante).' J.CM. Garnett en 1304 publicé un trabajo donde estudiaba materiales aislantes

conductoras es

(vidrio), que contenfan pequefias esferas metélicas, con este modelo derivé nuevamente las
relaciones de Clausius - Mossotti y Lorenz-Lorentz. Esta relacion la obtuvo basandose en las

ecuaciones de Maxwell para la propagacién de ondas usando una teoria de campo medial'4l,
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Poatericrmente, Drude realizd algunos experimentos con ondas de baja frecuencia, con los
que confirinG lan selaciones de Clansiue-Mosaotti y Lotenz- Lorentz. Estos experimentos mos-
trazom que slgunaa sustancias alaorbian energis y que este fendmeno iba siempre acompaiado

de dispersitm en Is funcién dieléctrica {dependencis con 1a frecuencia). Pars explicar estas
nuevas oheervaciones hizo una generalizacién de la constante dieléctrica suponiendo que es una
cantidad compleja en funcibn de 1a frecuencia y consecuentemente para el indice de refraccién.
En ambion casos Ia parte imaginaria ea uns medida de la absoreidn de energia y por lo tanto
s siernpre una cantidad positiva,

Sin «tnbargo, los resultados experimentales eran diferentes a los que predecia 1a relacién de
Lotenz-Lorent para otros intervalos de frecuencias, pot 1o que se sugiri6 que esta discrepancia
se podrin atribuir s un me to dipolar per te asociado a cadn molécula, el cual produci
un campo interno, En 1038, Onsager propuso que el campo intemno era atribuido en parte

al m to dipolar per te y tambien al producide por &l to inducido por el
mismo sobre sus alrededores, Eata (iltima contribucidn al campo interno se lama campo de
reaccifm y tiene In misina direccion del momento dipolar permanente, por lo que 1a torca neta
sobre 1a moléculn en cero, Considerando a los alrededores de 1a molécula como un continuo
caracterizado por una constante dieléctrica macroscépics, es posible encontrar unas nueva
relacién entre Ia constante dietéctrica y el momento dipolar de la molécula, esta expresion se
lazna relaciin de Onsagert®®l,

En todos eatos modelon se ha supuesto que las moléculns no se traslapan, es decir, cada

45,

moléculn estd complet te rodeada por un e {vacio); por lo que solo son validos para
pequeding fracciones de lenndo; sin embargo existen otras teorfas como las de Bruggeman

aplicables a sisteman en que Ins inclusi se pueden traslaparl*, Los trabajos de este

Ailtimo han dado lugnr a dos teorias de campo medio efectivo: 1n teorin simétrica y la teoria

antisimétrics,
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2.4 Lateoria de Maxwell-Garnett y la ién de Clausius-Mossotti

J.CM. Gamett obtuvo una solucién para Ia respuesta dieléctrica efectiva de un medio
esferas metdli Dicha teoria nos conduce ala i6n de Clausius-
Mossotti, como veremos posteriormente. En esta teoria las fluctuaciones del campo local son
totalmente desprecisdas (como en ¢l campo local de Lorentz). La teoria de Maxwell-Garnett

corresponde al limite dipolar cuasi-estitico, donde los modos de resonancia sélo dependen de

$,

¥e
p que cont

com,

Ia fraccién de llenado de tas esferas y del tiempo de relajacién de la funcién dieléctrica.

2.4.1 El campo local de Lorentz

En eata secci6n, utilizando modelos cldsicos para las propiedades moleculares encontrare-
mos la relacion entre estas propicdades y el pardmetro de suceptibilidad eléctrica x definido de
modo macrosedpico. Aunque para un tratamiento més estricto necesitariamos de la mecanica

cudintica, es posible explicarla mediante un analisis clisico.

En la ec.(2.3) definimos Ia suceptibilidad x, donde E es el campo eléctrico macrosedpico.
Cuando las moléculas estdn muy separadas hay poca diferencia entre el campo macroscépico y
¢l campo que actiia sobre ¢ada moléetila, pero en un sistema denso la polarizacién de moléculas
vecinas da lugar a un campo eléctrico interno E; (Ructuacién) que actiia sobre la molécula
i ademis de B (promedio), de modo que el campo total en cada molécula estard dado por
Er = E+ B,. El campo interno lo podemos €eXpresar como: .

A= (53! +s) B, (2.5)

donde 8 ea la contribucién de las moléculas més préximas a la molécula i y ‘T"ﬁ es la
"contribucién promedio de las moléculas distantes. Imaginemos una superficie esférica, grande
desde el punto de vista microscépico pero pequeiia desde el punto de vista macrosedpico, que
rodee a la molécula. El campo en el centro de la esfera se produce por la polarizacidn de las
moléculas vecinas y Ia distribucién de carga inducida sobre la superficie. Como la polarizacién

B es linealmente dependiente del campo resultante E, el eampo total Ey también es paralelo
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a P. Lorentz demostré que para cualquier red ciibica s =0 3 en cualquier punto de la red, su

argumento se basa en la simetria del problema, asi que si s = 0 para situaciones simétricas, es

de esperarse que tambi€n sea cero para situaci plet te desordenadas. Sin embargo
existen otros modelos como el de Onsager donde s # 0 y ademds es funcién de 1a respusta
dicléctrica efectiva,

Por lo tanto, cuando tenemos un campo externo actuando sobre un conju:{to de entidades
polarizables o moléculas en el vacio el campo efectivo es E + 1B, donde P es In polarizacion
por unidad de volumen, E el campo promedio en el espacio y 4 la contribucién aproximada
de los efectos de polarizacidn,

Supongamos un dieléctrico con constante dieléctrica € sumergido en un eampo externo
producido por un par de placas capacitoras (ver figura 2.2). El vector de desplazamiento
eléctrico siempre estd dado por

D=eF +4axP, (2.6)

Entonces si tenemon N dipolos,

D = F + 4anj, @n -

donde n es la densidad y § el dipolo inducido en cada moléeula.® Sin pérdida de genemlidad
podemos suponer que €9 = 1.

Tomemos una sola de las moléculas la cual esté sujeta al campo externo y al campo

a1

producido por las d

moléculas del dieléctrico. Supongamos que una cavidad esférica

encierra la molécula. La contribucién al campo en el intesior E, de 1a cavidad debido a sus

alrededores estd dada por la densidad de carga de polarizacién distribuida en la superficie

3 Ver J.D. Jackeon Classical Electrodynamics , pp. 153, 2" ed,, Wiley.

4 La molécula tiene una carga positiva y otra negativa, de forma tal que la carga total es

igual a cero.
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Figura 2.3 Campo producido en un dieléctrico que se tra entre un par

de placas capacitoras.

de la esfera. Utilizando coordenadas esféricas y tomando Ia direccién polar a lo largo de la
di 16n deﬁ.‘-‘ 0S8

dB, = ~2Bcos

- Fan, (28)

donde Pes el vector que va de Ia superficie al centro de In esfera, su valor absoluto |f] = rcosb
¥ d Ia diferencial de superficie, por lo cual

i .=
-t
= (V-u)ﬂoj“!“”""“’

B

8r
=TV (2.9)
Suponiendo que tenemas N 3 1 esferas la contribucién total del dieléctrico ex:
B = & np o (2.10)
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entonees el campo efectivo, conacido como el campo local de Lorentz, es:

By=B-Fnp=E+ o5 (2.11)

2.4.2 La relacién de Clausius-Mossotti

) Supongamos que las moléculas tienen una polarizabilidad a®, es decir, 5= aE,y, y que
demis I = ¢£, Sustituyendo en I i6n (2.7) y despejando nf obt e

nf=nabl, = i‘:'lij.' ‘ (212)

sustituyendo (2.10) en (2.11) y eliminando £ obtenemos:

na [E-#- %nﬁ} = ‘—‘—?!-E,

na[x+"’] Lt §

3
Finalmente llegamos a

-~

-1 4r ‘
3= e @19)

~
[~

la cual es la relacion de Clausius-Mossotti, donde a es Ia polarizabilidad cuando la molécula
‘estd en el vacfo®. Si suponemos que la molécula es una esfera de constante dieléctrica ¢; y
- radio a, por las ecuaciones de Maxwell en el caso electrostitico tenemos que:

- 3¢|—1
=a a+2

8 La polarizabilidad se define como el momento dipolar de la molécula entre e} campo que

actua sobre [a misma.
% Cuando no se esti en el vacio a es funcidn de la frecuencia del campo externo.
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Introduciendo esta Gltima relacion en In ec.(2.13)}

€|—'1
o +2'

e—1
by ie h (2.14)

donde f, es la fraccién de espacio que ocupa la esfera con constante dieléetrica ¢;. Si sumer-
gimos las exferns en un dieléctrico con constante dieléctrica € en lugar del vacio la ecuacién
(2.14) se transforma en:

€ — & ,|‘l"¢0

S T2

PP T (215)

donde hemos supuesto que el mismo campo efectivo actiia sobre todas las moléculas presentes.

Esta relacién es vAlida solo para polarizacion electrénica de liquidos ya que en estos el campo

que polariza a la o es més jante al campo dentro de la cavidad que al campo

externo, En los sélides hay una polarizacion permanente dentro de ellos; por cso en muchas

iones se hacen correci a la relacién de Clausius-Mossotti o la ec.(2.15).

2.5 Relaciones de Dispersién

Como se sabe, Ia manera en que una onda electromagnética se propaga en un material

lineal esté completamente determinada por las constantes pticas del material n y k, las cuales

dependen vini te de la funcidn dieléctrica y de In conductividad, que a su vez dependen

de la frecuencia de la onda incidente. Si no hay dispersion la onda incidente se propaga sin
perturbarse; por el contrario si hay una variacién del campo en el tiempo, se dice que hay
dispersién. En realidad todos los medios son dispersivos, sdlo en el vacio y en ciertos rangos de
frecuencia a velocidad de propagacion de la onda es constante. Para analizar las consecuencias
de eate fendmeno es necesario desasrollar un modelo de dispersién. Como hemos supuesto que
las inclusiones son esferas wetalicas, el modelo mAs apropiado para desgribir la dispersién

provocada por éstas es cl modelo de Drude.
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2,5.1 Modelo de Drude

Toda la matcria estd compuesta de electrones negativos y niicleos positivos. Para los
dicléctricos podemos considerar que Ia mayoria de los electrones estin furtemente ligados
al niicleo y desplazdndose con este, el resultado es un ién cargado. Estos iones se pueden
tratar como osciladores arménicos amortiguados donde 1a fuerza amortiguadora es linealmente
proporcional a la velocidad, La respuesta del medio a una onda incidente se obtiene sumando
loa movimicntos de cada una de las particulas. La ecuacién clisica de la fuerza unidimensional

del oncilador amortiguado es

"4y’ fwiz= -‘-—Emi‘-. (2.16)

donde e y m son 1a carga y |a masa de Ia particuls, E,, el campo molecular, w; la fi

natural del oscilador no amortiguado (que esta en funcién del radio de los dtomos) y v = 1/r
donde 7 ¢s el ticmpo medio cntre colisiones. Como suposicion adicional tomamos en cuenta
que la amplitud de oscilacién es pequeiia comparada con Ia de la onda incidente. Si el campo
varia arménicamente en e} tiempo con frecuencia w, la contribucién al momento dipolar por
electrén en:

P=—cx= -:%(wz -t - l'w'y)"E, (217)

si suponenios que hay N moléculas por unidad de volumen cada una de estas con Z electrones
de una cicrta frecuencia y una fraccién efectiva f; de electrones por molécula con frecuencia
natural de oscilacién w; y constante de retardamiento ; Ia constante dieléctrica e = 1 + 4wy,
estard dada por:

‘ w)=1+

3
‘*": 3 Fi(6d - i) (2.18)
5

Por lo regular v; s pequeiia comparada con la frecuencia de resonqncia wj, por lo que &(w)
€8 real excepto para algunns w. El factor (w} — w?)™! es positivo para w < w; y negativo para
w > wj. Lin parte real de e(w) se hace cero cuando w = wj, en cuyo caso e{w) tendrd sélo parte
imaginaria.
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" La dispersidn se asocia con el cambio de la paste real de la funcién dieléctrica e(w) con
Ia frecuencia. La parte imaginaria de e(w) es siempre positiva y representa lIa disipacién de
encrgia de 1a ondn dentro det medio. Las regiones donde Ime(w) es grande se llaman regiones
de absorcidn resonantes, Supongamos que algunos electrones por molécula fy se encuentran
libres, es decir, wo = 0 asf que:

41I'N81fn

w) =€+ im,

(2.19)

donde ¢g es Ia contribucién de los demas dipolos; 1a frecuencia del plasma del medio se define

. como:
,_4xNZe?
wie =2

]

por lo que finalmente llegamos a la siguiente relacion:

(2.20)

= ¢ — B
w) = ¢ —.
e( ) ’ “’(“, "YD)
2.5.2. Relacidn espacx'o-tempoml entre €] d /! ] ient b 4 C’ p ele'ctn'co

tra consecuencia de la dependencia en la frecuencia de ¢(w) es una relacion no-local en

¢ tiempo entre ¢l desplazamiento B(Z,t) y el campo eléctrico E(Z,t). Como sabemos,

BEw) = e(w)E(F,w). . (2.21)

La dependencia en el tiempo se puede obtener por una superposicién de Fourier. Tomando
. la coordenada espacial como un pardmetro, la transformada de Fourier entre el tiempo y 1a
frecuencia estard dada por: ’

Dzt =

lol"‘
5

o0
/ B, w)e= "t d;
—00
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sustituyendo en la ec.(2.21) tendremos:

Bz = -‘/12=' / (W) E(E,w)e " dus, (2.22)

tomando en cuenta la representacion de E(?:,w) en el espacio de Fourier tendgemos:

Bz =L / do e(w)emit / e Bz ey (2.23)
como podemos cambiar el orden de integracién la dltima ién la pod expresar como:
B(#,t) = B@ 0+ / G(r)E(& 1t - r)dr, (2.24)

-o0

donde G(7) es Ia transformada de Fourier del kernel de suceptibilidad 47y = e(w) ~ 1

6= 5 [ lew) = le="a. (229)

]
Estas dos dltimas ecuaciones muestran que hay una conexién no-local entre D y E, ya que
D & un tiempo ¢ depende del campo eléctrico a otro tiempo. Si e(w) es independiente de w

tenemos que G(7) ~ §(t) por lo que la conexién es instanténea.

Consideremos que ¢(w) est4 dada por s ec.. (2.19) entonces el kernel de suceptibilidad

estard dado por:
’ gi 7 e-iwr
G(r) =3, g g —dw, (2.26)
-00

como se puede ver ¢l integrando tiene dos polos en la mitad inferior del plano de w, utilizando

los métodos de variable compleja evaluamos la integral por medio de una ‘integtal de contorno.
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Para 7 < 0 la integral de contorno cerrado en la mitad superior del plano no contribuye, pero
para 7 > 0 la integral de contorno cerrado en la mitad inferior del plano encerraria a los dos

polos, por lo que la integral estard dada por —2ix el residuo de los polos, es decir,

G(r) = w;e-"/*-‘%‘:"’o(r), (2om)

donde #(r) es 1 para T > 0 y cero para r < 0 donde vy = wi ~ 4%/4. Esto quiere decir que &
un tiempo dado ¢ sélo se toman en cuenta valores del campo eléctrico anteriores, entonces la

ec.(2.24) se puede escribir como:

B0 = Bz o+ / G(r)e™"!d ° (2.28)

¥ la funcién dieléctrica la podemos expresar como:

qw)=1+ / G(r)e~ " dr. (2.29)
o

Si Ia ¥ltima ecuacién la tomamos como la representacién de la funcién dieléctrica en el plano
complejo de w, esta serd una funcién analitica de w en la mitad superior del plano ya que G(r)
es finita para toda 7 y

e(~w) = e*(w*),

donde () significa complejo conjugado. Y para que la funcidn tenga sentido fisico es necesario
pedir que G(r) — 0 cuando + — co. Esto tltimo lo podemos interpretar de la manera
siguiente: para que la respuesta no se anticipe a la causa que lo produce, sino que ocurra

después de ella (causalidad), es necesario pedir que G{r) — 0 cuando r — 0.

El hecho de que ¢(w) sea analitica en la mitad superior del plano complejo nos permite
usar ¢l teorema de Cauchy que nos relaciona las partes real e imaginaria. El teorema de
Cauchy nos dice que para cualquier punto z dentro de una trayectoria cerrada C

e(w)~1

e(z)—l+,,"r c w-2

——du'; (2.30)
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sea C un semieirculo tal que cuando hacemos tender Ia parte real a infinito ¢ — 1 tiende a cero

lo suficientemente répido que la tmyectonu restante no contribuye a la integral y si z = w+ie

tendremos: -
- ¢(W') -1 ] R
e(w)1+2"r S —dd. (2.31)
e .
E! denominador pedemos escribirlo formalinente como:
1 p_2 e :
Ton=Plo=s)+ .nrﬂ(w -w), (2.32)

donde P significa parte principal y la funcion delta nos da la contribucién del polo en ' = w

por lo que:
e(w ) l

e(w) =1+, P / (2.33)

De esta dlti ién podemos obt lus partes real e imaginaria de la funcién dieléctrica,
Las cuales son llamadas relaciones de Kramers-Kronig,
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e e o Bt A kb A




CAPITULO 3

RESPUESTA DIELECTRICA EFECTIVA
Y SU REPRESENTACION DIAGRAMATICA

3.1 Descripcién del modelo

En este capitulo se desarrolla un formalismo para calcular In respuesta dieléctrica macros-
cdpica de-un material compuesto, para esto es necesario tomar en cuenta el efecto de las
fluctuaciones cspaciales como las de la densidad, ete. Al aplicar un campo externo dichas fluc-
tuaciones producirdn un efecto local que a diferencia con la teoria de Maxwell-Garnett (TMG),
dichas fluctuaciones se toman en cuenta, por lo que la respuesta dicléctrica efectiva quedara
en funcién de 1as caracteristicas especificas del sistema y la naturaleza de las fluctuaciones

capaciales.

En gencral consideramos que la respuesta al campo es lineal, con lo que definimos al

operador dieléctrico macroscdpico éy como:

Dy = tn- En,

donde Bys y Ep son los p lios macroscdpicos del desplazamiento y el campo eléctrico .
respectivamente. Tomando en cuenta In invariancia traslacional, en la representacion espacio-

temporal el operador dieléctrico macroscépico €y cumple con la siguiente relacion:

551(1"'.!)://EM(F.I’;!—l')-EM(v",t')d’r'dt'. . (3.1)

El problema quedar4 resuelto al encontrar una relacién entre las cantidades microscopicas (lo-
". cales) y los promedios macroscdpicos, tomando en cuenta las fluctuaciones espaciales. En gene-
ral, lns propiedades dpticas del sistema pueden expresarse en términos del operador dieléetrico

macroscdpico a través de las ecuaciones de Maxwell.
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El procedimiento mas recurrido en la literatura para caleular el operador dieléctrico ma-
croscipico es el que se describe a continuacién: en base a algiin modelo del sistema se obtiene
la respuesta dieléctrica microseépica & que relaciona al desplazamiento total J y al campo
eléctrico total E linealmente, es decir,

D=iB, (3:2)

pero como el sistema es inhomogéneo D y B tendrén fluctuaci y una medida de estas serd

la respuesta dieléctrica microscipica é A diferencia del operador macroscépico que relaciona

los promedios del desplazamiento y el campo eléctrico, el operador microscépico nos da las

fluctuaciones locales, por lo que e3 necesario encontrar una forma de promediarlas para que
. .

sean t en ta por el operador dieléctrico macrosedpico.

Supongamos que en un material homogéneo y no magnético se distribuyen aleatériamente
inclusiones de otro material, de manera que éstas queden totalmente rodeadas del material ho-
mogéneo. Sélo tomaremos en cuenta e} caso en que el tamaiio de las inclusiones y Ia separacién
entre ellas es mucho menor que la longitud de onda de la luz incidente, es decir, tomaremos
¢l limite de longitudes de onda grandes, de manera que la interaccidn electromagnética entre
1as inclusiones pueda ser tratada en una aproximacidn cuasiestitica, por lo que trabajaremos
con las ecuaciones de Maxwell de Ia electrostitica. Como se puede ver de estas ecuaciones los

campos eléctricos estiticos son campos longitudinales. El modelo que usaremos es un modelo
1

que consiste de esferas metdlicas idénticas distribuidas aleatériamente y completamente

sumergidas dentro de un material homogéneo.

Consideremos un conjunto de N 2> 1 esferas idénticas de radio a y con una polarizabilidad

cfectiva
_ 1€

a
€+ 26

(3.3)

1a cual correspende a la polarizabilidad de una esfera aislada con funcién dieléctrica ¢, dentro

de un medio con funcién dieléctrica constante ¢;,. Para funcién dieléctrica de la esfera metdlica
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aqui tomaremos la dada por la ec.(2.20) segiin el modelo de Drude. Los centros de las esferns
estardn localizados en las posiciones {ﬁa};=|,1,_,_,~ y el sistema estari en presencia de un
campo eléctrico externo E** que oscila con una frecuencia w y varfs espacialmente con un

vector de onda ¢, tal que w/c » a, donde c es la velocidad de la luz.

Q K1

pongamos que el es homogéneo, isotrépico e invariante bajo inversiones, asi
que &) es funcién de [#— | y dado que el problema es lineal podemos suponer que el campo
externo est4 descrito por una componente simple de Fourier"”), Ademés, cuando el nimero de
esferas N y el volumen V son muy grandes, cn el limite termodindmico, la densidad definida

como n = N/V es una constante.

Para materiales no magnéticos e isotrépicos no es posible producir corrientes transver-
sales con campos longitudinales o corrientes longitudinales con campos transversales, es de-
cir, los campos longitudinal y transversal no se acoplan. La transformada de Fourier en el
cspacio-tiempo de €p(g,w) de la ec. (3.1} se puede escribir como la suma de las proyccciones

longitudinal ! y transversal? ¢,

aar(g,w) = ehy(q)id + ehy(g,w)(L - 42) (3.4)

donde §'es el vector de onda 'y § = §/g. Ya que el sistema es isotropico y el campo extemo es
longitudinal, Ia respuesta dieléctrica en cualquier otra direccidn diferente a €sta es equivalente.
Nuestro proposito es el cileulo de eag(w) a pastir de la ec.(3.4), para lo cual relacionanios un
eampo externo longitudinal B! = §- E y tomamos en cuenta que en el h‘mit'e de longitudes de
onda grandes (g — 0) la respuesta dieléctrica macroscdpica local es equivalente en cualquier
direccién, es decir:

emu) = lim ehy(g,0) = limy hy(1,). (35)
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De las ecuaciones de 1a electrostatica tenemos que:
V-By=V-(iuBu)=V.B% y VUxBy=VxE=0
y de In ec.(2.2) sabemos que:

EM = q(EM +4xn < P >) (3.6}

como vimoas la polarizacién promedio tiene la misma direccién que el campo externo y se puede

demostrar que:

ehela,w) < B(g,w) >'= en(< Bg,w) >' +4nn < B(g,w) >", (3.7)

donde n < ls(q.w) > es la transformada de Fourier de 1a polarizacién promedio inducida por

unidad de volumen ( o promedio del campo de polarizacién), es decir,

n < P(fw) >=< ) Aw)sE ~ Ri) > (38)
- _

Tomando e} limite cuando g — 0 (longitud de onda grande):

ea(w) 1 n ezl : ’
20 1t [igxti@e), @9
donde epq(w) cs la respuesta dieléctrica efectiva (o épica) del sist ¥ x°*(§, w) es

Ia suceptibilidad externn definida por n < B(gw) >= x**(§w) B**(§,w). La relacion entre
In respuesta dieléctrica macrosedpicn y los pardmetros microscdpicos se obtienen calculando
In suceptibilidad externa. De esta forma se ha encontrado un procedimiento para caleular la
respuesta dieléctrica macroscdpica o efectiva en términos de la respuesta al campo externo, por
lo que no es necesario obtener el campo eléctrico macroscépico < E >, y ademds al introducir

e} parimetro ¢ se climina 1a dependencia de algunas integrales con la forma de Ja muestra.
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3.2 La interaccién dipolar

En la Teoria de Campo Medio {0 Campo Efectivo) el momento dipolar efectivo inducido

por el campo electrico local, en cada una de las esferas, estd dado por:

N
Pilw) = a{w) [E? +2 -ﬁ,-(w)] , . (.10

j=0

-donde Ef es el campo eléctrico inducido en R; en ausencia de las esferas y tij es el tensor
de interaccién dipolar (que nios da la interaccién entre los dipolos inducidos) en el lmite

* cumsiestético' dado por:
i;,' =(1-6;)ViV;(1/Ri5), (3.11)

donde §;; es Ia delta de Kronecker y R;; = |Ri— ﬁ,l Como la interaccién dipolo-dipolo que se
ha definido es la misma que si estuvieramos en el vacio, el campo E? incluye al campo externo
y el campo generado por todos los procesos de polarizacion dentro del dieléctrico en ausencia
de las esferas,

Como no tenemos acoplamientol?” de los campos longitudinales y transversales, por las
propiedades de simetria del sistema, el cdlculo de la suceptibilidad externa se puede hacer
més facil 2i excitamos al sistema con un campo eléetrico externo longitudinal descrito por una
componeate aimple de Fourier:

E**(7) = GE**eif’ =  E?.

Dado que < ﬂ(qj > es independiente de i debido a la invariancia traslacional del sistema y
que ademsds
Ty = e T R-B) B =pieith,

! Como estamos hablando de un régimen cuasiestético hemos omitido la dependencia en w

del tensor glipolnr.
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la i6n (3.10) quedard como:

P({)=a q% Y@ B@). (3.12)
i

Sumamos y restamos del lado derecho de esta ecuacién N veces el tensor dipolar promedio
por la polarizacién promedio N < Ti; > - < B; >= N < T >< P > donde la polarizacién .
promedio eatd dada por N < P >= %2 i B;, esi que;

Pi=a(EL+ ) ATy ), (3.13)
J

donde N es el nimero total de esferas, A’i‘i,- = 'i‘g,'— <T>y ELesel campo de Lorentz
{como d tr mis adel ‘)dndoporEL=é-£.—::+N<'i‘>-<ﬁ>. La solucién
a la ecuacion (3.12) es

Pi=aY (V)i 1, ' (3.14)
i

donde (V~-1);; es el ij-&simo elemento del operador inverso de V cuyos elementos estdn dados

por la matriz:
' Vi =16 -aaTy. (3.15)

Dado que la polarizacin resultante < ﬁ > tiene la misma direccién que el po externo
debido a que nuestro sistema es isotrépico e invariante ante ihversioncs, El es un campo
longitudinal e igual a:

Lsﬂb=é(%—%n<ﬁ>),



donde ¢l promedio de la proyeccién longitudinal del tensor dipolar? es < §- T - § >= &V
con V el volumen. Entonces al tomar la proyeccién longitudinal y el promedio estadistico de

la ec.(3.14), ésta scrd independiente de § debido a la isotropia y quedard como:

n< Bl's=na < Z(V" 4> By =yl B, (3.16)
J

donde g, decimos que es In suceptibilidad de Lorentz y esté relacionada con la suceptibilidad

externa del sistema por Ia siguiente ecuacion:

o

ezl _ l X

AT Ty v

- (3.17)

o

que se obtiene al proyectar la ec.(3.14) en la direccion longitudinal y tomar el promedio es-
tadistico, teniendo en cuentala definicién que se dio para Ia suceptibilidad externa. Finalmente

definitemos a la polarizabilidad renormalizada a®* como

na® = xj(g — Ow); (3.18)

sustituyendo en la ec.(3.9) llegamos a:

M5 gar, ~(3.19)

donde 4* =a*/a’ y J = nla® la fraccidn de llenado o fraccién del volumen que acupan las
esferas. La ec.(3.19) es una expresién exacta y de la misma forma funcional que la expresién
de Clausius-Moasotti o en Ia Teoria de Maxwell-Garnett (si o estd dada por Ia ec.(3.3)) basada
en una aproximacién de campo efectivo, pero con la diferencia de que en nuestra expresién
: aparece una polarizabilidad renormalizada en la que se han tomado en cuenta las fluctuaciones

dipolares microscpicas del sistema producides por el campo externo.

2 Ver apéndice A.



--3.3 Representacién Diagramitica

Para el modelo de esferas duras propuesto en este capitulo la funcién de distribucién(?
W(R,, R,,..., An) de N esferas es proporcional a la probabilidad de encontrar una configu-
racion en la que 1a esfera 1 se localice en (131, ii', + dﬁ,), ... ¥ la N.ésima esfera se localice en
(AN, By + dRx) y eavé normalizada como: ‘

_lTv'/W(ﬁhﬁhﬂnﬁN)dﬁldﬁ?“'EN =1,

en donde V es cl volumen del sistema y W(ﬂx,ﬁg. «.o,BN) €8 simétrica dado que las esferas

son indistinguibles. En el limite termodindmico la funcién de distribucién de m particulas se
define como:

p(M)(EIY".'IﬁM) = i,_rgl_—'m‘lw(ﬁh----ﬁfv)dﬁm'l'l "'dﬁh’v

entonces el promedio de una funcién F(R,... ,l_i‘...) que depende de las posiciones de las m
esferas estd dado por:

<Ry Bin) 5= g [P Bl B Ry B

Ahora representamos en forma de seric la sumatoria del inverso del operador de 1a ec.(3.14)
como:

Zv =iéj+a E/.\'r., +a? Y ATu- A'r.,
ik

+ad? EAT.,, ATy ATy + (3.20)
ikt

¥ tomamos el promedio de ensemble suponiendo que la funcién de distribucién de m partjculas
#™NR, fa,..., Rn) se puede aproximar de la forma sigiente:

P(m)(Rl vRZv' . va) = Hpﬂ)(ﬁ,,), (3.21)

es decir, Ia funcién de distribucién de m particulas serd aproxxmadamente igual al producto
de las funciones de distribucién de dos particulas consecutivas (esta aproximacién es vélida a

bajas densidades), por ejemplo:
P(’)(ﬁnﬁz,ﬁa) = Pm(iin)Pm(ﬁza)-
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El efecto més importante en un compuesto de esferas es la interaccién entre dipolos, euando
dos particulas correlacionan directamente a distancias muy pequeiias (I.E;,- — 0) el tensor

dipolar (T;) ticne un polo y otras interacciones resultan ser despreciables.

Tomemos la proyeceién longitudinal y el promedio estadistico de cada uno de los términos
de Ia ec.(3.20), los cuales expresaremos mediante un lenguaje diagramético, para esto es

necesario introducir las siguientes definiciones:

]

1 (3.22a)
o—e Ea3m<Zq-T;,-q> (3.22
J

=naling [ 4T 46 (Roa) dt, ,
& =2 lim < Zq Toke; § > ifi (3.22)

=nla? hm// By T - G0N Jy, By, ) dRdity

> Ea’;-_q;,<§,_jq-r.',-T,-.~q> i=j (3.22d)
=na? zi_{f‘l)/‘f' TiaTa - 46 (Rra) dRa.

Cada diagrama representa un proceso diferente que contribuye a la polarizacion de una
esfera dada por un circulo blanco. Por ejemplo, €l diagrama correspondiente a la ecuacidn
(3.22b) representa un proceso en el que E? polariza una esfera cualquiera (circulo negro) cuyo
campo dipolar (linea) polariza en forma directa a la esfera en cuestién. La ecuacién (3.22¢)
representa una jnteraccion indirecta y la ecuacién (3.22d) representa una autointeraccién por
medio de una segunda esfera cualquiera. Notemos que hay dos condiciones que siempre se
cumplen, (i) no hay autointeraccién directa (T;; = 0) y (ii) todos los pares sucesivos de

tensores T,,T, en la ecuacién (3.20) tienen ¢ = r.

En general los diagramas tendrdn r lineas y s circulos negros y uno blanco, estos diagramas
se generan a partir del circulo blanco sin despegar el lapiz del papel (ya que ¢ = r), ademis
que un mismo circulo no se puede unir con una sola linea a menos que haya pasado por otro

circulo (no hay autointeraccién).
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Como podemos observar en todos los diagramas tendremos a” y n* seglin sea ¢} caso,
donde s < r. De esta manera podemos clasificar las graficas de acuerdo al niimero de lineas y

circulos negros como:

F=ytl= izr: G(r,s), (3.23)

el a=0
donde G(r,s) es la suma sobre todaa las posibles graficas con r lineas y s circulos negroa. Es
decir, cada grafica G(r, s) tiene una polarizabilidad de orden r y una densidad de orden s, un

factor a"n?, el cual es un pardmetro de cxpansién.

Proyectando en la direccién longitudinal, promediando la serie generada por el inverso de -
V; ; dado por 1a ec.(3.20) y usando In aproximacién de la ec.(3.21) de la funcién de distribucién,
tenemos:

<YV hs=t+a <Y (Ti-<T>)>
] 7

+a® <Y (Fu-<T>) (Tu-<T>)+--
ik

=l+ea [<'i‘>—<'i‘>]
+a® [<’i">-—<'i‘><'i‘>-<'i‘><’i‘>+<'i‘>’]
+a [<’i">-<'i‘><'i">-<i"><'i‘>—<'i‘>’]+~- (3.24)

que en el lenguaje diagramaitico ésta serie se puede demostrar que quedard representada por:

<Z(\."")ﬁj >=§:;L(r,a)= o oc‘o +a* [v + e]
+ a'[O . v¢ Q& v+m *Q)V' o] o

en donde se han etiquetado elgunas lineas (para evitar ambigiiedades) de los diagramas con las
que se indica €] orden con que ocurre la polarizacién sobre una misma esfera, ademis L(r, s)
es la suma de todos los posibles diagramas con s lineas y r circulos negros que se dibujan bajo
las siguientes reglas:

(i) las gréficas se deben dibujar sin despegar el lipiz del papel,
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(i1) todas las posibiles graficas parten de un circulo blanco al cual se tiene que regresar por lo

menos una vez y
(iit) sdlo se pueden tener graficas cerradas o bucles (loops), es decir, no se tienen lineas sueltas,

Este dltimo inciso excluye las graficas del tipo:

o) e N0

por lo tanto estos diagramas son irreducibles.

Para estimar la importancia relativa de los diferentes diagramas introducimos la fraccién
de llenado f y & = a/a® cantidades adimensicnales donde el radio de las esferas a se toma como
una longitud natural, se puede observar que cada diagrama es proporcinal a &" f°, Entonces
para una polarizabilidad dada & y densidades bajas tendremos aquellas grificas con el menor

numero de eireulos negros para un aimero de lineas dadas.

1] 2
[ (O

S o
SAREECRT)
j C()Q)

; o

Tabla 3.1  Diagramas agrupados segin su polarizabilidad y su fraccién de llenado.

2

En la tabla (3.1) se han agrupado las graficas en potencias de f y &, donde todas las

grifices que estédn en la misma columna tienen el mismo niimeros de circulos negros y las que
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estan en 1a misma fila tienen el mismo nimero de linens, en esta grafica se encuentran todos

los posibles diagramas de bajo orden.

Obtuvimos que la respueste dieléctrica efectiva de un compuesto esta dada por una
ecuacién analitica exacta que relaciona a las funciones dieléctricas de la matriz y Ia de las
esferas con Ia respuesta microscépica promedio. Eata relacidn se puede desarrollor en una
serie, én donde a ¢ada término se le asocia un diagrama irteducible. En el siguiente capitulo

apli estos {tados & sist compuestos por gelating y esferas metdlicas.
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CAPITULO 4

APLICACIONES Y RESULTADOS
A BAJAS DENSIDADES

En este capitulo se calcula la respuesta dieléctrica efectiva de un compuesto. Para compa-
rar nuestros resultados con los de otros trabajos realizados en nuestro grupo, suponemos que
el modelo estd formado por un matriz no dispersiva de gelatina con ¢y = 2.37 y en la cunl se
encuentran distribuidas en forma aleatoria esferas metalicas idénticas con funcién dieléctrica
de Drude. Loe calculos se hardn en base a diferentes sumas cie dingramas que previamente se

han seleccionado, ya sea por su densidad o por su polarizabilidad.

El pr_inﬁpll problema que se tiene en e! cilculo de cada diagrama es que en genera!, se
desconocen las funciones de distribucién de las partfculas involucradas, por ejemplo, para ¢l
caso de un fluido compuesto de csferas duras en equilibrio térmico se conoce la funcién de
distribucién de dos particulas pero la de tres particulas resulta ser muy complicada. Experi-
mentalmente, la determinacion de estas funciones tambien es complicada ya que la distribucién

estadistica de las particulas depende de la preparacién de la muestra.
Antcriormente obtuvimos Ia respuesta dieléctrica efectiva epr de un medio compuesto la
cual estd dada por la expresion:

e — €y
ex +2¢p

= fa* = faf, 41)

con &° la polarizabilidad renormalizeda y donde definimos

€= ‘-;— =Y L), «2)

como la suma de todos los posibles diagramas con s lineas y r circulos negros, los cuales se

dibujan bajo las tres reglas que se mencionaron en la seccién 3.3.
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Al escoger £ =.1 = o recobramos la conocida relacién de Clausius-Mossotti (CM) o el
equivalente en la Teoria de Maxwell-Gamett (TMG) cuande & = (¢, — er)/(€s + 263 ), donde
las contribuciones al campo cfectivo generadas por las fluctuaciones dipolares son totalmente
despreciadas'. Primeramente incluiremos algunos de estos efectos extendiendo TMG a polari-
zabilidades mayores, por lo que necesitamos seleccionar los diagramas de acuerdo a un criterio

que nos ayudara a interpretar los resultados y hacer mas simples los clculos.

4.1 Aproximacidn diagramética en la Teorfa de Maxwell-Garnett

Sumemos todos los posibles diagramas conectados en forma simple y que al salir de un
circulo blanco regresan a este en todas las formas posibles sin tomar en cuenta los diagramas
conectados en forma muiltiple, cs decir, los dingramas que entre dos circulos tienen més de dos

lincas

CE@=0900%+$0--- (4.3)

Introduzcamos el coneepto de polarizabilidad renormalizadal*! con lo que tenemos que la
cc{4.1), para l.a funcién dicléctrica efectiva, es de la misma forma funcional que la relacién
de CM, sélo que la polarizabilided es una polarizabilidad renormalizada dada por la ec.(4.2).
Dec esta manera extendemos TMG a polarizabilidades de mayor orden ¢ incorporamos algunos
efectos provocados por las fluctuaciones dipolares. Sumemos los siguientes diagramas con los

vértices renormalizados,

oo 0.0 o9 . »

notemos que estos diagrmas como los anteriores cumplen las reglas enunciadas en el capitulo

anterior y ademas estdn conectados en forma simple. Definamos n = v como la suma de

! Como se vib en el Capitulo 2
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todas las grificas conectadas en forma simple- y que al galir de un circulo blanco regresan a 6

en todas 1as formas posibles

P9 . J .

por lo que podemos escribir a { como
o-V-en -

=l4n+pi 4’4+ = i , (4.45)

tambien podemos escribir n en términos de £ a través de la siguiente representacion dia-

gramética
®.0.0.O «

considerando estas dos viltimas ecuaciones y aproximando v & o resolvemos ¢ dada

por la siguient ién cuadritica, que se obtiene de la ec.(4.4b)

¢ () -e+1=0, Y

donde o =§ o segin se demontrs en la Ref5. Calculamos el diagrama 0 dada la
definicién de Ia ec.(3.22d), por lo tanto,

0 -_--:-j.&’, | @n

donde ’ o
feEsff‘e'(i)%.'m_zld’;

Je decimos que es la fraccién de llenado efectiva que depende de la funcién de distribucién y la

fraccion de llenado. Por ejemplo, si la funcién de distribucion es la de esferas duras dada por
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Figura 4.1  Se muestra 4Im &* (linea continua) e Jm & (puntos) en funcién de

Wiwp conw,r =46y f =03,

1a ec.(A.8) del npéndice A, f, = f. Finalmente resolviendo Ia ec.(4.8), que es una ecuacion de
segundo grado, In polarizabilidad renormaliznda estd dada por:

1~ /1 - fa? (4.8)
e ‘

“..

7=
en donde s escagio el signo negativo de I rafz ? ya que al hacer un desarrollo en scries a bajas
fracciones de Henndo se tiene que 6* — d y se recupera ln expresién de Clausius-Mossotti de
Ia cual partimos, Con csts aproximacién hemos obtenido los resultados de 1a Ref.5 en donde

o incluyeron las fluctuaciones dipolares.

En Ia figura 4.1 se muestran los resultados de la ec.(4.8) en la que se toman en cuenta
1as fluctunciones dipolares, La linea continua representa la parte imaginaria multiplicada por
~ wn fnclor de 4 (4/m a*) de Ia polarizabilidad renormalizada como funcion de w/w, (Q,, esla
frecuencin de plasma de las esferas de Drude), wyr = 46 (7 es el tiempo de relajacion) v una
fraccidn de Yenndo f = 0.3. La linea punteada mwestra la parte imaginaria de 1a polasiza-

bilidad G de a esfera aislada, Como se puede ver el pico de absorcion de la polarizabilidad

renormalizad id

7 Ver In Refd.

ublementa mas pequeio y mas ancho en comparacion de a.

€8 ¢«
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Figura 4.2  I'mey usando la polarizacion renormalizada y como funcién de w/w,

con w,t =92, f = 0.3 corresponde la linea continua, f = 0.2 Ia linea partida y para
f =0.1 la punteada.

En Ia figura 4.2 se muestra la parte imaginaria de ¢p en funcién de w/w, usando el mismo
modelo con w,r = 92 y diferentes fracciones de llenado.

De las grificas se ve que conforme aumentamos la fraccién de llenado el pico de absorcién
es mas asimétrico y hay un corrimiento al rojo (bajas frecuencias), ademds del efecto de
. ensanchamiento. En la aproximacion de CM el enunnhamientb del pico de absorcién sélo
depende del tiempo de relajacién, es decir, es independiente de 1a fraccién de llenado; cuando
7 — 00 ¢l pico de absorcidn se comporta como une funcién delta. Resultados experimentales!?®
muestrn.n’que en sistemas de matrit;es aislantes con pequefias particulas metdlicas hay un
corrimiento al rojo, el cual depende de Ia fraccién de lenado, y un ensanchamiento asimétrico
del pico de absorcion. Nétese que se han despreciado todos los diagramas en los que se tienen

bajas densidades, por lo que este resultado resulta ser vélido a densidades intermedias.

4.2 Aproximacién a bajas densidades

En'esta scccién sumaremos todos los diagramas correspondientes a una aproximacién a

1o Jioli

bajas densidades de la respucsta trica cfectiva, es decir, sumamos todos los diagramas
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con el menor nimero de circulos (dos) para un nimero de lineas dadas

(= ctad+ D+ O+ © + (49)

por las definiciones de las ecs.(3.22) tendremos entonces que
N . N . N .
E=1+a? (3 T Tjf' +o® (3 T T - Tip)! +
i i
=14 N [a’ ('i‘sj . 'i','.')‘ +a’ ('i‘.'j . 'i‘,.' "i‘.',‘)' + . '] )
" donde se puede demostrar que cl tensor dipolar a 1a n-ésima potencia estd dado por:

- @ - (1)) Ry i + (i) {c"""n” 5i n es impar;
"o i -1
T - R x 1, ' si n es par, (410)

Para cl caso en que las lineas de polarizacion son pares (n par) el producto de las exponenciales
es igunl a la unidad y para el caso impar (n impar) se reduce a tener un solo factor exponencial,
entonces dividimos la suma en dos, en la de pares y la de impares, entonces:

@0 L NRR- 1 _ep
T RGR € '

(@ -1)RR- 1
R '

con n 2> 1 entero. Proyectando en la direccién longitudinal y tomando el promedio estadistico

ri",m' = ri\(ﬁn-i-l) =

'i‘,lr = i’" =

" tenemos para el caso impar:

Bt e o) F F R ot +1)cosi9_ 1
<Limp >= —7 sy
0 0 0

x e~itReosd SON BVR? cen 0 dr dO dip

tomando la funcién de distribucién de esferas duras, ec.(A.5), y las definiciones de las funciones

‘esféricas de Bessel y los polindmios de Legendre del apéndice A llegamos:

o0 o0
. -8 ia(aR . io(¢R
<y >= ﬁ?"'“(’"“) {(2(2-+1) + 1)/ ;:(E?H_,)) dR— (2*" — 1)'/————}’2‘15143) dR} ,
’ 28 2a
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finalmente tenemos

=1 8x (2" -1) n (2n41)
<Lims >= 5% 2 ((m):) o @

(Ins integrales se resuelven en el apéndice B). Para cl caso de los pares tenemos al proyectar
en Ia direccién longitudinal y promediar que:

. In an 3
< Ty >= 5 / / / (—2——‘};’1—9—*-1 S(R) R? sen8dR dBdp.

Nuevamente sustituimos la funcién de distribucidn de csferas duras e integramos

<'i‘| =Y -_(2" +2) / Ron=1)

8’. (2(2-—!) + 1) (2n-1) n
=% =i ((2«;)8) '

. la suma total de diagramas serd
8 N =21 o \ Rl iy s 0
iy [ = ((?a>°) YT ((2«:)') '
20 \" -a \" )
=1+ Foa {,,_, (@) - (&%) ]}
finalmente susutituyendo la fraccidn de lenado f y &'t 24}
8+a
€-—l+—fmln(8 20‘) o (412)

Este mismo resultado lo obtenemos a pastir del siguiente modelo. Supongamos que tene-
mos una esfera de referencis situada en ff; que interacciona con las otras N esferas, de modo
que su polarizacién es:

N
M=o [EO+ZT0,--§,-], (4.13)
k)
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pero cada una de las N esferas con polarizabilidad jj solo interacciona con la esfera de refe-

rencia y no hay interaccién entre cllas, es decir,

Fi=a[Bot+iio-m), (4.14)

sustituyendo la polarizacién de la j-ésima esfera en la de la esfera de referencia y 1a de referncia

en la j-ésima esfera y as{ sucesivamentc llegamos a:

fo=a [l + Z(aru,) E(aTo,) l

n=0

= 050 [1 + Za'i‘o,' . (i - a'i‘u,')"'] .
i
Como podemos ver el tensor 'i‘o,v dado por la ec.(3.11) lo podemos representar por una
matriz de 3 x 3 al igual que el tensor unitario 1 cuyos clementos en la diagonal son iguales a
Ia unided y los que estdn fuera de ella son cero. Podemos ver que al sustituir el producte de
matrices la ec. anterior queda como:

afRY; (3Ro;lte; - 1) + 2a%/R; 1
B =ak [‘ +Z a+ a;jo Y = 2a/R;) } ' (4.13)

tomemos el promedio estadistico como un tercio de la traza de la matriz resultante (esto lo

podemos hacer ya que el medio lo hemos supuesto isotropico), asf que:

o?/R?
1+81m/(1+ /R,){l_hm,)pm(n)n’m} ,

. tomamos la funcién de distribucién de la ec.(A.5) del apéndice A, correspondiente a

< p>=aEy

£,

duras y hacemos el siguiente cambio de variable donde z = «f R? por lo que R?dR = —a/3z%dz -

entonces
a/(20)®

<po>=akby 1+-—-na (1+:)(1 23) R
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separando 1a integral en fracciones parciales e integrande finalmente llegamos al resultado

siguiente:
- 8x 8+a
<p >=aky [1+ 3 naln (8—2&)] )
por lo tanto:
8
£=1+ faln(s *;) - (4.16)

La suma de diagramas con el menor nimero de circulos (dos) para un niimero de lineas dedas
corresponde a una expansion a bajas densidades (13 f); si no sélo pedimos que f sea pequefia
sino que 1 3» fé llegamos al resultado encontrado por Felderhof, Ford y Cohenl'!! (FFC) en

donde al sustituir £ en la ec.(4.1) y hacer un desarrollo en potencias de f& encontramos:

B 1436+ (f0)! [3*2’" (;+2‘:’)] '

El calculo de FFC se basa en una expansién en cumulantes (cluster expansion) en el cual
s6lo se tomo la contribucién de dos particulas lo cual coincide con el resultado del modelo

propuesto y con la suma de diagramas.

Sin embargo, los cilculos numéricos dada la ec.(4.16) al sustituirla en la expresién para
la respuesta dicléctrica cfectiva de la cc.(4.1), encontramos que esta aproximacién es valida
para fracciones de llenado tales que f < 1/w,r. Como se puede ver en la figura 4.3 1 parte
imaginaria de la respuesta dieléctrica efectiva toma valores negativos cuando la fraccion de
llenado es mayor que ¢l inverso dé w, 7, en Ia figura 4.3 se graficé Imeyy en funcion de w/w,
para wyT = 46 con f = 0.0217(< 1/46), en 1a figura 4.3b se grafict para wyr =46y f = 0.05
talque f > 1/46 y la parte imaginaria de ey toma valores negativos. Para los demds incisos
de esta figura graficamos para w,T = 92 y w,r = 1000 tambien para los casos en que f sea

mayor y menor que 1/w,r.

Por lo tanto esta aproximacidn no es buena, ya que si tenemos que w,T — oo la fraccién
de llenado tendria que ser cero. Por esta razdn es necesario hacer una correccién y encontrar

una expresion que sea valida en un regimen de densidades bajas.
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4.3 Una Nueva Aproximacién Diagraméﬂ.icu

En Ia seccién 4.1 vimos como podiamos extender los resultados incluyendo algunas fluc-
tuaciones en la polarizacion, pero también nos gustaria hacer una extension a mayores densi-
dades, por lo que es necesario introducir nuevamente el concepto renormalizacién. Sumemos
todos los diagramas posibles con uno o dos vértices renormalizados y con un niimero de lineas
impares, en cada vértice renormalizado tenemos la posibilidad de estar en cuniquier diagrama

y regresar, es decir,

- 0 ED D+ o

donde el vértice renormalizado lo definimos como

e V0 1 -

A=l+p+n’+n*+- (4.18)

l—u

donde cada diegrama en forma de cono es la suma de los diagramas con un solo vértice

renormalizado y con nimero de lineas pares
. v @ O 0 A (4.19)

si hacemos 1a aproximacion § >~ A y v Y 0 recobramos cl resultado de la ec.(4.4b)

1 ¢ 3

para a*, como se puede ver faci , ¥y8 que s incluyendo todos los diagramas conec-

tados en forma simple, por lo que el resultado de la primera seccién de este capitulo es un caso

particular de esta nueva suma diagramética, ya que como estamos tando la densidad

los efectos de 1a polarizabilidad tambien aumentan.

Definimos el siguiente tensor A = §+ A - § que cutnple con Ia propiedad A& = Ai dado

- que el medio es isotrépico. Por lo tanto cn lugar de proyectar en la direccién longitudinal y
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promediar, sélo se necesita promediar la tercera parte de la traza (como ee hizo en la seccién
anterior). De la ec.(4.15) tenemos

[0

.A.

=

n=< >

AR
b
[

L&,

]
=h

-0
=
+
i-]-
pu
an

<
<

[0
?u
-0
-

1
=0

), (4.158)

" _finalmente al tomar un tercio de la traza y promediar tenemos que:

N o T R
"=y !m(x

TalA(RY)

4N T p"’(R)
+ | 4 JB/R‘(I—MA/R")(}—,;azA/m) dR. (4.15¢)

Sumemos los diagramas con mimero de Kneas impar y con los dos vértices renormalizados
de la ec.(4.17),

=A +<A.TA-T.-A-T.A (i- T A) >,
donde < A >= A, finalmente
_B'ﬂ 3 4/ P(’)(R)
{= o8 | Ao /0 —ieint 7 O (420)

Sea p'®(R) igual a la funcién de distribucién-de esferas duras dada por la ec.(A.5) dcl
apéndice A, integrando llegamos a:

{4.21)

L gs g, [ 64—d%A7
_f—A+3faAln(——-——64_4&,A1

-51 -~



_donde A es una solucién autoconsistente de la ecuacién siguiente:

(4+aVA)(8 + a\/&)] - _

(4 - avA)E—ava) (422)

A=1-3favEin

Esta aproximacion s¢ puede considerar vilida en un régimen de densidad intermedia, ya
que las grificas que hemos incluido en la ec.(4.13) tienen mds cfrculos negros para un nimero

de lineas dadas que todas las otras posibles graficas.

Im en

e e = e

0.2 X [

a/up
ngura 4.4 Semuestra Imep en funcién de w/wp, con wyr =46 y fracciones de
llenado f = 0.3, 0.2 y 0.1. Se nota un corrimiento al rojo , conforme f aumenta,
y un ensanchamiento asimétrico del pico de absorcién, respecto al de TMG (linea
entrecortada).

En la figura 4.4 se muestra la parte imaginaria de la respuesta dieléctrica efectiva en
funcj&n de w/wp. Los resultados se obtuvieron aplicando la teoria & un sistema compucsto
de esferas de Drude sumergidas en una matriz de gelatina (ep = 2.37) y con wpr = 46, Las

graficas muestran un corrimiento al rojo del pico de absorcién conforme aumenta la fraccién
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de llenado, Ademas de este corrimiento, se observa un ensanchamiento asimétrico del pico de
absorcién. Este ensanchamiento se debe principalmente a gue se tiene un continuo de modos

dpticos excitados,

Los resultados de esta nucva aproximacion se presentan en la seccién siguiente, cn In
que hemos usado la representacion espectral para comparar con los resultados que obtuve

Felderhof usando técnicas de simulecién numérica y los que se obtuvieron usando la teoria a®.

4.4 Representacidn Espectral

La respuesta dieléctrica efectiva de un compuesto de dos materiales diferentes s puede
tepresentar en forma analitica, en Ia llamada Representacién de Bergman o Representacién
Espectrall?l. Esta representacién de ex sc expresa en términos de una densidad espectral
positiva la cual estd caracterizada por la geometria del compuesto. La ventaja de esta re-
presentacién, es que sélo depende de la fraccion de lenado y de In razén entre las funciones
dieléctricas de los materinles del compuesto. La densidad espectral de Bergman se puede estu-
diar basandose en la expresion de la funcidn dieléctrica efectiva, como las que se encontraron

en las secciones anteriores de este capitulo,

Haciendo uso de lns ecuaciones de Maxwell de la electrostdtica se encuentral® que la

funcidn dieléctrica efectiva estd representada por:

1
=1~ f!'l(_i‘%dn, | (423)

donde la variable ¢ esta definida por

1

t= 1-¢/e’

(4.29)

€4 cs la constante dieléctrica de la matriz real, por lo que el pux’nﬁetro t nos da una medida
de las propiedades microscopicas del sistema y g(n) cs una densidad espectral positiva detes-

minada por la geometria del medio. Tomando ¢ = u +is y el limite cuando s — 0 podemos
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eacontrar la densidad espectral en términos de la funcién dieléctrica macroscépics de Ia forma

siguiente: .
?—El«(!” —~1}= -IO/g(n) [P (;—é—;) - ind{u — n)] dn,

donde P es Ia parte principal y & la delta de Dirac. Ls parte imaginaria serd entonces:
3
.li_x.rli Imey = jx/g(n)6(u ~n)dn,
b

por lo tanto tenemos
o - )
glu} = 7 lim Imepr. - (4.23)

Se puede demostrar que el momento cero de la funcidn espectral es igual a 1s unidad y el
primer momento es ignal a _1,(1 —~ f}. Estos momentos son las llamadas reglas de suma. Para
cada uno de los resultados que obtuvimos comprobamos que se satisfacen dichas reglas, para
el momento cero se obtuvo un error del 5% y para el primer momento del 2% que se deben

principalmente al método de integracién que utilizemos.

En la figura 4.5 se muestra Ia funcién espectral de una matriz de gelatina con esferas
metdlicas. Los calculos se hicieron pata diferentes fracciones de llenado y donde hemos uti-
lizado las aproximaciones de 1a nueva suma diagramitica (linea continua), 1a dé la teoria o*
(Ynea entrccortldn) ¥ una simulacién numérica hecha por Cichocki y Felderhof?S) {puntos).
De estas graficas podemos ver que los resultados abtenidos son validos para tods u excepto

v

cuando u = 1/3 ya que ent & 1. Sustituyendo en la ec.(3.3) para la polarizacién la

ec.(4.20) tenemos que:
1
1-3u+is)’

donde s — 0, por lo que 6 u = 1/3 entances & — oo y nuestras cdleulos dejan de ser validos.

&=

Es dificil comparas con resultados experimentales, ya que en nuestro modelo se ha su-

puesto que las inclusiones son de] mismo tamaiio y estén distribuidas sleatoriamente, lo cual
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Figura 4.5  Se muestra Ia funcién espectral g(u) en funcién de la variable u.
La linea continua representa el resultado obtenido mediante la nueva aproximacion
diagramética, la linea entrcmnﬂa 1n de la teoria a® y la linea punteads la simulacién
numérica, con fracciones de llenado de a) f = 0.1, b)f=02yc) f=03
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no sucede ya que en las muestras ias inclusiones no tienen el mismo tamaiio y la distribucién
_de estas no es totalmente alcatoria, ademas de que en un experimento los efectos producidos

por las fronteras de la muestra seran importantes.

Comparando nuestros resultados con Ia simulacién numérica {que la podemos tratar como
un resultado "experimental™) vemos que las funciones espectrales son bastante parecidas en su
estructura para las fracciones de llenado f = 0.1y f = 0.2, lo cual no sucede para el resullado

" obtenido mediante la teorin a®, Para la nueva aproximacidn y la simulacién numérica podemos
" ver que Jos picos tienen alturas similares, lo cual no sucede con los resultados a® en ninguno
de'los casos. Cuando f = 0.3 la nueva aproximacién es més parecida a la de a® y estas dos

diferentes a la simulacién numérica. Para esta ditima fraccion de llenado los efectos entre

tres particulas son importantes, En un trabajo hecho por el grupo (por publicarse) y en el
que se han tomado en cuenta las funciones de correlacion de tres particulas se nota que el
pico de absorcidn tiene un corrimiento menor al rojo, similar a la simulacién numérica. Eatos
resultados son importantes & densidades intermedins, para densidades bajas estos efectos son

poco importantes.

En la figura 4.8 podemoa ver que para la nueva aproximacion y fracciones de llenado muy
pequeiias, I funcién espectral esta representads por un pico muy alto y angesto, parecida
s una funcién § (lines continua), esto concuerda con Ia prediccién de TMG y difiere de los
resultados obtenidos usando a® (linea entrecortada). Cuando la fraccidn de llenado es muy ’
pequeiia existen pocos modos de exitacion, lo que se refleja al tener un pico de absorcion igual

- s una funcién § localizads en u = 1/3. El pico de absorcién de cada una de las esferas aisladas

tambien se encuentra localizado en u = 1/3 y €l ancho depende de In wyr dada.

La funcidn & nos demuestra la existencia de un slo modo dpticamente activo asociado
al sistema el cual es tomado como un todo, donde la carga se encuentra acumulada en la
.. interfase entre la esfera y la matriz en la que se encuentra sumergida. Este modo tambien es
llamado plasmén de superficie. - En la teorfa a®, ain para fracciones de lenado muy pequefias,
e} plasmon de superficie opticamente activo tiene un ancho definido por una regién tal que
a*(w) 2 1/ fe , por lo que la funcén espectral abarca una regidn continua y finita de frecuencias

{ver 1a figura 4.6).
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Figura 4.8  Se tra Ia funcidn espectral g{u) en funcién de la varisble u.

La linea continua represeht.a el resultado obtenido mediante 1n nueva aproximacién
disgramitica y la ifnea entrecortada la de la teorin a®, con fracciones de llenado
a) f=0.001y b) f =001

Los resultados para ésta Nueva Aproximacién Dingramstica muestran que se obtuvo una
mejor correccién a bajas densidades ya que cuando a fraccidn de llenado es muy pequedia se
asemeja a los resultados usando TMG (el cual es nuestro punto de partida) y para densidades
mayores Ia estructura de Ias graficas es similar a los resultados de Ia simulacién nusnérica.

- 57 -



CONCLUSIONES
Y PERSPECTIVAS

Se desarrollé un nuevo formalismo para calcular 1a respuesta dieléctrica cfectiva epy de
' un sistema compuesto de esferas metalicas idénticas totalmente sumergidas dentro de una
matriz aislante homogénea. Nuestros calculos son independientes de la forma de Ia muestra
y estén en funcién de la respuesta al campo externo aplicado. Ademas estan hechos dentro
de una aproximacién dipolar cuasiestdtica, usando teorias de medio efectivo. Se supuso que
1a polarizacién de cada una de las esferas es proporcional a In suma del campo externo y las

fluctuaciones producidas por la interaccidn entre los dipolos (ver Ia ec.(3.13)}.

Se encuentra una relacion analitica exacta, entre ey, € y 1a respucsta al campo externo,
In cual es de 1a misma forma funcional que Ia relacidn de Clausius-Mossotti en la TMG, sblo que
se tiene una polarizabilidad G* en lugar de 1a polarizabilidad 4 de cada una de las esferas (ver

ia ec.(3.19)). Dado que TMG es una teorin de campo medio, ésta no toma en cuenta los efectos

de las fluctuaci dipolares, los cuales se ven incluidos en la polarizabilidad a* que ademas
incluye efectos producidos por cambios en Ia densidad, Se obtiene que la polarizabilidad o*
es funcién de la polarizabilidad de la esfera aislada, la fraccidn de llenado y la funcién de

distribucién,

La funcién de distribucién de m particulas se aproxima por el producto de funciones de -
correlacién de 2 particulas consecutivas, por lo que la respuesta dieléctrica efectiva es valida

para bojas fracciones de llenado.

La polarizabilidad a® se expresd como una suma infinita de términos que dependen de la
funcién de distribucién de m particulas. A cada uno de los términos de la serie se ¢ asacié
-un diagrama especifico. Dada la aproximacién de la funcién de distribucién se obtuvo una
clase de diagramas irreducibles y que se pueden dibujar siguiendo las reglas de la seccién 3.3.
La ventaja de esta representacitn, es que hace mas faciles los caleulos y la interpretacion
de cada aproximacién. Cada uno de los diagramas se caracteriza por una densidad y una

polarizabilidad dadas, por lo que se pueden clasificar facilinente como en la tabla 3.1.
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Escogiendo una clase apropiada de diagramas y calculando la suma correspondiente, ob-
tuvimos algunas aproximaciones de ear. De manera que se concluys que los diagramas que

contienen bucles (loops) son los responsables de introducir algunos de los efectos de las fluctua-

()
Ly

ciones dipolares. St do los diag tados en forma si obtenemos una relacién
del tipo CM, pero con una polarizabilidad a®, 1a cual tiene solucién analitica para bajas frac-
ciones de llenado; esta polarizabilidad a® cbedece una ecuacién algebraica de segundo orden
cuya solucién estd dada en términos de Ia polaraizabilidad a y f. que depende de la funcién
de distribucién de dos particulas. De esta manera recobramos algunos resultados de la Ref 4,

en Ia que se incluyen alg fectos de Ias fluctuaci dipolares.

Se hizo también una expansién a bajas densidades en 1a cual se sumaron todos los diagra-

mas con el menor ntimero de circulos para un nidmero de lineas dadas. Si no sélo hacemos una
expansiéa a bajas densidades, si no que también hacemos una expansién de 1 » f& recobra-
mos los resultados obtenidos por Feldethof et al.[!l, Esta aproximacién presenta problemas,
ya que los resultados que se obtuvieron aqui son validos pera f < 1/w,r, como se observa en
las grificas de la figura 4.3.

La contribucion principal de este trabajo es la llamada Nueva Suma Diagramatica, la
cual es vilida para fracciones de lienado dentro de un régimen intermedio. Se hizo la suma de

la nueva clase de dingramas irreducibles y se obtiene una nueva aproximacién para la a*.

La teoria se aplic a un sistema de esferas de Drude sumergidas en gelatina en donde se
analizé la posicion y 1a estructura del pico de absorcién de Jmeyps. Los cdleulos fueron hechos
usando la funcién de distribucién para esferas duras (Hole Correction). Se encontrd que hay
un corrimiento &l rojo del pico de absorcién cuando aumenta f, ademas de un ensanchamiento
asimétrico del mismo respecto al px;edicho por TMG, estos resultados concuerdan con algunos
resultados experimentales!?®l.

Dado que hasta €] momento los mejores experimentos para comparar nuestros resultados
son los hechos por ssmulacién numérica, en la representacion espectral, vemos que para las
fracciones de llenado f = 0.1 y f = 0.2 las dos graficas son bastante parecidas, sucediendo lo

contrario con los resutados de a®. La estructura y la altura de los picos de nuestros resultados
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y la simulacién numérica son muy similares, tomando en cuenta que los resultados obtenidos
mediante la simulacién numérica se puden considerar como resultados experimentales, enton-
ces la nueva suma diagramatica es una mejor aproximacion de la respuesta dieléctrica efectiva
que 1x que se obtuvo con la teoria a®, para estas fracciones de llenado. La tnica restriccién que
se tiene para Ia nueva aproximacidn, es que los resultados son vilidos para toda u (w) excepto
cuando u = 1/3 (w = 0.417) ya que la o — oo. Para fracciones de llenado mas grandes,
por ejemplo, ver cuando f = 0.3 en la figura 4.5, nuestros resultados dejan de parecerse a la
simulacién numérica y son similares a los que se obtuvieron con la teoria a®. Esto se debe &

que en estas dos aproximaciones no estamos tomando en cuenta los efectos entre tres o més

particulas,

Por otra parte, cuando las fracciones de llenado son muy pequenas, la estructura tanto
de la funcién espectral y la parte imaginaria de 1a respuesta dieléctrica efectiva tienden a ser
un pico muy deigado y alto, ¢s decir, tiende a ser una funcién §, como lo predice TMG (ver
la figura 4.6). Cuando usamos la teoria a* esto no sucede, ya que el pico de absorcién tiene

un ancho dado para cualquier densidad dada.

En resumen podemos decir que la Nueva Suma Diagramitica es una mejor aproximacién
para bujas densidades hasta un régimen intermedio, que la que se obtuvo usando la polariza-

bilidad a*, como se pude apreciar claramente en las graficas del capitulo anterior.

Una de las principales aproximaciones que se hicieron es 1a de la funcién de distribucién
de m particulas, Ia cual nos limita a fracciones de llenado pequefias. Uno de los pasos a seguir,
es el de introducir la correlacion directa entre 3 partfculas, con lo que se podrian incluir otros
cfectos de las fluctuaciones dipolares, ademds de los que se han obtenido, y asi aumentar la
region de validez de los resultados réspecto a la fraccién de llenado. Primeramente se estd
introduciendo esta nueva funcién de distribucién a la teoria a® y de la cual se tienen algunos
resultados, como ¢l que el cotrimiento al rojo es menor lo cual concuerda con los resultados
de In simulacién numérica cuando f = 0.3, ademés para fracciones de llenado menores esta
correccién deja de ser importante. Posteriormente se hard la representacion diagramatica para

los nuevos resultados y veremos si se pueden extender haciendo nuevas aproximaciones.
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APENDICE A

En este apéndice se calcula el valor promedio del tensor dipolar dado por la siguiente

expresién:
3rizj— .-,1'
rﬁ

Ty = (4.1
con r = |R; — Rjl, proyectando en Ia direccién longitudinal (§) y tomande e} promedio es-

tadistico del tensar dipolar tenemeos:

e

<T>

]

<I=

jq-iuvrﬁpunﬂda
T x

2 o
///31‘ cos’f - r? P(r) €87 2 gen Bdr dB dip
b0

<Y

L]

n
»

<|

® oo
= f / 002t @) (r) e sen g dr d o (A2)
0 0

haciendo e} siguiente cambio de variable g4 = cos§ y completando el polinomio de Legendre
de orden dos Py{u)

2 .
o . ! FB(r) e dpdr

A
=3
v
I

<i¥

Py(p)eite ————pm(') dudr

°\-8 T‘\a
L Al

n
<I%

-8 [ Ja(qr)ﬂ“’(r)
32 [exmo s

donde f3{gr) es la funcidn esférica de Bessel de orden dos que en general la podemos escribir

comol?:

1
5 =g [P
5

- e ()" (= | 3



.donde P,{p) es ¢l polinomio de Legendre de orden n.

Haciendo el siguiente cambio z = gr y sustituyendo la funcién de Bessel correspondiente

<Ps= %"7% ("—g‘)) pD(r)d:

=¥ 7 s (142 e
/ |

suponiendo que las esferas cstdn distribuidas mediante una funcién de distribucién espacial-

en {A.2) obtenemos:

mente homogénes, isotrépica e independiente del campo externo aplicado. Adem4s Ias esferas
no se traslapan por lo que la funcidn de distribucién se hace cero cuando la distancia entre
las esferas es menor que el didmetro (2a) y esté normalizada a I unidad cuando la distancia

entre las esferas es infinita,

() = {(l). si 0<r < 2a (43)

, 8l r — oco.

Integrando por paztes Ia cc.(A.4) tendremos:

<T>= %7'/ p¥(r)d (‘ﬂi—’l)

2e

=% [p“’( )"“

=7 [28) g (49)

[ (500)

el primer término de la integral por partes se anula, Finalmente tomando el limite cuando

q — 0 (z — 0) tenemos®:
. <B>=Eg (A7)

donde hemos considerado que la funcién de distribucién es de la forma de la ec.(A.5) y

i 212 _ 1

3D

3 Ver, por cjemplo, 1a Ref.22.




APENDICE B

En este apéndice resolvemos las integrales que se utilizaron en la scecidn 4.2, en donde
encontamos ¢l resultado de la aproximacién a bajas densidades. Sustituimos la funcién de
distribucién de esferas duras del apéndice A, en las integral del tensor de interaccién dipolar

impar a la n-ésima potencia:

_ [ JolaR) 7 ir(aR)
L= / dilar v h=[238ar (8.)
2a

2a
la funcién de Bessel de orden n esta dada por

z

in(z)=2 (—-1-‘-;%) Jo{z)  donde  jofx) = f:_.

por lo que la funcién esférica de Bessel de orden dos se puede escribir en términos de jo{z)

como:
ja(z) = ";' —"Jo(z) Jo(z)

entonces las ecs.(B.1) quedaran como:

o0 ( R) 2n oo
_ [senlq g4" 2 sen
L= IR (@minin d(gR) =¢"" zim dz
2 2a

donde # = gR y m = n + 1, integrando tenemos!24

G iaall kg OV LT3V I (=1 )‘“m)' *
I =4 @n-1z Z PN +Z ]
k=0 2¢a
G iiade ( 1) m+i

(2'" i c-(I)

evaluando la integral y tomando el limite cuando ¢ — 0 los 1inicos términos que nos quedan

son:

senz 1 1 !
time™ [ 5 = g [ v * @D
2ge
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por lo tanto

Io(g = 0) = (B2)

1
2n(2a)3n’
De igual forma hacemos la integral que contiene a la funcidn de Bessel de orden dos,
usamos la expresién para esta funcién en términos de la funcién de Bessel de orden cero y el
mismo cambio de variable, entonces:
%
b =g / D) e = 2 / i | jolz) o

z2(n41) dz z2(n+1)
e e qa

jo(2ga
3 [(2%()%%“_2("“) / ’(:,(j),, dz] -k
s

csta ltima integral queda como

7’ jolz) . 1 sen(2qa) 1 coo(2ga)
A 20 © TG 5 2ga)® T @t 5+ 2) g
IR S
Bnid@n+d °
por lo tanto ‘
I o aqin | 20(200) _ (Gn+2) sen(%5e) 1 __cos(2qa)
1= @)@ T @na3) (2ga)n (2 +3) (2ga)ntD
PR Y I
@nt3) o o

finalmente tomamos ¢ Hmite cuando g — 0

li_x.ta L= Tr(g—0)

(2n 9 [a 2««)'"] (2n =
sustituyendo el valor de o(g — 0) en la ec.(B.2) finalmente llegamos a

1 2n 1

(@n +3)20)  (2n +0) @a)a)?™ o (83)
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