
1 

1 1 

l·::-.;IYERSIDAD ::\ACTO:-.;AL Al'T0~0:\1A 

DE MEXICO 

F:\l.TLL\ll J 1!·: CIE\Cl.\S 

ELEMENTOS DE MATEMATICAS DINAMICAS 

APLICADOS AL SEGURO DE PENSIONES 

T E s s 
PARA OBTENER EL TITULO DE 

A e T lT A R I o 
p R E s E N T A 

FILAD ELFO LEON CAZARES 

MEXICO, D. F. 1990 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

INTRODUCCION 

CAPITULO 1 

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE LA ORGANI ZACION FINANCIERA 

DE UN HEGIHEN OilLIGA'fCJJHO DE PENSIONES. 

Pag. 

1.1.- La comunidad abierta de riesgos y su fase 

final relativamente estacionaria ....... , ....... . 

1. 2. - Prtncipales sistemas financieros del 

Seguro Soci;i.l. 

CAPITULO H 

MEDIOS AUXILIARES MATENATICOS 

2.1.- Gen~ralidades 3obre conmutuciones ..... . 

2.2.- Caso continuo ........ . 

2.3.- Tasa de interCs equiv~l~nte en caso de 

18 

24 

c.:i¡:.i tc1l L~ttcion i:raccionar la. . . . . . . . . . . . . . . 29 

2.4.- Conmutaciones formales y mixtas .......... . 33 

2. 5. - Conmutacione.::- generalizadns. . . . . . 35 

2. 6. - Conmutaciones Dinámicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 

2.1. - Curva exponencial de salarjos.................. 40 

2.8.- Elementos de la ~eorla matemitica de 

poblacione2 .. 42 



CAPITULO IU 

ESTADO DEHOGRAFICO 1'ELATIVAMENTE ESThGJO!lflRIO. 

3.1. - Definiciones y Teoremas Gencnde3. 

3. 2. - Conjunto de personas rl:lati vanii;-nl.e 

estacionarias abarcada.::; p(Jr un p.._'}gim•::n de 

pens!ones ...... , . 

CAPITULO IV 

ESTADO FINANCIEHO ffü[.l<Tl VAMFtln~ r:::;Tt.C lONAR!O' 

4.1.- Definic16n y Tcorem.J. F1mdamr:nl.:Jl ..... . 

4. 2. - Estructura mü.túm~tica de 1a.9 prím~t!::. de 

los tres principole~ sistemas finnncieros 

de pensiones en estado fiornnciero 

relat1 vament~ e:Jtacionario .. 

4.3. - Caso Jimit<'~ t"!'!J '-:l..;...: ~'! intm1::;:idncl de 

expansión p~cr ~h;l ¿;.:o:-.·Fh relativamente 

est.o.cion¿¡río igu;;lu 1a tasa de lr1te1·ú5 6. 

Degenerac1ón 

equi valt::u..:i.::. 

de la 

4, 4. - Relacione::; entre prlma.s 

ecut1<.:1~n <le 

y ri: . .scrvr1!:i. , .....••••.. 

47 

5?. 

63 

66 

72 

n 



CAPITULO V 

TEOREMA CENTRAL DE LA HATEMATICA DINAHICA 

5.1. - Teorema Central de la HatemAtica DinAmica....... 75 

CAP11Ul0 VI 

PRIMA ESCALONADA 

6. 1. - Introducción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 

€.2.- Férmul.:i de 1.:J. ¡Jrim.'l ... .......................... GO 

6.3.- Estado relativamente estacionario ............... 95 

BISLIOGRAFIA 



INTROOUCCION 

El actuario dispone hoy de un eficaz i nst.rumento 

matem:ttico para a~rontar los problemas de tlpo financiero 

y demográfico que afectan a las instituciones de seguridad 

social. 

Al mismo tiempo pueden darse cuenta de que el Seguro 

Social m.1.s que nunca tiene necesidtid del actuario, que en 

particular -en contra de una opinión muy difundida·· la 

aplicación del sistema financiero de reparto está sujeto 

-tal como los otros sistemqs financieros-

matetlltlticas, cuyo conocimiento y nwricjo son de lo 

comretencic. de la Cieucia Actu~rtal. Por otro lado, no e~ 

menos cierto que partB de su labor se bü!H"l 5obrc hipótesi.s 

de carácter económico P.!l.ta cuye. formulación bu.ncar-á la 

ayuda de la Economia, como t.amb1.én es cierto que los 

problemas engendradas en el dos¿1rrollo del ~oeuro ~acial 

nuestra t-poca, serán n.~suol t.o.s solarnent.t: e~1 concurrenc1 a 

de cvnucimi enr,o~i 

aportados por c!encla3 econó1H 1.co-social ee l' 

financieras. 

El propio tlctuario dC'l Sct~uro Socj .:t l dche ser an-ce todo 

matemático, es decir, dotmio d~ una rr,t;nt..::: fJexlble que le 

capa.el te pnr.a enfrent.nr nuevos pr(1blem.~s y, al mismo 



tiempo, para comprender ideas que de otras ciencias puedan 

contribuir a su trabajo. Esta inquietud aPierta a lo nuevo 

-facilitada por un ~studio más profundo de las 

matemáticas, incluida en la formación del actuario- debe 

distinguir al actuario materr~tico del técnico de recetas 

actuariales. 

Con base a lo anterior y dada la dif1 cil situación 

económica que prev«lece ~n el mundo actual y que de alguna 

ú otra manera repercute con mayor intensidad en pnises en 

v1 as de desarrollo como l1~xico, se tiene la necesidad de 

optimizar recursos de 1 ndole, financiero, 11Ullll.Ui.O )' 

material para hacer frente n esta problemátlca. Estos 

paises se enfrentan t~n casi t,(Jdns sus act.ividades 

problemas de e5trUL~tun.>. y de co;~untura. 

Entre los problema~ coyunturlll~s qt~t! ufcctan le. 

seguridad social en 1:~llos, dest.aca entre o-t;.ros, e.1 de 

financi:i.m.icnt'J. Est~ rir0tJ],.,rno "~:i rüsu]tadc, de que no se 

dinamizaran las cuota~ re~pectivas, lo ~ual produjo un 

lento crecimtento en los i ngresc,5; Adern.'J.5 se incorporaron 

nuevos grupos demandat1te:.1 de s-::rvic.ios y conscc~1entr:::mente, 

aumenta.ron lo!.' t;gresos; aunadog eston a la inflación y 

devaluación, St"! incrf;rr.ento1·on sensiblo::ment,e lo!":> gastor5 en 

insumos. 

En este trnbajo se uno de los problr.:lmns 



estructurales de la seguridad social repercute 

directamente en los coyunturales antes mencionados; para 

asi coadyuvar al desarrollo del bienestar social frente a 

los grande!I problemas que gener.'.\lmente son de 1 ndole 

económico. 

Bajo el concepto "matemA.tlca din..'\mica de la seguridad 

social", se entiende concretamente un~ m;1temática que 

integra los factores demogrAficos y económicos 6, 

respectivament~ las correspondiente5 intensidades 6 tasas 

d.e crecimiento de manera directa en lo!i valores bAsicos y 

en los mecnni!lmo.s de c.álculo. Est > hace posible establecer 

matemáticamente y por se.parado ll.1 incidenl~lli de cada uno 

de esos factores en r~l régimen de financiamit.mto; permite 

aclarar interde-pendencias, ·~l fon<lo d•:: los fenómenos, 

logra tran5parente5- des~1rrol los forzo~o~ inipue:stos por .la.::i 

circunstanciag y, f lnalmente, permite examin~r los 

repercusione:J que re~ultnn de la rerd iz:ació11 <lé 

detcrmlna.dEls r.-:edid<Js ó l1ip:itcfiis plant.eodas orlginalment.e. 

fil .':1-.:J..r.:ti_y_~ f 1,,1_nr\<1men_t.;il d::1 !~t~ :t.n,l):!.·'.!c~i<! ~~ .~ l QQ ..iilMJ:!!I 

Y .di!Jmill.:i;: lM .::.mi&TI•~~ mI•Jo.illllf•.l<J..Qfüi .ctJ.n·'n:J. .. G.M ilP~ .al 

~t.u:Q ~ P~9Jl~ .IJ+:HLJ.:.·2 .<J¡; i..c_:itJ ... U!~lr:·1~~'5 de ..:i..e&u:.id.ad 

SC!C.ifü... 

Cabe mencionnr a 10!1 actuar los que hnn trabajado 

runpliamant~ en este campo: Mario Alberto Coppini, A. 



Zel.enka, y de manera muy especial Peter 'Yhullcn, en 5US 

libro~: "'rechnique5 actuarielles de la sécurité sociale · 

publicado por la O.I.T. (Organización Internacional del 

TrahaJo en 1970.), "Die Mathem1Jtik der so"i<>ien 

Rentenversicheruns: unter ll,ynamif>chen Bedingung{"n 

CElnführung mi t. Anwendungen in der Pri<xis), 1982, v¡¡;Rt.AG 

VERSI CHERUNGSWIRTSCHAFT E. V, KAP.LSRUHE • (HEFT 13) . •;u<• 

ni.rvieron de base para la elah0ruci6n de este trabnjo, as1 

mi!Jmc sus conferencia~ dictadas ~obre el tema, 

Centro Interamericano de EsturUoo:: cl0 begurida:d 

CCIESSl. 

en el 

Social 



CAPITULO 

ALGUtlAS COllSl DERAC! ONES SOBRE LA 0RGAN1 ZACT Otl Fl NANCl ERA 

DE UN REGIMEN OBLIGATORIO DE PCNSI011ES. 

La opora.ción bás..i r:::a del seguro en g~nl'-!ral ez la dr::' 

descontar·, con rospecLo ;)1 t...iemp.;) de ob;::>cTv,1t:;j 6n, valorQ-5 

pagado-ros en el fut.t.tro; solament.e as1 valor o~; qua Vt;Jncen 

de capit.ali:nci6n: 

da- int.eré-s, CEn el 

V =-'-- ~ donde ... 
~ondo no sa traL~ d~ 

e$ la t...asa anu.::i.l 

la operación conocid .. i. b3ncar.i.a de '"d~:;osGont.ar" un.a. lot.ra de 

fut.uro por o ;i porson.<)s, d,;.?ntra d•~•l c..:.'rilr..,i.to de seguro. 

El !'inanc1atnlento de ,un r~glnu:•n d-a Sí::"{]Uf o dé? pensionas S•? 

roa! iza en el .1 nt..ur l eir de una bi er: dt>l-():- wl n<t.da ''ComtJni dad 



de riesgos" sobre la base de la ecuación de equilibrio o 

de equivalencia entre los medlos existentes en el momento 

de observación (la reserva V
0

) más las expectativas df;o las 

cotit:aciones futuras, por una parte, y las expectativas 

las prestaciones por otra. es decir: 

f Rescn·a 
inicial 

1 yo 

Expectativa dell f 
asegurador a 
las futuras f = l 
cotizaciones 

Expectativas a l 
futuras 
prestaciones 
de asegurados f 
y beneficiarios (l. l) 

En un régimen de pensiones de derecho privado. 

cuyaexistenc1.a no esta garantizada por la ley, la ecunción 

de equtvalencia debe cumplirse dentro de la comunidn<l 

llan:ada "cerrada de riesgo~,,·, compuesta por los efectivos 

de los ben(;f iciarios de 

"Pen!ii6n, existent.e2 al momento. de observación, 

orsunización f lnancjera es entonce:l concebida de tal 

manera quo, er1 principio, en cualquier inntante en cago de 

di~.:::ilución premat.ura. del rl-Simen, las reserva::. sean 

suficient~~ Pñrn: 

i) pagar }meta :JU extineióll lü.;; pcnz lü!H:"S --:n curso de pago 

y las -pensiones a ~obrevivlentcs qu~ podrán originars~ ~n 

el futuro en aquellas, y 

ii} entregar a cadb a!legura.<lo o.cti •ro una indemnización 

igual al equivalente actuarial de SU!J "derecho2 

adquirido2'·. El :.si~t.ema finnncicro es el de cobertura de 

2 



expectativas, es decir de capitalización completa. 

En contraste a un régimen de pensiones de derecho 

privado, estamos autori:~adcs a suponer que en un régimen 

estatutario obligatorio de seguro de pensionE:n posee la 

calidad de "perermidad" es decir de duración ilimitada. 

Esta calidad lleva autom.\tiQamente a la i;.Qlll\llll~~d .!!k1llril! 

~ i:..1.s:.s~. la cual se compone de: 

(aJ.- La generación 1n1cidl, es decir del conjunto cerr~do 

de lo::, ufcct \vos d1, asegurados y beneficiarlos en el 

sentido explicado, existentfJS en el ln:.t~n");P, de la 

observación; y, 

(b). - El con Junto abterto de touas Jan generaciones 

nuevas de a!legurados, juntamente con lo:.i ben•,1ficiarios de 

pensión que en ellas so orig1ni,ü.:ti.n. 

La ecUDC:ión de equJ.va!cncla deberá cumpli:t•se dentro de 

la c·omunida<l obj o.rtti. 

A(t) , I1t~~~~c~ por cotizaciones (prirna5) referidos a 

mitad del afío t. 

B(t) , Egresos por prestacione,g referidos 8 ml tad dP.:l arfo 

t, 

V
0 

, Ro:le:rvn inicial. 

i. , 'l'ns:a de interés amtal. 

r (l+l) , Facto,. de ºªPitall?.acióu. 

V r 
_, 

Factor de dc5cuento. 



Ent.onces se llene que: 

"' 00 
V2 

V +E A 
vt + l/2. 

E B<t> v" (1. Z) 
o (" l=O t=o 

expresa matem.1t.1camenle la ecuación do equilibrio o 

equivalencia (1.1). 

El ~clocar las operaciones de un seguro en una comunidad 

abiert.a de riesgos consli t.uye ol fundamanLal elamenlo 

dislinlivo de la organización financiera de un régimen 

est..alut~ario obl tgalorl.o de pensiones frente la 

organización financl ora. de tJn régimen da dorecho privado 

sin el privilegio de la peronn1dad. ?u1 u1it..., ¡-.::..~;::::;::- ~l 

oslrccho marco del slslmn;1 fl. nanciaro de ca.pi l..ü ización 

condiciones doni.r:'-gr·:tfl.CZ'_!; y ac•:inóm.ic;is; del país y del 

f1Jt.ur.as. 

El t.ratain:. enlu m.alemáLico en comunidad abi er La implica la 

adop..:ión do hipótesis qu~ co-dt;it.erminan Eo-1 desarrollo 

demográf'ico y oconóm1 co del régimen e11 un 1 ut.uro 

111mit.ado. Las hipólF..!Sis de cará.ct.er- dcmográ.fico se 

refieran de preferencia a los asegurados act.ivos. es decir 

a los cot.iz."lnt..es, i1)cl uyendo Lam!.:i! f.?l'I. ..._ lu::,. •~s;.:;gu;;:;.:!::::: 

latent.es quienes a consecuencia de aporL.""\cionas ant.er-iores 

han adquirido derechos sin lodavia habar ortgiriado una 



p1estaci6n. Las poblaciones "s~~cundar tas" dn las 

diferent...es cat.egor1a5 de beneflciar1os:.: los p~nsionados 

por invalidez o por vej~z y los benefici3rics de pensiones 

de sobrevivencia. se orJ.ginan di.r~<:"l.;i o indircct.ament..e en 

el conjunt.o de activos de conformid=-.d con las bases de 

c~lculo adopt.adas, y su desarrollo propio est.~ delerminado 

por causas de elimino.cióri, como la muerte, segur.das 

nupcias, &1 alcanzar una ad3d prescrila ole,, con las 

corresponUl~~~o~ de el t rninÓici ón cont •::mi das en di chas 

bases. 

Entro la.s; hlp6t.us1.s que al cr.~·::Lr.:"J 

selecciona. L'\ al t..ern1.1.t.i v;i '.il mpl~: y usual • qt.ieo so 

coricent.ra sobrP. el l.anu:.t'\o y 1(). di~;.L1·1.h1;ciori por· seX() y 

edad de 1 as Q~!!!tL?'~~~.i!.. ~Y~2.• t1tientxa$ qi.,;v el 

desarrollo de la "pot.::l.aci~·m inicial" oY-.b;;tent.eo ;i.l t.~empo 

de observac16!1, esl.á en.l.eram~nlo dot.cr-minod..:i por lrts bases 

do cálculo co11oci d;\~. 

<'l. un t.r¡11..o 

se senl.irá otüigado a ;,drntt..i.r· que l~• d1!o>t.:-l.bt1ción 

t.iempo sufic1ent.en.oi-.l.ot~ lar·go. Esl""- :-'1.l~rn~t.1va pormi.t..a 

y Las 

gHncra.ciones fut.uras con la vonlo.j;1 de podar variar 

5 



fAcilmente las hip5tes1s relativas a las generaciones 

futuras y examinar las incidencias de las diferentes 

hip5tesis en el financiamiento global del régimen. Al 

mismo tiempo podri>n distinguirse claramente dos fases de 

desarrollo de la comunidad abierta de riesgos. 

-Fase inicial. Al comienzo predominan la generación y las 

condiciones iniciales, pero en la cual luego lu influencia 

de las generacion~::. üUí:I·~·.:...::; =e he-:~ .;;~nti r 'POCO !'r)t"Jo 

hasta que la población activa se componga únicamente de 

supervivientes de nueva!J generaciones y se alcance un 

~ r.tlilillrn!iln.l<e. !;J.:l..t.aJ:.iQlJ.!!r.iQ.... ;-..:; iliwi.r.. !lll ~.&..lio llll 

~ u .o.1J!:U.Urns:.i6n r_¡¡WiYn P.JJ.¡ .:l.UQ y fil'"'-d m xiu:1J1. rna.:_;_ 

e~t5do '!ll~ ~e extiende pri.mcro u la población e.ctiva 

luego gradualmcnV' 

beneficiarios. 

1113 poblo<'!iones !3.ectmdarias 

y 

de 

··Fase final. No lJmitntla en el tleinpo, de e-st.udo 

relativamf:nt~ esta-;::ion;:u.-lo. 

En lo que prBcede se ha concentrtu.lu i';l. u1.o.-:;-.._......... :.:::-'b:-4:." ] ,... 

los ingresos por cotizaciones, los eercsos por 

prestaciones y la reserva -si exJ.ste- cn!cen o, en 

términos generales, vnrlan con un rniBmo ritmo, e!l decir 

6 



con igual t.asa de crecimien~o.CCñp. 111 y lV) 

Est.ados relat.ivamenle est.acionarios -lo mi.smo que los 

absolulament..e est.acionarios ut.il1z.ad\,,1:. antes·- const..lt.uyen 

modelos t.aórlcos de cálculo. ql1e si.n embargo a rnenudo 

reflejan con bU.:Jna aproximaclót1 la t"f-taliU.;.,d dur;:i.nt..~"J 

per lodcs largos de t.i empo. So estudio hace vi sí bles 

int.~rrelaciones y Lendenci..'l.S <:i iaL"':J•..- '..Cr~~i •1r1. qur: conv1 f'!n* 

t.cnorlas en cuent.a on ut'1,'?\ sana p1:i.llt,ic;3 de- la seguridad 

social, y, muy en part.icul «r, dt?l s~gu:·o de pensiones, 

seguro a largo plazo. AdE·mA$ est..oo. modolos p~rmit.en poner 

prueba cualquier v.ar·ian!:.e "1·a.c.ton;'ll" de hipót.csis 

ar:1opt..a.d4-...::; de carAcLú1 dcrncar~flc:o o ocor.ómico y medir las 

:-opércusionos do l.<". pc•siblo rca11z~clór) cln la~ rnlsmas. \').::¡ 

est.a manera ol. d·Jminlo malcm.\l.!.c:.1 dF~ la~ caract.er1st.icas 

de un régimen de seguro en tJn os\.odo reolat.1vamente 

ost.acionario, se conviert.e un impor l..<1.nle in~t.rument.o 

p;,.?·.a t.oc\ar dGcislcnc-s en la pollt.1c.a dlti' !..;;.. =,....-:::;•rrl.dad 

social. 

7 



1.2.- Principales StsLemas Financieros~ Se-guro So~ 

a).- Sislema de Prima Media General
1

. 

En t.anl.o que el_ actuario dt."!'l seguro social confiaba er. 

bases esl.At.icas de calculo, la adopción d.·; la comunidad 

abiert..a de riesgos junt.o c.on el deseo de fijar t.asas dl:"J 

cotizaciones const..ant.es desde el inicio pa.ra t.od.o el 

!'ut..uro, llevaban rorzosamcnt.e al ±t.i.::.:...,.,.,.;,, ~ ~ ~ 

En t.iempos pas;i..dos ha sido al sistema 

predominant..e de f'inar,cla.mient.o dü los snguros obli gal.orlo~~ 

de pensionas. C al J'Tl.Onos t..e61~tca1r.ant.e ) on la n:.ayorla deo 

los paises lat..inoamericano5, tnclus.o el slst.ero..:." firiancii?ra 

Sean: 

V , Reserva iniclal. 
o 

,,.,.,dic.. - Oblo!">uln 

do \no 

un\.form'1 
i.ndi.viduog 

Dl.cho de 

bj.gi.co y 

p'!l'nui.or"""~ por 

QO vl 4.161po.cio. 

con\omporáneoo 

olra .'TIO.nara, 

p~ng~Ón po.ra 

\r.Vo.l\.d1t:z por V<IJ9'Z. manlu¡,r.o 

porconlo.JG i;iuoldo 

'Jo:'"'"'T"'"''Ón 
con di.forenla'o: edo..d.o, ngugo do ~robo.10: duro.nt" 
•l li..itrn;>o quu e:i.tán obli.90.doQ a. cuhrlr i.U>li cuolc.o. 

to<J pnnt:~pl.OGI la 
prlmo. 11W1dta dlfürQnlo poTQ\JQ \a mod.i.o. 91»noro.L .angloba 

lodai.:r lo.o genfil'"OC\Onoll; doctr, ol. porc'<r•l<1J(> po.rn 

\nd\v~duog do cuo.\qui.Uor gur>GrO.ci.Ó1"1. 

8 



ñ , Prima constante. 

s(L) 1 Suma de salarios en elª~º t. 

ñ,u ~n)= A<L)' Ingresos por cotizaciones 

referidas a mitad del ano t. 

(primas) 

B,l
1 

J Egresos por cotizaciones referidas a mitad del aNo 
t. 

Entonces tenemos~ 

Vº+ ñc \) t. s'l L) VL.-1/.2 

Ecuación de equilibrio de la prima mcdla g~neral; de donde: 

"' E Bm vt.•t./2 - V o 
ñ (" 

o ------· 

El sistema de prima media general perrnl -Le trasferir el 

exce90 de carga f innnciern causnclo por 1 a población 

aseg1.1.r<.J.da inii::lr.l de una estruc:t.ure de~•fnv<Jro.hle de ednd & 

todas lag gen<~raciones futuras 1 eDtnhleciéndose de 

estamaner<.\ lo q\1.e se puede llamnr lrl solid<~ridad de 

generacionf..!s. 

La aplicación del ~dstema <it= J:.11.:.!.;.~~ r!'.r-r1; n rrnneral, un 

régimen nuevo de pensiunus 1 puede a una 

acumulación considerable de capitales. 81.n embargo, é2ta 

no es una caracterl stica. necesaria de <lloho si~tema. 

financiero, si Ui~n q;;.c l~'!. 1'"1t"'r;dia de que seu asi y que el 

sistema de prima medin e;eneral equivalt:: on el fondo al de 

capitaliznción completa, e~tá muy difundida tanto en 

Europa como en las Amórican. y esto a pe~ar de que este 



error conceptual fue ac J. arado hace 60 atíos por e 1 

matemático y actuario A. LOWEY2 . Ante la persist.encia de 

herej1as de esta naturaleza parece opo~tuno disipar la 

confus~on de concepto3 mediante un ejemplo simplificado 

pero de significado actual: 

Imagínese que s~ introduce un régimen nacional 3 de 

pensiones uniformes de vejez en una población 

estacionaria, cuyo tamat'f 1.> l' c:¡tr11~t.t1?.'!! ;-or se Av y edad 

permanecen constantes. El derecho a pensión se origina a 

los 05 af1'03, pero adjudic!.indo la pen5it".ln también a Cl'tda 

persona que hubiese alcnn:::ado o nupcrado la edad de 65 a 

la fecha de entradn on vigor del régimen. Asimismo los 

cotizantes son p~rsonas cn1,re edades 20 y 6•1. y la 

De acuerdo con la estruct~ra supuesta de la población, la 

suma de los montos anuales de las pensiones en curso de 

pago es constante como 1'1.1.~':':!.~:. d.cl. tiempo, lo mismo que en 

el número de cotiza.nteg .v, ::l''Jr ende, tar11bien la cotización 

anual per ca.pita del cotizante. En consecuencia, la prima 

2m•dia.,..,l• •j..trnplo LNalruc:lLVO p<.i.blicado •l 
VERSJCJIERUNOSLIOCIKON ( Enci.clo~dlCl. de f;¡.i>Q<Jr<'><> ) •.!-.:- -.;..;., .... w 

(fP'Z~). 

3so di.co qt.to un OQg1 . .or.::i do carácter nacional cua.ndo 
a.be.rea a. lodo. lo poblo.elón du. un pala. Sg dlco quo do 

c:ara.ctor Inlegra.l, cunndo lodoe tau raTnOQ ®l Sloguro 

encuontran admi.nu1lrod.::ia por un •oto lrwhtulo o.oogura.dor. 
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anual de reparto queda sin carnbio desde el inicio del 

régimen y es por ct'eflnición idéntlca tt. la but>cada prima 

media general, 2in acumulación de reserva al.guna. 

El ejemplo constituye el rnodelo aproximarlo d-:; un regimen 

ya, maduro de pen.sioneB, que por causar. ext.ern1.1s ha perdido 

pr:tcticamente sus reservas, que financiernmt·•mi"-: d&t~u 

comenzar de la base '"cero" sin poder suspender las 

pensiones ya concedidas. 

El sistema d~ prima media general no pu~rle ser 

identificado de manera univoca p0r el grado de 

cspitalizaclón, ni d~ manei.~n lnmcdiet.a por (·1 grado de 

dependencia de fltctor(-:-5 dernogr:d' ic0!3 y {~conómicos, 

caracterlsticn~ de importancia en el .::tn~ll~i~ d~ reglmenes 

bajo condiciones dinámicas. Exi~ten empero t.res sistenms 

financj ero5 que se prestan 

ilB_tfjfil& .d.~ Z:fillli.l:.t_Q .:ÚfílPk Jl 0.l .!}~ J.:~:i!~'lr\¡\2 !lo:! ~_íU?l~~~ 

.c.~titllt.i..Y.QJl4 . Adem.-'í..s, los tn:s zietr..:mas fin.<inc!.c1·.::.:. 

social, e1 dú repar1,ci simple.::, gr&Jo "cúr<>" y, entre l".)5 dos 

1cap~tc~-=nl1il-::~-=-~ -~-~:~::·-·:--=:--~~~-~~>::-i:. -------
do»rl4t .a.l pun\o d:~ VL<!1.G nc\•JOrla.\, p~o. ~'1r-o.nti.:.Z.at- ol pa9.:i. 

d-o "u rQnto. a ut\ ¡i<tl\<a~o.-..:.1..:!u 

11 



ext.remcs. el sistern.d. de reparto de cap1 t-ales 

cons:.ti tut.i vos:, un .grado int.ermedio de capi t.ali ;?ación. 

b). - Sist.~m.a. de Cobert.ur-a de- e-xp€!cLal! vas en Comuni U;,.d 

Abierta de Riesgos. 

Eslt:t sistema clásico es bien conocido y ba:;t.a. presentar 

un ejemplo :=:implificada. Se supone que todas las entradas 

de aseguradas al régimen se realizan a la misma edad x-
0 

y 

que la población ase"]Urada ~e compon9a. P.xclucoiv.<\men1.e dP 

generaciones ingresadas a la edad x . 
o 

c.-,,da generación 

finanela por <>i ~;01 ... s11 rrnpio seg11ro: primero se acomula 

una r-eserva qu(? llega .a su tn:'1ximo. cu;indo los asegurados 

t.od;;ivla activo:;. c!v l ... t c:;n1H.1raci.Jr1 alcanzan la edad (.k.-

pensión de vejez y c<~~an en ol pdgo de las cot1zaciones; 

de ahi en adolant.~~ se cons1.:mo gradualntCnL.e l.l. reser·va de 

la gen~rac.i.6n ha.sla que las úllirn.a!; ponsion<.:o~. incluso las 

entrado nueva.~ gena-r.ac1one--..::; de SIJ•.Jrle que la absorcJ.ón 

paulal.ina do las rosorvas do gc-neracio:1es: ii..nLcriore!i no 

solamenl.r:o se compensa s.ln<:'.l quD la reserva gloi.:Ja.l puede ser 

12 



f Expectativa a las 
sumas futuras de 
5alario de una 

l generación que inicia 

a la edad x
0

. 

l f 
Expectativa ·a 
prestaciones 

= futuras de la f l generación 

El valor d~ ln prima de cobertura de expectativas, igual 

para toda generación nueva, no depende del tamaNo de ésta 

v es, en consecuencia, t.ambién independiente de una 

eventual expansión o regresión dd efectivo de 

X0 y en alto grado de la tasa técnica de interés 

escogida. Tanto las pen!3iones nuevas, como las que están 

en curso de pago no pueden SBr ajustada!j -ni siquiera. 

parcialmente- a un nivel gencr,"::ll cree.tente de salarios o 

al 1 ndice d~ precios, a no ser que se dl ~poneH d~ medio::: 

suplementarios (como, por cjemrlv, exccdent".!5 de gana.ncir1 

de int<}ré.S o ganancia por ret.ra~;o d..-! de 

pensiones). Debe r~cordarse que, par~lc1am~nte al aJu~te 

de las pensiones, deben ser ajustadas las re~crvas de las 

cie los actl vos qi;w r~spa 1 da l 03 

dc!"echos tn cUr!'io de a.dqui!3ic1on. Aún cuando ~ste sistemú 

financiero no se aplica en la pr.'lctir..:1 d0 los seguros 

sociales de pensiones, la prima cobertura de 

expectativas P>i rv-:- ci:-;.;-:: ::--.cdclv J~ t:u1111~arttcion y su 

e3tru'ctura formal mát.err~'-tica hi1 ndquirid0 una inesperada 
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significación en el marco de las nuovas malemálicas 

di nám.icas. 

c).-Sistema de Reparto Simple, 

En el sistema de reparto. en sentido est.rict.o, se 

determina la prima de un ario de lal manera que 1 os 

ingresos por primas cubr;.n exaclamenle los ogros.os dol 

a~o. dejando evenlualmenle una reserva para fluctuaciones. 

Por su misma naturaleza la prima de :-cparto esta en alto 

gr~do co-daterm.inad.a por la relación entre el número da 

pensione!; cur-s;o do pago y ?.! nümoro du cot.iz.ac!ones 

act.ivas. es der;ir por el 11Mn3do ~. g_g_ ~"ª-. 

dnmogr~~ El p~g~.:o ::(;.wittnuado de la"'"~ pcnsion.~s no (_•sLá 

cot.1zac1one~ 

antor !ores de los p:·opios bcnofir:ii\rios, sino 

exclus!.vaJ"nPnt.e por las col1zac1011es do lo!:; ;1ct1vos dr~· J.a 

ol do l .;i. .-:-01nuni dad abi c-r La, 

P.stabl eci édose de este modo una eslr.:cha "s.oli d.).r ! c"lad" d~ü 

con_iurit.o de a.c:t..iv:::.'.:; .J. f:i.·.-ur d.~ los. b1::c"neCiclar1os.: di'! 

pensión. La r.olor!a dep•?ndenci.1. del sistema d~ rep;l.rlo de 

variaciones demográficas de los cfecl1vos de pE>1·son~5 

afectadas por el régimen de seguro, contrasta con la 

lnsensibil!da.d de la priíl'.a de reparto, calcul . .i.da bajo 

condiciones económicas estáticas, con respecto a aumontos 

posleriores dol nivel general d("> $alar!05 con ol ajust.o 

lolal e inmo-diato de las pcnsionP~. 



La mencionada pérdida, de hecho de las reservas acumuladas 

en grandes regi nH::rws nlicionales d1?.l secura de pensiones 

causa de guerra o inflación, acoplada con la introducción 

de pensiones ''din~micas··, ha contribu1do a la importancia 

actull] del si.::ternn de reparto í;;l'i t:l ~tguro obligatorio de 

pensiones. 

d}.-Sistema de Reparto de Capitales Constitutivos (Sistema 

de Cobertura de Capitales). 

En este slstema, la suma de cotizacl.onas de un al'ío debe 

cubrir la suma de los capi tñles consti tu ti ,,.os de las 

fil~ pensione!! v.cordada5 en el arío. Los dorechos 

adquiridos de los useeurados activr.:is no están respaldados 

por r~serva !ilgunu, es decj r, también el siBtema de 

repl\rto df:! en.pi t,ales con!!ti tu ti vo.s se basa en la 

sol 1.dllri rhH·\ rl .... 1 .. ~. ~~::-:-:-;~c:.::r..:;:; ..:!.:... .. i.1.•-· U'J ltt perenn1CJ.act 

del rée:lm~n dr·l. ~-~~:t~:--.;,. 

El va1or de lé.1 pri:na anua] depende de U.t relación entr1: el 

núrr:ero de nuevos pensionados df'.J Df'in y i:-··1 d~ coti::.::ntc.: 

act l vos, D.'3, wln E>mha.rec, Ticno.s nfect..a--10 por vari.1.:1:cionu~ 

de1r,ogrtifica.f.> que ln p::::!.ma df~ r0parT.o sirnfll'.J que:, adenl<'\S. 

depende de varlactnne.s l:'!n e) nc:rw~ro df.:, pDn~;lon-r:s er. CLlrso 

de pago. En lo qUD concierne a la capl.~ ld?.d de absorber el 

costo del ajuste de pcn~ione>:. a variuclonc:s del nivel 
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general de salarios, las nuevas pensiones acordadas en el 

arto pueden ser ajustadas enteramente a ellas, mientra5 que 

el ajuste de pensiones en curso de pago exige medios 

suplementarios. 

En con:ec~enci~. ~~t~ ~l~t~mR de rcpnrto de CDPitale9 

con~titutivos mantiene una posición int~rmedia entre el 

sistema de reparto simple y el de cobertura de 

expectativas; demoeráficamente menos sensible que el 

primero y en cuanto al ajl.lst.-~ de variaciones económic.c~s, 

menos que el segund0. A esta pogición intermedi¿1, 

reforzada por e) ya aludido grado 1.nt:ermodio de 

capitalización, debe el sisteml! de reparto de capiU.ile5 

constitutivos su rol imp~Jrtnntc -al lado del sistema de 

reparto simple- (!!1 •::l segurc de pension".?!3 de hoy. 

e). - Anotacione:.1 r~lf1t.l\'é.1!:. al Si!::.t.c:i1.J. Ce Peri ,'Jrft"'I~ d~ 

Eqttilibrlo. 

En -:-). ~i,...t,:rr•F:I d~ "p~·rí orio!-l dfc: enuilibrio... el tiempo 

fut.u...-o se dividli en p<=.r1odos de dL:.raci6r. det.·~roinada -rJor 

ejemplo de 10, 5 6 hasta dP un arlo o, en el extremo 

.:•puesto, dt~ dursciún i lini t,c.~db-· fijn:1do r»:n·a cada periodo 

una prima const..antt! en 1.:i rr:i~m•• Jr! tnl manera que a.1. 

final del perl odo y de~:puó:1 del pagc> de lu:J PP.:!:'..tbci()r\i!f; 

correspondientes quedn urw re:lerva prescrita. Esta reserva 

puede expresarse en unido.des de egreso anual o de <'Jtra 
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manera apropiada. As! la regla, "la réscrvft ;JI final del 

periodo debe llegar a su ~ximo en base a la prima en 

vigor", condur:e al conocido sistema de 

=Qll.l.Qru¡_ill!.a5 . Con todo, al proyectar el régimen hacia un 

futuro ilimitado, es prácticamente inevltabl(!, también en 

e!lte sistema, prever un último perl odo de equi 1 ibrio de 

duración iliml tada en un relnt;ivament.e 

estacionario. 

El disL~ma de v~riodoa de equilibrio cons~ttuye eJ sistema 

general bajo cuyo "techa" -por decirlo as1- se podrá 

clasificar la inf inldad de sist~ma5 financieros, mediante 

la elección apropiada de pert odos de equilibrio y de 

reservas al final de cada uno de ello3. 

5La. 1,.nfQrmac1,.Ón <;;orrcu~pond1,.onte 

pnuaonlo. en nl <;;apllulo Vl. 

17 
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CAPITULO II 

MEDIOS AU)(!LIARES'MATEMATICOS 

C.l. - Gcneralidades-~bre conmutaciones. 

Dado un, 6r den simple de personas de edad x, ~ ,[.x} • x
0 

~ x 

5 w (donde w es lal que lx =O). a la edad x
0 

corresponde 

el t.iampo t..
0

=0 y a la edad:'-'::: el l.iempo t= x - x
0

. 

Si se paga a lx de edad ~ el i mpor Le "1 ", enlences el 

valor actual de csle pago en el momento t
0
= o. es: 

. .x-x 
lx V o 

EsLe valor reprosent.a la expect.aliva. para lx personas, 

que se relacionan con el pago de "1" al llegar a la edad :x 

lx 
o 

!x 'I 

·.< 
(,:z:, V o 

La inlroducción de las m.:\Qni Ludes O:.:: = lx V-.:. se revela (,_ie-

una importancia decisiva par.'\ los cálculos actu.ari.ales. Su 

uso pormltt1' un cálculo s1mple y el.aro. Ll3.mc•se a ~··~ el 
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número doscont.ado do sohrovi viente~~ 

Rr·imer· órden que corre-spor:de al órden ~l:.>r:~. 

Sea x una edad fija cu:dqulo:>ra .:'d pr!r-.c.:.p;o d··· cada ario, 

lLl población inicial cc.menzando por ei f;r::.~pio lx y 

terminando con lo~ últimos sobrt-~vivicnt.E•s d1~l órder. dadc. 

La suma de los valor ~s ar;tual es d.,, Ps t,...,._~ l',""'J,--,.-, -:1 v.!. ~:1 d:::.::.: 

por el número l-:x. de la población inicial. r·~·presonta el 

valor actual ªx de una renla vil.a.licia arit,1cip~·:ta anual. 

pagadera a una persona de edad x . Es evl df:o>nf.e que ªx es 

~ 1111---1_ (D X+ D + 
X DX X+t 

de las conmuLaciones de primer órden: 

v-X-l 

N,., E D"' O + D + D 
11.+t. X-t-2 

+ n 
- \1-f. 

Por lo LanLo: 

Conmulaciones de órdcn superior: 

Tomando en consideración los cálculos anleriores, es 

necesario introdui.--:ir también conmut,,.cion~s de órden 
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superior a. las del segundo 6rden y qu,~ se dcsi gnan como 

sigue: 

La Conmutación de lercer órdan: 

La s1guie•nt..e pr_~sent.;.1.ci.ón, se do::;prende de la def1nu:-ión 

ant.erior: 

+ D ... + ... + D 
v-1 

O ~ D + ... + D 
)C • 1 X .. 2 V- l 

+ ... + D 
v-t 

Operando se oblian& qui::t: 

Cl+l) D X + l 

Conmulaci6n do cuarLo 6rden: 

+Cw-1 )0 
v-t 

Según el m.lsmo sist.em..'1. tr!jngular, SQ abtienli' 

zo 

CZ. D 



Y, final menle: 

T • D • 
X X 

A part..ir de: 

D ... 
<t+i}(t•Zl 

2 

E 
t:.o 

D 

D 
x•Z 

)!+l 

Cl+1)
2 

+ (t+1)= Cl-t-1) ( Ct.+1) .. 1)] :..:: Cl+1)(l-t-2) 

Y aplicando a la misma C2.1) se obLiPn,:- la fómula útil: 

E e t. +1) :z: D )( ... \ 
t=o 

Jusl.ificació!l.2.... 
\1-X-t 

Se sabe que, 2 T x E 

sumatoria os lineal entonces : 

2 Tx + E 
t::ú 

Por lo lant.o; 2 T ~ - s7"; 
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.a'.J. - .A menudo se designa la conmut..ación de segundo 6rden. 

llm.ttacia P n af"íos, por medio d~ 'Jh sJ.mbolo propio: 

N ::;-nr. D)( + ºw+i "f" DX.•2 + ... ,.._ D 
X• n-t. 

b).- En caso de ~ue el órden dado ~v1rn1ne a una edad x ~ 

µ.·. fija (i.;<da, -como ocurrre con mayor fracusricia en los 

órdenes de los act-ivos-. se ut...i_lizarAn aqu1. t..amb.ién laz 

siguientes ~oLaciones: 

Nxt::µ) "" ox 

sx(µ) ; t,,jX(I-"'; 

+O +D + ... ~o 
~·t ~·~ µ-~ 

Cuando no hay riesgo do contusión, usualmont.e se om.it.!rá. 

el subindice (µ), 

En la si~'!!~i1l.e secclón. se obtiene d~ un.a manera simple y 

par a el ca!>c. ccnt.i nuo, una relación entre un.a conrnut.aci ón, 

de un 6rdan superior cualqvicra y la conmut.ación do primer 

6rdcn D 
X 

e), - La esoncia du Las conrnutacionos 0s part..lr dü 1..1ri~s 

conmutación ba$e, q1Jo es función del Ltem~ L> y obt.cner 

por sum.¿i..s: subsiguierit.~~$> l.as conmul¡\cionss do Orden 

superior. es decir; 
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d).- D~k1 ::,k~zil ,E{T+i){T+2),,.(T+k-2} D~~~ 
T 

FórmulB que expresa la conmutación do órd(~n k ll través de 

la conmutaci6n base. {para ctwlquicr k=!~i j. 

Para k=3 

I:(T + 1) (r q--:} ... !T n~-2) D.~:: 
T 

: !;(T+l) D" 1 , de 8Cllel'dO (l. (2.1) 
T T.,.l 

Se supone vál.tdo Pó:r;~ k::::s, es decli-; 

D~ª 1 :::<A:~n! E(r+l)(T+2) ... (r 1:::,-2) n.:~~ 
T 

Por demostrar que vale partt k::.:.s-11. 

P.D. D~u•tJ =,¡;¡~o! ECT+l}(r+2) ... (<--ts-1) D~:~ 
T 

recuerde se que: 0
tk.l 

X E entonct-f'.; 

o's•i l 
l( 

e). -

E 
l=O 

' =;;:;:) 

l~O 

D)(.~B);:: E~j! rc-:-~tl(rt-2) ... ('Iie,-2) D~:~ 
T T 

(l)~zi! E(T+l){T+Z) ... (-:-+s-1> n~:: 

J':(ri·l){1+2) ... (í~-s-1) D~~: 
T 

Factor de corrección emvlen.dc para ohtenür el valor d.e 



<m> 
ªñT a partir del valor -de !i-;;¡ que se auxilia de la 

siguienle relación : 
<m> 

ªn1· ª-:-;:;-,- e 1- vn )dtn) 

f"), - Valor de a.proximación par..:i. (?nril: 

(Jcrn1 • 

independiente de la lasa de inla1és 

fre-:::ucn:::i.;;. es suficiente. 

2.2.-~ conllnuo. 

Si se considllra Lx como f"uncJ.ón cont.1nua do la odad x. 

"' 

La conmulacl 6n_ cont.1 nua 9!:! ~-.!-! .. m:!n..9.2.. o~ 

por 6
: 

dt 
• L 

o 

dafine 

Di:.? manera análoga, las conmutacic.meo;; conlinuas de tercer 

poro ll•Vando o.rnbc. un guión. 

cor.linu(l..p 

t:orimutac:i.~n~a 
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j/ cuarto órden, 

,. 
~X J ' ' 

dt. 

() 

" 
J SX>-t dt 

Definición recursiva di:: l·.l cor~mutaclóa c<H<t.inntt de órden 

k: 

e ro-! k-1 l I D-¡ k-tl J .... d(== '.>.. + l 
dt, 

Las conmutacioneu de tercer y cuarto órck;n también pueden 

expresarse por una integral que nfecl..ft ln conmutación de 

primer Orden 

sx mi 

D: 
" 

J Ñ{d{ 

X 

J(i;"-A/De 

Jdp I º'ªr, I D(<Jr, J<W 
" " 

w-x 

C.~-:-: I Dx dt (2.2) 

o 
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De modo análogo se deduce 

just.ificac1ón: :'::e> +..1 erie qua Sx Jc~-Z>D~ d( y con10. 

J se 
" 

T ~ 
X 

d~ -

1 

J s,, df, 

J r -jc~-.:WD{ 

X X 

w 

N2' f C{-x 

En general: 

J conmul.ac.:. on l 
de • 1 órdc-;) k f 

en t. onces: 

d~ f c~-x y2 D{ 
. 2 

)' ºe d{ - T,, 

__:-fce-0•-20 di; 
ck-Z)! . { 

k 

CC:uya demostración es .:ináJ oga al c.¡,s:o discreto). 

di; 



Las definiciones 

x1·n w 

X + n 

no requieren ninguna expli.;-ación. 

,Cuando se desea cambiar de la escritura continua a la 

escritura discret.ú, se debe recordar que: 

ya que el li.m 

El resultado nprox imHdo l{ la derecha :::.e obtiene con (lyuda 

del proc~U~111l..::1,~c d-:-l '''.'llnr m~dio pan1 integrales: 

w-::::::: 
, .. 

w-x 

Ñ e I f º~ di: :: ¿ D( o N»+ ~:: 
1 ( N,, - N,,. ') X 

2 
2·-

(•X ~º"' 

( { en\.ero ) . 
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El mismo procedimiento l'Jpllcado a Sx 
(<J- l 

s ;, 
X 

¿ N{. - 2 2 e N ~+ N {. ¡) 

~=x ¡:;;x 

- SXH + +ox ;::, sx ·I . 
Finalmente de manera análoga: 

:¡:"' ;, ¿ §{• T" + 1 sx + l 
N,, + - t 2 2 +' 

-¡-
i:•x 

Debido a que en los :rúgimenes de pensiones del seguro 

social, la utilización ri'."!l pago mensual e5 muy frecuente, 

la fórmula de aproximación que sigui;:;, puede revestir 

cierto interé"s: 

Con frecuencia puede despreciarse el t.érmino de corrección 

~_rvaciontos: 

Las fórmulas guardan i~ualmentc su valtdc:: - cuando el 

órden de sobrevivencia (como en el caso del órden de los 
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act.ivos) sa limit.a con µ < w y cu;J.n...io so cor1slruyP.n las 

conmulaci ooes conl-i fll,.J¡.s correspondí ont.t:.•s: 

1-' 

Nxtp1 n J 5t dl; 

X 

1-' 

.f Ñ~ d~ 
X 

Q.!)_ 

ele. 

El e.a.pila! con valor "1" al pr1nclpio dPl arío, se llovar~ 

interés anual a:foct.ivo de i; ; ~¿_ e~, por t.anlo. c:-l 

valor del capit.al acumulado al firial dél a.fio. Si el afio sa 

divide en m fracc1onos iguales, el inl~.;o•'.•:. sE..· c?.lculará al 

final do cad.-.. Iracci6n ~ dol ílf"ío y se :\.•~regar¿ al capital 

::;!:;. ;..-.c:.t.arlo por llcv.:ir ir1t.oro$(:S CO))j!Jnlnm.0•r.l.c con e!;t.a 
tm) 

últit:'!o. S.O.a -~ , ln. t.as:a c.i. .. · inl..:·rt'·~ p~·f";. t..ll fr.accion ~ 

del afio, y t-.l facl(,.., de capil..«.l1z.ac.1.Ur1 

fr acc 1 onado~ 1..trn) 

decir Pl capilal final l+L. 

,Crnl 

( l + ~ )m • l+i 



Que p1::orm1 te obtener l nmedi al.amen le el _val ar b~Jscado~ 

" lrn•..,. m { -..¡-¡-~ - l ) • m (rvm - 1) 

i, cuando e-1 1nt~::-r&:-; es capitalizado al fi.nal de cada. 

fraccióri !. del afio. 
m 

La t.asa equivalente a. i es: 
m 

6.,. lim i
1rn',,. lim :r. (~- 1) • ln Cl+i) • ln. r 

m -1•:V 

do int.arés). Se t.iene: 

ó 

" V• 
-6 

o 

Cuando al f1nal de ca.da aKo los :inlec-eses so agrogan .a.t 

ca pi t...al. onl.onces e.l cap.it.<"1 con un valor inicial 

alcanza, des:puós de n a\"ío:s:., el valor f".inal: 

l::
0 

• k
0

rl"\ 

k 
o 

E, invers.amer.Lo, si sn conoctl el valor !"in:al de\:, se 

calcula al valor in.ic.i~l k
0 

por r,u:dio df:>: 

K 
0 

ott Y. r ·-n tt k ~ 

actual de k, 

(La$ operacianos sobr°"' doscontados son 

caracter1~l1cas do l=·~ ,. .. -.. L~nt~t.1r:::as. actu;:;.riales..) 

Es fácil dcmc::;lrar qt.10 la función "capil<'.'1 ", ost.ablccida 

anler1or-rnont..e para t. u n. enLero, 
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6 
-6t 

e (2.3.1) 

guarda su validez si se supone su continuidad para 

culquier número real t, cuando el 1.nterés es continuo. 

La derivada logar1tmica de kt, 

hace aparecer la calidad de 6 como 

=ci.ml.fill!& del capital k,. en tanto que el caracter de 6 

como intensidad de interés se pone en evidencia por la 

función de interés en rd intervalo [O, t]. 
l 

I( O , 1,) ~ J kr ó dr P k
0 

6 f e ór dT ~ \- k
0 

o 

Si se escoge para esta última integral el in1,ervalo [O, l] 

y ko= 

efecto: 

, ee d".:b~ ~!"crihi r (~xFtctament.e el interé~; i. En 

I (O, t) .. 6 f "6
' dt m a 

6 
- 1 - r - 1 n < 

Reemplazando la integra} de la izquierda por el valor medio 

integnición; 

se encuentra una fórmula de aproximación apta para 6: 

de donde: 

6 
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Como lo muestra Lamb:lér"i la compara.ci6h de los valores 

ox.;,ct.os y :.proxi~dos dg ó nn la siguiont.ra labla1 

6 Cey...a.c\..o) 6 
l i - ---;;¡-· 

0.01 0.009950 0.009950 
0.02 o. 019803 0.010802 
0.03 0.029559 0.029557 
0,04 o. 039221 0.039216 
0.05 o. 048790 0.048788 
C.06 0.058269 0.058252 

Hast.a ahora se ha supuest.o constanLe la in\..ensidad de 

inlerés 6. Si 6 = 6 Ct.) es una lui-~clón d!:ó>l t.iempo t. 

ont.onces se obt.iene para ta función da inLerés on el 

int.ervalo [0,Ll, 

do ahi sigue por derivación 

y, dn ésLa la r6rmula bAsica 

\ 

J 6cr>dT 

k ~ k 
' o 

la cual as una ganoralización d~ C2.3.1) 
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Un inst.rumenlo malemálico esencial par,l los sigu1ent.es 

capit.ulos. en 1 as cu;:i.les 5"'" toma com~ b.:t::c la::. c"·oluciones 

demográficas y económicas, est..á const.J t...ufdo por l.as 

conmulac!ones. !'orm.ale!:f. F.st~s son calcul.::i.d,;s con un -ructor 

de descuent.o rormal apropiado cualquiera c-p -en lugar del 

faclor de descuento V a ~ -ó corrE:spondl ente a una Lasa de 

int.erés Lécnica C6 1 nlonsidad d~ i nlon~s) ·· en la que p 

podrá representar por ojempl o uria. intensidad de 

cracimiont.o c..lomogr-á!'ir.o o ocon~•núco. Tod .• ::; l ~'\s veces qu...: 

sea necesario dislinguir enlrt~ las diverc.3.s conmlJt<.iciorn2s, 

se aumenLa la i nlens1 dad de i nt.er és o la i ntens1 dad do 

crocimionlo corrospondiont.o ofoct.ivo o form.:-.1 como !~dicl:J 

superior: 

y do manera análoga 

1 p.-6x 
X 

N'Pl 
X 

conmulac.iones 1nd1co suporior dcs;lQn<l siemprH lo:;. 

valores h.abilu.'lles c~lcutados ::obr..::- ln h,1ó_-;e: du int.ensidad 

dB interés técnico 6. 

Junlo es t. as l.?.:_; c1)11r:1utaci.onc!':> 

As! las conmuL;..>r:.ionus t..;..._se do la pe.nsió11 d~:::- invalidez: 
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se componen del :nUm-:::ro descontado de nuevos inválidos 

multiplicado por el valor actual de la pensión unitaria, 

de invalidez. Otro ejemplo es el conmutativo introducJdo 

en las ~xpectativas para los invalidas, produciendo una 

pensión de viudez; 

(donde y representa la edad de la mu,1er) 

con la parte demogrdfica /··~ o! ~ w!.!. 
2 

número 

descontado de viudas que son dejadas por los inválido~ 

que fallecen en el i:Jt(·rvalo de tiempo (t,t~l) y lri parte de 

pensión : aw 
y.:..;...! , 

Para el estableci::niento de los métodos 

·'dinámicos··, los corinutntivo~ ci:·mpuestos para la part!;: 

demográfica se calcuJ;;; con unn intensidad d~ crecimicnt.o 

formol o, donde Sf! puede ver <JU~; ¡:,~o, y son introducida!! 

proposiciories respect.i~as Itu son ~clam~nte sjrnplificaaas 

stno oür1 di3ponen de una muJ01· relación e~trP ~lJas. 

l l;~madas ·· conmut.ac i oncs de 

factores de descuento rnixtc-s" iden·tiflcadá~3 por un indice 
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superior doble Suplementario ·cp.u). Por e_¡ümplo· 

6 

a"'u"1 
y~~ .. j.f:f 

a e-e fac~or de descuento de la partt'l_ petlsión. 

2:. 5. -Conmutaci enes generalizadas .. 

El l ecl.or ya se ha dado cuenta quo el mecanismo de 1."ls 

conmulac!ones de los diferente~ órdenes. independienlo 

del signific~do especif1co de la5 conmulaciones de primer 

6rden Dx Se t.rala de la cons.trucci6n de sumas 

relat1varnent.o simplC's, las que adcm.J.:. no lLonc?~ nñda qua 

ver con la opcrac1 on de ª'~::;cuL~nt.o. l:.n lo q~;' 5l. gu~:, 

so!Llmenl\'."' hay neces1dad dü .'."lplic;1r r· mJ:-;n:i> rrn:_.~arüsni.o, en 

par li CUlar en las COflmUla:.::1 Or1•.:·; Cót1._f,,l ~,j;i~ o:'· ,.::le seguro 

inválida::~ por Vi\lor :-tctual :--k· rcn~.a) y 

col'l"pleja, sino t.an;ti! t':-r1 ~-~~'>t.1! '· ,, 1:>po1·t..uno c:,l1".'.!:.dtl'r la nc·ci on 

de las conmut..ar.:ioncs ;, c1J.-1lqu.Lnr func:.é•n que depende del 
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Liempo7 
Es las f'unciones son, por ejemplo, las 

correspondienles a recaudación de primas. la runción de 

gastos y la reserva de un régimen de seguro cualquiera. 

t. .. 0.1.2.3 ... 

Conmv.Lo.cLÓti bo.ae o da primor 6rdon 

(F) 

D~CLnt.CLÓn 1·0.:.v.ri;o\va. do le. C:r..1nm1..1lncLén doi Órd<Jt, k 

Asi D~u. función cualquiera de L definida para O S. :5. 

w. es dada como conmuL;:1ción de "primer órden". pllede 

definirse o no, sólo para nüm...:.•ros o:mtc~ros t.=-O,l .2,3, ...• y 

superiores, o b1 .. !n, [)~ 1 l pueda darse dada para Lodos Los 

int.orvalos íO,t.o: ) ..,n los quu so supone qu<~ o-s conl.inua de 

Las conmulacioncs dH órden k CJ.:~2) s~ d~f'inen ünloncos d•J 

la siguiento manera 

7 
So nolo.rá <.t'-'«> DX • Dxü -t l 

una fun1:::1.ón quo depondo d .. l. 
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a) Caso discreto. 

D~i.-1 • l D~k-1 i 

T:t 

Las conmut.aciones cont.inuas de t.odos los órdenes: se dejan 

expresar inmediat.ament.e con la ayuda de aquella de pr~mer 

6rden. 

Según el método de demost.raci ón d!J' 1 a fórmula ( 2. 2) 

'resul t.a: 

¡)tkl"" -'--· I C~-L)k·2 5~11 dT 
t \l<.-2;! • 

Las fórmulas es:l.abl oci das la sección at.terior para las 

conmut.aciones conLinuas valen igual ml!'nte para l.a.s Drl.:i 

correspondient.o:;. 

Si se descuenta FC t) en ol mamen Lo l:'=O 

liene: 

-J\. Ó!TldT 

D~n .. F(t) e e 

O bién, si ó(T) - 6 es con~d.ante. enl.tJrico~; 

-ÓI 
e 

enlences. se 

¡)~11 llama conmul.ación de:- prirn•z.r órder1 Lh..:- la Cunc.!6n 
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F'C l) y se des.i gna por 

-111 o, 0,CFJ 

5u1: 
l 

6 t.ambién 
-r.11 

o, -

La segunda fórmula solamente,_ se- utiliza cuando no es 

posiblé t.ener alguna confust6n. 'Igualm~nle, para ljs 

conmulaciones super1ores. se uli l izan 1 os sl mbol os 

[i~k 1 (F'J para caracterizar mejor la función básica F'Ct..). En 

l:i práctica, a fin de identificar m~JCr 1.1.S conmut;-~ciones., 

es opor t. uno y úl1 l uli J.1 zar p¿1r ~l 1 clS conmulaci enes usual es 

de los tres primGros órdenes superiores. los slmbolos ya 

aco:.::t.umbrados: 

Nl (/.j .... 0: 2
](Fj ; st rFl ... 0~ 31 rF1 : Tt rFl ~ o:~ 1 [FJ 

Cuando en lugar de ··~::c~ro" !:".e escoge parJ lrt cpf:>rac1ón do 

descuento un mor:;•-:.':..o l
0

.,._. O, se agrega el indice inf'erior 

/º 6(r)dr 

'· 
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Igualmente: 
l 

JºS(r)dT 

e D rk1[F] 
l 

Igualmente se considerarán las t'órmulns niguientt:s; 

D~kl [a Fl 
ll' 

" 
a D~.ki [F] 

\l : 
o 

ya que D~k J es una función lineal 

2.6.-Coomutacion~ .D_iná~~~ 

( a constant.,::. ) 

Se entiende como "Conmutaciones Dinámicas" aquellas que 

integran los factore!:. demográfico ~r económico, o dicho r.iás 

expH ci tamente, las corre2pondiente5 intensj dad es o tasas 

de crecimiento de 4UC inciden 

directamente en los rnecnn i srn0e rJ~ c~·dcul.:.i. Est.áb permiten 

establecerlos matemáticamente para aclarar o saber el 

compr:,rtamicnto <le los fenómenos demográ fices y 

económicos) en determinndas operaci on,o.c; ".Í'? ~.il.:ulv Jt" 

técnica actuarla}. 

l ) 
a.ac6-01 

Dx 

J9 

11.Q.(Ó-OI 

N::l;:µ-xo f 



Expect.at.iva de O~ activos a los salarios del t.iempo de 
o 

actividad qua 

ü. )!i(Ó-0'1 .. 
µ 

crecen con in.t.ensidad o. 
Nt6-o) Nc6-a1 

µ • ~~---',µ~---,~~ 
0~6-cn .tµ o-6µ eªµ 

Valor acl.ual de una rer1La ·::a parLir de l.<:t. edad µ) que su 

ajt..1st.a al indice de salarios e 01t.-µ>. 

Est.ruct.ura do una población ge6mat.rica Ccon inlensidad de 

crecimiento p). 

io ) fll"o . lx 
O• 1 

l 
... 'µ f 

Eslruct.ura do una población nat.ural C p •O ). 

La hipólesis de evolución exponencial da la curva de los 

salarios no se aplica a las escalas. eslálicas do salarios. 

Sin embargo, ella puede más larde jugar- papel 

import.ant.o on ol t..ralamionlo de O!';calas "dinArn.ica.s" do 

salarios, tal cualos s": presont.a un la hipótesis. do 

nivel general de salarios ascendentes. Una función de 

salarios dinámicos ast.á basada. por lo rogular ~obro 

hipótesis de un f'act.or constant.e da a.ument..o .'lnual 

Cprogresión geómot..rica). Pero ella Ce. e. s.) pt.iede tambión 

est..ar bas.1da sobre una suposición apropiada cualquiera. 

40 



cuino por ejemplo~ la de un c.:omµ.:wlamier1lo lir1eal. En lodo 

e.aso, :;e supone la ex.is.Lenc1a de una función de s·alariOs 

gC x; t.) bien definida. 

A menudo se supone que: 

gCx;t) • g(x.) FCt) 

runción diná.m.ica del salarlo que depende de la edad x y 

del t.iempo t.. 

En el caso de un.,l. progresión geómet..rica: 

g(x; t.) • eot g(x.) donde ¡:'(l) • 01. 
e 

Si se supone una progresión lineal Cpor cada edad x ): 

Post.eriorment.o se ul1l1za como f"unción d~ salarios: 

O'<X-Xo> 

gCx). gC:r-.:? e .. C.:/~o-x 

!:..o disllnguon las siquiont.os int.c~n~idade!>. de crec1miant..o: 

aut•~nlic.::l t,asa :.i.nuaJ de interés. 

p : lntensidc.d de crecir.u.ento demr2: ... 'l!'"_j.[_ico. igual para 
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lod:.i:;:; las poblaciones af"ecl.adas por el régimen de seguro. 

inlensi dad do creci mi ont-o ~ó!!.1.!_S_q o d.;¡. la baso 

general de cálculo de las. cotizaciones Cigual al ni vr.,.l 

general do salarias) por asegurado activo. 

g'(l) 

Donde o( l) en -gc¡:y--

y también: 

L 

fl OITldT 

gCt-) • gCl
0
)c 

0 

dond~• 

LCx; t.) es una Z-unci6n de rrocuencia de una. población. 

}; LC e; L) es una f"unci 6n de di st.r i buci 6n qu~ 

xo:S.F,~~ 

indica el número de per~cnas P.ntr~ las edades x y x en el 
º· 

t.ielnpo t-. 

S...a LCx;t..) un.;.. función d .... d.i¡;tribución por odad do la 

J LCx; t.1'1x 

Rr.~pres.cnta t.ol número de f:'t~rs:onal'.> de edad x' "~ x .$ x' • on 

el liempo t. 



µ 

/\(t)aJ L(x;t)dr. 

X 
o 

Es el número total de personas de la población en el 

tiempo. t. 

Distribución relatíva discreta .Por edad de la población ten 

el tiempo t~ 

Funcjón de distribución que ind:lca el número de personas 

entre las edades x
0 

y x: 

/\(x;t)= E J.(~; tl 

Para que ln funciórl de di5tribuclón estó definida para 

toda x se nupoue masa cero en los pllntos intermedios, ee 

decir: 

/\(x,, X
2 

; t) = /\(X2 ; t )- /\( '". ; t 

masa de la población en el intervnlo (x
1 

, x
2
). 

densidad), siendo la correspondiente función de 

distribución: 

/\(x;t)-J L (~;tlde 

La masa de población en el intervalo 
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tiempo t es: 

"'2 
t)- J _L I~ ;tld1' • /\(x, , t) - !\\>', 

X 
1 

t} 

La función de frecuencia o:omo la derivada de la función de 

la distribución: 

/\/.,f X ;t\ a L (:.. ;t) 

E(x;t) Función· de distribución de las nuevas entradas o 

"Función de Renovación" en el tiempo t: 

x'' 

f E {x;t)dx 

x' 

la cual representa el nomero de las nuevas entradas 

durante la unidad de tiempo reportada en el tiempo t y con 

las edades de entre z'S x S. x' •. 

La. integra: l, 

l' 1 X'' 

J J E {x;t)dz dt , 

l' x• 

i:::s el número total de nuevas entradas que tienen lugar en 

el intervalo de tiempo [é' ,t''l y en el intervalo de edad 

[x' , x'' ] , 

La función de renovacior. o de nuevos entrantes a la edad 



X 
o 

l :S T ;S" t.. 
o 

La probabi 1 i dad de que una persona de edad x
1 

permanezca 

en el órden de sobruvivencia hasta la edad x
2 

, eslá dada 

por: 

(., 

pCxJ. 
) ---·--

( 
x, 

Si <lx } es el órdert de sobrevivientes de la población y 

pCx' ,x• ') la probabil1dad para una persona de od~d x' rl• ... 

permanecar an la población has:la la frda.d x' •, enloncüs la 

función de dislr1bución de nuev:is enLrad~-is en el int.orvalo 

rt.• ,l' '), que alcanzan la edad { en el i..iernpo t. es igual 

a: 

6 :;;.! l. •• - l' - h + h y 

l +h 
E t.x+h,t.-th) JE Cx+T ; L+T) pCx+T x+h) dT 

Las funciones de dislr-ib1Jción de la población en l y L+h y 

la f'unci.ón de renov<'.l.ción están rol.a.cionadas por la 

siguiente ecuación: 



LCx+h,l+h) • LCx;L) pcx.x+h)_ + JEcx+T;t+T) pCx+T;x~hJ dr 

o 

La. 

L Cx , l") • L (x.-Cl' '-l') ; l') p(x-Ct'-l") ;x), 

L Cx l' • ) 

población en.-

si t..' • -t.' < X - ~ • 
o 

. E(~0 • t.'' -(x--x
0
J) 

·si t •• --l'~ x-x 
o 

pCx x). 
o 

el t.iempo l" eXprosada por los 

sobrevivientes de la pi:iblación en o¿>} +_iei:<pc t' u por los 

sobrevivienlos do nu&VlJS entrantes. 

E:xpresiónes que perrn.i len pasar de una di slr i bucí ón 

continua a una dislr1bucl.6n discreta: 

1,eal t.urnat.1 va: 

L e X + .!_ 
o 2' 

t) • L e X + 1 
o ~- t), ... L Cµ-

2eal Lornat.1 va~ 

L e xol) = ' CL e X - 1 
. 

t.) + L Cx+ 
. l)] ; 

2 o 2; ;~ 

X . X .. "'o +z µ-• o 

L Cx ; l) ' L X + 
. 

l) 1._Cu; l) ~ ' Le,,. 
o - 2 " 

.. 2 
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CAPITULO III 

ESrADO DEMOGRAFICO RELATIVAMENTF. ESTACfONARIO 

3.1. - Definiciones~ Teoremas Generales. 

DEFINICION: Una población se ancucnt.ra en el inlervalo (t
0 

t J en un est.<'tdo rel;ili vamPnte ~st,;i~ion~rio se 
1 

denomina rclat.1 vament.e estacionaria on dicho .i nLurval o si 

la di~Lribución relat...iva por odc:.d porrnanece const.ant.o l:"i'n 

dicho intervalo. 

Si LCx.l) es la función de distribución de la población. 

entonces existe una runción ~ (~) ~41 que: 

f'"unct6n do pobla.c:i.ón r'"tattva11">Qnt<01 06la.clono.na. 

la intensidad do crecimiento en t.odos los oscaloncs de 

odad: 

/... • (X ; l.) \¡) • (t.} d ln v<t.J 
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Si p(t.) es conocido, entonces i.¡(l.) se- cblione por medir.:i de 

l 

JtPT•dT 
o 

DEFINI~loN: Una población relat.ivament.e eslacionarl a. en ol 

int.ervalo CL
0 

t. l se llama eslable si la int.ensid&d da . 
crecinúenl.o pCt,)· =pes conslant.a en lt.

0 
t..

1
}. 

Es decir ~i p(t.)m p = const.antc en 

población est..ablo en rt.
0 

, L,J. 

[L 
o 

y 
p!\-l ) 

LCx;t.)=i=f o L".:x ~ t.
0
). 

1-"ur>cióri de lo. población velablo. 

ontonc(-"'"'= 

Sip O se obliene el estado est.acionarlo absoluta 

domográfi co. 

TEOREMA (3.:1.1): Soari LCx ;t.J y ECt!ot.) funcionog do 

~~~l~~innP~ rnlat.ivamente estacionarias on 

ti en0n l ~ miSma i nlensida.d de crccim1ent.o. 

LCx; l.) es estable 011 [t. 
o 

t.
11
1 +----+ E(~~l) 
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LCx. L) • Y' Ct.) LCx 

EC{ r) • >µ C t) EC{ 

.,, ·el) 

pt.Cl)i=~ 

l ) 
o 

T ) 

" 

l Por definición 

xºS: x 5 µ do población 

..,
0

....: ~ µ J rolalivamenle 

est...acionari a . 

p (L)i= 
E 

VJ • e t.) 

>µ Cl) 

(3.1) 

~or olra parle se liene·quO EC~;T) es est~ble 

.·. LC x; t.)· es est.abl e en 

CRe-greso es análogo). 

[l 
o 

l J 
' 

p ( l) ¡:¡¡ k 
L. 

L. Q.D. 

Por otra part.e. una poblacióri. r-elalivamenle l"H.L,1cior.aria 

no es necesari;u1.enle ast.ablo. Sin embargo en la práclica 

puode admilir la O!:;labilidad de 1as poblaciones 

aseguradas que inlurc~;an a!:! como de Jas de poblar.:ionos 

de benef'iciarios dú p(:?nsJ on1;,oz qtl'=! so dei-ivr:n, sin por 1.::i 

lant.o resl;ing!r val i <le:r. gen•:o•r al . 

población rolalivamunt.e osL?.c1on.u-1<1. 1 o~ i nler val os 

peqrJef'lo quo s~a.. siluado en (:c
0

,¡.1J, enL011ce~ l."'!. pnbJ;\,~i.¿.r-

es est.able. 

Sugoroncia: F.s suficionlo supon<w qua la f'tinción de 

re-novación es 0n !
0 

independ.icnL11 del liempo l. 
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Como en-una 3egurid~d-pensiones, el número de entrada5 

tardias a partir de una cierta edad pu~de ser omiti9o por 

comparación con el número total de entrndas nuevas; las 

hipótesis del teorema (3.l.2) son en general reemplazadas 

por una aproximación suficiente. 

TEORE~A (3.1.3)- Si la población activa de un régimen d~ 

perisionez y una de sus poblaciones secundarias se 

encuentran cn.d13 una en un estado relativamente 

estacionario, entonces la!l dos poblaciones sor1 e.5tables y 

po~eon le misma intensidad de crecimiento. 

poblaciones gcométrico.2 son e2tables, cuya 

distribución por edad e:t: dada directame:nte po.r el órden de 

sobrevivencia {< 
" 

combinada con la inten3idad d~ 

crecimiento; una población tal, tiene un.:i función de 

distribución del tip., alguien\..,: 

pi1-t 1 -r.:n; p:t-t > -px 
L(x;t) .... e o eº (X Q ... 9 o eº lo Ef p{O,x} 

r.
0 

una. constante 

de nuevo las 

'''" conmutaciones fot"males y po1iienC0 (:c.º -px 1:o Dx 

se puede r~prc~errt:lit" L(x;t) por; 

L(::::; t J=C
0
E..J>H-to>o;:i 

l"\,lf'<;c ~6n <!ot po b l uc i,.Óf) fl>P.la.t.la; ú )i pr'l'i'lada. Qr, tórrn~r>l:'!J d• 

conrnut o.ci,or.oe d~ ntl:m>.Co.". 

50 



El número de personas que alcancen on el t.l empo L las 

edades onlre x• y x•' eslA dado por: 

La func16n do r-enov~ción corí'espondient.c es limitada a la 

edad más baja x
0 

y t.iene la forma: 
<p> 

ECx...,; f.).., Coi'tPCl-ln) [lx 

o 
La corr-01oopond\.ontoofunct6n do 

Si p=O y si, por lo mismo, LC:x~tJ 

proporc1onal al órden de sobraviv0ncia 

LC x; l) =C
0 

lx 

ontro.ntoi;i. 

directamente 

cntonco.:;; :.;,,; -.:rs.Ld. presencia co una población de la cual 

la dist.ri buci6n l .a. mi sin.a qu'> 1 a do l .a Lü.ila do 

mortalidad escogida y qu~ se lla~~ menudo pobLici ón 

natural. 

Si se pas.a poblacicnes us:t.ables generali=ada:; -s1n 

limitar la ent.rada a una edad delorminada- se obt.icnen 

poblaciones t.! er.er. 

dlst.ribuc16n dol tipo: 

C3.1.1) 

donde h(x.) es cna. funci.:::'Jn n(i negativa y no rlc•crecienle. La 

!'unción dn renovación os do la fornv.; 

don.de C(x"J.:::h"Cx). 

Sin ambar-go. pd.ra cálculo~ prAct.icos, sn supone a menudo 

que las onlrada.s ~n una pobl ac1 on goc.rr.étri ca genor-al i z.ada 
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se encuenl.ran sobre las edades di ser et.as "'>..· 
X=0, 1,2, ... , n-1. Las funciones de renovación quod~An: 

E (X. · t..)=o,o<t.-Lo)Dtpi 

" ,,_. ""' 
Las consla.nles CA p11edan ser consideradas como lo~ "pesos" 

relativos da las edades de enlrad:a ~· La runclón hCx.), en 

la fórmula C3.1.1J do la función da di~;;lribución L(x;l), 

llaga a ser una función en escalera o m:.i.s proc!.samenLe; 

hCxJ=c0~c1 ..- ..• +CA, para ~S x .S ~ .. 
1 

Se plJOde entonces. i m.agi n.:.\r la población 

~ ~~cimlenlo. Es.le pros~nt::i. la gran vonlaja que pueda 

t..r.aer al est..ud.i o dE:< pobl acionos goonv)lr ic.as generalizadas 

s:lmpl1::1::.. 

3. 2. - ~unto do gerson.~5 r-~lalivamont-o eslacionaria.s 

El nsludlo de poblaci.onos !>-O hará puramenlt:.> sobre cna base 

demográfica.. sin suposic1c:.nes la s! t. u.ación 

f'inan::iora del rógimun 

Si eslá prBst.:·nci a d(! un estado demográfico 

eslacionario, ont..oricos el conjunt....o da aclivos O$ 

particular rapresent.ado por dislribución geomélrica 

general: 



donde h(x) es una función no negativa y no decreciente y 

la función de renovaci6n es 

Eªª (x:; T ):=C(x)ept.~\.o)D:a.tp); C(x)•h 1 {x). 

Por comodidad en la escritura siempre se pone t::O como 

principio del estado estac1onario 9. 

Las y es tan en 

coorrespondencia biur1i voct1. 

Primeramente ~~ supondran lo;; ingreBante.s concentrados en 

un número finito de edades discretas; x
0

,zt, ... ,xri-t' 

Las correspondientes funcione!:! pnrcJales d"'! renovl..tción 

son: 

E~Cl(~;tl :: eptD~:'P
1

CA . > .... o, 1, ... ,n-1 (3. 2. 1) 

que engendran :r ouantíenen las poblaciones activas 

reL'ltiva.s parciales con funcione$ de distribución: 

La función de dtst.:ribu:;ión Lciª(x;t} de l.a pohl!.!~~...:.,n t.ot-A.} 

de n di.:>t.ribucion~"' .Cl.:-Jil~t.ric::t!3 nimpl~!~ parctale::;. Ademas, 

los principales teorcmus d•..!::rn.rrolll\~C~ a co11t.inuación 

--------~-"~--------- -----·----- ~·-------

cor.r.,.i;ap,-;.tldu'>"h-.~ J~ le.1> o..,.ntJÍ\<~\U;-lon d-~ 

;;i~;;::an'%ar ol (;<';la.do .. ::.ta.c'...;,..,anu má<J lnrdo. 

po\-:.lnr• ·~¡, '..!~ lc\l 

la.l'i pcblccLO,...<>< 

¡i<0•»••\ón pu ... <l~n 

:S~:p.:::in<)"''º"" oq,-11 
q'-l.;;. an »l ~l•;mp0 l:::O, lL'<L~· tulió ¡-;"0Llc.c1..ün\lr. p.,rlu· • ..,nl.:.:::i 

n~tát\ on ._.,., o,¡¡;¡tado r..,lotlvet11iur.t,¡;, ""atocton<:'-.l"\O. 
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pueden ser transp!J_esto5 ·en ':'aso de que la anterior función 

de renovación Euªtx;t) sea contimw para ;t..; entonces la 

suma es reemplazada por la integral. 

Se muestra a continuación que una vez alcanzado el estado 

estacionario, el númerD d.: persorw.!; 

µ 

/\~ª (t)• I L({ ;t) d{ 

~ 

del conjunto parcial de activos engendrado por (3.2.1) es, 

desde ~l pun~o de vista formal, igual a la expectativa, 

para 

~"¡,.,_ ;t) = .,P' oªª'P' e, , 
">- . 

activos de edad~ .. ' rc>firiéndose a la r~:mta de importe 

anual, donde esta expectativa se calculu por medio de la 

int.ensldad de interés forma: (p). Se obt.1er.en resul t.ados 

análogos para los benefici~rios de pensiones de vejez. 

Si se concibe admitir n edades de er1trada por sepnrado, 

tra5forma en n :'unciones ~arc1nl·:~. de entrada con la misma 

intensidad de crecj miento e de 1.'.l .:0:-m<l: 

toda~ las funciones E;'J. (x:.. ·r) t.1.:-nen una misma estructura. 

La función de renovnción p..;cial ,:orre!tp0nc11fm1J! fl x,,.. 

eP' n:'.i.' pi CA 
... 



engendra una población parcial de activos de la cual la 

función de distribución es geométrica. 

i;o.(~; t)::S,_ ep1.v::cp1 (3.2.3) 

El ntlmero total correspondiente de los activos 

provenientes de las nuevas entradus a la edad de entrada 

")._ es: 

I
XA •~o 

(t)c r.;: (x;t) 

"\ 

( 3. 2. 4) 

y Para t ~ µ-~ {estado relativamente e8tacionario de la 

poblac16n nctiva). 

( 3.?.. 5) 

Se observará que la expresión del lado derecho de (3.2.5) 

es, desde el punto de Yi3t<1 puramente forme.l, igual a la 

expectativa para: 

E~ª C::s._; t ~ ':'" ., . .Plnªª' P' e x,_ ,_ 
activoa de edad ~, que tienen una renta de A0t.ivo 

continua de monto anual "l", donde esa expectativa eatá. 

calculada con la int.(-\n~t.de.d !'oriü<.el d~ interés p. 

Se obtienen reaultado5 análogos para los beneficiarios de 

pen5i6n de vejez y orfandad. 
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En forma muy general se puede establecer el siguiente 

teorema: 

TEOREMA (3.2.1).- (Teorema principal sobre los poblaciones 

en e3tado c~tacionario demogr~fico). Su~6ngaee que el 

conjunto de activos y los conjuntos secundarlos de las 

di·ferentes categorl B!i de beneficiarios de pensión de un 

:r9gimen de pensione~ d(· vejez 1 1nval1 de?. y sohrev1vientes, 

se encuentran en un estado demográfico relativament.e 

estacionario con inti:::nsidad de crec1.m1.ento p lo~ que la 

función de renovación de los activos se descompone en n 

funciones parciales: 

; '-=0,1,2, ... ,n-1 . 

Entonces él número de activos en el tiempo t y el de los 

benef l ciarios di:! unn cierta cB.tegor1 a d€:: pensiones es 

igual a la sumu de las expectativas formales para 

~º("'A;T) activos de edad"'), 1'.=0,1.2 .... ,n-1 que se 

rt!iiert~n rt::tip~c1,,ivctme11t..~ ci. ld. r-:ui..1:1 U1..~ u•..:i..lv.iU..:t.U. 1..•.rnv.o..uuu 

de importe anual "l" o a 1<:1 pen!:>ióo uni tarla continua de 

la categoría correspondiente de pensiones, calculAndose 

las expectativns con la a,:ruda de conmutaciones formales 

Se hace la demostración para los conjuntos !lecundarios de 

i.nYd.ll,d_Q:J. y ~ recordando que las pensione.:; de vejez 
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deben considerarse al mismo tiempo como modelo para las 

dem:t.s categori as de pensiones de sobrevivientes que 

eventualmente existan. 

1) Limitándose primero provisionalmente a la edad de 

entrada x
0

, l• edad lnicial del orden de loB 

activos i t~ª , t~<.=O, al conjunto de los inválido!3 que 
e 

provienen de los activos 

E:Q (xo; T) = OPT 0:0
' pi eº 

o 

en el intervalo :$ T < 1 y que permanecen inválidos en 

el tiempo t se da por la fórmula: 

/~(t) 

y para t > w - x
0 

por: 

/~ 

Se prueba la identidad oimPle; 
al(p) o.Up 

Se tiene: 

RI Ñxc: µ-xo 1 :a Ñxc 

Dxilcp>dx + J 
µ 
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También aquí 

w O Up1 

J -"'. dx 
B «P> 

µ µ 

u.Üp> oi.ir.» 

• Nxc: µ--x~ .. Ñxc 

ii.(pJ ai<P> ai<p• 

Ñ~cx.,.,_) • Ñ.,...A, µ-~, .. Ñ"'>.. 

Se le puede dejar al lector la prueba; qoe sigue ol mismo 

camino para el caso de "x._=x
0

• 

En lo que so re:!'ier-a a viudas, !;O puodt:J lirnit.ar -~in que, 

por olra parle, se rest.rinj.a la validez gener-al- a la 
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función de distribución de las viudas de lnva!ldoz, 

tomá.ndola como modelo. 

Además. bastarA demostrar el 

Se t.lene: 

X 

w J C"eP' L MX·~ 1 Le Cx; t.) • 

X 
o 

ca.so o 

El número t.olal buscado de viudas ol ll ompo l -con 1 a 

hipól&sis dol oslado ~slacionario ya "lcanzado- o~: 

w 

-"!'cu ~ J,,, <"ex; Ddx 

o 

W X J dX J C
0 

Cf-"- o;Up) µ~ W: 
X X 

o o 

w 

.. c
0 

ept J B~ltp) µ~ w~ 
5
d:, J 

X yl: X=/; 
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"' 
• eº ept J o:"~ µ: w: o:y;<p) d~ . 

X 
o 

Si se planlaa: 

Se obt.iene: 

w 

Ñ~~·'-'IP• J 5:l.v<p1d~ 
X 

o 

Por t.ransrorma.ci6n de int.egrales. se mues~ra rorma 

análoga el caso de los conjunt.o~ de beneficiarios de 

pon~ión por invalidez: 

ti,vtp> 

;¡::i; 
e 

La ant.erior demost.raci6n, basa.da en la edad do ingreso x
0

, 

se puedo exlonder -y est.o dn nuevo pcr anal ogi a con el 

caso de los beneficiarios de la pensión de invalidez-

las viudas pro'Vt:!nionto~ de a~ti~~~. do inv~lidos y Ge los 

beneficiarios de la pensión de vejez Csiempra con rospcclo 

a la edad da ingre~o x,.._J es dat.orminado por: 

10 Na.l,,,, • I'. Da.i,v 
X 
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Resumiendo: el teorema (3.2.l) indica que el numero de 

activos y de beneficiarios de las diferentes categorias de 

pensiones es determinado en estado relativamente 

estacionario 1 por: 

donde 

/\ i (t) = PP'\ ~ 
<A> 

' y 

/\" ( t) w ept ( ¡; S,_ w~<p> + h(µ fÑ<>•<P>} 
<A> ")._ µ 

Para su aplicación práctica, es importante la suposición 

de que las edades de ingret>n rl~ =~~i\:v:..i !}t concentran o:.n 

un número finito de edades d~ ln~reso dis~re~as. Adem~s. 

se puede reconocer la valid~z del sieuierite corolario. 

COROLARIO. Si la función de renovución r.i~ ~~t.i vu;; es: 

donde C(x) es continua, x
0

:5 x :5 µ , entonces se obtiene el 

número de nctivos y de beneficiarios de pensionen 

en el tioempo t, por medio de integración de las expectativas 



:for·m.alos relacionadas t::or1 E
00

'Cx;l). 

Enlences p~ed~ escr~birse: 

µ 

/"'"', Ct) • e,...~ CC:G:> dX Qa ~ r· ~N o.cp> 
"': µ-"' 1 

"' 

µ 

_,,-..._...,(l) ·• ept J CC:Q n:"'P,dx + h(U) ~vcpi} 
X 
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CAPnlio IV . 

.. . ' .. ' 
ESTAOO FINANCIERÓ_ RE,LAli'VAMENTE ESTACIONARIO 

4.1.- Derinición ~teorema rungamonlal. 

Sean: 

ACD, Función de ingresos por primas en el moment.o t. 

BCtJ. Función de egresos por prestaciones en el momenlo 

S{lJ. Función de suma de salarios en el moment.o t. 

nen. La prima el momenlo L. 

De lo anterior tiena ;\(t..)= nCt)$CL). 

VCL), Reserva en el rr.omr:.•nto t. 

6Cl), Inter1s1dad de .i.nlerés el momcnlo l. 

Las corre~pondienLes i nlensl dad es de 

crecim.ienlo oslan dadas por: 

pn(t) ~---}c{~) 

si ACt.) ,B(t.). y VCt) son distinta~ de cero. 

ACL)= ACL ) c
o 

o ll-l l 
A o 

Si pACL) es constante y en general; 

axpansión 

t. 

o 

J.''4 'rodr 
ACl);::; A(t.. ) o 'o C4.1.D o 

Eslas expresic.nes valen para SCl.), BCl), VCl). 

v· e t.) =óC L)V( L)-+AC l) -Be L) 

VCl.J(6Ct.)-pvCU]= BCU-ACU C4.1.C:) 
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DEFINICION.- Un sistema de seguros se encuentra en un 

estado financiero relativamente estacionario en un 

intervalo de tiempo (t
0

, t, J si las intensidades de 

crr.:cimiento de las funcione5 de ingre5o5, y gastos asl 

como la reserva son iguales. 

Es decir; pA(tl = p
8
(t) = pv(t.) p, 

Donde p es la intensidad de crecimiento o expansión del 

estado relativamente estacionario. 

Entonces, par~ir de la existencia de un estado 

estacionario, se puede escribir la ecuación fundamental 

(4.1.2) de la siguiente manera: 

V(t)[ó(t.)-p(t)] = BCt)-A(t) 

de donde; 

ó(t)-p(t)= B(t)- A{t) 
V(t) 

mientras dure el estado estacionario. 

B(t
0

)-A(t
0

) 

V(t
0

) 

(4. l. 3) 

TEOREMA{4. 1.1): Teorema Fundamental del Estado F'inanciero 

Relativamente Estacionario. 

Durant~ u~ cstudo financiero r~lutivnrncntc ~5tacionnrio en 

[t
0
,\J. con V(t)•~o, ln diferencia 6:,. ó (t)-p( t) 

permanece constante en [t
0

, t
1
]. Si en purticular la 

intensidad de interós ó es constante también lo es p(t)=p 

; de suerte que la!J funciones A(t), B(t), y V(t) crecen 

geométricam~nte con intensidad p(t) (constante). 

* - B(t)- A(t) - B(toJ-A(tº) 
ó(t)-p(t)= 6 V(t) - V(to) =cte. 

Esta expresión es la esencin de este teorema. 
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La relación, 

VClJ[óClJ-pCD) = VC\.)6" = BCl)-ACl) ; ó" =et.e, C4.1.5) 

es una forma ligerament.'e modific¡a.da de C4. 1. 4); significa 

que únicament.e la part.e de int.ereses ·que corresponde a la 

int.ensidad reducida 6* cont.ribuye a financiar los egresos 

BCt.). 

De acuerdo a lo ant..erior, por t..ricot..omia se present.an las 

siguient.es opciones para ów·; 

.a) 6* >O. 

La ecuación C4.1. 5) s19nifica que unicament..e la part.e del 

rendimiont.o de VCl) qua corresponde a la i.nLl:!'ni:.ldad 6:M=-

6CL)-p(l) puede de~Linarsa a la coberLura directa de 

egresos. mientras que el res.Lo del rendimienlo Sf'".! deslin.1. 

a completar la resí?rva que crece con lnt.ensidad p(t..). 

~ 
b) 6 = o. 

Se t.lcne 6C l) p( l), i:nlonces BC L) :.:.AC t). Lo cual 

signific~ que- •:o-1 rorl''"hm1enLo rJoo la. reserva absorbido 

lolalmonle por la .acum11l;i.c1(m Crf?Ci~H1lP. de la misma, de 

suerlo riue los cgre:.os se cubr·en con lo5 ingresos de 

primas como se da en un s l ;;t.~f.'.:i. de r ~par lo, 

L) [,1')f.( Ü. 

Lei~ ingrnsos por pr1m."l.S son ma,yorO:i que los egreso~. 

$1 ando 1 a prima rrw.ycr que la. de rcpar-t..o. El ~:x.:...::i:.c de 

primas y los inLeroses se dcst.1nan para manlerler el nlvel 
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requerjrlo de.la ~eserva. 

Si A{t)•n(t)S(t) entonces: 

n ( t) _ n _ AC ti _ 
- -.sttl-

B(t)- ó*V(t) _ 
S(t) -

B(t
0

J-6*Aft,
0

) 

$(to) -

Prima durante e.l estado financiero relativamente 

estacionario. 

Fórmula gen·eral que . no· es.ta : ligada ,, ningún si o tema 

financiero. 

Si nr 1 es la prima de reparto, entonce~; 

n' B(tl - B(to l 
Sttl - S(t

0
) 

y: 

n :::. n1
-

n' - n1.~r'v( t.,¡ ó" V(t
0 

l 
= n' Cl -B( t0J Btt0 J 

donde n es la prima d~ u11 régimen d-e pensiones ~);pre.soda 

en unidades d~ :!.e ~r·ime Qe r~parto. 

Sca.rt; 

ó Intensidad autént} ca ·-.i.:: int.ercs. 

p Intensidf'td de crecimiento d~mográftr.'""'· 

o 1r.tcr,...il<lad d1_~ crecirnier:t1) del ninel general dt: los 

salarios. 

e°" , Indice del nivel general de ealari03 (suponiendo 

que en la época cero el s.:ilA.rio es "1 "). 
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p = P_,., =- Pn = Pv • Inlensidad da expansión o crocimienlo 

del eslado financiero relal.ivamenle estacionario. 

p = p + o Condición aceptada cuando coexislen el eslado 

demográfico y el estado fin.ar.clero relat.l vamente 

est..acionarios. 

x
0

, Unica edad de ingreso a la población do activos. 

n~. Prima de repar lo es lado rcl al.i v3ment.(l> 
o 

est.:ac i onar i o. 

n:1 Prima. de r~epai+...o de capilales constilut..1vcs en 
o 

ia,;;t;;.do rel ati V.'tmente estacionario. 

n~n • Prima de cobort.ura do expt!Cl~•tiv;i.s Ccn cualquier 
e 

época). 
<6 .6 ) 

n • • 
"'a 

Pr 1 ma for- mal de caber tura de expec t.ali va$, 

descontando las partcs-demcigr:,fica~ con i nt.ensj dad 6
1 

y 

las part:.es-renla cor1 iolt.:-:-.:::id.:i.C 6
2

, 

"ffiOREM.AC 4. 2. 1): Toorem.a Cc-nlr al 
11

. 

Las primas de los tres principales sis:lem ... ;.s financieros 

tienen la s.iguienl.o forma: 

n' 
="o 

nI:r :::: 

"'o 
n111:::: 

"'o 

n<p,6-a> 
X 

" n'6-..:r,6-01 

"'o 

er1 estado J't'""lativamto.~hte estL'\cionarJ.o. 

on es:t.a.do relat,iva.rnent,11::} (.'>Slacior.a:-lo. 

en cualquier üpoca. 

&t cap1 lulo 

67 



a) Repar 'lo Puro. 

Fuera del estado eslacionarlo. la prima d~ reparto puro n1 

as independlcnle de la int.enstdad de crecimiento económico 

ª· 
El valor de n1 on la ocuaci6ri, A(l) :: n1 SCl) :::: BCL) 

permanece sin cambio si la base de cálculo de las 

collzaciones Cnivel general de los salarios) y l.a runción 

de los gast.os de pensión SG incremenl.an simulláneament..e 

Por lo t.ant..o íl1 = ncp,p 1 

-~º 
mismo factor "' e . • donde por el 

~e puede observar que 1 a prima de r epar lo depende 

dlrect.ament..e de la intensidad dr:! crec.\mient.o domográfico 

p. 

b) Prima de Reparto--~·~ '.:.;'l.p;.t..ales Con!?l1tut.ivo~. 

La prima do r•::-pa.rlo do los c:.pi.tal~~~ 1::oni:.l.ltt.1lLvos 

delcrrrJ.nada, por un.'l parle, por ei 11(Jr.10r.::i de loe-; nuevos 

benafici.1rios de pensiones -qut? depende de la inLensidad 

de crecimienLo demográfico p-, y por la ol.1"a; por el valor 

aclual de las pen~aonPs nuevas. 

Si.~pcni••ndo primt,ramont.e quo e• -= O • ont.onccs. nu se puede 

represenla1· con la ayuda do l;i.s conmulaciones con factores 

mixtos de descueot.0 Cc-P y ~-6) Do hecho ... :-n e$l.ü ::..aso so 

puede decir : 

Sean a "# O, p ""' p + o. $..-:?.'.). aderrLo':I.~ un.:-\ p•.~nsión unilaria 

cont..inu:::i ordinar;..:~ con la represcnl:ic16n inlegral · 
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Si se adrni t...e que di cha pensi 6n c-st.á adapt.ada desde el 

inicio de manera conl.inua y completa al nivel general de 

salarios que cree~ con ~nten5idad a. ent.onces, el valor en 

capit.al de la pensión es igual a 

.f~ (;f('f) d.T 

dL 

de. 

El nuevo valor act.ual equivale a una. pensión conl1nua de 

importe igual a "1" c:alculado con la inLensidad do int.orós 

formal C6-o). Como la pa.rt.u dcmográlica de la pensión r;o 

cambia. obliene n:u asLableciendo la prima de 

capit.alizac16r! pura a edad de ingreso :x:
0 

con la. hipót...esis 

de un nl.ve.L g~11~1 ..;;,..!_ ........ ,~1 "'ri.os cor1sLanLe. aJ mi~mo tit.~mpo 

quu para e:sL"" c.'-..lcul0 'Sr?' 1.1san conmuLaciones ln.i ;.:t.J.s: CUY<' 

parle domográfica y parle pensión -o:e calculan con las 

intensidades de int.crés formai~::::; 10::.:;;oct...iv<,~ p ;.· 6-c. Por 

0
u .::: 

0
,p,6-01 _ 

"' o 

e) Pr.!.ma de cob.:-rlura do expect.at.iva~:>. Capil.alización 

La prima de capilali;:o\ciór. pur;.i. en la 

no depe-ndu del nt'HM;rc de ingrl~So!:i de- act.ivos, ni poi- lo 



t1rnto, la intensidad de crecimiento demograflco p. 

En primer lugar se considera la prima d~ capitalización 

pura que debe calcular3c par.o un régimen de p~nsion~s 

determinado y en co~diciones normales para = O 

w-x 
o f~ÓCT~dT 

J B(t.) e dt 

n'~·6> o 
X w-x -I~ 6c'I'ldT 'º r o 

J S(tl e dt 
o 

donde S(t) es la base global de cdl~ulo de las cuottl~ B(tJ 

la función de los go.stos, relacionándose ambos con una 

generación de activos que entran en el tiempo t
0

=0 y ll la 

edad x
0

, Si pas~ el r.:asc a ~ O la ad~ptllción completa de 

las pensiones, o 5ea d~ (~~U) es decir de: 

S(t) a S(t)* = S(t) 

y de B(tl 6 

ent.onces se obt.iene ia primu; 

w-x 
o -r' (Ó!T)-O'(Tl )dT 

J B(tl e 
o dt 

íllJI o 
w-x 

-f' [Ó('fl-C(T¡ )d< r o 

1 S(t) e 
e dt 

J 
o 

En la hit:ótesis de un nivel g•.'.:n.!:ral de lo!; snlttrios qui'! 

aun1enta con ló intensidad o v d..; L:t adaptaclón i.::ompletn de 

las pensiones. la priml1. capi tRli.:~ación pura 
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correspondiente a la edad de X 

" 
-:-11 lcula 

acut:J.rd.o con la fórmula par-R la prima de ca pi tal izución 

PUl':'a ~n la hir.ótesis de un rüv~l de zalario!> constante, 

donde la intensidad de 1nt~~r, 6, $ln embargo, es 

reemplaz~da por la intensidn.d de 1nt,~.Ñ$ formal {b-a} tfint.i'.1 

en la p~rte: demogr~fica como en la parté de pE::nsiones de 

tod/33 las conmur.a,ci.-:mes que int~t~vtenen en el cálcul0. Se 

puede escribir: 

Como las tluctuacionea dcmogr3fiea3 y económicas revisten 

actu~lmente una gran impo:r-tnnc.1.a, conviene resumir 

tres sist.ema.s de 

financiamiento frente a tales f luctua0!.c-ncs; La prima de 

demogro\.fica, pero lnsensibJc a fh1ctuaciones: Oel nivi:!l 

neneral d~ los salarios ~on udaptacton compl.c.!:.&. e 

inM63dl.at.a de lue p~nsion"is. l nvt;rs."<J.ra~:mt~~, la prima de 

origen económico. La pritria d>J reparto de capitales 

es influenciad~ f l 1J.ctuac.-iones 
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P :::: p ~ o = ó Condictó~ del caso llm.i.la. 

C=eª ,t=0.1.z •... 

Valores de ACl) y de BCt.) en est.ado rolat.ivamont.o 

ost.aclonario, que se inicia en la época t
0

=0 Cp=O, P=cr. 

eª=c, método discrot.o) 

V +A ~ (~ )t+1/2 = B ~ (-.S._,. )lH/2 • r ~ y-1 
o o r o 

Ecuación de oquivalencia en el estado ~elalivamente 

est:~clonar· i 0
12. Converge si e ( r; cuando C 

(Y:::: 6: 

V + oo "' oo ó 
o 

A parlir de t
0 

el f'in.anclatn.ienlo es; indepAnr1i-=:-ntc de ld. 

exi st.enci .a o exist..cncJ.a de V
0

• es dec.i.r. independiente 

dol "pasado". 

4. 4, - Relaciones ant.~ Q.rim .. 1.~ :i re!;ervas. 

Se consl dera un régimen de pensi enes qtJú se encuentra on 

el peri ódo de tiempo r t. • t. 1 ,, ' o.:;.ladé.' est.acionar-io 

"' T' ,\ Vl+t/Z 

- l 
t::; o 

CVer cap! Lulo I ) 
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relativo con la tntP.nsidnd global de crecimiento p, 

Ademas, se 'supone que están determinadas la función de 

gastos B(tJ y la función de salarios S(t.) y que la prima 

es constante en [t
0
,\]. 

Se imagina el es'tado estacionario reali:able dentr1J de 

do!:i sistemas de flnanciamiento diferentes a los que 

pertenecen las funciones de reservas V
1
(t) y V

2
{t) y las 

primas íll y n
2

• En~onccs lu aplicación rl~ la ecuación 

fundamental del estado estacionario financiero ( 4. 1. 2) a 

':eda. 1.tn0 riP los regl ?:'!ene!!, d~ or1 g~n a la siguiente 

relación; 

<V.<tJ-V,(t)) (6-p) = S!t) ui.-n,) ( 4. 4. 1) 

P = p + ~ , 6-p >O rlonde S(t)= 9Uma de salarios. 

Esta impor~ante ecuación dcterrninn. en un rnomenU.i 

cualquiera t, t
0

.5 t s t
1

, del entado cstacit)n.:.H1o el puso 

de un sistemn de financiamien"to a otro. En el caso 6 p 

los miembros de ambos lados son nulos, nobre todo nl=n2, 

prima de reparto puro; o sea que, en este caso, 10!3 

valores de lss primas de todo.a )05 sistemas de 

del ;r,étodo de c!tlc 1.llo. 

Si V
1
{t) y ni corre!Jpo:iden al sistemu 1.l,c;: fjnimclh1ule11t.o 

Adoptado en tin prin-~ipio, entonces lu ectwción (4.4.1) 

permite c.:tlculr:.r, i.in semmdo sist<~ma de 

financinmlento, o bjen la reserva Vz(t,) para una prima n
2 
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determinada, o n, para un valor V
2 

( t) determinado. Es de 

particular interéB el ca30 en que el primer sistema e~ de 

reparto puro y, por lo tanto, V
1
(t)=O. de tal manera que; 

es decir 

V
2
(t) (6-p) = S(tl (íl,-n,) 

n1
- n 

2 
S(t) 

6- ;;1 

n,= n' . 

La reserva V
2
(t) expresada en multiplo de la suma de 

salarios. 

n'-n 
V

2
(t) ::: ---''-

n' (ó- ;;J 
B(t) 

La reserv~ V
2
(t) expresada como m~ltiplo de i~~ cgr~soe. 

La reserva to"t.al V se puede expresar de la siguiente 

manera: 

V ::: V
4 

-t Vn 

donde: V
4

, Reserv3 p.:trcial de acl:ivo:-3 y 

V0 , Reserva parcial <l~ los benefici-!1rios. 

Sea el sí.5tema financiero dado el "1'' {r~parto puro), y· el 

segund0 sistema el de repart'' de capi t.ale.s constttut.ivos 

con prima lln y ;:~~~""vn. V-: ; vale: 

5(1,) 

Fórmula expll ciLa de lR reserva de activos conociendo la 

pri~n de reparto de capitales con5~itutivos. 
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CAPITULO V 

TEOREMA CENTRAL DE LA HATEHATlCA DINAMICA 

En esta p:..rt..e se en!'ren.la- la delicada ta.rea de hacer ver 

el alcance y acaso la eleg;1nc1a de Je.o~-; rc.:::ult...:.1 .. kJ.,. de la 

nUQVa rna.t..emát.1ca dinámica. mol eslar con un pQs;ado 

aparato malernatico. Existe una serie de teorema~ que en su 

conjunt.o descr .1 be-n, de manera exh..1.Usli va, el 

comport.anú en to de un régimen de pensi emes en un es lado 

rel.atJ vamenle estacionario. 

Se menciona la t:":'cuación genera.! d€r equilibrio dol estado 

rinanciero relativa.mente csla.cionar10, válida para 

cualquier rógtman de seguro; el t..eorema qui:- permi t.e 

conocer el tamaT'ío rel at,i vri oj"=' Vd,/"J.a~~ poblacjnn~s 

affolct..adas por el régimen d~ P"'!r.-::10:-ios.: dl;;" los: act1· .... os y do 

cada una d•oi las calegorias: dr_;o bennfir:1arlo5; la~ leorer.u5. 

que dr_:;.LE>rrru n::i.r. l.;. ::..uma de los: montos de P'~n?i ones 

de pago en el de 

Toorema. ContraJ co J::. n;df.o<:•rn.'lt.1c;• dir·ánu_r.:é\ d.:-.,1 soguro d·:? 

perisiones que ost.2blr~c~~ axpllcit;i.rnpnto la 12slrucLLn·.1 

m."lern.:.\l1ca de la~ pri;r.a:: de Ju:_'.; LrE~:>. pr1ncip..1le;; '.;isLem.as 

f'inanc1ero~. &~ ccno'.:idor~'I. un1c.1.mor1lc del T"orem.,1 c~~ntral 
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que ilustra la potencia inherente a los nuevos métodos 

matemáticos. 

Hay que tener muy presente las siguientes denominaciones 13: 

,auténtica tasa ~nual de interés, 

p , ta5a anual de crecimiento dernogrt!.fico (igual parn 

todas las poblaciones afectadas por r;l régimen del 

~cgu.r::.}, 

a , tasa anual de crecimiento del nivel general de 

salarios. 

Pue~to que, mientras dure el estado relativamentü 

estacionario, el crecimiento, por ejemplo de los ingresos 

por cotizaciones o de lo~ egresos, es causndo 

crecimiento de las r .. J.-'li:i.ciones afect;-;;.dag y por el nivel 

general de snlario9 con ojuste inmediato y total de lns 

pensiones; la suma de J.n3 correspondiente3 tanas anual o<;::~ 

de crec1mier1Lu- ~ • ~ 

designadas, conforme al si~tern3 finan~iers adoptado: 

----- ---------------------
13 L~ t6rmulo1;1 
inlQni;i.dadQi; d,.. crocimlQnlo, qu"' 

oproxlrn.:i.cióri pu.,.d,¡,n 
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un sslado relalivamenlo oslacionario. 

n
0

11 Prima de reparto de capilales const..it.ollvos. 

en un eslado relaLivamenle estacionario. 

nºIU • Prima de C:.óborlura de oxpeclaLlvas (capit..alización 

completa) cuyo valor no está condicionado a la exislencia 

de un eslado estacionario. 

E:l calculo clásico de una prima sa efectúa con ayud.'\ do 

valoras bási:.:os act.tiariales, generalmente labuladcs, 

conocidos como valeros de conmut.nción s.l mplümonLe 

Conmul..-ici ene~;.. Una conrnut.ición compone por lo que 

llam.alT'.os pdrle::-; demográf'icas Cpor- ejemplo el r.úmero 

descontado do act1vos o ~~1 d~· lnv.AJ idos, ot.c.) y pn; un.a 

rn.at.cmti.tica clásica act.ua.rial 

conmulaci ón se di:~scut~nl.<.\n con eJ V=-=-~. 
•• l 

donde l 

la tasa lécnic;i do intc-rés. Al d()s.ar·rollar la. 

ut.ilizar las mism...>.s c-st.ruclur.a.~ iormales m;iteir.á.t..icas que 

en la mat.ernática actuarial clá.5ica. con l~ sola diferencia 

de que la Lasa de inlcrés l cm el :faclor do dc-acu~nto se 

reemplaza event.ual ment.e por una tasa de cr eci m1 enlo 

demográfico p o. según el caso. por i ·- o Cobrando e como 

lasa negali va de interés). pudiendo las parles 

demográficas ser doscont.adas con base en un fact.or 

diferent.e al de las parlas-ront.a. 
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Suponiendo que las pensiones son ajustadas de manera 

inmediata y total al nivel general de salarios, el Teorema 

Central en un lenguaje aproximado matemático dice lo 

siguiente: 

fil llil .i:ó!dlllJW W: Pen:ú9m::~. d11iJ.Q . .:rn smlfil'illtrl! .!'tll '2Il 

relatiyamPnte .e.atru:..LQnatlQ...... ~n.t2I~ .l.a.5 .ru.:1.nwJ1 n~ 

y n~" , :U;:rum lJ! lllifilnll .e.s.tJ.:u.c:t11.rn ÍQrJJlill lllfil&ma~ 

.dl:m=á~ ili: la;; D.9Jllll1Lt.fü:.l..Qru:_;¡ illli:'. i.Jili:r.Y.Uill'.:n i<!l la 

.fólJlll.ll¡¡ ilil pJ:iJrul = D.Lliil< .e.n .l.<l ~.l:lfill P y l.fü! P..<tr.:t.~ntdl ilil 

lil;¡ >:!<illll~.llll filil.l.ilitil.¡¡.:L. .fü:'n lk:l=tll.d.illi .cn l'~'Ws: .a lJl 

~i-a, 

La esencia del T~orem.a se expre.sa simbólicamente bsl: 

11 I 
o 

11 II 
o 

n ru. 
o 

n (i-Ct,4.-o) 
e 

Lt\5 f6rmulaz h.:iccn trnnsparente la clase y el grado d~ 

dependencia de cada tipo de primas de la tasa de 

crecimiento p y de la taaa a 6 1 respectivamente, de la 

ta.sa i-a. 
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Cabo aclarar su alcance medianle un simple ejemplo: para 

un s!s:lema concrelo de pensionas se calculó la prima 

clAsica del sistema de cobertura de axpectat.ivas con 

respect.o a varias lasas acluariales: de inlerós i; por de 

pronlo b3ja la suposición de un nivel conslanle de 

salarios asegurados. 

Tasa Lécnica Prima, en unidades 

de interé!;. del salario. 

( i ) 

0.05 0.045 

0.04 0.065 

0.03 0.086 

0.02 0.118 

o. 01 0.163 

0.00 0.224 

La labla pormilo -a.dcm..'i.s: do la inf'orrnación inmediat.a sobra 

la vi si ble dapendonci a de la· prima de 1 a Lasa 1,- dos 

i nler pret.aci ones "di nám.i cas:": 

Ca). - Considerando que 1 a lasa de croci mi nnt.o o del n1 val 

general de salarios. con pleno ajust.e de las pensiones, 

opera conforme al Teorema Cent.r-al como lasa ncgali va. a 

dQscont.arso de l. la tabla pone en evidencia el impacto 

financiero del ajuste Cinmedialo y lolal) de las pensiones 

al querer mantener el sistema financiero de capitalización 

complet.a. 
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Si. por ejemplo, la tasa técnica de interés es i = 0.05 y 

la t.asa de crec!nuenlo del niveJ general de salarios es 

= O. qa enlences la prima de l.;i.s pensiones "dinamizadas'' 

t..endrá que calcul ar5e con la Lasa O. 05 - O. 03 = O. 02, 

alcanzando la pri.ma el nivel de 0.119 del salario en vez 

del valor O. 045 calculada bajo cond!ci enes est.á.U.cas. 

N6Lese que el valor 0.118 depende únicaroent.e de Ja 

diferencia i - a; de modo que, p.:;r ojomplo, a la t.asa de 

i nt.erés i = O. 08 y a una t.asa O' = O. 086 de- cr ec.i mi en lo dol 

niv~l general de salarios. correspondB e-1 mismo valor do 

prima 0.118. En el caso do que ~e con·~~rve el si st.ema 

f"i nanci<i-ro de coberlura. de expHclat.i vas., as decir el de 

capi lal ización complo3'La. 

Cb), - Si~ oblj <:>ni('_' t:nZt :;.egw1d..i. sorprendente l nt..er prct.aci 6n 

de los valores de la Tabla -lg:ualml.:r;te result.a.nt..e del 

Teoroma Contra!- a.l im.aginarso r'2'ernpla.zad.a la Lasa. de 

interés i. por Ja lasa o- de crecim.ient.o demográfico y 

pasando de la primera cobq,rt.ura de oxpect.at.!vas a la prim~~. 

QQ. r_~t.....Q. s!mpl~. Si por ejemplo. la lasa anual d~'I 

crecimiento derocgráfico = 0.03, enLonces la prima de 

reparto simple, una vez alcanzado ~l est.::.do rt:.:l~'lli v;~rnont.e 

esta~ionario. sera igual ta pr.ima de cobertura de 

ax~cLa~1vas calculada con la lasa l=0.03. o ~oa, igual a 

O. OBB del salario. La prirn.:"l aumont.l.. scn!:>iblcmenLe cuando 

decrece la lasa de crecimiento dernográ:fico. Asl. en caso 

0.03 a 0.01. l.a prima 
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aumenta de 0.086 a 0.163, ea decir ca~i se duplica, s1 

bien la población es todavía creciente. 

De interés particular es el caso limite, en que la tasa de 

expansión del estado estacionario iguala a la tasa de 

interés: 

p +" l, p 

De la estructura formal idéntica resulta ahora 

identidad de los valores de las tres prlm8s: 

0 I 
(> 

n (P,P) 
o n " 

" 
n (P,P) 

" 
O Ut 

o 
ri., \P,Pl. 

la 

En particular, resulta que el finnnciamiento del régimen 

de seguro es el .t:..~J!attQ Jlli.t.Q, . independientemente del 

sistema financie:-o 01·igina1 y de: la2 reservas acumulad ns. 

En este caso se desintegra la ecu.::ición de equ,1 valencia, 

pues las sumas de ambos lado~ se vuelven 1nf1nitan contra 

la creencia clásica de qu~ todos los si5temas financieros 

son, en el fondo, eq1üva l~nt-es. El 

p =. 0 y& = i llamado por nlgunoz uuto?"e!1 ln "resla de oro" 

{olvidándost~ quizá qu'3'. el CA!:<o de p i-: O, d'Jvlenc m~s y más 

importante) : 

Se ilustra lo anterior con la ayuda de un ejemplo simple 

de consecuencias un tanto inesperadas. Sea dado un régimen 
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de pensiones un! forml!s Qg vo hn: con 1 a sol"- edad de 

ent..rada de 20 al1os y edad de jubilación 65 al'fos; -el 

número anual de nuevos entrantes es constanLc y el 

efec~ivo de co~izantos activos después de habvr 

transcu~rido 85 - 20 ~ 45 a~os, y más t.arde el efecLlvo do 

pensionados so ccmponen oxc:lusivame"t.c de supervívianLes 

de los nuevos ent.r-anlcs. Una vez alcanzado el c~stado 

rala.t.ivam19nLo esl..aclon.tlrl o car1 la condición adictnn;Jl do. 

que la l..a$a do expan!'.:;ión o (puos p -::: 0) es igual a 1.a t.a~.oi 

principales -·por de prcnlc S'il- designan por fi
1

, fl
11 

y n111
-

se ,,.uelven l.Q.én.1:.1.s~ en osa f"ase final osl.acic1)aria. 

Inter-esa !Za.her lo qut.3> par.a 

inicial no os:t.aciona.r l ;i., 

dich.as;. prir!l.a.s en l.:l f"a~e 

Al efecto se designan con n
0 

la prih\a de cobar-lura do 

expect..at..ivas calculad.a bajo la hipót.esis o = l: 

No import.a ol valor concrRLo <:""!e r.
0

• ~J..no solo o.l hocho da 

qua J1
0 

~ea igual par.a t.odaS la!!; QE?Oflr¡l..CiOOe::'.> OfJCV.'.'.1..3 d'"~ 

asE!1Jurados, <!S rfeclr quo ~ea cons:<...anle desde el inicio. 

Ahora bien, las: primeras pQnsion.A~ de vl:!juz !O& pagarán 

d~spués de 45 a~os conLados a parllr d~l inicio dol 

segura. En consecuencia ny = nn = O durant.e esos primeros. 

45 aPíos. Seguidatnent.e ca..?a af'ío 11t..--ga .igual númoro de 



activos a edad 65, P.:S decir, cada 1.Jio 5e consider.;1 igual 

número de pensiones, de modo que la prir.:a fln se 

incrementa d~ ··o·· a su val0r ri~·~1nltivo n 
o (igual a la 

prima.constante del sistema finnncicro de cobertura de 

expectativas) 14 , mientras n
1 = íl1

n = n
0

. En tal modelo, 

qUE' rlesemboc!i en un estndo estacionario supuesto 

.1..l.im1..:t&., no se utilizarán jamas -ni en la fs!le inici.'3.1 

ni en la fase final estacionaria- las reservas acumuladas 

con las primas del sistema de reparto de capitales 

constl tutivos, ni las reservn5 aun m:is c0nniderllbles del 

sistema de cobertura de expf!cta t.i va!3. E5 decir, los 

miembros afiliados a cstr.> rágimcn d.:; pe ns tone~, f Lnt::tncU1d,...J 

originalmente bajo t-)1 si :.n~tr.a d·~ repart.•) <ll· c:,:tpitllle!.: 

constl tutl vos 0 de cob~:r.tura d•.! •.:!.X:P'2Ct~ü 1 ?a!;, podr.8..n donar 

las reservas acumulada~ -y cll3~ ~on considerables- 2 un~ 

fundación, sin ponr.:r t~n p(~lirrrc f~l finbnciJ1miento del 

régimen con bBse (:n lli Primo n
0

. 

14Nótq.oo 'lU~ d<n•t.ro dol .. u1h.1mo. de rQpo.rlo du c.apüa.lQ:i 

conah.lul!..vo.-, '->l Qato.do rula.ti.vd.murit..,,. q;:¡tr.:r.cton<:>.ri-:i pu~dl) 

r._alizaroH• con ba.&to.nl"' o.nhclf'O.r.:•Ón, d;,nlr<) d.<JL 

r.u;lQrric. d" r.,.pa.rto titlflpl". 
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CAPITULO VI 

EL SISTEMA DE PRIMA ESCALOllADA PAF.A EL FINANCIAHHIETO DE 

REGIHENES DE PENSIOflES DE SEGURO SOClALo PERIOOOS Hl\KHJOS 

DE EQU!L!BRto.
15 

6. 1. - Int..roduccJ __ 6!.l.:,_ 

Ent.re los varios m.j;.lodos para firiancí;ir regim"~n.P.5 de 

pensiones de seguro ~ocial • que v~rian en~ro dos ax~rcmos; 

el rnótodo do repar lo anual y el mót.odo do pr l m.;. media. 

general. oc::upa un imporla.nt..o lugar OJl llilmado sis.t.onu de 

"prima escalonad.,._"_ E~te m&t.od:o 1mrl1;::;.. que con rro:-sp-eclo a 

un r.f.gimen do s.egurc dado, cuy.;:. duración supcno 

usualmenle- ilimlt..<>~la. -:_:,. '..'>Ubdivid1.,, el 'Liompo P-n una. 5orio 

Se asigna a cada ppr- ! ~;::.. -quü, como regla, cubre v.ar le:-; 

se gar<l.ntice el equi11br10 :'in.a.ncJf.?ro ente"' inQ:re~os y 

En las et.apa5 iniciales de? operación doo lJn régimen dt' 

15 
T\lul.o 

f\.'l"ltH'ldt\9 

pnri.cda 

•ovi.Ql<.' 

or\ginat: T>1u 

or s0<~a..l 

of Qqu~hbnum. 

Jnl1<1rr.c.cl.ona.l J11> 

pra-n1v.lni 

p~nglo~ 

Acluo.ri.<:l.d;::. 

p. 20.7-227. 
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seguro de ponsionos por lo gen.11<r.al, los ogros.o_;¡ crecot'I 

lenL.a..menLe. de rnaner¡J quP. o:::an el sist...ema. de prima 

escalonada e-s posi.ble mant.on~r relativame11Lu- oaja.s las 

tasa: de prima aplicables a los primeros periodos de 

oqullibrio y est.abtecer aumentos graduales de prima en 

per-1 odos sucesivos has la qui::! se apro){I rn:\ .a u11 estado 

est.aci onar 1 o. Est.a caract.o-rlslic.a. as de par'licular 

impcrt.anc!a para los paises en desarrollo, va rt•.!e e! 

economia durant.o i~l por indo inicial do operación 

relat.ivamon.le largo, y roquiare cont.rib1Jciones mayoros. on 

una el.apa. po5t.crior cuando sa espera que la ecor:iomla os:té 

mas desarrol 1 ada. P~ro .aún en pa(~,;i.s i.ndust.ri.alf')S 

a.lt.amenlo do.,.:i.rr-:ill.::..du~, la. ;;i.pli.c~ción do casl.o ~islurr ... l. 

financiero punde ilG>var i'. uno Gc-.scable ni'V'O'l:i.clón g•a.dual 

de los factores ~onórnico$. 

¡,...,yo primor p01i6do de oqullibrlo-

.arbil.1'ar1.a. Enlre ol.ras cosas S.P.- d~be lener c1.J!.d;:1do eon 

sat.i sf'acor- las sigui en tos c::or:di cloI1'2!:S., espoci al ment.e 

paises en vtas de desarrollo: 
l 

La prima no dobo subir demasiado bruscamenl..e de un 

pari6do de t?quilibrio al s1guient.c. 

- Se d~be prest.ar atención a la capacidad de los secLores 

ocon6rnlcos cubiert.os pcr al régim0n para sosl..ener la carga 
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financiera per l1 nt:-nle. 

Er1 las etapas flnales l;t prima debe Lener un valr:.ir 

intermedio enlre la prima medi.a general y la prima de 

repart.o puro (en cualqui.er caso convion~ calcular ar.iba!:> 

primas -sobre la base de suposiciones apropiadas. p;>.ra 

f"incs de comparación). 

La acumulación de reservas debe Lenét" en cuont.-a host.a 

qua Q!"ado el me!"C41.dO int. .. ~rno de capl t.:.:..l 

absorber irwersiones se;iur;ls que produ:i:can rend1mient.o 

(las oport.unidades 

por oLr~ parle, 

est..o campu p~Jeden sor li.rnit.adas) y, 

t.al~s invrJJrs:ionc.~~ encajan 

pol 1 li ca nac1 on•ll de pl aneaci ón económica. 

No siempre es fái::-11 encor.Lrar una r:;oluci"6n apropiada qllü 

t.omo en cuonta ledos l:.:<s fa.et.oros .:1nLc-;:; m"}ncionados, y¿ 

que ír~cuenlen:ent.e ef ecl.os cent...:- arios. 

¡¡¡:;!!_~:oi..-ión del método d•-'! prunas escalono.das requiere de 

re?!.s'i.on.-..s acltMrialf3~ de l.io::n.p..:.. :...•r. ! 1 rmpo para compa.1·..,., 

el desarrollo real dc-l rógimen d.:l sU'.7.JUí'O con el csperd.do 

y capac.!t..;:ir .1 laé; :1•.Jt<:~rtdc1.dc::; c0mpnl.ent...c-s para corregir 

las cosa~ a StJ debido liomp?. 

Sin e1ubargo, t..ambién en patses en los que un régimen 

general do pensiones h3 est...ado en operación duranle mucho 

l.iempo, en la prácLica se ha abandona.do el sist...oi:na de 

f1nanciami~nt.o "clásico .. basado en la prim_a modia goneral 

y, a veces an combinación con reformas. fundamo-nt.ales del 
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Eslo se dohc a varias r~J.zo;11r?"i, ta.l~~s corn:..:i la d!n,'J.rn.ica d,...,¡ 

das arrollo económica y demográfico, qw~ no se puede 

p~onosllcar pcr ant.icipado para per16dos suf'icienlemenlu 

largos, las devaluaciones o la pérdida completa de fondos 

de reserva y en parlicular, la necesidad do ajustar· la!;. 

pensiones a los aumenlos en ol coslc d~ la vida y/o an el 

nivol goneral de salarios. 

El mélodo de prima escalonada fué tratado sislemálicament.e 

por primera voz por A. Zelenka
16

. que propcne expresamente 

el requi si lo de que en ningún momonto 1 as r u-ser vas 

acumuladas: se apliquen para cub1·ir ,_~groso!], sino a lo más 

el interés sobro ""1 la~ :-.doro ... '\~~ Llto! las. conlribuciones. Sólo 

si so s.a.st.i f'aco usle requi si Lo 5<2' hace rofo;enci a al 

"sistema de pr·im.a es:calonada" en su senlido o:::::triclo. 

La adopción de eSLQ requi~,;j to ·~·.d L.::, p.rtrt i c::.ular, 

posl.~io llflv.::-.. r a cabo una. r:ol5 l1c:_1 di:- invcrs.ión ._,_ l.ai·g,:: 

fin.<\l de pr1ma cuancic' :>"" .dc.an:.:.a. "-J"l • ~5lado cstacionari~".I y 

16A. ZE:LENJ.(lt., a1..1olqu'°t.1 rem<:lrquvu lo ré9ltnv hl\QOCLOr, 

"'l. s. S:, A,: Actuannl c.nd Slo.ltot~::ol probt...,nu~ of S'.lci.o.t 

S9cunty·, oénovo-nomg. tP"J.o, vol, 11 l. 

87 



Si ~e apl.lca el criterio Rntes mencionndo, 1n prime 

aumentará a rr.ti.a tardur erJ. el momento que el 1ngret:'>o de 

primas ~s el rendimiento del ca pi tal ya no :sean 

suficientes para cub~ir los egresos. Si, con respecto a un 

régimen de seguro dado, en un perlódo de P.quilibrio 

part.icular [n,m] se sasti.face el criterio anterior 1··nn un~1 

prima n, pero la aplicación de tal primn para cualquier 

periódo m-\s allá del tiempo m llevar a una reducción de la 

reserva acumulada, entonces ln,in] 5<:::. ll~";J.3 p":"riódo máximo 

de equilibrio del régimen respecto a n. Ln duración de tal 

periódo depende U1::: ló.5 c.::.!'.!.:...:·1 ~-·r1 st~c!!s d~l si5tema de 

beneficios, de los fondos de re:3erva, .si los hay, 

acumulados al principio del per16do y del nivel de la 

primn n. Sin embarr,o, cuando no hny riesgo de equivocación 

un "periódo máximo de 

aquilibrin''. 

El pr<Jblemh básico e~ el de ct~terr:ü•1ar la prima que 

corre:;,pond(: a un periórJo m.\x)mo de equilibr.i() d3.dO o mas 

precisamente, el determin.rir ccn resp0ct,o a un ?:Osimen de 

scg..iro y ~t un perl.odo de t.!.t:liipv ;::.-.,;:;.] -j~r1.-. • ..1 7 . una prima 

tal que (n,m] resulte un perl0do ;,~ix:!..r:"".0 a~ ecpliltbrio con 

respe(~to a rr. En el trabajo de A.. Zelenkll. ya se puede 

encontrar un método uproximado para determinar lú pri~~ 

17r...o. r(lo<ilDrva. V n on •l ti.ampo l aa1J conoc\.da.. 
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correspond1enle a un pPriódo m.'J.xi rno df;> •?-qui l 1 t..1r ¡ '.',. tJ.cls.1.do 

primero Pr, la olecciór; d"-t un pe;-1odo de referl'•n:-.i.a m•,.Jchc 

mayor (cerca dJ?l doble) qu ... el pGri6d=.l dt::i equil1br·10 

establecido lenlat.i vamenle, y, en segundo 1 ugar el 

cálculo de la prima df.:? rcp.art.u µ.rtr·a dicho periódo de 

referencia. Enlonces se aplica .a. est.a prirn..:i de reparto 

hasta el moment..o f:;'n que ~e sas1.¡fat::'"" eL rcqt:i:;;ll.u U0:1 un 

fondo de reserva no decrocienle; y esé rnoment.o señal a 

donde t.er m1nar1 a en rea! i dad el peri 6do máximo de 

equilibrio. 

En seguida se presenta una fórmula simple para el ef"ect.o 

junto con una discusión d" algunas cuest..ionos 

relacionadas. 

La fórmula requier·e sólo el conocimiento de los valores. 

anualos espc-rados d"" l,...,.,,. !:"::.!.::.:-!~:; a. ..... ~~!:Ju1·..J.cios lo de lo$ 

númoros espora.dos deo f."''?-:.é"'.'ria:;; .i-;:;.~gt...r . .1.dn'i.) y los 

ügresos; permite, :::an mayare::. cálculos, presentar varia<> 

.:tlternd.l1· .... as. comparar ZV5'.: r<e-::.ultado~; y repercus1on~:s, :.

selecciona1· la más apropiada. ,\....">1. l~· ft'ir!!>•.1!:-.. :;t;~.i:-.i.: .. i~10. 

al actuarlo una herr~míent.a p..:i.ra m.ari¡,:.1.;1r el si st.am.a de 

prima. ese.al anada. 
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Sean: 

V(t)=V,, Reserva en el momento t (al principio del afio t). 

A(tJ=A,, Función de ingresos (excluyendo el rendimiento de 

interés). donde: 

Ingre.so total (sin intereses sanados) en 

(t,t+lJ 

B(t )=B,, FLmci6n de egresos, donde: 

lU 

B, = J B(T')dT , Total de egresos en [t, t+l]. 

S(tJ=S,, Funci6n-salarioc, donde: 

s,= J S(T )dr ' total de salarios en [t,t+l). 

nrn,mi' Tusa de contrib~1ción <lunmte el periódo m.&xirno <le 

equilibrio [n,m]. A menoz que sea necesario, se deno~a 

simplemente n 
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De acuerdo a lo anlm ior se obtiet·1e lo siguienle~ 

ACL) = n SX:U 

t., Tasa da inlerés anual. 

6, Inlensidad d"'-" inlorés 11111 ln Cl+lJ = ln r donde: 

r. Cl+D , Facl.or anual da capilal.tzación. 

,-~ Factor anu~l d~ dc~~uc~lc, 

Si ( n. ml es peri6do ~xi.mo -de equilibrio dado y 

n • n la prima correspondienl.e, ent.onr::es es válid;i. 
tn,mJ 

Cn.ml la siguiente fórmula. de reserva para Cn~L$m): 

C6.Z.1) 

Si (n,m] un periódo máximo de ~quilibrio, por 

def l ni ci 6~, \'(l.) dul:~o Lcn:.K un '/.:i.l Cr m.1.:-:i '":"\:;:• ClJnndo t 

os decir V'Ct.) ... O par.a l=·m. Asi, dif•l!renc.iando la últ~.~m.d 

fórmula y t. ornando su v~J or para. L-=m igual a c:ero. se 

obtiono la siguionlc f'órr.lula par.a la prim.a n 

n 
(...,,mJ 

8CnDo.,, - óVnvrn ·I 6 

m 

J BC·rJuT dT 
n 

SCm)1~.in + 6 J ~XT)~_,T dr 

cr,,mJ 

CG. 2. 2) 

donde lodo:.;; 1 o~ v.:\lcn.,s se dos.c::uent.20 al tiempo L-=O. L.) 
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fórmula (5. 2. 2) 1mp11 ca la suposi-c::ión -que dii'ici 1 menle 

snvuclve alguna restricción- d0 que l.<.i. función V(L) no 

llene ni un máximo ni un rrúnimo en el int~rvalo .abit:.-r-lo 

Cn 0 m), 

A part.1r do ia -f'ór-1nula. C6.2.1) o más dir"eclametlle aún do 

la conocida 9cuaci6n dif'erencial Clineal de pr-imor- t:1 rri".:'!'"J.); 

V'Ct.) • 6 V(l) - CBCL)- ACt.)1 

se puede expresar la reserva en el punt.o t.erminal m Cdonde 

V'Cm)=Q) simplemftnla por la ocuación: 

C6. 2. 3) 

La fórmula C0.2.2) de la pr·im.a permit..e calcular n si la 

reserva en el Liampo inicial n es cori<'V'i .-:t_:. T.:..;;.;_,..í..;.n lo 

posible calcula~ n .n .n .. 
:l ;;! !) 

apl l. c.a.bl o~. p•~r 1 ódcs máximo~; de<, 

En ·~fc·ct.o . 

.J""'L-,.rmlna primero !1f. $tl['oruendo c¡iJe V(O) t>~'::: igu:d .1. Cl:c'l·o O 

:.. algun;_, otra cant.idad. Una vt~:: obt.onido ol val:::_..r- do ni ~a 

per-rnl Le- ~-·l c::d culo d-a n
2

, y a~í ~-:u ce.si vament.o. Si d~~pu~s 

del liempo 11º' el c-;-sq1. .. Wn1<'\ r~ntra O::•il un e~tado estac1onario, 



lo priman calculada p.:in:1 "'.:l último P·~rl<'Jdo de equ:tlit.rlo 

(n' ,n"] es valida tt1m~·iór: durante tod:i la d11r.ación del 

estado estacionario. 

Las formulas anteriores se aplican a funciones S(t} y B(t) 

continuas, Para fines prácticos, es n~c'2'sario 

transformarlas usa.ndo el caso di!icreto aplicando las 

sigui-e:ntes aproximaciones basadas t;n valores anu.ales 

suponiendo linealido.d: 

S(t) 

B(t) 

... 
f B(T) 

, .. , .. 
r r t+.t./2 r . 5(T)u dr ~u ·- S(T • rlT 

De lo anterior se sigue que; 

m-• 
B " m-1/:Z: 

- 6r'" 2 V
0

um T 6 ~ Btot 

n 
[n,mJ 

( 6. 2. 4) 

La reserva Vm en el punte final m del periódo de 
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equilibr10. por ~nalog1a, est~:i. dada por la s:iguient.e 

.fórmula de aproxi maci 6n: 

(6. 2.. 5) 

En la práctica po¿rá -;;ar- út.il, come una pruaba, aplicar 

t.ambión la f'6rmula general de J;,_ rc~erva18 

m- t, 2 
+ r CG. 2. 6) 

Se debe nolar qlJ~" s6l o on un r~gi.mo.:rn de duración i l 1 nü lada 

Cm-> ro :> s.e ptJqdrJ concebir la fór·rnula C5. 2.. 4) como una 

gencrali2aci6n de la fórmula de la prima madi.a geoer-c.l 

íl 
<O,<Uo 

Sólo en tal rég1men t..iene s:c-ntido el mecanismo 

de pr 1 in:;. ese al onad;::. des ar r el l .ada aqui • y~ quo .:?:_ mi;.~Lo".io se 

ba.ca en el principio de que la rese:rva nunca decrecerá.. 

mient.ras que en !...:n régimen c.!l~ duración. tífl\it..:~da ("e.aja 

r:;errada") el valor final de la r~~:;er-va debe s''!' cero. 

Cuando se t...rat.a. de un ró9ím\O!:O de seguro de caja cerrada, 

t..ornar en cuent..A 1" :l: ::.mi nuCJ-ón de res<C"r vas IJ'n la.:;; et.apas 

18Voitr 'º· 2. u. formo 

va.\.or~n a.nuo.l.;.'I:>. 
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Un régímen de ;:;eguro esl~ en un e;,~Lad.:> f111.anciero 

sl las. tasas de crecin\iento do las !'une.tones de reserva, 

ingre~os y egre::>os. son igual es durante t.·l perlódo
19 

Sea p(t) la int.ensidaci de crocJ.nut:!nLa Entonces 

;Kl)=-~;~~) = -:;;~) = 
s·c t) 

~Stt_j 

CSo inc::J uye la relac1ón -~~~~) __ b-.,'.!jú la .:.or)di".':'ión de que 

la prima na cambie en ol por·iódo). 

Sea ó, como ant.~}s;, la i nlens.i :.:ad rle l nlc~r &s. ~ ~abeo.~ que 

1 a di:farenr:i :'.'!. é-p 

financiero relalivci.mente oslacionario~ si c5 es consLante 

en el periódo. entonces lo P.S t..ambi ón p. Asl, durarile 

es; lado f1nanciero relativamente astacionario, el 

crecimiento de las runclonas antes mencicn::oorl::.~ 

geométr 1 co. 

Un estado fin~nc1ero rcl.>.ti '-•;.,.m"'°rJt.!.' c~la-...iunarl.o no lntpl.ica 

necosariamLmt..e la ox.isll.'!ncia de un D<:>Lado de-magráfico 

:--r:!;..Livd.rn~nto eslacionario. Par ajemp~ r:; 

1 Gv,;r cnr,1 li..;lo IV. 

!'. Thullür>, 

Actn,¡ 

de Lo. Gag,~rvJn Cr,.-,f~1ronct<l Int ... rnQC.\Of",ül do 

E'.(ll<:ldi ')rd{oQ d~ lo. si.gundo.d S:oc1a.l. IR orne. ~p!";;.l;. 
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al d1.:ol coslo dt;"? la vida -sJempr·~ r:¡uo el tn.dic~~ de 

referencia crezca eor1:;;lant_cmente durdnt..e un largo p&rlódo 

de tiempo- puede causar un est.ado fin~ncLer~ relall.vament.c

oslacionar10, aún cuando el número de personas aseguradas 

pt:rtn.'lne=-::a sin cambio. 

Por sup'.11:st..o. 

1 ! ':- '·" • ,;,., ; ' 

valiosas sobre t OJS"; p<'JSl. !::il e~. ler.dB-r)..:i ... 5 f i.nar.c1 0r as dol 

r·égimen b.<1jo 'l'arias hipó•-asis con respecto ;o,.l Vil.lcr di:t p 

CT.::..mbien se ::>eñala r.¡ue n-:l e:;; infinit.o. ). óbviar.,enle .,,.1 

P.St.ado absol ut.ament.e est..1c1onario -qu~ en esenc1a t.ambién 

os sólo un modelo te:!.~1co- eslá incluido 

especial 

es t.aci onar i o. 

Surge la pregunla: En qué condiciones so aplica el ~istema 

ae pr1ma escalonaoa a ·...;:¡ r~glm•.::"11 d!:t ::.."=-'vu1 u '-1.u""' Lit.:¡,.;,:, 

hao:.:1a un <:;:"SLacio financl.~ro r olali ,.-¡,rn~r.L1oct e:;.l.aci-•·.,,,: !.::.J G 

b1en cuando lo ha alcanz.Jdo ya (p0'!0"). Se debe 0nfat.izar 

que rnionlras 05t.ado f i r,ancic:-o absol ulamenle 

inlGrés cor r·-~spond1.,H1L0 

!renle a los P.gr2sos, e:-i e-1 caso de c:n osL;ido financiero 

relali va.mente r.ccesi l.a 

transferir- part'°~ dt.~ l~s 1;-.•_erE'-ses a la ri.o•sorv.:i q!Jü crece 



con la intensidad p, y nólo parte de los intere3es (Jos 

correpond i~ntes a ó-p J perma!lec·~n d:i sponJ bl ~Js par.'.1 cubrj r 

los egr~sos. En el caso l1mJ te en q11e p-::6 (y aún m:t~ sl 

relativament0 estacinnhri(>, la reserv0 dcj~ sompletamen\.e 

situación financiera relatlv¿;,mente est .. ::1cíonar10 

La respuesta puede ser aplic&r en c.'3to cú.S'.J, una condición 

diferente, a saber la de que la intensirlnrt ·te ~rcciml~r1Lc1 

de le. función reserve. nunc~ St:a menor que P
0 

Y que en '..!l 

punto terminal m dr.: dlc.ho periódo, tul inten;;id.n.d sea 

exact.arn-entc p
0

, es d...:ci1~; V(m)::;:i
0

V{m). (Gtl•lído p
0

=0, !H.! 

obtiene nuevamente la cond ic1ór. ori girv~ l). 

La nueva <Y>ndici.ón llc-~·u t1 una ecuación para n 
(O,fn} 

que 

difiere de (6.2.4), en que· !'>0 reemplilZa 6 por 6-p
0 

Para 

20V..:·r A- zalonl::a, Functv:i.nil btorr.élrLq•HHi o>l écor.omLqu;..3 

o.nl.,.rcha.nge(1bla• dtH'" l'áquotlon 'J.:'•..,ef>.:--:~~ ._..., ¡,"~o:¡ulltbro 

itnanct9r. Aclau dii la Svg·...1nda C..:J!"'IÍ~r•Hlci.a. IntC/n,o.clonal 

do ACll1CU'i.o ... y Ffita.:U g:-~~Ci<.. .:., lu Sli!gurtc!:".\d SOClO\ !Roma 
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l.a. apllcaci6h prá.cU.ca y escrita eri forma discrela usando 

valoreo;; anuales, r-esulta la sic;rni.ont.e 0-ct1a1.:ión: 

fl V 
111-1/'1. 

n 
rr>,rr.1 

S v''l-i-'2 
ni·-·; 2 

•,¡ 

~-· (!:r!..J Jr 1
':! :/ um ... (ci-p )J.:: B vl 

ú ft O n t 

98 

rr,-1 ,. 
;; 

ns 1 
,..,,_ .l.:"2 

cr>. 3.. J; 

(6. 3. 2) 
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