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INTRODUCCION

El  actuaric diépone: hoy ‘de .un  eficaz - instrumentc
métemﬁp;co para éfrbﬁ%ar.ia§ éroﬁlemas de tiéo financlero
y &embgrafico que afeéteﬁ’a lasAinstituciones de seguridad
soqiql.r : ‘

Al‘mismq-;iémpo puedes darse cuenfa de gque el B8eguro
Soclél mAs que nunca tiene necesidad del actuario, que en
particular -en contra de una opinidn muy difundida- la
aplicacion del sistema financiero de reparto estd sujeto
-tal c¢omo los otrog sistemas financieros- a leyes
matemdticgs, cuyo conocimicnto y menejo  son de ia
competenciz de 1a Clencia Actuarial. Por otro lado, no es
menos clierto que parte de su labor se basa sobre hipdtesis
de caricter econdmico para cuye formulacion buscara la
ayuda de ia Economia, como también es clerte que los
problemas engendrados en el desarrolle del seguro social
da pensiones, amcnazoedo por ia  incertidumbre general de
nuestra ¢poca, serdn resueltos solamente en  concurrencia
de métodoe matematico~actuariales ¥ do  concclmientows
aportados por las clenclas econdulco-soclales ¥

financieras.

El propio actuaric del Seguro Soclal debe ser ante todo
matemdtico, es decir, dotado de una mente flexible que le

capaclite para enfrentsr nuevos problemus y, al mismo



tiempo. para comprender ideas que.de otras.clencias puedan
cpntribulr a su ﬁrabajo. Esta 1nquietud abierta a- lo nuevo
-facilitada por un estudio  mas profundo de las
matemdticas, incluida en.-la formacién del . actuario- debe
di:tiﬁgqir'a; actuariérmatghﬁt;CO dei técnico’ de ‘recetas

actuariales.

Con base . a  lo anterior” y dada 1la dificil situacidn
econdmica que prevalece en el mundo actual y que de alguna
G otra manera repercute con maryor intensidad en paises en
vias de desarrollo como México, se tiene la necesidad de
optimizar recursos de 1indole, tinanciero, hunane b

materlal para hacer frente a esta problematica. Estos

paises se enfrentan casi todas sus  actividades a

problemas de estructuva ¥ de coyuntura.

Entre 1los problemas ceyunturales aque aofectan a le
geguridad social en ellos, destaca entre otros, el de
flnanciamiento. Este problema es resultade, de que no se
dinamizaran las cuotas respectivas, lo cual predujo un
lento crecimiento en los ingresos: Adem4s se  incorporaron
nuevos grupos demandantes de serviclos y consecuentemente,
aumentaron log egresos; aunados estos a la inflacidén ¥
devaluagcion, se incrementaron sensiblemente los gastos en

insumos.

En este trabajo se Trata uno de los problamas



estructurales de 1la  seguridad soclal que 'réparcute
directaménte en los coyunturales antes méncLonados;rrpera
asl coadyuvar al desarrollo del blenestar social: frente &
los grandes . problemas que generalmente son de : indole

econdmico.

Balo el concepto “matemitica dinimica de la -seguridad
sociai“;,se entiende concretamente una matemadtica que
integra -los factores demograficos y econdmicos 6.‘
respactivamente las correspondientes intensidades & tasas
de crecimiente de manera directs en los valores basices vy
en 1os mecaniamos de cdlculo. Esty hace posible establecer
matemiticamente y por separado la incidencin de cada uno
de esos factores en el régimen de financiamiento; permite
aclarar interdependencias, =1 fondo de los fendmenos,
logra transparentes desarrollos forzosos impucatos por lee
circunstancias ¥y, flnalments, pormite examinsr las
repercusiones que resultnn de la renlizacion ae

determinadas medidas ¢ hLipdtesis planteadas originalmente.

El ehietive fundamental de este trzabaie es =l do  lntegrar
¥ difundix lags Znuevas) natenildoas Alphmicas aplicadas sl
sesuro de pensiones dentro de inatitu de neguridad

soclal,

Cabe mencionar a los actuarlos qua han trabajade

ampliamante en este campo: HMarlo Alberto Coppinl, A.



Zeienka,_y de menera muy especilal Peter Thullen, en sus
Iibros: "Technigues actuarielles de la sécurité soclale”
publicade por ia O.1.T. (Organizacién Internacional del
Trabajo en 1970.), “Die  Mathematil der sozlalen
Rentenversicherung unter dynamischen Bedingungen
(Einfthrung mit Anwendungen in der Praxis), 1882, VERLAG
VERSICHERUNGSWIRTSCBAFT E.V, KARLSRUHE , (HEFT 13). due
sirvieron de base para la elaboraclén de este trabajo, ast
mismo aus conferencias dictadas gobre <l tema, en el
Centre Interamericanc de Estudics de beguridad Social

(CIESSY.



CAPITWO |

ALBUNAS  CONSIDERACIONES SOBRE LA ORGANIZACION FINANCIERA

DE UN REGIMEN CBLIGATORIO LOE PENSTONES.

Comupidad Ablerts de Rigsqoes y sy Fase Fipal

P g

£

relativamente uspisc: mnaria

l.a operaciédn basieca del =egurc en  general es la de
descontar, con rospec\.; al tiemp> de observacidn, valores
pagaderos en el futuro; solamente asi valares que vencen
en diflercontes dpocas se vuelven camparablaes. EL factor de
descuento anuval se denomina V siendo ol inver oo del faclor
de capitalizacidn: V¥ =—£—~§—~T , donde ¢ esx la tasa anual
da interes, (En el fondo no se trata de oira cosa que de
la operacidn conocida bancaria de "descontar” una letra de
vencimlents futuros. Tor ~tra parle. los pagoes Tuturses, en
el marce de un régrmcn de un seguro, guencralmente ao gon
ciertos, sine sujelos a determinadas "praobabilidades” oo
a la de la realizacidn del rleigm Consenuenienente seo

intraduce la noTidén de ia coms  un valopr

descontade de rcantidades pagaderas “probablementue™ on el

futuro por o a parsonas, dentro dol contrato de seguro.

El financiamiento de un rdéglmen de seguro de pensicnes sea

realiza en el interior de una bien determinada “Comunidad



de riesgos” sobre la base de la ecuacién de equilibrio o
de equivalencla entre los medios exisientes en el momento
de observacién (la reserva V ) mas las evpectativas de las
cotiraciones futuras, por una parte, y las expectativas a

las prestaciones por otra es decir:

futuras
1 inieial i;:g?::ggzsa = 1 prestaciones
¥ 1 j de asegurados
o cotlzaciones 1 y beneficisrios) (1.1)

I Reserva j Expectativa dell J Expectativas a 1
+ =

En un régimen de pensiones de derecho privadoe,
cuyaexistencla no esta garantlzada por la ley, la ecuacien
de equivalencla debe cumplirse dentro de la comunidad
1lamada “cerrade de riesgos", compuesta por los efectivos
de ascgurades  activoes y  de los bencficlarios de
pension, existentes al momento. de obsarvacidn, La
organizacién financiera es entonces conceblda de tal
manera que, on principlo, en cualquier ipstante en caso de
disclucién  prematura  del régimen, las  reservas saan
suficlentes para:

1) pagar hasta su extincion las pensicones en curse de pago
v las pensiones a sobrevivientes que podran originarse en

el futuro en aquellas, y

11} entregar a cada asegurado activos una indemnizacion
igual al equivalente actuarial de sus "derechos

adquiridos”. E1l sistema financlero es el de cobertura de



expectativas, es decir de capita]izacién canpleta.

En cbntraste a8 un régimen de peﬁsiones de derecho
privado, estamos autorlzades a suponer gque en - un  régimen
‘estatutario obligatorio de segure de pensionss posee la
cglidad de "perennidad” es decir de duracion ilimitada.
Esta calidad lleva automstinamente a la gomunidad ablarta

de rlesgos, la cual se compone de:

{a).~ La generacidn inicial, es decir del conjunto cerrade
de los efectivos de  assegurados ¥ beneficiaribs en el
sentido explicado, ‘ecxistentes ea el iastenta de  la

observaclidn; v,

(bl.- El conjunto ablerto de todas lao generaciones
nuevas de asegurados, Juntamente aon los bensficlarios de
penaidn que en ellas sc originardn.

La ecuacién de equivalencis debera cumplirse dentro de
la womunidad obicrtyu.

Sean:

Alt) , lukeccoe vor cotlzaciones (primas) referidos a
mitad del affo .

B(t) , Egresos por prestaclones referidos a mitad‘dei Véﬁo
t,

¥, + Roaerva inicial.

i, Tasa de Interes ammal.

ro= (1+¢) , Factor de capitalizacidn.
v hatt 3 4

=r = , Factor de descuento.
P




Entonces se Liene que:

tr1/2

w0
V,YE A,V (S5
t=0o t=0

expresa matemit {camente Vla acuaciédn do equilibrioc o
équivalencla €1,12.

: E,lA_ colocar las operaciones de un seguro en una comunidad
ablér;ta de riesgoé constituye el fundamental elemenlo
distintivo de la organizacion financiera de un régimen
estatutario obligatoric de pensiones frente a la

organizacién financiera de un régimen de derecho privado

=l

sin el privilegic de la perenmaad, Fuermile o

astreche marco dsl slstema ficanclero de capitalizacidn

complet.a y aplicar financleros més flexibles,

propios del Bech noctal ., que s adaptan 2 las
condicivnes denogralicar ¥y acondmicas del pals vy del
régiman dol scgurs, y on perticular a sg grado de madurez,
Yy que hacen posibla distribuir -segun l‘a*:. circunstanclias-—
las cargas financieras entre las generaciones actual
futuras.

El tratamiento matemitice en comunidad abierta implica la
adopcidén do hipstesis que co-determinan el desarrolto
demografice y econdmica del regimen en  un  fyturo
ilimitado. Las hipdtesis de cardcter demografico se
refieren de preferencia a los asegurados activos, es declir
a los cotizantes, incluyendo tambien & Los asogurados
latentes quienes a'consecuehcia de aportaciongs anteriores

han adguirido derechos sin todavia haber originado una



prestacion. Las poblaciones "secdndarias® de las
diferentes cateégorias de beneflciarjos: los pensianados
. por invalidez o por vejwz y los beneficiarios de pensiones
de sobre*}iven:xa. se originan directa o indirectamente en
ei conjunto de activos de conformidad con las bases de
calculo adoptadas, y su desarrollo propio esti determinado
por causas - de eliminacidn, como la  muerte, sequndas
nupcias, ‘ol aléanzar una edad prescrita ole., odn las
correspondisntzs tasas de eliminacidn contenidas en diéhas

bases.

Entre © las hipoteusis  gque al cofecto se  ofrecen, so
selecciona la alternativa simple v usual , que  sa
concentra sobre el tamalo y 1a distribuyelon por sexe y
sdad de las generaciones  nuevas, mientras L el
desarrollo de la "poblacidn inicial®™ existente al ULiewpo
de eobserwvacion, esta enteranente determinasdo por las bases
dea calculo coneci das, sin necesidad de hipotesis

suplementarias. A n de hacor  accesible a un tralo

matematico el

110 o 1a proyecolsn del conjunto de

nuovas ganeraciones en un futureo sin limite, el actuario

& sentird obligads a admivicr gue la disiribucidn
retativa por CENO Y odad PRTIMANGTCA invariable,

eventualmente despudés de haber transcurrido un periodo de
tiempo suficientenente largo. Esta allernativa pormite
tratar separadamente ila generacidn infcial ¥ las

generaciones futuras con la voentaja de podsr  varlar



facilmente las hipbtesis  relstivas .& las generaciones
futur&s vy examinar --las incidencias de 1lss diferentes
hipétesis ‘én el - financiamiento global ‘del régimen. Al
. mismo tiempo pb(_'lran ‘distinguirse claramente dos - fases dao

_desarrollo d'ev 1a comunidad ablerta de riesgos.

~Fase inicial, Al c;omienzo predominan la generaclén y las
cﬁﬁdicloneé iniciales, pero en 15 cual luego la influencia
de las generaciones auevas z¢ huce sentlr poco =2 pnco
hasta.que la poblacidn activa se componga ¢Unicamente de
supervivientes de nue¢vas generaclones y  se alcance un
astade relativamente estacloparie. as deeclr. ovn egstade an
gue la distribucién relatlvg pox sexo ¥ edad no varia mazi
extado ane se cxtiende primero a la psblaclion ectiva y
luego gradualmenis o lasa  poblaciones secuandariasg da
beneficiarios.

~Fase final. HNo 1limitada en el tiempo, de estado
relativamente estaclionarie.

En lo que precede se ha concentradw la atseclsn schre 1e
poblacidn afechada por un regimen Jde sedurs Lnosu procesn
de tender graduslmente Thacla un aatado demografico
relativamente estaclonario. Simultanesmente o con  algln
rotraso y & veces won anticlpzslsn 2e eatablacerd  tamblen
un gstade financiero relatiwvamsnts estaclenarie. en que
los ingresos por cotizaciones, los egresos por
prestaclones y 1la reserva -si exlste- crecen o, en

términes generales, vartan con un misme ritmo, es declir



Vcon lgual tasa de crecimiento.CCap. 111 ¥ 1Vv)

- Estados relativamentie estaclonarios ~lo misme que los
absolutamente estacionarios utilizados antes- constituyen
madelos ledricos. de . calculo, que sin embargo & menudo
reflejan con’ buena ;\prc)dmacléhv la realid.‘ad durante
perlodes  larqgos de tiempo, Su  estudio hace~ visibles
interrelaciones y bLendencias a iaryg. tornd . auw conviene
tenerlas en cuenta. on una sana polifica de la seguridad
soclal, vy, muy en particular, de!: segure de pensiones,
seguro a largo plazo. Ademds estos modelos permiten poner
a prueba cualgquier varlante "raclonal®™ de hipétesis
adoptadas de caraclor demografico o econdmicn ¥ medir las
repercusiones de la posible realizacldn de las mismas. s
ecta manera el dominio matemitics de laz caraeteristicas
de un régimen de seguro en un  ustado relativamente
astacionario, se convierte en un importante Instrumento
para2 tomar deciszienes en 1; politica dee Lla zegruridad

social.



1.2.—~Fr1nclgyales Sistemas Financieros del Sequro Soelal,
ad). - Sistema de Prima Media Generall.

En tanto dque el actuario delrseguro social confiaba en
Bases estaticas de >calculo. la adopcie.)n dve 1a comunidac
abierta de riesgos -junto n:c;n el desec de ijar tasas de
cot.lzacxoﬁes' constantes désde el Xn‘clo para - tedo el

futurs,  llevaban forzoSamente al yisbtesa do 2risa pedios

general . én tiempos pasados ha sido al sistema
praedominante de financiamienta de los sxxgurés obligatorios
de pensiones, ( al menos tedricamente D en la mayoria de
los palses latinoamericanos, inclyso el sistema (inanciero

original dal IMES.

Sean:

Vo , Reserva inicial.

1 anmten 2 olantaar 1a pPrima madia general s convenionte
oclarar qua co antiande por pruna rmodia ¥ prima madia
gennral

Prima media. - Oblenida ar porcwnio)e del cuelda basico, v
do las  peraiones  por  invalidez ¥y por  vez. Be  mantiane
uniforme an oL wepacio, wa decvr,  wl ALEO porcentaje para
individues conmtempordneso da diforentec clases de rivggo.
Bicho de olra menaera, as el miLemo porcontaje del sualdo
bigica v paneidn para Lndividuou de wna grnarseidn

con  diforentes:  odades, mexo y rieugo  do rabajo;  durante

el tiempo que euldn obligados a cubrir laa cuolcm.

Prima media genwral. - Con log miemos principios de la
prima  madia e0s diferente porque la media general engloba a
todas ton genercclionens; on decir, ol miomo porcantaie para

individuoa de cualquier generacii,



i, Prima constante.

S\, Suma de salarios en el afo t.
W S,c\.): Acn‘
;referidas a mitad del affo t.

|

Tngresos por cotizac1ones “{primas)

'B(l -Egresos por cotizaciones referidas a’ mitad del. ‘afio
T
Entonces tenemos: . _
' ® [RLS @ a2
V + ﬂ 2 S..,Y LB,V

o

Ecuacibn de equilibrio de la prima media gpneral; de donde:

;;7 T V
. s w o
n‘ v . g s vl‘!/z

° [}3)

El sistems de prima media general permite trasferir el
exceso de carga financiera causado por la poblacién
asegurada inicial de una estructure desfavorable de edad a
todas las generaciones futuras, estableciféndose de
sstamanera lo que se puede llamar 1la sollidearidad de

generaciones

f.a aplicacidn del sistema de polima media  general, a un
régimen nuevo de pensiovnes, puzde eondneir a una
acumulaci®dn considerable de capitales. Sin embargo, ¢sta
no es una caracteristica necesaria de diclic sistema
financiero, si bien gue lu heraila de que sea ast y que el
sistema de prima media general equivale en el fondo al de
capitalizacién completa, estd muy difundida tanto en

Europa como en las Américas, y esto a pesar de que este



error . conceptual fue aclarade hace 69 afios -por el
matemdtico y actuario A, LOWEYZ. Ante la persistencia de
herejlas de esta naturaleza parece opértuno disipar la
confusion de éonceptos mediante un ejemplo simplificads

pero de significado actual:

Imag&nése que - se introduce un régimen nacionala de
pens'ioneé uniformes de vejez en una poblacién
estacionaria, cuyo tamaNo ¥ estruchurs por sexe ¥y  edad
permanecen constantes, El derecho a pensidn se origina a
los 35 affos, pero adjudicando la pension también & cada
persona que hubiese e;lcan::ado o superado la eduad de 65 a
la fecha de entrada en vigor del régimen. Asimisme los
cotizantes son persaonas  enthre aedades 20 y 64, vy la

reserva inicial ez cerc.

De acuerdo c¢on la estructura supuests de la poblaci¢n, la
suma de los montos anuales de las pensiones en curso de

pago €s constante como Puncidn dal Liempo, 1o misma que en
el numero de cotizantes v, por ende, tambien la cotizacién

anual per capita del cotizante. En consecuencia, la prima

Z2mediante un  ajamplo iratructivo publicads en -l
VERSICHERUNGSLEXIKQN { Enciclopedia de seguron ) ds  3iciies
apzer.

3xa dice quo un sogura e¢ de cericter nacicnal  cuando
abarca o loda lo poblacidn de un pefs. Se dice que eu  de
caracter Integral, cuando todom low ramos dol wsegura a9
sncuentran adminisirados por un solo inalitute coegurador.

10



anual de reparto queda sin cambio desde el 1inlcic del
régimen ¥ &8 por definleidn idéntica-a 1la buscada prima

medis general, sln  acumulacién de reserva alguna,

El ejemplo constituye el modelo aproximado do un ;egimen
va m%duro de pénsiones. que por causas externas ha perdido
ptictleaménte' su57 reservas, que fiﬁancieramente deben
comenzar do 1ia base . 'caro” sin poder suspender las

pensiones ya concedidas

El sistema de prima media general ne puede ser
identificado de  manera unt voca por el grado de
cspitalizaclon, ni de manera inmediata por <1 grade de
dependencia de factorses demagrificos ¥ ceondmicos,
caracteri sticaz de lmportancla en el andllsis de regimenes
bajo condicliones dindmicas. Exlsten empero tres sistemas

financieros que se prestan a comparacieon Glaras ¥
welvaranente interoretnbles. Son: gl sletems Ao coberlurs
de  expogtativas en  copunddad ablarta de  riesdos. el
slatems de reparto simple ¥ el due reporle de cavitales
ggn§&1Lg§1x9§4. Ademss, los tres sistemas  finanelcross
representan tiws niveles diferentes de capitalizagion: el
sistems de cobertura de expectativas el grado maximo de
capitalizacidn "completa” posible on un régimeon de  segure

sectal, el de reparto simple, grado “cere” vy, entre los dos

Capitel Cormtitulive as tna canttdad de dinaro  necensria,
dosde ol puntoc ds wviele woctuorial, pore garontizar ol pags

do su rante a un pavelorads



ektremos, el Sistema de reparta de capitales

constitutivos, un. grado intermedic de capital.\:acién.‘

b). -~ Sistema de Cobertura de expectativas en  Comunidad

Ablerta de Riesgos.

Este sistena clasico ez bien conocido y basta ‘prcs.entar
un ejempla zimplificado. Se supone que todas las entradas
de asegurados al regimen se realizan a la misma edad xo v
que la poblaclén asequrada <e componga exclusivamente de
generaclones lnhgrasadas  a la - edad L Cada gn‘_:heracién
financi{a peor si sola su propio seguro: primero se acumula
una reserva que llega a su miximo, cuands los asegurados
todavia activos de la c¢enaracidn alcanzan la  edad <de
pensidn de vejez y cesan en el page de las cotizaciones;
de ani en adelante se consume gradualmente la reserva de
la generacién hasta que las dltimas poensiones, Incluso las

de depondientes,

hayan extinguide. Mientras tanto harn
entrado nuevas generaciocnes de suerte que la absercién
pauvlatina de las reservas de goneraciones anteriores ne
solamente se compensa sino que la reserva global puede ser

de nivel considerabla

ie



sumas futuras de prestaciones
o salario de una = futuras de la
1 generacidn que inlecia I 1 generacldn [

a la edad x_.

- J Expectativa a las 1 J Expectativa:a las 1
™ -

Ecuacidn de equiltbric.

El‘valqr de la prima de cobertura de expectativas, igual
para toda generacidén nueva, no depende del tamafio de ¢€sta
¥y es, en consecuencia, también in&ependiente de una
eventual expansidn ¢ regresién del efectiva de
asegurados. Dor aolra parte, dcpende Jde la edad de entrada
X, ¥ en alto grado de la tasa +técnica de  interés
escogida. Tanto las pensiones nuevas, como las que estan
en curso de pago nc pueden ser ajustadas -ni siquiera
parcialmente~ a un nivel gencral creclente de salarios o
al indice de precios, a no ser due s5¢ dispanga  de medios
suplementarios {como, por ejemplo, excedentes de ganancia
de interes o gananclia por retrase de ajustes de
pensiones). Debe recordarse que, paralelaments al  ajuste
de las pensiones, deben ser ajustades las reservas de las
omus y la ruscova de los actlives gue respalda los
derechos en curso de adquisicion. Adn cuando este sistema
financlero no se aplica en la prictica de los segures
soclales de pensiones, la prima de cobertura de
expectativas sirve comz modoloc ds  conparacion y su

estructura formal matemitica ha adquirido una inesperada

13



signhificacidén en el  marco . de las -nuevas matematicas

dinamicas.
c). ~Sistema de Repartc Simple,

En el sistema dé reparto, en su 'séntido estricto, se
determina la prima de un afo de tal manera que. los
ingresos por *primas cubran” exactamente los egrescs del
afio, deJéndo évenLualmenLe una réserva para fluctuyaciones.
Por su misma naturaleza la prima de reparto estid en alto
grado co-determinada por la relacidn entre el ntmero de
paensiones en curse do page y el numerce <o colizacicnes

activas, es deecir por el lilamado coelente de carga

demografica. El pages :cxr‘.ti‘nuado de las pensionss no esté
asegurade por POSorVad  acumuladas con cotlrzaciones
anteriocres der los propios beneficiarios, sino
exclusivamente por las cotizaciones de los activos de la
misna [: falaleg on el rarco de 1a comuni dad abierta,
estableciédose de este modo una estraecha “solidaridad del
conjunto de actives a2 favar da los benediciartow e
pensidén. La notorla dependencia del sistema de reparto de
variaciones demograficas de los efectives de personas
afectadas por el reégimen do seguro, contrasta con ta
insensiblilidad de la prima de reparto. calculada bajo
condicliones econdmicas estlaticas. con respecto a aumentos
posteriores del nlvel general de salarifos con el ajuste

total e inmediato de las pensiones.

14



La menclionada pérdida, de hecho de.las reservas acumuladas
en grandes regl menes nacionales del seguro de penziones &
causa de guerra o inflacién, accoplada con la introduccidn
de pensiones “dinsmicas”, ha contribuido a la importancia-
actual del sistema de reparto en el seguro obligatorio. de

pensiones.

d).-Sistema de Reparto de Capitales Censtitutivos (Sistema

de Cobertura de Capltales).

En este sistema, la suma de cotizaclones de - un afo debe
cubrir la suma de los capitales constiéuhivoa de las
puevas pensiones azordadas en el s8Wo. Los daerechos
adquirldos de los aseguradnz activos no estan respaldados
por reserva Aalguna, es decir, también el sistema de
reparto de capitales constitutivos se basa en la

golidaridacd de lac oo

deativ  ds la perennidad
del régimen del cesurs,

El valor de= la prima anual depende de la relacidn entre el
namero de nuevos pensionados del afino vy ol A2 cotizantes
activos, e8, sin embarge, mencs afectalo por variaciones
demograficas aue la prima de reparto simple que, ademis.
depende de varlaciones en €] némero de pensionss ern curso
de pago. En lo que conclerne a la capucidad de absorber el

costo del ajuste de pensiones a variuclones del nivel

18



general de salarios, 1as nuevas pensiones acordadas en el
afio pueden ser ajustadas enteramente a ellas, mientras que
el ajuste de pensiones en curso- de pago exige medios

suplementarios.

1, e2te  slstema de repoarte de  caopltales
constitutivos mantiene una posicién intermedia entre el
sistems de reparto simple ¥ el de cobertura de
expectativas; demograficamente menos sensible que el
primero y en cuante al ajuste de varlaciones econdSmicas,
menos que el gegundo. A esta posicldon intermedia,
reforzada por el vya aludido grado intermodio de
capltalizacion, debe el sistems de reparto de capitales

constitutivos su rol importante -al lado del sistema de

raparto simple- en <! gegurc de pensiones de hoy.
e}.~- Anotaclones relatlivas al Bistemz de Pertodos de

Eaquilibrio.

En el aictems da "pericdos de eaquilibrio”, &1 tiempo
future se divids en perfodos de duracion detaroinade  -por
elenplo de 10, £ 6 hastan de un afo o, en el extreme
¢epuesto, de durscioen ilimitads- filando para cada periodo
una prima <onstante en ol misme, dJde tal manera que  al
finsl del pertodo y despuéz del pago de las prestaciones
correspondlentes queda una reserva prescrita. Esta reserva

puede expresarse en unidades de egresc gnual o de atra



manera aproplada. As! la regla, "la reserva al final dei
periodo debe llegar & su maximo en base a la prima en
vigor™, conduce . al conocido  sistema de Primas
g_imdﬁas. Con todo, al proyectar el régimen hacia un
futuro llimitado, es practicamente inevitable, también en
este sistema, prever un @ltimo perfoada de eguilibrio de
duracién ilimitada en un estado relativamente

estacionario.

El distema de periodos de equilibrio constituye ¢l sistema
general bajo cuyo “techo” -por decirle ast- se podfa
clasificar la infinidad de sistemas financieros, mediante
la eleccion aproplada de peritodos de equilibrio y de

reservas al final de cada uno de €llos.

S5ia  informacidn  correspondiente  a cule r&gimen ae
presenta en ol capltute V1.
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CAPITULO 1Y

=DIOS 'AUKILI ARES ‘MATEMATICOS

2.1. - Generalidades’ sobre conmutacicnes.

Dado ‘un &rden sirﬁple de personas de edad x, {ix} , R
£ w  Cdonde w es. tal que {x =), a la edad %, corresponde

el tiempo L°=0 ¥y a la edad x el tiempo t= x - ey

Si =e paga a {x de edad x el importe “1"”, entonces el

valor actual de este pago en el momento L°= Q. es:

[NV

Este valor representa la expectativa, para {x personas,

que se relacionan con el pago de * al llegar a la edad =x

La expectativa para cada una de eostas personass es:

X x
e W P !
fx Iz Y Dx
a - =
= e v ° o -
La introduceldn de las magnitudes Dx = {x V® s revela de

una fmpartancia decisiva para los calculos actuariales. Su

" usO permite un calculo simple y claro. Llamese a [}:x'.‘ el

18



numerw.- descentado de sobrevivientes

primer o&rden que carresponde al drden {éx}.

Sea x una edad fija cualquiera al principio de cada afie,

se paga el importe 'l a-los gebrovivie co Ll vos de

la  poblacién inicial cemenzande por el propio lx s

Lterminando con los Gltimes sobrevivient del drden dade.

La suma de leos valores actuales de eslrs pagos, o 2id

por. el . numero lx de la poblacion inicial, representa ‘el
valor actual 'ai_Z de una renta vitalicia anticipada  anual,
pagadera a unha persona de edad x . Es evidente que alx es

igual a'la suma de las éxﬁoc&ativas elomental os:

1 '
ﬁx w D,; [ < D UL IRERS Dm--n)

Se introduce, como conmutacidn de segundo drden la suma

[
J

de las conmutaciones de primer 4rden:

WXt
= = + D +~ N
NV D Xt L DA D xva x+2 M (Y221
t=Q
Por lo tanto:
Nx
A e
x

Conmutaciones de &rden superior:
Tomando en consideracidén leos cdlculos anteriores, es

necesario  inbroductr también conmutaciones de  orden

1o



superior a las del segunde &rden y que se desighan
sigue:

La Conmutacién de tercer orden:

o= x—1

Sx=z N:L+AL=N*

N R
LR
. tza

La: siguiente presentacién,

“-anteriar:

Cperando se¢ obliene que:

n
'

s ®

~

-

+

-

w

)
®
+

Conmutacidén de cuarto drden:

Segtn el mismo sistema triidngular, s» obtiene

T, = N+2HN + 3 N + o
= x x4

Cw-12 N
[

20
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v xeg
=C R Cted N

tzo

Y, finalmente:
’ {(2¥D Frid)
T =D =+ BE L BN +
« * 2 x4 2 K2

VR esden
. PUTYI
s g e g
z TopHt
1=a N

A partir de:

V) H

e
= E 2 o
2T, = 1::.0 [ cis1d® + cte1y] D,
cL+15 + Ceetd= Cts1d [ CLdd « 23] = Ch+ldCt+ay

Y aplicando a la misma C2.1) se chlicene la féomula Gtil:

woxw1 2
E Ce+1d Dkkt:ETK“SX
t=z0
Justiftcaciodn:
vex=t 2
Se sabe que: 2 T = ; . [ cu+22® + cb+13] D, » como la
sumatoria es lineal entonces
LAt o § 2 wWox=1
2 Tx = L Ct+127 + DMl + TL+1Dd Dxd
1=0 Lz0
R g ) z
- - o
E{o CL+12 DML + S,
Ve xe-1 2
Por lo tante: 2 T - Sy_= b CL+1D C&d
i t=a
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Ohsarvacliones:
al. ~ A menudao :se designa la comwtacidn de segunde érden,

limttada 3 n afios, por medic de un simbolo proplo:

Nz wl e B B Py Dx.n»} = NN
b~ Encage de due el &rden dado Ysimine a una edad x =
poo £ifa dada, ~como ocurrre <on mayor frecuencia en los
érdenes de los actives~, se utilizaran aqui también las

sigui éntes notaciones:

HD“*‘D + D + ... *D

N:{y) ket w2 JIoE

= " . +
Sn( 2 Nx(p: R, g’ N wezgs Na.z-um

Cuanda no hay riesgo de confusidén, usuvalmente se omitira

el subindice Cul,

En la sioicnble gecclon, se obliene de una manera simple ¥
para el casa continuo, una relacldn entre una conmustacidn,
de un drden superior cualguicra y la conmutacion de primer

érden D_ .
x

cd,.~ La esoncia de las conpmalaciones en partir <o una
conmytacidn base, que es funcidn del Liempa L, y oblener
por sumas subsiguientes las conmutaciones de  &rden

superior, es decir;

2z



e YR Tt vy tx-11
Dx = L ont = L Dt,’

t=o x
Dultmasdn recursiva da las' commutaciones do Ordon k.

thi_ 1

d).- D‘t Tik~20¥

{,{njamé)w(mx:wz) e

Férmule gue expresa la conmutacién de drden k 'a través

la conmutacion base. {para cnalquicr k23),

Prueba (por indugelsn parematica)
Para k=3
Dy Erel) (7 2], {745-2) B

B3}

= Llrri) D . de scuerdo & (2.1)
T

Se supone vAlido parz k=s, es decinrs

Dy sl B (o)., (ri72) ot

Por demostrar que vale par& k=zs+l.

Tuegr % P - (R3]
P.D. D, e DU st D
sry _ YURTA (Tre
recuerdese que: Dx = D,M entanoes:
lL=0
{s+1 1 i tar * (99
2 = :
= = e ] a ] -2
Dx B Lo Dor+ia(eed).. (v4e-2) D0
Lt=0 T T
1 1 f13
TDmme i 47 - -
reerrdiliew E}(Hi)(rn)...( ts-13 Do,
zete TUTEL)(e2Y. ., (rs-1) DLY
a3 1’_’ e Tt
L 3 1 1
el P L )

Factor de correccién empleada pars obtencr el valeor

ad

de -



d—— - "a partir del valor -de 4—r que se auxilia de la

n

sigulente relacién

Jam om
o Y s - - n .
do l- 4 et <1 V, B

£3. - Valor de aproximacidn. para ﬁ‘lm:

cms m=1

B : :
indeperndiente de la tasa de  interés N can

frecucntla es suficiente.

2.2.- Casg continuo,

51 se considera & coma funcidn continua de 1a edad x, se

W
define 6@' J ({'vaﬁdt como conmutacion continua de
x

primer Srden.

La conmutacién continua de sequnds orden se  define

S
por :
@ W - x
. = J‘Dfdf aJ'D?:-LdL
x o]

conmutacitBn continua de negurdo Grden.

De manera analoga, las conmutacicnes continuas de tercer

Spara tan conmutaciares continuas [ utilizan low miumon
of mbolos que para las conmutaciones del caso discreto,
poro Llavande arriba un guidn.

24



y cuarto drden.

L woeowm
T, = J§c ar - f S
e it

Definicidn recursiva de la conmutacién continua.  de  oOrden

k:

oL

w w- A
6::] = J'Bé\un df = J’ 6,”(_“ at
x 0

Las conmutaciones de tercer y cuarto érden también pueden
expresarse por una integral que afects la  conmutacion de

primer érden D_:

w w w [ g
S, = J Near = ]dp J. By f”z“‘ f@o
x x X 2 x
w w-x
= J’(f'»“/ﬁt &= J th, ., d (2.2)
2 a

‘25



De modo anidloyo se deduce

x
{74
?x = 7 J- §l =ty entonces:
x
w [ARRAY A

S dr | PN 3 A
Sp 9t = J‘Jc‘, DD, @ qjc:ax) D, a¢

x x

(4]
— jc:—z 2 D, dr = T
2 i E x

i3

En general:

[N

Iconmutac: énl . o
LI P
de e [\f 2 D(d:

=
1 Srden k J' .
k

CCuya demostracion es anialega al cazo discretod.

v
o



Las definiciones

x+n [N oy
"TTJ: _[Di' ar .-_-JD, ar '4[0L d® o= N - N
x x xX+n )

x4 [X] . w
S J_Nz a = .[Nf ar - f”z_"-"- = 8, 5.,
. x 2z [ :

_no requieren ninguna: explicagién.

Cuando se desea cambiar de la escritura continua a 1la

escritura discrets, se debe recordar que:

7] Lus ~ 1
N M- F9D=N--2D,
. m-1 i
ya gque el lim PRl

m % &

El resultado aproximado &« la derecha se obtiene con ayuda

del procedimientc 22l valor medlo para integrales:

[AE3-4 :’t WA
Y] = ~ T . .
Ng= z IDE A =4 DK PR AT < N.‘c - Nz;o;)
} 2 2
Lex E=sx
7
=N, ¢ D =N - D { € entero )
E2FY Z x x 2 x s .
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El mismo procedimiento nplicado a §x :

W~ W :

S, ) Nes = - CN+N .
f=x ‘

1=
i
N

2§ ..+ -1p. =8

o x b g

4
Finalmente de manera andloga:

Y

I

ER

R
It
"
¥
4
"
+
s

Debido a ‘queen los pégimenes “de . pensiones. del seguro
social, la utilizacitn del pago mensual es muy frecuente,
la férmula de  aproximacion que sigue, puede revestir
cierto interes:

12 < 00) (12)
L
= NS G n'**hp,

Con frecuencia puede despreciarse el términc de correccién

@03 a2y LT T ;7._ ~ i1
- p YD, yescribiri i, =N,

Las formulas guavdan lgualmente su  valides, cuando el

orden de sobrevivencia (como en el caso del Srden de 1los



activos) se limita con p ¢ w  y cuando s canstruyen las

conmutaciones continuas correspondientes:

H .
qun = J’ .Dt dE : erp) = [ Nf d{ . etc.
% x
2.3 ~Tasa d___é interés wauivalente en caso de

capltalizacién fraccionada.

El capital con valor "1 al prinpcipio del atio, se llevars
a un interédés anual efectiveo de ( 1+ e=, por tanto, el
valor del capital acumulado al final dél 2afie. Si el afio s¢

divide en m fracciones iguales, ol interdés se calculari al

final de cada fracclédn idel afic ¥y sc agregard al capital

zln reatarleo por 1levar intereses conjuntamente con este

tmy
“

Wiimn. Sea - . da tasa de Interés prea tal fraccion "
Lomy
del afio, vy 1 - -.7;- el factor de capltalizacion
t
fraccionado; em) s determinard de Lal manera  Jue, al

final del aflo, resultara exactamente un interds ¢, es

decir el capital Cinal 1+d

Por lo tanto es valida la ecuacldén:



Que ‘permite obtener inmediatamente el valor buscado:

-
e (Y TF T 1) wm " - 1)

(mi .
&™ se llama la tasa nominal equivalente a la taza

& tuande el intardés es  capitalizado al final . de. cada

rraccidn };‘del afio.

En. el caso limite m = m . se habla de ipnlereses conbtinuos,

La tasa. equivalenle a ¢ es:
: : - .
& w Lim ™ Iim & VL 7 1= 1) m in €140 = In ¢

L Y M~

& m lnn r se llama tasa de intocds. instantdnoea Cintensidad

da interés), Se tiene:

r e e . VYmaS .
Cuando al final de cada aMo los intereses se agregan al
capital, entopces el capital con un valeor inicial ko
alcanza, después de n afos, el valor final:
kK wk "

n a
£, inversamente, si se conoce el valor Cinal de k, se
caleula el valeor inicial ):a por medio de:

¥ wakor Tomk "

Q
ko es el valor duscontade por n afios de k o bien e! »alor
actual de k.

{lLas oper aciones sabr e valores doscontados 500

caracteristicas de 12 malemdtlicas actuariales.)

Es (4cil demostirar gue la funcion "capimi"; establectda

anteriormente para t = n. enterao,
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® 6 kak e (2.3.1)

3
'kg.-kor-koe
guarda su validez s8i -se supone- su contisuidad - para
culquier numero real t, cuande el inter¢s es continuo,

" La derivada logarttmica de k“

k! k 6 e
d L O
Lo ln koW e w -5
dv (] k, Kk &L

hace aparecer la calidad de & como Intensidad de
crecimiento del capital k. en tanto que el caracter de &
como intensidad de interss se pone en evidencia “peor 1la

tfuncidn de interés en 21 intervalo [0,t].
t v
5T
1(0,t) = .fkr S5 AT = ko & f e dr = K- K,
o o

Si se escoge para esta Gltima integral el intervale [0,1]

v k°= 1 , se debe escribir exactamente el interés ¢ En

efecto:
'

0 t) =6 [ePdtma® 1myr-1ad
o
Reemplazando la integral de la lzguierda por el valor medic

de  la canbldad gué  5C 3acy

z 2l gimbolc do

integracion:

se encuentra una formula de aproximacidn apta para &:

2 +

& B ) =
de donde:
~ 2&
& = T
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Como 1o muestra Lambién la comparacion ‘de . los: valores

oxactos y aproximados de & on. la siguiente tabla:

i 6 Cexactod 5 = A

2+
0.01 0. 009950 0. 009850
0.02 0. 019803 0. 010802
0.03 0. 029559 0. 029557
0.04° 0.039221 0.039218
0.05 0. 048790 0. 028788
C. 0B, 0. 033289 0. 058252

Hasta ahora se ha supuesto constante la intensidad
interés &, Si & = 6. CLD a5 una funcida del tiempo
entonces se obtieme para la funcién de interés on

intervale [O,t1,
L
ko~ ko= [k_ 6CTd dr
1 o T
o

de ahi sigue por derivacisn

k d
T -6CL)-~&T in kt
v, de &sta la fé6rmula basica
t t
I Setrar . -F Sendr
K ak e® & X wk e
v © o L

la gual es una generalizacionp de C2.3.1)

de

v,

el



2.4, -Conmutaciones formales v mixtas

Un. instrumento matemitico  esencial para.los siguientes

capitulos, en las cuales ses toma como hace las eveludiones

derrnogréf’icas Yy - econdmicas,  esta - constitlufda por -las
conmutacionhes formales. Fstas son calculadas con un Tactor
de descuento formal apropiado cualqutera 2 ® -en lugar del
factor de descuento V = Ver_éVcorrespomncm_n- a una tasa de
jnLérés técnica €& = intensldad de interdsd- en la que p
podra representar por ejemplao una  intensidad de
cracimiente domogriéfico o econdmico. Todazm las veces que
sea necesario distinguir entre las diversas conmutaciones,
s¢ aumenta la intensidad de intergs o la intensidad de
crocimiento carrespondionte ofoctivo o farmal coms Andice

superior:

&5

y <«de manera analoga Nx s N;p)

..‘5“5) .éi(p) ete.  Las
x

x

commutacionas sin  {ndice superior dJdesigna slempre los

valores habltunles calculados sobira la base de intensidad

der interés téocnico &.

Junto E) estas conmutacicnss, tas caohmut actones

“compuestas®, -compr

i ende una TUparte de Jrafica”™ y una
“parte pensién'-~ juegan un papel {mpor lante.

As{ las conmutaciopes ba

de la pensidn de invalidexz:
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ai aa a2 b
Dz =1 D:z v "xl Fxeniz

se .componen del " nemero. descontado de nuevos  invalidos
multiplicado por el valor actual de la pensién uniﬁaria,
de invalidez., Otro ejemplo es el conmutativo  Introducido
en las expectativas para los invalidos, produéiehdo- una

pensidn de viudez:

x Xeir2 v

Dtv,=[ D; Vx/:*qi wi. ]' 5

Hwsrz
“(donde 'y reprél’seﬁta la edad de la mujer)
BE L L,
con la parte demografica V Dx q,, W, .t { = nimero
2

descontado de viudas que son dejadas por los invalidos
que fallecen en el intervalo de tlempo [t,tt1] v la parte de

pensién 59

Y xe

3TN

Para el establecimiento de los nétodos de caleule
“dindmicos™, los conmutativos cempuestes pera la parte
demografica se calcula con una intensidad de crecimiento
formul apropiada p, miaentras que para ia paxte dc

pensisnee oo hace con la

ntensidad de interts iz
formal o, donde se pu=de ver que g#o, ¥ son introducidas
como instrumento casi  indicpansable. Con su  ayuda las
proposicicones respectivas oo son  sclamente =zimplificadas
sino aurn dizponen de una mejor relacién entre s1llas,

Tales conmutaclones son 1lamadas “conmutaclones  de

Tactores de descuento mixtes” identificadas por un indice
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superior doble suplementaric (p,o). Por ejemplo:

aitp,on ampr —pra AT}
o, R ) PP €

o 'Dx x L Xe 402
(<]
Di.wp,;m - Dl(pl ;p/z‘ ‘ & RvEg-4}
Mo s s D Wi ¥
7 : ;! Wedsz
ilamcse entohees o c-p rastor do desaunnico ¥

P factor de descuente de la parte pensidn.

2. 5. ~Conmutaciones qeneralizadas,

El lector ya se ha dado cuenta que ¢l mecanismo de las
conmutaciones de los diferentes drdenes es  independienie
del significado gspecifico de las conmutacieones de primer
érden Dx . Se trata de la construccién de sumas

relativarente simples, Las que ademis no tienen nada  que

ver con la operacion de ageoscurnto. En lo gqus sigue, n»o

solamenle hay necesidad de aplicar ! mismo mecanisro.,  en

G
do invalidez (Dx o3 ol o
tnvalidoz por - valor actual ro una renta) 3 Laz
canmutaciones del seguro  de sobrevivencia, todavie mas
campleja, sino tamb! dén resulta oportiunc extender la necion

de las conmutaciones o cualguier funcidn que depende del

W
&



i empo7. ‘Estas funciones son, por ejemplo, Yas
cdrrespondientes a recaudacidén de primas. la  funciéon de

gastos y la reserva de un régimen de seguro cualquiera:

D' Fyw FCLO V' ' tw 0,3.2,3.0.

Conmulacién base o de primer &Grden

i et
D (k3= § DM e
L0

Daf inteidn rochrsiva de lo conmutacién do Ordern k

Asy D:“. funcidn cualguiera de t definida para 0 5 t =

113
w., es dada como conmulacidn de “primer drden™. uede
4 P

definirse o no, s$lo para NUmMeros enteros ¢=0,1,2,3,..., ¥

conducir asi a la ritura dizareba

gk 3}
superiores, o bi=n, [)l

puede darse dado para todos los
intervaloes [0,w ] on los que se supone guae 35 conlinua de
t.

Las conmutaciones de éorden k¥ Ck22) se definen wntonces do

la siguitente manera

-
7 .
e notard queo D'z - Dx . tambiér:, pulde considerarse como
E +
o

una funcidn que dependo de L.
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a) Caso disgcreto, |

b) Caso continue®

Srhiaa

dr

Las conmutaciones continuas de todos los drdenes se - dejan.
expresar inmediatamente ¢on la ayuda de aquella de primer
ér den.

Segun el método de demostracidn de la rérmula (2.2

' resulta:

w

ol 2§ 1 . k-2 01
O " = i J et b dr

13

Las formulas establecidas en la seccidn anlerior para  las

conmutaciones cont.inuas valen lgualmente para las D{h
correspendientos.

Si se descuenta FIL) en el nmomentc =0 , entonces se
tiene:

—as -J’: STHdT
D = FCt> e .

G bién., si &8(7) — & e constante. enlonces

6:“ w FCLY et

sl

DI.

se llama conmutacidn de primsr Grden de la  funcién

tLa cual wa  proferida para  la utilizacidn doe  eotos

canmutaciones generalizadas,
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FCLD y se designa.por [—)'i“f:

B’ = DF1 6 tambien B! o= HrFwI.
Lar'seg_gr'\dar Fbrmula; VsoI’l_amepLe‘,_éer,utiliza cuando’ no. es
pos;blé tener al gun;‘\‘ coﬁfuslch. 'Igua.lmenhe. para las
éoninu(.aci ones superlores. se utilizan los simbolos
Bi“(F)'para caracterizar mejor la funcidn bisica F(L). En
1la practica, a fin de identificar mejor las conmutaciones,
es oportuno y b1l uatilizar para las conmutaciones usuales
de los tres prinercs érdenes supertores, lot simbolos ya
acostumbrados:

N (Fi = 5{“[:-“: : §‘[FJ - —i“[m : :]:lEF‘l - [S‘l"(}r)

Cuando en lugar de “"zero™ ce escoge para la cperaclén de

descuento un mossi Lo Lux Q. se agrega el indice inferior
t
o
t
- f &CT3dT
— 3
D‘Z’ [F) w FCL) e ©
L
‘0 L
I° sooer R
- e Fced e ©
‘0
J° ecrar
‘. ol
2 e Dl‘ 323!
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lgualmente: -
1
Jostryar

- < -
D:;“ [Fl= e D(“"{F]
»

1t
o

Igualmente se considerarsn las férmulas sigulentes:

5;"' [Fxal= DY (F) 2 5:, (Gl
@ ) S o L
o o e
DY ta F)=aD,” (F1  (a = constante )
[} L)
o o

va que D:k’ es una funclén lineal

2.6.-Conmutagiones RDindmicas.

Se entiende como "Conmutaciones Dinamicas” aquellas que
integran los factores demogrifico y econémico, o dicho mas

expli citamente, las correspondientes intensidades o tasas

de crecimiento de dichna fondmcaos gue inclden
directamente en los mecanismos de cileula. Estas permiten

establecerlos matematicamente para aclarar o saber el
comportamients de los fenémenos { demogra ficos v
econdmicos) en determinadas operaciones de cilculs de
t&cnica actuarisl.

Elemplos de conmutacionss dinamloss

H-1 aa (- aatS-ch

L) c, £ D = G, N o007
x

o x o 2 =
Hox ]
©
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Ex'pac'.a!.i(ra de D;a' activos a los salarios del tiempo de
E (]

actlvidad que crecen con intensidad o.

t&mon (6-0)
’ N N
B T ki e TR
H D . e H e o
o (7

Valor actual de unma renla Ta pacrlir de la edad pd que sa

ajusta al {ndice de salaries o,

Y-} (¥-2) (pyl
(279 J'D oo D . D
Lo |
Estructura de una poblacidn gedSmetrica Ccon intensidad de

crecimiento pJ.

@ D) {txo . txo” . IP }

Estructura de una poblacidén natural € p & O ).

2.7.~Curva exponencial de salarios.

La hipttesis de evolucidn exponencial de la curva de los
salarios no se aplica a las escalas estaticas de salarios.
Sin embargo, ella puede nis tarde Jjugar un papel
importante en el tratamiento de ascalas “dindmicas" de
salarios, tal cuales se presenta on la hipfiesis de un
nivel genéral de =salarios ascendentes. Una funcidn de
salarios dinamicos estia basada por lo regular sobre
hipétesis de un factor constante da aumentc anual
Cprogresidn geémetrica?. Pero ella (c.e.5.2 pusde también

estar basada sobre una suposicién apropiada cualquiera,

40



come por ejemplo,. la .de un compartamiento lineal. En todo
casa, se.supone la existencia de una funcioén de salarios
glx;td bien definida.

‘A menudo Se supone que:'
glxytd = glxd FoLd

funcién dinamica del salario que depende de la edad x y

del tiempo G|
En el casa de una progreéién gedmetrica:
gl t) = et alxd . donde Fety m et

Si se supeone una progresion lineal C(por cada edad x 2:

O AN ALY €1 mb D L dams L BN 1 4 sk e b
Slmiil= gl © 2 =t ) donde RO = 1 el i,

Posteriormente se utiliza como funcidn de salarios:

ot )
gl=dm glx > e a= C e .
4 o

-o%,
donde Co= g(:::n) e

So distinguen las siguientes intensidades de crecimiento:
£ auléntica tasa anual de interés,

o : Iintensided de crecimento demgarifico, igual para

a1



todas las poblaciones afectadas por el réginen de seguro.

o ;. intensidad de- crecimiento econamico o de la base

general de calculoe. de las cotizaciones Cigual al  nivel

general de salarias) por asegurado activo,

[§

g Ctd 3 .!‘l otridT
- o h
D;mde oCtd.m ST gCt) = gcto)e
Y tambieni :
L'Cxits LS

L N : Lty HANS> I .
PR cEE T T TACD dends

LCx;t3 es wuna funcidn de frecuencia de una poblacién.

ALt O, I LCZ:L) es una funcién de distribueidn 'que

x TESx
o
indica el nUmero de perscnas entre las edades zo y x en el

tiempo t.

2.8, ~Elementos de la tedria matemitica de poblaciones.

Zea LCx;LY Una  funciéen de distribucidn por odad do la

poblacidn en el tiempo t (LOS L= L‘} para. x (:uos A T

x

[L(x;tﬁdv.
B
ot
Representa ©l nuGmero de perscnas de edad x' £ x 5 x* ' en

el tiempo t.

1z



7]
/\(t)nI L{x;t)dxn

x
o

Es el nimero'total de - personas de ‘1a poblacién en el

" tiempo.t..

pistribucion relativa ‘discreta por edad de la poblacién en
el tiempoitiv : )

{L(Iq G L, i) .M.Lu'x;t)}v'
Funcién. de distribucién que _iixdica el nUmero de ‘personas
entre lag édades E A

AN E AT L L&)
‘ xos -
Para que la funcidn de distribucién este definida pars
toda x se supone masas cero en los puntos intermedios, es
decir:
ANy 2, 0 t) = AN L v )= A% )

masa de la poblacién en el intervalo (x‘ ) xz],
.51 se aplica el vaso wonbinus, la funcisn L {~;1) renihe
el nombre de fupcidn senbtlong de frecuenciny ffuncion de
densidad), siende la correspondiente funcion de

distribucidn:
4

/\(%;t)-f L (Z;t)d

x
o

D
b

La masa de poblacién en el intervalo [C x 1 en
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tlempo t es:

x
2

N,

3 tm J CLORGIAT = AN, 1) = AN )

T
La funeién de frecuencia ;;o}:gq la derivada e la funéion'de '
ia distribucisn:. ' ' '

S E R = Lt )

E(xt) Funcion de dlztribucién de las " nuevas entradss o

"Funeldn de Renovacién” en el tiempo t:

Wt
JE {>it)dx

a0

S lacual frepresenia el m_'xmeio de. las nuevas entradas
durante’ la-unidad de tiempo reportada en el tiempo t y con

las edades de entre x's % £ x''.

La integral,

W ot
J- J B o {xit)de= dt ,
1 £

¢y e}l numero total de nuevas entradas que tienen lugar en

el intervalo de tlempe [v',t''] ¥ en el intervalo de edad

La funcion de renovacion o de nuesvos entrantes a  la  edad

14



x - as;
o

a
e
5
w
-
i
-
in
-

La preobabilidad de que una persona de edad = permanezca

en.el d¢rden de seobrevivencia hasta la edad o estd ‘dada

por:

pNS <lx } e el érden de sobrevivientes de la poblacién v
pCx' .x"'2 la probabilidad para una persona de edad ' de
permanecer en la poblacidn hasta la edad x"', entonces la
funcién de distribucidn de nuevas entradas en el intervalo

IL’.t"7), que alcanzan la edad ¥ en el ilempo t es igual

L

£ C{.L")-j—E CFab " " w o p) pClat' 50 JF2 du

S sl Lot mh , t'emt , uwmi+h Y f wax + h

t+h

E tCxth,t+n) = j £ Cx+1 |, L+72 pCxtr ; =+hd dr

t
o

Las funciones de distribucién de la poblacidn en t y t+h y

la funcidn de renovaclidn estan relacionadas por la

siguiente ecuacion:
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h -
LCxth, b +hd w [Co L) plx, x+h) + cham-;ur) pCaty2eth) dr
LCx ™ ;L TR LI L) ple-Ct=t" '3 1),
sLotl M=kt .

e g DO "_ i
LCx, t ’) - 4E{?c°.t. Cx xp)) pro , 2
: LU AL R e
: : 5% )
La  poblacidn’ en’ sl itiempo L’' " espresada . por  los

sobrevivien!.es'.c;e, 1a poblacisn en el tisips L' o por los

sobrevivientes de nuevos entrantes.

Expresiénes que permiten pasar de una distribueién

continua a una distribucisdn discreta:
1*alternativa:

1 y 1
L ¢ R Ly , L ¢ zo+ 1 3¢ ... L Cu- s £y

egal ternati va:

L"“"”‘*i“"‘{‘f‘ ) o+ L o i oW1

2

X m 2 41, x +2 , ... , H-t
0 ©

L Cx ~L):‘—_§LCx+_‘T; L 1Cwtd =

18 .



CAPITULO 11T
ESTADO. DEMOGRAFICO RELATI VAMENTE ESTACIOMARIO

3,1~ Definiciones x ,Teolremas Generales.

DEFINICION: 'Lln'a "’pgbllacién se éncucntra en- el inter;'alo (L'o
. Lll en ;m estado relativamente estacionario o se
denomina relativamente astacionaria 6h‘d1cho intervalo si
la distribucian relativa por edad permanece constante &n

dicha intervalo.

Si LCx,t) es la funcion de distribucidn de la poblacion.

entonces existe una funcidn ¥ CLY tal que:

-
in

I8 ; LD = w LL) Ll ; b D 3 x £ xS o, L=
(] (e (<] 1

yuncifin de poblacidhn ralativaments ostacisharia.

io,

Mientras se mantiens =1 estado relativerente estacions
la intensidad de crecimiento en todoz los escalones de
edad:

LiC> ;L2 o Tl d in y(td

p L) - TLEETTTEYT T e ClS = at

Intensidod de cracimiento domagrlfico.

47



Si pCLY es conocido,. entonces (1) se chtiene por medio de

t
I‘p(Tth
\VC.L)- e

DEFINI:CIOIN: Una poblacién relativamente estacionaria en el
'inLgEQélo'tto‘ , L’] s@ llama estable si " la -intensidad. de
crecimiento pCt,D" = p es constante en LLO ' L‘).

E£s decir ‘si L= p = constanmte en “’o ' t,Ll' entonces

ﬁoplacién estable en [L; , L‘).

Para una poblacion estable zse Lionoe:

or-t
WL e e

pri-t
v LCo; ) =e % ey Lo

Funcidn de la poblociGn  ealable.

Sip = O se obtiene el estado estacionario absoluto

demogrifica,

TEOREMA €3.1.1): Saan LCx LD y ECE;tD funcionos de
poblrcienes ralativamente estaclionarias en (Lo N t.1] Y que
tienen 1a misma intensidad de erecimiento.

LLx; L) es estable en [to . L‘S —— ECT ;L) es estable on
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DEMOSTRACION: 63 -

. : Por definicién
LCx 3 LD m w €LY Llx ; £ ; 'x & = € 42

ik o © de poblacién
ECZ ; 1 'm p (LY ECE TOJ H :0‘_‘- ¥ s relativamente
: e - estacionaria.
L .
‘ oL w TCL?
- G B P g o P CLom —
LoD et - E w e
P CL = p.CL> por hipslesls €3.1>

Par  otra pafLe’se' tiene ‘que EC(;TD ‘es estable
7——prCt?-k v te “’o ’ t‘]

; —-—& de C3v.1'3 ‘pLCLD = p‘:(t)'n k p'LCL) = B
- LCx; £ es’ estable en fe, -t 3 L.Q.D.

CRegreso es analogol.

Por otra parte, una poblacidén relativamente estaclionaria
no as necesarianente estable. Sin embargo en la  practica
se puede admitir la estabilidad de las poblaciones
aseguradas que Interesan asi como de las de poblaciones
de beneficiarios de pensiones que se deriven, sin por  lao

tanto restringir su validez general.

TEOREMA €(3.1.2).~- St la funcion de

de unm
poblacidn relativamente estaciconaria en leog  intervalos
(xu.u).((.o.tij ez nula & un intervale do  edad 10 por
pequefic que sea, situade en [;cn.u]. entonces 1la  poblacidn
es estable.

Sugeroencia: Es sufiecienta suponer que la  funeidn da

renovacidén es5 on Io independiente del tiempo t.
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Gomo er;jur’la seg‘n.riri;irgidﬂr)énsi'oncs. el mnumerc de  entrsdas
tarqiaé & ﬁartii de una cierts edad puede ser omttido por
comparacléﬁ con el nUmero totsl de - entrandas nuevas) las
hipdtesis del teorema (3.1.2) son en general reemplazadas

por una aproximacicn suficlente.

TEOREMA (3.1.3)- Si la poblacidn activa de un régimen de
pensiones y una de sus pohlaciones secundarias _se
encuentran coda una en un estado relativamente
estacionarie, entonces las dos poblaciones aon e¢stables ¥y

posesn la misma intensidad de crecimlento.

Las scblaciones goomdtricas 3on estables, cuva
distribucién por edad es dade directamente por el ordan de
sobrevivencia ([x} ., cembinada ¢on  la  intensidad de
creclmiento; una podlacidn tal, tiene una funcldn de

distribucién del tipo sigulentie:

- - Pt 3 -
Lix;t)= @ C0 lx -3 - e Co IQ o pl0,x)
LCrcVquSuy tDStSt‘.‘,
donds & es la intensidad de crecimicits ¥ CU una constante
PACIER I
conventente [ s—p———>1. Uvillizande de¢ nueve 1as
<1 ~ £
x e [
O
. >
conmutaciones formazles y pouniendo @f L™ Dx

3 puede ruprescntar Lix;t) por:
PeL-t 2 1o
Lx=;t}=C e oD,

fTunci®n de poblacidn astablo; expravada on (drmince de
conmut agiones diyndmicas.
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El' numero. de pérsenas que alcancen. en el tiempo t - las

3

edades. entre x' y x'' esti dada por:

x

; : 7= [¥-3
j Lexitadx » C ™70
-

o N, - K.}

La funcién do }-enévacibn correspondiente es limitada-a la

edad-mas baja x, ¥ tiene la forma:
(¥=3}
[A]
x
©
La correapondionteduncidn de nuevos ontrantes.

ECx :42m C &t ta’
2] o

Si =0 ¥y si, por lo mismoe, LCxt) es directamente
proporcional al érden de sobrevivencia
LCxt3=C ¢,
o =
cntonces $¢ esla en presencia de una poblacion de la cual
la distribucién eos 1la misma quoe la de la tabla de
mortalidad escogida y que se llama a menudo poblacién

nalural.

i se pasa a poblaciones estables generalizadas  -sin
limitar la entrada a una edad detlerminada- se obticnen

pablaciones gqeométricas aenerajt zaciag, que tienen

distribucidn del tipo:

Lex L=C o o't neo €3.1.1)
dande h{x) es una funcidn no negativa y no decreciente., La
funcidn do renovacién es de la forna:

Ec::;w:op‘“‘a’m;"’ CCxd . donde CCah"Cad.
Sin embarge, para cilculos practicos, se supone a menudo

que las ontradas en una pobliaelan goeamdélrica generalizada
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sa encuentiran sobre ilas edades discretas B

A=0,1,2,...,.n~1. Las funciones de renovacldn quadan:

3 -, B0 G Sy ¥=)
Ekcx’\,t)—o a D C)\

Las constantes C)\ pueden ser consideradas como los ‘““pesos"

relativos de las edades de entrada x . La funclén h(ad, en
la férmula €3.1.1) de la funcién de distribucidn LOx;L),
llega a ser una funcidn en escalera o mis precisamente:;

= : < x <
hCx2 (_°¢Cx4...+C)\ » para ® S xS :s\ﬂ

-,

Ze puede entonces imaginar la poblacidn geoméatrica

genaralizada como una superposicidn de un nimero rinjito de

poblaciones goeométrics<s simples que tienen la misma tasa

de crecimiento. Esto presenta la gran ventaja que puede

traer ¢l estudio de poblaciones geomsdtricas generalizadas

simples.

3.8.- Conjunto do personas relativamente estacionarias

abarcadas por un réglmen de pensiones.

El estudio de poblaciones se hard puramente sobre una base
demografica, sin SUposicicnes sobre la situacidn

financiaera del réqimen

S se esti en presencia de un aestado demogrifico
estacionario, entoncos el conjunto de activos es en
particular representado por una distribuciédtn  geom&trica

general :

Sz



as k=L 1 aaien - BCx oty Y
L7 (i t)=C e oD T m S x £ O ()
xn L= i~

donde hi{x) es una funcidn no negativa y no decreciente p

la funcidn de renovacidn es

En“(z;r):C(x)epu-‘o)l)imp’; C{=x)mh' (%},

Porv comodidad en la escritura ysiem?re se  pone t=0 . canmo
principio del estado estacionarlce.‘
Las funciones L% (2 1) y. - ES(x5t) . estan 'en
coorrespondencia blunivoesa.

Primeramente se supondridn los ingrésantyea concentrados -en
un namere finite de edades discretas; »= ,2 .. ..2% .

Las correspondientes funcicnes parclales de renovacién

son:
o ENE S B St vl N U O (2.2.1)
S
que engendran ¥y mantienen las roblacicnes activas

relativas parclales con funciones de distribucion:

b:g(x;t):CAeQLD°f.'a R =mE x A

La funcisn de distribusion L™ (=x;t) de la pablncién  total
de loz activos, se zonvierte on unpa suma o0 supecpesicion
de n disiribuciones geomdétricas simples parciales. Ademas,

los principales teorcmas desarrollades a  continuvacién

9EL ol estade retative estaciomaric de ia poblaniti de lea

2 v comanza Qny ol tre
corrampondiontat du loe beneliciartes  de  permdn  pusden

R E15 tas poblociormer

alconzar of ostode awtacioncnie mis lardse. Suponomos  agul
gue an vt Lwempa tzo, to

astén on un astade ratalivaments sstactonario.

tas poblacuwenun  porlinentas



‘puedén ser transpuestes en caso de que la anterior funcisén
de renovacion E*(x;t) sea continua para A;". entondes la -

‘suma es reemplazada por la integral.

Se muestra a continuacién gque una vez alcanzado el estado

estacionario, el nimerc d¢ personas

H .
aa :
/\)\ (t)-. J LV;({{t) d:-

del cénjunto parbial de activos .engendrado por (3.2.1) es,
desde el punto de vista formal,:igual a la expectativa,

para

N A I A
o 3
activos de edad = , refiriendose a la renta de importe
anual, donde esta expectativa se calcula por medio de la

intensidad de interés forma! (o). Se obtleren resultados

and logos para los beneficiarios de pensiones de vejez.

51 se coneibe admitir n edades de entrada por separade,

X, .% ,...,% . entonces la funcion de renovacidn  se

trasforma en n funciones parcialen de entrada con la misma

intensidad de crecimiento = de 1a forma:

poe

2N {, cr} = ﬂ{)‘l‘(gntol - 0~crx\

'\ s xy TA

o
©

aalpy
v ) F
-

I C H
N N

todas las funciones By (» 'T) tlenen una misma estructura.
La funcién de renovacion parcial correspondiente a x,

aa . . L PTeoaim
ES7 (= v = e Dx. G



éngen@r@ una poblac&éh parcial de activos de 1a 'cual la

'fungiéﬁ de distribucidn es geométrica.

'ﬂi“(z;t):Chep‘D:Q‘p’ Do omE S (S u) (3.2.3)
A z :
El ndmero total correspondiente de los activos

.provenientes de las nuevas entradas & la edad de entrada

= s

x'\d x}“‘
aa aa . ot aacp
AN e ety eea g o [T 0t e
ey N
_aacp
o (}>\ept le'._—'-—l ; b s (3.2.4})

v para t = Hmz (egtado relativamente estacionario de 1la

poblacidén activaj:
_eato)

aa ) [ P
/\)\ (t) = CAO le\:—;,-jx—):‘- (3.2.5)
Se observara que la expresidn del lado derecho de (3.2.5}
as, desde el punto de vista puramente formal, igual a la

expectativa para:

as . - “pt aa{0) .,
EX (KA,t? T Dx)\ Sy

activos de edad %, due tlenen una renta de activo

continua de monto anual “1 donde esa expectativa esta

caloulada con la intenaidad forial de interss po.

Se obtienen resultados amAlogos para los benefliciarios de

pensién de vejez y orfandad.

55 -



En forma muy general se  puede establecer el sigulente

teorema:

TEOREMA (3.2.1).- (Teorema principal sobre las poblaciones
en estado estaclonario demografico). Supéngase que el
conjunto de activos y los conjuntos secundarios de las
diferentes categorias de beneficlarios de pensiédn de un
régimen de pensiones de vejez, invalidez v sobrevivientes,
se encuentran en un estado demografico relativamente
estaclonario con Intensidad de crecimlento o 3 aue la
funcién de renovacidn de los activos se descompone en n

funclones parciales:
aa . - P -
E, (xit) = e D, Gy poa=0,1,2,000,071

Entonces ¢l nomers de sctivos en el tiempo t ¥y el de les
beneficiarios de una clerta categoria de pensiones es
igual a la suma de las expectativas formales para
E.%(x%;7) s#ctivos de edad 2, A=0,1,2,...,n-1 que se
refieren respeciivamenie a ia renia de acblvidad  wunbliuua
de importe anuel "1 o0 a la pensidnp unitaria ocoontinua de
la categoria correspondiente de pensiones, calculindose
las expectativas con la avuda de conmutaclonss formales
nfectadan por 21 fastar da descuentn demagrafica e @,

Se hace la demostracién para los conjuntos gecundarios de

invalides v viudas; recordando que las pensiones de vejez
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deben considerarse al mismo tiempo como modelo para las
demas categorias de pensiones de sobrevivientes que
eventualmente existan.

1) Limitdndose primero provisionalmente a la edad de
entrada x_, la edad inicial del orden de los

activos { £}, QS:O, al conjunto de los invalidos que
<
provienen de los activos
BT (x,37) = OPTD::‘p’Co
en el intervalo 0 £ 7 < 1 ¥y que permanecen invalidos en

el tiempo t se da por la férmula:
¢ ot _«‘.l(p)
A\ () = C e N
\: o xc. tI
y para t > w - x por:
[+
. o e
AV G 2 C e %ﬁ
Se prueba la identidad simple;
e _ateps _akp

I3 w N = N .
. L u—xol *,

Se tiene:
[ . w ‘.
i "J- TP g J‘ LI
ER x
EN i
w s iy
i D
(P x
D;J I = o g
HooH
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I d « u
= ani ) [4 = oLl = aalp} -4
. m JDC ul—g—m-‘- I Dx dx nJ Da: u: a.l: d¥
14 x
o ©
H adltoy adtfn
- J'B_,‘"“”d: - R oy e N
. b4 xc. p—xo xc

0
St :s\xzo. se tiena para t > w -~ N

¢ _ideps

=3
A (Ll e N
x A :"7\(7‘)\)
También aquf
_iitpx adtpo) __ui(p)
5 ™ reves el
w2 T T TERT T e

Se le puede dejar al lector la prueba; que sigue el mismo

camino para el casa de = =

En lo que se refilere a viudas, so puede limitar -sin  que,

por otra parte, se restrinja la validez general- a la
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funcién de distribucién de las viudas dé invalidez,

tomandola como modela.

Ademas, bastara demostrar el casa e (cu - O
. (<] xc
Se tiene:
2% t; v-E
& 5 Petaxely = 4ty & 4 ¥
L", Cx; L) m Icoe DC “C w: -——?-—— df
%, vy
x Ey”’x_t
PL = Lhps L & 4
C @ D —_—
- J S e ey S d
=, Ve
El numero tolal buscado de viudas en el tiempo t -—can

hipdtesis deol ostado sstacionario ya alcanzado- os:

[
At - J LV Ly
x
[+]
w x BY
r i ; Yp~ &g
- dx | C et TP 4 we z dr
o T ¢ 5 v
:\:0 xo y!
[ w
o =dden L& d¥ = v
- Co e J . p: L] 5 [ Vg"x’{ dx
X y: x=f .

sq

la



. ‘
(] wdbpy & L — vy

C e D W a.

=% _[ I e

x

-3

Si- se plantea:

w
wid, = . =il =l
DLL v, Dtupxut wé g Ve . W & —ten Duwpld(
4 [ 4 Yy x, 4
x
o
Sa obtiene:
AV w o ot HE
) =
[
Por transformacién de integrales, se nmuestra en forma

andloga el caso de los conjuntos de beneficiarios de

pehsidn por invalidez:

IRyl ad, wion
N = N
= .
4 [

10

La anterior demostracidn, basada en la edad de ingreso %o
se puede extander -~y esto de nueve por  analogia con el
caso de los beneficiarios de la pensidn de invalidez- a
una edad de ingreoco x cualguior
las viudas provenientes de activos, de invialidos y de los
beneficiarios de la pensién de vejez (siempre con respecto

a la edad de ingreso XLJ es determinado por:

Ay =g ey ﬁ‘;‘:"’“” s e D:“"”Eu“"”}

10 N8V o p DY pv g3,

x ’ x x X072
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Rmv(p) . -;:wp» ).

Resumiendo: el teorema (3.2.1) indica ‘que el numero de
dctivos y de beneficlarios de las difﬁrentes categorf as de
pensiones  as determlnado jeh,i estado relativamente

estacionario, por:

[1-3 pl ! a( N
FANS (t)ne T c}:,sﬁ“ “'ﬂT

tk

ﬂn(p) ze

AV (L) ae h(u) - e"‘h(u) By
SR N .
donde . L G=h(u)
=0
Aty = e s o By
2.3 A N

ot i) —awvi)
A (1) m e gz . + WOy
(A)CK ’3\

Para su aplicacien practica, es importante la supoaicién
de que las edades de ingresm Aa notlvis se  concentran  =n
un ntmerc finito de edades de ingresc discretas. Ademas,

se puede reconocer la validez del siguiente corolario.

COROLARIO. Si la funcidn de renovacién de activos es
E*(x;1)s C(x) e 27
donde C(x) es continua, x < x < u , entonces se obtiene el

numero de actives y de beneficiarios de pensiones

en &) tiempo t, por medio de integracién de las expectativas
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formalas relacionadas con ECCxLd.

Entonces puede escribirser

AL - ™ [cc:b WPl g,
” ISR S YT S
pasip o o g .
om0 v —E ol ‘_p’ 3 hCu)-—[ claddx -,
: B ‘® H ' :
. - i
a
M .
ﬁci(p)

M——_r"x dx .

ATLY - f cC=
R

I
ALY mie™ f Coxd ﬁ‘;"‘"’a + hCud ﬁz“"”}

T

[s724



" ESTADO’ FINANCI ERO, RELATI VAMENTE ESTACI ONARTO

4.1, - Definiciédn vy Leo're:ma ’rungamaﬁtal Ll

ACLD, ‘Funcién de ingresos por primas en. el momento t.
BCt). Funcidn de egresos por prestaciones en 'el momento. .t
S(t>, Funcidn de suma de salarios eh el momento t.

.I'.I(T). La prima en el momento t.

De lo anterior se Liene ACLD= TICLOSCLY.

ViL2, Reserva en el mamentio L,

&CLY, Inmtensidad de interds en el momento t.

Las correspondientes intensidades de expansion =}

crecimiento estan dadas por:

. ATCLD B'CL) L vie
4y st S¥2 Ly s S¥2 e v SV
A ACLS PooPRtt B¢ N A S

si ATLD ,BCL2., y V(L2 son distintas de cero.
EICE
ACLI= ACL D e )

Si pACL) es constante y en general;

f‘pA:rxdT

ACLY= ACLD) e o €4.1.12
Estas expresicnes valen para SCL), BCL), VCtd,

VICLISSCLIVOLI+ACLD -BO LD

Couazidn fundamuniul Ge un segure

vct,)[écu—pvcu]: BCLI-ACLD c4.1.2

otra exprasién de lo ecuaci®n furdamental
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DEFINICION.— Unsistema dc 5eguros se encuentra  en .Qn
estads financiera relativamente estécignarlo en un
intervale - de tiempo (t,.t,] ~si las intensidades de
crecimienﬁa de las funciones de ingresos, 'y gastus - asl
como - la reserva son 1gua1e5. ‘
Es declr; p,(t) = p, (1) = @, (t) = 5. ,
Donde ; es la intensidad de crecimiento o expansisn  del
estado relativamente.estacionario.
Entonces, a partir de la existencia de un estado
estaclonario, -se puede escribir la ecuaciéﬁ fundamental
{(4.1.2} de la sigulente manera: .

V(LM 801)a(t)] = B(L)~A(L) (4.1.3)
de donde;
Bt 1-A(L))

S(t)-mt)= —BLUI= ALY el
o

¥(v) -

mientras dure el estado estacionario.

TEOREMA(4.1.1): Teorema Fundamental del Estado Financiero
Relativamente Estacionario.

Durante un estade financiero relativamente estacionaric en
[ty,t 1, econ ¥(t)=0, la diferencia & = é(t)—é(t)
permanece constante en (Lo,t1]< 54 en particular la
intensidad de inter¢s & es constante también lo es 5(t)=;
; de suerte que las funciones A(t), B(t), v V(i) crecen
geometricamente con intensidad ;(t) (constante).

Bt )-A(t,)

eeve st o BLt)- ALt) _ -
5(t)-pl1)= & o TV cte. (4.1.4)

Esta expresion es la esencia de este teorema.
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La rela.cLOn. ' : )

VT SCLITpeLd] = veias® 2 BC3-ACLY S Eete L et s
es una forma ligeéramente mocificada de C4.1:4); significa
que Unicamente la parte de i.ntereses"que corresponde a la
intensidad reducida ¢5’t cont.rlbk%ye a financiar loé égresus
BCLY. :

De acuerde a lo anterior, por Lrlcogoﬁa se ‘presen'-an' las

sigulentes opciones para 6"v;

a> 6" vo.

La ecuacidn €4.1.%5) significa que u'nlca_menie la p;rte del
rendimlentc de V(L) que corresponde a la i1ntensldad 5*‘«‘
é(L)-;(ta puede destiparses a .la  coberlura directa dé

sgresos, mientras que el resto del rendimiento se destina

a completar la reserva gue crece con intensidad ALY,

by 6"= o.

Se tLiene &CLY = ;( t2, entonces  BOLI=ACLD. Lo cual
significa que =] rendimiento de la reserva s absorbido
totalmente por la acumulacidn ¢reciente de la misma, de
suerte que 1oz egrescs se cubren con los ingresos de

primas como se da en un siztens: de reparto.

Las ingrascs por primas son maycres dque los  egresos,

o}

L2

slendo 1a prima mayor que la de reparto. El eXioss

primas y log inlereses se destinan para mantener el nivel



requerido-de la reserva.

Si ﬂ(t)“n(t)S(t) entoncps‘~
B(t,)-67AE,)
S(t )

ACEY By o V(t)
S(t) 5 T B(EY

»Vn,(t.)_‘

"Prima v durante ,'él estado E financiero T relativamente

sstacionario' :

Férmula genb;al‘« ‘ningon éls;ema

fxnancierc.,

s1 0 es la. prima de reparto, enton Gen

S I Bt ) »
=TS0 T OUSED v
vt 3 A - ¥yt y AR TORE
ne e S el S =0t ¢t 2>

50t) B(t) Blt,])
donde M es la prima de un régimen de pensiones expresada
en unidades de la urimas de reparto.

2. -Estructura matemdtics de las noimas de losz txes
nringipales sistemas financiercs de reafmenes de peosiones
en sshade relativamenls gsteclonaciz.,

Sean:

& , Intensidad auténtica ¢ interes.

& o Intensidad de crecimiento demograficn.

v . Intenaldad de ¢recimiento del ninel general de  los
salarios.

(221

e , Indice del nivel @general de =salarios (suponiendo

que en la ¢poca cero el salavio es "1").



~

P =P, TPy T, Intensidad de expansidn o crecimiento

del estade financiero relalivamente est_aclénaria.

p = p + o .Condicitn aceplada cuande coexisten el “estado
demogr sfico- ¥ el estado financiero rel a\,l&amen\,e
estacionarios.

x . Unica edad:de. ingreso a la poblacién 'de actives,
n; . Prima de reparto en estado relativamente
R . :
“estacionarie.
n"- L

n

=y Prima’ de’ reparto de -caplLalés constitutives en
] :

asbada relativamente estacionario.

I'l;“ . Prima de cobertura de expectativas Cen cualquier

dpacal.

) .61)

”x‘ » Prima formal de cobertura de expectalivas.
o

descontando las partes-demograficas con intensidad é‘ ¥

las partes-renta con intensidad

1

TEOREMAC4. 2.13: Trorema Central
Las primas de los tres principales sistemas financieros
tienen la siguiente forma:

o,
l'l: = i en estado relativamente estacionario.

B L3
o o
Ix 1pG-
nx = !‘lxp‘> 7' on estado relativamente eslacionaric.
) (]
1rr (See,b-0>
= {1 en cualquier época.
x‘ﬂ xO

1156 habla mls  amplisroenie de  wecle teorema en el capltule
V.

&7



a) Reparto Puro.

Fuera del estado ‘estacionario.r la prima de reparto puro hi
es independliente de ia intensidad de crecimiento econdmico
.

El valgr de N en la ecuacidn, ACLY = I'SCL) = B(L)‘
permanece sin cambio <¢i la base de <calcule de las
cotizaciones {nivel general de los salarios) ¥y la funcién
de los gastos de pensidn se -incrementan _slmult:‘meamente

por_ el mismo factor em. Por- lo tanto o= n;p,p: - donde
o -

se - puede observar que la prima de ‘reparto dépende

directamente de la intencidad de crecimiento demografico

o.
B) Prima de Reparto <o Capitales Constitutivos.
La prima de reparte de log capitales constlitutivoes es

determinada, por una parie, por el nupero de 1o0s nueves
beneficiarios de pensiones -que depende de la inlengidad
de crecimienlo demoarafico p-. y por la otra; por el valor
actual de las psnsiones nuevas.

15
znieonde primeramente que o = O , entonces 01 se puede

representar con la ayuda de las conmutaciones con factores

” 9”6).

mixtos de descuento (o © vy D heche, en este caso sea

puede decir:
nrx - n(‘p,cn
x
o

Sean o # 0, p = p + o S23 ademds unx pension unitaria

continua ordinaria con la representacién integral:
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S —J’L SeTrdT

SIS
o < o Xt

C

31 se admite qﬁé dicha pensién osté adaptada desde el
inicio de manera continua y completa al nivel general de
salarloé que creca. con intensidad o, ‘entonces, e}l valor en

capital de la ;ﬁénsién esigual a

N s —f; Suryar J‘Z ot THdT
B 14 e e gL
3 Xt
%
s - —'.f:: (&cT2-0cTHrlar
= ——— _[ < = de.,
£ et
2 o

El nueveo valer actual equivale a una pension contipua de
importe igual a "1" calculado con la intensidad de intarés
formal C6-02)., Como la parte demcgrafica de la pensiéon ne

cambia, se obtiene 0

estableclends la prima de
capu,a'lizacién pura a edad de ingreso %, con la hipdtesis
de un nivel gelen sl 42 salarios constante, al mismo tiempo
que para este chlculo fe usan conmitaciones mixlas cuya
parte demografica y parte pensién =e calculan con las
intensidades de interés formales respoctivas p » S-c. Por

1o Ltanblo zo tiene:

c) Prima de cobertura de expectativas, Capitalizacion
Pura,
Lz prima de capitalizacidédn pura en la edad de ingreso Ty

no depende del numerc de ingresos de actives, ni por lo
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tanto, la intensidad de crecimlento-deémografico p.

En primér lugé‘r se considéra:la prima. de capitalizacién
_pura. que debe calcularsec:. 'para ‘un régimen de . penslones

determinado y en condicdiones normales para o = Q

. % J‘; Sotvar
- J B(t) e dt
n(é.é)‘ )
7S ’ B r""xo' '-.r: Sotrdr
’ J 3(t) e dt
° .

donde 5(%) es la base glcbal de cilculeo de las cuotas B(t;
la funci¢én de los gastos, relacionandose ambos con una
generacion de activos gue entran en el tiempo ’Lo:() y a la
edad % . 51 pasa el casc ¢ # 0 la adaptacidén completa de

las pensiones, o sea de (tz0) es decir de:

* J‘" eorydT
Sty a sty = 5w e

t
% .rc aeTrAT
y de B(t) e B(t) = B(t) e

entonces se obtiene ia prima:

S -.r; (SeTr-oeT) JdT

J- B{t} e dat
s :—x r ;

r o -4 [Scrs-ocTs ldr

| 5(t) e dt

B

o

En la hipdtesis de un nivel general de los salarios que
aumnenta con la intensidad o ¥ de la adaptacion completa de

las pensiones, ia prima de capitalizacidn pura
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corresp&ndiente 8:la edad de. ing;exm o e caleuln | ae
.acuerdo con la férmula para 1la prima de ¢apitalizacioﬁ
pura en la hipotesis de un nivel de salaries constante,
donde la intensidad de interds &, sin embargo, es
reemplazade por lz intensidad de interds formal (S-o) tanto
en la parte demogrsfica come en la parte de pensiones - de
todas las conmittaciones gue intervienen en &l cidlculeo. Se

puede egcriblip:

o n(é-a,é-u»

x
<

n

Como las fluctuaciones demegraficas y gcondmicas revisten
actusalimente una gran importancia, conviens resumir
brevemente la reaccitn de los tres sistemas de
financiamiento frente a tales flustusciones; La  prima  de
reparto purce es extremadamente sonsible a  la  expansion
demografica, pero insensible a fluctuaciones del  nivel
general de los salarics oon  adaptacion complaty €
iamediate de las pensionss. I[nversamente, la prima  de
cépitalizacién pura no es afeotads por una  expansidém
demografica, pero reacciona olarsmente a  fluotuacionds de
origen econdmico. La prima de  reparto de capitales
constitutivos og influenciada por {luntuaciones
dexograficas v econdaieons; sin embarge, lo s menos que la
prima de reparto pur> roer las Tariaciunes demcgraficas vy

reacciong menss fuertemsnis gue la pr

do capitalizacidn
pura & loas varisciones aconomicasn. Este heche contiene una
cierta impartancis al  cistema de reparlc de capitales

conatitutives. o todo sisteme gue 22 le pareica,



4.3.- Caso limite en gue la intensidad -de expansicn 6+o

del estada financierc relativamente estacionario iguala la

intensidad de {nteré¢s 6, Degeneracion de. la gcuacion

t=¥
&

f

equivalencia,.

P =p+ o =46 Condiclan del. caso 1imite,

ACLY = chi.rz
o

preasg 't ¢ = e? Lts 0,12
valores da. . ACLY .y de  'BCL) en estado relativamante
ostacionario, que se “inicia’en 1a época t,=0 VCp=U; oy

e”=C, mélodo discretod 7 -

® VC t+1./2 ® « 1412
VO*AO}E(*-,—,——) =By QE(—,.‘")

Ecuacisn de equivalencia en el estado . relativamente
est:\cionariola. Converge si C ¢ r; cuando € = r, e° = -36.
o = &:

V + o= S ® =
A partir de Lo #]l financiamiento es indepemitiente da la
existencia o no existencia de VO. es decir, independiente

del “pasade".

4.4, ~ Relaciones entre primas y reservas,

e considera un régimen de pensfones que se encuentra eon

el peridda de tienpo “‘o"'17 on catada  estacionario

) . . ©
12v o+ Ta v e v
o - t 2.
Ltzo { =

{Ver capitulo [ O

e



relativo - con . la. intensidad . global de «crecimiento P,
Ademas, se ‘supone gque estan determingdas la  funcién de
gastos B(t) y la funclén de salarios S(t) vy que la prima

es constante en [to.tx].

Se imagina el estad6d estaclonaric realizable dentrn de

dos  sistemas de - financiamiento diferentes a los que
pértenecen las funciones de reservas V‘(t) y V,(t) vy las
primas n1 y ﬂz. Entonces 1lz aplicacisn de la ecuascién
fundamental del estado estacionario financiero (4.1.2) . a

cada uno  de  las  regimenes, «da origen a la siguiente

relacison:
V(L) =V () ($-p) = S(t) (R -1 (4.4.1)
p=p+te , b-p >0 ; donde S(t)s suma de salarios,

Esta importante ecuacidn determina en un momento
cualquiera t, t 5 t £ t , del estado cstaclenaris el puaso
de un sistema de financiamiente a8 otro. En el caso & = ,;
los miembros de ambos lados 'son nules, sobre todo ﬂi:I‘Izy
prima de reparto pure:. o sea que, en este caso, los
valores de las primas de todas los sistemas de

financiamients con tmunmles  entra  si.  jndependientemente

51 V(1) ¥y 0 corregsponden al sistema de Tinanclumlento
adoptado efi un prinzipis, entonces la ecuacidn (4.4.1)
permite <calcular, para un saegundo sistema de

financismiento, o bien la reserva Vz(t,) para una prima 0,
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determinada, o‘nz'para un valor V,(t) determinado. Es de
particular interés el caso en que el primer sistema es de

reparto puro ¥, por lo tanto, V.(t)=0, de tal manera que:

‘ V(82 (-p) = S(e) (=) A= 0,
N nl_‘ nz .
es decir. ¥ (t} &~ S(1)
é- 5!

La reserva Vz(t) expresada  en multiplo de  la  suma de

salarios.

' nf-n
z

¥ {t) = et 'B(%)
* i (s~ 53

La reserva V,(t) expressda como meltiple de ivs caresos.

La reserva potal V 3¢ puede expresar de la siéuienﬁe
manera:
¥ =z VA + Vn
donde: V.r Reserva parcial de acvivoes y
Vn‘ Reserva parcial de los beneficlarios.
Sea el sistema financiero dado el "1° (reparto puro), y el
segundo sistema el de reparto de capitales constitutivos

. 17
con prima By romevva V) vale:

4
y o2 o

R - 5(L)

S~ o
Formula explicilta de la reserva de activos conociendo la

prima de reparto de capitales constitutivos.
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CAPITULO V

TEIOREHA CENTRAL DE L& MATEMATICA DINAMICA

5.1.- Teerema‘Ceptra‘l:g_e_ la Matematica dinamica, -

En ést@ Fa}té so enrrenf_;s- ladelicada Larear de . hacer ver
él ’alcance y acaso la-elegan:cla de leow ?e:ult.‘.dus de la
n;m(:a matematica dinamica, sin moléstar con un hosado
aparato matematice. Existe una serie de teoremas que en su
con'junt.o‘ describen, de manera exhaushi.va. el
comportamientos de un régimen de pensiones en ;‘m estadg

.relativamente estacicnario.

Se menciona la ecuacion general de equilibrio del estadc
financlero relativamente estacioharie, valida para
cualquier régimen de seguro; el tecrema que permite

eonocer el tamafjo relative «An laz vartas  pablaciones

afectadas por el regimen de pe ones: de loes actives y de
cada una de lag categorias de beneff{ailarioss; los teoretas
que delerminan la suma de los montos de pensiones en curso
de page en ] momento de cbservacion y la  aumax  de
capitales constitutivos de las nmianas; ¥ f:nalmente el
Tam:-ama Central de la matematica diramiea dol ceguro do
pensiones que  establ ece expllci tamente la ensbructura

matematica de las priimas de los Lres principales sistemas

financieros. Se considera unicamente del Teorema Central

el



que ilustra la potencia lnherente a los nueves métodos
matematicos.

Hay que'tener muy pfegente las siguieﬂtes deﬁominacionesli
v ,auténcica'tasa anual de interﬂs,_ ‘

o , tasa anual de crecimiento demografico. ({gual ~ para
todas las poblaciones ~afeéctadas’ por el régimen: ~del
scgur:); )

=4 ,"tasa anual de crecimiento del nivel general .de

sanlarios.

Puesto que, mientras dure el estado relativamente
estacionario, el crecimiento, por ejemplo de los ingresos
por cotlisaciones o de los egresos, es causado por el
crecimiento de las ronlaciones afectadas ¥ por el uivel
deneral de salarios con ajuste inmediato y total de 1las
rensiones; la suma de las correspondientes tasds anuales
de crecimiencto: o * o pucdc  sor goncideradas comn tasa
anual de erecimimnoto o d¢ expansien  del eztado

relativamente gsvacionario,

Las primnos que nertenecen a un réfimen de pansiones 3on

designadas, conforme al sistema filnanciers adoptado:
i1

, Prima de¢ reparto simple ~uando el régimen entra en

o

13 Laa (Armulan sxactas  perten ds lan “roapectivas”
intensidodes do crocumianto, que con mey busna
aprostmacidn pusden wer augtitul daz por  law

cerrecpondiontes tazss anuoles.
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un estado relativamente estacionaria.

ﬂ‘_‘ﬂ , Prima de reparto de capitales constitutlivos,

en un estado relativamente estacionario.

n 1z

o . Prima de cobertura de expectativas Ccapitaligacién

completa) cuyo valor no esti condicionado a la existencla

de un estado estaclionarie.

El calculo c¢lasico de una prima se efectda con ayuda de
valores basicos actuariales, generalmente tabul adcs,
conocidos como wvalores de conmutacidn o simplemontce

Connmutacion Una copmutacidn se2  compone par  lo gue

llamamoz partes demograficas (por ejemple el numero
descontado de actives o 1 de Invialidos, etc. I ¥ por una
parte de tipo scondmico, llamads parte-renta Jgelieralnesnba

ol valor domcontado de determinads tipa de rantad. BEn la

matemitica clasica actuarial amnkas partes ‘de una
conmutaci én se descuentan con el faclor V=——“—L. donde ¢
.

es  la tasa técnica de  interss, Al desarrollar la

matemdtica dinsdmica se obsarva o

r. o sorpr

que se pueden
utilizar las mismas ecstructluras formales matemiticas gue
en la matemllica actuarial clisica, con la sola diferencia
de que la tasa de {nterdés { en el factor de descuento se
reemplaza eventualmente por una tasa de crecimlento
demografico p o, segun el caso, por ¢ —- o Cobranda o como
tasa negativa de intereésd, pudiendo las partes
demograficas ser descontadas <on base en un factor

diferente al de las partes-ranta.
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Suponiendo que- las. pensiones son ajustadas - de manera
inmediata 'y total al nivel'general de salarios, el Teorema
Central en un. lenguaje aproximado matematlco  dice . lo

siguiente:

81 un régimen de pensieoes dade. se encuentra en un  estadg
relativamente estaclonarie. entonces las primas M, . - M,

14 ﬂ:', ilenen la mlspa estructura formal matemdtica aue
1s  prima clisiea da sapitalizacion complebi.
distinguiéndose enkre sf ovnicomente por 1es tlnos de
factores de deacwente utilizados. Concretamente: la  prima
de reparte deponde solaments do le  tasn de  erecimiento
demearafico p» ; la prima de  rxaperte de  eapltales
constitutivoes  se  debamnming  descontande las  parntes
demograficas de las conmutacioues que Interviencn en la
férnula de prima con base ep la nasa o vy las parkes-renta de
las Genmataclones utdlizadss. son descontadas en hase 3 13
1lazga (o,

La esencia del Teorema se¢ expresa simbolicamente asi:

nt =n (#P.p) n¥ o.q {o,i-a) n ™ o-p (i~ ,é-0)
o [2] o o o [l

Las f&rmulas hacen transparente la clase y el drado de
dependencia de cada tipo de primas de la tasa de
crecimiento p y de la tasa o ¢, respectivamente, de la

tasa i-o,
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Cabe aclarar su alcance mediante un simple ejemplco: para
un sistema concreto de pensione§ se calculd la prima
clisica del sistema de cobertura de expectativas. con
respecto a wvarias tasas actuariales de interés {;, por - de
prento bajo la suposicion de un nivel constante de

salarios asegurados.

Tasa tLéenica Prima, en unidades
de inlerés. del salario.

<P

0.05 0. 045

0. 04 ' 0. 065

0.03 Q. 088

0,02 Q.118

0,01 0.163

0.00 0. 224

La tabla permite -ademis da la informacidn inmediata sobre
la visible dependencia de la prima de la tasa ¢~ dos

interpretacicnes "dinamicas*:

Cad). - Considerando que la tasa de crecimientoc o del nivel
general de salarios, con ﬁleno ajuste de las pensiones,
opera conforme al Teorema Central como tasa negativa a
dascontarse de ( Jla tabla pone en evidencia el impacto
financierc del ajuste (inmediato y total) de las pensiones
al querer mantener el sistema financiero de capitalizacién

completa.
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Si, por ejemplo, la tasa t.éz.:nlca de interés es { = Q.05 ¥
la tasa de crecimiento del nivel general de salarios es o
= 0,03 entonces la prima de las pensiones “dinamizadas"
tendra que calcularse zen la tasa 0.05 ~ 0.03 = 0,02,
alcanzando - la prima el nivel de 0.118 del salario en vez '
del valor 0.045 calculado bajo condliciones estaticas.
Nétese que el valor 0.118 depende dnicamente de la
diferencia { ~— o; de medo que, por ojemplo, a la tasa de
interés i = 0.08 y a una tasa o = 0,088 de crecimiento del
nivel general de salartos. corresponde el mismo wvalor de
prima 0.118. En el caso de gque sSe conserwve =1 sistema
financiero de cobertura de expectativas, es deeir ol de

capitalizacidn complata.

Cb). ~ S obtiene una segunda serprendente Llnterpreotacidn
de los valores de la Tabla -igualmente resultante del
Teoroma Central- al lmaginarse reemplazada la tLasa de
interéds ¢ por la tasa o de crecimients demografico y
pasando de la primera cobertura de expectativas a la prima
de reparto simple,. Si poir ejemplo, la tasa anual de
crecimiento demografico es o = 0.03, entonces la prima de
reparto simple, una vez alcanzado el estade relativamente
estacionario, =mera fgual a la prima de cebertura de
axpectativas calculada con la tasa <=0.03, o swa, lgual a
0,086 del salario., La prima aumenta sensiblemante cuando
decrece la tasa de crecimiento demogrifico. Asf{, en caso

de que la tasa o decrece do Q.02 a 0.01. la prima

80



aumenta de 0.086 a 0.163, es decir casi se duplica,  si

bien la poblacién es todavia creciente.

De interés particular es el caso limite, en que la tasa de
expansion del estado estacionario - igumla & -la tasa de
interés: ; 3

pto=i, @z -0

DPe la estructura formal  identica  resulta ahora  la

identidad de los valores de las tres primas:

nl=n PP g g PRl R g (PEY
o Q o a 4] i

En particular, resulta que el financlamiento del négimen
de seguro es el reparteo pure,  independientemente del
sistema financierc original y de las reservas acumuladas.
Bn este caso se desintegra la ecuacién de eguivalencia,
pues las sumas de ambos lados se vuelven Infinitas contra
la creencia c¢lasica de gus todos los sistemas finsncleros
son, en el fondo, equivalentes. El o Gopreiad,
preferantemente difevcnclado tamblén por log  sZonopisvas,
¢ = 0 yo = ¢ llamado por algunocs sutores la “regla de oro”
{olvidandose quizéd que el case de o ¥ 8, devience mis y ads

importante).

Se ilustra lo anterioer com la ayuda de un e¢jemplo simple

de consecuencias un tanto inesperadaz. Sea dado un régimen
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de pepnsiones uniformes de vefez con la sola edad de
‘anLradz de 20 aKos ¥ edad de Jublilacidn 85 alos; el
pUmere anual ‘de nyevos entrantes es constante ¥y al
efectivo de catizantes activos despuds de haber
transcurrido 85 ~ 20 = 45 afios, y mas tarde el efective de
pensionados se componen exclusivamente e suapervivientes
de los nueves entrantes. Una vez alcanzade ¢l <estade
relativamento estaclonartio con la condicidn adicional de
que la tasa de axpanzidn @ {pues p ¢ 0 es Lgual a la tasa
de interés 4. las primas de low freos sistemas filnancleros

31

principales -por de pronta se designhan por l‘l!. f ¥ e

se vuelven ldénticas en esa fase final estacicnaria,

Interesa uaber lo gque para con dichas primas en la faze

inicial no estaclenaria,

Al efcclo se designan con no la prima de c<cobertura de

expactativas calculada bBajo la hipdtesis o = {

Ho dmporia el valor conereto de r.c. wino #olo el hecho du
que H° sea lgual para todas las generaciones nuevas de
asegurados, ez declr que sea constante desde el fniclao.
Ahora hlen, las primeras pensiones do vejuzr se pagarén
duspues de 43 afios contados & partir del inicic del

XX

X
seguro, En consecuencia [T = 01 = O durante esos primeros

45 alos. Seguldamente cada afe liega {gual ndmero de



activos a edad 85, es decir, cada afic se copsidera igual
namero * de .pensiones, de medo aque la prima 07 s
incrementa de "0 28 su valor - definitive n, (ignal a la
pfima_canstante del sistema financlers de gobertura de

expectativas)’?, mientras m* = o™

=0,. En tal modelo,
que ‘desemboca en un astado estacionaric supuesto
iliminadg. no se utilizaran Jamas -ni en la fase iniclal
ni en la fase final estacionaria- las reservas acumuladas
con las primas del! sistema de reparto de capitales
constitutivos, ni las reservas aun mis conslderables del
sistema de cobertura de expectativas, Es deelr, los
miembros afiliados a este régimen de pensiones, financiade

originalmente bajo el siste

de  reparto de capitales
constitutivos o de coburtura de expectativas, pedran donar
las reservas acumuladas -y cllas son considerables- & una
fundacién, sin poener en peligre el financiamiento del

régimen con base on lu Prima )

14NGte00 qua dentra dol cistema de rapartos  de  capitales
conalitutivos, ol aatado rulativamente aesalactonariz pucda
realizarse con bastante anticipacidn, gue dantro  del
nistemc deo reparto munplo.
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CAPITULO VI

EL "SISTEMA DE PE‘XHA ESCALORADA P;AEA EL - FINANCI AMINETO DE
REGIMENES DE PENSLONES DE SEGURO SdCIAL: PERIODOS MAXINOS
DE EQUILIBRIO, *P

8.1. - Introduced &,

Entre los varios métlodos para f(inanciar reginenes de
pensiones de seguro social. que varfan entre dos extrenos:
el nmétodo do reparto antal y el mdtodo de prima modia
general., ocupa un importante lugar 2l llamado cistoma de
“prima escalonada®. Este método implica gue con respecto &
un regimen de  segure dada, cuyx  duracidn  se  supane
usualmente {limitada, oo subdivide el Liemps en una serie

de pericdos de oguilibrio.

Se asigna a cada perfods -gue, came regla, cubre varies
afos—~ una tasa de prima constante op forma tal gue ao solo
se garantice el equilibrio financiera ontre ingresos y
sgrescs  sine que tambldn permiix la cumttlacidn o el

mantanimiento de un fondo de coSer va,

En las eltapas iniciales de operacidn de wun reégimen de

18

Tutulo original: The scaled Promiam sysiem for the
finoncing ol Toctal ihaurants ponvion gchomes: maximum
poricds of equilibrium.

Rovista InLlernacional de Actuariads ¥ estadl ctica de la

Beguridad Wociol, No. L0, (oca. p. 207-227.
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segura de ﬁonsionos por lo general, los egresos crecen
lenL;menLe. de maners que. con @l sistema  de prima
escalonada - es posible mantener relativamenle bajas  las
"Lasa{» de ‘prima - aplicables a los primercs periodos de
'er.;;ulijbc'-.(o. y establecer aumentos graduales de prima en
pericidos sucesives hasta que se aproxima 2 un estada
estacionario. Esta caracteristica as de particulai‘
importanclia para los pafises an desarrolle, wva que ol
sistoma de primas escalonadas crea Una carga leve an la
economi a durante 21 por {adao inicial de wperacidn
relativamente large, y roquiere contribuciones mayores en
una etapa posterior cuando se espera que la economia asteé
mas desarrollada, Pero aln  en palses industriales
altamente dosarraliados, 1a aplicacidn do este sistema
financlero puede ilevar a una deseable nivelacidn gradual

de los factores econdmicos.

La eleccion de primas -particularmento Ia aplicalde 2 un
latgo primer peridde de equilibria~ na  pulede sor
arbitraria. Entre otras cosas se debe tener curdado en
satisfacer las siguientes condiclones., especialmente en
palses en vias de desarrollo:
t

- La prima no debe subir demasiado bruscamente de an
pericdo de equilibrio al sigulente.

~ Se debe prestar atencidn a la capacidad de los sectores

aeconbmicos cubiertos per el régimen para sostener la carga



s fimanciera pertinente.

- En. las. etapas vx‘Ln;‘ues 1a prima debe. tener. um valwor
intermadio entre la érirna media general ¥ la prima de
reparto puroc Cen cualquier caso conviene calcular ambas
primis sobre la base de suposiciones apropiadas., para
fines de comparaciénd.

- La acumulacidn de reservas debe Lener en cuenta hasta
que grado el merc.ado interno de capltal es CLpas de
absorber inversiones seguras que produzcan rendimlento
Clas oportupjidades en este campe pusden sor limitadasd vy,
por obra parte, <1 tales invergsienes encajan en la

pollitica nacional de planeacidn ccondmica.

No siempre es fAcil encontrar una soluci'dHn apropiada que
tome cn cuenta tedos luws factores antes menclionados, ya
que frecuentemente tienen efectos contrarios. La
Licaridn del método de primas escalonadas requiere de
revisionas actuariales de Lienpo on tiempo para compay.a
el desarrollo real del reqimen del seJguro con el esperado
y capacitar o las zutoridades competentes para corregir

las cosas a su debido tiemps.

Sin embargo, también en palises en los que un régimen
general de pensiones ha estado en operacion durante mucho
tiempo, en la praclica se ha abandonade el sistema de
financiamienta “clasico™ basado en la prima media general

Y, a veces en combinacidn con reformas fundamentales del

o
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régimes, se adepta un sisblesa financisra mio iexible.
"Egto. se dehe a varias rarzones, Llales coms la dinamica del
desarrolle econdmice 'y demogrifico. que no se  puede
pronosucar per: anticipado para periddos suficientemente
largos, las devaluaclones o la pérdida completa de fondas
de reserva y en particular, la r;secesidad de ajustar las
pabnsion.es‘ a los aumentos en ol costo de la vida y-o en el

nival general de salarios.

El método de prima escalonada fué tratado sistematicamentle
por primera vez por A, chenkala. que propene expresamente
el requisito de que en ningun momento las reservas
acumuladas se apliquen para cubrir egresos, zinoc a lo mds
el interés sobre =llas ademss due las contribuclepes. Solo
sl se =sastiface wste requisitoc so hace referencia al

Ysistema de prima ezcalonada™ en su sentido estricto.

La adopeidtn de este requisite evita, en partizsalar,
consumir  resarvass apartadas  proviasente, lo que  hace
posible llevar a caba una polftica de inversion & largs
plazo ¥ contribuye a reducir la diferencia entrs la lLasa
final de prima cuands so alcanza 2! astado estacionariac y

la nrime modla general ceorrespondionte a2l régimen.

1Ga. ZELENKA, auelquen remarques wur le régime funanceer,
1. S. 5. A, Actuarial and Slatwatizal problems of Tactal
Security”, ddrove-home 1938, VYol. l11l.
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51 sas aplica el  criterio . antes. . wenclonsdo, la  prime
aumentard. & mAs tardar en el meomento que el ingreso  de
primas mas el rendimiento del capital vya no sean
suficientes para cubrir los egresos. Si, con respecto a un
régimen de seguro dado, en un periédo de equilibrio
particular [n,m] se sastiface el criterlo antcrior con uns
prima n, pero la aplicaclépn de tnl prima para dualquier
periédo mds alls del tiempo m llevar & una reducclén de la
reserva acumulada, entonces [n,m] se llzma periocdo miximo
de equilibrio del régimen respecto a n. La duracion de tal
perisdo depende de las carzctaristicas del sistema de
beneficios, de los fondos de reserva, si los hay,
acunulados al principio del periddo y del nivel de 1a
prima 7. Sin embargo, cuando no hay riesgo de eguivocacion
simplemente se& hablard de un “"periodo maéximo de

aguilibrio™,

Ll preblema badsico es el de determinar la prime =7 que
corresponde a un periddo mdxime de equilibrio dade o mas
precisamente, el determinar con respecto a un  regimen de
seguro ¥y u un perlodoc de tiempo [o,ml :‘:"“‘lu. una prima n
tal que {n,m] resulte un periddc miximo de equilibrio con
respecto a @, En el trabajo de A, Zelenka vya 5o pucde

encontrar un metodo aproximado para determinar la prima

17La reasrva ¥ on el tiampo L asa conecida.
n
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correspandiente a un periddo miaximo de sguilibrio, bpasado

primerc en la nlecclidn de un periodeo de referennia mucho

maycr (cerca del dohled que el periddas da v equilibrao
establecide tentativamente, ¥, en Segunde lugar en el
;:alcul o de la prima de repar Lo para dicho perfada de
rr_xférencia‘ Entonces se aplica. a esta prima. de reparto
hasta el momento en que se sasliface el reogquisilo de un
fondo de reserva noe decreciente; ¥y ese momento sefiala
donde terminaria en realidad el periddo  mAximo de

equilibrio.

En seguida se presenta una férmula simple para el efecto
Junto con una discusisén de al gunas cuestionas

ralacionadas.

La férmula requiere sélo el conocimiento de los valores
anuales esperados de 1ns o2)ITizi aseyurados (o de los
numerocs esperados  de  pe-sonss aseguradas)  y  ge 1os
egresos; permite, sin mayores caloulos, presentar varias

alternativas., comparar susg

ltados ¥ repercusiones.
seleccionar la mas apropiada., Asf. la formola sunisnisbeos
al actuaric una herramienta para manelar el sistema de

prima escalonada.
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6.2~ ¥armula de 1l nxima

Sean:
V(t)=V ', Reserva en el momento t (&l principio del afio ).
A(t)rAL, Funcis®n de ingresos (exc.luyendo el rendimiento de

interéa) ‘ donde

(33
j Mr)dv ' Ingreso total (sin intereses ganados) - en

: Lt t+1]

: B(t)=B“, Funcién de - egresos, donde:
X T 2 2 o g . . .
B = I B(fr")d-z' v Total de egresos en: [tit+1l.

3

$(t)=S,, Funcién-salarios, donde:

tea
5,° J.S(T}df . total de salartes en [t,%+l1]

t
0. - Tasa de contribucida durante el periddo méxiwns de
equilibrico [n,m}. A menos que sea necesario, se denota

simplemente 0.
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De acuerdo a lo antesrior se obtiena lo sigulente:

ATL) = 1T sCe)
: I;, Tasa de interds anual.

&, Intensidad de interéds = In (L4 w 1R donde:

Cm CJ."'-D . Factor anual de capitalizacidn.

u_-_r".. Factor anual de dessuente,

St {n,ml es: un periédo’ maxamo de equilibrio’ dade Ly
M 1a prima correspondiente, entonces es valida en

=
_tn,m

[(n,m} la sigulente férmula de reserva para (nStsmd:

t t
.
Vm v r'Th s J mscrart™™ dr - J B¢rart" dr €G.2.12
N n
t i
S A I nscede’ ar -t J Berd o’ dr
n n
51 {n,mil es un periddo maximoe de equilibrio, por

delfinicidn VL2 dabe Ltenur un valar mayime cuando t o= m.
os decir V(L) w O para t=m. Asi, diferenziandc la Gliima
férmula y tomando su valor para t=m igual & cero, se

obtieno la siguiente formula para 1a prima r:( S
rom

-
o™ -8V LT 4 s J_n BCo® dr
Bz 23

N
{r,mj L
N - T
K" o+ & f&;!.r)u dr
n

donde todos los valores se descuentan al tlempoe t=Q, La
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férmula. CA.2.2> implica la suposicidén -que diffcilmente
envuelve alguna restriccion-  de que la funcidon V(L. no
tiene ni unAmé‘x.'\mo ni un minime en el intervalo ablerto

Cn,md.

A partir de la'férmula €8.2.1) . o mis: directaments aun ‘do

la conocida ecuacidn diferencial Clineal de primor Grdend;

VIEL) m & VCLD - (BCLY~ ACLD]

se puede expresar la reserva en el punto terminal m Cdonde

V'Cm>=0) simplementa por la ¢cuacidn:
Ve 4 1BCm ~ 1T SKmd) s.2.3
m &
La formula (6.2.23 de la prima permite calcular {1 51 la

reserva en &l tlempo iniclal n es conorida, Tuilbico se le

puede caontebir com? una fermule de recorrs

4 QU hage

posible calcular gucesivamente las  primas ll‘.ﬁ IS 1 S
2

P
aplicables a una serie  Hida de poariddos maximos  de
equxlibrxo:[O.n‘)‘(n‘,nzl.(nz.n_‘l..,, En a2fccto. fotey
Jelermina primero l‘!l suponiendo e WOI es lguxl a Cero &

a alguna otra cantidad. Una vex obtenido el wvalor de l’It ET)
puede calowlar inmediatamente 13 rezerva VCn‘J en el punto
terminal n segin (6.2, 3. El conocimiento  de VCn')
permite e] ciiculo da 1’12, ¥ asi sucesivamente. £i después

del tiempo n' el esgquema entra on un estado estacionario,
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la prima- 0 calculada pare =1 Ultime peritddo de equjiibrlo

[n',n"] e5 valida también durante toda  la  duraclén. del

estado estacionario.

Las formulas anteriores se aplican a funciones S(t) y B(t)

contdnuas,

Para fines pracgtices, es necesario

transformarlas

usando el ‘caso discreto aplicando

las

siguientes - aproximeciones basadas . -en. valores anuales

suponiendo. linesalidad:

13

S{t) = — (sh‘+ S= S

-t

t+1

t

el

[ S(T)UT dr = o

z =12
B(t) = ——;— (Bl‘l“- B‘ ). 8\,‘1/2
tet s
‘ J‘H{‘T)UT dr o gtE J‘BV(T) dr = o7 B,

IR

ta s

[PYPe3
Ss

[ S(rrodr = o

€

De lo anterior se sigue que

m-1/,2

- z t
HEGEER-TR AT - 0
n &

tn,m) =

smv 12

La reserva

A
m

en el punts final m. del periddo

a3

de



equilibria, pdr analogla, ‘esta dada por la  miguisate

formula de aproximagidan:

£n la practica podra ser. atil,: como una pr\ieba. aplicar

tanbién la férmula general de la ruaervalez

mo Ty Tm-$.72 s t m’-i’ 1

mes ‘.’nrr +r ,(};HS-‘u-‘I{Z‘ Hc [ (6.2.862

Se debe notar gue sd4lo en un reégimen de duracion iiimitada
Cm—-->. ® 3 se puede concabir. la. formula C6.2.4) comoe una
genaralizacidn de la fédrmula de la prima madia general

ﬂ‘o}m . Séla en Lal régimen tiene sentida el necablsmo
de prims escalonadz desarreollada aqut. ya gque el metodo se
basa. en el principio de que la reserva nunca decrecera.
mientras que en un régimen de durasian  limitada ("caja
zerrada el wvalor final de la reserva debe ser cero.
Cuando se trata de un régimen de seguro de caja cerrada,
se dehe correqQir apriliadamante el m2todo anterior para
tamar en'cuentarla disminucion de reservas en las etapas

finales de operacion,

18ver la fOrmuta “s. 2.1, sacrita an formo digereta can
valores anuclen.
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6.3 - Estado relativaments estacionarta;

Un régimen de zegure estd  en  un tade financiero

relativamentsa estdcionario en al periddo de tiempo [Li,(,zl
sl las.tasas de crecimiento de las funciones de reserva,

ingresos y egresos; son {guales durante el perlodol g.‘

Sea AKLLY la intensidad de crecimiento. Entences

CoLLviewy o B'cwy
I S = Ty T
SR . . -
(8¢ {necluye la relacién ~ETTET bajo la condizisn de que
. =

la prima no cambie en ol periddod.

Sea &, coms antes, la intensilad de interés. 3Se sabe que
la diferencia &S-p e {Lx'('zl @s constante on el estados
financierc relativamente ostacionario; i & es constante
en. el periddo. entonces lo es tambkién o Asi, durante un
estado financieroc relativamente estacionario, al
crecimiente G las funciones antes mencicnarias fo=4

geonmétrico.

Un estado financiero relativamerte cstlacionario no Lmplica
npecesariamente la exictencia de un estadeo demoegrafico

clalivamente estacionarioc. Par ejemplc al ajuste

b

cistemdtico de las penciones al indice de los salarios o

1Qver capitclo IV,

vor " Thullen, AnoRelones eubro 13 weotad:: finanziero
relattvamente eatactoneiio de un siaterna da COTUG. Actas
de Lo Tagunda Canferangn Intwernacionet de Actuaries ¥

Egladf grafes de la Swgurnidad Soccal. (Rome o5,



al l;!lEl cesto. de la wvida msiempre  Aque el indice de
referencia crezca constantemente durante un large perlddo
de tiempo- puede causar un estado {inanclero relativamenie
‘astacicnamo. adn cuando el numersc de perscna§ aseguradac

permanegzca sin cambio,

Por - supuesto, un regimen e un esiade fluancier o

relativamente estacionaris e5 ante todo wun models; 1o
cheranta LI i JRSRIeTa Y EAYITS TR 4 cnlan ac § cne

valicsas sobre las posibles lendsncias Uinancioras del

réagimen. bajo varias hi tesls con respecto al valor de o
CTambién se sefiala gue no ez infinite. ). Cbviamente &l
estado 'absclut.amen,hg estacionario -que en esencia tambien
es. sélo un medelo tesri1co- eslid foncluldo como case

especial en -la ooz én de un estado relati vamonte

estacionario,

Surge la pregunta: En qué condiciones se aplica el sistema

de prima escalonada a

régimen  de segu o gue Ligids
hacia un estado f[inanciero relativemenle estacichnario o
bien cuando lo ha alcanzado ya Cp= o). Se debe enfatizar
que mientras en un estads financiero absolutamente

wxtacinnar

~ Cpma) se Arapane e tede el rendimienio de
interés correspondiente o La antensidad & para hager
frente a los egresos, en el casce de un eostado financierc

relativamente estacionario cen o< el ser necesita

trapnsferir parte de los 1ntereses serva  que crece




con la intensidad p, y s¢lo parte dé los intereses (los
correpondizntes a S-p) permanecen dispenibles pars cubrir
los egresos. En el caso limite en que p=¢ (¥ &4n mas  si

224} durante el peridde [tt.tzj del - estado .  financiero

relativamente

stanionarie, 1a reserva de completamnente

de- gumplir la fuscion de {inanci:r egrescs, ea decir, ia

. 20
prima requeridsa se convicrte on una prima de repario

En este nunto

130 regrasar soncapto de  peridds
maximo de equilibric [n,m). iEs avn aprapiado aplicsr la
condicidn V' (m)=0. wiaste que 56 sabe que durants  una

situacidén financiera relativamente astacionaria

Vigty=p Vit), { Ao )?

La respuesta puede ser aplicar en este caso, una condicion
diferente. a saber la de que la intensidad de  crecimdento
de la funcidn reserva nunca saa menoer gue P, ¥ awe cn <l
punto terminal m de dicho periddo, tal intensidad sea
exactamente o, es decir; Vimi=p Vim), (cuando g =0, s¢

obtiene nuevamente la condicidn original).

La nueva <ondicion lleva & una ecuwacidn para que

)

difiere de (6.2.4), en que se reemplaza & por éHpo‘ Para

20ver aA. =Zslanka, Funetiona blomélriques ol  écoromiques
interchangeables danu U'@quation gqénérale  Jde  Ceguitibre
itnancier. Actas de la Segunda Conferencia  Internacional

do actuarios y Fstadf grafoe <u la Seguridad  Social  {Rema
19309,

Vor lambiédn Pater Thullan, Op. cul.



la aplicacidn practica y escrita en forma discrel usando
valores anuales, resulta la siguiente cuuacidn;

. m- 3
—t s 12 L, m : - t
7] - LS Or YV ou 4CHp DT B v
-3, 2 © e Q n AN
il e e e i
Tr,m)
iz met
e R e
S e P I (5.3, 20
[T a 3
Para l& 7eservs W oo Shlighe una @cuacuon
m

analoga  a
5.2, con o

. 1 CH.3.20
o m-3,2 -t 22
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